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OZET
ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMIS SKEW TUREVLERI
ICEREN KOMUTATORLER

KARACA, Zeynep

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal1

Tez Danigmani: Prof. Dr. Emine ALBAS

Kasim 2016, 107 sayfa

Bu tez esas olarak bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusu tanitilmig, konu ile ilgili yapilan ¢alismalar

hakkinda kisa bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, tezi anlamada ve okumada kolaylik saglayacak bazi temel
tanim ve kavramlara teorem ve Ozelliklere yer verilmistir. Ayrica halkalardaki
tiirev, genellestirilmis tlirev, skew tiirev tanitilip, tezde kullanilan kavram ve bu

boliimde sik kullanilan baz1 6nemli referans sonuglart yer almistir.

Ugiincii boliimde, Jui- Chi Chang n 2011 yilinda yapmis oldugu "Asal
halkalarda Lie idealler lizerinde Engel kosullu genellestirilmis skew tiirevler"

baslikli calismasi ele alinmistir.

Dordiincii boliimde, Luisa Carini, Vincenzo De Filippis ve Giovanni
Scudo nun 2014 de yapmis olduklar1 "Asal halkalarda kuvvet degisimli (power-

commuting) genellestirilmis skew tiirevler " baslikli ¢calismalar1 incelenmistir.

Besinci boliimde, V. De Filippis ve O. M. Di Vincenzo nun 2014 de
yapmis olduklari "Asal halkalarda sol idealler {iizerinde Engel kosullu,
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hipermerkezleyenli (hypercentralizing) genellestirilmis skew tiirevler" ile ilgili
caligmalarindaki ilk kisim olan asal halkalarda hiperdegisimli genellestirilmis

skew tiirevler konusu ¢aligilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asal halka, tiirev, skew tiirev, genellestirilmis skew
tiirev, genellestirilmis polinom 6zdesligi, otomorfizmali genellestirilmis polinom

ozdesligi
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ABSTRACT
COMMUTATORS INVOLVING GENERALIZED SKEW
DERIVATIONS IN PRIME RINGS
KARACA, Zeynep
Msc in Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Emine ALBAS

November 2016, 107 pages

This thesis essentially consists of five chapters.

In the first chapter, the subject of the thesis is introduced and a short

information about the works have been done so far related to this subject is given.

In the second chapter, some basic definitions and notions, theorems and
properties which may help to make easy understanding and reading of this thesis
are given. Moreover the definitions of derivation, generalized derivation, skew
derivation and generalized skew derivation in rings have been introduced and
some important results from the references which are frequently used take places

in this chapter.

In the third chapter, Jui- Chi Changs paper titled "Generalized skew
derivations with Engel conditions on Lie ideals" published in 2011 is primarily

considered.

In the fourth chapter, the paper titled "Power- commuting generalized
skew derivations in prime rings" which is a joint work of Luisa Carini, Vincenzo

De Filippis and Giovanni Scudo in 2014 is handled.

In the fifth chapter, V. De Filippis and O. M. Di Vincenzo’ s 2014 work

titled "Hypercentralizing generalized skew derivations on left ideals in prime



rings" is handled and in this paper hypercommuting generalized skew derivations

on prime rings are studied.

Key words: Prime ring, derivation, skew derivation, generalized skew derivation,
generalized skew derivation, generalized polynomial identity, generalized

polynomial identity with automorphism.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Aciklama

A kiimesinin sol sifirlayan1

R halkasinin merkezi

»M sol R- modiiliiniin homomorfizmalarinin kiimesi

V' vektor uzaymin D boliimlii halkasi tizerindeki boyutu
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n degiskenli standart 6zdeslik
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Simgeler Aciklama
C R halkasinin genisletilmis merkezi
Soc(R) R halkasiin "socle" si
[x, ] x ve y elemanlarinin komiitator carpimi
Char(R) R halkasinin karakteristigi
1, R halkasinin birim doniisiimi
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K{X} X kiimesi iizerindeki serbest K- cebir
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1. GIRIS

Asal halkalarin tiirevleri iizerine bilinen ilk ¢alisma 1957 yilinda E. C.
Posner tarafindan yapilmistir. Bu calismasinda Posner iki onemli sonug¢ elde
etmigtir. Bunlardan ilki, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halkada iki
tiirevin bileskesi de bir tiirev ise tiirevlerden birinin sifir oldugu ve ikinciside, bir
asal halkanin bir d tlirevi o halkanin her elemani ile degismeli oldugu durumda
halkanin degismeli oldugu ya da d tiirevinin sifir oldugudur. Yapilan bu ¢alisma
bundan sonraki tiim tiirevli asal halka calismalarinda referans olarak literatiirdeki
yerini almistir. Daha sonra C. Lanski 1988 yilinda yapmis oldugu bir ¢alismasinda

Posner 1n bu sonucunu bir Lie ideale genellemistir.

Daha sonra tiirev teorisinin gelisimi ile birlikte farkli tiirev kavramlar
tamimlanmis ve asal halkalarda bu tilirevlerin sagladigi bazi 06zelliklerin
incelenmesine yol agmistir. Bu baglamda genellestirilmis tiirev, skew tiirev ve
genellestirilmis skew tlirevler tanimlanmistir. Calismalar ilerledikge de bu tip

tiirev taniml1 asal halkalarin karakterizasyonu elde edilmistir.

Bu calismalar 1s1ginda belli bir 6zdeslik saglayan asal halkalardan,
halkalarin idealleri, Lie idealleri ve tek yanli idealleri {izerinde saglanan
0zdeslikleri incelenmeye yonelinmistir. Bunlar sonucunda bir ¢ok yapisal sonug

elde edilmistir.

Asal halkalardaki tiirev ile ilgili yapilan ¢alismalar zamanla ilerlemis olup
cesitli tiirev tanimlar1 yapilmistir. Bu dogrultuda skew tiirevler tanimlanmistir. M.
C. Chou ve C. K. Liu 2009 yilinda yapmis olduklar1 ¢aligmalarinda, skew tiirevli
Engel kosulunu incelemislerdir. Daha sonra bu sonug, C. Lanski (1993) ve J. H.
Mayne (1992) tarafindan bazi bilindik sonuglara genellenmistir. Daha ileriki bir
caligma olarak N. Argag, L. Carini ve V. De Filippis 2008 yilinda genellestirilmis
tirev durumunu ve J. C. Chang 2011 yilinda sag genellestirilmis skew tlirev

durumunu ele almistir.



L. Carini ve V. De Filippis 2000 yilinda bir Lie ideal iizerinde kuvvet
merkezi degerli komiitatorler lizerindeki tlirevleri ¢aligmiglardir. Bu sonuglart V.
De Filippis 2006 yilinda tlirev yerine genellestirilmis tiirev alarak ¢ozmiistiir.
Daha sonra, Y. Wang 2006 yilinda asal halkalarda Lie ideallerinin kuvvet
merkezli otomorfizmalarini incelenmistir. Yapilan bu ¢alismalar 1s18inda L.
Carini, V. De Filippis ve G. Scudo 2014 yilinda genellestirilmis skew tiirev

durumunu ele almislardir ve bazi sonuglar1 elde etmislerdir.

Baz1 yazarlar bir asal halkanin yapis1 ve Engel kosulunu saglayan toplamsal
bir doniisiimiin davranis1 arasindaki iliskiyi ele almislardir. Bu baglamda T. K.
Lee 1995 yilinda Engel kosulunun bazi tiirlinii saglayan asal halkanin tek yanl
ideali tlizerinde ¢alismistir. Daha sonra 2008 yilinda E. Albas, N. Argag ve V. De
Filippis tek yanli idealler iizerinde Engel kosulunu saglayan genellestirilmis tiirev
durumunu incelemislerdir. Son olarak V. De Filippis ve O. M. Di Vincenzo 2014

yilinda genellestirilmis skew tiirev durumunu ele almislardir.

Bu calismadaki amacimiz asal halkalar {izerinde tanimli genellestirilmis
skew tiirevleri iceren komiitatorlerin halkalarda veya onlarin herhangi alt kiimeleri
(idealleri, Lie idealleri) lizerinde baz1 kosullar1 sagladiginda bu genellestirilmis

skew tiirevlerin yapilarinin karakterizasyonunu veren ¢aligmalarini sunmaktir.



2.ONBILGILER
2.1 Genel Bilgiler

Bu boliimde, diger boliimlerde gececek olan tanimlar ile ispatlarda kullanilacak
asal halkalarin baz1 ozellikleri, bagvuru kolayligi i¢in alindiklar1 kaynaklarla

birlikte verilecektir.

Tamm 2.1.1 (Hungerford, 1974, Definition 1.7) R ve R’ herhangi iki halka,
f R — R’ bir toplamsal doniisiim olsun. Her x, y € R i¢in f(xy)= f(x)f(y) ise

f donisiimiine bir halka homomorfizmasi, 6zel olarak R=R' almirsa f
dontisimiine R halkasinin bir endomorfizmas1 denir. Eger f:R—> R’
homomorfizmasi bire-bir ve orten bir homomorfizma ise f doniisiimiine bir
halka izomorfizmas1 denir. Ozel olarak R=R' alinirsa f izomorfizmasina R

halkasinin bir otomorfizmasi denir.

Tamm 2.1.2 (Hungerford, 1974, Definition 1.2) R bir halka, M ve N iki sag

(sol) R—modiil olsun. Bir f:M — N toplamsal doniisiimii her m e M ve her
reR igin f(mr)= f(m)r (f(rm)=rf(m)) sartini sagliyorsa f doniisiimiine

bir sag (sol) R -modiil homomorfizmasi denir.

Tanim 2.1.3 (Hungerford, 1974) R bir halka ve ,M bir sol R-modiil olsun.
RM #(0) ve M modiliiniin higbir 6z alt modiilii yoksa o zaman ,M

modiiliine basit (indirgenemez) modiil denir.

Tanim 2.1.4 (Hungerford, 1974) R bir halka, M bir sol R—modiil ve 4 kiimesi

M nin bostan farkl bir alt kiimesi olsun.
Ann(A)={reR: her ae 4 i¢in ra =0}

kiimesine A alt kiimesinin sol sifirlayam (left annihilator) denir. Sag sifirlayan

da yukaridaki tanima benzer sekilde yapilir.



Tanim 2.1.5 (Hungerford, 1974) .M bir sol R-modiil olsun. Ann,(M)=(0) ise

M ye sol "faithful'' modiil denir. Eger R halkas1 basit, "faithful" bir sol R-modiile

sahip ise 0 zaman R ye primitif halka denir.

Tanim 2.1.6 (Hungerford, 1974, Definition 1.8) R bir halka olsun. Her a e R
icin na=0 olacak sekilde bir n pozitif tamsayis1 varsa bu »n lerin en kiiciigiine

halkanin karakteristigi denir ve Char(R)=n ile gosterilir. Eger boyle bir en

kiiciik pozitif n tamsayis1 yoksa R halkasina sifir karakteristikli denir ve

char(R) =0 ile ifade edilir.

Tanmm 2.1.7 R bir halka olsun. Z(R)={xeR: her reR icin xr=rx}

kiimesine R halkasinin merkezi denir. Z(R), R halkasinin bir alt halkasidir.

Tamm 2.1.8 (Lam, 2001, Definition 10.1) R bir halka ve P, R nin bir ideali
olsun. P# R ve R nin herhangi /,J idealleri i¢in IJ c P iken I < P veya

J < P oluyorsa P idealine R nin bir asal ideali denir.

Asagidaki  Onerme bir halkanin asal ideallerinin olduk¢a  &nemli

karakterizasyonlarindan birini verir.

Onerme 2.1.1 (Lam, 2001, Proposition 10.2) R bir halka ve P< R nin bir ideali

olsun. O zaman asagidaki ifadeler denktir:

(i) P asal idealdir.

(i) a,be R icin (a)(b)c P ise a€ P veya b e P dir.

(iif) a,be R i¢in aRbC P iseya ae P diryada be P dir.

(tv) R’ nin [,J sag (sol) idealleri icin IJ < P ise I < P veya Jc P
dir.



Tamim 2.1.9 R bir halka olsun. a,be R i¢in aRb=0 oldugunda a=0 veya

b=0 oluyorsa R halkasina bir asal halka denir. Eger ae R i¢in aRa=0

oldugunda a =0 oluyorsa R halkasina yar1 asal halka denir.

Tanim 2.1.10 (Beidar et al. 1996) R yar asal bir halka ve D(R), R halkasinin

yogun ideallerinin kiimesi olsun.
H={f;J):JeDR), f:Jy > Ry}
kiimesi {lizerinde tanimlanan asagidaki "~ " bagintis1 bir denklik bagintisidir.

(f;J)~(g;:K)<= LcJnK olacak sekilde L e D(R) vardir ve L iizerinde
f =g dir.

[f;J], (f;J)e H elemaninin denklik smifi olmak {izere, toplama ve ¢arpma

islemleri asagidaki gibi tanimlidir:
Lf3J]+[g:K]=[f+gJ NK]

[f:J1lg: K]1=[/g;g " ()]

Bu islemler altinda A 1n elemanlarinin denklik siniflarinin olusturdugu kiime bir
halka teskil eder. Bu halkaya R nin maksimal sag Kkesirler halkasi1 (sag Utumi
kesirler halkasi) denir ve (Q, (R)=0, ) ( U(R) ) ile gosterilir.

mr

Onerme 2.1.2 (Beidar et al. 1996, Proposition 2.1.7) R bir yar1 asal halka olsun.
0, (R) asagidakileri saglar.

(1) R, Q,, nin bir alt halkasidir.

(i) Her g € Q,,, icin gJ < R olacak sekilde J € D vardir.

(ii1) Her g Q,. ve J € D i¢in ¢J =0 dir ancak ve ancak ¢ =0 dur.



(111) Her JeD ve f:J, = R, sag R- modiil doniisiimii ve her x € J i¢in

f(x) = gx olacak sekilde bir g € O vardir.

mr

Ustelik O, (R) maksimal kesirler halkasi izomorfizmaya bagli olarak yukaridaki

ozellikleri saglayan bir halka olarak karakterize edilebilir.

Tamm 2.1.11 (Beidar et al., 1996) R yari asal bir halka olsun.

M =M(R)={I:1,R’ nin bir ideali ve 4nn,(I)=0}

M kiimesi ¢arpim ve sonlu kesisim altinda kapalidir.

T={(f;J):JeM, f:J, > R, sag R- modiil homomorfizmasi}

kiimesi ilizerinde asagida tanimlanan "~ " bagintis1 bir denklik bagintisidir.

(f5J)=(g;K)e LcJNK olacak sekilde L e M vardir ve L lizerinde f=g
dir.

{f;J},(f;J)eT elemaninin denklik sinifi olmak {iizere, toplama ve carpma

islemleri asagidaki gibi tanimlidir:

U +H{g Ky ={f +g: KJ}

UJIHg Ky ={fg; KT}

Bu islemler altinda 7” nin elemanlarinin denklik siniflarinin olusturdugu kiime bir
halka teskil eder. Bu halkaya R nin iki yanh sag (Martindale) kesirler halkasi
denir ve (Q. = Q.(R) ) ile gosterilir.

Onerme 2.1.3 (Beidar et al. 1996, Proposition 2.2.1) R yari asal bir halka olmak
lizere O (R) asagidakileri saglar.



(1) R, Q. nin bir alt halkasidir.

(i1) Her g € O, i¢in gJ < R olacak sekilde J € [ vardir.

(1) Her ge Q. ve J el i¢in qJ =0 dir ancak ve ancak g =0 dir.

(iv) Her J €eI(R) ve f:J, = R, sag R- modiil doniisiimii ve her x € J i¢in

f(x)=gx olacak sekilde g € Q. vardur.

Q.(R) halkas1 izomorfizmaya bagl olarak yukaridaki ozellikleri saglayan bir

halka olarak karakterize edilebilir.

0.={q<0Q, (R):qJuJgcR,Jel} QO nin bir alt halkasidir ve R nin simetrik

(Martindale) kesirler halkasi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.1.12 (Beidar et al., 1996) Herhangi bir R halkasinin tiim minimal sol

ideallerinin toplamina R’ nin sol "socle " si denir ve Soc,(R) ile gosterilir. Sag

"socle " si da benzer sekilde tanimlanir. Sol ve sag "socle" her zaman esit olmak

zorunda degildir.

Sonu¢ 2.1.1 (Beidar et al. 1996, Corollary 4.3.4) R yar1 asal bir halka ve

e=¢’ € R olsun. O zaman

(1) Re minimal sol idealdir ancak ve ancak eR , R nin minimal sag idealidir.

(i1) Soc,(R) = Soc.(R).

Eger Soc,(R) = Soc,(R) ise kisaca Soc(R) ile gosterilir.

Tamm 2.1.13 (Jacobson, 1975) X herhangi bir sayilabilir kiime ve S <X >, X
tizerinde birimli serbest yar1 grup olsun. K birimli degismeli bir halka olmak {izere

K{X}, §<X > ibaz kabul eden serbest K- modiilii gostersin. K{X} lizerinde



carpma iglemi " yan yana koyma " olarak tanimlansin. Bu durumda K{X?} bir K-
cebir olur. Bu cebire X iizerindeki serbest K- cebir denir. K{X} serbest cebrinin
elemanlarma da polinom denir ve f(x,x,,...,x,) seklinde gosterilir. Baz

elemanlarina da monomial denir.

Tamm 2.1.14 (Jacobson, 1975) f e K{X} olsun. f, K{X} in sonlu iretilmis
K{x,,...,x,} alt cebrine ait ise f = f(x,,...,x,) yazilir. 4 bir K- cebir olsun. Her
a,...,a, € 4 icin f(a,,...,a,) =0 ise f ye 4 i¢in bir polinom o6zdesligidir denir. A

halkasina da polinom 6zdesligi halkasi denir.

Tamm 2.1.15 (Beidar et al., 1996) R yar1 asal bir halka ve X de8ismeli olmayan

bilinmeyenlerin sayilabilir bir kiimesi olsun. 7' = Q (R)*. C(X) serbest ¢arpimini

ele alalim. 7 kiimesinin elemanlarina genellestirilmis polinom 6zdesligi denir.

q.€Q.(R) ve y, €X olmak lizere m=gq,y,4,.9,---v,9, tipindeki elemanlara
monomial, g, elemanlarina da m monomialinin katsayilar1 denir. 7 kiimesinin
her f eleman1 monomiallerin sonlu toplami seklindedir ve bu gosterim tek
tiurlidir.  f = f(x,,x,,...,x,) €T olmak tlzere her #,r,..,r,eR i¢in
f(#,....,r,)=0 ise f polinomuna R i¢in bir genellestirilmis polinom 6zdesligi ve

R halkasina da genellestirilmis polinom o6zdesligi halkas1 denir.

Burada feT, T serbest carpiminin sifir1 ise o zaman f Ozdesligi asikar

genellestirilmis polinom o6zdeslik, aksi taktirde asikar olmayan genellestirilmis

polinom 6zdeslik olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.16 (Beidar et al., 1996) Bir R asal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi d
ve I, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali olsun. f € O (R)*. C{X} olmak iizere

her el i¢in f(r,...r,,d(1),...d(r))=0 ise f(x,...x,,d(x),...d(x,))=0

ifadesine / da bir diferansiyel 6zdeslik denir.



Tanim 2.1.17 (Jacobson, 1975) R bir halka, n>2 bir tamsay1 ve S, , {1.2,...,n}
kiimesi tizerindeki simetrik grup olsun. sgn:S, — {-1,1} isaret fonksiyonu olmak

tizere her x,,...,x, € R i¢in

S, =8,(X,..,Xx,)= z sgn(a)xg(l)...xa(n)

cEes,

ile taniml1 polinoma » degiskenli standart polinom denir.

Teorem 2.1.1 (Kharchenko, 1978, Theorem) R bir asal halka, d, R nin bir tiirevi

ve I , R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Herhangi r,7,...,r, €l i¢in I,

f(ryeesr,, d(1),...,d(r,)) =0 diferansiyel 6zdesligini sagliyor ise
(1) [/ ideali f(#,...,r,,x,,...,x,) =0 genellestirilmis polinom 6zdesligini de
saglar

ya da

(i1) d bir Q- i¢ tiirevdir, yani bir ¢ € Q i¢in d(x)=[qg,x] dir ve [,

f(,.r,.09,5],-..09,7,]) =0
genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.

Yardimer Ozellik 2.1.1 (Chuang, 1988, Lemma 2 ) U(R), R asal halkasmin

Utumi kesirler halkas1 ve B, U(R) nin C {izerindeki bir bazi olsun. o, €C , g, € B
ve y e{X,..X,} i¢in m =gq,y..y,q, ler monomialler olmak {izere,

T'=U(R)*.C{X} serbest carpiminin bir eleman1 g = Zaiml. formundadir. Bu
durumda g = Zalml_ genellestirilmis polinomunun 7 serbest carpiminda sifir

olmasi igin gerek ve yeter bir kosul her i i¢gin o, =0 olmasidir. Sonug olarak
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h(X,,..X,) k(X,..X)eT  i¢in  g(X,,..X,)=> Xh(X,.X,) ve

i=1
g2(X1,...Xn):ZXiki(Xl,...Xn) olmak iizere a,,a,cU(R) elemanlan C
i=1

tizerinde lineer bagimsiz ve a,g,(X,,..X,)+a,g,(X,,..X,)=0€T ise o zaman

g/(X,,..X,) ve g,(X,,..X,) in her ikisi de 7' de sifirdir.

Tamim 2.1.18 R bir halka ve C, R halkasinin genisletilmis merkezi ve « € Aut(R)
olsun. Eger char(R)=0 ise her xe C i¢in a(x)=x, sabit bir ¢ tamsayis1 i¢in
char(R)=p>2 ise her xeC i¢in «a(x)= x? oluyorsa o ya Frobenius

otomorfizmasi denir.

Yardimer Ozellik 2.1.2 (Beidar at al., 1996, Theorem 4.7.3) R sifirdan farkl1 bir
"socle" a sahip bir primitive halka, M indirgenemez bir sa§ R- modiil olsun.
A=End(M,) ve a, R halkasinin bir otomorfizmasi olsun. O zaman her » € R
icin 7* =a(r) =S'rS olacak sekilde M nin bir S 7 - yari- lineer otomorfizmasi

ve bir 7: A = A otomorfizmasi vardir.

Yardimer Ozellik 2.1.3 (Beidar at al., 1996, Theorem 4.2.1) R indirgenemez
faithful bir R modiil V' ye sahip bir (sol) primitif halka ve D = End( V) olsun. O
halde herhangi bir n pozitif tamsayis: i¢in eger v,,v,,...,v, ler V' iginde D -

bagimsiz ve w,w,,...,w, ler V icinde keyfi vektorler ise i=1,2,...,n olmak

n

lizere rv, = w, olacak sekilde bir » € R vardur.

Teorem 2.1.2 (Beidar at al.,, 1996, Theorem 4.7.4) R asikar olmayan bir
genellestirilmis polinom 06zdesligini saglayan bir asal halka ve her xe C igin

a(x) =x olacak sekilde R nin bir & otomorfizmasi varsa o zaman « , R nin bir i¢

otomorfizmasidir.
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Yardimar Ozellik 2.1.4 (Martindale, 1969, Theorem 3) R bir asal halka ve
S'=RC R nin merkezi kapanisi olsun. S, C iizerinde genellestirilmis polinom
0zdesligini saglar ancak ve ancak S halkasi eS minimal sag idealini igerir. Yani

S primitiftir ve eSe, C iizerinde sonlu boyutlu boliim cebridir.

Yardimer Ozellik 2.1.5 (Jacobson, 1964, Theorem 1) (Wedderburn Theorem) Her

sonlu boliimlii halka degismelidir.

Yardimer Ozellik 2.1.6 (Beidar at al., 1996, Theorem 4.7.4) R, genisletilmis
merkezi C olan faithful indirgenemez sag R modiil ve sifirdan farkli A "socle" ina
sahip merkezi kapali bir primitif halka olsun. M de, merkezi {izerinde sonlu

boyutlu olan A = End(M) halkasi olmak {lizere o zaman R nin « C- lineer

otomorfizmasi bir i¢ otomorfizmadir.

Yardimar Ozellik 2.1.7 (Beidar and Bresar, 2001, Lemma 7.1) D bir boliimlii

halka ve M, dim(M ) > 2 olacak sekilde bir sag vektor uzay1 olsun. 7, her x e M

icin x ve Tx lineer bagimli olacak sekilde M nin toplamsal bir endomorfizmasi

olmak {izere o zaman her x € M i¢in Tx = x4 olacak sekilde bir 4 € D vardir.

Yardimer Ozellik 2.1.8 (Herstein, 1979, Theorem 2) R bir asal halka ve 0= U , R
nin bir ideali olsun. Eger her u € U i¢in (au —ua)" =0 olacak sekilde bir a € R

varsa o zaman a € Z(R) dir.

Yardimei Ozellik 2.1.9 (Chuang, 1998, Theorem 2) R bir asal halka ve U, R nin
Utumi kesirler halkast olsun. U nun herhangi bir yogun alt modiilli M nin
sagladigi genellestirilmis polinom o6zdesligi (GPI) ile U nun sagladigl
genellestirilmis polinom 6zdesligi (GPI) aynidir.

Yardimer Ozellik 2.1.10 (Lee and Wong, 1995, Proposition) 4 sonsuz bir k cismi
tizerinde bir asal halka ve K, k cisminin bir cisim geniglemesi olsun. O zaman 4 ve

A®, K, katsayilar1 4 da olan ayn1 genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.
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Yardimei Ozellik 2.1.11 (Erickson at al., 1975, Theorem 3.5) ¢ birimli degismeli
bir halka olmak iizere, ¢ ilizerinde merkezi kapali1 bir asal cebir A olsun. F' ¢’ nin
bir cisim geniglemesi ise 0o zaman A®, F, F lzerinde merkezi kapal bir asal

cebirdir.
2.2 Adi Tiirevli ve Genellestirilmis Tiirevli Halkalar

R bir halka ve x, ye€ R olmak lizere x ve y elemanlarimin komiitatér carpimi

[x, y]=xy— yx olarak tanimlanir.

R bir halka ve x, yeR olmak iizere [x, y], =[x, y]=xy—yx ve k>1 i¢in

k (kY .
[x,y], = Z(—l)’ y'xy"" olarak tanimlanir.
i=0

i

Tanim 2.2.1 R bir halka ve d:R—> R toplamsal bir doniisiim olsun. Her
x,y€R icin d(xy)=d(x)y+xd(y) ise d donlisimiine R nin bir tiirevi (adi)
denir. a € R olmak {izere her x € R i¢in o(x)=[a,x]=ax—xa seklinde tanimh

doniisiim bir tiirevdir ve bu tip tiireve i¢ tiirev denir.

Yardimar Ozellik 2.2.1 R asal bir halka, / R nin sifirdan farkli bir ideali olsun.
Eger her a,b e R i¢in alb=(0) ise 0 zamanya a=0 diryada b=0 duir.

Yardimar Ozellik 2.2.2 (Herstein, 1969, Lemma 1.1) R bir halka ve /, R nin
sifirdan farkli bir sag ideali olsun. n sabit bir tamsayr olmak iizere ael

verildiginde " =0 ise R nin sifirdan farkli bir nilpotent ideali vardir.

Yardimer Ozellik 2.2.3 (Demir and Argag, 2010, Corollary 1) R bir asal halka ve

ae R olsun. k, m, n sabit pozitif tamsayilar olmak tiizere her xe R igin

[ax", x"], =0 ise 0 zaman a € Z(R) dir.
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Tamim 2.2.2 R bir halka olsun. R nin 4 ve B iki alt kiimesi i¢in [4, B], a€ A ve

b € B olmak iizere tiim [a, b] elemanlar tarafindan iiretilen R nin toplamsal alt

grubu olarak tanimlanir.

Tanmm 2.2.3 R bir halka ve U, R nin toplamsal bir alt grubu olsun. [U,R]c U
ise U ya R nin bir Lie ideali denir. Eger [U, U]#0 ise o zaman U idealine

degismeli degildir denir.

Yardimer Ozellik 2.2.4 (Lanski, 1990, Remark 2) U, R nin degismeli olmayan
bir Lie ideali ve I=[U,U] ve [U,U],{[x, y]:x, yeU}kiimesi tarafindan

iiretilen R nin bir Lie ideali ise 0 zaman / cU +U? ve [I,R]c U dur.

Tamim 2.2.4 (Hvala, 1998) G : R — R bir toplamsal doniisiim olmak {izere her x,
yeR i¢in G(xy)=G(x)y+xd(y) olacak sekilde R nin bir d tiirevi varsa G ye
genellestirilmis tiirev denir. a,be R icin G(x)=ax+bx formundaki bir

doniisiim genellestirilmis i¢ tiirev olarak adlandirilir.

2.3 Skew Tiirevli ve Genellestirilmis Skew Tiirevli Halkalar

Tamm 2.3.1 B, R’ nin bir otomorfizmasi olsun. R’ nin bir £ tilirevi her x,
yeR igin o(xy)=0(x)y+ f(x)o(y) kosulunu saglayan 6 : R — R bir toplamsal
doniistimiidiir. - tlirevler skew tiirevler olarakta adlandirilir. =1, R’ nin
birim doniisiimii oldugu zaman /- tiirevler sadece tiirev (adi tiirev) dir. Eger

P #1 ise 0 zaman 1— £ doniisiimii de bir f - tiirevdir.

Tamm 2.3.2 R bir halka olsun. /: R > R toplamsal doniisiim olmak iizere eger
her x, ye R icin f(xy)= f(x)y+ f(x)0(y) olacak sekilde bir 6: R — R bir [ -
tirevi varsa f bir sag genellestirilmis /- tiirev olarak adlandirilir. Sag
genellestirilmis f - tiirevlerin hem f - tiirevlere hem de genellestirilmis tiirevlerin

bir genellemesidir.
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Tamm 2.3.3 R bir halka, «,f € Aut(R) ve f:R— R bir (a,f) - tiirev olsun.
g:R—> R donligimi her x,yeR icin g(xy)=gx)a(y)+Lp(x)f(y) ise g

dontisiimiine, file belirli bir genellestirilmis («, #) tiirev denir.

Tamim 2.3.4 R bir asal halka ve O, R nin simetrik Martindale kesirler halkas1
olsun. Q iizerindeki tiim skew tiirevlerin kiimesi SDerQ ile gosterilsin. O zaman
i=1, 2, ..., n igin d, € SDerQ olmak lizere A:=dd,...d, toplamsal donilisimii
skew tiirev kelimesi olarak adlandirilir. Bu durumda bir skew diferansiyel
polinomu, katsayilari O da olan A tiirev kelimeleri birli iglem olarak hareket
eden ve degismeli olmayan x, degiskenlerini igeren @(A (x,)) formunda bir
genellestirilmis polinomdur. @(A(x,)) skew diferansiyel polinomu Q nun bir T

alt kiimesi iizerinde skew diferansiyel 6zdeslik olarak adlandirilir.

Tanmm 2.3.5 (Chang, 2003) f, R nin bir sag genellestirilmis /- tiirevi ise o
zaman O , R nin bir [ - tiirevi olmak tlizere her x € R i¢in f(x) =sx+ o(x) olacak

sekilde bir s € R, vardur.

Tamm 2.3.6 R bir halka olsun. R nin bir /- tiirevi olan ¢, baz1 be Q icin
o(x) =bx— f(x)b formunda ise o zaman ¢ ya X- i¢ tiirev denir veya kisaca X- i¢

de denir. Eger 6, X - i¢ tiirev degilse o zaman X- dis tiirev olarak adlandirilir

veya kisaca X- dis da denir.

Tamm 2.3.7 Eger S otomorfizmasi bazi tersinir u € Q igin B(x)=uxu™" ile

ifade edilebiliyorsa £ ya X- i¢ otomorfizma veya kisaca X- i¢ denir.

Yardimer Ozellik 2.3.1 (Chang, 2003, Lemma 2) R bir asal halka ve f R nin sol

(sag) genellestirilmis (e, f)- tirevi olsun. O zaman f R nin sol ,F (sag Fj)
Martindale kesirler halkasina tek tiirlii genisletilebilir ve her x € R i¢in ve o, R
nin (a, p)-tirevi olmak lizere f(xX)=px)f()+0(x) (veya
J)=fMp(x)+5(x)) dir.
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Yardimer Ozellik 2.3.2 (Chou and Liu, 2009, Lemma 3.1) ¥ bir D bélimlii

halkas1 tizerinde bir vektdér uzayr ve dimV, >2 olmak iizere sonlu boyutlu
sifirdan farkl lineer doniisiimleri iceren End(V,) halkasinin yogun bir alt halkas:

R ve o R nin bir otomorfizmasi olmak tizere R nin sifirdan farkli bir o tiirevi

o0 olsun. Eger k sabit bir pozitif tamsayr olmak iizere her x,ye R igin
[5([x,y]),[x,y]:|k =0 ise o zaman charR=2 ve M,(D) D iizerinde 2x2

matrisler halkasi olmak tizere R = M, (D) dir.

Yardimer Ozellik 2.3.3 (Jacobson, 1964, Structure Theorem) Bir U halkasi icin
asagidaki kosullar birbirine denktir:

(1) U, sifirdan farkli "socle" a sahip primitif bir halkadir.

(i) U, D boliimli halkasi tizerindeki M vektor uzayimin lineer doniisiimlerinin
yogun bir alt halkasina izomorftur, iistelik U sifirdan farkli sonlu rankl

lineer doniisiimleri igerir.

Yardimer Ozellik 2.3.4 (De Filippis, 2006, Corollary) R karaktestistigi 2 den

farkli olan bir asal halka 7/, Rnin iki yanl bir ideali, a € R ve n>1 sabit pozitif

bir tamsay1 olsun. Herhangi x,y € I i¢in (a[x,y].[x,y]) =0 ise a € Z(R) dir.

Yardimar Ozellik 2.3.5 (De Filippis, 2006, Lemma) R , karakteristigi 2 den farkli
olan bir asal halka, 7/, R’ nin iki yanlh ideali, a,b€ R ve n>1 olsun. Herhangi
x,yel igin ([a[x, y1-I[x, yIb,[x, y]])n =0 ise o zaman R s, i saglamadig1 ve

a =—b olmadig siirece a,b € Z(R) dir.

Yardimei Ozellik 2.3.6 (Chuang and Lee, 2005, Theorem 1) R bir asal halka ve D
R nin bir dis skew tiirevi olsun. Eger ¢(x,, D(x,)) R i¢in bir genellestirilmis
polinom o6zdesligi ise o zaman x, ve y, ler farkli degiskenler olmak iizere

#(x,, y,) de R i¢in bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir.
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Yardimer Ozellik 2.3.7 (Kharchenko,1975) R bir cisim ve a € Aut(R), R nin
bir dig otomorfizmas: olsun. ¢(x,, a(x;)) R i¢in bir genellestirilmis polinom
ozdesligi ise R, x, ve y, ler farkli degiskenler olmak tizere asikar olmayan

#(x,, y,) genellestirilmis polinom 6zdesligini de saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.8 (Chuang, 1992, Main Theorem) Otomorfizmali ve
antiotomorfizmali agikar olmayan bir diferansiyel 6zdesligi saglayan bir asal halka
aynt zamanda asikar olmayan adi genellestirilmis polinom 06zdesligini de

(tiirevsiz, otomorfizmasiz ve antiotomorfizmasiz olan polinom 6zdesligini) saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.9 (Chuang, 1993, Theorem 3) R bir asal halka, R nin
otomorfizmalarinin grubu 4, R nin Q- i¢ otomorfizmalarini igeren bir grubu G,,
ve G, modiil 4 nin bagimsiz bir alt kiimesi S olsun. Eger ¢=y(x*)=0, S
kiimesine bagli R nin otomorfizmali bir genellestirilmis polinom 6zdesligi ve her
x,€eX ve g €8 igin char(R)#0 olmak iizere ¢=y(x ) nin x kelime
derecesi char(R) den kiiglik ise o zaman y/(z,) =0 da R i¢in bir genellestirilmis

polinom 6zdesligidir.

Yardimer Ozellik 2.3.10 (Chuang, 1988, Theorem 2) R bir asal halka ve / da R

nin iki yanl bir ideali olsun. O zaman /, R ve O, katsayilar1 O  de olan aym

genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.11 (Chuang, 1993, Theorem 1) R bir asal halka ve 7 da R

nin iki yanli bir ideali olsun. O zaman I, R ve Q.  otomorfizmali ayni

genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.12 (Kharchenko, 1975) R bir bolge ve a € Aut(R), X- dis
olsun. Eger ¢(x,, a(x;)), R icin bir genellestirilmis polinom 6zdesligi ise o zaman
R, x; ve y, ler farkli degiskenler olmak iizere R halkas: asikar olmayan ¢(x,,y,)

genellestirilmis polinom 6zdesligini de saglar.
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Yardimer Ozellik 2.3.13 (Chuang, 2005, Theorem 1) R bir asal halka ve D de R
nin bir X- dis skew tiirevi olsun. Eger ¢(x,, D(x;)), R i¢in bir genellestirilmis
polinom o6zdesligi ise o zaman x, ve y, ler farkli degiskenler olmak lizere R

halkas1 ¢(x;, y,) genellestirilmis polinom 6zdesligini de saglar.

Yardimar Ozellik 2.3.14 (Chuang, 2005, Theorem 1) R bir asal halka, D, R nin
bir X- dis skew tiirevi ve @ da R nin bir X- dis otomorfizmast olsun. Eger
#(x;, D(x,), a(x;)), R icin bir genellestirilmis polinom 6zdesligi ise o zamanx;,,
v, ve z, ler farkli degiskenler olmak iizere R halkas1 ¢(x,, y,, z,) genellestirilmis

polinom 6zdesligini de saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.15 (Chuang, 1992, Main Theorem) Otomorfizmali ve anti-
otomorfizmal1 bir genellestirilmis polinom 6zdesligini saglayan bir asal halka ayn1

zamanda asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligini de saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.16 (Chuang, 1993, Theorem 2) R bir asal halka ve ¢, R nin
Frobenius otomorfizmas: olmayan bir otomorfizmasi olsun. ¢(x,,¢(x;)) =0, R nin
bir genellestirilmis polinom 6zdesligi ise o zaman x; ve y, ler farkli degiskenler

olmak iizere ¢(x,,y,) =0 da R nin bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir.

Yardimer Ozellik 2.3.17 (Lee, 1995, Main Theorem) R sol Utumi kesirler halkas:

U olan bir asal halka ve A, R’ nin bir sol ideali olsun. Her xe A i¢in
[d(x"), x"], =0 ise o zaman [A, R]d(R)=0 dir. Yani, A(l1-e) sol ideali,
(1-e)U da merkezi ve ayrica d(eU)=eU olacak sekilde U da merkezi bir e

idempotenti vardir.

Yardimer Ozellik 2.3.18 (Albas at al., 2008, Corollary 1) R bir asal halka ve

ae R olsun. Her » € R igin [ar", "], =0 ise 0 zaman a € Z(R) dir.

Yardimer Ozellik 2.3.19 (Chuang, 1988, Theorem 2) R bir asal halka ve U, R nin
Utumi kesirler halkasi olsun. U nun herhangi bir yogun alt modiilii M ve U nun

sagladigi genellestirilmis polinom 6zdeslikleri aynidir.
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Yardimei Ozellik 2.3.20 (Chou and Liu, 2009, Theorem 1.1) R bir asal halka ve L
R nin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun. Her x € L ve sabit bir k pozitif

tamsayist i¢in 0, R nin [J(x), x], =0 olacak sekilde sifirdan farkli bir o - tiirevi

ise 0 zaman charR =2 ve uygun bir F cismi i¢in R < M, (F) dir.

Tanmm 2.3.8 (Chuang and Lee, 2005) R asal bir halka ve QO , R simetrik
Martindale kesirler halkas1 olmak iizere O, nin bir ¢ tiirevi siireklidir ancak ve

ancak R nin sifirdan farkli bir 7 ideali i¢in (/) < R dir.

Yardimei Ozellik 2.3.21 (Chuang and Lee, 2005, Theorem 2) R asal bir halka, o,
O, nin bir otomorfizmasi olmak iizere & ve ¢~ siirekli ise 0 zaman o R nin iki
sirekli  otomorfizmas1 olarak adlandirilir. A4(R) R nin iki  siirekli
otomorfizmalarinin kiimesi ve L_(R) de R nin siirekli o - tiirevlerinin kiimesi
olsun. o € L_(R) ve g, € A(R) i¢in go(xfjgk) R nin sifirdan farkl iki yanli ideali
lizerinde bir genellestirilmis polinom 06zdesligi ise R, {lizerinde de bir

genellestirilmis polinom 6zdesligidir.

Yardimer Ozellik 2.3.22 (Chuang and Lee, 2005, Theorem 1) R asal halkasinin X
dis otomorfizmast o ve X-dis o-tlirevi ¢ olsun. O zaman R,
#(x,,0(x;,),0(x;))=0  formundaki bir genellestirilmis polinom o6zdesligini
sagliyorsa x,, y,,z ler farkli degiskenler olmak tizere @(x,,y,,z,) formundaki

genellestirilmis polinom 6zdesligini de saglar.

Yardimer Ozellik 2.3.23 (Chuang, 1993, Theorem 1) R bir asal halka ve ¢ =0, R

nin sifirdan farkli iki yanh bir ideali i¢in diferansiyel 6zdeslik olsun. O zaman

¢ =0, R nin iki yanli Utumi kesirler halkasi i¢in de bir diferansiyel 6zdesliktir.
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Yardimer Ozellik 2.3.24 (Chuang, 1992, Corollary) Bir R asal halkasi
otomorfizmalar ve ters otomorfizmalar ihtiva eden asikar olmayan bir diferansiyel
0zdesligi sagliyor ise C, R nin genisletilmis merkezi ve RC de R nin merkezi
kapanist olmak iizere, R, C lizerinde sonlu boyutlu boliimlii halka ve sifirdan farkl

"socle" a sahip primitif bir halkadir.

Yardimer Ozellik 2.3.25 (Lee at al., 1997, Lemma 1.2 ) R bir asal halka ve

merkezi kapanist S olsun. Her x € R i¢in Zaixbl. +ZC xd; =0 olacak sekilde

i=1 j=1

a, b, c i d]. ler S nin elemanlar1 olsun. Eger a,, a,, ... ,a, elemanlann C

lizerinde lineer bagimsiz ise her bir b, elemam1 C lizerinde d,, .. , d

n

elemanlarinin bir lineer kombinasyonudur.
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3. ASAL HALKALARDA LiE iDEAL UZERINDE ENGEL
KOSULLU GENELLESTIRILMiS SKEW TUREVLER

Bu béliimde Jui-Chi Chang 1n 2011 deki "Generalized Skew Derivations
with Engel Conditions On Lie Ideals" adl1 ¢alismasi ele alinacaktir. Simdi ¢aligsma

boyunca kullanilan bazi1 tanimlar1 hatirlatalim.

Bu boliimde R merkezi Z(R) olan bir asal halka, R, R nin sag
Martindale kesirler halkasi, C R nin merkezi genislemesi ve T = ,R*.C(X)
serbest carpimi gosterecektir. # R nin bir otomorfizmast olsun. R nin bir S -
tiirevi, her x,y € R icin o(xy) =0(x)y+ f(x)o(y) kosulunu saglayan 6 :R — R
bir toplamsal doniisiimdiir. f: R — R bir toplamsal doniisiimii olmak {iizere, eger
her x,ye R i¢in f(xy)= f(x)y+ f(x)o(y) olacak sekilde 6:R—> R bir [-

tiirevi varsa f bir sag genellestirilmis f - tlirevdir.

Chou ve Liu, 2009 daki ¢aligmalarinda R bir asal halka olmak iizere eger
O R’ nin sifirdan farkl bir o - tiirevi ve L, k sabit bir pozitif tamsayr olmak
lizere, her x € L i¢in [6(x),x], =0 olacak sekilde R’ nin degismeli olmayan bir
Lie ideali ise 0 zaman R’ nin karakteristigi 2 ve baz1 F cismi i¢in R < M, (F)

oldugunu gostermislerdir. Bu sonuglar 1992 yilinda Mayne ve 1993 yilinda

Lanski tarafindan elde edilen sonuglarin bir genellenmesidir.

Bu boliimde, Chou ve Liu tarafindan 2009 yilinda elde edilen sonuglar
skew tlirevlere genisletilecektir. Elde edilen bu yeni sonuglar ayn1 zamanda 2008
yilinda Argag, Carini ve De Filippis tarafindan elde edilen ilgili sonuglarin

genellestirilmis tiirevlere bir genellemesidir.
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Temel Teorem R bir asal halka, L, R nin degismeli olmayan bir Lie ideali ve o

f-tiirevi ile belirli R nin sifirdan farkli bir sag genellestirilmis f -tiirevi f
olsun. k£ sabit bir pozitif tamsay1 olmak {izere her x € L i¢in [ f(x),x], =0 ise o
zaman ya her xe R i¢in f(x)=sx olacak sekilde s e C vardir ya da bir F
cismi igin R < M,(F) dir. Ustelik, eger son durum saglanirsa yani R ¢ M, (F)
ise ya R nin karakteristigi 2 dir ya da R nin karakteristigi 2 den farkli ve

b,ce .R ve b+ceC olmakiizere her xe R icin f(x)=bx—xc dir.

Temel teoremin ispatindan sonra iki tane sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1 R bir asal halka ve L, R nin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun.

o0 p-tiirevi ile belirli R nin sifirdan farkli bir sag genellestirilmis /£ tlirevi f
olsun. k£ sabit bir pozitif tamsay1 olmak iizere her x€ L i¢in [f(x),x], =0 ise o
zaman her xe R icin f(x)=sx olacak sekilde bir s € C vardir veya R nin

karakteristigi 2 ve bir F' cismi i¢in R < M, (F') dir.

Sonug¢ 3.2 R bir asal halka ve L, R nin degismeli olmayan bir Lie ideali ve d
tiirevi ile belirli R nin sifirdan farkli bir genellestirilmis tiirevi f olsun. & sabit bir

pozitif tamsayr olmak lizere her xe L i¢in [f(x),x], =0 ise o zaman ya her
x€eR igin f(x)=sx olacak sekilde se C vardir, ya da bazi F cismi i¢in
R < M,(F) dir. Ustelik, eger son durum saglanirsa yani R < M,(F) ise o zaman

ya R’ nin karakteristigi 2 dir ya da R’ nin karakteristigi 2 den farklidir ve

b,ce .R ve b+ceC olmak lizere her x e R i¢in f(x)=bx—xc dir.

Asagida Argag, Carini ve De Filippis’in 2008 deki calismasinda yer alan bir

sonug verilecektir.
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Yardimer Ozellik 3.1 (Argag, Carini and De Filippis, 2008) R merkezi Z(R)
olan bir asal halka ve b€ Rve L R’ nin degismeli olmayan bir Lie ideali olsun.

Eger k sabit bir pozitif tamsayr olmak lizere her xe L i¢in [bx,x], =0 ise o
zaman R’ nin karakteristii 2 ve bir /' cismi i¢in R < M,(F) olmadik¢a be Z

dir.

Yardimei Ozellik 3.2 D boliimlii halka ve dim¥,, >3 olmak iizere sifirdan farkl
sonlu rankl: lineer doniislimleri iceren End (V) nin yogun bir alt halkast R olsun.
b,ceR i¢in ¢, R nin bir otomorfizmasi olmak lizere f(x)=>bx—¢(x)c
oldugunu kabul edelim. Eger sabit bir & pozitif tamsayisi ve her x,y € R i¢in
[f([x, y]),[x,y]}k =0 kosulu saglanirsa o zaman b—ceZ ve her xeR icin

f(x)=(b-c)x dir.

Ispat Bazi gerekli degisiklikler yapilarak Chou ve Liu nun 2009 yilindaki
calismasinda bir ozellik (Yardime1 Ozellik 2.3.2) in ispat1 kullanilacaktir.
Yardimer Ozellik 2.3.3 (1) < (2) den R sifirdan farkli "socle" a sahip primitif bir

halkadir. Dolayisiyla Yardimer Ozellik 2.1.2 den her xe R igin @(x)=TxT"
olacak sekilde bir semi-dogrusal 7 € End(V) otomorfizmast vardir. Yani her

veV ve seD i¢in 7, D’ nin bir otomorfizmasi olmak iizere 7' (vs)=T(v)z(s)

dir. O zaman f(x)=bx —¢(x)c =bx—TxT 'c dir ve

eger v ile T"'cv D-bagimliise her veV igin T 'cv=vA olacak sekilde

AeD vardir. Her xe R ve her veV i¢in
f(x)v=bxv—TxT 'cv
=bxv—TxvA
=bxv—T(T 'cxv)

= bxv—cxv
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= ((b-c)x)v
oldugundan
(f(x)=(b—-c)x)v=0

oldugu goriiliir. Buradan her x € R ve her ve V' igin, (f(x)—(b—c)x)V =0 olur.

V- "aithful" oldugundan ¥ nin sol sifirlayani sifirdir. Yani; her xe R igin

f(x)=(b-c)xdir. Hipotezden her x,y € R i¢in

[(b=o)x, y1,[x,¥]], =0 (3.1)

oldugundan (3.1) ve Yardimci Ozellik 3.1 den b—ceZ olur ve burada ispat

biter.

Bu yiizden &yle bir v, €V igin v, ve T 'cv, vektdrlerinin D - bagimsiz
oldugunu kabul edelim ve ispatt durumlara aywralim. Eger dimlV, >4 ise
Vo, T ”cvo,u,w vektorleri D - bagimsiz olacak sekilde u,veV segilebilir. R

yogun oldugundan Yardimci Ozellik 2.1.3 den bu bagimsiz vektorleri ¥ iginde

keyfi vektorlere atayabiliriz.Yani;

x, =0, xT’lcvo =0, xu=T"w, xw=u
ve

w, =0, yT’lcvo =u, yu=—w, yw=0

olacak sekilde x,yeR vardir. Boylece [x,y]v,=0, [x,yIT 'cv,=T"w,

[x,y]w=w, (b[x, y1-¢([x, y])c)vo =—w olur. Hipotezden

0= f(Ix¥1)sLx 11, va
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=[blx.y]- ¢ (Lx ) elx 1] vy

k (k . .
=1 ( j[x,y]l (BLx 1= $([x 1))l y1 v,

I
(kY
:(_1)1 (kj[x’y] (b[xay]_¢([x:y])c)v0

= (_1)k+l[x: y]k w
— (_1)k+l w
elde edilir ve buise w=0 celiskisini verir.

Oyleyse dimV, =3 oldugu kabul edilebilir. Bu durumda v,, T 'cv, ve

w vektorleri D - bagimsiz olacak sekilde bir wel secilebilir ve bdylece

vy, T 'cv,, w} kiimesi V' igin bir baz olur.

Eger T(v, +T 'evy +w)ev,D ve T(T 'cv,+w)ev,D ise 0o zaman
Ty +T 'evy +w)=v,a

ve
T(T 'cv, +w) =,

olacak sekilde a, f € D vardir.
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Ty +T 'cvy +w)=T(v)+T(T 'cv,+w) oldugundan va=T(v,)+v,f Ve
buradan T'(v,)=v,(a—p) olur. O zaman T(v,)ev,D dir ve ayn1 zamanda
T(T 'cv,+w)ev,D dir. Buradan v,,T7 'cv,+weT '(v,D)=T"'(v,)D olur ve
bdylece v, ve T 'cv,+w nin D -bagimli oldugu elde edilir. Bu ise {v,, T 'cv,, w}
kiimesinin D - bagimsiz olmasi ile ¢elisir. Bu ylizden A€ {0,1} olmak iizere
u=vA+T 'cvy+w ise T(u)gv,D olmahdir. a,B,yeD ve B#0,y#0
olmak iizere T(u)=v,a+T 'cv,f+wy yazalm. R yogun oldugundan Yardimci

Ozellik 2.1.3 den
xv, =0, xT'evy =w, xw=0
ve
Wy =0, yT 'ev, =0, xw=—u
olacak sekilde x, y € R vardir. Ozel olarak
xu=w,yu=—-u, xT'(u)=wp, yT(u)=-uy
alalim. Buradan
[x,¥]v, =0, [x,y]T’lcvo =u, [x,ylw=-w
elde edilir. O zaman
(b[x, V] —¢([x, y])c)v0 = bx, yv, = T[x, y]IT"cv, =T (u)
olur. Ayni zamanda i >1 icin

[, ylu=u—w, [x, yITW)=uf-wy, [x,yI""T()=upf-wy
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oldugundan [x, y]* T(u) = (u—w)S+wy olur. =0,y #0 ve {u, w} kilmesi D -
bagimsiz oldugundan i>1ligin [x,y]T(u)#0 dir. Aksi halde [x, y]T(u)=0
olacak sekilde bir i indisi bulunsaydi o zaman i tek iken
[x, y*"'T(u) = —w)B+wy =uf+(y — B)w=0 olurdu. Bu durumda u ve w nin
lineer bagimsizligindan f=0 ve y=p bulunurdu, i ¢ift iken
[x, V' T(u) = (u—w)B+wy =uf+(y—)w olurdu ve yine u ve w nmn lineer
bagimsizligindan =0 ve y=/ bulunurdu. Bu ise 0=/ ve O0#y nm

secilisiyle ¢elisir. Hipotezden
0=[ £ ([x21).0x. 1] v

= (b0 1= 4(x 9 e Loy T], v

k {k : .
= [Z(—l)’ (ij[x,y]’ (BLx, 71— $([x, 7)€ )L, 91 ]Vo

dir. Burada i<k igin [x, y]’”v0 =0 oldugundan yukaridaki ifade i=k icin

acilirsa,

0=(-1)* Cj[x, v (blx, 1= g([x. y]) e )[x, 1y,
elde edilir ve buradan

0= (=[x, y1 (blx, y1- 4 ([x. ¥1) ) v,

= (=D)*[x, y]* (b[x, yIvy =Tlx,yIT _1cv0)

= (=1)'[x, 1 (T (w))

=(=D)"[x, yI'T(w)
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Jw=w)B+wy (k=2m,k:¢ift)
| uB-wy  (k=2m+1,k:tek)

olmasim gerektirir ve buradan ya (v —w)f+wy =0 yada uff—wy =0 olur. Her
iki durumda da u,w D-bagimsiz oldugundan f=y=0 olur. Bu ise bir

celigkidir.

Yardimer Ozellik 3.3 F, charF #2 olan bir cisim V, dimV,=2 olan F
lizerinde bir vektdr uzayr ve R=End(V,) olsun. b,ceR ve ¢ R’ nin bir
otomorfizmasi olmak iizere her x € R icin f(x)=bx—¢(x)c olsun. Eger k sabit
bir pozitif tamsayr olmak iizere her x,y R igin [f([x,y]).[x,y]], =0 ise ya

b—ceZ veher xeR i¢in f(x)=(b—c)xdiryada ¢=1, ve b+ceZ dir.

Ispat Yardimci Ozellik 2.1.2 den her x € R igin ¢(x)=TxT"" olacak sekilde bir
yar1- dogrusal T € End(V) otomorfizmasi vardir. Ustelik her veV,seF ve r,

F nin bir otomorfizmasi olmak itizere T7(vs)=T(v)r(s) dir. O halde
f(x)=bx—¢(x)c =bx—TxT'c ve f(x)v=bxv—TxT 'cv olur. Simdi ispat1

durumlara ayiralim.

Eger her veV icin v ve T 'cv vektdrleri F - bagiml ise 7 'cv=vA olacak

sekilde bir A € D vardir. Yardimer Ozellik 3.2 nin ispatinin ikinci paragrafindan
f(x)v=bxv—TxT 'cv
=bxv—TxvA
=bxv—TT 'cxv

= bxv—cxv

=(b—-c)xv
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her xe R i¢in f(x)=(b—c)x ve b—ce Z ve f(x)=(b—c)x elde edilir ve ispat

biter.

Bu nedenle herhangi bir v, €V igin v, ve T 'cv, vektdrlerinin F - bagimsiz

oldugunu kabul edelim. O halde {v,,7 'cv,} kiimesi ¥, in bir bazidir. R’ nin

yogunlugundan Yardime1 Ozellik 2.1.3 den
xv, =T "evy, xT'ev, =0, yv, =0, yT'cv, = v,
olacak sekilde x, y € R vardir. Boylece
[, y]v, = —Vy, [x, YIT v, =T e,
ve

(b[x, y1-o([x.»]) c)vo =—(b+c)v, olur. Buradan
0 = [f([xay]):[xay]]k vO

=[blx, y1-4(1x, 3] e.lx, 01, v,

UG ESIRA(EA) ) ERU

Y (Bl y1-g([x y])e)v, (K siftise)

Y ( x,y]—¢([x,y])c)vo (k tek ise)

[x T ( x,y]—¢([x,y])c)v0 (her iki durumda da)
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Lk .
= (—1)"“2( l. j[x, M b+e,

bulunur. {v,,T"'cv,} kiimesi ¥, nin bir bazi oldugundan bazi r,seF igin

(b+c)v, =vyr +T 'cvys dir. Eger s # 0 ise son bagmtidan

Lk ,
0= (—l)k”z(ij[x, M b+o,

=N Zk: (lj[x, YT or + T evys)
i=0 \ !

=(-n* ( k (lj[x,y]"vor + Zk‘,(lfj[x,y]"T _ICVOS]
i=0 \ ! i=0 \

1

L (k :
dir. k£ tek veya k c¢ift ise Z( 'J[x, ] vyr =0 oldugundan
i=0 \ !

0=(-D*" i(fj[x YT "evys

. k(k
olur ve aym zamanda i<k igin [x,y]T 'cv,=T "cv, ve Z( .j:2k,

i=0 \ !

charF # 2 oldugundan

0=(-1)""2"T "cy,s
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=T "cv,s
elde edilir. Buradan s =0 olmalidir ve boylece (b +c)v, =v,r olur. Yine
xv, ==v, =T 'evy, xT7'evy =0, yv, =0, yT 'ev, =—v,
olacak sekilde x, y € R secilebilir. Buradan
[, Y1V, = Vo, [x, YIT v, =v, + T ey,
olur. Ustelik i >1 igin
[, yT vy = (=D vy, [, 37 T ey, = v, + T v,
ve
L,y T 'ev, =T e,
olur. Eger T(v,)=v,q+T 'cv,p ise
(BLx, 1= 4 ([x, ¥1) ) vy =blx, v, = Tlx, yIT v,
=—bv,—T(v,)-TT 'cv,
=-bv,—T(v,)—cv,
=—(b+c)yv,-T(v,)
=—vr—v,q—T 'cv,p

=—v,(r+q)— T_lcvop



31

bulunur. Hipotezden
0=[ f([x21),[x.¥1] v

=[ blx, 1= 4 ([x.y]) e, [x, 1], v,

(k A
’ j[x yT (blx, 1= 4(Lx. 1) e ) L2,y 7y,

k (k .
=(—1>k+‘z(ij[x,y]’ (vo(r+@)+T e p)

:(_I)M(Z(J[X vl vo(r+q)+2( j[x yIT cvopj

i=0

L (k ,
dir. k cift veya k tek ise Z('j[x, y]vy(r+q)=0 oldugundan yukaridaki
i

i=0

ifadeden

0=(- 1)"”2( j[x YIT evyp
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E(k | E (ke |
= (=" (Z (i][x, YIT evep+ Y, ( .J[x,y]lT 'cvop}

i i=cifi

= (- [Zk: (ITJ(VO + Tﬁlcvo)p + Zk: (ljrlcvop]
i=tek l i=¢ift l
k (k ko (k
= (- {Z(JTICVOP_F Z (Z_}/Opj

k
k k
bulunur. Burada | j = ( . J + (3} +...+ 2 k + 1) . olmak tizere son bagintidan

2

0=(-D)""Q T "cv,p+ jv,p)
=2k T’lcv0p+jv0p
= (2" T_lcvo +jvy)p

bulunur. Eger p#0 ise 2T 'cv, + jv, =0 olur. charR #2 oldugundan jv, =0
olur. Buradan v, =0 dir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde p=0 olmalidir. O zaman
T(vy)=vyqg, q#0 olur. Daha sonra «,f,m,n,A,y,l,heF olmak tzere,

vy =voa +T v, B, cT 'cvy=vim+T 'cvyn, bvy,=v,A+T 'cv,y,bT 'cv, = vl +

T~'cv,h oldugunu kabul edelim. Boylece (b+c)v, = vyd +T 'cvyy +v,a+T 'cv, B
ve buradan (b+c)v, =v,(A+a) +T 'cvy(y + ) olur. (b+c)v, =v,r oldugundan
A+a=r ve y+B=0 olur. Her bir s € F/{0} i¢in xv,=T 'cv,s, xT 'cv, =0,
w,=0, yT 'cv,=-v, olacak sekilde x,ye R secilebilir. O halde bu segilis

altmda [x, ylv, =v,s, [x,¥]T 'ev, ==T 'cv,s elde edilir ve yukandaki bagmtilar

kullanilarak

(bLx, y1=([x, y]e) vy = blx, yIvy = TTx, y1T ' cv,
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= bvys +TT cvys

= bv,s +T(T"'ev,)7(s)

= bv,s +cv,7(s)

=W A+ T "evyy)s + (vya + T 'ev, B)z(s)
= v, (sA+7(s)a) + T"'cvy(—fs + Br(s))
= v, (sA+7(s)a) + T "'evy(—fs + Br(s))
= v, (sA+7(s)a) + T 'ev, f(z(s) — 5)

elde edilir. p=sA+7(s)a ve wpu=p(r(s)—s) almarak ve Engel acilimi

kullanilarak
0=[ f(lxx1).[x. 1] v,

=[blx.y]=4([x.y])elx.v]], v,

[x, y] (blx, 1= 4 ([x. ¥]) ) [x. 17,
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bagintisina ulasilir. Burada & nin tek veya cift olmasi durumunda

k (k
Z(—l)l( ,Jvonsk =0 oldugundan
i=0 l

Lk | |
0=> (-1 ( j[x, VIT evous™™

i

k -1 k k -1 k k -1 k k -1 k
= 0 T cvyus” + { T cvyus” + 5 T cvyus” +...+ i T cvyus

=2"T"ev, us*

bulunur. Son bagmti charR #2, s #0 ve T 'cv, D- bagimsiz oldugundan u=0
olmasini gerektirir ve ayrica = fB(r(s)—s) oldugu hatirlanarak ya =0 veya
7(s)=s olmasim gerektirir. Eger f=0 ise cv,=va+T 'cv,f oldugundan
cv, = v, olur. Boylece T(T 'cv,)=cv, =v,a ve T(v,)=v,q, ¢ #0 oldugundan
T(v,), T(T 'cv,) F - bagimh olur. Bu ise bir geliskidir. O halde z(s)=s

olmalidir. Buradan 7 =1, ve T, F' -lineerdir.

Son olarak 7' nin skaler bir lineer doniisiim ve boylece ¢ nin R nin ,1
birim otomorfizmasi oldugu gosterilecektir. [b[x, y1-T([x,y])T e[, y]]k v, =0

bagintisinda igerilen tiim nesnelerin hepsi 7 -lineer doniisiimler oldugundan

ispatin geri kalan kisminda R nin tim elemanlarim {v,,7 'cv,} bazina gore

matris gosterimleri kullanilacaktir. Yani, a+A=r, y+ =0, ¢#0 ve f#0

. Al a m q « . .
olmak tizere b= , Cc= , T= yazilabilir. Herhangi
y h pon p

s
s,t,ueF i¢in [x, y] 2{ } olacak sekilde x, y € R secilebilir. Boylece
u -—s
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(A+a)s+Ilu—qt (@—l—mjs+(ﬂ—ﬂjt+(ﬂ—%ju
B B af g

hu (n—h)s+t7+(na_ﬂmju
q

elde edilir. Genelligi bozmadan ispatin geri kalaninda & y1 tek say1 alalim.

blx,y]-T[x,y]T 'c =

| Bl 1= Tl yIT e, [x, 1, v,

k (k . )
=D (=1 ( .j[x,y]’ (bLx, 1= #([x, ¥1) ) [x, y1 'y,

i=0 l

Ls (k ; .
=2 D ( .J[x,y]’ (bLx, 1= 4 ([x. 1) e )[x, ¥,

k [k . :
+Z (_l)l ( .j[xay]l (b[x’y]_¢([x’y])c)[xay]kilvo

i=cift l

_ Zk: 1y (kj{(sz + tu); 0 N }[ (A+a)s” +lus — qts + hut

i=tek i 0 (5 +1u) * (A +a)su+Iu* — qtu + hsu

5 (1)!(’3{“ o ’ }
i=cift

0 (s*+tu) 2

(A+a)s® —qts—(m—@jsu +(/1—ﬂjtu _{a_zn_a_mjuz
B B B q

no—m
nsu+7tu+( ﬂjuz

q
k-1
RIGEINE 0
k-l
=2 pt
0 (s* +1tu) 2
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elde edilir ve buradan

(s° +tu)§ {—(m+l—@jsu+(i—h—ﬂjtu +( 2
B B ap

ve

k-1

(s> +1tu) ((—/1—05+n+h)su +(y+q)tu +(—l+

olur. F' bir cisim oldugundan

(s +tu)(—(m+l—@jsu +(/1—h—ﬂjtu+(a—2n—a—mju2]
p p af g

Ve

no—mp

(s° +tu)((—/1 —a+n+h)su+(y+q)tu +(—l+
q

olur. (3.2)de s =t=u=1alinirsa

elde edilir. (3.2)de s=0 ve t =u =1 alinirsa

—(m+l—MJsu +[ﬂ—h—ﬂjtu+(a—2n—a—mjuz
B B kb q

(—/1—05+n+h)su+(}/+q)z‘u+(—l+na_m'gju2
q

q

”o

no—mp

”o

(3.2)

(3.3)

(3.4)
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(g5
B 9 q

elde edilir. (3.4) ve (3.5) birlestirilerek

m+l—@:0

bulunur. Tekrar (3.2) de s=u=1 ve ¢t =0 alinirsa

2an ([ a’n  am
O i L I
s B q

olur. (3.4) ve (3.7) den

bulunur. Benzer sekilde (3.3) de s =t =u =1 alinirsa

—l—a+n+h+7+q—l+ﬂz:ﬁ£:0

olur. (3.3) de s =0 ve ¢t =u =1 alindiginda

noe—mp

y+q-I1+ 0

bulunur. (3.9) ve (3.10) dan

-A-—a+n+h=0

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

3.11)
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elde edilir. Tekrar (3.3) te s=u =1 ve t =0 alinarak

no—mp

-A-a+n+h—-1+ 0 (3.12)
q
bulunur. (3.9) ve (3.12) den
y+q=0 (3.13)
bagintisina ulasilir. Yani
A+a=n+h ve y+q=0 (3.14)

elde edilir. Fakat y + # =0 oldugundan S =g¢ olur. (3.8) den

0=A-h-2"
B

elde edilir. Buradan A=h+n ve (3.9) dan A+a=n+h olur ve =0 elde

- ) . q « qg O p 0 1 0
edilir. Yerine yazildiginda 7 = = = = f elde
0 p 0 g 0 g 0 1

edilir. Boylece T  bir skaler lineer doniisim olur. (3.4) ten

2
m+l—%—(l—h—ﬂj—(ﬂ—a—mj=0 dir ve buradan m+/=0 olur.

£) \af q
. A+a [+m r 0 1 0 .. .
Boylece b+c= = =r skaler matrisi elde edilir,
y+p h+n 0 r 0 1

yani b+ c € Z olduguna ulasilir.
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Yardimer Ozellik 3.4 R degismeli olmayan bir asal halka ve A, R nin bir X-i¢

otomorfizmasi olmak tizere f(x)=bx— f(x)c olsun. Sabit bir k& tamsayis1 ve her
x, yeR icin [f([x,y]),[x,y]]k =0 ise ya b—ceZ dir ve her xeR igin
f(x)=(b-c)x dir, ya da bir F cismi igin R < M, (F) dir. Ustelik ikinci durumun

saglanmasi durumunda ya charR =2 yada charR#2, f=1, ve b+ce Z dir.

Ispat Hipotezden S bir X-i¢ otomorfizma oldugundan her xeR igin
p(x)=gxg™' olacak sekilde bir tersinir ge(Q elemam vardir. Boylece
f(x)=bx-p(x)c=bx—gxg”'c olur. Eger g'ceC ise her xeR icin
f(x)=bx—gxg'c=bx—gg'ex=(b—c)x olur ve Yardimci Ozellik 3.1 den

b —c € Z dir ve burada ispat biter.

Boylece g~'c ¢ C oldugu kabul edilebilir. Engel kosulundan,

o(x, y)=| f ([x21),[x y1],

k
=Z ( j[x 1 (blx, y1-glx, ylg'e)lx, 1

dir ve ¢(x, y), R nin asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir.

Aksi halde ¢(x, y), asikar bir 6zdeslik olur ve dolayisiyla

=Z ( j[x y1 (blx, y1-glx, ylg e )lx, yI

_1\k k k k=k _ (_1\k k k -1 k—k
+(-1) X [x, yI"D[x, y][x, ¥] (-1 ) [x, yI"glx, ylg™ dx, y]

i=0

[Z( 1y ( j [x, T (BLx, 1 - g[x, g e )Lx, 1 +(—1)"[x,y]"bj[x,y]-1
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+H=D)""x, y1 glx, y].g e

olur. {l, g”'c} C- bagimsiz oldugundan

i=0

< (K i -1 k—i-1 k k
0, =(Z(—l>’[ij[x,y]’ (BLx, ¥1-glx, 31 "¢ )[x, 31 + (=1 [x, 3] b][x,y]

ve (=D)'[x, y]"g[x, ¥y]=0, olmasin gerektirir.

(-D*'[x, y]* g[x, ¥y]=0, oldugu durumda [x, y]* g[x, y]=0, olur ve buradan
[x, ]" =0 ve g[x, y]=0 olur. T bir bolge oldugundan [x, y]=0 ve O#g
elemant tersinir oldugundan yine [x, y]=0 ve bdylece R nin degismeli oldugu
celiskisi elde edilir. Yardimecr Ozellik 2.1.9 dan, ¢(x, ¥)=0, Q nun da asikar

olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir. Eger C sonsuz ise C nin
cebirsel kapanist F olsun ve C sonlu ise de F=C olsun. C nin sonsuz oldugu

durumda Yardime1 Ozellik 2.1.10 dan ¢(x, y) =0, Q®,.. F igin de bir GPI dir ve
Yardimer Ozellik 2.1.11 dan Q®,. F, C iizerinde merkezi kapali bir asal cebirdir.
Burada O®_. F ile R ayn1 GPI 1 sagladigindan yer degistirilirse R de merkezi

kapal1 bir asal halka olur. C’ nin sonlu oldugu durumda Q ile R yer degistirilirse R
de merkezi kapali bir asal halka olur. Bundan dolay1 R merkezi kapali1 ve C cismi
de ya cebirsel kapal1 ya da sonlu olarak alinabilir. Yardimc1 Ozellik 2.3.3 den R,
sonlu rankli sifirdan farkli lineer doniisiimleri igeren C iizerinde bir vektdr uzayi
tizerinde lineer doniisiimlerin halkasinin yogun bir alt halkasina izomorftur. R

degismeli olmadigindan dimV,. >2 olur.

Eger dimV,. >3 ise Yardimci Ozellik 3.2 den b—c e Z dir ve her xe R
icin f(x)=(b—c)x dir. O zaman dimV,. =2 ve R nin karakteristigi 2 den farkli
kabul edilebilir. O halde Yardimec1 Ozellik 3.3 ten ya b—ce Z ve her x € R igin
f(x)=(b—-c)x yada =1, ve b+ce Z dir. Eger her xe R i¢in f(x)=(b—c)x
ise  f(x)=bx—pB(x)c=bx—gxg'c =(b—c)x =bx—cx olur ve buradan

grg'c=cx ve xg”'c = g 'ex elde edilir. Bdylece g”'c € C olur.
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Bu ise bir ¢eliskidir. Bu yiizden g=1,, b+ceZ olmalhdir. Bu da ispati

tamamlar.

Simdiye kadar yapilanlarin 1s18inda artik temel teoremin ispatina

gecilebilir.

Temel Teoremin ispat1 Yardime1 Ozellik 2.3.1 den her xe R igin s€ ,R ve §
R’ nin bir f- tiirevi olacak sekilde f(x)=sx+0(x) yazilabilir. L degismeli
olmayan bir Lie ideal oldugundan Yardime1 Ozellik 2.2.4 den [/, /][I, R]c L
oldugundan [/, I]c L olacak sekilde R' nin sifirdan farkli bir 7 ideali vardir.

Hipotezden her x, y € I i¢in

h(x, y)=[ £ ([x, ¥1). [x. Y]], =[slx, y1+8(lx, »1), [x, »1], =0 (3.15)
olur. Buradan ispat ii¢ durumda incelenir:

Durum I 6 =0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda her xe R i¢in f(x)=sx
dir. (3.15) den her x, y el igin [s[x, y], [x, y]], =0 olur ve Yardime1 Ozellik
2.3.19 danherx, y € R igin [s[x, y], [x, y]], =0 dir. Boylece Yardimei Ozellik

3.1 den s C veya charR =2 ve bir F cismi i¢in R < M,(F’) dir ve burada ispat

biter.

Ispatin geri kalam i¢in Yardimci1 Ozellik 2.3.20 nin bir sonucu olan asagidaki

sonuca ihtiyag¢ vardir.

Sonu¢ Eger §#0, seZ ve herx, yeR igin [s[x, y]+6([x, y]), [x, ¥]], =0

ise 0 zaman charR =2 ve bazi F cismi i¢cin R ¢ M, (F) dir.

Durum II § nin bir X- dis tiirev oldugunu kabul edelim. Yardimc1 Ozellik 2.3.21

den her x, y € Q,igin [s[x, y]+&([x, y]), [x, y]], =0 dir. Buradan
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0=[sx, y1+8(Lx, ¥1), [x, »1],
=[slx, y1+6(xp) - 6(x), [x, ¥1],
=[s[lx, y]+6(x)y + B(x)S(») = 5(»)x = B(NS(x), [x, ¥]], (3.16)

bulunur. Ilk olarak A3, X- i¢ olsun. Yani, baz1 tersinir g € Q igin B(x)=gxg™

formunda olsun. (3.16) dan herx, y e . R i¢in,

0=[slx, y]+8(x)y+gxg '6(y)-6(Nx—grg ' 6(x), [x, ¥]],  (B.17)

olur. Yardimei Ozellik 2.3.22 den ve her x, y, z, u € R igin (3.17) de 5(x) yerine
z, 6(y) yerine u almarak 0=[s[x, y]+zy+grg u—ux—gyg 'z, [x, ],
bagintisina ulasilir. Burada 6zel olarak z=0=u alinirsa her x, ye .R i¢in
[s[x, ¥], [x, ¥]], =0 bulunur. Bdylece Yardimer Ozellik 3.1 den seZ veya

charR =2 ve bazi F cismi i¢in R < M, (F) dir ve boylece ispat biter.

Simdi ise B X-dis olsun. Yardime1 Ozellik 2.3.22 ve (3.16) dan her x, y, z, u, w,
te R icin 6(x) yerine z, 6(y) yerine u, [(x) yerine w ve [(y) yerine ¢

alinirsa,
0=[s[x, y]+zy+wu—ux—tz, [x, y]]k (3.18)

bulunur. Ozel olarak (3.18) de z=0=u almarak her x, ye R igin
[s[x, ¥1, [x, ¥]], =0 olur. Yardimer Ozellik 3.1 den s € Z veya charR =2 ve bir

Fcismi i¢in R < M, (F) dir ve bdylece ispat biter.
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Durum III 6, baz1 b € Q ile belirlenen sifirdan farkl bir X- i¢ /- tiirev, yani; her
x€R icin O6(x)=bx— B(x)b olsun. Buradan f(x)=sx+d(x)=sx+ bx —f(x)b
olur ve hipotezden her xe€ L igin [f(x), x]k = [(s+b)x—ﬂ(x)b, x]k =0 elde
edilir. Yardime1 Ozellik 2.2.4 ten [/, I]c L oldugundan ve Yardimci Ozellik

2323 tenher xe [.R, . R] i¢in,
[(s+b)x—,8(x)b, x]k =0 (3.19)

dir. Ozel olarak her x, ye R igin [(s+b)[x, y]—ﬂ([x, y])b, [x, y]]k =0 dir.
Eger f3, X- i¢ tiirev ise Yardimc1 Ozellik 3.4 tenya s+b—b=seZ ve her xe R
icin f(x)=(s+b—->b)x=sx dir ya da baz1 F cismi i¢in R < M,(F) dir. Bu durum
ya charR=2 olmasm ya da charR#2 ise f=1, ve s+b+b=s+2be”Z
olmasmi gerektirir ve bdylece ispat biter. Bu yiizden A y1 bir X- dig tiirev
alabiliriz. Hipotezden her x, y € . R i¢in [(s+b)[x, y]—ﬂ([x, y])b, [x, y]]k =0
olur. Yardimer Ozellik 2.3.23 ten ,R bir genellestirilmis polinom 6zdesligi

halkasidir. Ayni zamanda her x, y € R i¢in
[(S+b)[x9 y]_ﬂ([xa y])ba [xa y]]k =0

dzdesligi asikar degildir. Aksi halde [(s+b)[x, y]-([8(x), B()])b, [x, y]]k =0,
olurdu. Buradan s+beC ise, [([,B(x), B()b, [x, y]], =0, 0lur. B dig tiirev
oldugundan B(x)=x ve B(y)=y gibi diisiiniilerek [[x', y b, [x, ¥]], =0
bulunur. Burada b€ C ise b[[x', ¥ 1,[x, y]], =0 dir ve bu her zaman asikar bir

0zdesliktir. Bu nedenle 5 =0 ise ya 0 # s € C olur ve yine asikar bir 6zdeslik elde

ediliryada s =0 dir. Bu durumda da f =0 olur. Bu ise geliski verir.

O halde her x, yeR igin

[(S+b)[xa y]_ﬂ([xa y])ba [xa J’]]k =0
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0zdesligi asikar olmayan bir genellestirilmis polinom o6zdesligidir. Yardimci
Ozellik 2.3.24 ten , R sifirdan farkli "socle" a sahip primitif bir halkadir ve , R in

iliskili boliimlii D halkas1 C iizerinde sonlu boyutludur. O zaman Yardimci

Ozellik 2.3.3 den R sonlu rankli sifirdan farkli lineer déniisiimleri igeren D

tizerindeki V' vektor uzayr iizerinde lineer doniisiimler halkasinin bir yogun alt

halkasma izomorftur. Yardimcir Ozellik 3.2 den dimV, >3 oldugu durumda
ispatin tamamlanacag bilinmektedir. Bu yiizden dimV, <2 olsun. Eger
dimV, =1 ise End(V,)=M,(D)=D olup boylece ,R=D olur. Eger
dimV, =2 1se ,R=M ,(D) dir. Eger C sonlu ise dimD, <o oldugundan D
sonludur. Yardimecr Ozellik 2.1.5 ten her sonlu boliim halkas: degismeli

oldugundan D=C ve boylece D bir cisim olur. O zaman ya ,R=C ya da
»R=M,(C) dir. Fakat burada hipotez geregi R degismeli olmadigindan .R=C
olamaz. O halde diger durumda Yardimci Ozellik 3.3 ten ya dimV, =2 ve
charR+2 ise s+b-b=seZ ve her xeR icin f(x)=(s+b—-b)x=sx,
charR=2 ise RcM,(F) dir ya da f=1, ve s+b+b=s+2beZ dir ve

bdylece ispat biter. Bu yiizden ispatin geri kalan1 i¢in C nin sonsuz oldugu kabul

edilir. O halde Yardimci Ozellik 3.3 ten , R halkasimin herhangi bir F cismi igin
M ,(F) in bir alt halkas1 olmadig1 da kabul edilebilir. S$oyleki; C sonlu iken
+R=M,(D)c M,(F) olacak sekilde bir F' cismi olsayd1 D degismeli olup ve
D =C olurdu ve bdylece Yardimci Ozellik 3.3 ten ispat biterdi. Bu yiizden C
sonsuz iken herhangi bir F cismi i¢in . R ¢ M, (F) dir.

Alt Durum I £, Frobenius olmasin. O zaman hipotezden herx, y € . R i¢in
0= [(S +b)[x> y]—ﬂ([x, y])b: [xa y]]A

=[(s+b)x, y1-[B(x), B, [x, ¥]],

olur. Yardime1 Ozellik 2.3.16 dan her x, y, z, u € »R i¢in yukaridaki denklemde
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B(x) yerine z, f(y) yerine u alimrsa [(s+b)[x, y]-[z, ulb, [x, y]|, =0 bulunur,

Ozel olarak z=x ve u=y almarak [(s+b)[x, y]-[x, y]b,[x, y]], =0 elde
edilir. Yardimc1 Ozellik 3.2 den s+b-b=seC ve O bir i¢ S- tiirev
oldugundan Sonu¢ dan char,R=2 ve ,RcM,(F) dir. Fakat

»R & M, (F)oldugundan bu bir ¢eliskidir.

Alt Durum II £ Frobenius olsun. Burada charR = p >0 oldugu kabul edilebilir.
Aksi takdirde charR =0 ise B, her ceC igin B(c)=c olup Yardimci Ozellik

2.1.6 dan f, X- i¢ tiirev olur. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu yiizden her 4 e C ve bazi

sifirdan farkli »n tamsayist i¢in B(1)=A” formunda olmaldir. p" >k olacak

sekilde bir m tamsayisi secelim. O halde charR = p > 0 oldugundan,

(LG s ], =[G ],
AT (”l }ff(x)x"”"‘

= f(x)xpm - p"’xf(x)x”m_1 +..+ (—l)pm x”mf(x)
= f(x)x” =x" f(x)

=[/(x), x""]

dir. O zaman her xe [, R, . R] i¢in,

0= [(s +b)x — [(x)b, x]k , x]p,,,_k = [(s +b)x— [(x)b, x]p,,, oldugundan  (3.19)

bagintisi

0=[(s+b)x—B(x)b, x""] (3.20)
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bagintisina indirgenebilir.

Oncelikle n>1 kabul edelim. O zaman AeC ve xe [,R, .R] igin,

(3.20) de x yerine Ax yazilirsa,
0=[(s+b)Ax— f(Ax)b, (Ax)"" ]

=[(s+b)Ax = B(A)B(x)b, (Ax)""]
—[A(s +D)x— A" B(x)b, 2" x*"]
—[AGs+D)x, A7 x"" ][ B(x)b, A" x""]
= A7 [(s +b)x, x"" 1=A7 A" [B(x)b, x*" ]
= A" (s +b)x, x7 1-A"""[B(x)b, x"" ]
= 2" ([(s+b)x, x”" 1 =27 [B(x)b, x""])
=[(s+b)x, x” 1-2""[B(x)b, x"" ]
=[(s +b)x, x" 1=y [(x)b, x""]

elde edilir. Burada y =A”" #1 oldugundan y #1 dir. v, =[(s+b)x, x*" | ve

w, =—[p(x)b, x”' 1 olarak almp yukaridaki denklemde yerine yazilirsa

ly, +yy, =0 olur. y yerine sirasiyla 1 ve y alinirsa,
ly, +1ly, =0

Ly, +yy,=0
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denklemleri elde edilir. Bu homojen denklem sisteminin katsayilar matrisinin

determinanti

‘:7—1;&0 oldugundan bu sistemin sadece sifir (asikar)
/4

¢ozliimii vardir. Bu ise y, =0 ve w, =0 olmasm gerektirir. Boylece her xe

[R, -R] igin,

[B(x)b, x*"1=0 (3.21)
olur. (3.21) de A C olmak iizere x yerine x+ Ay yazlarak,

0=[B(x+Ay)b, (x+Ay)" ]

=[Bx)b+ B(A) BN, (x+Ay)"" ]

=[Bx)b+ A" B(y)b, (x+2y)""]

bulunur. Simdi kullandigimiz bazi gosterimleri tanitalim. 0<i< p” olmak tizere
w.(x, y),idereceliy ve p" —i dereceli x ile birlikte tiim monomiallerin toplamini
m pm_l m . .
ifade etsin. Burada oOzel olarak w, (x, y)=x" , w,(x, y)= Zx” x' ve
i=0
Yo (x, y)=y" dir. En son vyazilan bagmntida yukaridaki tammlamalar

kullanilarak,

0=[B(b+ 2" B, 3y (x. 1)A']
S8, Yy AT BIb Yy, 1)A]

= 3 A1ACOb. v, I+ 3 2 BIb v )
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-1

=S AR, (. I+ AT BB, yx. )]

=3 A B, y (e, 01 A7 LB, (. )]

elde edilir. Burada 47"~ = 4 denilerek,
0=2([BCOIb, w,(x, )]+ LLB(Ib, wo(x, ¥)])
+22 ([B)B, w, (x, W]+ 1B, v, (x, 1)])

+ 22 (LA, wy(x, 1+ BB, v, (x, ¥)])

A" ([BGb, v (x, 1+ B, w0 (x, 2)])
bulunur. Daha sonra denklem A parantezine alinirsa,

0=A(([BX)b, w,(x, Y)]+ L B, w,(x, ¥)])
+A([BX)b, v, (x, W1+ 1l B0, v (x, »)])

+22 (LB, v, (x, Y]+ 1 B(b, v, (x, »)])

+27 (BB, v (6 I MBI, W (5 7))
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elde edilir. Burada A %0 oldugundan
0=([B)b, v, (x, V]I+ L B(Y)b, v,y(x, ¥)])
+A([BX)b, w, (x, M+ L B(Y)b, v, (x, »)])

+22 (LBGD, vy (x, I+ KB, v, (x, ¥)])

27 (BB v (5, W+ MBI . (%, )])

ifadesine ulagilir. ¢, (x, ») :([ﬂ(x)b, V.o (x, I+ B()b, v, (x, y)]) olarak

yeniden diizenlenerek,
0=10,(x, Y)+20(x, 1)+ A0, (x, )+t A7 0, (5, ¥)

bagintis1 elde edilir. Burada sirasiyla A yerine 1, 4, A%, A°, ..., AP degerleri

yazilarak ve p” —1=k denilerek,
0=1¢, +1p, +1p, +...+1¢,
0=1¢p, +Ap, + 1’0, +...+ A,

0=1p, + A0, + g, +...+ 17",

0=lp, +A'p + 2 %*p, +..+ A,
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homojen sistemi elde edilir. Burada 1< j <k’ igin A/ = 4; denilirse bu homojen

sistemin katsayilar matrisinin determinanti

11 1 11 L
L2 2 Ao o oo
[ A e B BT T

k

| N L B | B 7N 7 A R A

k

= (=)A= p).. (0= p). T (o, — 1)

I<i<j<k

=(1-DA-27)..a=-25. [T @' -1

I<i<j<p™-1

bulunur. 4 #0 ve A #1 oldugundan bu determinant sifirdan farklidir ve ayrica bu
homojen denklem sisteminin sadece sifir ¢oziimii vardir. O zaman her

0<i<p”"-1igin ¢(x, y)=0 olur. Yani,

@y (X, ) =[BOOb, , (6, M +A" T [B)b, vy (x, )] =0

olur.  Vandermonde  Determinantindan  her x, ye€[.R, . R] igin

[B(x)D, w,(x, ¥)]=0 dir. Daha sonra z € .R olmak lizere y =[x, z] yazilarak,
v, =(x, [x, z]) =y, (x, xz - zx)
=x"" M (xz—zx)+ x7 7 (xz — zx0)x +x7 7 (xz — zx)x* +

et x(xz—2)x" 7+ (xz — zx)x” !

bulunur ve herx, y €[ R, . R] ve z €, R i¢in [B(x)b, v,(x, ¥)] =0 oldugundan
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0= [ B(x)b, v, (x, [x, Z])] =[B(x)b, x"" z—zx""] olur ve komiitatdr agilimindan

Bx)bx”" z — f(x)bzx”" —x"" zB(x)b+ zx"" B(x)b=0 (3.22)
elde edilir.

Simdi baz1 x €[, R, .R] icin x” ¢ C oldugunu kabul edelim. O zaman

{1,x""} kimesi C fiizerinde lineer bagimsizdir. (3.22) bagmtismi tekrar

diizenlersek 1.zx”" S(x)b—x"" zf(x)b+ B(x)bx?" z.1- f(x)bzx"" =0 dir. Burada

a =1, a,=x" almsa {1,x” }, C {lizerinde lineer bagimsiz oldugundan

Yardimer Ozellik 2.3.25 ten b = B(x)b dersek B(x)b elemani, d, =1 ve
d, = x*" elemanlarimin C- lineer birlesimi olarak ifade edilebilir. O halde bazi
wyeC igin  B(x)b=pul+yx”  seklinde yazabiliriz. Ozel olarak
[B(x)b, x]=[p.1+y.x"", x]=0 dir. C sonsuz oldugundan herhangi y e[ R, -R]

icin (x+Ay)" & C olacak sekilde sonsuz goklukta AeC vardir. Aksi taktirde

m m pm .
(x+Ay)” e€C oldugu kabul edilirse (x+1y)" = Zl//l. (x,y)A" oldugundan,

i=0
x+A) =x” + 7 Ty P+ xP Bt b+ HA
4 y Y. Y. Y.

+(x”m’2y2 —i—x”m’3y2x+x”m"‘yzx2 +...-|-yzx”m’2)/12 +..+ y”m/l”m
elde edilir. Burada A yerine sirastyla 1, A, A%, ..., A7 vyazilip ve p" =k
denilirse ve elde edilen homojen denklem sisteminde A’ = 4; yazarak bu

homojen sistemin katsayilar matrisinin determinantt,
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1 1 1 .1 1 1 1 .1

1 A A . A 7 T A
2 4 2%

1A A A= o ow oy

k

1 L R L B ) B VA VA A

= (=)A= ). (0= p). T (= 12)

1<i<j<k

=(1-AH(1-21)..a-25. TT @' -2)

I<i<j<p™

bulunur. Burada 4 #0 ve A#1 oldugundan bu determinant sifirdan farklidir ve
bu homojen denklem sisteminin sadece sifir ¢éziimii vardir. O zaman x” e€C
olur. Bu da geliski verir. O halde (x+Ay)” ¢C olmahdir. Bazi AeC igin

[B(x)b, x]=0 oldugundan burada x yerine x+ Ay yazilarak

0=[B(x+Ay)b, x+Ay]
=[B(x)b+ A" B(y)b, x+Ay]
=[B(x)b, x+ Ay)+[2" B(»)b, x+Ay]
=[B(xX)b, x]+[B(x)b, Ay]+[A” B(»)b, x]+[2" B(y)b, Ay]
= ALB(x)b, y1+ A7 [B(»)b, x]+ A7 ' [B(»)b, y]
= A([B(x)b, y1+ A7 [B(y)b, x]+ A" [B(»)b, ])
olur. Burada 4 #0 oldugundan ve ayrica p" —1=#k almirsa

0=L[A(x)b, yI+ A7 [B()b, X1+ A7 [B()b, ¥]
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=L[A(x)b, y1+ A'[B(b, x]+ A ()b, ¥]
=L[A(x)b, y1+ A" ([()b, X1+ AB()b, ¥])

elde edilir. Burada y = 2" dersek,
0=L[Bx)b, y1+y([B(b, x1+ALB(V)b, ¥])

olur. Burada y, =[£(x)b, y] ve w, =[f(»)b, x]+A[B(»)b, y] olarak alinirsa

0=y, +yy, elde edilir. Bu ifadede y yerine sirasiyla 1 ve y alinirsa,
0=y, +ly,

0=y, +yy,

homojen denklem sistemi elde edilir. Sistemin katsayilar matrisi,

11

‘1 7/‘ =y—1#0

determinantina sahiptir. BOylece sistemin sadece sifir ¢oziimii vardir. Bunlar;
v =[B(x)b, y1=0 ve y, =[S(y)b, x]+ A B(y)b, y]=0dir. y, =[(x)b, y]=0
da  her z we,.R i¢in y yerine [z, w] yazallm. Buradan
0=[L(x)b, y]=[L(x)b, [z, w]] olur. Bagmntinin her iki tarafi [z, w] ile carpilirsa
[ﬂ(x)b[z, wl, [z, w]] :[ﬂ(x)b, [z, w]].[z, w]=0 olur. Alt Durum I den Onceki
kabul edilen , R & M,(F) kabuliinden ve Yardimec1 Ozellik 3.1 den p(x)beC
olur. Herhangi y e[ R, . R] igin (x+Ay)” " ¢ C olacak sekilde sonsuz ¢oklukta
A€ C oldugundan benzer sekilde x yerine x+ Ay alinarak ve benzer islemler
yapilarak ayni zamanda P(x+Ay)beC bulunur. Oyleyse
B(x+Ay)b=Lx)b+ A" B(y)beC dir. Burada SB(x)beC  oldugundan

A" B(»)b e C olur.
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A#0 oldugundan her y e[, R, .R] igin B(y)beC elde edilir. Ozel olarak her
velpR, -R] i¢in B(y)beC ise B([x, y])beC olur. S bir otomorfizma
oldugundan A7 (B([x, yIb)=B"(B([x. ¥1))B'(b)eC ~ ve  buradan

[x, y]B7'(b)e C bulunur. a=p'(b) olmak iizere her ye[,R, .R] igin

[x, yla e C elde edilir.

»R=M,(D) sonlu boyutlu merkezi basit cebir oldugundan ve Alt Durum I den
onceki kabul ettigimiz R ¢ M,(F) durumundan bazi F' cismi i¢in >3 olmak
lizere . Rc M,(F) olur. O zaman her x, y e M,(F) icin [x, y]a € C yazilabilir.
Diger taraftan x=¢, ve y=e, almarak a#0 olmak tizere [x, yla¢ C olur.
Clinkii, burada her x,yeM (F)igin [x,yla=[e,,e,]a =(e,e, —e,e,)a
=(e,—ey)a dir. Boylece ifadede rank((e, —e,,)a)<rank(e,—e,)=2
oldugundan celiski elde edilir. O halde her xe[,R, ,R] icin x” eC kabul
edebiliriz. Ozel olarak her x, y e[, R, ,R] igin [x, v eC dir. ~R=M,(D)

sonlu boyutlu merkezi basit cebir oldugundan ve Alt Durum I den 6nceki kabul

edilen Rz M,(F) durumundan bazi F cismi i¢in ¢>3 olmak iizere
~Rc M (F) dir ve her x, ye[,R, .R] icin [x, ] eC dir. Fakat x=¢,, ve
y=e, almdiginda [x, y]=[e,, e, ]1=¢,e, —€,€,=¢€,—¢€, olur ve buradan
[x, Y] =(e,—e,)” =e,+(~1)"" e, olur. Burada e, +(-1)""e,, ¢ C dir. Ciinkii
rank(e,, +(=1)" ' e,,)=2 oldugundan bu ¢eliski verir. Dolayisiyla n2>1

durumundan ¢eliski elde edilir.

Simdi ise n < -1 kabul edelim. Bu durumda n'=-n ise n'>1 ve her 1 € C
icin, B(A”" ) = B(AA..A) = BA)BA)..LA)=A"" A7 A7 =7 )" ="y

= A7"7" = 1 olur. (3.20) de x yerine A% x almarak,

0=[(s+b)A" x— B(A" x)b, (A" x)""]
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=[A7" (b+5)x— AB(x)b, (A7 )" x""]
=[A7" (b+5)x—ABx)b, (A7 "x""]
=[A7" (b+9)x, A7 " x"" 1 ABx)b, A7 " x" ]
=27 27" [(b+9)x, 7" 1 =27 " B(x)b, 7]
=27 b+ s)x, X712 " B(x)b, X7 ]
_ (zp"'*l[(b +9)x, X" ][ B(x)b, x*" ])
bulunur ve 27" "*' %0 oldugundan
0=2""[(b+s)x, x"" 1-{B(x)b, x""]

bagintisina ulasilir. Burada y = a7 2 oldugundan y, =[(b+s)x, x”"'] ve

v, =—{p(x)b, x”"] denilirse 0= v, +yy, denklemi elde edilir. Burada y yerine

stirastyla 1 ve y yazilirsa,
0=y, +1ly,

0=y, +yy,

homojen denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin

determinanti
‘1 1
=y—-1#0
1Ly
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oldugundan sistemin sadece sifir (asikar) ¢Oziimii vardir. Bdylece

w, =[(b+s)x, x” 1=0 ve w,=-[B(x)b,x" ]=0 olur. Ozel olarak

[ B(x)b, x*" 1=0 bagmtisim alalim. Burada x yerine x + A" v yazilarak,
0=[B(x+A" y)b, (x+2" y)"]
=[BCb+ 2B, (x+A7 )" ]

=[B0)b, (x+ A7 )" 1+[AB()b, (x+ A7 p)!" ]

elde edilir. Burada 0<i< p" icin y,(x, y), i dereceli y ve p” —i dereceli x ile

birlikte tim monomiallerin toplamini ifade etsin. O halde yukaridaki bagintidan

0=[B(0b. 3w, (e )A” Y1+, S e 1A )]

m

bulunur. Burada ilk toplam terimi i =0 i¢in 0 ve ikinci toplam terimi de i = p

icin 0 oldugundan yukaridaki ifade,

m_1

0= pﬁ (A Y LBCOb, i (x5, )] + pz (A" Y ALB(b, w,(x, »)]

i=0 i=0
pm—l n' . n'
= 2 A (A LBk (I B (5, )
i=0
bagintisina indirgenir. Burada A # 0 oldugundan ve A” e 4 denilerek,
p"-1 .
0= (A") (MA@, ¥ x MIH BB, y,(x, ¥)])
i=0

bagntisi elde edilir ve A7 "= y denilerek,
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0=1(B()b, y,(x, MI+[BIb, wy(x, ¥)])
+7 (UL B, w, (x, MI+[B()D, v, (x, ¥)])

+7° (U Bb, w3 (x, MI+[BDb, v, (x, ¥)])

+7" BB,y (2, MIFLBWIb, ¥ 0 (3 2)])

bagmtisma ulasilir. Yukaridaki bagintida sirasiyla y yerine 1, y, 72, ..., 7/

yerlestirilerek ve »’ yerine de 6, alimarak Vandermonde determinantindan

¥, i 1 1 1 I 1
1y Y I L b O,
Ly [ 720”"") e e .0,
A R B | Hlpm?l ‘92“ | O |

=(1-0)1-0)..0-0, ). [ ©,-6)

1<i<j<p™-1

=A==y ] &' -7)

I<i<j<p™ -1

= [T @"y-a"n

0<i<j<p™-1

=0
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bulunur. Boylece bu homojen denklem sisteminin sadece sifir ¢oziimii vardir. O

halde yukarida 1,7, 7%,....y" ' katsayil denklemlerin her biri sifir olmalidir. Ozel

olarak,

w[BX)b, w,(x, MI+[B()b, wy(x, ¥)]=0

olur. Tekrar benzer sekilde Vandermonde determinanti uygulanarak ve

MU= A7 x1 oldugu kullanilarak [£(x)b, v,(x, ¥)]=0 ve [B(»)b, v,(x, ¥)]=0

bagintilar1 bulunur. Dolayisiyla her x, y €[, R, .R] i¢in [B(x)D, wv,(x, ¥)]=0
elde edilir.

Burada n>1 durumu igin secilen arglimanlar tekrar kullanilarak ve benzer
islemler yapilarak ispat tamamlanir. Boylece ana teoremin ispati tamamlanmis

olur.

Son olarak, temel teoremde harici durumun saglandigin1 gostermek igin bir

Oornek verelim.

Ornek 3.1 F, karakteristigi 2 olan bir cisim olmak iizere R=M,(F) ve

L=[R, R]=Fe, +Fe, + F(e, —e,) olsun. O halde L, R nin degismeli olmayan

b
bir Lie idealidir ve her xelL igin x*eZ(R) dir. Soyleki, [a dj,
c

Xy
( JGR:MZ(F) alalim.
z

a bl(x vy x ylfa b\ (ax+bz ay+bt xa+yc xb+yd
c d)\z t z t)\c¢ d) \ex+dz cy+dt za+tc zb+td

_(ax+bz—xa—yc ay+bt—xb—yd
| ex+dz—za—-tc cy+dt—zb—td

B bz —yc ay+bt—xb—yd
N\ex+dz—za—-tc cy—zb
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bulunur. Burada A=bz—-yc, B=ay+bt—xb—yd , C =cx+dz—za—tc almirsa,

A B
[R, R]:(C —AJ formunda olur. Buradan [R, R]= Fe,+Fe, +F(e,—e,,)

A B
elde edilir. Diger taraftan her x:[c AJEL icin,
, (A4 BYA B A*+BC AB-BA
X = =
C -4A)\C -4) (C4-4AC CB+4
A*+BC 0
|4 ez
0 CB+ 4

dir. Her xeR i¢in, f:R—> R f(x)=¢,x—xe, ile tanimh bir doniisiim olsun.

Tamimdan 0# f(x) = e, x — xe,, bir genellestirilmis tiirevdir. Her x € L igin,
[f(x), x1, =[[f (x), x], x]
=[f(x)x—xf(x), x]
= [0 = xf ()x = xf (x)x +x° f (x)
= f(x)x> = 2xf (x)x + x> (x)
dir ve char(F)=2 ve x* € Z oldugundan,
[f(x), x], = f(x0)x" =2 £ (x)
=[/(x), x"]
=0

elde edilir. Fakat ¢, , ¢, ve ¢, +¢, elemanlart merkezde olan elemanlar degildir.
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4. ASAL HALKALARDA KUVVET DEGIiSiMLi (POWER-
COMMUTING) GENELLESTIRILMIiS SKEW TUREVLER

Bu boéliimde Luisa Carini, Vincenzo De Filippis ve Giovanni Scudo nun
2014 yilindaki "Power — Commuting Generalized Skew Derivations in prime

Rings" adl1 calismasi ele alinacaktir.

Calisma boyunca R, merkezi Z(R), genisletilmis merkezi C, sag
Martindale kesirler halkast Q, ve simetrik Martindale kesirler halkasi Q,,
charR # 2 olan bir asal halka ve T =0 (R)*. C(X) serbest ¢arpimi olarak ele

alinacaktir.

Posner 1957 de, herhangi bir x € R i¢in [d(x),x] e Z(R) olacak sekilde
R nin bir d tiirevi varsa ya d =0 ya da R nin degismeli oldugunu ispatlamistir.
Lanski 1988 yilindaki c¢alismasinda Posner in bu sonucunu bir Lie ideale
genellemistir. Daha sonra Carini ve De Filippis 2000 yilinda asagidaki teoremi

ispatlamiglardir.

Teorem 4.1 (Carini and De Filippis, 2000) R karakteristigi 2 den farkli olan bir

asal halka L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali ve d, R nin sifirdan farkh

bir tiirevi olmak iizere herhangi bir ue Li¢in [d(u),u]" € Z(R) olsun. Bu
durumda R, s, ii saglar ve Ozel olarak herhangi bir u € Ligin [d(u),u]" =0 ise

R degismeli olur.

De Filippis 2006 yilinda yapmis oldugu ¢alismasinda d tiirevi yerine bir
genellestirilmis tlirev alarak benzer bir durumu ele almistir. Soyleki, eger her
x,y € Rigin G(xy)=G(x)y+xd(y)olacak sekilde bir d tlirevi varsa G:R — R
toplamsal doniisiimii bir genellestirilmis tiirev olarak adlandirilir. Genellestirilmis
tiirevler oncelikle operator cebirleri iizerinde g¢alisilmistir. Bu ylizden cebirsel
acidan bir inceleme ilging olabilir. Bu baglamda Hvala nin 1998 yilindaki ve Lee
nin 1999 yilindaki ¢alismalarna bakilabilir. Daha sonra belirtildigi iizere De

Filippis 2006 yilinda Teorem 4.1 de gegen d tiirevi yerine G genellestirilmis
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tiirevini alarak benzer bir durumu diisiinmiistiir ve asagidaki sonucu elde etmistir.

Teorem 4. 2 (De Filippis, 2006) R, sag kesirler halkas1 U , genisletilmis merkezi

C ve karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve g#0, R nin bir
genellestirilmis tlirevi, L, R nin merkezi olmayan bir Lie ideali ve n>1 olmak
tizere her ue Ligin [g(u),u]" =0 olsun. O zaman her xe R i¢cin g(x)=ax
olacak sekilde bir aeC vardir veya R, s, i saglar ve bazt beU igin

g(x)=bx+xb formundadir.

Yukaridaki calismayr takiben Wong, 2006 da d tiirevi yerine Rnin agikar

olmayan o otomorfizmalarini alip asagidaki durumu ispatlamistir.

Teorem 4.3 (Wang, 2006) R, merkezi Z olan bir asal halka L, R nin merkezi

olmayan bir Lie ideali ve o, R nin trivial olmayan bir otomorfizmasi olmak
tizere her u € Ligin [u’,u]" € Z(R)oldugunda ya charR >n ya da charR=0 ise

ozaman R s, iisaglar.

Bu c¢alismada ise Carini, De Filippis, Scudo bu aragtirmalarin ¢izgisinde
kalarak her x € R i¢in [F(x),x]" =0 ve n>1 olacak sekilde R nin sifirdan farkli

bir F genellestirilmis skew tiirevi ele almiglardir. Daha detayl1 belirtmek gerekirse

asagidaki sonug elde edilmistir.

Teorem 4.4 R genisletilmis merkezi C, karakteristigi 2 den farkli degismeli

olmayan bir asal halka, #0 R nin genellestirilmis bir skew tiirevi ve n>1
olmak tiizere her xe R i¢in [F(x),x]"=0 olsun. O halde her xeR icin

F(x)=Ax olacak sekilde A € C vardir.

Bu bolimde her xe R ve a,beQ i¢in F(x)=ax+a(x)b olacak
sekilde F:R— R doniisiimiiniin var oldugunu kabul edelim. Ozel olarak her

reRicin [ar+a(r)b,r]" =0 durumunu diisiinelim. Ik olarak her x e Rigin

a(x)=gxq™" olacak sekilde tersinir bir ¢ € O nun var oldugu durum yani & nin
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bir i¢ otomorfizma oldugu durum ele alinacaktir. Bunun i¢in 6ncelikle asagidaki

sonucu verelim.

Yardimer Ozellik 4.1 (De Filippis and Di Vincenzo, 2012, Lemma 1) F sonsuz

bir cisim ve n>2 olsun. Eger 4, 4,,...,4, lar M, (F') de skaler matrisler degil ise
o zaman PAP”',PA,P,...,PA,P"" matrislerinin her birinin igeriklerinin hepsi

sifirdan farkli olacak sekilde bir P € M (F') matrisi vardir.

Onerme 4.1 R karakteristigi 2 den farkli olan bir asal halka ve a,b,q € O olsun.

Eger O nun bir tersinir eleman1 ¢ ve her » € R igin

[ar + qrq"lb, r"=0 4.1)

olacak sekilde sabit bir n >1 tamsayis1 var ise asagidakilerden biri saglanir:

i) a, b, g€ C dir;

iily g"'beC ve a+beC dir.

Ispat 1k olarak ¢ 'beC durumunu ele alalim. (4.1) den her reRigin
0=[ar+qrq”'b,r]" =[ar +br,r]" =[(a+b)r,r]" elde edilir. Yardimc1 Ozellik
2.3.4 den a+beC olur ve boylece (if) saglanir. Daha sonra g€ C oldugu
durumda (4.1) den O=[ar+qrq 'b,r]" =[ar+rb,r]" =[ar —r(=b),r]" olur ve
Yardimer Ozellik 2.3.5 den R s, i saglamadifi ve a=-b olmadigi siirece

a,—b e Z(R) dir ve buradan a,b € Z(R) olup (i) saglanir.

Béylece ispatin geri kalaninda ¢~'b ¢ C ve g ¢ C oldugunu kabul edilebilir.
q~'b ¢ C oldugundan {1,q'b} kiimesi C - bagimsiz olur. (4.1) bagmtisin R icin

asikar bir genellestirilmis polinom 6zdesligi oldugunu kabul edelim. O halde

0, =[ar+ qrq’lb, r]"
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=[ar+qrq 'b,r]"'[ar+qrq~'b,r]
=[ar +qrq~'b,r]"" ((ar +qrq 'b)r —r(ar + qrq’lb))
=[ar+qrq 'b,r]" " (ar +qrq”'b)r —[ar + qrq”'b,r]" "' r(ar + qrq”'b)
=[ar+qrq”'b,r"" ((ar +grq~'b—ra)rl+(-[ar + qrq 'b,r]" " rqrq™'b

elde edilir ve {1, 'b} C- bagimsiz oldugundan —[ar+qrq'b,r]"'rg=0 olur.
R asal ve ¢ tersinir oldugundan [ar+qrq~'b,r]"”" =0, olmahdir. Bu islemler

tekrarlanirsa n —1 adim sonra [ar +grq™'b,r]=0 elde edilir. Buradan
0, = arr+qrq 'br —rar —rqrq”'b
= (ar+qrq~'b—ra)rl—(rq)rq”'b

olur. {1,¢g7'b} C - bagimsiz oldugundan Yardimci Ozellik 2.1.1 den —rg =0 elde
edilir. R nin asallifit ¢ =0 olmasin1 gerektirir ki bu ise g nun tersinir olmasiyla
celigir. O halde (4.1) bagintis1 R icin asikar olmayan bir genellestirilmis polinom
ozdesligidir. (4.1) de p =¢q'b alirsa Yardimer Ozellik 2.3.11 den O,

[ax +gxp, x]" (4.2)

ozdesligini saglar. Boylece Yardimer Ozellik 2.1.4 den Q sonlu boyutlu sifirdan

farkli lineer doniisiimleri iceren Clizerinde V' vektor uzayinin lineer dontistimler

halkasinin yogun bir alt halkasina izomorf olan primitif bir halkadir.

Oncelikle dim.V >3 oldugunu kabul edelim. p¢C oldugundan ve
kabulden {v,pv} C- lineer bagimsiz olacak sekilde bir velV vardir. Ustelik
dim,.V 23 oldugundan {v, pv,w} lineer C - bagimsiz vektorler olacak sekilde bir

weV vardir. Q nun yogunlugundan
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=0, rw=v, rppv=q"'w

olacak sekilde » € Q vardir. Boylece

0=[ar+qgrp,r]'v

=[ar+qrp, r]”’l[ar +qrp,rlv

=[ar+qrp,r]"”" ((ar +qrp)rv—r(ar+ qrp)v)

=(-1D)"v=0
celiskisi elde edilir.

Son olarak dim.V <2 oldugu durumu diisiinelim. dim.V =1 ise
O =C olmasm gerektirir ve bu da O nun degismeli olmasin1 verir. R c Q
oldugundan ve R degismeli olmadigindan bu g¢eliskidir. Boylece dim,.V =2
oldugunu kabul edilebilir. Yani, M,(C), C cismi iizerinde 2x2 matrisler halkasi

olmak iizere O =M ,(C) dir. Bu durumda M, (C)

[ax + gxp, x]2 4.3)

0zdesligini saglar.

Ik olarak C nin sonsuz oldugu durumu ele alalim. Hem ¢ ¢ C hem de
p ¢ C oldugundan Yardimci Ozellik 4.1 den AgA™', ApA™" matrislerinin her biri
igeriklerinin hepsi sifirdan farkli olacak sekilde bir tersinir 4 € M,(C) matrisi

vardir. Ustelik
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[(AaA"l)x + (AqA"l)x(ApA"1 ), x]2

M, (C) igin bir genellestirilmis 6zdesliktir. e, , (i, /) igerigi 1 ve digerleri 0 olan

matrisleri ifade etsin ve ¢,,, p,, € C igin,
dad" =d, 494" =4 =Y qpen, A" =p = p.eu
alalim. Yukaridaki 6zdeslikte x yerine i# j i¢in x =¢; alalim.
0= [a'el.j + q'eijp', e; I
= (a'(el.j )+ q'el.jp'el.j — e,.ja'el.j — e,.jq'e,.jp')2
olur. Her iki tarafi sagdan e, ile ¢arparak,
0=(a(e,)’ +qe,pe;—eae; —e;qe;p)’e,
=(a (e, )+ q'el.jp'el.j - e!ja'ey - eyq'eyp')ey (—q'eijp')el.j
=(-1’¢;q¢;pe;(qe;p e,
=(¢;q¢;p)’e;
=(e;q¢, )e;q¢;p)e;
=(q,¢,)p (e;q¢;p )e;
=4,0,¢,4 P ¢

=4;iPji45i%P &
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=4;P;i4;P;¢

2.2
0=q,"p;’¢

sonucunu buluruz. Buradan ¢,’p,” =0 elde edilir. C cisim oldugundan son
bagntt g, p, =0 oldugunu verir ve buise g, =0 veya p, =0 olmasini gerektirir.

Fakat her iki durumda da bu bir ¢eligkidir. Ciinkii p ve ¢ nun igeriklerinin hepsi

sifirdan farkl idi.

O halde C nin sonlu oldugunu kabul edebiliriz. K, C cisminin
genislemesi olan sonsuz bir cisim ve R=M L(K)=R®,. K olsun. [ax+gxp,x]’

genellestirilmis polinom 6zdesligi x degiskenleri i¢cinde 4. dereceden homojendir.

Boylece bu denklemin tam dogrusallastirilmas: ile 4 degiskenli 6(x,,y,,z,.t,)

coklu dogrusal genellestirilmis polinom 0Ozdesligi elde edilir. Ustelik

X, =), =z =t 1¢In

O(x,,x,,x,,x,) =4{ax, + qx,p, x1]2

dir. 0(x,,y,,z,t) ¢oklu dogrusal polinomu R ve R icin de genellestirilmis

polinom 6zdesligidir. charR # 2 oldugundan her r € R i¢in [ar +qrp,r]> =0 dur.

Yardimar Ozellik 4.2 R, karakteristigi 2 den farkli ve degismeli olmayan bir
asal halka olsun. Her xe R i¢cin [a(x),x]" =0 olacak sekilde R’ nin bir

a : R — R otomorfizmasi varsa o zaman & R iizerinde birim doniistimdiir.

Ispat Yardimeci Ozellik 2.3.8 den R, genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.
Eger her x € R icin a(x)=gxq"' olacak sekilde bir ¢ € Q varsa o zaman [gxq ™',
x]"=0 olup Onerme 4.1 den geC elde edilir. Bu ise a nin birim doniisiim

oldugunu gosterir. Simdi ¢ nin R nin bir dis otomorfizmast oldugu kabul

edelim.
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Yardimer Ozellik 2.3.11 den R ve Q ayni otomorfizmali genellestirilmis polinom
Ozdesligini saglar ve boylece [a(x), x]", O i¢in de bir 6zdeslik olur. R bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasi oldugundan Yardimci Ozellik 2.1.4 den

Q, D bolimlii halkasi tizerinde V' vektdr uzaymnin lineer doniistimler halkasinin

yogun bir alt halkasina izomorftur. Q nun bolge oldugu durumda Yardimci

Ozellik 2.3.7 den Q, [y, x]" =0 bagintisim saglar ve buradan Q degismeli olur.
Bu ise bir ¢eligkidir.

Boylece dim,V >2 oldugu durum kabul edilir. Yardimer Ozellik 2.1.2
den her xeQ i¢in a(x)=TxT"" olacak sekilde bir T € End(V) yari- lineer
otomorfizmas1 vardir. Bu durumda her xeQ i¢in [TxT™',x]" =0 olur. Eger
herhangi bir veV igin T~'v=vA olacak sekilde A e D varsa Yardimci Ozellik

2.1.7 dan her veV igin T 'v=vA olacak sekilde bir tek A e D vardir. Bu

durumda a(x)v=(TxT")v=TxvA ve her xeQ ve her veV igin,
(a(x)—x)v=a(x)v—xv =TxvA—xv
=T (xvAd)—xv
= T((xv)l) - XV
= T(T"l(xv))—xv
=XV—XV
=0

olur. Buradan her veV ve her xeQ i¢in (a(x)—x)V =0 olur. ¥ nin "faithful"
olusu her x € QO i¢in, a(x)=x olmasim gerektirir. Bu ise @ nin birim doniisiim
olmas: celiskisini verir. Bu yiizden {v, T7'v} lineer D - bagimsiz olacak sekilde

bir veV vardir. Ilk olarak dim, ¥ >3 oldugu durumu ele alalim. Bu durumda
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{w,v, TV} D- lineer bagimsiz olacak sekilde bir we V' vardir. Ustelik QO nun
yogunlugundan rv=0, »T"'v=T"'w ve rw=—v olacak sekilde bir » € Q vardir.

Bdylece hipotezden [a(x), x]" =0 oldugu kullanilarak her » € R igin,

0=[a(r), rI'v=[TrT"", rI'v

=(TrT'r —rTrT")'v

=(TrT'r=rTrT Y N (TrT'r —¢TrT ")y

=(TrT'r —rTrT "Y' (TrT'rv—rTrT™'v)

=—(TrT'r —vTrT Y2 (TrT ' r=rTrT )y

=(TrT'r =rTrT Y (TrT 'y —rTrT ")y

elde edilir. v#0 oldugundan bu bir celiskidir. Bundan dolay1 sadece dim, V' =2

durumu ele alinacaktir.

Simdi dim ,J' =2 olsun. Kabulden w¢vD ve Twe vD olacak sekilde

bir weV vardir. Yukaridaki kabulde {v,77'v} lineer bagmmsiz oldugu
hatirlatilarak eger her we V' i¢in we vD veya Tw e vD olsaydi o zaman w e vD
veya weT '(vD)=(T"'v)D olurdu. Bu ise V < (vD)U(T'v)D demektir ve
ayrica  (vD)U(T'v)DcV  kapsanmast mevcuttur. Bu iki bagmti
V =wD)U(T 'v)D oldugunu verir. Bir V vektdr uzayr iki 6z alt uzaymimn

birlesimi seklinde yazilamayacagindan ya ¥ =vD veya V = (T"'v)D olmalidur.
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Her iki durumda da dim,(V)=1 olur. Fakat O bolge olmadigindan ve

dim, V' =2 oldugundan bu bir ¢eliskidir. Boylece
w=vA+(T V)u (4.4)
Tw=vn+(T"'v)0 4.5)

kosullarin1 saglayan weV, A, 0= u, n, 0% 6 € D vardir ve iistelik 7: D — D,

D nin T ye bagl otomorfizmasi olmak iizere, (4.4) bagintisina 7 yari- lineer

otomorfizmas1 uygulanarak,
T(w)= T(M + (T_lv),u)
=T(vA)+ T((T‘lv),u)
= (Tv)7()+ T(T"v)7(u)

=(Tv)r(A)+vr(w) (4.6)

elde edilir. Burada g # 0 oldugundan z(u)# 0 dir. (4.5) ve (4.6) karsilastirilarak,
7(4) # 0 iken

0=T(w)-T(w)=vnp+ (T_lv)é’—((Tv)r(ﬂ) +vr(,u))

= v(n — T(Iu)) + (T‘lv)é’ —(T(V)T(ﬂ'))

olur. Burada 60=0 ve {v, T7'v} D- bagimsiz  oldugundan
v(n—1(u))+(T"v)@#0 dir. Aksi durumda v(n7—7(u))+(T'v)@=0 olsaydi
{v, T"'v} nin D- bagimsizigindan @ =0 ¢eliskisini verirdi. Burada ()= ve
t(A) =2 ile gosterelim. 0=v(n—T(w))+(T"'v)—(T(v)z(A)) denkleminden

(Tv)r(A) =v(n—1(1))+(T"'v)@ olur. Burada 7(1) =1 yazilarak
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(TVA =v(n—7(w))+(T V)8 ve bdylece Tv=[v(n—1(1)+(T V)O(A)" elde
edilir. Hipotezden her xeQ ic¢in [TxT', x]"=0 oldugundan bu bagmtida x
yerine x+ y yazlarak her x, yeQ icgin [T(x+ )T, x+y]" =0 elde edilir ve

bagint1 agilarak buradan her x, y € O igin,
(IxT'x—xTxT' +TyT 'x —xTyT™'
+IxT 'y —yIxT' +TyT 'y —yTyT ') =0 4.7)
bulunur. O nun yogunlugundan
w=0,rv=0, T 'v=—v, n,T'v=0
olacak sekilde 7, r, € O vardir. Buradan
R(IV) =7 ((vor = () + (TV)0)(2)")
= Kv( =T (u)IA) " + 1 (T )04
=—v0(1)"
ve ayrica
R (TV) =1, (V(n = 7() +(T")8) (A
=1, (v(n=7()) )" +5 (T WO)(A)"

=0

olur ve buradan yukaridaki esitlikler kullanilarak
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(TrT ™' = nTrT ' + Tr, 7' =1 Tr, T

+TrT 'y =, T T + T, T 'y =1, T, T v =—v0(A)!

bulunur. Béylece (4.7) den

0=(TrT "1, = TnT " +Tr,T'r, =1 Tr, T

+TrT ' =, Tr T + T, 7', =1, T, T v=v(0(2) )" 20

celigkisi elde edilir.

Yardimer Ozellik 4.3 R, karakteristigi 2 den farkli ve degismeli olmayan bir asal
halka, b,c € O ve her x e R i¢in [bx+a(x)c, x]" =0 olacak sekilde «: R —> R,

R nin bir dis otomorfizmasi olsun. O zaman b€ C ve ¢=0 dur.

Ispat b C yada c¢# 0 oldugunu kabul edelim. Yardimci Ozellik 2.3.8 den R bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi halkasidir ve Yardimci1 Ozellik 2.1.4 den QO

sifirdan farkli "socle" a sahip primitif bir halkadir ve QO nun iligkili boliimlii
halkast D, C iizerinde sonlu boyutludur. Boylece Q, D iizerindeki bir V' vektor
uzaymnin lineer doniisiimlerinin halkasinin yogun bir alt halkasina izomorftur.
Yardimer Ozellik 4.2 de belirtildigi gibi her xe€Q icin a(x)=TxT" olacak

sekilde bir 7T eEnd(V) yarl- lineer otomorfizmast vardir. Boylece O,

[bx+TxT 'c, x]" 6zdesligini saglar.

Eger herhangi bir veV igin T 'ev=vA olacak sekilde bir A €D varsa

Yardimc1 Ozellik 2.1.7 den her veV icin T 'cv=vA olacak sekilde bir tek

A e D vardir. Bu durumda

(bx + a(x)c)v = (bx+TxT'c)v =bxv+TxT 'cv

=bxv+TxvAd
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=bxv+T(xvA)

=bxv+T(T 'cxv)

= bxv+cxv

=(b+c)xv

olur ve boylece her ve V' ve xe€Q igin

(bx+a(x)c—(b+c)x)v=0

elde edilir. 7 nin "faithful" olusundan her x € Q i¢in bx+ a(x)c =(b+c)x olur.
Bu yiizden her x € Q i¢in [(b+c)x, x]" =0 ve a(x)c=cx dir. Teorem 4.2 den
b+ceC elde edilir. Ustelik Q, a(x)c=cx bagmtisini sagladigindan ve a(x)-
kelimesinin derecesi 1 oldugundan Yardimci Ozellik 2.3.9 geregince her x € O
icin yc—cx=0 olur ve buradan c e C elde edilir. b+ceC oldugundan b e C
diryada ce C ise (a(x)—x)c =0 olur. R asal oldugundan ve ¢ € C olmasi ¢=0
veya her x € Q icin a(x)=x olmasm gerektirir. ikinci durumda « , Q iizerinde
birim doniisiimdiir. Bu ise @ nin dis otomorfizma olmasiyla ¢elisir. O halde {v,
T”'cv} kiimesi C- bagimli olamaz. Bundan dolayr {v, T 'cv}, C- bagimsiz

olacak sekilde bir v e V' nin var oldugu kabul edilebilir.

Oncelikle dim,V >3 durumunu diisiinelim. Bdylece {w, v, T”'cv}, lineer

D - bagimsiz olacak sekilde bir we V' vardir. Ustelik O nun yogunlugundan

-1 -1
rwv=0,rT " cv=T"w, rw=-v

olacak sekilde bir » € Q0 vardir. Hipotezden her x € R i¢in 0=[bx+ a(x)c, x]"
idi. O da bu 06zdesligi sagladigindan 6zel olarak » € Q igin 0=[br+a(r)c, r]"

olur. Buradan
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0=[br+a(r)c, r]'v

=[br+TrT 'c, r]"v

=(br* +TrT 'cr —rbr —rTrT'c)"v

= (br* +TrT 'cr —rbr —rTrT'c)" " (br* + TrT 'cr —rbr —rTrT 'c)v

=(br* +TrT 'cr —rbr —rTrT~'c)" " (br*v+TrT ' crv—rbrv—rTrT ' cv)

=(br* +TrT 'cr —rbr —rTrT 'c)" v

=(br* +TrT 'cr —rbr —rTrT ' c)" > (br* + TrT 'cr —rbr —rTrT'c)v

elde edilir. Bu v nin lineer bagimsizlig ile ¢elisir. O halde dim, V' <2 olmaldir.

Eger C sonluise D de sonludur. Yardimci Ozellik 2.1.5 den D cisimdir.

Eger dim, V' =1 ise Q=D olur. Bu ise O sonlu D bdlgesine izomorf
oldugundan, D nin degigmeliliginden Q nun degismeli olmasini ve dolayisiyla R
nin degismeli oldugu celiskisini verir. Eger dim,V =2 ise Q= M,(D) olup O,
[bx +a(x)c, x]* bagmtisini saglar. charR #0 oldugundan yani char(R)=p (p
asal) oldugundan a(x)- kelime derecesi her zaman R nin karakteristi§inden
kiiciiktiir. Yani der(a(x)- kelime)=1<2 dir. Yardimc1 Ozellik 2.3.9 dan Q
[bx+ yc, x]* dzdesligini saglar ve Teorem 4.2 den b, ce C olur. Ustelik eger
c#0 ise her xeQ icin [a(x), x]=0 olup Yardimec1 Ozellik 4.2 den a, Q

tizerinde birim doniisiimdiir. Bu ise & nin dis otomorfizma olmasiyla ¢elisir.
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Bir onceki tartismanin 1s1ginda, bundan sonra C cisminin sonsuz
oldugunu kabul edebiliriz. Ispatin bundan sonraki kismini iki ayr1 durum igin

inceleyelim:

Oncelikle o Frobenius olmasim. O zaman Yardimci Ozellik 2.3.16 dan
R, [bx+yc, x]" =0 06zdesligini saglar. Ozel olarak x=y i¢in Teorem 4.2 den b,

ceC oldugu elde edilir. Bunlar yukaridaki bagmtida yerine yazilirsa ve

[bx, x]=0 oldugu goz oniine alinirsa,
0=[bx+yc, x]"

= ([bx, x]+[ye, x])"

=[ye, x]’

bulunur. ceC oldugundan c"[y, x]"=0 olur. 0#ceC oldugundan ve
genigletilmis merkez sifirdan farkli nilpotent eleman igermeyeceginden

[y, x]" =0 elde edilir ve bu ise R nin degismeli oldugu celiskisini verir.

Simdi ise a Frobenius olsun. Eger charR =0 ise tanimdan her x e C

icin a(x)=x dir. Yardimc1 Ozellik 2.1.6 den a bir i¢ otomorfizmadir. Bu ise

a nin dis otomorfizma olmastyla gelisir. Boylece charR=p >2 ve her y € C ve
bazi sifirdan farkli sabit ¢ tamsayisi i¢in a(y)=y" oldugunu kabul edelim.
Ustelik o birim doniisiim olmadigindan a(1) = A" " # A olacak sekilde bir 1€ C

vardir. Yani, bir 2eC igin, 277 #0 dir. Ozel olarak y=A""%0 olacak

sekilde bir yeC segelim. [bx+a(x)c, x]'=0 bagintisinda x yerine Ax

yazilarak
0=[b(Ax)+a(Ax)c, Ax]"

=[b(Ax)+a(L)a(x)c, Ax]"
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=[b(Ax)+ A" a(x)e, Ax]"

= ([Abx, Ax]+[A7 a(x)e, Ax])’
= (Z1bx, x1+ 27 [a()e, x])'
:(/12([bx, X+ A7 a(x)e, x1))

=A% ([bx, x]+yla(x)c, x])n

elde edilir. Burada ¢(x)=[bx, x] ve Q(x)=[a(x)c, x] olsun. O halde her » € R

igin (#(r)+r)) =0 olur. Burada Y ¢.0,..0,, n-i dereceli $(x) ile i
(i,n—i)

dereceli €(x) in  biitiin permiitasyonlarinin  toplami1  olmak {izere

Z7i[ z ("1'("2"-%]:0 dir.

i=0 (i,n—i)

Tekrar burada igteki her bir toplam, bazi farkli sira igerisinde tamamen n-i dereceli
¢(x) ile i dereceli €(x) ten olusur. Burada j=I, 2,..., n i¢in, y, = Z O9,..0,

(J.n=1)

n n—1
toplamin ifade etsin. Yani; y, = Y 00,..0, =4(X)" , =D 00,..0, =

J=0 J=1

n—

$(x)"" QU L ¥, =D 00, =Qx)" dir.

j=n

J

1l
—_

Bu tanimlamalar ve esitliklerden

Vot N +7 Y+t y"y, =0 (4.8)

elde edilir. Burada y yerine sirasiyla 1, y, »°,..., " yazilirsa
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VotV +y,+.+y, =0
Vo F Y+ Y, F ot )"y, =0
VotV Y, et Py, =0 (4.9)

Yo+ 7V +7 v+t yy, =0

VotV M+7" 4ty y, =0

denklem sistemi elde edilir. Ustelik C sonsuz oldugundan i=1,2,..,n igin

A %1 olacak sekilde sonsuz g¢oklukta A e C vardir. Yani; i=1, 2,..., n i¢in

y' #1 olacak sekilde sonsuz ¢oklukta y = A7 e C vardur. Boylece

1 1 1 1

1 v v .y

Lyt 7 =0=-na=-7)-y"). ] ¢ -r)=0
1<i<j<n

1 }/n }/Zn }/nz

elde edilir. Bodylece Vandermonde determinantindan katsayilar matrisinin
determinanti sifirdan farkli olusu homojen denklem sisteminin sadece sifir (asikar)

¢ozlimii oldugunu verir. Boylece her i=1, 2,...n icin y, =0 olur. Ozel olarak
Y, =0 dir. Yani; ¢(r)" =0 dir. Boylece her r € R i¢in [br, r]' =0 dir. Teorem

4.2 deki sonuglar uygulanarak b € C elde edilir.
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Bu yiizden ispati tamamlamak i¢in ¢# 0 oldugunu kabul edebiliriz. be C ve

c#0 oldugundan R, [a(x)c, x]" 0zdesligini saglar. O zaman x yerine x+A
yazilarak O =[a(x+A)c, x+A]" = [a(x)c+/1”t, x]" elde edilir. Yani; her »r € R
icin ([a(r)e, r]+A%[c, r])"=0 olur. Burada p=4", A(r)=[a(r)c,r],

w(r)=[c, r] esitlikleri alinirsa her € R i¢in (A(r)+ uy (r))" =0 elde edilir.

Yukaridaki arglimanlara benzer olarak toplamlarin i¢inde w(x) formunda n—i

terimli ve A(x) formunda i terimli tiim permiitasyonlar olmak {iizere kuvvet

acildiginda sonunda Z U { Z XK ;(n] =0 terimi elde edilir. Burada herhangi

i=0 (i,n—i)

J=0, 1,2, .., nigin z, = Z XXX, gostersin. Yani; z, = 2;51;(2...;(n =A(r)"

(J.n=1) Jj=0

ve z, =y/(r)" dir. Boylece bu tanimlamalar 15131nda
Zytpz @z, + o+ "z, =0 (4.10)
elde edilir. (4.10) denkleminde u yerine sirasiyla 1, g, w7, ..., ¢ yazilirsa
Zytzy+z,+..+z,=0
Zyt Uz @z, et 'z, =0
otz vtz 4z, =0

zo+ iz + plzy + o+ 1"z, =0 (4.11)

2
otz A1z A 2, =0
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homojen denklem sistemi elde edilir. C sonsuz oldugundan i=1, 2,..., n icin
A %1 olacak sekilde sonsuz ¢oklukta A€ C vardir. Yani; i=1, 2,..., n igin

1 =(A") #1 kosulunu saglayacak sekilde sonsuz ¢oklukta x=A" €C vardir.

Boylece Vandermonde determinantindan

1 1 1 1

Lou s

1ot o === )= ). [T W =1y %0
1<i<j<n

1 lLln llen ﬂnz

elde edilir. Burada (4.11) homojen denklem sisteminin katsayilar matrisinin
determinant1 sifrdan farkli oldugundan homojen sistemin sadece sifir ¢oziimi

vardir ve boylece i=0, 1, 2, ..., n i¢in z, =0 olur. Ozel olarak z =0 dir. Yani; her
reR igin [c, r]"=0 dir. Yardimcr Ozellik 2.1.8 den ceC olup c#0
oldugundan [a(x)c, x]" =[a(x), x]"c=0 ve boylece [a(x), x]" =0 elde edilir.

Yardimci Ozellik 4. 2 den o, R iizerinde birim doniisiim olur. Fakat « , R nin dis

otomorfizmasi oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Son olarak bu bdliimde temel sonucun ispatini verelim.

Chuang 2003 de R nin herhangi bir (sag) genellestirilmis skew tlirevinin R nin Q,
sag Martindale kesirler halkasina tek tiirlii genisletilebilecegini gostermistir.
Soyleki; sag genellestirilmis skew tiirev, her x, y € Q.i¢in 6, R nin bir skew
tirevi ve @, R nin bir otomorfizmasi olmak iizere F(xy)=F(x)y+a(x)o(y)

olacak sekilde F:R—> R toplamsal doniisiimiidir ve her xeR i¢in

F(x)=ax+0(x) olacak sekilde F(1)=a Q. vardir.

Teorem 4.4 R genisletilmis merkezi C, karakteristigi 2 den farkli degismeli

olmayan bir asal halka, F #0 R nin genellestirilmis bir skew tiirevi ve n>1
olmak iizere her xe R icin [F(x),x]"=0 olsun. O zaman her x€ R igin

F(x)=Ax olacak sekilde A € C vardir.
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Ispat Daha once belirtildigi gibi F genellestirilmis skew tiirevini her xR ve

uygun bir a € Q. i¢in F(x)=ax+(x) formunda alabiliriz. Bylece hipotezden

R, [ax+(x), x]" Ozdesligini saglar.

Ilk olarak o dis skew tiirev olsun. Yardimci Ozellik 2.3.6 den R,
[ax+y, x]" Ozdesligini saglar. Ozel olarak R, [ax, x]" dzdesligini de saglar.
Teorem 4.2 den aeC dir ve [y, x]|', R icin bir O6zdesliktir. Bdylece R
degismelidir. Bu ise bir ¢eligkidir.

Simdi ise ¢ bir i¢ skew tiirev olsun. Yani; her xeR igin

O0(x) =bx —a(x)b olacak sekilde bir b € Q vardir. Bdylece her x € R i¢in, R,

0=[ax+bx—a(x)b, x]" = [(a +b)x—a(x)b, x]n ozdesligini saglar. Ilk olarak o

nin bir i¢ otomorfizma oldugu durumu ele alalim. O zaman, a(x)=qgxg~ olacak

sekilde tersinir bir g € Q vardir. O halde Onerme 4.1 den
1) vaa, b, geC dir,yani her xe R i¢in F(x)=ax dir,
2) yada ¢ 'beC ve aeC olmakiizere F(x)=ax dir,

Diger taraftan «, R nin bir dis otomorfizmasi ise o zaman Yardimci Ozellik 4.3

ten

1) vyaaeC ve b=0 dir, yani her x e R i¢in F(x)=ax dir,

2) yadaa, beC dir,yani «, R lizerinde birim doniisiim ve her x € R i¢in

F(x)=ax di.

Boylece ispat tamamlanur.
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5. ASAL HALKALARDA HiPERDEGISMELI
(HYPERCOMMUTING) GENELLESTIRiLMIS SKEW TUREVLER

Bu bolimde De Filippis ve Di Vincenzo nun 2014 yilinda yapmis
olduklar1 "Hypercentralizing generalized skew derivations on left ideals in prime
rings" baslikli ¢aligmalarindaki ilk boliim olan "Hypercentralizing generalized
skew derivations on prime rings" kismi ele alinacaktir.

Bu c¢alisma boyunca R bir asal halka, charR#2 , O , R nin sag
Martindale kesirler halkasi, C R nin merkezi genislemesi, 7' =Q (R)*. C(X)

serbest carpimi, / R nin sifirdan farkli sol ideali ve /' de o otomorfizmasi ile
belirlenen R nin sifirdan farkli bir genellestirilmis skew tiirevini ifade edecektir.
Chuang ve Lee 1995 yilinda / bir R yar1 asal halkasinin bir sol ideali ve
n=n(x)>1 ve n(x) ler smirl olmak iizere her x € I i¢in d(x") merkezi olacak
sekilde R nin bir d tiirevi varsa [/, R]d(R) =0 oldugunu ispatlamistir. Eger R
asal bir halka ise bu durum R nin degismeli oldugunu verir. Bu alanda ¢alisan bir
cok arastirmaci daha da detaya inerek asal halkanin tek yanli ideallerinin bazi tip
Engel kosulunu sagladigindaki durumu analiz etmislerdir. Bu baglamda Lee 1995
yilinda bir R yar asal halkasi, R nin bir d tiirevi i¢in, /, R nin bir sol ideali ve
k,n sabit pozitif tamsayilar olmak {izere her x € I i¢in [d(x"), x"], =0 kosulu
saglaniyorsa o zaman [/, R]d(R)=0oldugunu bulmuslardir. Burada R asal bir
halka ise bu durum R nin degismeli oldugunu verir. Son zamanlarda, Albas, Argag
ve De Filippis tarafindan 2008 yilinda diger bir genellestirme diistiniilmiistiir.
Daha ayrintili vurgulamak gerekirse ¢aligmada d tiirevi yerine bir asal halkanin ¢
genellestirilmis tiirevi alindiginda ne olacagmi diistinmislerdir.  Soyleki,
genisletilmis merkezi C, sol maksimal kesirler halkas1 U, sifirdan farkli sol ideali

I olan bir R asal halkasinda & R nin bir genellestirilmis tlirevi ve n, kK >1 sabit
tamsayilar olmak {iizere her xe/ icin [J(x"),x"], =0 kosulu saglaniyorsa o

zaman bir ¢ e U igin 0(x) = xc formundadir ve uygun bir 1 € C i¢in I(c—1)=0
dir.
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Bu ¢alismada ise De Filippis ve Di Vincenzo 2014 yilinda Albas, Argag
ve De Filippis (2008) in galigmasini genellestirilmis skew tiirevlere genisletmeyi

amagclamislardir.

Onerme 5.1 R bir asal halka, n, k> I sabit tamsayilar ve b, ce Q, halkasinm
elemanlar1 ve a, R nin bir otomorfizmasi olsun. Her » € R igin [br" —a(r")c,
r"], =0 ise a otomorfizmasi R iizerinde birim doniisiimdiir ve b, ce C dir yada

g'ceC ve b—ceC olmak iizere herx e R icin a(x)=qxq ' olacak sekilde
tersinir bir g € O, vardir. Diger bir deyisle, her xe R i¢in F(x)=Ax olacak
sekilde A € C vardur.

Onerme 5.1 in ispat1 i¢in dncelikle asagidaki yardimer 6zelliklere ihtiyag duyulur.
Ik 6zellik (Argag, Albas and De Filippis, 2008, Theorem 1) in bir indirgenmis
halidir.

Yardimar Ozellik 5.1 R, degismeli olmayan bir asal halka ve a, b€ Rolsun. n,
k>1 sabit tamsayilar olmak iizere, her r€ R i¢in [ar" +7r"b, r"], =0 ise o

zaman a, b e C drr.

[k olarak « € Aut(R) nin, R nin i¢c otomorfizmasi oldugu durum yani her
xeR i¢in a(x)=qxq" olacak sekilde bir tersinir ¢ €Q, elemaninin oldugu

durum ele alinacaktir. Daha iyi anlasilmasi i¢in her x € R igin

p(x)=[bx" —gx"q"'c, x"], (5.1)

polinomunu gosterecektir. Boylece asagidaki ozellikte aksi belirtilmedik¢e her

r € R i¢in ¢(r) =0 olacaktir. Yani, R halkast ¢(x) 6zdesligini saglar.

Yardimer Ozellik 5.2 R bir asal halka, n, k> 1 sabit tamsayilar, b, ¢, ¢ € Q.
olsun. Eger ¢ tersinir ve her re R igin [br" —qr'q 'c, r"], =0 ise o zaman

g'ceC ve b—ceC dir.
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Ispat: Hipotezden R, (5.1) ozdesligini saglar. Yani ¢(x), R igin bir
genellestirilmis polinom 6zdesligi ve ayn1 zamanda Q. i¢in de bir genellestirilmis

polinom 6zdesligidir.

Eger g'ceC ya da geC ise Yardimer Ozellik 5.1 den ispat biter. Boylece
g 'ce C veq ¢ C oldugu diisiiniiliir. Bu durumda (5.1) 6zdesliginin daha 6nceki
boliimlerde yapildigi gibi benzer islemler yapilarak Q. i¢in asikar olmayan bir

genellestirilmis polinom 6zdesligi oldugu goriiliir.

Yardimei Ozellik 2.1.4 ten Q. C iliskili boliimlii halkasi ile birlikte sifirdan farkl
"socle" a sahip primitif bir halkadir ve Yardime1 Ozellik 2.3.3 den Q,, C lizerinde

V vektor uzaymin lineer dontigiimler halkasinin yogun bir alt halkasina izomorftur.

dim.V >2 olsun. Bu durumda, {g 'cv, v} lineer C- bagimsiz olacak

sekilde bir v e V' vardir.

[k olarak dim.V = oldugu durumu ele alalim. {g'cv, v} lineer C-

bagimsiz oldugundan, {g'cv, v, Vis Vys eoe s Vo W, Wy, ..., W} lineer C-
bagimsiz olacak sekilde v, ..., v, w, ..., w_ €V vardir. O nin
yogunlugundan, »"v=0 ve r"(¢'cv)=¢q *cv olmasi igin i=1, ..., n—2 olmak
uzere

_ _ _ 1N
rV=v, rv,=v rv, =0, r(qg cv)=w,

i i+1°

_ 2 e |
W, =W,,, W, =q ¢cv, rq cv=gq cv

i+1°

olacak sekilde bir » € O, vardir. (5.1) den

0=[br"—qr'q’'c, ¥"],v

k (k : 4
Z(—l)’ [J(P”)’ (br" —qr'q e)(r") "y
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k [k . . k [k : A
S [J(r")lbr" @ ’“v—z(—ly(ij(r")’ (@"g” )Yy

- i k j —i+ - i k ny\i n_- n\k—i
Z(—l)l(l.)(r")’b("")k = (1) (ij(" ) (gr'q ' e)(r") v
i=0 i=0
: i k ny\i n_—1 n\k—i
==Y (1) ; (r")(qrig c)r") v
i=0
— (_1)k+1 (rn )k (qrnq—lc)v
— (_1)k+1 (rn)k qrnq—lcv
— (_1)k+1 (rn )k qq—ch
— (_1)k+1 (rn)kq—lcv
— (_1)k+1 (rn )k*l ranlcv
:(_1)k+1 (rn )k—lq—ch
— (rn)k—Z rnq—2cv
= q_zcv
olur. Buradan ¢(g cv)=¢g 'cv=0 cgeliskisi elde edilir. Ciinkii ¢ 'cv lineer
agimsiz oldugundan ¢ cv =0 dir. alde boyut sonlu olmalidir. Bu durumda
b ldugund : 0 dir. O halde b lu olmalidir. Bu d d

dim.V =t (¢ sonlu) oldugu kabul edilir. O zaman O, =M (C) olur. p; ¢, €C

olmak iizere p=¢q'c= Zeij Py 4= Zel.qu. ile gosterelim. (5.1) de x yerine e,
ij ivj

yazilarak [be,” —qe,"q 'c, e,"], =0 elde edilir ve bu bagimti her i # j i¢in sagdan
e, ile garpilirsa

_ n n_—1 n
0=[be; —qe;q c, eii]kejj

< m k n\m n n_ -1 n\k—m
= (_1) (e[i ) (ben' —q¢€;, 4 c)(eii )
m=0 m

+(—1)k (eﬁ")k(bel.l.” - qeii”q"lc))eji
— (_1)k+l (eiin )k qeﬁnq—lcejj
=(-D""e,qe,q'ce;

_ -1
=e;q9¢,9 ce;

_ 4
=q;¢,9 ce;
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=4q;:€; Z €.,D€
r,s

= 9 Py€;

bulunur. Buradan her i # j i¢in,
q,p, =0 (5.2)
olur.

p; #0 oldugunu kabul edelim. O zaman yukaridaki (5.2) bagintisindan

g, =0 elde edilir. Bir ¢ € Aut(Q,) i¢in, (p([bx” —gx"q'c, x" ]k) =0 oldugundan
0= (p([bx" —gx"q e, x”]k)
=[p®)(x") = p(@p(x")p(g"'c), p(x")],
=[p(®)p(x)" - p(@)p(x)" p(g"'c), ()],
elde edilir. ¢ oOrten oldugundan ¢(x)=r denilirse her » € R igin,
=[pb)" —p(q)r"p(q 'c), "],
bulunur. Bdylece her » € R i¢in,
=[pb)" —p(q)r"p(q 'c), "] (5.3)

bagntisina ulagilir.

O zaman b, p ve g nun sagladig1 tiim 6zellikler @(b), ¢(p) ve @(gq) icinde gegerli
olacaktir. Dolayisiyla ¢(b), ¢(p) ve @(g) (5.2) yi saglar. Burada ¢

otomorfizmasi Q nun herhangi bir otomorfizmasi oldugundan 6zel olarak
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p(x)=(+e;)x(1-e,)=x+e,x—xe, —e,xe, olacak sekilde bir i¢ otomorfizma
olarak alinirsa ve p,, g, € C olmak iizere, p(q)=Y q,e;, @(p)=),p,e, olur.
o(q), @(p) ve @(b)eQ elemanlarnn (5.2) yi sagladigindan benzer islemlerle
q. py =0 elde edilir. ¢ nin tammindan g, = q; ve plj = p; elde edilir. q; py =0
oldugundan ¢,p, =0 dir. p, #0 oldugundan her i # j i¢in g, =0 elde edilir.
Boylece g kosegen matris olur. Burada eger =2 almnirsa i=1, 2 icin g, =0

olur. ¢ tersinir oldugundan bu bir ¢eliskidir.
Oyleyse ¢ >3 oldugunu kabul edebiliriz. Her k #1, j igin
x(x)=1+e,)x(l—e,)=x+e,x—xe, —e,xe,

ve ¢, p, € C olmak iizere

2@ =Y q5¢; 2(p)= pe;

olsun. Otomorfizma altinda invaryantliktan (5.2) bagintisi qu pl/ =0 sonucunu
verir. Yukaridaki benzer yontemle ¢, =g, ve p, = p, elde edilir. Burada p, #0

oldugundan her k #i icin g, =0 olur. Béylece ¢ =0 olur. g tersinir oldugundan

bu bir ¢eliskidir. Her iki durumda da ¢eliski elde edildigi gortiliir.

Boylece her i# j i¢in p, =0 olmalidir. Bu ise p nin bir kdsegen matris

oldugunu verir. Yukaridaki agiklamalarda (5.2) 6zdesliginde yapilan incelemeler
(5.3) 6zdesliginde de yapilirsa ¢(p) de p ile ayn1 6zdesligi saglar. Yani, ¢(p) de

bir kosegen matris olur. ¢(x)=(1+¢,)x(l1-¢;)=x+e;x—xe; —¢,xe; ve p de

bir kdsegen matris oldugundan p = Z p.e, almirsa

¢(p)=p+e;p—pe; —¢;pe;

= p+eijzpss S8 _zpssesseij _eijzpssesseij
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=Pt P~ P
olur. Boylece ¢(p)—p=(p;—p,)e; elde edilir. Burada ¢(p)—p kosegen
oldugundan (p,—p,)e, de kosegen olmahdir. i#; igin e; kosegen
olmadigindan her i#j i¢in p,=p, dir. Buradan uygun bir feC igin
p= z Be, elde edilir. Yani; p=al, €C olur. peC ve p=g 'c oldugundan

g 'c e C dir. Fakat ¢ 'c ¢ C idi.

Boylece ¢ 'ceC veya geC olmahdir. Ik durum gegerliyse baslangic
hipotezden 0=[(b—c)r", "], olur. Yardimc1 Ozellik 5.1 den b—c e C olup ispat
biter. Ikinci durum gegerliyse 0=[br" +7"(=c), "], olup Yardimci Ozellik 5.1

den b,—c € C elde edilir ve boylece b—c € C olur ve ispat biter.

Yardimer Ozellik 5.3 R bir asal halka, n, k>1 sabit tamsayilar, b,ce Q. ve
ac Aut(Q), O, nin bir dig otomorfizmasi olsun. Eger her reR ig¢in

[br" —a(r")c, r"], =0 ise 0 zaman ¢ =0 ve b € C olmadik¢a b,c € C dur.

Ispat Yardimc1 Ozellik 2.3.11 den R ve Q, otomorfizmali aym genellestirilmis

polinom 6zdesligini sagladigindan her x € Q. i¢in,
[bx" —a(x")c, x"], =0 (5.4)

dir. Eger R degismeli ise ispat biter.

O halde R nin degismeli olmadigini1 ve ayrica b ¢ C veya ¢ # 0 oldugunu

kabul edelim. Ilk olarak (5.4) 6zdesliginin asikar olmayan bir genellestirilmis
polinom 6zdesligi oldugunu gorelim. O zaman [bx" —a(x")c, x"], =0, oldugunu

kabul edelim. ¢ e C ve b ¢ C ise Engel kosulundan

0, = i (-1) (kj (") (bx" —a(x")e) "4
i=0 l
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n n ny\k 2 i k n\i n n n(k—i
= (bx" —a(x")c)(x") +;(—1) (J(x ) (bx" —a(x")e) x"*

= bx" (xn)k + X" (i (_l)i {kj(xn )i—l(bxn _a(xn )C)xn(k—i)j_a(xn)c(xn )k
i=1 l

n+nk

olur. {/, b} kiimesi C- bagimsiz oldugundan x"™ =0 celiskisi elde edilir. Eger

ceg C ve bgC ise yine benzer islemlerle celiski elde edilir. Boylece Yardimci

Ozellik 2.3.15 ten Q. asikar olmayan bir genellestirilmis polinom &zdesligini
saglar. Buradan Yardimci Ozellik 2.1.4 ten Q, primitif bir halkadir ve D bdliimlii

halkasi iizerinde bir V' vektor uzaymin lineer doniistimlerinin bir halkasinin yogun

bir alt halkasmna izomorftur. Ustelik Q,, sonlu rankli sifirdan farkli lineer

doniisiimleri igerir.

Eger a, Frobenius degilse o zaman Yardime1 Ozellik 2.3.16 dan ve (5.4)
den Q. kesirler halkasi

[bx" = y"c, x"], (5.5

polinom 0&zdesligini saglar ve yukaridaki bagintida x=y almirsa Yardimci
Ozellik 5.1 den b,ceC bulunur. O zaman, (5.5) ten her xeR igin
b[x", x"], —c[y", x"], =c[»", x"], =0 olur. ¢#0 oldugundan [y", x"]=0 ve
boylece Q. degismeli olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Diger taraftan Q. bir bolge ise o
zaman Yardimci Ozellik 2.3.12 den ve (5.4) ten Q. halkasi (5.5) bagmtisini

saglar ve yukaridaki incelemeden Q. degismeli olur ve bdylece celiski elde edilir.

Daha oOnceki incelemeler 1s18inda «, Frobenius otomorfizmasi ve

dim, V' >2 kabul edilir. Eger dim, V' =1almirsa V' =D oldugundan D {izerinde
lineer doniistimlerin yogun bir alt halkasina izomorf olan Q. boélge olur. Bu ise

Q. nin degismeliligini verir.
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Eger char(R) =0 olursa ¢ Frobenius oldugundan her x € C i¢in a(x)=x

olur. Bu durumda Yardime1 Ozellik 2.1.6 dan o i¢ otomorfizma olur. Bu ise «

nin dig otomorfizma olmasiyla celisir.

O halde char(R)=p#0 ve her A€ C ve sifirdan farkli sabit ¢ tamsayisi

icin a(1)=A" olsun. Ustelik y*" # » olacak sekilde bir ¥ € C vardur.

[lk olarak p° >k kosulunu saglayan s>1 alalim. O zaman Q, her xeQ,
icin [bx" —a(x")c, x”]p.\. Ozdesligini saglar. Yani, Engel kosulundan her xe Q.
i¢in
22 | p . 7
0=[bx"—a(x")e, x"] | =D (DT Y (B - a(x)e)(xm)
i=0 l

= (bx" —a(x")c)x"") = p’x" (bx" —a(x")e)x" P
ot (=D "D (hx" — (X)) X"
+H=D? (x")” (bx" —a(x")c)

= (bx" —a(x")c)x"?) + x"7) (bx" —a(x")c)
olur. Buradan her x € O, i¢in,
0=[(bx" —a(x")c), x" 7] (5.6)

olur. Boylece 6zel olarak A" =y olacak sekilde 1 € C segilip ve (5.6) da x yerine

Ax yazilarak her x € O, igin,
0=[b(Ax)" —a(ix)"c, (Ax)"" ]ps =[bA"x" —a(A")a(x")e, A" x"7 ]

=[bA"x" = A" a(x")e, AT XM ]

— ln(p“ﬂ)[bxn —/1"(”/_1>a(x")c, xn(p“)]
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bulunur. Buradan Q. kesirler halkas;, A"7 V[bx" — "7 Da(x")e, x"77]
Ozdesligini saglar. A" =y oldugundan yukaridaki bagmti her xeQ igin

7" — P Pa(x")e, x"?V]1=0 olur. Buradan her x € Q. igin,
[bxn _}/(Ptfl)a(xn)c’ xn(PS)]:O (57)
dir. Simdi (5.6) ve (5.7) denklemlerinin fark1 alinirsa

[(bx” —a(x")c), x"(”ﬁ')} —[bx" — 7" D (x")e, x”“’&)} =0 olur. Buradan

0="bx"x"?" —a(x")ex"" —x"7 bx" + x" a(x")c
= bx"x"" — }/”I_la(x" Yex"? —x" bx" +x"7 )/”’_la(x" )

olup 0=(7/”/_1—1)[a(x")c, x"”'] elde edilir. Bu da Q. icin otomorfizmali bir

Ozdesliktir. Yani O, halkasi

[a(x")e, x"P'] (5.8)

0zdesligini saglar. Ayrica tekrar (5.6) ve (5.8) birlikte diisiiniildiigiinde her » € Q,
icin 0=[br", r"?)1=[b, " " olur. 0=[br",r"? ] =[br", r"]ps oldugundan

Yardimer Ozellik 2.2.3 kullanilarak e C elde edilir. beC oldugundan ve
bastaki kabulden c¢#0 olmalidir. Ciinkii ispata baslanirken b¢ C veya c#0
kabul edilmisti.

Simdi 0, 1# ¢’ = e e Soc(Q,) olsun. O zaman (5.8) de x yerine e alinarak ve

e’ = e oldugu kullanilarak
[a(e)c, e]=0 (5.9)

elde edilir. (5.9) bagintis1 sagdan (1—e) ile ¢arpilirsa (a(e)ce—ea(e)c)(1—e)=0

olur ve bu ise

ea(e)c(l1-e)=0 (5.10)
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olmasini gerektirir. (5.10) bagmntis1 Soc(Q,) deki herhangi bir e idempotenti i¢in
saglandigindan her xeQ icin (1-e)—(1—e)xe e Soc(Q,) idempotenti icinde

saglanir ve buradan (5.10) da e yerine her x € Q. i¢in (1—-e)—(1—e)xe alinarak
((l—e)—(l—e)xe)a((l—e)—(1—e)xc)c(1—(1—e)+(1—e)xe) =0

bulunur. Buradan O,
0=(1-e)a(l-e)e(l-e)xe+ (1-e)a(l - e)a(x)a(e)c(e+(1-e)xe)
—(1-e)xea(l-e)c(e+(1-e)xe) (5.11)
+(1-e)xea(l - e)a(x)a(e)c(e+(1-e)xe)

bagintisin1 saglar. Burada o bir dis otomorfizma oldugundan (5.11) de a(x)

yerine y yerlestirerek Q. halkasinin
0=(1-e)a(l-e)c(l-e)xe+(1-e)a(l—e)ya(e)c (e +(1- e)xe)
—(l—e)xea(l—e)c(e+(l—e)xe) (5.12)
+(1—-e)xea(l-e)ya(e)c (e +(1- e)xe)
bagintisin1 sagladigi goriiliir. Burada 6zel olarak x=0 almirsa her » € 0. i¢in
(1-e)a(l-e)ra(e)ce=0 bulunur. Bodylece (. nin asalligindan her
e’ =ee Soc(Q,) igin
(1) ya (I-e)a(l-e)=0
(2) yada a(e)ce=0
dir.
[k olarak (1-e)a(1-e)=0durumunu diisiinelim. (5.12) den
—(1-e)xea(l—-e)c (e +(1- e)xe) +(1—-e)xea(l-e)ya(e)c (e +(1- e)xe) =0
olur ve burada 6zel olarak y =0 alinirsa

—(1—e)xea(l— e)c(e +(1- e)xe) =0
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elde edilir. Yukaridaki son iki baginti karsilastirildiginda

(1-e)xea(l—e)ya(e)c (e +(1- e)xe) =0 olur. Son denklemde y yerine ye alinirsa
(1-e)xea(l—e)yea(e)ce+(1—e)xea(l —e)yea(e)c(l—e)xe =0
olur ve (5.10) kullanilarak
(1-e)xea(l—e)yea(e)ce =0 (5.13)

elde edilir. O nin asaligindan ya (1-e)xea(l-e)=0 veya ea(e)ce=0
olmalidir. Eger ex(1—e)=0 olsaydi (1-e)a(l1—e)=0 oldugundan a(l-e)=0
ve boylece 1-e=0 olurdu. Bu ise e#1 oldugundan ¢eliski verirdi. O halde

ea(l-e)#0 ve e#1 oldugundan tek alternatif olan ea(e)ce =0 olmalidir. Son
baginti  (5.10) da kullanilarak ea(e)c=0 elde edilir. (5.9) da
[a(e)c, e]=0o0ldugundan «a(e)ce—eca(e)=0olur ve burada ea(e)ce=0oldugu

kullanilirsa her €’ = e e Q, icin a(e)ce =0 elde edilir.

Simdi her xeQ. igin (ex(I—e)+e)’ =ex(l—e)+e oldugundan bir e
idempotenti yerine ex(1—-e)+e € Soc(Q,) idempotent elemanini alalim. O zaman

a(e)ce =0 denkleminde bu idempotent eleman: kullanilirsa Q ,
(a (ex(l - e)) + a(e)) c(ex(l —e)+ e)
0zdesligini saglar. Boylece a(e)ce =0 oldugu kullanilarak her x € Q. igin,
0=« (ex(l — e)) cex(l-e)+a (ex(l — e)) ce+a(e)cex(l—e)+ ale)ce
elde edilir ve burada a(e)ce =0 oldugu kullanilirsa
0=« (ex(l — e)) c (ex(l —e)+ e)
bulunur. Buradan her x € Q. i¢in,
0=« (ex(l — e)) c (ex(l —e)+ e)
=a(ex— exe)c(ex(l —e)+ e)

=oa(ex— exe)c(ex(l —e)+ e)
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= (a(e)a(x) - a(e)a(x)a(e))(ex(1-e) +e)

= a(e)a(x)cex(1-e) + a(e)a(x)ce — a(e)a(x)a(e)cex(1-e)
—a(e)a(x)a(e)ce

= a(e)a(x)c(ex(1-e)+e)

bulunur. Boylece O, halkasi 0=a(e)a(x)c(ex(1—e)+e) ozdesligini saglar. o
dis otomorfizma oldugundan yukaridaki bagintida a(x) yerine y alinarak her x,
yeQ, i¢in

a(e)yc(ex(l—e)+e) =0

olur. Burada o6zel olarak x =0 alinirsa her y € Q. i¢in, a(e)yce =0 bulunur. QO

asal ve a(e)#0 oldugundan her e’ =ee Soc(Q,)igin ce=0 olmalidir. Q. nin

tim idempotent elemanlar1 tarafindan iiretilen toplamsal bir altgrubu E olsun.

Béylece cE =(0) olur. Ustelik Q., e# 0,1 idempotentine sahip basit bir halka
oldugundan [Q,Q.]cE  (Herstein, 1969, Corollary) dir.  Yani,
c[0.,0.]ccE=(0) dan c[Q.,Q0.1=(0)olur. Burada her x, ye(Q igin
c[x, y]=0olur. x yerine rx alinarak her x,yeQ. icin QO nin asallifindan
0=crlx, y]+c[r, y]x =cr[x, y] ve buradan ¢=0 veya [Q,, O.]1=(0) elde edilir.
Bu durumda c¢#0 ve Q. degismeli olmadigindan her iki durumda da ¢eliski

bulunur.

Uyan 5.1 Yardimer Ozellik 5.1, Yardimer Ozellik 5.2 ve Yardimer Ozellik 5.3;

Onerme 5.1 i ispatlamak icin gerekli miimkiin olan tiim durumlar1 kapsar. Soyleki;

Yardimer Ozellik 5.1 den [ar" +7"b, "], =0 ise a, be C dir. Yardimcr Ozellik
52 den [br"—qr'q'c,"],=0 ise ¢ 'ceC ve b—ceC dir. Son olarak
Yardimer Ozellik 5.3 den [br" —a(r")c, "], =0 ise ¢=0 ve b e C olmadik¢a b,

c € C olur. Onerme 5.1 in ispat1 tamamlanmis olur.
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Teorem 5.1 R sag Martindale kesirler halkas1 Q. ve genisletilmis merkezi C olan

bir asal halka ve F:R — R doniisiimii R nin sifirdan farkli bir genellestirilmis

skew tiirevi olsun. Eger n,k>1 sabit tamsayilar olmak iizere her x € R igin
[F(x"),x"], =0 ise o zaman her x € R i¢in F(x)= Ax olacak sekilde bir 1€ C

vardir.

Ispat Genellestirilmis skew tiirevlerin Tanim 2.3.5 ten genisletilebildigi

bilinmektedir. Yani, her x € R i¢in F(x)=ax+d(x) olacak sekilde bir ae QO ve

R nin bir d skew tiirevi vardir. Ayrica bu kissmda o doniisiimii ile d skew tiirevi
ve F genellestirilmis skew tiirevi ile iligkilendirilen R nin bir otomorfizmasi

gosterilecektir.

d bir X- i¢ skew tlirev olsun. O zaman her x € R i¢in d(x)=cx—a(x)c
olacak  sekilde  bir ceQ. vardir.  Bdylece F(x)=ax+d(x)=

ax+cx—a(x)c =(a+c)x—a(x)c olur ve hipotezden her » € R i¢in

[(a+c)r" —a(r")c, r'], =0

elde edilir. Onerme 5.1 den

(1) Her xe R igin a(x)=qxq" olacak sekilde bir g€ Q. tersinir elemam
vardir ve ¢ 'ceC, aeC dir. O zaman d(x)=cx—gxq 'c =cx—cx=0

olur ve buradan F(x)=ax dir,

veya

(2) @, R’ nin birim doniisiimiidiir ve a+c¢, ¢ e C dir. Buradan a € C olur ve

d(x)=cx—a(x)c=cx—xc=0 olur ve boylece F(x)=ax dir,

ya da
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(3) Yardimecr Ozellik 5.3 ten ¢=0 ve a+ceC dir. Bdylece acC ve

d(x) =0 bulunur ve bu durumda F(x)=ax dir.

Boylece her bir durumda her x e R i¢in F(x)=Ax olacak sekilde bir A€ C

vardir.

Simdi ise d bir X- i¢ olmasm. Hipotezden R halkas1 [ax" +d(x"), x"],

n—1
ozdesligini saglar. Leibnitz agilimindan d(x")= Za(xi ) (x)x""" oldugundan R
i=0
halkasi,
n—1 ) )
[ax" + )" a(x)d(x)x""", x"], (5.14)
i=0

ozdesligini saglar. Burada d bir dis skew tiirev oldugundan Yardimci Ozellik
2.3.13 kullanilarak (5.14) de d(x) yerine y alinirsa R,

n—1
[ax" +Za(xi)yx”’i’1, x"], (5.15)
i=0

ozdesligini saglar. Ozel olarak (5.15) de y=0 almrsa her xeR igin

[ax", x"], =0 olur. Yardimc1 Ozellik 5.1 den a € C elde edilir.

Eger a otomorfizmasi R iizerinde birim doniisiim ise bu d skew tiirevinin
R nin bir (adi) tiirevi oldugunu verir. Hipotezden
O=[ax"+d(x"), x"], =[ax", x"]+ [d(x"), x"], elde edilir. Burada aeC
oldugundan [d(x"), x"], =0olur. Bdylece Yardimeir Ozellik 2.3.17 den
[R, R]d(R)=(0) bagmtisina ulasilir. Bu ise R nin asalliindan ve ayrica R
degismeli olmadigindan d(R)=(0) yani d =0 elde edilir. Yerine yazilirsa

F(x)=ax ve a e C bulunur ve burada ispat biter.

O halde o nin R iizerinde birim doniisiim olmadigini kabul edelim. a € C

oldugundan R
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n—1 ] .

D a(x)x"", x"], (2.16)
i=0

bagintisin1 saglar. Eger o dis otomorfizma ise Yardime1 Ozellik 2.3.14 ten R,

n—1 ) O

[Z Zzyxn—z— , xn ]k
i=0

bagintisin1 saglar ve burada 6zel olarak z=0 alinirsa sadece i =0 durumundan

n—1

[y»x"", x"], =0 elde edilir ve bu ise R i¢in bir 6zdesliktir. Son bagintida y yerine

yx alarak her ye Q. ve xR igin [yx", x"], =0elde edilir ve Yardime1 Ozellik
2.3.18 kullanilarak y € C oldugu bulunur. Boylece R degismeli olur. Bu ise bir
celiskidir.

Son olarak her x e Q, igin a(x)=qxq"' olacak sekilde bir tersinir ¢ € Q,

var oldugu durum diisiiniiliir. Boylece R
n—1 " -
[ (gxq™y yx", x"], (5.17)
i=0

0zdesligini saglar. Burada o birim doniisiim olmadigindan ve ¢ ¢ C oldugundan
(5.17) bagmtis1 R i¢in asikar olmayan bir genellestirilmis polinom 6zdesligidir.

Tersine asikar bir 6zdeslik oldugunu varsayalim. O zaman her xe Q. igin

n-1
[z (gxqg™") yx"", x"], =0, olur ve Engel agilimindan,
i=0

k "k = . . A

0, =Y (J.j(x")f (waqu yx"”j(x")’”
ot o k (k) (e - ,
= Z (gxg™") yx" ' (x")* + Z (-1’ [J.J(X”)’ (Z (gxg™") yx"! j (x")*

n—1
— yxn—l (xn )kZ(qxq—l)z yxn—t—l (xn )k

i=1
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L j k j—1 < —1\i n—i-1 n\k—j
+x"z(—1>f(jJ(x")f (Z(qxq Y j(x )
:q(xqli(qqu)ilyxnil(xn)kJ

k [k [ . . ,
+1[yx'” )+ (1) (J.](x")" (Z<qxq‘>lyx"”j(x">"-’]

n—1
bulunur. Burada {1, ¢} C- bagimsiz oldugundan xg™' ) (gxg™ ) yx""'(x")* =0

i=l1

k |k = . . 4
ve " (") +x" D (=1 ( ,j(x” ) (z (gxq ") yx" ! j (x")*"/ =0, olur. Burada
Jj=1 J

i=0

n—1
xqg Y (gxg) " (x")* =0 bagmtisi  soldan g ile  arpilirsa

i=1

n—l
Z(qxq’l)i " =0 elde edilir. Burada y yerine yq aliirsa
i=1

n=2
(Z(qqu)i yqx””}l+((qqu)”l y)q =0 olur. {1, g}, C- bagimsiz oldugundan
i=0

(gxg™")""'y=0bulunur. Ozel olarak (gxg™')"' =0  olur. Buradan
(gxq™)" " =qxq'qxq"..qxq" = qx""'q”" bulunur. ¢#0 oldugundan her xeQ,
icin x"" =0 dir. Bu ise bir celiskidir. Dolayisiyla (5.17) asikar olmayan bir
genellestirilmis  polinom  ozdesligidir. Yardimer  Ozellik 2.1.4 ten, O,

iligskilendirilmis boliimli halkas1 C olan sifirdan farkli "socle" a sahip primitif bir

halkadir. Yardime1 Ozellik 2.3.3 den Q,, C iizerinde V vektdr uzayinin lineer

doniistimlerinin yogun bir alt halkasina izomorftur.

[lk olarak dim.V >3 oldugu durumu diisiinelim. ¢ ¢ C oldugundan {g'v,
v} C- lineer bagimsiz olacak sekilde bir veV vardir. Ustelik dim,V >3

oldugundan {g7'v, v, w} C- lineer bagimsiz olacak sekilde olacak sekilde bir

weV vardir. Q. nin yogunlugundan Yardime1 Ozellik 2.1.3 kullanilarak

rw=0, sw=v, rg'v=qg"vve rv=vy
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olacak sekilde r, seQ vardir. Boylece (5.17) de x=r ve y=s almarak ve

Engel acilimi1 kullanilarak

n—1
0=[>(grg™)'sr" ", r"],w
i=0

k (k = S ,
2, U ) (Z(qrq*)’sr""-‘j(r” S
= (D' (2 (qrq™ Y j w

= (=D ") (grg™) " sw
= (=D (") (grg™)" v
=(=D"(")(grq”.qrg™ v
=(=D'")'qr'gy
=D " gy

=(=D"") ar" gy

0=(-)"v
celiskisi elde edilir.

Simdi dim.V =2 olsun. Boylece O = M,(C) dir. Burada g matrisi

det(q)| 9,1 i

q :{qn qlz} olsun. O zaman ¢~ =
9 92

1 {qzz _q”} dir. 2.17) de x=e,

ve y =e,, alinarak
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n—1
_ —1\i n—i—1
0= {z (9eq )eye," ezz}
i=0 k

bulunur. Burada tiim toplam terimleri sifir olacagindan i=n-1 olmalidir ve

g =Y c,e, alinrsa

¥sFSs
_ -1
0=[qgenq ey, exy];

=[gcye,, €],
k ik j k=)
:Z(_l)' |(ex) gcy0e; 85
=0 J

=(- l)k €,4C>€5,

2

k
=(=1)"ey Z q;;€;C»€

=]
k
= (=1)"gpcpe,

-D*

oldugundan 0 = ——gq,,q,,8,, =¢,,4,, olur. Buradan

det(q)

91

elde edilir. ¢, =

41195, =0 (5.18)

sonucuna ulasilir. Benzer sekilde (5.17) de x =¢,, ve y =e,, alinirsa
n-l1 " -
0= [Z (ge,q Vepne," ", e
i=0

olur. Yine burada yukaridaki agiklamalardan i =n—1 olmalidir ve ¢~' = Zc

rsers

alinirsa
_ 4
0=[qge,q ey, e, ],

=[qcpe,, )],
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= (_l)k €19¢,6,

91,

det(q)

bulunur. ¢, =— oldugundan

0=9,9,, (5.19)

olur. g, #0 ise (5.18) ve (5.19) dan ¢,, =0 ve g,, =0 elde edilir. O zaman g nun

ikinci stitunu sifir olup ¢ nun ranki 1 e esit olur. ¢ tersinir oldugundan geliski

verir. Dolayisiyla g, =0 olmalidir. ¢ nun birinci siitunu sifir olamayacagindan

q,, #0 ve yine birinci satirt sifir1 olamayacagindan ¢, #0 olmalidir. Boylece

0
q= { qlz} olmalidir.
9y 92

Simdi Q. nin bir i¢ otomorfizmasi ¢(x)=(1+e,)x(1—¢,) olsun. Her r, s € Q.

icin ¢ bir otomorfizma oldugundan ¢ nin invaryanthigindan

O:¢(|:n2(qrql)isrnil’ rn:| ]

i=0

= rz(¢>(q)¢(r)¢(q)")iw(s)(p(r)”"'“, (p(r)”}

dir. ¢ nin ortenliginden ¢(s)=y ve @(r)=x almirsa,

o={i(¢(q)x¢(q)'l)fyx"'f'l, x"} (520)

k

elde edilir ve Q. bu bagintry: saglar. (5.17) ve (5.20) bagntilar1 benzer 6zdeslikler
oldugundan aymi adimlar uygulanarak islemler yapildiginda ¢ nun sagladig

ozellikler ile ¢(g) nun sagladig1 6zellikler ile ayni olur. Burada ¢(q),, ¢(g) nun

(i, j) icerigi olmak izere ¢((¢q));,=0, @((q)), #0 ve @((g),#0 dir.

o(q) =q—qe,, +e,9 —e,qe, oldugu goz 6niine almarak ¢((q)),, = 0 oldugundan
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0=(0(9),, =e,(p(q)e,
=e,9¢, te,qe,
=(q9,, +9,)e,

=419
bulunur. Boylece ¢,,+q,, =0 esitligi elde edilir. Ayrica ¢,, =0 oldugu
kullanilarak g,, =0 bulunur. Fakat bu ¢, #0 olmastyla gelisir. Once elde edilen
tiim c¢eliskiler dim.} =1 olmasi gerektigini verir. Bu da bir ¢eliskidir. O halde «

R nin bir i¢ otomorfizmast olamaz. Dolayisiyla tiim ¢eligkiler d nin X- i¢ skew
tiirev olmamasiyla elde edildi. O halde d, X- i¢ skew tlirev olmalidir. Béylece ispat

biter.
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6. SONUC

Uciincii béliimde Lie idealler iizerinde Engel kosullu genellestirilmis skew
tiirevler incelenmis ve ardindan iki tane 6nemli sonuca yer verilmistir.

Dordiincii boliimde asal halkalarda kuvvet degisimli (power- commuting)
genellestirilmis skew tiirevler ele alinmistir.

Besinci boliimde ise asal halkalarda sol idealler iizerinde Engel kosullu
hipermerkezleyenli (hypercentralizing) genellestirilmis skew tiirevler ile ilgili bir
caligma esas alinarak asal halkalarda hiperdegismeli genellestirilmis skew tlirevler
incelenmistir ve bir genellestirilmis skew tiirevin karakterizasyonu agik bir sekilde
verilmigtir.
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