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OZET

* —ASAL HALKALARDA * —TUREVLER

Nihal YILMAZ
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Neset AYDIN
29/06/2016, 76

Halka teoride, halkanin degismeliligini arastirmak amaciyla tiirevli halkalarda pek
cok calisma yapilmaktadir.

Bu tezde, asal ve * —asal halkalarda tiirev ve sol tiirev yardimiyla halkanin
degismeliligini aragtiran bazi makaleler incelenmistir. Ayrica Rehmann ve ark. (2013)’nin
yaptiklar1 “+ —Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adli ¢alismada elde
edilen sonuglar asal * —halka yerine = —asal halka, * —ideal ve * —Lie ideal alinarak

genellestirilmistir.

Anahtar sozciikler: Asal Halka, = —Asal Halka, Genellestirilmis Sol Tirev,

Genellestirilmis Sol * —Tiirev, Jordan Sol Tiirev, Sag * —Merkezilestirici
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ABSTRACT

* —DERIVATIONS ON * —PRIME RINGS

Nihal YILMAZ
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
29/06/2016, 76

In ring theory several works have been done to investigate that a ring is

comutativitiy.

In this thesis we investigate some work which examine whether a ring is
commutative or not with the aid of derivations and left derivations in prime rings and *
—prime rings. Also, obtained results in “A Note on Homomorphisms and Anti-
homomorphisms on * —Ring” by N. Rehmann and colleagues in 2013 are generalized for

taking = —prime ring, * —ideal and * —L.ie ideal instead of prime * —ring.

Keywords: Prime Rings, * —Prime Ring, Generalized Left Derivation, Generalized

Left « —Derivation, Jordan Left Derivation, Right * —Centralizer
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BOLUM 1
GIRIS

Tiirev calismalarinin asal halkalara uygulanmasi fikri ilk kez 1957 yilinda E. C.
Posner tarafindan ele alinmistir. Posner yapmis oldugu c¢alismasinda halkalar iizerinde
tirev tanimim1 vererek asal halkalarin de§ismeli olma durumunun tirev yardimiyla
arastirilabilecegini gostermistir.

Her asal halka bir ideal ve her ideal bir Lie ideal oldugundan daha sonra yapilan
calismalarda asal halkanin idealleri ve Lie idealleri lizerinde calisilarak daha genel
sonuclara ulagilmistir. Ayrica her asal halka bir * —asal halka oldugundan asal halkanin
idealleri ve Lie idealleri lizerinde yapilan ¢aligmalar * —asal halkalar {izerinde ele alinarak
bulunan sonuglar genellestirilmistir.

Bu tez bes boliimde ele alimmistir. Ikinci boliimde tezde kullanilacak bazi tanimlar ve
kavramlara yer verilmistir. Ayrica diger boliimlerde kullanilacak olan lemma ve teoremler
ispatlartyla verilmistir.

Uciincii boliimde ilk olarak, asal halkalarda Lie idealler ve Jordan sol tiirevler ile
ilgili bir makaleye yer verilmistir. Daha sonra asal halkanin Lie idealleri tizerindeki
genellestirilmis sol tiirevlerin homomorfizma ve anti-homomorfizma olduklar1 durumda
ulasilan bazi sonuglar bir makale ile verilmistir. Son olarak asal * —halkalar iizerinde sol
* —tlirevlerin homomorfizma ve anti-homomorfizma olduklar1 durumda halkanin
degismeliligini inceleyen bir makaleye yer verilmistir.

Dordiincii boliimde * —asal halkalarin idealleri ve Lie idealleri iizerinde tiirevler ve
sol tirevler yardimiyla halkanin hangi durumlarda degismeli oldugunu inceleyen
makalelere yer verilmistir.

Besinci boliimde ise tiglincli boliimde ele alinan, N. Rehman, A. Z. Ansari ve C.
Haetinger’in 2013 yilinda yaptiklann “* —Halkalarda Homomorfizma ve Anti-
Homomorfizmalar” adli makalede elde edilen sonuglar asal * —halka yerine * —asal halka,

* —asal halkanin idealleri ve Lie idealleri ele alinarak genellestirilmistir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanmmm 2.1: Bos olmayan bir G kiimesi iizerinde, *:G X G — G , (a,b) > a*b
islemi tanimlansin. Buna gore;

[G1] Her a,b,c € G igina * (b xc) = (a * b) * c dir,

[G2] Her a € G i¢in, a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € G vardir,

[G3] Her a € G i¢in, a * x = x *x a = e olacak sekilde bir x € G vardr,

[G4] Hera,b € G igin,a *xb = b * a dir
ozelliklerinden yalniz [G1] saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda bir yar: grup,
[G1] ve [G2] ozellikleri saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda bir monoid, [G1],
[G2] ve [G3] saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda bir grup denir ve (G,*) ile
gosterilir. Eger bir G grubu (monoidi, yar: grubu) [G4] 6zelligini sagliyorsa G kiimesine *
ikili islemi altinda bir degismeli grup (degismeli monoid, degismeli yar: grup) denir.

Tammm 2.2: G bir grup ve @ # A € G olsun. Eger A kiimesi, G kiimesi iizerinde
tanimli isleme gore kendi basina bir grup oluyorsa A kiimesine G grubunun bir altgrubu
denir ve A < G ile gosterilir.

Tanmm 2.3: G bir grup, A <G olsun. A # {e;} ve A+ G ise A altgrubuna G
grubunun bir ¢z altgrubu denir.

Teorem 2.4: (Brauer’s Trick) Bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak
yazilamaz.

Ispat: (G,*) bir grup, A ve B, G grubunun iki 6z altgrubu olsun. Kabul edelim Ki
G = AU B bigiminde yazilsin. Eger A € B ise G = B dir. Bu durum B nin 6z altgrup
olmasiyla ¢elisir. Eger B € A ise G = A olur. Bu durum da A nin 6z altgrup olmasiyla
celisir. O halde A & B ve B ¢ A dir. Bu durumda a € B ve b &€ A olacak bicimde a € A
ve b € B elemanlar1 vardir. G bir grup oldugundan a *b € G = AU B dir. Buradan
a*b € Aveyaax*b € B olur. Kabul edelim ki a *x b € A olsun. A bir altgrup oldugundan
a ' €A dir. Buradan a™'*a*b =b € A bulunur. Fakat bu durum b € A olmasiyla
celisir. O halde a * b € B dir. B bir altgrup oldugundan b~ € B dir. Buradan a = b =
b~ = a € B bulunur. Fakat a € B oldugundan c¢eliski elde edilir. Dolayisiyla G = AU B
seklinde yazilamaz.

Tanmm 2.5: R bos olmayan bir kiime +:R X R - R, (a,b) >a+bve:RXR -

R, (a,b) — a - b islemleri tanimlansin. Eger



[R1] (R, +) degismeli grup,

[R2] Hera,b,c € Ri¢ina-(b-c)=(a-b)-c

[R3]Hera,b,c eRigina-(b+c)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c
kosullar1 saglaniyor ise R kiimesine bu ikili islemlere gore bir halka denir ve (R, +,) ile
gosterilir.

[R4]Hera,b € Rigina - b = b - a kosulunu saglayan R halkasina degismeli halka,

[R5] Her a€R igin a- 1z = 15 - a olacak sekilde 1 € R eleman1 varsa R
halkasina birimli halka denir.

Tamm 2.6: R bir halka ve @ # S c R olsun. Eger S kiimesi R halkas: tlizerinde
tanimli islemlere gore kendi basina bir halka oluyorsa S kiimesine R halkasinin bir
althalkasz denir.

Tanmm 2.7: (R, +,") bir halka olmak {izere

Z(R)={a€R|la-x=x-a,Vx € R}
kiimesine R halkasinin merkezi denir.

Uyan 2.8: Bir halkanin merkezi o halkanin althalkasidir.

Tamm 2.9: (R, +,") bir halka ve @ # A c R olmak iizere

Cr(A) ={x € R| xa = ax,Va € A}
kiimesine A kiimesinin merkezlestiricisi denir.

Tanmm 2.10: (R, +,") ve (S, A, m) iki halka olsun. f: R — S fonksiyonu her a,b € R
i¢in

f(a+b) = f(a)Af(b) ve f(a-b) = f(a)mf(b)
kosullarini sagliyor ise f fonksiyonuna halka homomorfizmast denir.

Tanmm 2.11: (R,+ ) ve (S, A, m) iki halka olsun. f: R — S fonksiyonu her a,b € R
i¢in

f(a+b) = f(a)Af(b) ve f(a-b) = f(b)mf(a)
kosullarini sagliyor ise f fonksiyonuna anti-halka homomorfizmas: denir.
Tanim 2.12: R halkasi {izerinde;
LERXR->R,[x,y] =xy—yx
seklinde tanimlanan isleme Lie komiitator islemi denir. Lie komiitator islemi asagidaki
ozellikleri saglar:

Her x,y,z € R igin;

(i) [x + y,2] = [x,2] + [y, 2]

(i) [x,y + z] = [x,y] + [x, 2]



(iii) [x,x] =0
(iv) [x [y, z]] + [y, [z x]] + [z [x, ¥]] = O (Jacobi Ozdesligi)

Tanim 2.13: A ve B kiimeleri R halkasinin bostan farkli althalkalar1 olsun.

n

[4,B] = {Z[ai, bi

i=1

a; € A, b; EB,nEN}

bi¢imindedir.

Tanmm 2.14: S, R halkasinin bir altkiimesi ve F: R — R bir doniisiim olsun. Her
x € S i¢in [x, F(x)] = 0 ise F doniistimiine S kiimesi iizerinde degismeli doniigiim denir.

Tanmm 2.15: S, R halkasinin bir altkiimesi ve F: R — R bir doniisiim olsun. Her
x €S icin [x,F(x)] € Z(R) ise F doniisimine S kiimesi iizerinde merkezlestiren
doniisiim denir.

Tamim 2.16: R bir halka ve I, R nin bir althalkas1 olsun. Eger;

()Vr e Rvea €l iginr-a € [ ise I althalkasina R nin sol ideali,

(i) vre Rvea €l igina-r € [ise [ althalkasina R nin sag ideali,
denir. I, R halkasinin hem sag hem sol ideali ise I althalkasina R halkasinin ideali denir.

Not 2.17: R bir halka I ve J ise R halkasinin idealleri olmak tizere

I.]={z a;b;

sonlu

a; EI,bi E]}

kiimesi R halkasinin idealidir.

Tanim 2.18: R bir halka ve U kiimesi R halkasinin bostan farkli bir altkiimesi olmak
uzere,;

(i) (U, +) degismeli grup,

(i) [U, R] c U kosullar1 saglaniyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.

Uyan 2.19: Her ideal bir Lie idealdir ancak her Lie ideal her zaman bir ideal olmak
zorunda degildir.

Tanmm 2.20: R bir halka ve P kiimesi, R halkasmn bir ideali olsun. P # R ve R
halkasimnin A, B idealleri i¢in ‘AB c P iken A c P veya B c P’ kosulu saglaniyorsa P
idealine asal ideal denir.

Tamim 2.21: Bir R halkasinin (0) ideali asal ideal ise R halkasina asal halka denir.

Uyarn 2.22: R halkasinin asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her a, b € R i¢in
aRb = (0) ikena = 0 veya b = 0 olmasidir.

Tanmim 2.23: A kiimesi R halkasinin bir ideali olsun. A™ = (0) olacak bi¢cimde bir n

pozitif tamsayist varsa A idealine nilpotent ideal denir.



Tanmmm 2.24: Sifirdan farkli nilpotent idealleri olmayan halkaya yari-asal halka
denir.

Tamm 2.25: R bir halka olmak tizere her a € R i¢in n.a = 0 olacak sekilde bir n
pozitif tamsayist varsa bu kosulu saglayan en kiiciik n pozitif tam sayisina R halkasinin
karakteristigi denir. charR = n ile gosterilir.

Tamim 2.26: R bir halka, n pozitif bir tamsay1 ve a € R olmak {izere n.a = 0 iken
a = 0 oluyorsa R halkasina n —torsion free halka denir.

Uyan 2.27: R sifirdan farkli bir halka olsun. Asagidakiler saglanir.

(i) R, 2 —torsion free bir halka ise R halkasinin karakteristigi ikiden farklidir.

(ii) R bir asal halka olmak tizere R halkasinin karakteristigi 2 den farkli ise R halkasi
2 —torsion free bir halkadir.

Ispat: (i) R, 2 —torsion free bir halka ve charR = 2 olsun. Bu durumda her x € R
icin 2x =0 dir. R bir 2 —torsion free halka oldugundan her x € R i¢in x = 0 olur.
Buradan R = (0) elde edilir. Bu sonug¢ R # (0) olmasiyla ¢elisir. O halde R halkasinin
karakteristigi ikiden farklidir.

(i) R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka olsun. Kabul edelim ki x € R igin
2x = 0 olsun. Bu durumda her a, b € R i¢in

2xab =0 = xab +xab=0=xa(b+b) =0=xa(2b) =0
olur. Bu ise her b € R i¢in xR(2b) = 0 demektir. R halkasinin asal olmasi kullanilirsa
x =0 veya her b € R i¢in 2b = 0 elde edilir. Eger her b € R igin 2b = 0 ise charR = 2
olur. Ancak bu durum halkanin karakteristiginin ikiden farkli olmasiyla gelisir. O halde
x = 0 dir. Béylece R, 2 —torsion free bir halkadir.

Uyan 2.28: R karakteristigi 2 den farkli bir halka olsun. Her a € R i¢in 2a € Z(R)
ise a € Z(R) dir.

Ispat: Her a € R i¢in 2a € Z(R) oldugundan her r € R igin [2a,7] = 0 olur.
Dolayisiyla [a + a,r] = [a,r] + [a,7] = 0 bulunur. Buradan 2[a,r] =0 olur. R nin
karakteristigi ikiden farkli oldugundan her r € R i¢in [a,7] = 0 dir. Boylece a € Z(R)
elde edilir.

Tamim 2.29: R bir halka ve *: R - R toplamsal doniisiim olsun. Her x,y € R i¢in
(xy)* = y*x* ve (x*)* = x ise * doniisiimiine involiisyon denir. Uzerinde involiisyonun

taniml1 oldugu halkaya da * —involiisyonlu halka denir.



Tammm 2.30: R bir * —involiisyonlu halka olsun. x,y € R i¢in xRy = xRy* = (0)
veya xRy = x*Ry = (0) oldugunda x = 0 veya y = 0 oluyorsa R halkasina * —asal
halka denir.

Tanmmm 2.31: R bir * —involiisyonlu halka olsun. S = {x € R | x* = x} kiimesi R
halkasinin simetrik-elemanlarimin kiimesi, K = {x € R | x* = —x} kiimesi R halkasinin
anti-simetrik elemanlarimin kiimesi ve S,(R) = {x € R | x* = +x} kiimesi R halkasinin
simetrik ve anti-simetrik elemanlarinin kiimesi olarak adlandirilir.

Tamim 2.32: R bir * — involiisyonlu halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. Eger
I* = I ise I idealine * —ideal denir.

Tamim 2.33: R bir * —involiisyonlu halka ve L, R halkasinin bir Lie ideali olsun.
Eger L* = L ise L Lie idealine * —Lie ideal denir.

Tamim 2.34: R bir x —involiisyonlu halka ve L, R halkasinin bir * —Lie ideali olsun.
Eger her [ € L igin [? € L oluyorsa L Lie idealine x —kare kapali Lie ideal denir.

Uyan 2.35: R bir halka ve (0) # U, R halkasinin bir kare kapali Lie ideali olsun. O
zaman her x,y € U i¢in 2xy € U dur.

Ispat: U Lie ideal oldugundan her x,y € U i¢in [x,y] = xy — yx € U dur. Ustelik U
kare kapali Lie ideal oldugundan her x,y € U igin, xy + yx = (x + y)2 —x2 —y2 €U
olur. Elde edilen bu iki denklem birlikte diistiniiliip diizenlenirse her x,y € U i¢in 2xy € U
oldugu goriiliir.

Tamim 2.36: R bir halka olmak iizere d: R — R bir toplamsal doniistim olsun. Her
X,y € Rigind(xy) = d(x)y + xd(y) ise d doniisimiine R halkasinin bir tiirevi denir.

Uyar 2.37: R bir halka ve d, R halkasinin bir tiirevi olmak tizere t € Z(R) ise
d(t) € Z(R) dir.

Ispat: Kabul edelim ki d, R halkasinin bir tiirevi ve t € Z(R) olsun. Her r € R igin
[r,t] =0 olur. Buradan d([r,t]) =0 bulunur. O halde her r € R i¢in d([r,t]) =
[d(r),t] + [r,d(t)] = 0 olur. Elde edilen bu son denklemde t € Z(R) olmasi kullanilirsa
her r € R igin [r, d(t)] = 0 esitligine ulasilir. Bu durumda d(t) € Z(R) dir.

Tanmim 2.38: R bir halka olmak {izere d: R — R bir toplamsal doniisiim olsun. Her
x € R icin d(x?) = d(x)x + xd(x) ise d doniisiimiine R halkasmin bir Jordan tiirevi
denir.

Tanim 2.39: R bir halka olmak lizere d: R = R bir toplamsal doniisiim olsun. Her
X,y € R i¢in d(xy) = xd(y) + yd(x) ise d doniisiimiine R halkasinin bir sol tiirevi denir.

Tanim 2.40: R bir halka olmak lizere d: R = R bir toplamsal doniisiim olsun. Her



x € R icin d(x?) = 2xd(x) ise d doniisiimiine R halkasinin bir Jordan sol tiirevi denir.

Tammm 2.41: R bir * —involisyonlu halka olmak tizere d:R — R bir toplamsal
dontisim olsun. Her x,y € R i¢in d(xy) =x*d(y) + yd(x) ise d donlsimiine R
halkasinin bir sol * —tiirevi denir.

Tamm 2.42: (Bresar, 1991, s. 89) R bir halka olmak tizere H: R — R toplamsal
dontistim olsun. Eger her x,y € R igin H(xy) = H(x)y + xd(y) olacak sekilde bir d
tiirevi varsa H doniisiimiine R halkasinin d ile belirlenmis genellestirilmis tiirevi denir.

Tamm 2.43: (Ashraf ve Shakir, 2008, s. 254) R bir halka olmak tizere H: R — R
toplamsal doniisiim olsun. Eger her x € R igin H(x?) = xH(x) + xd(x) olacak sekilde bir
d Jordan sol tiirevi varsa H doniisiimiine R halkasinin d ile belirlenmis genellestirilmis
Jordan sol tiirevi denir.

Tamim 2.44: R bir * —involiisyonlu halka olmak iizere H: R = R toplamsal doniisim
olsun. Eger her x,y € R i¢in H(xy) = x*H(y) + yd(x) olacak sekilde bir d sol x —tiirevi
varsa H doniistimiine R halkasinin d ile belirlenmis genellestirilmis sol x-tiirevi denir.

Tamim 2.45: R bir halka olmak tizere a € R igin I;:R - R, I,(x) = [a,x] = ax —
xa olarak tanimlanan I, toplamsal doniisiimii R nin bir tiirevidir. Bu tiireve a ile belirli i¢
tiirev denir.

Tamim 2.46: R bir halka ve T: R = R bir toplamsal doniisiim olsun. Her x,y € R
icin T(xy) =T(x)y kosulunu saglayan T doniisimiine R halkasinin bir sol
merkezilestiricisi denir. Her x,y € R igin T(xy) = xT(y) bi¢giminde tanimlaniyor ise T
dontistimiine R halkasinin bir sag merkezilestiricisi denir. T, R halkasinin hem sag hem sol
merkezlestiricisi ise T doniisiimiine R halkasinin merkezilestiricisi denir.

Tanim 2.47: R bir * —involiisyonlu halka ve T: R — R bir toplamsal doniisiim olsun.
Her x,y € R i¢in T(xy) =T(x)y* ise T doniisimiine R halkasinin bir sol =
—merkezlestiricisi denir. Her x,y € R i¢in T (xy) = x*T(y) bi¢iminde ise T doniisiimiine
R halkasimin bir sag * —merkezilestiricisi denir. T, R halkasinin hem sag hem sol *
—merkezlestiricisi ise T doniisiimiine R halkasinin * —merkezilestiricisi denir.

Her x € R icin T(x?) = T(x)x* ise T doniisiimiine R halkasmm bir Jordan sol *
—merkezilestiricisi denir. Her x € R icin T(x?) = x*T(x) ise T doniisiimiine R halkasinin
bir Jordan sag * —merkezilestiricisi denir. T, R halkasinin hem Jordan sag hem Jordan sol
* —merkezlestiricisi ise T doniisiimiine R halkasinin Jordan x —merkezilestiricisi denir.

Uyan 2.48: R bir * —involiisyonlu bir halka olsun. Her a € R i¢in a* + a € S,(R)

vea* —a € S,(R) dir.



Ispat: Her a € R i¢in a* € R dir. Involiisyon déniisiimii toplamsal doniisiim
oldugundan (a — a*)" = a* — (a*)" seklindedir. (a*)* = a oldugundan (a — a*)* = a* —
a bulunur. Diger taraftan (a + a*)* ifadesine bakildiginda (a + a*)* = a* + (a™)* olur.
Buradan (a*)* = a oldugu kullanilarak (a + a*)* = a* + a elde edilir. Dolayisiyla her
a€Rigina"+avea —a € S,(R) bulunur.

Uyari 2.49: R bir x —asal halka ve I, R halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali olsun.
d, R halkasinda bir tiirev olmak tizere d(I) = (0) ise d = 0 dur.

Ispat: I ideal oldugundan her x € I ve r € R icin xr € I dir. O halde d(xr) =0
olur. Buradan 0 = d(x)r + xd(r) elde edilir. d(I) = (0) oldugundan her x € I, r € R igin
xd(r) = 0 elde edilir. Son esitlikte s € R olmak {izere x yerine xs yazilirsa xsd(r) = 0
bulunur. Buradan xRd(r) = (0) olur. Ayrica I, * —ideal oldugundan her x € [ i¢in x* € I
dir. O zaman x yerine x* yazilirsa xRd (r) = (0) = x*Rd(r) elde edilir. Béylece R halkasi
* —asal halka ve [ sifirdan farkli bir ideali oldugundan d(R) = (0) olur. O halde d =0
elde edilir.

Lemma 2.50: (Posner E. C., 1957) R asal halka d: R — R bir tiirev ve a € R olsun.
Her x € Rigin ad(x) = 0isea = 0veyad = 0 dur.

Ispat: Hipotezde x yerine y € R igin xy elemam yazilirsa

0 = ad(xy) = ad(xy) = a(d(x)y + xd(y)) = ad(x)y + axd(y)
olur. Her x,y € R i¢in axd(y) = 0 dir. Boylece her y € R i¢in aRd(y) = (0) elde edilir.
R asal halka oldugundan a = 0 veya her y € R i¢in d(y) = 0 bulunur. O halde a = 0 veya
d = 0 elde edilir.

Teorem 2.51: (Posner E. C., 1957) R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d,
ile d,, R halkasinin tiirevleri olsun. Eger d, d, tiirev ise d; = 0 veya d, = 0 dir.

Ispat: d;, d, ve d,d, tiirev oldugundan a, b € R icin

d.d,(ab) = dyd,(a)b + ad,d,(b)
ve
did,(ab) = dy(d,(ab))
= dl(dz (a)b + ad, (b))
= dyd,(a)b + d,(a)d,(b) + di(a)d,(b) + ad,d,(b)
elde edilir. Yukaridaki esitliklerden her a, b € R igin

dy(a)d,(b) + dy(a)d,(b) = 0 (2.1)



bulunur. (2.1) esitliginde a yerine ¢ € R i¢in ad, (¢) yazilirsa
0 = d,(ad4(c))d,(b) + dy(ad.(c))d,(b)
= (d2(@)ds (c) + adzd; ())dy (b) + (dy(@)ds (c) + ady*(c) ) dy (b)
= dy(a)d;(c)d;(b) + ad;d,(c)d;(b) + dy(a)d;(c)d,(b) + ad,*(c)d,(b)
= d,(a)d;(c)d;(b)+d;(a)d,(c)dy(b) + a(did,(c)d,(b) + d;*(c)d, (b))
olur. (2.1) esitliginde a yerine CER icin d(c) yazilirsa
d,(d;(c))d,(b) + d;(d,(c))d,(b) = 0 bulunur. Bu iki ifadeden her a, b € R igin

dy(a)d,(c)d;(b)+d,(a)d;(c)d(b) =0 (2.2)

elde edilir. (2.1) esitliginde a yerine ¢ alinirsa d,(c)d,(b) + d,(c)d,(b) = 0 olur. Bu ise
b,c €R igin d,(c)d,(b) = —d,(c)d,(b) demektir. Bu ifade (2.2) esitliginde yerine
yazilirsa her a, b, c € R i¢in d,(a)d,(c)d,(b) — d,(a)d,(c)d,(b) = 0 olur. Buradan her
a,b,c € R i¢in, (d,(a)d,(c) — d;(a)d,(c))d,(b) = 0 elde edilir. Lemma 2.50 den

dy = 0 veya d,(a)dy(c) — dy(a)d,(c) =0
dir. Kabul edelim ki d,(a)d;(c) —d;(a)d,(c) = 0 olsun. (2.1) esitliginde b yerine ¢
alinirsa d,(a)d;(c) + dy(a)d,(c) = 0 yazilir. Elde edilen son iki esitlik toplanirsa,
2d,(a)d,(c) = 0 bulunur. R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli oldugundan her
a,c € R i¢in d,(a)d,(c) =0 bulunur. Lemma 2.50 den d, = 0 veya her a € R i¢in
d,(a) = 0 olur. Dolayisiyla d; = 0 veya d, = 0 dir.

Lemma 2.52: (Herstein 1. N., 1969, s 4) R, sifirdan farkli, 2 —torsion free ve
nilpotent idealleri olmayan bir halka olsun. (0) # U, R halkasinin bir althalkast ve Lie
ideali ise U c Z(R) yada U, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Ispat: Kabul edelim ki U degismeli olmayan bir althalka olsun. O zaman [x,y] # 0
olacak bi¢imde x,y € U vardir. U Lie ideal oldugundan her r € R igin [x, yr] € U dur. O
zaman [x,yr] = y[x,r] + [x, y]r € U olur. U, hem Lie ideal hem de althalka oldugundan

ylx,r] € U olur. Dolayisiyla her r € R i¢in [x, y]r € U dir. Buradan
[x,y]Rc U (2.3)
olur. Ayrica U Lie ideal oldugu i¢in her r,t € R icin ([x,y]r)t —t([x,y]r) € U dur.

R? c R ve (2.3) esitliginden [x,y]R? c U elde edilir. Keyfi k,I € R i¢in [k, [x,y]l] =
k[x,yll — [x,y]lk olur. Burada [x,y]Rc U ve [x,y]R®cU oldugu kullamlirsa



k[x,y]l € U bulunur. Her k,l € R igin yapilabileceginden R[x,y]R < U olur. Ustelik
R[x,y]R, R halkasinn bir idealidir.

Kabul edelim ki R[x,y]R = (0) olsun. O halde (R[x,y])? = (0) olur. O halde R
halkasinin sifirdan farkli nilpotent ideali olmadigindan R[x,y] = (0) dir. Burada R
halkasinin yari-asal halka olmasi kullanilirsa [x,y] = 0 bulunur. Bu durum [x,y] # 0
olmasiyla celisir. O halde R[x,y]R # (0) dir. Dolayisiyla U degismeli olmayan bir
althalka iken R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Simdi kabul edelim ki U degismeli bir althalka olsun. U Lie ideal oldugundan a € U,
m,n € R igin a(a(mn) — (mn)a) = (a(mn) — (mn)a)a ve aman — amna = amna —
nama olur. Buradan, am(an — na) — ma(an — na) = (am — ma)(an —na) = 0 elde
edilir. Bu ifade de n yerine m almirsa (am —ma)R(am —ma) = 0 olur. O halde
(R(am —ma))? = 0 bulunur. Boylece R halkasinin sifirdan farkli nilpotent ideali
olmadigindan her m € R i¢in am —ma = 0 elde edilir. Dolayisiyla her a € U ig¢in
a € Z(R) olur. Yani U c Z(R) dir.

Lemma 2.53: (Bergen ve ark., 1981) R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka
olsun. U, R halkasinin U & Z(R) kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger [M,R] c U
olacak bigimde bir M ideali varsa [M, R] ¢ Z(R) dir.

Ispat: T(U) = {x € R|[x,R] c U} kiimesini tanimlayalim. u,v € T(U) igin T (U)
kiimesinin tanimindan ve U Lie ideal oldugundan [u—wv,R] < U bulunur. O halde
u—v € T(U) olur. Dolayisiyla T(U) bir altgruptur. Ayrica [U,R] € U oldugundan
UcT() ve [T(U),R] € U olur. Boylece [T(U),R] € U c T(U) bulunur. Boylece
[T(U),R] < T(U) olur. Buradan T (U), R halkasinin bir Lie idealidir.

Simdi r € R olmak ftizere u,v € T(U) oldugundan [u,vr],[v,ru] €U dur.
Buradan U bir Lie ideal oldugundan [u, vr] + [v,ru] € U olur. O halde her r € R i¢in

[u,vr] + [v,ru] = [w,v]r + v[u,r]+r[v,u] + [v,r]u

= uvr — vur + vur — vru + rvu — ruv + vru — rou

= (uv)r — r(uv)

= [uv,r] €U
bulunur. Dolayisiyla [uv, R] € U oldugundan uv € T(U) elde edilir. O halde T(U), R
halkasinin bir althalkasidir. T(U) bir althalka ve Lie ideal oldugundan Lemma 2.52 den
T(U), R halkasmin sifirdan farkli bir M idealini kapsar veya T(U) c Z(R) dir. Eger
T(U)c Z(R) ise U cT(U) c Z(R) oldugundan U < Z(R) dir. Bu durum U & Z(R)
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olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla T(U), R halkasmin sifirdan farkli bir M idealini kapsar. O
halde T(U) kiimesinin tanimindan [M, R] < U dur.

Varsayalim ki [M,R] € Z(R) olsun. O halde [M,[M,R]] =0 dir. Her r €R ve
s,t € M i¢in

[s,[t,7]] =0 (2.4)

olur. Simdi her x € R i¢in I;(x) = [s,x] ve I.(x) = [t,x] olacak sckilde s ve t ile
belirlenen i¢ tirevler olmak iizere (2.4) esitliginden I (It (R)) = (0) elde edilir.
Dolayisiyla I Iy = 0 olur. Sifir donlisiimii bir tiirev oldugundan I/, bir tiirevdir. Lemma
2.51 den I, = 0 veya I; = 0 olur. Boylece her s,t € M igin s,t € Z(R) elde edilir. O
halde M c Z(R) dir. Buradan her s € M,r € R igin sr € M < Z(R) oldugu kullanilirsa

0 = [sr,x] = s[r,x] + [s, x]r = s[r, x]
bulunur. O zaman sI.(x) = 0 dir. Lemma 2.50 den her s € M igin s =0 veya r €R
r € Z(R) elde edilir. Buradan M # (0) oldugu i¢in R < Z(R) olur. Dolayisiyla U c Z(R)
dir. Ancak bu durum U & Z(R) olmasiyla gelisir. Boylece [M, R] & Z(R) elde edilir.

Lemma 2.54: (Bergen ve ark., 1981) R halkas:1 karakteristigi ikiden farkli olan bir
asal halka, U, R halkasmin U ¢ Z(R) olacak bi¢imde sifirdan farkli bir Lie ideali olsun.
a,b € RiginaUb = (0) isea = 0veya b = 0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki a # 0 olsun. U, R halkasinin Lie ideali ve U ¢ Z(R)
oldugundan Lemma 2.53 den [M,R] < U ve [M,R] & Z(R) olacak bigimde sifirdan
farkli bir M ideali vardir. Her u € U, m € M,y € R i¢in [mau,y] € [M,R]c U ve
aUb = (0) oldugundan

0 = a[ mau, y]b = a[ma, ylub + amalu,y]b = a[ma, ylub

= amayub — ayma = amayub
olur. Dolayistyla amaRub = (0) elde edilir. R bir asal halka oldugundan her meM, ueU
icin ama = 0 veya ub = 0 olur. M sifirdan farkli bir ideal ve a # 0 oldugundan aMa #
(0) dir. Yani her u € U i¢in ub = 0 olur. O halde Ub = (0) dir. Diger taraftan her
x € R,u € U i¢in [u,x] € U dir. Ub = 0 olmasi kullanilirsa 0 = [u, x]b = (ux — xu)b =
uxb — xub = uxb bulunur. Buradan her u € U i¢in uRb = (0) olur. O halde R asal halka
oldugundan her u € U igin u =0 veya b = 0 elde edilir. U # (0) oldugundan b =0

bulunur.
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Lemma 2.55: (Herstein 1. N., 1969) R, 2 —torsion free bir yari-asal halka ve
(0) # U, R halkasmun bir Lie ideali olsun. [U,U] = (0) ise U c Z(R) dir.

Ispat: Kabul edelim ki [U, U] = (0) olsun. U, Lie ideal oldugundan t € U olmak
tizere, her x € R igin tx — xt € U dir. O halde

0 = [t, tx — xt] = [t, tx] — [t,xt] = [¢t, t]x + t[t, x] — x[¢t, t] — [t, x]t
= t[t,x] — [t, x]t = [¢t, [t, x]]

bulunur. I,:R - R, x - [t,x] seklinde tanimlanan bir i¢ tiirev olsun. O halde I?(R) = 0
olur. Lemma 2.51 den I; =0 dir. O zaman her t € U i¢in t € Z(R) dir. Dolayisiyla
U c Z(R) dir.
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BOLUM 3
ASAL ve ASAL * —HALKALARDA TUREVLER ve SOL TUREVLER

3.1. Asal Halkalarda Lie idealler ve Jordan Sol Tiirevler

Bu boliimde M. Ashraf ve N. Rehman’m 2000 yilinda yaptiklari “Asal Halkalarda
Lie Idealler ve Jordan Sol Tiirevler” adli ¢alisma incelenmistir.

Lemma 3.1.1: R, 2 —torsion free bir halka ve U, R halkasinin kare kapali bir Lie
ideali olsun. d, R halkasimin bir toplamsal doniisiimii olmak iizere her u € U icin d(u?) =
2ud(u) ise;

(i) Her u, v € U igin, d(uv + vu) = 2ud(v) + 2vd(u),

(i) Her u, v € U i¢in, d(uvu) = u?d(v) + 3uvd(u) — vud (u),

(iii) Her u, v,w € U igin d(uvw + wvu) = (uw + wu)d(v) + 3uvd(w) +

3wvd(u) — vud(w) — vwd (w),

(iv) Her u, v € U i¢in, [u, v]ud(u) = ulu, v]d(u),

(V) Her w,v € U igin, [w, v](d(uv) — ud(v) — vd(w)) = 0
dir.

Ispat: (i) U kare kapali bir Lie ideal oldugundan her u,v € U igin uv + vu =
(u+v)2—u?—v?2 €U dir. Buradan d(uv + vu) ifadesi agilip hipotez kullanilirsa
d(uv + vu) = d(uv) + d(vu) = 2ud(v) + 2vd(u) elde edilir.

(if) Her u,v € U i¢in (i) ifadesinde v yerine uv + vu yazilirsa d(u(uv + vu) +
(uv + vu)u) = 4ud(v) + 6uvd(u) + 2vud(u) elde edilir. Diger taraftan d(u(uv +
vu) + (uv + vu)u) = d(w?v + vu?) + 2d (uvu) = 2ud(v) + 4vud(u) + 2d(uvw)
elde edilir. Son elde edilen iki denklem birlikte diigiiniiliip R halkasinin karakteristigi
ikiden farkli oldugu kullanilirsa her u, v € U i¢in

d(uvu) = u?d(v) + 3uvd (u) — vud(u)
esitligi elde edilir.

(iii) Her u,v,w € U ig¢in (ii) ifadesinde u yerine u + w yazilirsa d((u +w)v(u +
w)) = u?d() + w2d(v) + (uw + ww)d(v) + 3uvd(w) + 3uvd(w) + 3wvd(u) +
3wvd(w) — vud(u) — vud(w) — vwd(u) — vwd(w) elde edilir. Diger taraftan d((u +
w)v(u + W)) = d(uvu) + d(wvw) + d(uvw + wou) = u?d(v) + 3uvd(u) —
vud(u) + w2d(v) + 3wvd(w) — vwd(w) + d(uvw + wou) elde edilir. Bu son elde
edilen iki denklemden her w,v,w € U i¢in d(uvw + wvu) = (uw + wu)d(v) +
3uvd(w) + 3wvd(u) — vud(w) — vwd (u) bulunur.
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(iv) Her u,v € U Uyar: 2.35 den 2uv € U elde edilir. Hipotezden her u € U i¢in
d(u?) = 2 ud(u) oldugu kullanilirsa her u,v € U i¢in d(uv)? = 2 uvd (uv) elde edilir.
(iii) ifadesinde w yerine 2uv yazilir ve R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugu
kullaniirsa  her  w,v,w €U icin d(uv(uv)+ (wv)vu) = (W?v + uvu)d@) +
3uvd (uv) + 3uv?d(u) — vud (uv) — vuvd(u) elde edilir. Diger taraftan d(uv(uv) +
(wv)vu) = d((uv)? + uv?u) = 2uvd (uv) + 2u?vd(v) + 3uv?d(u) — v?ud(u) elde
edilir. Elde edilen son iki denklemin esitliginden ve Lie komiitator islemi kullanildiginda

her u, v € U i¢in
[u, vld(uv) = ulu, vld(v) + vlu, vld(u) (3.1)

elde edilir. Burada v yerine u + v yazilir ve (3.1) denklemi kullanilirsa her u, v € U igin
[u, vlud(u) = ulu, vld(u) elde edilir.

(v) Her u,v € U igin (iv) ifadesinde u yerine u + v yazilir ve Lie komiitator islemi
ozellikleri kullanilirsa [u, vjud(w) + [u, vlvd(u) + [u, vlud(u) + [u, v]vd(u) =
ulu, vld(w) + ulu, vld(v) + v[u, vld(uw) + viu, vld(v) elde edilir. Burada (iv) ifadesi ve
(3.1) esitligi kullanilirsa her u, v € U i¢in

[u, v](d(uv) —ud(v) —vd(u)) =0
elde edilir.

Lemma 3.1.2: R, 2 —torsion free bir halka ve U, R halkasinin kare kapali bir Lie
ideali olsun. d, R halkasinin bir toplamsal doniisiimii olmak iizere her u € U i¢in d(u?) =
2ud (u) ise;

(i) Her u, v € U igin, [u,v]d(Ju,v]) =0

(i) Her u, v € U i¢in, (u?v — 2uvu + vu?)d(v) = 0
dir.

Ispat: (i) Lemma 3.1.1-(i) ve (v) numarali esitliklerinden her u,v € U i¢in d(uv +
vu) = 2(ud(v) + vd(w)) ve [u, v](d(uv) —ud(v) — vd(u)) =0 elde edilir. Bu iki

denklem birlikte diistiniiliip gerekli diizenlemeler yapilirsa her u, v € U igin
[u, v] (d(vu) —ud(v) — vd (u)) =0 (3.2)

olur. Buradan (3.2) esitligi ile Lemma 3.1.1-(v) den her u, v € U i¢in [u, v]d([u,v]) =0

elde edilir.
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(i) Her u,v € U i¢in hipotezden d([u,v]?) = 2[u, v]d([u,v]) saglanir. Burada

Lemma 3.1.2-(i) ifadesi kullanilirsa her u, v € U igin
d([u,v]*) =0 (3.3)

bulunur. Ayrica her w,v € U ig¢in Uyar: 2.35 den 2uv,2vu € U elde edilir. Burada
2uv € U ifadesinde u yerine 2vu yazilirsa 4vuv € U olur. Lemma 3.1.1-(i) ifadesinden
4d(u(vuu) + (vuv)u) = 8(ud(vuv) + vuvd(u)) elde edilir. Burada R halkasinin
karakteristiginin ikiden farkli oldugu kullanilirsa her w,v € U i¢in d(u(vuu) +
(vuv)w) = 2(ud (vuv) + vuvd(u)) ifadesine ulasilir. Burada (3.3) ifadesinden
0 = d([u, v]?) = d(u(vuv) + (vuv)u) — d(uv?u) — d(vu?v)
= 2(ud(vuv) + (vuv)d(u)) — u?d(v?) — 3uv?d(u) + v?ud () — v?d(u?)
—3vu?d(v) + u?vd(v)
= —3W?v — 2uvu + vu?)d(v) — (uv? — 2vuv + v?u)d(u)

olur. Boylece her u, v € U igin

(uv? = 2vuv + v?2u)d(w) + 3(w?v — 2uvu + vu?)d(v) = 0 (3.4)
elde edilir. Lemma 3.1.1-(iv) ifadesi (3.4) ifadesinde kullanilirsa her u, v € U igin

(w?v — 2uvu + vu?)d(u) = 0 (3.5)

dir. (3.5) denkleminde u yerine u + v yazilirsa ((u?v — 2uvu + vu?) — (v?u — 2vuv +
uvz))(d(u) + d(v)) = 0 elde edilir. Burada (3.5) denklemi kullanilirsa (u?v — 2uvu +
vu?)d(v) — (W?u — 2vuv + uv?)d(u) = 0 elde edilir. Elde edilen bu son denklem ve
(3.4) denklemi birlikte kullanilirsa her u, v € U igin
(w?v — 2uvu + vu?)d(v) = 0

olur.

Teorem 3.1.3: R, 2 —torsion free bir asal halka ve U, R halkasinin bir kare kapali
Lie ideali olsun. d: R — R toplamsal doniisiimii her u € U i¢in, d(u?) = 2ud(u) kosulunu
sagliyorsa her u, v € U i¢in d(uv) = ud(v) + vd(u) dir.

Ispat: Kabul edelim ki U R halkasinin degismeli olan bir Lie ideali olsun. a € U ve

X € R igin [a, x] € U dur. U degismeli oldugundan her x,y € R i¢in
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[a [a, xy]] = [a, x[a,y] + [a,x]y]

= [a, x[a,y]] + [a, [a, x]y]

= x[a, [a,y]] + [a,x][a,y] + [a,x][a, y] + [a, [a, x]]y
bulunur. Buradan 2[a, x][a,y] = 0 elde edilir. Buradan R halkasmin karakteristiginin
ikiden farkli oldugu kullanilirsa [a, x][a, y] = 0 bulunur. r € R igin y yerine rx yazilip
gerekli diizenlemeler yapilir ve yine ayni esitlik kullanilirsa her 7,x € R i¢in
[a, x]r[a, x] = 0 elde edilir. Béylece [a, x]R[a, x] = (0) olur. R bir asal halka oldugundan
her a € U, x € R i¢in [a, x] = 0 olur. Buradan U c Z(R) elde edilir. Lemma 3.1.1-(i) den
2d(uv) = 2(ud(v) + vd(u)) bulunur. Boylece R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli
oldugu kullanilirsa her u, v € U igin d (uv) = (ud(v) + vd(w)) elde edilir.

Simdi kabul edelim ki U degismeli olmasin. Bu durumda U ¢ Z(R) dir. Lemma

3.1.1-(iv) den her w,v € U i¢in [u, v]ud(u) = u[u,v]d(u) dir. Bu ifade diizenlenirse
(wv — vu)ud (w) = u(uv — vu)d(u) = uvud (u) — vu?d(u) = u?vd(u) — uvud (u)

bulunur. Buradan her u, v € U igin
(u?v — 2uvu + vu?)d(u) = 0 (3.6)

elde edilir. (3.6) esitliginde w,u; € U olmak fiizere u yerine [u,,w] yazilirsa her
u,v,w,u; €U icin ([ug, wl?v)d([ug, wl) — 2([ug, wDv[ug, w)d([u, w]) +
(w[uy, wl?d([u, w]) = 0 elde edilir. Lemma 3.1.2-(i) den ([uy, w])?vd([u,, w]) =0
bulunur. Buradan her u;,w € U icin ([ug, w])2Ud([uy,w]) = (0) bulunur. Boylece
Lemma 2.54 den her u;,w € U igin [u,,w]? = 0 veya d([u,, w]) = 0 elde edilir.

Kabul edelim ki d([u,, w]) = 0 olacak bi¢imde u,,w € U var olsun. Lemma 3.1.1-
() ifadesinden d(uyw + wu,) = 2u;d(w) + 2wd(u,) bulunur. Bu ifade diizenlenirse
d(u,w) + d(wuy) = 2d(uyw) = 2u;d(w) + 2wd(u,) olur. Burada R halkasinin
karakteristiginin ikiden farkli oldugu kullanilirsa d(u,w) = u;d(w) + wd(u,) elde edilir.

Simdi de kabul edelim ki [u;, w]? = 0 ise olacak bigimde u;,w € U elemanlar1 var
olsun. Lemma 3.1.2-(ii) ifadesinde w € U igin v yerine [u,, w] yazilirsa her u € U igin
(u?[uqg, wDd([ug, wl) — 2(ufug, wlw)d([uq, wl) + (fug, wlu?)d([u, wl) =0 bulunur.
Bu esitlikte Lemma 3.1.2-(i) kullanilirsa her u € U igin ([uy, wluv)d([uq, w]) —
2(ufuqg, wlu)d([uq, w]) = 0 elde edilir. Burada u yerine u + v yazilip Lemma 3.1.2-(i)
kullanihirsa  her w,v €U ic¢in  ([uy, wluv)d([uy, w]) + ([uq, wlvw)d([uq, wl) —
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2((uluy, wlv) + (v[uq, wiw))d([uq, w]) = 0 elde edilir. Burada u yerine 2uv; yazilir ve
R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugu kullanilirsa her u, v, v; € U i¢in
0 = ([uy, wluvyv)d([ug, wl) + ([ug, wlvuv,)d([uy, wl)
—2((uvy[ug, wlv) + (Wluy, wluvy)d([uy, wl))
elde edilir. Burada v, yerine [uy, w] yazilir ve Lemma 3.1.2-(i) ve [u;, w]? = 0 oldugu
kullanilirsa her u,v,v; € U i¢in ([uy, w]u[u,, w])vd([u,, w]) = 0 elde edilir. Buradan
her u € U i¢in ([uy, wluluy, wDUd([uy, w]) = (0) esitligi elde edilir. Lemma 2.54 den
d([uy,w]) = 0 veya her u € U i¢in ([uy, w]u[u,, w]) = 0 olur.
Eger d([uy, w]) = 0ise d(u;w) = u;d(w) + wd(u,) bulunur.
Ote yandan [uy, w]u[uy,w] =0 ise [uy, w]U[u,,w] = (0) olur. Buradan Lemma
2.54 kullanilirsa [uq, w] = 0 oldugu goriiliir. Buradan u;w = wu, dir. O zaman Lemma
3.1.1-(i) den
dluyw + wuy) =duw) + dwuy)
= d(uw) + d(u,w)
= 2d(u;w)
= 2ud(w) + 2wd(u,)
elde edilir. Boylece R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli oldugu kullanilirsa her
u;w € U igin d(uyw) = u;d(w) + wd(uy) olur.
Sonu¢ 3.1.4: R halkas1 2 —torsion free bir asal halka ve d: R = R Jordan sol tiirev

ise sol turevdir.

3.2. Asal Halkanin Lie idealleri Uzerinde Genellestirilmis Sol Tiirevlerin
Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma Olma Durumlar:

Bu béliimde N. Rehman ve A. Z. Ansari’nin 2014 yilinda yaptiklar1 “Halkanin Lie
Idealleri Uzerinde Genellestirilmis Sol Tiirevlerin Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma
Olma Durumlar1” adli caligma incelenmistir.

Lemma 3.2.1: (Shakir, 2011, s 209-226) R bir asal halka olmak iizere F: R — R
toplamsal doniisiimii her r,s € R i¢in F(rs) = rF(s) kosulunu saghyorsa her r € R igin
F(r) = rq olacak bi¢gimde q € Q;(R) vardr.

Lemma 3.2.2: R bir halka ve (0) # U, R halkasinin bir kare kapali Lie ideali olsun.
O zaman 2R[U,U] < U ve 2[U,U]R < U dur.

Ispat: Her x,y € U ve her r € R icin 2[x,ry] ifadesi Lie komiitator 6zellikleri

kullanilarak agilirsa 2[x,ry] = 2r[x,y] + 2[x,r]y esitligi elde edilir. Uyari 2.35 den
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2[x,r]y ve 2[x,ry] elemanlar1 U Lie idealinin elemanlar1 oldugundan her x,y € U ve her
r € R igin 2r[x, y] € U elde edilir. Dolayisiyla 2R[U, U] € U ifadesine ulagilir.

Yine her x,y € U ve her r € R i¢in 2[x,yr] ifadesi Lie komiitatér 6zellikleri
kullanilarak acildiginda 2[x, yr] = 2[x, y]r + 2y[x, r] esitligi elde edilir. Uyar: 2.35 den
2[x,yr] ve 2y[x,r] elemanlar1 U Lie idealinin elemanlar1 oldugundan her x,y € U ve her
r € R igin 2[x, y]r € U elde edilir. Dolayisiyla 2[U, U]R € U ifadesine ulasilir.

Teorem 3.2.3: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli degismeli olmayan bir kare kapali Lie ideali ve F:R — R, d: R — R Jordan
sol tirevi ile Dbelirli genellestirilmis Jordan sol tiirev olsun. Eger F, U iizerinde
homomorfizma veya anti homomorfizma ise her r € R i¢in F(r) = rq olacak bigimde bir
q € Q1(R¢) vardir.

ispat: F, U fizerinde homomorfizma olsun. F aym1 zamanda d ile belirli
genellestirilmis  sol tirev oldugundan her x € U igin F(x?) = xF(x) + xd(x)
bigimindedir. Lemma 3.1.4 den d Jordan sol tiirev ise sol tiirevdir. Ayrica her x,y € U igin
Uyar: 2.35 den 2xy € U ve R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugundan F(2xy) =
2F(xy) = 2F(x)F(y) = F(x)F(y) dir. Buradan her x,y, z € U i¢in

F(xyz) = F(x(yz)) = xF (yz) + (y2)d(x) = xF (y)F (2) + yzd(x)
ifadesine ulasilir. Ayni ifade farkli sekilde agilirsa her x,y, z € U igin
F(xyz) = F((xy)z) = F(xy)F(2) = xF(y)F (2) + yd(x)F (2)

olur. Bu esitlikler birlikte diistiniiliip soldan xF (y)F (z) nin toplamsal tersi eklendiginde ve
kalan ifade soldan y parantezine alindiginda her x,y,z € U igin y(zd (x) — d(x)F (Z)) =
0 elde edilir. O halde her x,z € U i¢in U(zd(x) - d(x)F(z)) = (0) dir. Bu esitlik a € U
icin soldan a ile carpildiginda her x,y,z,a € U i¢in aU (zd(x) — d(x)F (Z)) = (0)
ifadesine ulasilir. Lemma 2.54 den

a=0veyazd(x)— d(x)F(z) =0
elde edilir. Her a € U igin a = 0 olmast U = (0) olmasi anlamina gelmektedir. U sifirdan
farkli oldugundan bu durum s6z konusu degildir. Dolayisiyla her x,z € U igin, zd(x) =
d(x)F(z) dir. Burada x yerine 2xy yazilip karakteristigin ikiden farkli olmasi1 kullanilirsa
her x,z € U i¢in zd(xy) = d(xy)F(z) esitligi elde edilir. Buradan d nin sol tiirev oldugu
kullanilirsa her x,y,z € U igin zxd(y) + zyd(x) — xd(y)F(z) — yzd(x) = 0 ifadesine
ulasilir. Bu ifadede her x,z € U igin, zd(x) = d(x)F(z) oldugu kullanilirsa her x,y,z €
U i¢in zxd(y) + zyd(x) — xzd(y) — yzd(x) = 0 elde edilir. Burada Lie komiitator
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islemi Ozelligi kullanilirsa her x,y,z € U igin [z,x]d(y) + [z, y]d(x) = 0 olur. Bu
esitlikte z yerine y yazilip Lie komiitator islemi 6zellikleri kullanilirsa her x,y € U igin
[y, x]d(y) = 0 elde edilir. Béylece her x,y € U igin

[x,y]ld(y) =0
esitligine ulasilir. Burada k € U i¢in x yerine 2xk yazilip R halkasinin karakteristiginin
ikiden farkli oldugu kullanilirsa her x,y,k € U igin [xk, y]d(y) = 0 elde edilir. Bu ifade
Lie komiitator islemi oOzellikleri kullanilarak diizenlenirse her x,y,k € U igin
x[k,yld(y) + [x,y]kd(y) = Oolur. Elde edilen bu ifadede [x,y]d(y) =0 oldugu
kullanilirsa her x,y, k € U i¢in [x, y]kd(y) = 0 ifadesi elde edilir. O halde [x, y]Ud(y) =
(0) dir. Lemma 2.54 den her x,y € U igin

[x,y] =0veyad(y) =0

olur.

Simdi A={x€U|[x,y]=0VvyeU} ve B={yeU|d(y)=0} kimelerini
tanimlayalim. A ve B, U Lie idealinin altgruplaridir ve U = AU B dir. Bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = A veya U = B dir.

Kabul edelim ki U = A olsun. O halde her x,y € U i¢in [x,y] = 0 dir. Boylece
[U,U] =0 olur. Lemma 2.55 den U c Z(R) dir. Ancak bu sonu¢ U nin degismeli
olmamasiyla gelisir. O halde U = B dir. Bu durumda her x € U i¢in d(x) = 0 dir. Buradan
d(U) = 0 elde edilir. Lemma 3.2.2 den her x,k € U ve r € R igin 2[x,k]r € U ve R
halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa d([x, k]r) = 0 olur. Burada d
nin sol tiirev olmasi kullanilirsa [x, k]d(r) = 0 elde edilir. Bu ifadede m € U olmak lizere
x yerine 2xm yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa
[xm,k]d(r) =0 olur. Elde edilen bu ifadede Lie komiitatér islemi oOzelligi ve
[x,k]d(r) = 0 olmas1 kullanilirsa her x,k,m € U,r € R i¢in [x, k]md(r) = 0 esitligine
ulasilir. O halde [x, k]Ud(r) = (0) dir. Béylece Lemma 2.54 den x,k € U,r € R igin

[x,k] =0veyad(r) =0
elde edilir.

Kabul edelim ki her x,k € U igin [x,k] = 0 olsun. Bu durumda [U,U] = 0 dir.
Lemma 2.55 den U < Z(R) elde edilir. Ancak bu sonu¢ U nun degismeli olmamasiyla
celisir. O halde her r € R igin d(r) = 0 dir. Buradan d(R) = 0 elde edilir. Buise d = 0
demektir. O halde Lemma 3.2.1 den her r € R i¢in F(r) = rq olan 3q € Q(R) vardr.

Simdi kabul edelim ki F, U iizerinde anti-homomorfizma olsun. F ayn1 zamanda d

ile belirli genellestirilmis Jordan sol tiirev oldugundan her x € U igin
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F(x?) = xF(x) + xd(x)
bi¢imindedir. Sonu¢ 3.1.4 den d Jordan sol tiirev ise sol tiirevdir. O halde her x,y € U igin

F(xy) = xF(y) + yd(x)
dir. Ayrica her x,y € U i¢in 2xy € U ve R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli
oldugundan F(2xy) = 2F(xy) = 2F(y)F(x) = F(y)F(x) dir. Son elde edilen iki
esitlikten F(y)F(x) = xF(y) + yd(x) ifadesine ulasilir. Elde edilen bu denklemde y
yerine 2xy yazilir ve R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa
F(xy)F(x) = xF(xy) + xyd(x) elde edilir. Burada F anti-homomorfizma ve
genellestirilmis sol tiirev oldugundan xF (y)F (x) + yd(x)F (x) = xF (y)F(x) + xyd(x)
olur. Buradan her x,y € U igin yd(x)F(x) = xyd(x) esitligine ulasilir. Burada z € U
olmak ftizere y yerine 2zy yazilir ve R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli oldugu
kullanilirsa zyd(x)F (x) = xzyd(x) elde edilir. Burada yd(x)F(x) = xyd(x) esitligi
kullanilirsa her x,y,z € U igin xzyd(x) — zxyd(x) = [x, z]yd(x) = 0 olur. Boylece her
x,z € U igin [x, z]Ud(x) = (0) elde edilir. Lemma 2.54 den her x,z € U igin

[x,z] =0veyad(x) =0

olur.

Simdi C={x€eU|[x,z]=0,vzeU} ve D={xeU|d(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. C ve D, U Lie idealinin altgruplaridir ve U = C U D dir. Bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = C veya U = D dir.

Kabul edelim ki U = C olsun. Bu durumda her x,z € U igin [x, z] = 0 dir. Boylece
[U,U] =0 olur. Lemma 2.55 den U c Z(R) dir. Ancak bu sonu¢ U nun degismeli
olmamasiyla gelisir. O halde U = D dir. Bu durumda her x € U i¢in d(x) = 0 dir. Boylece
d(U) = 0 olur. Lemma 3.2.2 den her t,x € U ve m € R igin 2[x, t]Jm € U ve R halkasmin
karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa d([x, t]Jm) = 0 elde edilir. Burada d nin
sol tiirev olmasi kullanilirsa [x, t]d(m) = 0 olur. Bu esitlikte s € U olmak lizere x yerine
2xs yazilirsa ve R halkasmim karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her
x,s,t € U igin [xs,t]d(m) = 0 elde edilir. Elde edilen bu ifadede Lie komiitator islemi
ozelligi ile [x, t]d(m) = 0 olmasi kullanilirsa her x,t,s € U,m € R igin [x, t]sd(m) = 0
esitligine ulasilir. Buradan her x,t € U,m € R igin [x, t]Ud(m) = (0) olur. Lemma 2.54
denher x,t € U,m € R i¢in

[x,t] = 0veyad(m) =0

elde edilir.
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Kabul edelim ki her x,t € U i¢in [x,t] = 0 olsun. Bu durumda [U,U] =0 dir.
Buradan Lemma 2.55 den U < Z(R) elde edilir. Ancak bu sonu¢ U nun degismeli
olmamasiyla ¢elisir. O halde her m € R i¢in d(m) = 0 dir. Buradan d(R) = 0 elde edilir.
Boylece d = 0 dir. O halde Lemma 3.2.1 den her r € R igin F(r) = rq olan 3q € Q;(R¢)

vardir.

3.3. Asal = —Halkalar Uzerinde Sol * —Tiirevlerin Homomorfizma ve Anti-
Homomorfizma Olma Durumlar

Bu boliimde N. Rehman, A. Z. Ansari ve C. Haetinger’in 2013 yilinda yaptiklar
“x —Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adli ¢alisma incelenmistir.

Lemma 3.3.1: (Rehman ve Ansari, 2011, s 742-750) R * —involiisyonlu 2 —torsion
free bir yari-asal halka olsun. T: R — R bir toplamsal doniisiimii her x € R i¢cin T(x?) =
T (x)x™ kosulunu sagliyorsa her x,y € R i¢in T (xy) = T(y)x™ dur.

Teorem 3.3.2: R bir asal *—halka ve F:R = R, d sol *—tiirevi ile belirli
genellestirilmis sol * — tlirev olsun.

(i) F, R tizerinde homomorfizma ise R halkasi degismelidir veya F, R lizerinde sag
* —merkezilestiricidir.

(i) F, R tizerinde anti-homomorfizma ise R halkas1 degismelidir veya F, R iizerinde
sag * —merkezilestiricidir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki F, R iizerinde homomorfizma olsun. F homomorfizma ve
genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y,z € R i¢in

F(xyz) = F(x(yz)) = x"F(yz) + yzd(x) = x*F(y)F(z) + yzd(x)
ve
F(xyz) = F((xy)z) = F(xy)F(2) = x"F(y)F (2) + yd(x)F ()
esitlikleri elde edilir. Bu esitlikler birlikte diisiintildiigiinde yzd (x) = yd(x)F(z) ifadesine
ulagtlir.  Buradan y(zd(x) — d(x)F(z)) = 0 bulunur. Bu ifade soldan (zd(x) —
d(x)F(z)) ile ¢arpilirsa her x,y,z € R igin (zd (x) — d(x)F(z))y(zd(x) — d(x)F(z)) =
0 bulunur. Dolayisiyla her x, z € R i¢in
(zd(x) — d(x)F(2))R(zd(x) — d(x)F(2)) = (0)

olur. Bu ifadede R halkasmin asal olmas1 kullanilirsa zd(x) — d(x)F(z) = 0 elde edilir.
Buradan her x,z € R igin, zd(x) = d(x)F(z) elde edilir. Burada t € R igin x yerine xt
yazilirsa zd(xt) = d(xt)F(z) elde edilir. Elde edilen bu denklemde d sol * —tiirevi

kullanilirsa her x, z, t € R igin
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zx*d(t) + ztd(x) = x*d(t)F(z) + td(x)F (2)

elde edilir. Bu denklemde zd(x) = d(x)F(z) oldugu kullanilip Lie komiitator islemi
ozelligi de dikkate alindiginda

[z, x*]d(t) + [z, t]d(x) =0
elde edilir. Burada z yerine x* diistiniildiigiinde her x,t € R i¢in [x*, t]d(x) = 0 olur. Bu
esitlikte m € R igin, t yerine tm distniiliirse [x*, tm]d(x) = 0 elde edilir. Elde edilen son
esitlikte [x*, t]d(x) = 0 oldugu kullanilirsa her x,t,m € R i¢in [x*,tJmd(x) = 0 olur.
Buradan her x,t € R igin [x*, t]Rd(x) = (0) denklemine ulagilir. R asal halka oldugundan
her x,t € R igin

[x*,t] =0veyad(x) =0

dir. Simdi A={x€R|[x"t]=0,VteR} ve B={x€R|d(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. A ve B, R nin altgruplaridir ve R = A U B dir. Bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi olarak yazilamayacagindan R = A veya R = B dir.

Kabul edelim ki R = A olsun. O halde her x,t € R igin [x*,t] = 0 dir. x yerine x*
yazilirsa [x, t] = 0 elde edilir. Bu ise R halkasinin degismeli oldugu anlamina gelmektedir.
Simdi kabul edelim ki R = B olsun. Yani her x € R i¢in d(x) = 0 dir. O halde d(R) =0
dir. Buradan d = 0 elde edilir. Boylece F sag * —merkezilestiricidir.

(if) Kabul edelim ki F, R tizerinde anti-homomorfizma olsun. F anti-homomorfizma
ve genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y € R i¢in F(xy) = F(y)F(x) ve
F(xy) = x"F(y) + yd(x) esitlikleri saglanir. Buradan F(y)F(x) = x*F(y) + yd(x) elde
edilir. Elde edilen bu denklemde y yerine xy yazilirsa F(xy)F(x) = x*F(xy) + xyd(x)
olur. F’in anti-homomorfizma ve genellestirilmis sol * —tiirev olmasi kullanilirsa

x*FF(x) + yd(x)F (x) = x*F(y)F (x) + xyd(x)
olur. Esitligin her iki yanma soldan x*F(y)F(x) nin toplamsal tersi eklenirse
yd(x)F(x) = xyd(x) esitligine ulasiir. Burada z € R igin y yerine zy yazilirsa
zyd(x)F (x) = xzyd(x) elde edilir. Bu ifadede yd(x)F(x) = xyd(x) esitligi kullanilirsa
her x,y,z € R igin xzyd(x) — zxyd(x) = [x,z]yd(x) = 0 elde edilir. Boylece her
X,z € R i¢in [x, z]Rd(x) = (0) elde edilir. R asal halka oldugundan her x, z € R igin
[x,z] =0veyad(x) =0
olur. Simdi A={x€R|[x,z]=0,vzeR} ve B ={x€R|d(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. A ve B, R nin altgruplaridir ve R = A U B dir. Bir grup iki 6z altgrubunun

birlesimi olarak yazilamayacagindan R = A veya R = B dir.
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Kabul edelim ki R = A olsun. O halde her x,z € R i¢in [x,z] = 0 dir. Bu ise R
halkasinin degismeli oldugu anlamina gelmektedir. Simdi kabul edelim ki R = B olsun. Bu
durumda her x € R i¢in d(x) = 0 dir. O halde d(R) = 0 dir. Buradan d = 0 elde edilir.
Boylece F sag * —merkezlestiricidir.

Sonug 3.3.3: R bir asal x —halka ve d: R — R, sol * —tiirev olsun.

(i) d, R tzerinde homomorfizma ise R halkasi degismelidir veya d, R {izerinde sag
* —merkezilestiricidir.

(i) d, R tzerinde anti-homomorfizma ise R halkasi degismelidir veya d, R iizerinde
sag * —merkezilestiricidir.

Ispat: Her sol * —tiirev kendisiyle belirli bir genellestirilmis sol * —tiirev
oldugundan Teorem 3.3.2 ifadesinde F genellestirilmis sol * —tiirevi yerine d Sol x
—tlirevinin kendisi diisiiniildiigiinde teorem saglanir.

Teorem 3.34: R bir *—involisyonlu halka ve T:R — R bir Jordan =
—merkezilestirici olsun.

(i) R bir yari-asal halka ve T,R iizerinde homomorfizma ise T doniisimi R nin
merkezindedir.

(i) R bir asal halka ve T,R iizerinde anti-homomorfizma ise T =0 veya T
doniigiimii bir involiisyondur.

Ispat: (i) Kabul edelim ki R yari-asal halka ve T, R {izerinde homomorfizma olsun.
O halde her x,y € R icin T(xy) = T(x)T(y) dir. Ustelik T,R iizerinde Jordan
—merkezilestirici oldugundan her x € R igin T(x?) = T(x)x* dir. Lemma 3.3.1 den
T(xy) = T(y)x* elde edilir. Elde edilen bu denklemlerden her x,y € R i¢in T(x)T(y) =
T(y)x* elde edilir. Burada z € R igin, y yerine zy yazilirsa T(x)T(zy) = T(zy)x" elde
edilir. Boylece Lemma 3.3.1 den T(x)T(y)z* = T(y)z*x* olur. Bu ifadede T(x)T(y) =
T(y)x* oldugu kullanildiginda T(y)x*z* = T(y)z*x" esitligi elde edilir. Dolayisiyla her
X,y,Z € R igin, T(y)[x*,z*] = 0 elde edilir. Burada x yerine x* ve y yerine y* yazilirsa
T(y)[x,z] = 0 elde edilir. Bu ifadede t € R i¢in x yerine tx disiinilirse T(y)[tx,z] =0
olur. Buradan T (y)t[x, z] + T(y)[t, z]x = 0 denklemine ulasilir. Ulasilan bu denklemde
T(y)[x,z] = 0 oldugu kullanilirsa her x,y, z, t € R igin

T(y)t[x,z] =0 (3.7)
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elde edilir. Bu denklemde s € R igin t yerine st yazilirsa her x,y,zt,s € R igin
T(y)st[x,z] = 0 elde edilir. Diger taraftan (3.7) esitligi soldan s € R ile carpilirsa her
xX,y,z,t,s €ER icin sT(y)t[x,z] =0 elde edilir. Ulasilan son iki denklem birlikte
distiniillip Lie komiitator islemi ozelligi kullanilirsa [T (y),s]t[x,z] = 0 elde edilir.
Burada s = z ve x = T'(y) alinirsa her y, z,t € R i¢in [T (y), z]t[T(y), z] = 0 elde edilir.
O halde her y,z € R i¢in [T (y), z]R[T (¥), z] = (0) dir. R bir yari-asal halka oldugundan
her y,z € R i¢in [T(y),z] =0 elde edilir. Buradan [T(R),R] =0 dir. Dolayisiyla
T(R) c Z(R) dir.

(if) Kabul edelim ki R asal halka ve T, R iizerinde anti-homomorfizma olsun. O halde
her x,y € R igin T(xy) = T(y)T(x) dir. Ustelik T, R {izerinde Jordan * —merkezilestirici
oldugundan her x € R i¢in T(x?) = T(x)x* dir. O zaman Lemma 3.3.1 den T(xy) =
T(y)x* olur. Elde edilen bu iki denklemden T (y)T(x) = T(y)x* elde edilir. Bu ifade
soldan T(y) parantezine alindiginda her x,y € R igin T(y)(T(x) —x*) = 0 elde edilir.
Burada z € R i¢in y yerine zy yazilip Lemma 3.3.1 kullanilirsa T(y)z*(T(x) —x*) =0
denklemi elde edilir. Bu ifadede z yerine z* yazilirsa T(y)z(T (x) — x*) = 0 elde edilir.
Buradan her x,y € R i¢in T(y)R(T(x) —x*) = (0) olur. Boylece R asal halka
oldugundan her x,y € R i¢gin T(y) = 0 veya T(x) = x* elde edilir. Eger her y € R igin
T(y)=0 ise o zaman T =0 dir. Diger taraftan her x € R T(x) =x* ise T bir

involiisyondur.
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BOLUM 4
+ —ASAL HALKALARDA TUREYV ve SOL TUREVLERLE DEGiSMELILIiK

4.1. x —Asal Halkalarda Degismelilik

Bu boéliimde L. Oukhtite ve S.Salhi’nin 2006b yilinda yaptiklar1 “+ —Asal Halkalarda
Degismelilik” adl1 ¢alisma incelenmistir.

Lemma 4.1.1: T, R iizerinde homomorfizma ve U kare kapali Lie ideali iizerinde
merkezlestiren doniisiim ise T, U tizerinde degismelidir.

Ispat: T, R iizerinde homomorfizma ve U kare kapali Lie ideali iizerinde
merkezlestiren doniisiim olsun. O zaman her x € U igin [x,T(x)] € Z(R) dir. Simdi her
x € U igin [x,T(x)] = 0 oldugunu gosterelim.

flk olarak x,y € U alalm. [x,T(x)] € Z(R) ifadesinde x yerine x +y yazilip
hipotez kullanilirsa her x,y € U igin [x, T(y)] + [y, T(x)] € Z(R) elde edilir. Elde edilen
bu denklemde y yerine x? yazilip Lie komiitatdr islemi dzelligi kullanilirsa

T)[x, T)] + [x, T(xX)]T(x) + x[x, T(x)] + [x, T(x)]x € Z(R)
olur. Burada her x € U igin, [x,T(x)] € Z(R) oldugu kullanilip ifade diizenlenirse
2(x + T(x))[x,T(x)] € Z(R) elde edilir. R, 2 —torsion free bir » —asal halka oldugundan,
(x + T(x))[x, T(x)] € Z(R)
sonucuna ulasilir.

Boylece her r € R igin [ (x + T(x))[x,T(x)],v] = 0 elde edilir. Bu ifadede Lie
komiitator islemi ozellikleri uygulanip ve her x € U igin [x,T(x)] € Z(R) olmasi
kullanilirsa [(x + T(x)),r] [x,T(x)] = 0 elde edilir. O halde her x € U ve her r € R i¢in,
[(x +T(x)),r] [x,T(x)] =0 dir. Burada r yerine x distiniildiigiinde her x € U igin,
[(x + T(x)),x|[x,T(x)] = 0 esitligine ulagilir. Bu ifadede Lie komiitatdr islemi
ozelliginden yararlanilirsa her x € U igin, [x,T(x)]* = 0 elde edilir. a € R olmak iizere
elde edilen son esitlik soldan a ile carpilip, her x € U igin [x,T(x)] € Z(R) oldugu
kullanilirsa her x € U, a € R igin [x, T(x)]a[x, T (x)] = 0 denklemine ulasilir.

Buradan her x € U igin
[x, T()IR[x, T(x)] = (0) (4.1)

elde edilir. (4.1) ifadesi sagdan [x,T(x)]* ile c¢arpildiginda her x € U igin
[x, T(x)]R[x, T(x)][x,T(x)]* = (0) olur. Elde edilen denklemde [x,T(x)][x,T(x)]*

25



ifadesinin  * —involiisyon altindaki goriintiisii incelenirse  ([x, T(x)][x, T(x)]*)* =
[x, T)][x, T(x)]* € S.(R) elde edilir. Béylece her x € U igin

[x, TCOIR[x, T [x, T(0)]" = [x, TCOIR([x, TGO [x, T (x)])* = (0)

elde edilir. Buradan R * —asal halka oldugundan her x € U igin
[x,T(x)] = 0 veya [x,T(x)][x,T(x)]* =0
olur.

Kabul edelim ki her x € U igin, [x,T(x)] = 0 olsun. Bu durumda T, U iizerinde
degismeli olur. Simdi kabul edelim ki her x € U igin, [x, T(x)][x, T(x)]* = 0 olsun. b € R
olmak tizere son ifade soldan b ile garpilirsa

blx, T(x)][x,T(x)]* =0
elde edilir. Burada her x € U igin [x,T(x)] € Z(R) oldugu kullanilirsa her x € U,b € R
[x, T(x)]b[x,T(x)]* = 0 bulunur. O halde her x € U igin

[x, T(x)IR[x, T (x)]" = (0)
dir. Ayrica her x€U igin ([x,T(x)])* =[x,T(x)] oldugu kullanilirsa
[x, T(x)]R[x,T(x)] = (0) elde edilir. Boylece [x,T(x)|R[x,T(x)]" = (0) =
[x, T(x)]R[x, T(x)] denklemleri elde edilir. R * —asal halka oldugundan, her x € U igin,
[x, T (x)] = 0 elde edilir. O halde T, U tizerinde degismeli olur.

Not 4.1.2: Bundan sonraki lemma ve teoremlerde U, R halkasinin bir * —kare kapali
Lie ideali, T, U tizerinde merkezilestirici otomorfizmasi ve 0 # u, € S,(R) i¢in Ruy, € U
olarak alinacaktir. T, U iizerinde merkezlestiren doniisiim oldugundan Lemma 4.1.1 den
her x € U igin, [x,T(x)] = 0 dur.

Lemma 4.1.3: R, * —asal halka ve U, sifirdan farkli * —Lie ideal olsun. a,b € R
icmaUb=(0)=aUb"ikena =0veyab = 0 dir.

Ispat: Kabul edelim a,b € R icinaU b = (0) =a U b* ve a # 0 olsun. 0 # u, €
S.(R) elemanin alalim.

[k olarak, kabul edelim ki 0 # u, € Z(R) olsun. Hipotezden her r € R igin
aruyb = aruyb™ = 0 elde edilir. Boylece aRuyb = aRuyb™ = (0) yazabiliriz. Burada
(uogb)* incelendiginde (ugb)* = b*u," ve uy" = +uy olmasi kullanilarak (ugb)* = uyb*
esitligine ulagilir. Ulasilan bu esitlik kullanilirsa a,b € R i¢in aRuyb = aR(ugb)* = (0)
esitligi elde edilir. R bir * —asal halka ve a # 0 oldugundan uygh = 0 dir. s € R olmak
tizere son esitlik soldan s ile ¢arpildiginda suyb = 0 olur. O halde Ruy,b = (0) dir. Burada
Uy € Z(R) oldugu kullanilirsa ugRb = (0) dir. Bu ifadede uy, = +uy* oldugu kullanilirsa
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uy"Rb = (0) esitligine ulasilir. Béylece R nin * —asal halka olmas1 kullanildiginda u, = 0
veya b = 0 bulunur. Kabulden u, sifirdan farkli oldugundan b = 0 dur.

Simdi de kabul edelim ki u, € Z(R) ve her t € R igin a[t,uy,] = 0 olsun. Bu
esitlikte m € R olmak iizere t yerine tm yazilirsa

0 = a[tm,uy] = at[m,uy] + alt, uglm = at[m, uy]

bulunur. Béylece aR[m, u,] = (0) elde edilir. Burada m yerine m*, u, yerine u," yazilip
Uy € S,(R) oldugu kullanilirsa [m,uy] * = [m, uy] bulunur. Buradan aR[m,u,] * = (0)
elde edilir. Boylece R nin = —asal halka olmasi kullanilarak a = 0 veya [m,uy] =0
bulunur. a # 0 oldugundan [m,u,] = 0 dir. uy € Z(R) oldugundan a[t,u,] # 0 olacak
bi¢imde t € R vardir. Hipotez ve Not 4.1.2 kullanilirsa her m € R igin a[t,uy|mb =
alt,uglmb* = 0 bulunur. Buradan a[t,uy]Rb = a[t,uy]Rb* = (0) elde edilir. R bir *
—asal halka ve a[t, u,] # 0 oldugundan b = 0 dur.

Lemma 4.1.4: R, 2 —torsion free * —asal halka ve U, R halkasinin * —kare kapali
Lie ideali olsun. T *=x T olacak bi¢cimde bir T otomorfizmasi her t € U i¢in [t,T(t)] €
Z(R)vex € UNS,(R) i¢in T(x) # x kosulunu saglyorsa x € Z(R) dir.

Ispat: Her t € U igin [t,T(t)] € Z(R) oldugundan Lemma 4.1.1 den [t,T(¢t)] = 0
dir. x € U N S,(R) icin T(x) # x olsun. [t,T(t)] € Z(R) ifadesinde y € U olmak tiizere t
yerine t + y yazilirsa

[t+y, T+ =[LTOI+[LTODI+ [y, TO]+ [y, T(] € Z(R)

elde edilir. Burada her t € U igin [t,T(t)] = 0 oldugu kullanilirsa her t,y € U igin
[t,TY)]+ [y, T(t)] =0 elde edilir. Bu esitlikte Lie komiitator islemi ozellikleri
kullanildiginda her ¢,y € U igin

[6, T()] = [T(),y] (4.2)

olur. x,y € U igin 2xy € U oldugundan (4.2) ifadesinde t yerine x, y yerine 2xy yazilirsa
her yeU,x e UNnS,(R) i¢in [x,T(2xy)] = [T(x),2xy] elde edilir. Burada T nin
otomorfizma, R halkasinin 2 —torsion free * —asal halka oldugu kullanilip Lie komiitator
islemi oOzellikleri dikkate alinirsa her y € U ve x € UNS,(R) i¢in T(x)[x, T(y)] =
x[T(x),y] elde edilir. Elde edilen bu esitlikte (4.2) numarali esitlik kullanilip diizenleme
yapildiginda her y € U ve x € U N S, (R) igin

(T(x) =)[T(x),y] = 0 (4.3)

27



olur. Burada u € U olmak iizere y yerine 2uy alimirsa
0 = (T(x) —0)[T(x), 2uy]

= (T(x) =0T (x), uy + uy]

= (T(x) =20 ([T (), uy] + [T (x), uy])

= 2((T(x) = )[T(x), uyD)

= 2((T(x) = D)ulT (), y] + (T(x) — x)[T(x),uly)
olur. R halkasmin 2 —torsion free = —asal halka oldugu kullanildiginda her y,u € U ve
x €UNS,(R)icin (T(x) —x)u[T(x),y] + (T(x) — x)[T(x),u]y = 0 elde edilir. Burada
(4.3) numarali esitlik kullanildiginda

(T(x) —x)U[T(x),y] = (0),Vy e U,x € UNS,(R) (4.4)
elde edilir. Boylece T *=* T ve U* = U oldugundan
(T(x) —x)U[T(x),y]" = (0),vy e U,x e UN S,(R) (4.5)

bulunur. (4.4) ve (4.5) esitlikleriyle Lemma 4.1.3 den (x — T(x)) = 0 veya [T(x),y] =0
elde edilir. Buradan T'(x) # x oldugundan her y € U i¢in

[T(x),y]=0 (4.6)

bulunur.

Simdi 0 # uy € S,(R) ve k,r €R almsin. Not 4.1.2 den kruy, € Ru,c U
oldugundan y yerine kru, yazilabilir. Boylece

0 = [T(x), krug] = [T(x), klrug + k[T (x), ruo]

elde edilir. Burada (4.6) esitligi kullanilirsa her k,r € R ve wu, € S,(R) i¢in
[T(x),k]ruy = 0 elde edilir. Boylece [T(x), k]Ruy = (0) elde edilir. Bu esitlikte u, €
S.(R) oldugu dikkate alinip u, = uy* diistniiliirse [T (x), k]Ruy* = (0) esitligine ulasilir.
Dolayisiyla uy # 0 oldugu ve R halkasinin 2 —torsion free * —asal halka oldugu
kullanildiginda her k € R igin [T(x), k] = 0 elde edilir. Buradan [T(x),R] = (0) dur.
Boylece T(x) € Z(R) elde edilir. T(x) € Z(R) iseher r € R i¢in T(x)T(r) = T(r)T(x)

yazilir.T bir otomorfizmasi1 oldugundan T(xr) —T(rx) =T(xr —rx) =0 esitligi
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bulunur. Buradan xr —rx = 0 oldugu goriliir. Dolayisiyla her r € R i¢in xr = rx
bulunur. O halde x € Z(R) elde edilir.

Teorem 4.1.5: R, 2 —torsion free * —asal halka U, R halkasimin bir * —kare kapali
Lie ideali ve 1 # T, T *=xT olacak bigimde her u € U igin [u,T(u)] € Z(R) olan R
halkasinin otomorfizmasi olsun. Eger 0 # u, € S,(R) i¢in Ruy c U ise U c Z(R) dir.

Ispat: Kabul edelim ki [U,U] # (0) ve her x € U igin T(x) = x olsun. Buradan
T([r,x]) = [r, x] yazalir. Bu esitlik incelenirse

T([r,xD) =T@x —xr) =T@)T(x) =T)T() = [T(),T(x)] = [T(r),x]
olur. Boylece her x € U, r € R i¢in

T([r,x]) = [r,x] = [T(r),x] (4.7)
elde edilir. (4.7) de u € U olmak tizere r yerine ru yazilirsa
T([ru,x]) = T(r[u,x] + [r,x]u)
=T(r[u,x]) + T([r, x]u)
=TT ([w,x]) + T([r,x]DT(w)
=T)[u,x] + [r,x]u

olur. Bu ifadede [ru,x] = r[u,x] + [r,x]u olmasi kullanilirsa T(r)[u,x] + [r,x]u =

r{u, x] + [r, x]u bulunur. Buradan her x,u € U, r € R i¢in

T(r)[u,x] = r[u,x] (4.8)
elde edilir. (4.8) ifadesinde z € R olmak tizere r yerine rz yazilirsa T (rz)[u, x| = rz[u, x]
olur ve bu ifade diizenlenirse her r,z € R, u,x € Uicin 0 = T(r)z[u,x] — rz[u,x] =
(T(r) — r)z[u, x] bulunur. Buradan her u,x € U, r € R igin

(T(r) — r)R[u,x] = (0) (4.9)
elde edilir. Buradan u yerine u* ve x yerine x* yazilirsa her r € R, u,x € U igin

(T(r) —r)R[u,x]* = (0) (4.10)

yazilir. R * —asal halka oldugundan (4.9) ve (4.10) esitliklerinden her r € R, u, x € U igin
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T(r) —r = 0 veya [u, x] = 0 bulunur. Boylece [U, U] # (0) oldugu kullanilirsa her r € R
icin T(r) = r elde edilir. Fakat bu sonu¢ T # 1 olmasiyla ¢eliseceginden her u € U igin
T(u) # u dir.

Kabul edelim ki T, U n S, (R) iizerinde birim déniisiim olsun. Ote yandan her x € U
icin x —x", x+x*€UNS,(R) dir. O zaman T(x —x*) =x—x", T(x+x*) =x+
x*olmasi kullanilirsa

Tx—x)4+Tx—x)=@x—-x")+ (x—x")

T((x—x)+(x+x))=x—x"+x+x"
esitlikleri yazilir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa T'(2x) = 2x elde edilir. Buradan
2(T(x) —x) =0 olur. Burada R halkasinin Kkarakteristiginin ikiden farkli olmasi
kullanilirsa T (x) — x = 0 elde edilir. Boylece her x € U igin T(x) = x bulunur Ancak bu
sonug T'(x) # x olmasiyla ¢eligir. O halde T, U N S, (R) lizerinde birim doniisiim degildir.
Bu durumda x € U N S,(R) i¢in T(x) # x oldugu icin Lemma 4.1.4 den x € Z(R) elde
edilir.

Simdi kabul edelim ki y € Z(R) olacak bigcimde 0 # y € U N S,(R) var olsun.
Lemma 4.1.4 den T(y) = y dir. Ustelik her x € U igin 2xy € U olacagindan T'(2xy) =
2xy dir. T bir otomorfizma oldugu i¢in 0 = 2T (xy) — 2xy = 2(T(xy) — xy) yazilr.
Burada R halkasimin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa T'(xy) —xy = 0
elde edilir. Buradan 0 = T(x)y —xy = (T(x) — x)y bulunur. Bulunan esitlik soldan
r € R ile carpilirsa 0 = 7(T(x) — x)y elde edilir. Ote yandan x € Z(R) ise T(x) € Z(R)
dir. T(x) € Z(R) ise her r € R igin (T (x) — x)ry = 0 olur. Buradan her x € U, r € R igin

(T(x) —x)Ry = (0) (4.11)
bulunur. y* = y oldugundan (4.11) ifadesinden

(T(x) —x)Ry" = (0) (4.12)
olur. R * —asal halka oldugundan (4.11) ve (4.12) ifadelerinden T(x) = x veya y = 0 elde
edilir. Bu durum T(x) # x ve y # 0 olmasiyla ¢elisir. O halde her y € U n S,(R) igin

y € Z(R) dir. O halde U n S.(R) < Z(R) elde edilir. Ustelik her x € U i¢in x — x*, x +
x*UNS,(R) dir. Buradan x —x" +x+x* =2x € Z(R) olur. Eger 2x € Z(R) ve
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karakteristik ikiden farkli oldugundan Uyar: 2.28 den her x € U i¢in x € Z(R) bulunur. O
halde U c Z(R) elde edilir.

Teorem 4.1.6: R, 2 —torsion free = —asal halka, 0 # J, R halkasiin bir = —ideali ve
1+ T, T *=+T olacak bigimde her x €] i¢in [x,T(x)] € Z(R) olan R halkasinin
otomorfizmasi ise R halkasi degismelidir.

Ispat: J = —ideal ise her a € J i¢in a? € J dir. Ayrica J = —ideal ise ayn1 zamanda
* —Lie idealdir. O halde J * —kare kapali Lic idealdir. Ayn1 zamanda her a € /] igin
Ra c ] dir. Ayrica a €] i¢in a —a* ve a + a*, S,(R) nin elemanlaridir. Dolayisiyla
R(a—a*) c J ve R(a + a*) c J oldugundan Teorem 4.1.5 ten ] ¢ Z(R) dir. Bu durumda
her x € J i¢in ] € Z(R) oldugundan x € Z(R) olur.

Kabul edelim ki ki her x € J i¢in x? = 0 olsun. x yerine (x* + x) yazilirsa (x* +
x) € Z(R) ve (x* + x)? = 0 elde edilir. Buradan (x* + x)(x* + x) = 0 dir. r € R olmak
tizere son bulunan esitlik soldan r ile ¢arpildiginda r(x* + x)(x* + x) = 0 elde edilir. Bu
esitlikte (x*+x) € Z(R) olmast kullanilirsa (x* + x)r(x* +x) = 0 olur. Boylece
her x € J i¢in yapilabileceginden (x* + x)R(x* + x) = (0) elde edilir. Burada (x* + x) €
S.(R) olmasi kullanilirsa her x € J igin

(x*+x)R(x* +x)" = (0)
elde edilir. Bu durumda R * —asal halka oldugundan x* + x = 0 dir. Buradan x* = —x dir.
Bulunan bu esitlikte x? = 0 olmas1 kullanilirsa xx* = 0 elde edilir. Bu esitlik s € R olmak
tizere soldan s ile ¢arpilip x € Z(R) oldugu kullanilirsa xsx™ = 0 bulunur. Dolayisiyla her
x € J i¢in xRx™ = (0) dir. Buradan x = 0 elde edilir. Her x € J i¢in x = 0 olmas1 J = (0)
anlamina gelmektedir. / * —idealinin sifirdan farkli olmasiyla gelisir. O halde kabuliimiiz
yanlistir. Yani her x € J icin x? # 0 olmaldir.

Simdi k,l € R olmak iizere x? soldan kl ile ¢arpilip her x € J i¢in x € Z(R) oldugu
kullanilirsa

x%kl = x(xk)l = x(kx)l = (xk)(x1) = (kx)(x1) = (x1) (kx) = x(lk)x = x*1k
esitlikleri elde edilir. Yani x? € Z(R) dir. Buradan her k, [ € R i¢in x2[k,[] = 0 dir. Keyfi
m € R icin son bulunan ifade soldan m ile garpilip x? € Z(R) oldugu kullamldiginda
x%*mlk, ] = 0 dir. Dolayisiyla
x%R[k, 1] = (0)
elde edilir. R halkas1 * —asal halka oldugundan k*,[* € R dir. Boylece involiisyon ve Lie

komiitator islemi 6zellikleri kullamlirsa x%R[k, []* = (0) elde edilir. R halkasi * —asal
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halka ve x? # 0 oldugundan her k,l € R icin [k,1] =0 dir. Dolayisiyla R halkasi
degismelidir.

Lemma 4.1.7: R, 2 —torsion free * —asal halka ve I, R halkasmin sifirdan farkli bir
+ —ideali olsun. O zaman a,b € R igin alb = alb® = (0) isea = 0 veya b = 0 dur.

Ispat: a,b € R igin alb = alb* = (0) ve a # 0 olsun. Kabul edelim ki her x €
I i¢in ax = 0 olsun. Bu durumda I * —ideal oldugundan her r € R igin rx € I dir. O halde
x yerine rx yazilirsa arx = 0 olur. Buradan aRx = aRx™ = (0) esitlikleri elde edilir.
R * —asal halka oldugundan a = 0 veya her x €[ i¢in x = 0 dir. Ancak bu durum I
sifirdan farkli bir * —ideal oldugundan ¢eliskiye sebep olur. O halde a # 0 olmak iizere
x €1 icin ax # 0 olacak bigimde bir x € I vardir. Ustelik IR c I oldugundan ve
hipotezden alRb = alRb* = (0) dir. Ozel olarak x € I i¢in axRb = axRb* = (0) olur.
Boylece R * —asal halka ve ax # 0 oldugundan b = 0 elde edilir.

Uyan 4.1.8: R, * —asal halka ve I, R halkasimin sifirdan farkli bir * —ideali olsun.
Egerher t € I,r € R i¢in [t,r] = 0 ise R halkasi degismelidir.

Ispat: I bir * —ideal oldugundan her t €,k €R igin tk €I dir. O zaman
hipotezden [tk,r] = 0 olur. Lie komiitator islemi 6zelliginden [tk,r] = t[k,r] + [t,r]k =
0 elde edilir. Bu denklemde [t,r] = 0 olmasi kullanilirsa her t € I, k,r € R igin t[k,r] =
0 olur. Dolayisiyla I[k,r] = (0) dir. Her m € [ i¢in mlI[k,r] = m*I[k,r] = (0) dir. I *
—ideali sifirdan farkli oldugundan ve Lemma 4.1.7 den her k,r € R igin [k,r] = 0 dir. O
halde R halkasi degismelidir.

Teorem 4.1.9: R, 2 —torsion free * —asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir *
—ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun. r € S, (R) olmak tizere her x € I
icin [d(x),r] = 0 ise r € Z(R) dir. Ustelik d(I) c Z(R) ise R halkasi degismelidir.

Ispat: Kabul edelim ki r € S,(R) olmak iizere her x € I igin [d(x),r] = 0 olsun.
I * —ideal oldugundan her a, b € I i¢in ab € I dir. Dolayisiyla hipotezden

0 = [d(ab),T]
= [d(a)b + ad(b),r]
=d(a)[b,r] + [d(a),r]b + a[d(b),r] + d(b)[a,r]
olur. Bu denklemde r € S, (R) olmak iizere her x € I igin [d(x),r] = 0 oldugu kullanilirsa

her a,b € I i¢in

d(a)[b,r] + [a,r]d(b) =0 (4.13)
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esitligine ulasilir. (4.13) esitliginde b yerine br alinirsa
d(a)[br,r] + [a,r]d(br) = d(a)b[r,r] + [a,r]bd(r) + d(a)[b,r]r + [a,r]d(b)r
olur. Bu denklemde (4.13) esitligi ile Lie komiitator islemi 6zellikleri kullanilirsa her

a,b € I i¢in [a, r]bd(r) = 0 elde edilir. Dolayisiyla her a € I i¢in

[a,r]Id(r) = (0) (4.14)
olur. Ayrica I * —ideal oldugundan (4.14) esitliginde a yerine a* alinip r € S,(R) oldugu

kullanilirsa her a € I igin
[a,7]"1d(r) = (0) (4.15)

olur. Boylece Lemma 4.1.7 den her a € I igin [a,7] = 0 veya d(r) = 0 dur.

Kabul edelim ki her a € I i¢in [a,r] = 0 olsun. O halde t € R olmak iizere [ta,r] =
tla,r] + [t,r]a = 0 olur. Elde edilen bu son denklemde [a,r] = 0 olmasi kullanilirsa her
t €R,a €1 igin [t,r]a = 0 olur. Buradan her t € R igin [t,r]I = (0) elde edilir. Boylece
her b € I i¢in [t,r]Ib = (0) ve [t,r]Ib* = (0) esitlikleri elde edilir. I * —idealinin sifirdan
farkli oldugu ve Lemma 4.1.7 den her t € R igin [t,r] = 0 dir.Yani r € Z(R) dir.

Simdi de kabul edelim ki d(r) = 0 olsun. Hipotez ve d(r) = 0 olmas: kullanilirsa

her a € I i¢in
d([a,7]) = [d(a),r] + [a,d(r)] =0 (4.16)

olur. Obiir yandan (4.13) esitliginde ¢ € I olmak iizere b yerine bc yazilirsa d(a)[bc,r] +
[a,r]d(bc) = d(a)b[c,r] + d(a)[b,r]c + [a,r]d(b)c + [a,r]bd(c) = 0 olur. Son elde
edilen bu denklemle beraber (4.13) esitligi kullanilirsa her a,b € I igin d(a)b[c,r] +
[a,r]bd(c) = 0 olur. Burada c yerine [c,r] yazilirsa d(a)b[[c, r],r] + [a,r]bd([c,r]) =
0 olur. Elde edilen bu denklem ile birlikte (4.16) esitligi kullanilirsa her a, b, c € I igin
d(a)b|[c,],7] = 0 olur. Yani her a, ¢ € I igin

d(a)I[[c, r],r] = (0) 4.17)

elde edilir. (4.17) esitliginde c¢ yerine c* yazilip r € S,(R) oldugu kullanilirsa her a,c € I

i¢cin
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d(a)I[[c,r],r]* = (0) (4.18)

olur. Boylece 4.17 ve 4.18 esitlikleri ile Lemma 4.1.7 den her a € I igin d(a) = 0 veya her
¢ €1 igin [[c, r],r] = 0 dir. Eger her a € I igin d(a) = 0 ise Uyar1 2.49 dan d = 0 olur,
Fakat d # 0 oldugu i¢in bu durum celiskiye sebep olur. O halde her ¢ € I i¢in [[c, r], r] =
0 dir. Burada c yerine ca yazilirsa
0= [[ca, r],r]

= [cla, 7], 7] + [[c, rla, r]

= c[[a, r],r] + [c,r]la,r] + [c,r][a,r] + [[c, r],r]a
dir. Elde edilen bu son denklemde her c¢ € I i¢in [[c, r],r] =0 olmasi kullanilirsa
2[c,r]la,r] = 0 elde edilir. R halkast 2 —torsion free oldugundan her a,c €1 igin
[c,r][a,r] = 0 bulunur. Burada t € R olmak iizere c yerine tc yazilirsa

0 = [tc,r]la,r] = [t,r]cla,r] + tlc,r][a,r]

dir. Burada [c, r][a,r] = 0 olmasi kullanilirsa her a,c € I,t € R i¢in [t,r]c[a,r] = 0 olur.

Bu durumda hera € I,t € R i¢in
[t,r]I[a,7] = (0) (4.19)

elde edilir. (4.19) esitliginde a yerine a* yazilip r € S,(R) olmast kullanilirsa her a €
I,t € R i¢in

[t,r]I[a,r]* = (0) (4.20)

olur. Béylece Lemma 4.1.7 den her t € R igin [t,r] = 0 veya her a € I i¢in [a,r] = 0 dur.
Eger her t € R igin [t,r] = 0 ise r € Z(R) dir. Eger her a € I igin [a,7] = 0 ise t € R igin
[ta,r] = tla,r] + [t,r]a = 0 olur. Burada [a,r] = 0 olmas1 kullanilirsa her k € R,a € I
icin [t,r]a = 0 bulunur. O halde her k € R i¢in [k,r]I = (0) elde edilir. Boylece Lemma
4.1.7den her k € R igin [k,r] = 0 dir. Buise r € Z(R) olur.

Simdi de kabul edelim ki d(I) € Z(R) olsun. r € R olmak iizere r € S,(R) ise
hipotezden her x €1 igin [d(x),r] =0 dir. Buradan r € Z(R) bulunur. Dolayisiyla
S.(R) c Z(R) dir. Ustelik her r € R i¢in r + 7*, r —r* € S,(R) oldugundan r + r*, r —
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r* € Z(R) dir. Z(R), R halkasmnin bir althalkas1 oldugundan 2r € Z(R) olur. Uyar: 2.28
den r € Z(R) dir. Yani R halkas1 degismelidir.

Teorem 4.1.10: R, 2 —torsion free * —asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkli bir
tiirevi ve a € S,(R) olsun. Eger d([R,a]) = 0 ise a € Z(R) dir. Ustelik her x,y € R igin
d([x,y]) = 0 ise R halkasi degismelidir.

Ispat: d([R,a]) =0 olsun. O zaman her r € R igin d([r,a]) = [d(r),a] +
[r,d(a)] = 0 dir. Kabul edelim ki d(a) = 0 olsun. O halde her r € R i¢in [d(r),a] = 0
olur. Burada a € S,(R) oldugundan Teorem 4.1.9 dan a € Z(R) dir.

Simdi de kabul edelim ki d(a) # 0 olsun. Hipotez ve tiirev tanimi kullanilirsa

0 =d([ar,a]) = d(alr,a]) + d([a,a]r) = d(a)[r,a] + ad([r,a])
bulunur. Burada d([r, a]) = 0 olmasi kullanilirsa her » € R i¢in d(a)[r,a] = 0 olur. Elde
edilen bu son denklemde t € R olmak tizere r yerine rt alinirsa
0 =d(a)[rt,a] = d(a)r[t,a] + d(a)[r,a]t
elde edilir. Burada d(a)[r,a] = 0 olmas: kullanilirsa her r,t € R i¢in d(a)r[t,a] =0
bulunur. O halde her t € R i¢in

d(a)R[t,a] = (0) (4.21)

elde edilir. Ustelik R * —asal halka oldugundan (4.21) esitliginde t yerine t* ve a € S,(R)

oldugu kullanilirsa her t € R igin

d(Q)R[t,a]* = (0) (4.22)

bulunur. R * —asal halka oldugundan d(a) = 0 veya her t € R i¢in [t,a] = 0 dir. d(a) #
0 oldugundan O halde her t € R i¢in [t,a] = 0 olur. Yani a € Z(R) dir.

Kabul edelim ki her x,y € R i¢in d([x,y]) = 0 dir. y € S,(R) ise hipotezden her
x € R i¢in d([x,y]) = 0 dir. O halde edilen sonugtan y € Z(R) bulunur. Yani S,(R) c
Z(R) dir. Ustelik her y € R i¢in y + y*, y —y* € S,(R) oldugundan y + y*, y —y* €
Z(R) dir. Z(R),R halkasinin bir althalkas1 oldugundan 2y € Z(R) dir. Uyar: 2.28 den
y € Z(R) dir. O halde R halkas1 degismelidir.

4.2 + —Asal Halkalarda Tiirevler ve Degismelilik

Bu boliimde L. Oukhtite ve S.Salhi’nin 2006a yilinda yaptiklar: “* —Asal Halkalarda

Tirevler ve Degismelilik” adl1 ¢alisma incelenmistir.
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Lemma 4.2.1: R bir * —asal halka, I, R halkasmin sifirdan farkli bir * —ideali ve d, R
halkasinin # ile degismeli olan sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Her x € I igin [x, R]Id(x) =
(0) ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Her x € I icin [x, R]Id(x) = (0) olsun. I * —ideal oldugundan her x € I igin
x* €1 dir. O halde x —x* € I olur. Buradan x —x* =t denilip gerekli diizenlemeler
yapilirsa t* = —t elde edilir. Dolayisiyla t € I N S,(R) dir. Hipotezden her r € R i¢in
[t,r]Id(t) = (0) olur. Burada t vyerine t* yazilip t € S,(R) oldugu kullanilirsa
[t,r]"Id(t) = (0) elde edilir. Lemma 4.1.7 den her r € Ri¢in [t,r] = 0 veya d(t) =0
dir.

Kabul edelim ki d(t) = 0 olsun. Bu durumda d(x — x*) = 0 olur. d, R halkasinin *
ile degismeli olan tirevi oldugundan d(x) =d(x*) = d(x)* elde edilir. O halde
hipotezden [x, R]Id(x) = [x,R]I d(x)* = (0) olur. Burada R halkasmnin bir * —asal halka
olmasi kullanilirsa her x € I igin [x, R] = (0) veya d(x) = 0 bulunur.

Diger taraftan kabul edelim ki her r € R i¢in [t,r] = 0 olsun. Dolayisiyla her r €
Ri¢in [x,r] = [x,r]* dir. Bu esitlik hipotez ve son elde edilen ifade kullanilarak
diizenlenirse

[x,R]Id(x) = [x,R]*Id(x) = (0)
elde edilir. Burada R halkasinin bir * —asal halka olmasi kullanilirsa her x € I igin
[x,R] = (0) veya d(x) = 0 olur.
Dolayisiyla her x € [ igin
[x,R] = (0) veyad(x) =0
elde edilir.

Simdi A={x€lld(x)=0} ve B={xe€ellx€Z(R)} kimelerini
tanimlayallm. A ve B, I nin altgruplaridir ve I = AU B dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan [ = A veya I = B dir.

Kabul edelim ki I = A olsun. O halde her x € I igin d(x) = 0 dir. Burada Uyari
2.49 dan d = 0 bulunur. Ancak bu sonug d tiirevinin sifirdan farkli olmasiyla gelisir. O
halde I = B dir.

Bu durumda her x € I i¢in x € Z(R) olur. Her r,s € R olmak {izere her x € I igin
x € Z(R) oldugu kullanilirsa rsx = rxs = xrs = sxr = srx bulunur. Burada Lie
komiitator islemi Ozellikleri kullanilirsa her x € I i¢in [r,s]x = (0) saglanir. O halde
[r,s]I = (0) olur. Bu esitlik m € R olmak iizere sagdan m ile garpilirsa [r,s]Im = (0)

bulunur. Burada m yerine m* yazilirsa [r,s]Im* = (0) elde edilir. Son elde edilen iki
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esitlik birlikte diistiniiliip Lemma 4.1.7 kullanilirsa her r,s,m € R i¢in [r,s] = (0) veya
m = 0 dir. Her m € R igin m = 0 olmasi R = (0) anlamina gelmektedir. Ancak bu sonug
celiskiye sebep olur. Dolayisiyla her r,s € R igin [r,s] =0 dir. Yani R halkasi
degismelidir.

Lemma 4.2.2: R bir * —asal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali ve
d, R halkasimnin * ile degismeli olan sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Her x € I igin
[d(x),x] = 0 ise R halkasi degismelidir.

Ispat: Hipotezde x,y € I icin x yerine x + y elemam yazilirsa [d(x + y),x + y] =
0 olur. Burada tiirev tanimi ve Lie komiitator ozellikleri kullanilip, her x € I igin

[d(x),x] = 0 oldugu kullanilirsa her x, y € I igin

[d(x), y] + [d(y),x] =0 (4.23)

elde edilir. (4.23) esitliginde y yerine yx yazilirsa
0 = [d(x),y]x + y[d(x),x] + d(¥)[x, x] + [d(¥), x]x + y[d(x), x] + [y, x]d(x)

olur. Bu denklemde (4.23) esitligi ve her x € I i¢in [d(x),x] = 0 oldugu kullanilirsa her
x,y € I i¢in [y, x]d(x) = 0 elde edilir. Burada r € R olmak tizere y yerine ry yazilip her
x,y €1 igin[y,x]d(x) =0 oldugu kullanilirsa her x,y €l ve her r€R igin
[x,7]yd(x) = 0 elde edilir. Buradan her y € I i¢in

[x, r]Id(x) = (0)
olur. O halde Lemma 4.2.1 den R halkasi degismelidir.

Lemma 4.2.3: R halkas1 karakteristigi ikiden farkli olan bir * —asal halka, I,R
halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali ve d, R halkasinin * ile degismeli olan sifirdan farkli
bir tiirevi olsun. Eger d?(I) = 0 ise d = 0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki d?(1) =0 olsun. Her x,y €I igin xy € I oldugundan
hipotezden d?(xy) = 0 olur. Bu ise d(d(xy)) = 0 demektir. Buradan tiirev tanim1 ve her
x € I i¢in d?(x) = 0 olmas1 kullanilirsa her x,y € I i¢in 2d(x)d(y) = 0 elde edilir. Bu

esitlikte R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her x, y € I i¢in
dx)d(y) =0 (4.24)
olur. (4.24) esitliginde k € I olmak iizere x yerine xk yazilirsa

0 =d(xk)d(y) = d(x)kd(y) + xd(k)d(y)
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elde edilir. Burada (4.24) esitligi kullanilirsa her x,y,k € I i¢in d(x)kd(y) = 0 olur.
Dolayisiyla her x,y € I igin

d(oId(y) = (0) (4.25)

elde edilir. Ustelik I * —ideal oldugundan her y € I igin. (4.25) esitliginde y yerine y*

yazilirsa ve d tiirevinin * ile degismeli olmasi kullanilirsa her x,y € I igin

d(x)Id*(y) = (0) (4.26)

elde edilir. Buradan (4.25) ve (4.26) esitlikleri kullanilirsa Lemma 4.1.7 den her x,y € I
icin d(I) = 0 olur. Uyar: 2.47 den d = 0 dir.

Lemma 4.2.4: R bir = —asal halka, I,R halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali,
d, ve d;, R halkasmin * ile degismeli olan tiirevleri olsun. d,(/) < I ve d{d,(I) = 0 ise
d, =0veyad, = 0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki d,(I) c I ve d,;d,(I) = 0 olsun. Her u,v € I igin uv € I
oldugundan. hipotezde u yerine uv yazilirsa d,d,(uv) = 0 olur. Bu esitlikte tiirev tanim1

kullanilirsa her u, v € [ igin

di(dz(W)v + dp(W)d; (v) + dy(w)dy(v) + ud;(dx(v)) = 0 (4.27)

elde edilir. (4.27) esitliginde d;d,(I) =0 olmasi kullanilirsa her wu,v €1 igin
d,(w)d,(v) + d,(u)d;(v) = 0 olur. d,(I) c I oldugundan son elde edilen denklemde u

yerine d,(u) alinirsa

0 =d,(d,(wW)d,(v) + dyi(dr(w)d,(v)
olur. Burada yine d,d,(I) = 0 olmasi kullanilirsa her u, v € I igin

d;(wd;(v) =0 (4.28)
esitligi elde edilir (4.28) esitliginde w € R olmak tizere v Yyerine vw yazilirsa
d?(u)d,(vw) =0 bulunur. Bu durumda her w,v,we€l icin d3(w)vd,(w)+

d?(u)d,(v)w = 0 elde edilir. Son elde edilen denklemde (4.28) esitligi kullanilirsa her

u,v,w € I icin d%(u)vd,(w) = 0 olur. Bu durumda her u,w € I i¢in
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ds(wld,(w) = (0) (4.29)

elde edilir. O halde (4.29) esitliginde w yerine w* yazilip, d tiirevinin * ile degismeli

olmasi kullanilirsa her u,w € I igin

d3wld;(w) = (0) (4.30)

olur. Burada (4.29) ve (4.30) esitlikleri birlikte diisiiniiliirse ve Lemma 4.1.7 kullanilirsa
her u € I i¢in d5(u) = 0 veya her w € I i¢in d;(w) = 0 elde edilir. Eger her w € I i¢in
d,(w) = 0 ise Uyar: 2.49 dan d; = 0 elde edilir. Eger u € I igin d3(u) = 0 ise Lemma
4.2.3ten d, = 0 bulunur.

Lemma 4.2.5: R bir * —asal halka, I, R halkasmin sifirdan farkli bir * —ideali ve d, R
halkasinin * ile degismeli olan sifirdan farkli bir tiirevi olsun. a € I N S,.(R) igin
[d(I),a] € Z(R) ise a € Z(R) dir.

Ispat: a €I NS,(R) i¢in [d(I),a] c Z(R) olsun. Buradan a? € I olmak iizere
hipotezden [d(a?), a] € Z(R) olur. Bu durumda

[d(a?),a] = [d(a),ala + d(a)[a,a] + a[d(a),a] + [a,a]ld(a) € Z(R)
elde edilir. Bu esitlikte hipotez ve R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi
kullanilirsa a[d(a), a] € Z(R) elde edilir. O halde her r € R igin [a[d(a),a], r] = 0 dir.
Bu denklemde hipotez kullanilirsa [a, r][d(a), a] = 0 elde edilir. Burada [d(a), a] € Z(R)

olmasi kullanilirsa her r € R i¢in

[a,7]R[d(a), a] = (0) (4.31)

bulunur. Ustelik R * —asal halka oldugundan her r € R igin (4.31) esitliginde r yerine r*

yazilirsa a € S,(R) ve d nin « ile degismeli olmasi kullanilarak her r € R igin

[a,7]"R[d(a),a] = (0) (4.32)

elde edilir. R * —asal halka oldugundan (4.31) ve (4.32) esitliklerinden her r € R igin
[a,7] = 0 veya [d(a),a] = 0 elde edilir.
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Eger her r € R i¢in [a,r] =0 ise a € Z(R) olur. Yani ispat tamamlanir. Kabul
edelim ki [d(a),a] = 0 olsun. Her b € I icin hipotezden [d([a, b]),a] = [[a,d(b)],a] +
[[d(a), b, a] € Z(R) elde edilir. Buradan her b € I igin

[[d(a),b],a] € Z(R) (4.33)

olur. (4.33) esitliginde b yerine ab yazilirsa [[d(a),ab],a] € Z(R) bulunur. Buradan

[d(a),a] = 0 olmasi ve hipotez kullanilirsa her b € I i¢in a[[d(a), b],a] € Z(R) elde
edilir. O halde her r € R igin

0 = [a[[d(a), b],a] ,7] = [a,7][[d(a), b], a] + a [[[d(a), b, ], 7]
dir. Elde edilen bu son denklemde (4.33) esitligi kullanilirsa her r € R,b € I igin
[a,7][[d(a), b], a] = 0 bulunur. Béylece (4.33) esitliginden her v € R, b € I igin

[a, 7]R[[d(a), b], a] = (0) (4.34)

olur. Ustelik R = —asal halka oldugundan her r € R igin (4.34) esitliginde r yerine r*

yazilip, a € S,(R) ve d tiirevinin * ile degismeli olmasi1 kullanilirsa
[a, 7]"R[[d(a), b],a] = (0) (4.35)

olur. O zaman R * —asal halka oldugundan (4.34) ve (4.35) esitliklerinden her r € R i¢in
[a,7] = 0 veya her b € I i¢in [[d(a), b], a] = 0 dir.

Eger her r € R i¢in [a,r] = 0 ise ispat tamamlanir. Kabul edelim ki her b € I igin
[[d(a), b], a] = 0 olsun. Bu durumda Jacobi 6zdesligi kullanilirsa her b € I igin

[[d(a),b],a] + [[b,a],d(a)] + [[a,d(a)],b] =0
olur. Boylece [[d(a), b], a] = 0 kullanilirsa
[[b, al, d(a)] =0

elde edilir. O halde d,, her b € I igin d,(b) = [b, a] bigiminde a ile belirli i¢ tiirev olmak
iizere [[b, a], d(a)] = (dgwyda)(b) = 0 dir. Ustelik I * —ideal oldugundan d,(I) c I dir
ve d, ile dgq) * ile degismelidir. O halde Lemma 4.2.4 ten d, = 0 veya dy(q) = 0 olur.
Egerd, = 0 ise a € Z(R) dir.
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Kabul edelim ki d 44y = 0 olsun. O zaman d(a) € Z(R) olur. Buradan her b € I igin
ab € I ile hipotezden [d(ab), a] € Z(R) elde edilir. Bu durumda her b € I igin
[d(ab),a] = [d(a),a]b + d(a)[b,a] + a[d(b),a] + [a,a]ld(b) € Z(R)
dir. Bu ifadede d(a)[b,a] + a[d(b),a] € Z(R) olmasi kullanilirsa her b €1 igin
[d(a)[b,a] + a[d(b),a],a] = 0 olur. Burada d(a) € Z(R) olmas1 ve hipotez kullanilirsa
her b € I igin

d(a)[[b,a],a] =0 (4.36)
bulunur. (4.36) esitliginde d(a) € Z(R) oldugundan

d(a)R[[b, al,a] = (0) (4.37)
esitligine ulasilir. Burada a € S,(R) ve d nin * ile degismeli olmas1 kullanilirsa her b € [

i¢cin
d*(a)R[[b,al,a] = (0) (4.38)

bulunur. (4.37) ile (4.38) esitlikleri ve R * —asal halka olmasi kullanilirsa d(a) = 0 veya
her b € I igin [[b, a], a] = 0 olur.

Kabul edelim ki her b €1 igin [[b,a],a] =0 olsun. Bu durumda [[b,al,a] =
d%(b) = 0 oldugundan Lemma 4.2.3 ten d, = 0 elde edilir. Buradan a € Z(R) dir.

Simdi de kabul edelim ki d(a) = 0 olsun. Hipotezden her b € I igin [d(ab),a] €
Z(R) dir. Bu ifadede d(a) = 0 olmasi kullanilirsa a[d(b),a] € Z(R) elde edilir. Buradan
her r € R igin [a[d(b),a],r] = 0 olur. Bu son esitlikle hipotez kullanilirsa her b € I,r €

R i¢in
[a,7][d(b),a] =0 (4.39)
elde edilir. (4.39) esitligi ile hipotezden her b € I,r € R igin

[a, r]R[d (D), a] = (0) (4.40)
olur. (4.40) esitliginde r yerine r* yazilip, a € S,(R) Vve d tiirevinin * ile degismeli olmasi

kullanilirsa her b € I, € R i¢in
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[a,7]*R[d(b),a] = (0) (4.41)

esitligine ulasilir. Boylece (4.40) ile (4.41) esitlikleri ve R * —asal halka oldugundan her
r € R i¢in [a,r] = 0 veya her b € I i¢in [d(b),a] = 0 dir. Her r € R i¢in [a,7] = 0 ise
a € Z(R) dir.

Kabul edelim ki her b € I i¢in [d(b), a] = 0 olsun. Bu durumda c € I olmak lizere b
yerine b[c, a] yazilirsa

0 = [d(b[c,al), a]
= d(b)[[c,al, a] + b[([d(c),a] + [c,d(@)]),a] + [b,al([d(c), a] + [, d(a)])
olur. Burada her b€l igin [d(b),al] =0 olmast kullanilirsa her b,c € i¢in
d(b)[[c, al, a] = 0 bulunur. Buradan k € I olmak tizere b yerine bk yazilirsa
d(b)k|[c,al, a] + bd(K)[[c,al,a] =0

elde edilir. Bu denklemde her b, ¢ € I igin d(b)[[c, al, a] = 0 olmasi kullanilirsa her k € [

icin d(b)k[[c, al, a] = 0 olur. Yani her b, c € I igin

d(b)I|[[c, al,a] = (0) (4.42)

olur. Ustelik I x —ideal oldugundan b € I icin b yerine b* yazilip, d nin * ile degismeli

olmasi kullanilirsa her b, ¢ € I igin
d(b)*I[[c,al, a] = (0) (4.43)

bulunur. Boylece I * —ideal oldugundan (4.42) ve (4.43) esitlikleri beraber kullanilirsa
Lemma 4.1.7 den her b € I igin d(b) = 0 veya her ¢ € [ igin [[c, al, a] = 0 olur.

Kabul edelim ki her b € I i¢in d(b) = 0 olsun. Bu durumda Uyar: 2.47 den d = 0
dir. Ancak bu sonug¢ d # 0 olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla her ¢ € I igin [[c, al, a] = 0 dir.
Buradan her ¢ € I icin [[c,a], a] = d2(c) = 0 olur. Béylece d = 0 dir. O halde Lemma
4.2.3dend, = 0olur. Yani a € Z(R) dir.

Teorem 4.2.6: R karakteristigi ikiden farkli bir * —asal halka, I, R halkasinin
sifirdan farkli bir * —ideali ve d, R halkasinin * ile degismeli olan sifirdan farkl bir tiirevi

olsun. Her x € I i¢in [d(x), x] € Z(R) ise R halkasi degismelidir.
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Ispat: Her x €1 icin [d(x),x] € Z(R) olsun. Her x,y €I ig¢in x+y €l
oldugundan hipotezden [d(x +y),x +y] € Z(R) olur. Bu ifadede her x €I igin
[d(x),x] € Z(R) olmas1 kullanilirsa her x,y € I i¢in [d(x),y] + [d(y),x] € Z(R) elde
edilir. Son elde edilen ifadede y yerine x? yazilip hipotez kullanilirsa her x € I igin
2x[d(x),x] € Z(R) olur. Boylece R halkasinin Kkarakteristiginin ikiden farkli olmasi
kullanilirsa Bu durumda her r € R igin

[x[d(x),x],r] =0
dir. Buradan her r € R, x € I i¢in [r,x][d(x),x] = 0 elde edilir. Elde edilen bu son
denklemde r yerine d(x) yazilirsa [d(x),x]? =0 olur. Bu durumda her x € I igin
[d(x),x] € Z(R) olmasi kullanilirsa

[d(x), x]R[d(x), x] = (0) (4.44)

elde edilir. (4.44) esitligi sagdan [d(x), x]" ile ¢arpilirsa

[d(x), x]R[d(x), x][d(x),x]" = (0) (4.45)

esitligi elde edilir. O zaman R * —asal halka oldugundan her x € I i¢in [d(x),x] = 0 veya
[d(x), x][d(x),x]* = 0 dir.

Kabul edelim ki her x €I i¢in [d(x),x][d(x),x]* =0 olsun. Bu durumda
[d(x), x] € Z(R) olmasi kullanilirsa

[d(x), x]R[d(x),x]" = (0) (4.46)

elde edilir. Boylece R * —asal halka oldugundan (4.44) ve (4.46) esitliklerinden her x € I
icin [d(x), x] = 0 bulunur. O halde Lemma 4.2.2 den R halkasi1 degismelidir.

Teorem 4.2.7: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir x —asal halka ve I, R halkasinin
sifirdan farkli bir * —ideali olsun. d; ile d,, R halkasinin * ile degismeli olan tiirevleri ve
her x € I i¢in d;(x)x — xd,(x) € Z(R) olmak iizere, eger d, sifirdan farkli ise R halkasi
degismelidir.

Ispat: d, sifirdan farkli olsun. I bir * —ideal oldugundan her x € I i¢in d;(x)x —
xd,(x) € I dir. Bu durumda hipotezden her x € I igin d;(x)x — xd,(x) € I n Z(R) elde
edilir.
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Kabul edelim ki I n Z(R) = (0) olsun. O halde her x € I i¢in d; (x)x = xd,(x) dur.
Elde edilen bu son denklemde y € I olmak iizere x yerine x +y yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa her x,y € [ igin

di(x)y + di(¥)x = xd,(y) + yd,(x) (4.47)

bulunur. (4.47) esitliginde y yerine yx yazilirsa

d;()yx + d; (yx)x = xd,(yx) + yxd,(x)
olur. Elde edilen bu son denklemde (4.47) esitligi ve d,(x)x = xd,(x) olmasi kullanilirsa
her x,y € I i¢in [x, yd,(x)] = 0 bulunur. Bu denklemde r € R olmak {izere y yerine ry
yazilip, her x,y € I igin [x, yd,(x)] = 0 olmasi kullanilirsa her x € I igin [x, R]Id,(x) =
(0) elde edilir. O halde Lemma 4.2.1 den R halkasi degismelidir.

Simdi de kabul edelim ki I N Z(R) # (0) olsun. O halde 0 # ¢ € I N Z(R) vardir.
Ustelik ¢ € I N Z(R) igin ¢c* € I N Z(R) dir. ¢c* # c ise t = ¢ — ¢* olmak {izere t # 0 dir
ve t*=—t dir. ¢c* # —c ise t =c+ c¢" olmak tizere t # 0 dir ve t* =t dir. O halde
0#c€elINZ(R) igin ¢c* =c veya c¢* = —c dir. Ayrica her x,y € I i¢in hipotezde x
yerine x + y yazilirsa

di(0)y + di(y)x — xd,(y) — yda(x) € Z(R)
olur. Bu son denklemde y yerine ¢ yazilip, ¢ € Z(R) i¢in Uyart 2.37 den d;(c),d,(c) €

Z(R) olmas1 kullanilirsa her x € I i¢in

c(dy(0) = dy(0) + (d1(0) = dz())x € Z(R) (4.48)

olur. Ayrica her x,y €1 igin dy(x)y + d,(y)x — xd,(y) — yd,(x) € Z(R) ifadesinde y

yerine ¢? yazilir ve diizenlenirse her x € I igin
d,(x)c? + 2cd,(c)x — 2xcd,(c) — c?d,(x) € Z(R) (4.49)
bulunur. (4.48) esitligi sol taraftan c ile ¢arpilirsa her x € I igin

c2(dy(x) —dy (%)) + c(dy(c) — dy(c))x € Z(R) (4.50)
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ifadesi elde edilir. (4.49) ve (4.50) ifadeleri taraf tarafa c¢ikarilip R halkasinin

karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her x € I igin
c(d1(c) — dy(c))x € Z(R) (4.51)

olur. Dolayisiyla her r € R igin [c(dl(c) — dz(c))x, r] = 0 dir. Bu esitlikte ¢ € Z(R) i¢gin
Uyari 2.37 den d,(c), d,(c) € Z(R) olmasi kullanilirsa

c(dl(c) — dz(c))[x, r]=0
olur. Elde edilen bu son denklem ile birlikte Uyar: 2.37 den ¢ € Z(R) i¢in d,(c), d,(c) €

Z(R) olmas1 kullanilirsa her x € I, r € R igin

¢(d1(c) = dy())RIx, 7] = (0) (4.52)

bulunur. (4.52) esitliginde x yerine x* ve r yerine r* yazilirsa

c(dy(c) — d3(c))R[x,7]* = (0) (4.53)

esitligine ulasilir. R * —asal halka oldugundan (4.52) ve (4.53) esitliklerinden c(d;(c) —
d,(c)) = 0veyaher x €I, 7 € R igin [x,7] = 0 olur. Her x € I, r € R i¢in [x,7] = 0 ise
Uyart 4.1.8 den R halkasi degismelidir. Eger c(dl(c) —-d, (c)) =0 ise c € Z(R)
oldugundan

cR(d; (c) — d5(c)) = (0) (4.54)
bulunur. (4.54) esitliginden

c*R(dy(c) — dy(c)) = (0) (4.55)
elde edilir. (4.54) ve (4.55) esitlikleri ile R *-asal halka olmasi kullanilirsa ¢ = 0 veya

d,(c) —d,(c) =0 dir. Dolayisiyla ¢ # 0 oldugundan d,(c) = d,(c) olur. Bu esitlik
(4.37) esitligi ile kullanilirsa her x € I igin c(d,; (x) — d,(x)) € Z(R) elde edilir. O halde
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her r € R i¢in [c(dl(x) — dz(x)),r] =0 olur. Burada ¢ € Z(R) ve c¢* = ¢ olmasi
kullanilirsa her x € [ igin

cR[(dl(x) —d, (x)),r] = c*R[(dl(x) —d, (x)),r] = (0)
bulunur. R * —asal halka oldugundan her x € I, r € R igin [(dy(x) — d5(x)),7] = 0 elde
edilir. O halde (d; — d,)(I) € Z(R) dir.

Kabul edelim ki d =d; —d, olsun. d #0 ise Lemma 4.2.2 den R halkasi
degismelidir. d = 0 ise d,; = d, olur. Buradan her x € I igin [x,d;(x)] € Z(R) dir. O
halde Teorem 4.2.6 dan R halkasi degismelidir.

Teorem 4.2.8: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir * —asal halka, I, R halkasinin
sifirdan farkli bir * — ideali ve d, R halkasinin * ile degismeli olan sifirdan farkl bir tiirevi
olsun. a € S,(R) ve her x € I igin [ad(x),x] = 0 ise a = 0 veya R halkasi degismelidir.

Ispat: a € S.(R) ve her x € I igin [ad(x),x] = 0 olsun. Her x,y € [ iginx + y € I
dir. Hipotezde x yerine x + y yazilir ve her x € I igin [ad(x),x] = 0 olmas1 kullanilirsa

her x,y € I i¢in
[ad(x),y] + [ad(y),x] =0 (4.55)

bulunur. (4.55) esitliginde y yerine yx yazilir ve Lie komiitator islemi O6zellikleri

kullanilirsa her x,y € I igin

ayld(x),x] + a[y, x]d(x) + [a, x]yd(x) = 0 (4.56)
elde edilir. (4.56) esitliginde y yerine ay yazilirsa her x,y € I i¢in

a?y[d(x), x] + a*[y, x]d(x) + a[a, x]yd(x) + [a, x]ayd(x) = 0 (4.57)

bulunur. Burada (4.57) esitligi soldan a parantezine alinip (4.56) denklemi kullanilirsa her

x,y € I igin [a, x]ayd(x) = 0 olur. O halde her x € I igin
[a, x]ald(x) = (0) (4.58)

dir.
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Kabul edelim ki x € I nS,(R) olsun. Bu durumda (4.58) esitliginde d nin = ile

degismeli olmas1 kullanilirsa her x € [ i¢in

[a, x]ald*(x) = (0) (4.59)

bulunur. Boylece (4.58) ve (4.59) esitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanilirsa [a, x]a = 0 veya
d(x) = 0 olur. Bu ifadede her y € I igin y + y* € I N S,(R) olmasi kullanilirsa [a,y +
y*la=0veyad(y +y*) = 0olur.

Kabul edelim ki d(y + y*) = 0 olsun. O zaman d(y) = d*(y) dir. O halde (4.58)
esitliginden her y € [ i¢in

la, ylald®(y) = (0) (4.60)

bulunur. O halde (4.58) ve (4.60) esitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanilirsa her y € [ igin
[a,y]a = 0 veya d(y) = 0 elde edilir.

Simdi de kabul edelim ki [a,y + y*]a = 0 olsun. Ustelik her y € I iciny —y* € I N
S,(R) dir. Bu durumda her y €I igin [a,y —y*]a =0 veya d(y —y*) = 0 olur. Eger
d(y —y*) = 0ise d(y) = d*(y) dir. Bu durumda (4.58) esitliginden her y € [ i¢in

[a, ylald™(y) = (0) (4.61)

olur. Boylece I #* —ideal oldugundan (4.58) ve (4.61) esitlikleri ile Lemma 4.1.7
kullanilirsa her y € I i¢in [a, y]a = 0 veya d(y) = 0 elde edilir. Eger [a,y — y*]a = 0 ise
bu esitlik ile [a, y + y*]a = 0 esitligi birlikte diistniiliirse 2[a, y]a = 0 bulunur. Burada R
halkasmin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa [a, y]a = 0 olur. Bu durumda

her y € I i¢in

[a,yla=0veyad(y) =0 (4.62)
dir.

Simdi A={x€lldx)=0} ve B={x€ll[ax]la=0} kimelerini

tanimlayalim. A ve B, nin altgruplaridir ve I = A U B olarak yazilir. Ancak bir grup iki

0z altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan I = A veya I = B dir.
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Kabul edelim ki I = A olsun. Bu durumda her x € I i¢in d(x) = 0 dir. Uyar: 2.49
dan d = 0 olur. Ancak bu sonug d nin sifirdan farkli olmasiyla gelisir. Dolayisiyla I = B
olur. Bu durumda her x €I igin [a,x]a =0 dir. Ustelik her x,y €1 igin xy €]
oldugundan x yerine xy yazilir ve her x € i¢in [a,x]a = 0 olmasi kullanilirsa her

x,y € I igin [a, x]ya = 0 elde edilir. Buradan her x € I i¢in

[a,x]Ia = (0) (4.63)

olur. (4.63) esitliginde a € S, (R) olmas1 kullanilirsa her x € [ igin

[a,x]Ia* = (0) (4.64)

esitligine ulasilir. Burada (4.63) ve (4.64) esitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanilirsa her x € [
icin [a,x] = 0 veya a = 0 dur.

Kabul edelim ki her x € I i¢in [a, x] = 0 olsun. Bu durumda r € R olmak iizere x
yerine xr yazilir ve her x € I i¢in [a,x] = 0 olmas1 kullanilirsa her r € R i¢in I[a,r] =
(0) bulunur. O zaman I sifirdan farkli bir * —ideal oldugundan her r € R i¢in [a,7] = 0
olur. Buradan a € Z(R) elde edilir. Hipotezden her x € I igin [ad(x),x] = 0 ve a € Z(R)
olmasi kullanilirsa a[d(x),x] = 0 olur. Elde edilen bu denklemde a € Z(R) n S.(R)
olmasi kullanildiginda aR[d(x),x] = (0) ve a*R[d(x),x] = (0) denklemleri elde edilir.
Boylece R * —asal halka oldugundan a = 0 veya her x € I igin [d(x),x] = 0 olur. Her
x € I igin [d(x),x] = 0 ise Lemma 4.2.2 den R halkasi degismelidir. O halde a = 0 veya
R halkas1 degismelidir.

Teorem 4.2.9: R, karakteristigi ikiden farkli bir * —asal halka, I, R halkasinin
sifirdan farkli bir * — ideali ve d, R halkasinin * ile degismeli olan sifirdan farkli bir tiirevi
olsun. d(I) c I ve [d(I),d(I)] € Z(R) ise R halkasi degismelidir.

Ispat: d(I) c I ve [d(I),d(I)] € Z(R) olsun. I * —ideal oldugundan her y € I igin
y* €I dir ve d tiirevi * ile degismeli oldugundan her y € I i¢in d(y) = d*(y) elde edilir.
Dolayisiyla her y € I igin d(y) € S,.(R) olur. Yani d(I) c S,(R) dir. Ayrica hipotezden
d(I) c I dir. O halde d(I) c I n S,(R) bulunur. Boylece Lemma 4.2.5 ten d(I) c Z(R)
olur. Buradan her y € I i¢in [d(y),y] = 0 elde edilir. Dolayisiyla Lemma 4.2.2 den R

halkas1 degismeli olur.
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4.3 * —Asal Halkalarda Sol Tiirevler

Bu bolimde L. Oukhtite ve L. Taoufig’in 2007 yilinda yaptiklart “x —Asal
Halkalarda Sol Tiirevler” adli ¢alisma incelenmistir.

Lemma 4.3.1: (Oukhtite L. ve Salhi S., 2009., s 19-26.) R, 2 torsion free * —asal
halka ve U,R halkasinin sifirdan farkli bir * —Lie ideali olsun. Eger [U,U] # 0 ise 0
zaman R halkasinin [M,R] c U ve [M,R] & Z(R) olacak bi¢imde bir M * —ideali vardir.

Lemma 4.3.2: (Oukhtite L. ve Salhi S., 2009., s 19-26.) R, 2 —torsion free * —asal
halka, U, R halkasinin U & Z(R) olacak bi¢cimde bir * —Lie ideali olsun. O zaman a,b € R
icinaUb = a*Ub = (0) isea = 0 veya b = 0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki b # 0 ve Ub = (0) olsun. Hipotezden her x € U, r € R igin
[x,7]b = 0 yazilir. Burada t € R i¢in r yerine tr yazilirsa 0 = [x,rt]b =r[x,t]b +
[x,7]tb = [x,r]tb olur. Boylece her x € U, r € R igin

[x,7]Rb = (0) (4.65)

elde edilir. Bu ifadede U bir x —Lie ideal oldugundan

[x,r]"Rb = (0) (4.66)

elde edilir. Boylece R * —asal halka oldugundan (4.65) ve (4.66) esitlikleri kullanilirsa her
r € R i¢in [x,r] = 0 veya b = 0 dir. O halde b # 0 oldugundan her r € R igin [x,7] = 0
olur. Boylece her i¢cin x € Z(R) yani U c Z(R) bulunur. Ancak bu sonu¢ U & Z(R)
olmasiyla gelisir. O halde Ub # 0 dur.
Diger taraftan U & Z(R) ise [U,U]# 0 dir. Lemma 4.3.1 den [M,R]c U ve
[M, R1¢ Z(R) olacak bigimde bir M * —Lie ideali vardir. O zaman heru € U,m € M,r €
R i¢in [mau,r] € [M, R] < U dur. Hipotezden
0 = a[mau,r]b
= a[ma,r]|ub + amalu,r]b
= a[ma,r]ub
= amarub — armaub
= amarub

bulunur. Buradan her r € R,m € M i¢in
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amaRub = (0) (4.67)

elde edilir. Hipotezden (0) = a*m*a*Rub = a*(am)*Rub oldugu kullanilirsa

(ama)*Rub = (0) (4.68)

esitligine ulagilir. Boylece R * —asal halka oldugundan (4.67) ve (4.68) esitlikleri
kullanilirsa ama = 0 veyaub = 0 olur. Ancak ub # 0 oldugundan her m € M igin
ama = 0 dir. Dolayisiyla aMa = 0 olur. O zaman a[ma*u, r]b = 0 ifadesinden
0 = a[ma*u,r]b = a[ma*,rlub + ama*[u,r]b = a[ma*, rlub
= ama*rub — arma*ub = ama*rub

olur. Buradan her m € M igin

ama*Rub = (0) (4.69)

bulunur. Bu esitlikten her m € M i¢in (0) = ama*Rub = am*a*Rub = a**am*Rub

yazilabilir. Buradan her m € M igin
(am(a)*)*Rub = (0) (4.70)
elde edilir. Boylece R * —asal halka oldugundan (4.69) ve (4.70) esitlikleri kullanilirsa
ama® =0 veya ub =0
bulunur. Ancak ub # 0 oldugundan her m € M i¢in ama* =0 dir. O halde aMa =
aMa® = (0) oldugu kullanilirsa a = 0 elde edilir.
Teorem 4.3.3: R, 2 —torsion free * —asal halka olmak tizere d sol tiirevi * ile

degismeli ise d = 0 veya R halkas1 degismelidir.

Ispat: d sol tiirev oldugundan her x, y, z € R igin

d((xy)z) = xyd(z) + zd(xy) = xyd(z) + zxd(y) + zyd(x) 4.71)

dir. Diger taraftan ayni ifade farkli sekilde agilirsa her x,y, z € R igin

d(x(yz)) = xd(yz) + yzd(x) = xyd(z) + xzd(y) + yzd(x) 4.72)
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elde edilir. (4.71) ve (4.72) esitlikleri birlikte diistiniiliip Lie komiitator islemi ozellikleri
kullanilirsa her x,y,z € R i¢in [z,x]d(y) = [y, z]d(x) esitligine ulasilir. Bu esitlikte y
yerine x yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her x,z € R
i¢in [z, x]d(x)=0 elde edilir. Burada r € R olmak ftizere z yerine zr yazilip, her x,z € R

icin [z, x]d (x)=0 olmasi kullanilirsa [z, x]rd (x) = 0 olur. Dolayisiyla her x, z € R igin

[z, x]Rd(x) = (0) (4.73)

elde edilir.

Kabul edelim ki x € S,(R) olsun. (4.73) esitliginde x yerine x* yazilip, x* = +x ve
d tirevinin * ile degismeli oldugu kullanilirsa [z, x]Rd*(x) = 0 elde edilir. Boylece R *
—asal halka oldugundan her z € R, x € S,(R) i¢in [z,x] = 0 veya d(x) = 0 elde edilir.
Ustelik her y € R i¢in y — y* € S,(R) oldugundan [z,y —y*] =0 veya d(y —y*) =0
dir. Buradan her z,y € R i¢in

[z,y] = [z,y"] veya d(y) = d*(¥)
elde edilir.

Simdi A={y€eR|[zy]l=I[zy]vzeR} ve B={yeR|dly)=dy")}
kiimelerini tanimlayalim. A ve B, R halkasinin altgruplaridir ve R = A U B dir. Ancak bir
grup iki 6z altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan R = A veya R = B dir.

Kabul edelim ki R = A olsun. Bu durumda her z,y € R i¢in [z,y] = [z, y*] olmasi
(4.73) esitliginde kullanilirsa her z,y € R igin [z, y*|Rd(y) = (0) elde edilir. Burada z
yerine z* yazilip involiisyon isleminin tanim1 dikkate alinirsa [z, y]*Rd(y) = (0) ifadesine
ulagilir. Boylece R * —asal halka oldugundan her z,y € R i¢in [z,y] = 0 veya d(y) =0
elde edilir.

Simdi kabul edelim ki R = B olsun. Bu durumda her y € R igin, d(y) = d*(y)
olmasi (4.73) esitliginde kullanilirsa her z,y € R igin [z, y]Rd*(y) = (0) ifadesine ulaslr.
Boylece R * —asal halka oldugundan her z,y € R i¢in [z,y] = 0 veya d(y) = 0 elde
edilir.

Her iki durumdanda ayni sonuca ulasildigindan z,y € R igin

[z,y] = 0veya d(y) =0
dir.
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Simdi C={y€R|[z,y]=0,VyeR} ve D={yeR|d(y) =0} kimelerini
tamimlayalim. C ve D, R halkasimin altgruplaridir ve R = C U D dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi seklinde yazilamayacagindan R = C veya R = D dir. Eger R = C ise
her z,y € R igin, [z,y] = 0 olur. Dolayisiyla R halkasi degismelidir. Eger R = D ise her
y € R igin d(y) = 0 yani d(R) = 0 dir. Dolayisiyla d = 0 dur.

Lemma 4.3.4: R, 2 —torsion free x —asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir
* —Lie ideali olsun. Eger [U, U] = (0) ise U € Z(R) dir.

Ispat: [U,U] = (0) olsun. U Lie ideal oldugundan u € U ve r,t € R i¢in [u,7t] € U
dur. Hipotezden her u € U ve r, ¢t € R igin [u, [u,7t]] = 0 olur. Bu esitlik Lie komiitatdr
islemi kullanilarak agilirsa

0 =[u,[ur]t] + [u,r[u, t]] = [u, [u, r]]t + [u, r][u, t] + [u,r][u, t] + r[u, [u, t]]
olur. O zaman hipotez kullanilirsa 2[u,r][u,t] = 0 elde edilir. Béylece R halkasinin
karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her u € U ve r,t € R i¢in [u,r][u,t] = 0
bulunur. Burada z € R olmak iizere z yerine zr yazilip Lie komiitator isleminin 6zellikleri
kullanilirsa her u € U ve 1, t,z € R i¢in [u,r]z[u, t] = 0 elde edilir. O halde her u € U ve

r,t € R igin
[u,7]R[u, t] = (0) (4.74)

olur. Ozel olarak kabul edelim ki u € U N S,(R) olsun. (4.74) esitliginde r yerine r*
yazilip u* = t+u olmasi kullanilirsa her r,t € R igin [u*,r*]R[u,t] = 0 dir. Burada Lie
komiitator islemi ozellikleri ve involiisyon tanimi kullanilirsa [w,r]*R[u,t] = 0 elde
edilir. Boylece R * —asal halka oldugundan her u € U N S,(R) ver,t €R i¢in [u,r] =0
veya [u, t] = 0 dir. O halde u € Z(R) dir. Dolayisiyla U N S,(R) € Z(R) dir.

Simdi s € U olsun. Bu durumda s + s*,s —s* € U N S,(R) dir. Z(R) bir althalka
oldugundan s + s*+ s —s* = 2s € Z(R) olur. Boylece R halkasinin karakteristiginin
ikiden farkli olmasi kullanilirsa her s € U igin s € Z(R) elde edilir. O halde U € Z(R)
dir.

Teorem 4.3.5: R, 2 —torsion free = —asal halka ve U, R halkasinin bir * —Kare
kapali Lie ideali olsun.Eger d: R — R toplamsal doniisiimii * ile degismeli olmak iizere her

u € U igin d(u?) = 2ud(w) ise U € Z(R) veya d(U) = 0 dur.
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Ispat: U & Z(R) olsun. Lemma 3.1.1-(ii) den her w,v € U igin (u?v — 2uvu +
vu?)d(v) = 0 dir. Burada w € U olmak iizere u yerine u + w yazilir ve Lemma 3.1.1-(ii)

kullanilirsa her u, v,w € U igin

(uwv + wuv — 2uvw — 2wvu + vuw + vwu)d(v) = 0 (4.75)

elde edilir. (4.75) esitliginde x,y € U olmak lizere w = v = [x, y] alimip Lemma 3.1.1-(i)

kullanilirsa her x,y € U igin

[x, y12Ud([x, y]) = (0) (4.76)

bulunur. Ozel olarak kabul edelim ki x,y € U N S, (R) olsun. (4.76) esitliginde x* = Fx,
y* = Fy ve d nin x ile degismeli oldugu kullanilirsa [x, y]2Ud*([x, y]) = (0) elde edilir.
O halde Lemma 4.3.2 den her x,y € U N S,(R) icin [x, y]*> = 0 veya d([x, y]) = 0 dur.

Kabul edelim ki [x,y]?> = 0 olsun. (4.75) esitliginde v yerine [x,y] yazilip Lemma
3.1.1-(i) ve [x, y]?> = 0 olmasi kullanilirsa her u,w € U igin

(—2ulx, ylw = 2w[x, yJu + [x, yJuw + [x, ylww)d([x,y]) = 0
elde edilir. Bu esitlikte Uyar: 2.35 den u yerine 2u[x, y] yazilip yine Lemma 3.1.1-(i) ve
[x,y]?> = 0 olmas1 kullanilirsa her u,w € U igin 2[x, y]u[x, y]wd([x, y]) = 0 elde edilir.
Boylece R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her u,w € U igin
[x, y]ulx, y]wd([x,y]) = 0 olur. Buradan [x,y]u[x,y]Ud([x,y]) = (0) dir. x,y € U N
S.(R) ve U bir = —Lie ideal oldugundan her u € U igin [x,y]u[x,y]Ud([x,y]) =
([, ylulx, y])*Ud([x, ¥]) = (0) elde edilir. O halde Lemma 4.3.2 den her u € U i¢in
[x, ylulx,y] = 0 veya d([x,y]) = 0

dir.

Kabul edelim ki [x,y]u[x,y] = 0 olsun. Buradan [x,y]U[x,y] = (0) dir. Ustelik
x,y € UNS,(R) oldugundan [x,y]*U[x,y] = (0) dir. Elde edilen son iki denklemde
Lemma 4.3.2 den her x,y € U N S, (R) igin [x,y] = 0 bulunur. O halde Lemma 4.3.4 den
U € Z(R) dir. Ancak bu sonu¢ U € Z(R) olmasiyla ¢elisir. Boylece her x,y € U N S,(R)
i¢in d([x,y]) = 0 dur.

Simdi k,t € U olsun. O zaman k+k*,t+t",t—t* € UNS,(R) oldugundan
d([k+ k5 t+t]) =0 ve d([k+k*,t —t*]) =0 dir. Elde edilen bu iki ifade Lie

komiitator islemi 6zellikleri kullanilip taraf tarafa toplanirsa
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0=d([k+k*t])+d([k+k*t]) +d([k+ k" t]) —d([k + k", t*])
olur. Buradan her k,t € U icin 2d([k + k*,t]) = 0 elde edilir. Boylece R halkasinin

karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa

d([k + k5 t]) =0 (4.77)

esitligine ulagilir.
Diger taraftan k — k*,t + t*,t —t* € U N S, (R) oldugundan d([k — k*,t +t*]) =
0 ve d([k — k*,t — t*]) = 0 dir. Elde edilen bu iki ifade Lie komiitator islemi 6zellikleri
kullanilip taraf tarafa toplanirsa
0=d([k—k*t]) +d([k —k*t*]) +d([k — k", t]) —d([k + k", t*])
olur. Buradan her k,t € U i¢in 2d([k — k*,t]) = 0 elde edilir. Boylece R halkasinin

karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa

d([k —k*,t]) =0 (4.78)

esitligine ulasilir. O halde (4.77) ve (4.78) esitliklerinden her k,t € U i¢in d([k,t]) =0
dir. Burada Lie komiitator islemi Ozellikleri kullanilirsa 0 = d(kt — tk) = d(kt) — d(tk)
elde edilir. Ayrica Lemma 3.1.1-(i) den her k,t € U i¢in d(kt) + d(tk) = 2kd(t) +
2td (k) dir. Son elde edilen iki denklem taraf tarafa toplanirsa her k,t € U i¢in 2d (kt) =
2kd(t) + 2td (k) elde edilir. Boylece R halkasmnin karakteristiginin ikiden farkli olmasi
kullanilirsa her k, t € U i¢in

d(kt) = kd(¢t) + td (k) (4.79)

olur.
Simdi m,n € U olmak iizere d(m?n) ifadesini inceleyelim. (4.79) esitliginde her
u € U i¢in d(u?) = 2ud(u) oldugu kullanilirsa her m,n € U i¢in
d(m?n) = m?2d(n) + nd(m?) = m?d(n) + 2nmd(m)
elde edilir. Diger taraftan her m,n € U igin
d(m?n) = md(mn) + mnd(m) = m?d(n) + 2mnd(m)
dir. Son elde edilen iki denklemde Lie komiitator islemi Ozellikleri ve R halkasinin

karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her m,n € U igin
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[m,n]ld(m) =0
olur. Burada z € U olmak tiizere n yerine 2nz yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden
farkli olmasi kullanilirsa her m,n,z € U igin [m,n]zd(m) = 0 elde edilir. Boylece her

m,n € U i¢in

[m,n]Ud(m) = (0) (4.80)

olur.

Kabul edelim ki m € U n S,(R) olsun. (4.80) esitliginde m* = +m ve d nin = ile
degismeli oldugu kullanilirsa [m,n]Ud*(m) = (0) elde edilir. O halde Lemma 4.3.2 den
her meUNS,(R),ne€U igin [mn] =0 veya d(m) =0 dir. Ustelik m +m*,m —
m* € U N S,(R) oldugundan m yerine m + m"* yazilirsa her m € U N S,(R),n € U igin
[m+m*,n] =0 veya d(m +m*) = 0 bulunur.

Kabul edelim ki d(m + m*) = 0 olsun. O zaman 0 = d(m) + d(m*) = d(m) +
d*(m) dir. Buradan d(m) = —d*(m) oldugu goriiliir. O halde d(m) € S, (R) dir. Boylece
(4.80) esitligi kullanilirsa her m € U N S, (R),n € U igin

[m, n]Ud(m)* = (0) (4.81)

bulunur. (4.80) ve (4.81) esitlikleri kullanilirsa Lemma 4.3.2 den her m € U N S,(R),n €
U igin [m,n] = (0) veya d(m) = 0 elde edilir.

Eger [m,n] = (0) ise [m+m*,n] = 0dir. Buradan [m,n] + [m*,n] =0 elde
edilir. Ote yandan [m —m*,n] = 0 dir. Dolayisiyla [m,n] — [m*,n] = 0 olur. O halde
2[m, n] = 0 dir. Boylece R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her
meUNS,(R),n€Uigin [m,U] =0 elde edilir. Egerd(m) =0 ise d(m —-m*) =0
oldugundan d(m) = d(m*) = d*(m) olur. Boylece d(m) € S,(R) dir. Buradan (4.80)
esitliginden [m, UlUd(m)* = (0) elde edilir. Bu durumda her m € U i¢in

[m,U] = (0) veya d(m) =0
olur.

Simdi ¢ = {m € Uld(m) = 0} ve H = {m € U|[m, U] = 0 } kiimeleri tanimlansin.
G ve H, U nun altgruplaridir ve U = G U H dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun

birlesimi olarak yazilamayacagindan U = G veya U = H dur.
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Eger U = H ise her m € U igin [m,U] = (0) bulunur. Béylece Lemma 4.3.4 den U c
Z(R) olur. Ancak bu sonu¢ U & Z(R) olmasiyla ¢eligir. O halde U = G dir. Bu durumda
her m € U i¢in d(U) = 0 dir. Buradan d(U) = 0 elde edilir.
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BOLUM 5
* —ASAL HALKALARDA SOL— * TUREVLER

5.1 « —Asal Halkalar Uzerinde Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar

Bu boliimde N. Rehman, A. Z. Ansari ve C. Haetinger’in 2013 yilinda yaptiklari
“x —Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adli ¢alisma asal * —halka
yerine = —asal halka, » —ideal ve * —lie ideal alinarak genellestirilmistir.

Teorem 5.1: R, = —asal halka, F: R = R, d sol * —tiirevi ile belirli genellestirilmis
sol * —tiirev olsun.

(i) F, R iizerinde homomorfizma ise R halkasi degismelidir veya F, R lizerinde sag
* —merkezilestiricidir.

(i) F, R tizerinde anti-homomorfizma ise R halkasi1 degismelidir veya F, R iizerinde
sag * —merkezilestiricidir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki F, R iizerinde homomorfizma olsun. F homomorfizma ve
genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y,z € R i¢in

F(xyz) = F(x(yz)) = x'F(yz) + yzd(x) = x"F(y)F(2) + yzd(x)
F(xyz) = F((xy)z) = F(xy)F(2) = x*F(y)F (2) + yd(x)F (2)
esitlikleri saglanir. Bu esitliklerden her x,y,z € R igin yzd(x) = yd(x)F(z) elde edilir.
Buradan y(zd(x) — d(x)F(z)) = 0 bulunur. Elde edilen bu denklemde r € R olmak
lizere y yerine yr vyazilisa herx,y,z,7 € R i¢in yr(zd(x) — d(x)F(z)) = 0olur.
Boylece
YR(zd(x) — d(x)F(2)) = (0)
elde edilir. Burada y yerine y* yazilirsa
y*R(zd(x) — d(x)F(Z)) = (0)

bulunur. Boylece R * —asal halka oldugundan hery € R i¢cin y =0 veya herx,z €
R i¢in zd(x) — d(x)F(z) = 0 dir. Eger her y €R i¢in y =0 ise R = (0) dir. Bu ise
celiskiye sebep olur. O yiizden

zd(x) =d((x)F(2),Vx,z€R (5.1)
dir. (5.1) esitliginde y € R olmak fiizere x yerine xy yazilirsa zd(xy) — d(xy)F(z) =0
olur. Burada d nin sol * —tiirev olmasi kullanilirsa her x,y, z € R i¢in

zx*d(y) + zyd(x) — x*d(y)F(z) — yd(x)F(z) = 0
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elde edilir. (5.1) esitliginden

zx*d(y) + zyd(x) — x"zd(y) — yzd(x) = [z,x"]d(y) + [z, y]d(x) = 0
denklemine ulasilir. Burada z yerine x* yazilirsa [x*,y]d(x) = 0 elde edilir. Bu son
denklemde y yerine yz yazilirsa her x,y,z € R icin [x*, y]zd(x) = 0 olur. Boylece her

X,y € R igin

[x*, ¥]Rd (x) = (0) (5.2)

olur.

Ozel olarak x € S,(R) olsun. Bu durumda x* = +x oldugundan (5.2) esitligi her
x €S.,(R),y €Ri¢in [x,y]Rd(x) =(0) olur. Burada y vyerine y* vyazilirsa
[x, y]*Rd(x) = (0) elde edilir. Béylece R * —asal halka oldugundan her x € S,(R), y € R
icin [x,y] = 0 veya d(x) = 0 dir. Ustelik herr € R i¢in r —r* € S,(R) oldugundan x
yerine r —r* yazilirsa [r —r*,y] = 0 veya d(r —r*) = 0 denklemlerine ulasilir. Bu ise
her r € R i¢in

[r,y] =[r",y] veyad(r) = d(r")
demektir.

Simdi A={reR|[r,yl=[r,yLVy€R} ve B={reR|d{r)=d(")}
kiimelerini tanimlayalim. A ve B, R nin altgruplaridir ve R = A U B dir. Ancak bir grup iki
0z altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan R = A veya R = B dir.

Kabul edelim ki R = A olsun. Bu durumda her r,y € R igin [r,y] = [r", y] oldugu
kullanilirsa (5.2) esitliginden her r,y € R i¢in [x, y]Rd(x) = (0) elde edilir. Ayrica (5.2)
esitliginde y yerine y* yazilirsa [x,y]*Rd(x) = (0) ifadesine ulasilir. Boylece R * —asal
halka oldugundan her x,y € R igin [x,y] = 0 veya d(x) = 0 elde edilir. Buradan her
x € Rigin x € Z(R) veya d(x) = 0 bulunur.

Simdi C = {x € R|x € Z(R)} ve D = {x € R|d(x) = 0} kiimelerini tanimlayalim. C
ve D, R nin altgruplart ve R = C U D dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun birlesimi
olarak yazilmayacagindan R = C veya R = D dir.

Kabul edelim ki R = C olsun. Bu durumda R halkasi degismelidir. Kabul edelim ki
R = D olsun. O zaman her x € R i¢in d(R) = 0 olur. Buradan d = 0 elde edilir.

Simdi kabul edelim ki R = B olsun. O zaman her r € R i¢in d(r) = d(r*) dir. (5.2)
esitliginde x yerine x* yazilirsa her x,y € R i¢in [x, y]Rd(x*) = (0) elde edilir. O zaman
her r € R i¢in d(r) = d(r*) oldugundan [x, y]Rd(x) = (0) dir. Ustelik (5.2) esitliginde y
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yerine y* yazilirsa [x,y]"Rd(x) = (0) ifadesine ulasilir. Boylece R * —asal halka
oldugundan her x,y € R i¢in [x,y] = 0 veya d(x) = 0 elde edilir. Buradan, yukarida
gosterildigi tizere R halkasi degismelidir veya d = 0 dir. O halde R halkas1 degismelidir
veya F sag * —merkezlestiricidir.

(if) Kabul edelim ki F, R iizerinde anti-homomorfizma olsun. F anti-homomorfizma

ve genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y € R igin

F(xy) = F(y)F(x) ve F(xy) = x*F(y) + yd(x)
esitlikleri saglanir. Buradan her x,y € R i¢in

F(y)F(x) = x"F(y) + yd(x)
elde edilir. Elde edilen bu denklemde y yerine xy yazilirsa

F(xy)F(x) = x*F(xy) + xyd(x) (5.3)

elde edilir. F anti-homomorfizma ve genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y € R

i¢cin

x"F(y)F(x) + yd(x)F (x) = x"F(y)F (x) + xyd(x) (5.4)
olur. Buradan her x,y € R igin

yd(x)F (x) = xyd(x) (5.5)
esitligine ulasilir. Burada z € R olmak tlizere y yerine zy yazilirsa zyd(x)F(x) =
xzyd(x) elde edilir. Burada sol tarafinda bulunan yd(x)F(x) ifadesi yerine (5.5)
esitligindeki ifade yazilirsa her x,y,z € R i¢in xzyd(x) — zxyd(x) = [x,z]yd(x) = 0
elde edilir. Boylece her x, z € R igin

[x,z]Rd(x) = (0) (5.6)

olur. Ozel olarak x € S,(R) olsun. (5.6) esitliginde z yerine z* yazilirsa ve x* = Fx

oldugu kullanilirsa her x, z € R i¢in

[x, z]"Rd (x) = (0) (5.7)
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bulunur. Boylece R * —asal halka oldugundan her x € S,(R), z € R igin [x,z] = 0 veya
d(x) = 0 dir. Burada herr € R igin r —r* € S,(R) oldugu kullanilip x yerine r —r*
yazilirsa [r — r*,z] = 0 veya d(r —r*) = 0 elde edilir. Bu ise her r, z € R i¢in

[r,z] = [r*, z] veyad(r) = d(r")
demektir.

Simdi A={reR|[r,z]=[r"z,VvzeR} ve B={reR|d(r)=d(")}
kiimelerini tanimlayalim. A ve B, R nin altgruplaridir ve R = A U B dir. Ancak bir grup iki
0z altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan R = A veya R = B dir.

Kabul edelim ki R = A olsun. O zaman [x*,z]Rd(x) = (0) elde edilir. Burada z
yerine z* yazilirsa [x, z]*Rd(x) = (0) olur. Bu esitlik (5.6) esitligi ile disiintlirse R *
—asal halka oldugundan her x,z € R i¢in [x,z] = 0 veya d(x) = 0 olur. Buradan her
X € Ri¢in x € Z(R) veya d(x) = 0 bulunur.

Simdi G = {x € R|x € Z(R)} ve H = {x € R|d(x) = 0} kiimelerini tanimlayalim.

G ve H, R nin altgruplart ve R = G U H dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi olarak yazilamayacagindan R = G veya R = H dir. Eger R = G ise R halkasi
degismelidir. Diger taraftan eger R = H ise her x € R i¢in d(x) = 0 dir. Yani d(R) =0
dir. Buradan d = 0 elde edilir.

Kabul edelim ki R = B olsun. Bu durumda her r € R i¢in d(r) = d(r*) dir. (5.6)
esitliginde x yerine x* yazilirsa her x,z € R i¢in [x*, z]Rd(x*) = (0) elde edilir. O halde
[x*,z]Rd(x) = (0) dir. Burada z yerine z* yazilirsa [x, z]*Rd(x) = (0) ifadesine ulasilir.
Ayrica (5.6) esitliginden her x,z € R igin [x, z]Rd(x) = (0) dir. Boylece R halkasinin bir
* —asal halka olmasindan her x,z € R i¢in [x,z] = 0 veya d(x) = 0 elde edilir. Buradan
R halkas1 degismelidir veya d = 0 dir. Ustelikd = 0 ise her x,y € R icin F(xy) =
x*F(y) olur. Yani F sag * —merkezilestirici demektir.

Sonug¢ 5.2: R, * —asal halka, F: R — R, d sol * —tiirevi ile belirli genellestirilmis sol
* —tlirev olsun. F, sifirdan farkli, * ile degismeli ve R ilizerinde sag * —merkezilestirici
olsun. F, R tizerinde homomorfizma ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: F sag * —merkezilestirici ve homomorfizma olmas1 kullanilirsa her x,y € R

i¢cin

F(x)F(y) = F(xy) = x"F(y) (5.8)
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elde edilir. Bu esitlik sagdan F (y) parantezine alinirsa her x, y € R igin

(F(x) —x)F(y) =0 (5.9)

olur. Burada z € R olmak iizere y yerine z*y yazilirsa (F(x) — x*)F(z*y) = 0 elde edilir.
O halde F sag * —merkezilestirici oldugundan her x,y,z € R igin, (F(x) —x*)zF(y) =0
dir. Ulasilan bu denklemde y yerine y* yazilirsa ve F in * ile degismeli olmasi kullanilirsa
(F(x) — x*)zF*(y) = 0 elde edilir. Elde edilen bu iki denklem her z € R igin (F(x) —
x*)RF(y) = (0) ve (F(x) —x*)RF*(y) = (0) dir. Boylece R * —asal halka oldugundan
her x,y € R igin
(F(x) —x*)=0veyaF(y) =0

dir.

Kabul edelim ki her x € R i¢in F(x) = x* olsun. O zaman her x,y € R i¢in F(xy) =
(xy)* dir. Burada involiisyon tanimi kullanilirsa F(xy) = (xy)* = y*x* elde edilir. Ote
yandan F homomorfizma oldugundan her x, y € R i¢in F (xy) = F(x)F(y) dir. Ustelik her
X € R igin F(x) = x* oldugundan her x,y € R i¢in F(xy) = x*y* elde edilir. Elde edilen
iki durum birlikte diisiintiliirse her x,y € R i¢in y*x* = x*y* olur. Boylece y yerine y* ve
x yerine x* yazilirsa her x, y € R igin [x, y] = 0 elde edilir. O halde R degismelidir.

Simdi kabul edelim ki her y € R i¢in F(y) = 0 olsun. Buradan F(R) = 0 elde edilir.
Bu da F = 0 olmasin1 gerektirir. Ancak bu sonug F # 0 olmasiyla ¢eligir. O halde R
halkas1 degismelidir.

Teorem 5.3: R = —asal halka ve F,R tuzerinde d sol = —tirevi ile belirli
genellestirilmis sol * —tiirev olsun. I, R halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali olsun.

(i) F, I tizerinde homomorfizma ise R halkas1 degismelidir veya F, I iizerinde sag
* —merkezilestiricidir.

(i) F, I tizerinde anti-homomorfizma ise R halkasi degismelidir veya F, [ iizerinde
sag * —merkezilestiricidir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki F, I iizerinde homomorfizma olsun. F homomorfizma ve

genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y, z € I igin

F(xyz) = F((xy)z) =F(xy)F(z) = x"F(y)F(z) + yd(x)F(2) (5.10)
F(xyz) = F(x(yz)) = x*F(yz) + yzd(x) = x*F(y)F(2) + yzd(x) (5.11)
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esitlikleri elde edilir. Buradan her x,y,z € I i¢in yd(x)F(z) = yzd(x) dir. Gerekli
diizenleme yapilirsa y(d(x)F(z) — Zd(x)) = 0 elde edilir. Bu ifadede r € R olmak iizere
y yerine yr yazilirsa yr(d(x)F (z) — zd (x)) = 0 denklemine ulagilir. Bdylece her

x,v,z € I igin

yR(d(x)F(z) — zd(x)) = (0) (5.12)

olur. Burada I * —ideal oldugundan y yerine y* yazilirsa her x,y, z € I igin

Y R(d(x)F(2) — zd(x)) = (0) (5.13)

elde edilir. Boylece R * —asal halka oldugundan y = 0 veya her x,z € I igin d(x)F(z) —
zd(x) = 0 dir. Eger her y € I igin y = 0 ise [ = (0) dir. I # (0) oldugundan c¢eligki elde
edilir. O yiizden her x, z € I i¢in d(x)F (z) — zd(x) = 0 dir. Buradan her x, z € I igin

d(x)F(z) = zd(x) (5.14)

esitligi elde edilir. (5.14) esitliginde y € I olmak lizere x yerine xy yazilirsa zd (xy) —
d(xy)F(z) = 0 denklemine ulasilir. d nin sol * —tiirev olmas1 kullanilirsa her x,y,z € I
i¢in

zx*d(y) + zyd(x) — x*d(y)F(z) — yd(x)F(z) =0
elde edilir. Burada (5.14) esitligi kullanilirsa zx*d(y) + zyd(x) — x*zd(y) — yzd(x) =
[z,x*]d(y) + [z,y]d(x) = 0 denklemine ulasihr. Bu ifadede z yerine x* yazilirsa
[x*,y]d(x) = 0 elde edilir. Bu son denklemde s € I olmak {izere y yerine ys yazilip ayni

esitlik kullanilirsa her x, y, s € I igin [x*, y]sd(x) = 0 elde edilir. Béylece her x, y € I i¢in
[x*, y]Id(x) = (0) (5.15)

elde edilir.

Ozel olarak x € INS,(R) olsun. O halde (5.15) esitliginde x* = +x oldugu
kullanilirsa her x € I N S, (R),y € I i¢in [x, y]Id(x) = (0) elde edilir. Burada y yerine y*
yazilirsa [x,y]*Id(x) = (0) olur. O halde Lemma 4.1.7 den herx € I N S,(R), y € I igin
[x,y] = 0 veya d(x) = 0 dir.
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Ote yandan her t €] icin t—t* € S,(R) oldugundan, x yerine t —t* yazilirsa

[t —t*,y] = 0veya d(t —t*) = 0 denklemlerine ulasilir. Bu ise her t,y € I i¢in
[t,y] = [t", y] veya d(t) = d(t")
demektir.

Simdi A={te€ll|[t,yl=1[t"yl,Vy€l} ve B={tel|ld(t)=d(t")} kiimeleri
tamimlansin. A ve B, I nin altgruplaridir ve I = AU B dir. Ancak bir grup iki 0z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan I = A veya I = B dir.

Kabul edelim ki I = A olsun. (5.15) esitliginde her t,y €1 i¢in [t,y] = [t",y]
oldugu kullanilirsa her x,y € I igin [x, y]Id(x) = (0) elde edilir. Ayrica (5.15) esitliginde
y yerine y* yazilirsa her t,y € I igin [x, y]*Id(x) = 0 ifadesine ulasilir. Boylece Lemma
4.1.7 den her x,y € I igin

[x,y] =0veya d(x) =0
dir.

Buradan C ={x €l|[x,y]=0,vye€l} ve D ={x€l|d(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. C ve D, I nin altgruplart ve I = C U D dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi seklinde yazilamayacagindan I = C veya I = D dir.

Kabul edelim ki I = C olsun. Bu durumda her x,y € I i¢in [x,y] = 0 olur. r € R
olmak tizere x yerine xr alinirsa [xr,y] = 0elde edilir. Burada Lie komiitatér islemi
ozelliginden yararlanip [x,y] = 0 olmasi kullanilirsa her x,y € I,r € R igin x[r,y] =0
elde edilirr O zaman k €R olmak ilizerex yerine xk yazilip son esitlik
kullanilirsa xk[r, y] = 0 elde edilir. Buradan her x,y € I,r € R igin xR[r,y] = (0)
bulunur. Ayrica x yerine x* alinirsa her x,y € I, € R igin x*R[r,y] = (0) elde edilir.
Boylece R * —asal halka oldugundan her x,y € I ve her r € R igin x = 0 veya [r,y] =0
dir. Eger her x € [ iginx = 0 ise I = (0) olur. Ancak I # (0) oldugundan her y € I,r € R
i¢in [, y] = 0 dir. Boylece Uyar: 4.1.8 den R degismelidir.

Kabul edelim ki I = D olsun. O zaman her x € I igin d(x) = 0 olur. m € R igin x
yerine xm yazilir ve her x € I igin d(x) = 0 oldugu kullanilirsa x*d(m) = 0 elde edilir.
Buradan x yerine x* yazilirsa her x € I, m € R i¢in xd(m) = 0 olur. O zaman n € R igin
x yerine xn yazilirsa her x € I, m,n € R i¢in xnd(m) = 0 dir. Buradan her x € I, m € R
icin xRd(m) = (0) elde edilir. Ayrica bu son denklemde x yerine x* yazilirsa x*Rd(m) =
(0) esitligine ulasilir. Son elde edilen iki denklem birlikte diistiniiliir ve R halkasinin *
—asal halka oldugu kullanilirsa her x € I i¢in x = 0 veya her m € R igin d(m) = 0 elde

edilir. I # (0) oldugundan her m € R i¢in d(m) = 0 dir. Buradan d = 0 bulunur.
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Simdi kabul edelim ki I = B olsun. O zaman her t € I i¢in d(t) = d(t*) dir. (5.15)
esitliginde x yerine x* yazilirsa her x,y € I i¢in [x, y]Id(x*) = (0) elde edilir. Burada
d(t) = d(t*) olmasi kullanilirsa her x,y €I i¢in [x,y]ld(x) = (0) dir. Ayrica (5.15)
esitliginde y yerine y* yazilirsa her x,y € I i¢in [x,y]*Id(x) = (0) ifadesine ulasilir.
Dolayisiyla Lemma 4.1.7 den her x,y € [ i¢in

[x,y] =0veyad(x) =0
dir.

Simdi K={x€lllx,y]=0,vyel} ve L={xelld(x)=0} kiimelerini
tanimlayalim. K ve L, I nin altgruplaridir ve [ = K U L dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan I = K veya I = L dir. Eger I = K ise her
x,y € I igin [x,y] = 0 olur. Yukarida gosterildigi gibi bu durumda R degismelidir. Diger
taraftan I = L ise her x € I i¢in d(x) = 0 dir. Benzer sekilde d = 0 bulunur.

Olas1 tiim durumlarda R halkas1 degismelidir veya d = 0 dir. Ustelik d = 0 ise her
x,y € Iigin F(xy) = x*F(y) olur. Yani F sag * —merkezilestiricidir.

(if) Kabul edelim ki F, I tizerinde anti-homomorfizma olsun. F anti-homomorfizma

ve genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y € I igin

F(xy) = F(y)F(x) (5.16)
F(xy) = x"F(y) + yd(x) (5.17)

esitlikleri saglanir. O halde her x,y € I i¢in F(y)F(x) = x*F(y) + yd(x) dir. Elde edilen

bu denklemde y yerine xy yazilirsa

F(xy)F(x) = x*F(xy) + xyd(x) (5.18)

elde edilir. Buradan F anti-homomorfizma ve genellestirilmis sol * —tlirev oldugundan

X" F(y)F(x) + yd(x)F(x) = x"F(y)F(x) + xyd(x) (5.19)

elde edilir. Buradan gerekli diizenleme yapilirsa her x,y € [ i¢in

xyd(x) = yd(x)F(x) (5.20)

64



olur. Burada z € I olmak tizere y yerine zy alinip (5.20) esitligi kullanilirsa her x,y,z € I

icin xzyd(x) — zxyd(x) = [x, z]yd(x) = 0 denklemine ulasilir. Boylece her x, z € I igin

[x,z]Id(x) = (0) (5.21)

elde edilir.

Ozel olarak x € I N S, (R) olsun. O halde (5.21) esitliginden her x € I N S,(R),z €
[ i¢in [x,z]Id(x) = (0) elde edilir. Burada z yerine z* yazilip, x* = +x olmasi
kullanilirsa [x, z]*Id(x) = (0) olur. Boylece son elde edilen iki denklem birlikte
diistiniilir ve Lemma 4.1.7 de kullanilirsa herx € I N S,(R), z € I i¢in [x,z] = 0 veya
d(x) = 0 dir.

Ote yandan her t € I i¢in t —t* € S,(R) oldugundan t—t* € I n S, (R) dir. Bu
durumda x yerine t—t* yazilirsa [t —t*,z] =0 veya d(t—t*) =0 denklemlerine
ulasilir. O halde her t, z € I i¢in

[t,z] = [t*, z] veya d(t) = d(t*)
olur.

Simdi A={te€ll[t,z] =[t"z],Vvzel} ve B={t e€l|d(t) =d(t")} kimelerini
tanimlayalim. A ve B, I min altgruplaridir ve I = AU B dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi seklinde yazilamayacagindan I = A veya I = B dir.

Kabul edelim ki I = A olsun. Bu durumda (5.21) esitliginde [t,z] = [t*, z] olmas1
kullanilirsa her x,z € I igin [x*, z]Id(x) = (0) elde edilir. Elde edilen bu denklemde z
yerine z* yazilip [t,z] = [t*, z] oldugu kullanilirsa her x,z € [ igin [x,z]*Id(x) = (0)
ifadesine ulasilir. Ulasilan bu son ifade ve (5.21) numarali esitlik diistiniiliip Lemma 4.1.7
dikkate alinirsa her x, z € I i¢in

[x,z] =0veya d(x) =0
olur.

Simdi C={x€ll[x,z]=0,vzel} ve D={xel|ld(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. C ve D, I nin altgruplari ve I = C U D dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi olarak yazilamayacagindan [ = C veya I = D dir. Eger I = C ise her x,z € [ i¢in
[x,z] = 0 dir. Bu durumda Teorem 5.3-(i) de R halkasinin degismeli oldugu gosterilmistir.
Diger yandan I =D ise her x €[ igin d(x) = 0 dir. Buradan benzer sekilde d = 0

bulunur.
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Simdi kabul edelim ki I = B olsun. O zaman her t € I i¢in d(t) = d(t*) dir. (5.21)
esitliginde x yerine x* yazilirsa her x,y € I igin [x*, y]Id(x*) = (0) elde edilir. Burada
d(t) = d(t*) oldugu kullanilirsa her x,y € I i¢in [x*, y]Id(x) = (0) olur. Bu ifadede y
yerine y* yazilirsa [x, y]*Id(x) = (0) elde edilir. Ayrica (5.21) esitliginden her x,y € I
icin [x, y]ld(x) = (0) dir. Boylece Lemma 4.1.7 den her x,y € I igin

[x,y] =0veyad(x) =0
elde edilir.

Simdi K={x€lllx,y]=0,vyel} ve L={xelld(x)=0} kiimelerini
tanimlayalim. K ve L, I nin altgruplart ve I = K U L dir. Ancak bir grup iki 6z altgrubunun
birlesimi olarak yazilamayacagindan [ = K veya I = L dir. Eger [ = K ise her x,y € I igin
[x,y] = 0 dir. Boylece R degismelidir. Diger yandan I = L ise her x € I i¢in d(x) = 0
dir. Benzer sekilde d = 0 olur. O halde her x,y € I i¢in F(xy) = x*F(y) dir. Yani F sag
* —merkezilestiricidir.

Sonu¢ 5.4: R, *—asal halka ve F,R ftzerinde d sol x —tiirevi ile belirli
genellestirilmis sol * —tiirev, I, R halkasinin sifirdan farkli bir * —ideali olsun. F, sifirdan
farkli, * ile degismeli ve R {izerinde sag * —merkezilestirici olsun. F,[ iizerinde
homomorfizma ise R halkasi degismelidir.

Ispat: F sag * —merkezilestirici ve homomorfizma oldugundan her x,y € I igin

F(x)F(y) = F(xy) = x"F(y) (5.22)

dir. (5.22) esitligi sagdan F (y) parantezine alinirsa her x, y € [ igin

(F(x) —x")F(y) =0 (5.23)

elde edilir. (5.23) esitliginde z € I olmak iizere y yerine z*y yazilirsa her x,y,z € I i¢in
(F(x) —x*)F(z*y) = 0 bulunur. Béylece F sag * —merkezilestirici oldugundan (F(x) —
x*)zF (y) = 0 denklemine ulagilir. Ulagilan bu denklemde y yerine y* yazilip F in x ile
degismeli olmasi kullanilirsa her x,y,z € I igin (F(x) —x*)zF(y)* = 0 olur. Elde edilen
denklemler her x,y € i¢in (F(x) —x")IF(y) =(0) ve (F(x)—x")IF(y)* = (0)
seklinde diizenlenebilir. Boylece Lemma 4.1.7 kullanilirsa her x,y € I i¢in (F(x) — x*) =

0 veya F(y) = 0 olur.
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Kabul edelim ki her x € I i¢in F(x) = x* olsun. Bu durumda her x,y € I igin
F(xy) = (xy)* dir. Boylece involiisyon tanimindan F(xy) = (xy)* = y*x* elde edilir.
Ote yandan, F homomorfizma oldugundan F(xy) = F(x)F(y) dir. Burada F(x) = x*
oldugu kullanilirsa F(xy) = x*y* elde edilir. Boylece her x,y € I i¢in y*x™ = x*y™* olur.
Burada y yerine y* ve x yerine x* yazilip Lie komiitator islemi 6zelligi kullanilirsa her
x,y € I igin [x,y] = 0 elde edilir. O halde R degismelidir.

Simdi kabul edelim ki her y € I i¢in F(y) = 0 olsun. Buradan F(I) = 0 elde edilir.
O zaman t €I ve r € R igin tr € I oldugundan her t € I,r € R igin F(tr) = 0 olur.
Ayrica F sag » —merkezilestirici oldugundan F(tr) = t*F(r) dir. Boylece k € R olmak
lizere t yerine kt yazilirsa (kt)*F(r) = 0 elde edilir. O zaman t*k*F (r) = 0 dir. Burada k
yerine k* yazilirsa her t € I, k,r € R i¢in t*kF(r) = 0 denklemine ulasilir. O halde her
k € Rigin t*RF(r) = (0) dir. Ayrica t yerine t* aliirsa tRF (r) = (0) olur. Boylece R
* —asal halka oldugundan her t € [ igin t = 0 veya her r € R i¢in F(r) = 0 dir. Eger her
t €ligint =0 ise [ = (0) dir. Ancak bu sonug [ * —idealinin sifirdan farkli olmasiyla
celisir. O halde her r € R icin F(r) = 0 dir. Bu durumda F = 0 olur. Ancak bu sonu¢ F
genellestirilmis sol * — tiirevinin sifirdan farkli olmasiyla ¢elisir. Yani her iki durumdan da
celigki gelmektedir. O halde R halkas1 degismelidir.

Teorem 5.5: R karakteristigi ikiden farkli bir = —asal halka, F:R - R, d sol
—tiirevi ile belirli genellestirilmis bir sol * —tiirev, U, R halkasmin sifirdan farkli ve
U & Z(R) olan x —kare kapal1 bir Lie ideal olsun.

(i) F, U tizerinde homomorfizma ise F, U iizerinde sag * —merkezilestiricidir.

(i) F, U tizerinde anti-homomorfizma ise F, U iizerinde sag * —merkezilestiricidir.

Ispat (i) F, U iizerinde homomorfizma olsun. O zaman her x,y € U i¢in Uyar: 2.35
den 2xy € U ve R halkasinin karakteristigi ikiden farkli oldugundan F(2xy) = 2F (xy) =
2F (x)F(y) = F(x)F(y) elde edilir. Buradan her x,y, z € U igin

F(xyz) = F(x(y2)) = x"F(y2) + (y2)d(x) = x"F (y)F (2) + yzd (x)
ifadesine ulagilir. Ayni ifade farkli sekilde agilirsa her x,y, z € U igin
F(xyz) = F((xy)z) = F(xy)F(2) = x"F(y)F (2) + yd(x)F (2)
olur. Bu esitlikler birlikte diisiintiliip soldan x*F(y)F(z) nin toplamsal tersi eklenir ve
kalan ifade soldan y parantezine alinirsa her x,y,z € U i¢in y(zd(x) — d(x)F (z)) =0
elde edilir. Boylece her x,z € U igin U(zd(x) — d(x)F(z)) = (0) dir. Bu esitlik a € U

olmak tizere soldan a ile carpilirsa her a,x,z € U igin aU(zd(x) — d(x)F (z)) =
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(0) ifadesine ulasilir. Ustelik U * —Lie ideal oldugundan a* € U dur. O halde bir énceki
esitlikte a yerine a* yazilirsa her a,x,z € U igin a*U(zd(x) — d(x)F(z)) = (0) elde
edilir. Boylece son elde edilen iki denklem birlikte disiinilir ve Lemma 4.3.2 den
yararlanilirsa a = 0 veya zd (x) — d(x)F(z) = 0 dur.

Eger her a € U i¢in a =0 ise U = (0) dir. Ancak bu sonu¢ U * —Lie idealinin
sifirdan farkli olmasiyla gelisir. Dolayisiyla her x,z € U igin zd(x) = d(x)F(z) dir.
Burada Uyar: 2.35 den x yerine 2xy yazilip R halkasinin karakteristigi ikiden farkli
oldugu kullanilirsa zd(xy) = d(xy)F(z) esitligi elde edilir. Buradan ifadeyi esitligin bir
yaninda toplayip, d nin sol * —tiirev oldugu kullanilirsa her x,y,z € U igin zx*d(y) +
zyd(x) — x*d(y)F(z) — yzd(x) = 0 bulunur. Bu ifadede zd(x) = d(x)F(z) olmasi
kullanilirsa  zx*d(y) + zyd(x) — x*zd(y) — yzd(x) = 0 elde edilir. Burada Lie
komiitator islemi ozelligi kullanilirsa her x,y,z € U igin [z,x*]d(y) + [z, y]d(x) = 0
olur. Boylece z yerine y yazilirsa [y, x*]d(y) = 0 elde edilir. Yine Lie komiitator islemi
ozelliklerinden yararlanilirsa her x, y € U i¢in [x*, y]d(y) = 0 denklemine ulasilir.

Ulasilan bu esitlikte x yerine x* yazilirsa [x,y]d(y) = 0 elde edilir. Burada k € U
olmak tizere Uyar: 2.35 den x yerine 2xk yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden
farkli oldugu kullanilirsa her x,y,k € U igin [xk,y]d(y) = Oelde edilir. Ayrica Lie
komiitator islemi 6zelliginden bu ifade ayrilirsa x[k, y]d(y) + [x, y]kd(y) = 0 olur. Elde
edilen bu ifadede her x,y € U igin [x,y]d(y) = 0 olmasi1 kullanilirsa [x, y]kd(y) =0
elde edilir. Dolayisiyla her x,y € U igin

[x, y1Ud(y) = (0) (5.24)

olur.

Ozel olarak y € U N S,.(R) olsun. O halde (5.24) esitliginden her x € U,y € U N
S.(R)igin [x,ylUd(y) = (0) dir. Burada x yerine x* yazilir ve y* =ty olmasi
kullanilirsa her x € U,y € U N S,(R) igin [x, y]*Ud(y) = (0) elde edilir. Béylece Lemma
4.32denherx e U,y € UNS,(R) i¢in [x,y] = 0 veya d(y) = 0 dur.

Ote yandan her t € U icin t—t* € S,(R) oldugundan t—t* € UnNS,(R) dir.
Burada y yerine t—t* yazilirsa [x,t —t*] =0 veya d(t—t*) =0 denklemlerine
ulasilir. O halde her x, t € U igin

[x,t] = [x,t*] veya d(t) = d(t*)
esitlikleri elde edilir .
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Simdi A = {t € U|[x,t] = [x,t*],Vx € U} ve B = {t € U|d(t) = d(t*)} kiimelerini
tamimlayalim. A ve B, U nun altgruplaridir ve U = AU B dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = A veya U = B dir.

Kabul edelim ki U = A olsun. Bu durumda (5.24) esitliginde [x, t] = [x,t*] oldugu
kullanilirsa her x,y € U igin [x, y*]Ud(y) = (0) elde edilir. Burada x yerine x* yazilir ve
gerekli diizenleme yapilirsa [x, y]*Ud(y) = (0) olur. Elde edilen bu son esitlik ve (5.24)
esitligi ile birlikte diisiiniiliip Lemma 4.3.2 kullanilirsa her x,y € U igin

[x,y] = 0veya d(y) =0
olur.

Simdi C={y€eU|[lx,y]=0,vxe€U} ve D ={yeU|ld(y)=0} kimelerini
tanimlayalim. C ve D, U nun altgruplart ve U =C U D dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilmayacagindan U = C veya U = D dir. Eger U = C ise
her x,y € U igin [x,y] = 0 dir. Ancak burada Lemma 4.3.4 kullanilirsa geliski elde edilir.
O halde U = D dir. Bu durumda her y € U i¢in d(y) = 0 dir. Lemma 3.2.2 den k € U ve
r € R olmak lizere 2[y,k]r € U oldugundan y yerine 2[y, k]r yazilip, R halkasinin
karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her y,k € U,r € R i¢in d([y, k]r) =0
elde edilir. Burada d nin sol = —tiirev olmasi1 kullanilirsa [y, k]*d(r) = 0 olur. Boylece Lie
komiitator islemi 6zelliginden her y,k € U,r € R igin [y*, k*]d(r) = 0 bulunur. Burada y
yerine y*, k yerine k* yazilirsa her y,k € U,r € R igin

[y, kld(r) =0

elde edilir. Bu esitlikte m € U olmak tizere Uyar: 2.35 den y yerine 2ym yazilip R
halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her y,k,m € U,r € R igin
[ym,kld(r) = 0 elde edilir. Elde edilen bu ifadede Lie komiitatr islemi 6zelligi ve
[y, kld(r) = 0 olmas1 kullanilirsa her y,k,m € U,r € R i¢in [y, k]lmd(r) = 0 esitligine
ulasilir. Boylece her y,k € U,r € R igin [y, k]Ud(r) = (0) dir. Ayrica y yerine y*, k
yerine k* yazilirsa her y,k € U,r € R igin [y, k]*Ud(r) = (0) elde edilir. Elde edilen bu
son esitlik ve (5.24) esitligi ile birlikte diistintiliip Lemma 4.3.2 kullanilirsa her y,k € U
icin [y, k] = 0 veya her r € R igin d(r) = 0 dur.

Eger her y,k € U igin [y, k] = 0 ise Lemma 4.3.4 den U c Z(R) elde edilir. Ancak
bu sonu¢ U & Z(R) olmasiyla ¢elisir. O halde her r € R igin d(r) = 0 dir. Buradan
d(R) = 0 elde edilir. Bu ise d = 0 demektir.

69



Simdi kabul edelim ki I = B olsun. Bu durumda her t € U i¢in d(t) = d(t*) dir. O
zaman (5.24) esitliginde x yerine x* ve y yerine y* yazilirsa her x,y € U igin
[x, y]*Ud(y) = (0) elde edilir. Boylece Lemma 4.3.2 den her x,y € U igin

[x,y] =0veyad(y) =0
olur. Buradan benzer sekilde d = 0 elde edilir.

Simdi K={x€U|[lx,y]=0,vyeU} ve L={yeU|d(y)=0} kimelerini
tanimlayalim. K ve L, U nun altgruplart ve U = K UL dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = K veya U = L dir. Eger U = K ise
her x,y € U i¢in [x,y] = 0 dir. Ancak Lemma 4.3.4 den bu durum ¢eliski belirtir. O halde
U = L dir. Bu durumda her y € U i¢in d(y) = 0 olur. Boylece yukarida gosterildigi gibi
devam edilirse d = 0 elde edilir.

O halde her durumda d = 0 olduguna ulasilmigtir. Boylece F, U iizerinde sag *-
merkezilestiricidir.

(if) Kabul edelim ki F, U iizerinde anti-homomorfizma olsun. F anti-homomorfizma
ve genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y € U igin F(xy) = F(y)F(x) ve
F(xy) = x"F(y) + yd(x) esitlikleri saglanir. Bu esitlikler birlikte diisiiniildiigiinde her
x,y €U i¢in x*F(y) + yd(x) = F(y)F(x) elde edilir. Burada Uyar: 2.35 den y yerine
2xy yazilirsa

x*F(2xy) + 2xyd(x) = F(2xy)F(x)
elde edilir. Burada R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her
x,y €U i¢in x"F(xy) + xyd(x) = F(xy)F(x) olur. Boylece F anti-homorfizma ve
genellestirilmis sol *-tiirev oldugundan
x*F()F(x) + xyd(x) = x"F(y)F (x) + yd(x)F (x)

bulunur. Bulunan bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilirsa her x,y € U i¢in xyd(x) =
yd(x)F(x) elde edilir. Burada z € U olmak tizere y yerine 2zy yazilip R halkasinin
karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa xzyd(x) = zyd(x)F(x) elde edilir. O
zaman xyd(x) = yd(x)F(x) esitliginden yararlanilirsa her x,y,z € U i¢in xzyd(x) =
zxyd(x) bulunur. Burada Lie komiitator islemi 6zelligi kullanilirsa her x,y,z € U ig¢in

[x, z]yd (x) = 0 esitligine ulasilir. Béylece her x, z € U igin

[x,z]Ud(x) = (0) (5.25)

elde edilir.
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Kabul edelim ki 6zel olarak x € U N S,(R) olsun. O halde (5.25) esitliginden her
z€U,xeUnNS,(R)igin [x,z]Ud(x) = (0) dir. Burada x yerine x*, z yerine z* yazilip
x* = +x olmasi kullanilirsa her z € U,x € U N S,(R) igin [x, z]*Ud(x) = (0) elde edilir.
Boylece Lemma 4.3.2 den her z € U ve her x € U N S,(R) igin [x,z] = 0 veya d(x) = 0
dir.

Ote yandan her t € U icin t —t* € S,(R) oldugundan t —t* € U n S,(R) dir. Bu
durumda x yerine t—t* yazilusa [t —t*,z] =0 veya d(t—t*) =0 denklemlerine
ulasilir. Boylece her z,t € U igin

[t,z] = [t*,z] veya d(t) = d(t")
olur.

Simdi A ={t € U|[t,z] =[t*,z],vz€ U} ve B ={t € Uld(t) = d(t")} kiimelerini
tanimlayalim. A ve B, U nun altgruplaridir ve U = AU B dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = A veya U = B dir.

Kabul edelim ki U = A olsun. Bu durumda (5.25) esitliginde [t,z] = [t*, z] Olmas1
kullanilirsa her x,z € U igin [x*, z]Ud(x) = (0) elde edilir. Burada z yerine z* yazilirsa
her x,z € U igin [x,z]*Ud(x) = (0) olur. Elde edilen bu son esitlik ve (5.25) esitligi ile
birlikte diistiniilip Lemma 4.3.2 kullanilirsa her x, z € U igin

[x,z] =0veya d(x) =0
bulunur.

Simdi C={x€U|[x,z]=0,vzeU} ve D={xe€U|ld(x)=0} kimelerini
tanimlayalim. € ve D, U nun altgruplaridir ve U = C U D dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = C veya U = D dir. Eger U = C ise
her x,y € U igin [x,y] = 0 dir. Buradan Lemma 4.3.4 den U < Z(R) elde edilir. Ancak bu
sonu¢ U & Z(R) olmasiyla ¢elisir. O halde U = D dir. Bu durumda her y € U i¢in
d(y) = 0 dir. Buradan (i) sikkindaki gibi devam edilirse d = 0 elde edilir.

Simdi kabul edelim ki U = B olsun. O zaman her t € U igin d(t) = d(t*) dir. Bu
durumda (5.25) esitliginde x yerine x* ve z yerine z* yazilirsa her x,z € U igin
[x,z]*Ud(x) = (0) elde edilir. Elde edilen bu son esitlik ve (5.25) esitligi ile birlikte
diigtintiliip Lemma 4.3.2 kullanilirsa her x, z € U igin [x, z] = 0 veya d(x) = 0 elde edilir.

Simdi K ={x€Ul|[x,z] =0,vzeU} ve L={xe€U|d(x)=0} Kkimelerini
tanimlayalim. K ve L, U nun altgruplaridir ve U = K U L dir. Ancak bir grup iki 6z
altgrubunun birlesimi olarak yazilamayacagindan U = K veya U = L dir. Eger U = K ise

her x,z € U i¢in [x, z] = 0 olur. Ancak bu sonug¢ Lemma 4.3.4 den ¢eliskiye sebep olur. O
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halde U = L dir. Bu durumda her x € U i¢in d(x) = 0 dir. Buradan benzer sekilde d = 0
elde edilir. O halde F, U iizerinde sag * —merkezilestiricidir.

Sonug¢ 5.6: R karakteristigi ikiden farkli * —asal halka, F: R — R, d sol * —tiirevi ile
belirli genellestirilmis sol * —tiirev, U, R halkasinin sifirdan farkli * —Lie ideal olsun. F,
ile degismeli ve R lizerinde sag * —merkezilestirici olsun. F,U iizerinde homomorfizma
ise F = 0 dur.

Ispat: F sag * —merkezilestirici ve homomorfizma oldugundan her x,y € I igin
F(x)F(y) = F(xy) = x"F(y) dir. Bu ifade F(y) parantezine alinirsa her x,y € U igin
(F(x) —x*)F(y) = 0 elde edilir. Burada z € U olmak tizere Uyar: 2.35 den y yerine 2zy
yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa (F(x) — x*)F(zy) =
0 olur. O zaman F genellestirilmis sol * —tiirev oldugundan her x,y,z € U i¢in (F(x) —
x*)z*F(y) = 0 elde edilir. Burada z yerine z* yazilirsa her x,y,z € U i¢in (F(x) —
x*)zF (y) = 0 esitligine ulagilir. O halde x,y € U i¢in (F(x) —x*)UF(y) = (0) dir. Bu
esitlikte y yerine y* yazilip F in * ile degismeli oldugu kullanilirsa her x,y € U igin

(F(x) —x)UF*(y) = (0)
elde edilir. Son elde edilen iki esitlik birlikte disiintliip Lemma 4.3.2 kullanilirsa her
x,y € U igin F(x) = x* veya F(y) = 0 bulunur.

Kabul edelim ki her x € U i¢in F(x) = x* olsun. Bu durumda Uyar: 2.35 den x
yerine 2xy yazilip R halkasinin karakteristiginin ikiden farkli olmasi kullanilirsa her
x,y €U igin F(xy) = (xy)* elde edilir. Boylece involisyon tanimindan F(xy) =
(xy)* = y*x* olur. Ote yandan F homomorfizma oldugundan her x,y € U igin F(xy) =
F(x)F(y) dir. Kabulden F(x) = x* ve F(y) = y* esitlikleri diisiiniiliirse F(xy) = x*y*
olur. Boylece her x,y € U igin y*x* = x*y* elde edilir. Burada y yerine y* ve x yerine x*
yazilip Lie komiitator islemi ozelligi dikkate alinirsa her x,y € U igin [x,y] = 0 elde
edilir. O halde Lemma 4.3.4 den U c Z(R) dir. Ancak bu sonu¢ U & Z(R) olmasiyla
celigir. O halde her y € U igin F(y) = 0 dur.

Bu durumda F(U) =0 olur. Boylece x e U ve r €R i¢in [x,r] €U olmasi
kullanilirsa her x € U,r € R i¢in F([x,7]) =0 elde edilir. Lie komiitatér islemi
ozelliginden yararlanilirsa F( xr —rx) = 0 ifadesine ulasilir. Buradan F in sag =
—merkezilestirici oldugu kullanilirsa her x € U,r € R igin x*F(r) —r*F(x) = 0 elde
edilir. Bu ifadede hery € U igin F(y) = 0 oldugu kullanilirsa x*F(r) = 0 olur. Elde
edilen bu denklemde x yerine x* yazilirsa her x € U,r € R i¢in xF(r) = 0 elde edilir.

Boylece her r € R i¢in UF(r) = (0) dir. Bu ifadede s € R olmak iizere soldan s ile
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carpilirsa her r, s € R i¢in sUF (r) = (0) elde edilir. Bu esitlikte s yerine s* yazilirsa her
r,s € R igin s*UF(r) = (0) olur. Elde edilen son iki esitlik birlikte diigtiniiliip Lemma
4.3.2 kullanilirsa s = 0 veya F(r) = 0 elde edilir. Eger her s € R igin s = 0 ise R = (0)
olur. Ancak bu sonug ¢eligkiye sebep olur. O halde her r € R i¢in F(r) = 0 dir. Béylece
F =0 dir.

Teorem 5.7: R bir * —involiisyonlu halka ve T: R — R bir Jordan * —merkezilestirici
olsun.

(i) R, * —yaniasal halka ve T,R iizerinde homomorfizma ise T doniisiimii R nin
merkezindedir.

(if) R, » —asal halka ve T, R iizerinde anti-homomorfizma ve T * ile degismeli ise
T = 0 veya T doniisiimii bir involiisyondur.

Ispat: (i) Kabul edelim ki R, * —yariasal halka ve T,R iizerinde homomorfizma
olsun. O halde her x,y € R i¢in T(xy) = T(x)T(y) dir. Ustelik T,R iizerinde Jordan =
—merkezilestirici oldugundan her x € R igin T(x?) = T(x)x* dir. Lemma 3.3.1 den
T(xy) = T(y)x* elde edilir. Elde edilen bu denklemlerden her x,y € R i¢in T(x)T(y) =
T(y)x™ elde edilir. Burada z € R igin, y yerine zy yazilirsa T(x)T(zy) = T(zy)x" elde
edilir. Boylece Lemma 3.3.1 den T(x)T(y)z* = T(y)z*x* olur. Bu ifadede T(x)T(y) =
T(y)x* oldugu kullanildiginda T(y)x*z* = T(y)z*x" esitligi elde edilir. Dolayisiyla her

X,y,Z € R igin T(y)[x*, z*] = 0 elde edilir. Burada x yerine x* ve y yerine y* yazilirsa

T(lx,z] =0 (5.26)

elde edilir. (5.26) denkleminde t € R igin x yerine tx yazilir ve yine ayni denklem

kullanilarak diizenlenirse her x,y, z,t € R igin

T(y)t[x,z] =0 (5.27)
denklemine ulasilir.

Diger taraftan (5.26) denkleminde yine t € R i¢in x yerine tx yazilir, ayn1 denklem

kullanilir ve daha sonra x yerine x* ve y yerine y* alinarak gerekli diizenleme yapilirsa her

X,¥,Z,t € R i¢in

T(y)t[x,z]* =0 (5.28)
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elde edilir. (5.27) ve (5.28) denklemlerinin her ikisinde de s € R igin t yerine st yazilir ve
gerekli diizenlemeler yapilarak bu iki denklem birlikte diistiniiliirse her x,y, z,t, s € R igin
T(y)st[x,z] = 0 = T(y)st[x, z]* ulasilir. Diger taraftan (5.27) ve (5.28) denklemlerinin
her ikisinde de soldan s € R ile carpilirsa her x,y,z,t,s € R i¢in sT(y)t[x,z] =0 =
sT(y)t[x, z]*olur. Ulasilan son iki denklem birlikte diisiiniiliip Lie komiitatér islemi
ozelligi kullanilirsa
[T(),sltlx,z] = 0 = [T(y), s]tlx, z]*

elde edilir. Burada s = z ve x = T(y) alinirsa her y,z,t € R igin [T(y), z]t[T(y),z] =
0 = [T(y),z]t[T(y), z]* elde edilir. O halde her y, z € R igin

[T(), zIRIT (¥), z] = (0) = [T(¥), zIR[T (), z]"
dir. R * —yariasal halka oldugundan her y,z € R i¢in [T(y), z] = 0 elde edilir. Buradan
[T(R),R] = 0 dir. Dolayisiyla T(R) c Z(R) dir.

(i1) Kabul edelim ki R * —asal halka ve T, R iizerinde anti-hnomomorfizma olsun. O
halde her x,y € R icin T(xy) = T(y)T(x) dir. Ustelik T,R iizerinde Jordan =
—merkezilestirici oldugundan her x € R i¢in T(x?) = T(x)x* dir. O zaman Lemma 3.3.1
den T(xy) = T(y)x" olur. Elde edilen bu iki denklemden T(y)T (x) = T(y)x™ elde edilir.
Bu ifade soldan T'(y) parantezine alindiginda her x,y € R i¢in T (y)(T(x) — x*) = 0 olur.
Burada z € R i¢in y yerine zy yazilip Lemma 3.3.1 kullanilirsa T'(y)z*(T(x) —x*) =0
denklemi elde edilir. Bu ifadede z yerine z* yazilirsa T(y)z(T (x) — x*) = 0 elde edilir.
Buradan her x,y € R igin T(y)R(T(x) — x*) = (0) olur. Elde edilen bu esitlikte y yerine
y* yazilir ve T nin = ile degismeli oldugu kullanilirsa T*(y)R(T(x) — x*) = (0) bulunur.
Elde edilen son iki denklem birlikte diigiiniilir ve R halkasinin * —asal halka oldugu
kullanilirsa her x,y € R igin T(y) = 0 veya T(x) = x* elde edilir. Eger her y € R i¢gin
T(y) =0 ise 0 zaman T = 0 dir. Diger taraftan her x € R igin T(x) = x* ise T bir

involiisyondur.
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