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Halka teoride, halkanın değişmeliliğini araştırmak amacıyla türevli halkalarda pek 

çok çalışma yapılmaktadır. 

Bu tezde, asal ve   asal halkalarda türev ve sol türev yardımıyla halkanın 

değişmeliliğini araştıran bazı makaleler incelenmiştir. Ayrıca Rehmann ve ark. (2013)’nın 

yaptıkları “  Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adlı çalışmada elde 

edilen sonuçlar asal   halka yerine   asal halka,   ideal ve   Lie ideal alınarak 

genelleştirilmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: Asal Halka,   Asal Halka, Genelleştirilmiş Sol Türev, 
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In ring theory several works have been done to investigate that a ring is 

comutativitiy. 

In this thesis we investigate some work which examine whether a ring is 

commutative or not with the aid of derivations and left derivations in prime rings and  

 prime rings. Also, obtained results in “A Note on Homomorphisms and Anti-

homomorphisms on   Ring” by N. Rehmann and colleagues in 2013 are generalized for 

taking   prime ring,   ideal and   Lie ideal instead of prime   ring.  

 

Keywords: Prime Rings,   Prime Ring, Generalized Left Derivation, Generalized 

Left   Derivation, Jordan Left Derivation, Right   Centralizer 

  



 

viii 

İÇİNDEKİLER 

Sayfa No 

 

TEZ SINAVI SONUÇ FORMU ............................................................................................ii 

İNTİHAL (AŞIRMA) BEYAN SAYFASI.......................................................................... iii 

TEŞEKKÜR .......................................................................................................................... iv 

SİMGELER VE KISALTMALAR ....................................................................................... v 

ÖZET .................................................................................................................................... vi 

ABSTRACT .........................................................................................................................vii 

BÖLÜM 1                                                                                                                                   

GİRİŞ ..................................................................................................................................... 1 

BÖLÜM 2                                                                                                                                 

GENEL BİLGİLER ............................................................................................................... 2 

BÖLÜM 3 ............................................................................................................................ 13 

ASAL ve ASAL   HALKALARDA TÜREVLER ve SOL TÜREVLER ....................... 13 

3.1. Asal Halkalarda Lie İdealler ve Jordan Sol Türevler ................................................ 13 

3.2. Asal Halkanın Lie İdealleri Üzerinde Genelleştirilmiş Sol Türevlerin 

Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma Olma Durumları ............................................. 17 

3.3. Asal   Halkalar Üzerinde Sol   Türevlerin Homomorfizma ve Anti-

Homomorfizma Olma Durumları ..................................................................................... 21 

BÖLÜM 4 ............................................................................................................................ 25 

  ASAL HALKALARDA TÜREV ve SOL TÜREVLERLE DEĞİŞMELİLİK ............. 25 

4.1.   Asal Halkalarda Değişmelilik ............................................................................. 25 

4.2   Asal Halkalarda Türevler ve Değişmelilik ........................................................... 35 

4.3   Asal Halkalarda Sol Türevler ............................................................................... 49 

BÖLÜM 5 ............................................................................................................................ 57 

  ASAL HALKALARDA SOL   TÜREVLER ............................................................ 57 

5.1   Asal Halkalar Üzerinde Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar .................. 57 

KAYNAKLAR .................................................................................................................... 75 

ÖZGEÇMİŞ ........................................................................................................................... I 

 

 

  



 

1 

 

BÖLÜM 1                                                                                                                                   

GİRİŞ 

 

Türev çalışmalarının asal halkalara uygulanması fikri ilk kez 1957 yılında E. C. 

Posner tarafından ele alınmıştır. Posner yapmış olduğu çalışmasında halkalar üzerinde 

türev tanımını vererek asal halkaların değişmeli olma durumunun türev yardımıyla 

araştırılabileceğini göstermiştir. 

Her asal halka bir ideal ve her ideal bir Lie ideal olduğundan daha sonra yapılan 

çalışmalarda asal halkanın idealleri ve Lie idealleri üzerinde çalışılarak daha genel 

sonuçlara ulaşılmıştır. Ayrıca her asal halka bir   asal halka olduğundan asal halkanın 

idealleri ve Lie idealleri üzerinde yapılan çalışmalar   asal halkalar üzerinde ele alınarak 

bulunan sonuçlar genelleştirilmiştir. 

Bu tez beş bölümde ele alınmıştır. İkinci bölümde tezde kullanılacak bazı tanımlar ve 

kavramlara yer verilmiştir. Ayrıca diğer bölümlerde kullanılacak olan lemma ve teoremler 

ispatlarıyla verilmiştir. 

Üçüncü bölümde ilk olarak, asal halkalarda Lie idealler ve Jordan sol türevler ile 

ilgili bir makaleye yer verilmiştir. Daha sonra asal halkanın Lie idealleri üzerindeki 

genelleştirilmiş sol türevlerin homomorfizma ve anti-homomorfizma oldukları durumda 

ulaşılan bazı sonuçlar bir makale ile verilmiştir. Son olarak asal   halkalar üzerinde sol 

  türevlerin homomorfizma ve anti-homomorfizma oldukları durumda halkanın 

değişmeliliğini inceleyen bir makaleye yer verilmiştir. 

Dördüncü bölümde   asal halkaların idealleri ve Lie idealleri üzerinde türevler ve 

sol türevler yardımıyla halkanın hangi durumlarda değişmeli olduğunu inceleyen 

makalelere yer verilmiştir. 

Beşinci bölümde ise üçüncü bölümde ele alınan, N. Rehman, A. Z. Ansari ve C. 

Haetinger’in 2013 yılında yaptıkları “  Halkalarda Homomorfizma ve Anti-

Homomorfizmalar” adlı makalede elde edilen sonuçlar asal   halka yerine   asal halka, 

  asal halkanın idealleri ve Lie idealleri ele alınarak genelleştirilmiştir. 
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BÖLÜM 2                                                                                                                                 

GENEL BİLGİLER 

 

Tanım 2.1: Boş olmayan bir    kümesi üzerinde,          ,           

işlemi tanımlansın. Buna göre;  

[G1] Her           için                 dir, 

[G2] Her     için,            olacak şekilde bir     vardır, 

[G3] Her     için,            olacak şekilde bir     vardır, 

[G4] Her       için,          dir  

özelliklerinden yalnız [G1] sağlanıyorsa   kümesine   ikili işlemi altında bir yarı grup, 

[G1] ve [G2] özellikleri sağlanıyorsa   kümesine   ikili işlemi altında bir monoid, [G1], 

[G2] ve [G3] sağlanıyorsa   kümesine   ikili işlemi altında bir grup denir ve       ile 

gösterilir. Eğer bir   grubu (monoidi, yarı grubu) [G4] özelliğini sağlıyorsa   kümesine   

ikili işlemi altında bir değişmeli grup (değişmeli monoid, değişmeli yarı grup) denir. 

Tanım 2.2:   bir grup ve       olsun. Eğer   kümesi,   kümesi üzerinde 

tanımlı işleme göre kendi başına bir grup oluyorsa   kümesine   grubunun bir altgrubu 

denir ve     ile gösterilir. 

Tanım 2.3:   bir grup,     olsun.        ve     ise   altgrubuna   

grubunun bir öz altgrubu denir. 

Teorem 2.4: (Brauer’s Trick) Bir grup iki öz altgrubunun birleşimi olarak 

yazılamaz. 

İspat:       bir grup,   ve  ,   grubunun iki öz altgrubu olsun. Kabul edelim ki 

      biçiminde yazılsın. Eğer     ise     dir. Bu durum   nin öz altgrup 

olmasıyla çelişir. Eğer     ise     olur. Bu durum da   nın öz altgrup olmasıyla 

çelişir. O halde     ve     dir. Bu durumda     ve     olacak biçimde     

ve      elemanları vardır.   bir grup olduğundan           dir. Buradan 

      veya       olur. Kabul edelim ki       olsun.   bir altgrup olduğundan 

      dır. Buradan             bulunur. Fakat bu durum     olmasıyla 

çelişir. O halde       dir.   bir altgrup olduğundan       dir. Buradan     

        bulunur. Fakat     olduğundan çelişki elde edilir. Dolayısıyla       

şeklinde yazılamaz. 

Tanım 2.5:   boş olmayan bir küme         ,           ve        

 ,            işlemleri tanımlansın. Eğer  
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[R1]       değişmeli grup, 

[R2] Her         için                 

[R3] Her         için                 ve                 

koşulları sağlanıyor ise   kümesine bu ikili işlemlere göre bir halka denir ve         ile 

gösterilir.  

[R4] Her       için          koşulunu sağlayan   halkasına değişmeli halka, 

      Her     için            olacak şekilde      elemanı varsa   

halkasına birimli halka denir. 

Tanım 2.6:   bir halka ve       olsun. Eğer   kümesi   halkası üzerinde 

tanımlı işlemlere gore kendi başına bir halka oluyorsa   kümesine   halkasının bir 

althalkası denir. 

Tanım 2.7:         bir halka olmak üzere 

                         

kümesine   halkasının merkezi denir.  

Uyarı 2.8: Bir halkanın merkezi o halkanın althalkasıdır. 

Tanım 2.9:         bir halka ve       olmak üzere  

                           

kümesine   kümesinin merkezleştiricisi denir. 

Tanım 2.10:         ve         iki halka olsun.       fonksiyonu her       

için  

                 ve                  

koşullarını sağlıyor ise   fonksiyonuna halka homomorfizması denir. 

Tanım 2.11:          ve         iki halka olsun.       fonksiyonu her       

için 

                 ve                  

koşullarını sağlıyor ise   fonksiyonuna anti-halka homomorfizması denir. 

Tanım 2.12:   halkası üzerinde; 

         ,             

şeklinde tanımlanan işleme Lie komütatör işlemi denir. Lie komütatör işlemi aşağıdaki 

özellikleri sağlar:  

Her         için; 

(i)                     

(ii)                     
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(iii)         

(iv)                                 (Jacobi Özdeşliği) 

Tanım 2.13:   ve   kümeleri   halkasının boştan farklı althalkaları olsun.  

               

 

   

                

biçimindedir. 

Tanım 2.14:  ,   halkasının bir altkümesi ve  :     bir dönüşüm olsun. Her 

    için            ise   dönüşümüne   kümesi üzerinde değişmeli dönüşüm denir. 

Tanım 2.15:  ,   halkasının bir altkümesi ve  :     bir dönüşüm olsun. Her 

    için               ise   dönüşümüne   kümesi üzerinde merkezleştiren 

dönüşüm denir.  

Tanım 2.16:   bir halka ve  ,   nin bir althalkası olsun. Eğer; 

(i)      ve     için       ise   althalkasına   nin sol ideali, 

(ii)      ve     için       ise   althalkasına   nin sağ ideali, 

denir.  ,   halkasının hem sağ hem sol ideali ise   althalkasına   halkasının ideali denir. 

  Not 2.17:   bir halka   ve   ise   halkasının idealleri olmak üzere  

          

     

            

kümesi   halkasının idealidir. 

Tanım 2.18:   bir halka ve   kümesi   halkasının boştan farklı bir altkümesi olmak 

üzere; 

(i)       değişmeli grup, 

(ii)         koşulları sağlanıyorsa   kümesine   halkasının bir Lie ideali denir.  

Uyarı 2.19: Her ideal bir Lie idealdir ancak her Lie ideal her zaman bir ideal olmak 

zorunda değildir. 

Tanım 2.20:   bir halka ve   kümesi,   halkasının bir ideali olsun.     ve   

halkasının     idealleri için ‘     iken     veya    ’ koşulu sağlanıyorsa   

idealine asal ideal denir.  

Tanım 2.21: Bir   halkasının     ideali asal ideal ise   halkasına asal halka denir. 

Uyarı 2.22:   halkasının asal halka olması için gerek ve yeter koşul her       için 

        iken      veya     olmasıdır.  

Tanım 2.23:   kümesi   halkasının bir ideali olsun.        olacak biçimde bir   

pozitif tamsayısı varsa   idealine nilpotent ideal denir. 
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Tanım 2.24: Sıfırdan farklı nilpotent idealleri olmayan halkaya yarı-asal halka 

denir. 

Tanım 2.25:   bir halka olmak üzere her     için       olacak şekilde bir   

pozitif tamsayısı varsa bu koşulu sağlayan en küçük   pozitif tam sayısına   halkasının 

karakteristiği denir.         ile gösterilir. 

Tanım 2.26:   bir halka,   pozitif bir tamsayı ve     olmak üzere       iken 

    oluyorsa   halkasına   torsion free halka denir.  

Uyarı 2.27:   sıfırdan farklı bir halka olsun. Aşağıdakiler sağlanır. 

(i)  ,   torsion free bir halka ise   halkasının karakteristiği ikiden farklıdır. 

(ii)   bir asal halka olmak üzere   halkasının karakteristiği   den farklı ise   halkası 

  torsion free bir halkadır.  

İspat: (i)  ,   torsion free bir halka ve         olsun. Bu durumda her     

için      dır.   bir   torsion free halka olduğundan her     için     olur. 

Buradan       elde edilir. Bu sonuç       olmasıyla çelişir. O halde   halkasının 

karakteristiği ikiden farklıdır.  

(ii)   karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka olsun. Kabul edelim ki     için 

     olsun. Bu durumda her       için 

                                    

olur. Bu ise her     için          demektir.   halkasının asal olması kullanılırsa 

    veya her     için      elde edilir. Eğer her     için      ise         

olur. Ancak bu durum halkanın karakteristiğinin ikiden farklı olmasıyla çelişir. O halde 

    dır. Böylece  ,   torsion free bir halkadır. 

Uyarı 2.28:   karakteristiği   den farklı bir halka olsun. Her     için         

ise        dir. 

İspat: Her     için         olduğundan her      için          olur. 

Dolayısıyla                       bulunur. Buradan          olur.   nin 

karakteristiği ikiden farklı olduğundan her     için         dir. Böylece        

elde edilir. 

Tanım 2.29:   bir halka ve       toplamsal dönüşüm olsun. Her       için 

           ve         ise   dönüşümüne involüsyon denir. Üzerinde involüsyonun 

tanımlı olduğu halkaya da   involüsyonlu halka denir. 
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Tanım 2.30:   bir   involüsyonlu halka olsun.       için              

veya               olduğunda     veya     oluyorsa   halkasına   asal 

halka denir.  

Tanım 2.31:   bir   involüsyonlu halka olsun.                kümesi   

halkasının simetrik-elemanlarının kümesi,                 kümesi   halkasının 

anti-simetrik elemanlarının kümesi ve                     kümesi   halkasının 

simetrik ve anti-simetrik elemanlarının kümesi olarak adlandırılır. 

Tanım 2.32:   bir    involüsyonlu halka ve  ,   halkasının bir ideali olsun. Eğer 

     ise   idealine   ideal denir. 

Tanım 2.33:   bir   involüsyonlu halka ve  ,   halkasının bir Lie ideali olsun. 

Eğer      ise   Lie idealine   Lie ideal denir. 

Tanım 2.34:   bir   involüsyonlu halka ve  ,   halkasının bir   Lie ideali olsun. 

Eğer her     için      oluyorsa   Lie idealine   kare kapalı Lie ideal denir.  

Uyarı 2.35:   bir halka ve         halkasının bir kare kapalı Lie ideali olsun. O 

zaman her       için       dur.  

İspat:   Lie ideal olduğundan her       için               dur. Üstelik   

kare kapalı Lie ideal olduğundan her       için,                      

olur. Elde edilen bu iki denklem birlikte düşünülüp düzenlenirse her       için       

olduğu görülür. 

Tanım 2.36:   bir halka olmak üzere       bir toplamsal dönüşüm olsun. Her 

      için                   ise   dönüşümüne   halkasının bir türevi denir.  

Uyarı 2.37:   bir halka ve     halkasının bir türevi olmak üzere        ise  

          dir. 

İspat: Kabul edelim ki     halkasının bir türevi ve        olsun. Her     için 

        olur. Buradan            bulunur. O halde her     için          

                    olur. Elde edilen bu son denklemde        olması kullanılırsa 

her     için            eşitliğine ulaşılır. Bu durumda           dir. 

Tanım 2.38:   bir halka olmak üzere       bir toplamsal dönüşüm olsun. Her 

    için                   ise   dönüşümüne   halkasının bir Jordan türevi 

denir.  

Tanım 2.39:   bir halka olmak üzere       bir toplamsal dönüşüm olsun. Her  

      için                   ise   dönüşümüne   halkasının bir sol türevi denir. 

Tanım 2.40:   bir halka olmak üzere       bir toplamsal dönüşüm olsun. Her  
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    için              ise   dönüşümüne   halkasının bir Jordan sol türevi denir. 

Tanım 2.41:   bir   involüsyonlu halka olmak üzere       bir toplamsal 

dönüşüm olsun. Her       için                    ise   dönüşümüne   

halkasının bir sol   türevi denir.  

Tanım 2.42: (Bresar, 1991, s. 89)   bir halka olmak üzere       toplamsal 

dönüşüm olsun. Eğer her       için                   olacak şekilde bir   

türevi varsa   dönüşümüne   halkasının   ile belirlenmiş genelleştirilmiş türevi denir.  

Tanım 2.43: (Ashraf ve Shakir, 2008, s. 254)   bir halka olmak üzere       

toplamsal dönüşüm olsun. Eğer her     için                   olacak şekilde bir 

  Jordan sol türevi varsa   dönüşümüne   halkasının   ile belirlenmiş genelleştirilmiş 

Jordan sol türevi denir.  

Tanım 2.44:   bir   involüsyonlu halka olmak üzere       toplamsal dönüşüm 

olsun. Eğer her       için                    olacak şekilde bir   sol   türevi 

varsa   dönüşümüne   halkasının   ile belirlenmiş genelleştirilmiş sol  -türevi denir. 

Tanım 2.45:   bir halka olmak üzere     için       ,                

   olarak tanımlanan    toplamsal dönüşümü   nin bir türevidir. Bu türeve   ile belirli iç 

türev denir. 

Tanım 2.46:   bir halka ve       bir toplamsal dönüşüm olsun. Her        

için             koşulunu sağlayan   dönüşümüne   halkasının bir sol 

merkezileştiricisi denir. Her       için             biçiminde tanımlanıyor ise   

dönüşümüne   halkasının bir sağ merkezileştiricisi denir.  ,   halkasının hem sağ hem sol 

merkezleştiricisi ise   dönüşümüne   halkasının merkezileştiricisi denir. 

Tanım 2.47:   bir   involüsyonlu halka ve       bir toplamsal dönüşüm olsun. 

Her       için              ise   dönüşümüne   halkasının bir sol  

 merkezleştiricisi denir. Her       için              biçiminde ise   dönüşümüne 

  halkasının bir sağ   merkezileştiricisi denir.  ,   halkasının hem sağ hem sol  

 merkezleştiricisi ise   dönüşümüne   halkasının   merkezileştiricisi denir. 

 Her     için              ise   dönüşümüne   halkasının bir Jordan sol  

 merkezileştiricisi denir. Her     için              ise   dönüşümüne   halkasının 

bir Jordan sağ   merkezileştiricisi denir.  ,   halkasının hem Jordan sağ hem Jordan sol 

  merkezleştiricisi ise   dönüşümüne   halkasının Jordan   merkezileştiricisi denir. 

Uyarı 2.48:   bir   involüsyonlu bir halka olsun. Her     için            

ve            dir.  



 

8 

İspat: Her     için      dir. İnvolüsyon dönüşümü toplamsal dönüşüm 

olduğundan                   şeklindedir.         olduğundan            

  bulunur. Diğer taraftan         ifadesine bakıldığında                  olur. 

Buradan         olduğu kullanılarak              elde edilir. Dolayısıyla her 

    için      ve              bulunur.  

Uyarı 2.49:   bir   asal halka ve  ,   halkasının sıfırdan farklı bir   ideali olsun. 

 ,   halkasında bir türev olmak üzere          ise     dır. 

İspat:   ideal olduğundan her     ve     için      dır. O halde         

olur. Buradan               elde edilir.          olduğundan her    ,     için 

        elde edilir. Son eşitlikte     olmak üzere   yerine    yazılırsa          

bulunur. Buradan            olur. Ayrıca  ,   ideal olduğundan her     için      

dır. O zaman   yerine    yazılırsa                    elde edilir. Böylece   halkası 

  asal halka ve   sıfırdan farklı bir ideali olduğundan          olur. O halde     

elde edilir.  

Lemma 2.50: (Posner E. C., 1957)   asal halka       bir türev ve     olsun. 

Her     için         ise       veya     dır. 

İspat: Hipotezde   yerine     için    elemanı yazılırsa 

                                             

olur. Her       için          dır. Böylece her     için            elde edilir. 

  asal halka olduğundan     veya her     için        bulunur. O halde     veya 

    elde edilir. 

Teorem 2.51: (Posner E. C., 1957)   karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve    

ile   ,   halkasının türevleri olsun. Eğer      türev ise      veya      dır. 

İspat:   ,    ve      türev olduğundan       için 

                                                  

ve 

                                                 

                                                                           

                                                                               

elde edilir. Yukarıdaki eşitliklerden her       için  

 

                                                                                                      (2.1) 
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bulunur. (2.1) eşitliğinde   yerine     için        yazılırsa 

                                   

                                               
           

                                                      
          

                                                      
           

olur. (2.1) eşitliğinde   yerine     için       yazılırsa 

                                 bulunur. Bu iki ifadeden her       için 

 

                                                                                              (2.2) 

 

elde edilir. (2.1) eşitliğinde   yerine   alınırsa                         olur. Bu ise 

      için                        demektir. Bu ifade (2.2) eşitliğinde yerine 

yazılırsa her         için                                   olur. Buradan her 

        için,                                elde edilir. Lemma 2.50 den 

      veya                         

dır. Kabul edelim ki                         olsun. (2.1) eşitliğinde   yerine   

alınırsa                         yazılır. Elde edilen son iki eşitlik toplanırsa, 

              bulunur.   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olduğundan her 

      için              bulunur. Lemma 2.50 den      veya her     için 

        olur. Dolayısıyla      veya      dır. 

Lemma 2.52: (Herstein I. N., 1969, s 4)    sıfırdan farklı,   torsion free ve 

nilpotent idealleri olmayan bir halka olsun.      ,   halkasının bir althalkası ve Lie 

ideali ise        ya da  ,   nin sıfırdan farklı bir idealini kapsar. 

İspat: Kabul edelim ki   değişmeli olmayan bir althalka olsun. O zaman         

olacak biçimde       vardır.   Lie ideal olduğundan her     için          dur. O 

zaman                        olur.  , hem Lie ideal hem de althalka olduğundan 

         olur. Dolayısıyla her     için          dır. Buradan 

 

                                                                                                                     (2.3) 

 

olur. Ayrıca   Lie ideal olduğu için her       için                       dır. 

     ve (2.3) eşitliğinden           elde edilir. Keyfi       için            

                olur. Burada          ve           olduğu kullanılırsa 
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          bulunur. Her       için yapılabileceğinden           olur. Üstelik 

       ,   halkasının bir idealidir. 

 Kabul edelim ki             olsun. O halde               olur. O halde   

halkasının sıfırdan farklı nilpotent ideali olmadığından            dır. Burada   

halkasının yarı-asal halka olması kullanılırsa         bulunur. Bu durum         

olmasıyla çelişir. O halde             dır. Dolayısıyla   değişmeli olmayan bir 

althalka iken   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar.  

Şimdi kabul edelim ki   değişmeli bir althalka olsun.   Lie ideal olduğundan    , 

      için                               ve                

     olur. Buradan,                                      elde 

edilir. Bu ifade de   yerine   alınırsa                   olur. O halde 

              bulunur. Böylece   halkasının sıfırdan farklı nilpotent ideali 

olmadığından her     için         elde edilir. Dolayısıyla her     için 

       olur. Yani        dir.  

Lemma 2.53: (Bergen ve ark., 1981)  , karakteristiği ikiden farklı bir asal halka 

olsun.     halkasının        koşulunu sağlayan bir Lie ideali olsun. Eğer         

olacak biçimde bir   ideali varsa            dir.  

İspat:                       kümesini tanımlayalım.            için      

kümesinin tanımından ve   Lie ideal olduğundan           bulunur. O halde 

         olur. Dolayısıyla      bir altgruptur. Ayrıca          olduğundan 

       ve              olur. Böylece                 bulunur. Böylece 

              olur. Buradan     ,   halkasının bir Lie idealidir. 

 Şimdi       olmak üzere           olduğundan                 dur. 

Buradan   bir Lie ideal olduğundan                  olur. O halde her     için 

                                                

                                                                 

                                           

                                        

bulunur. Dolayısıyla          olduğundan             elde edilir. O halde     ,   

halkasının bir althalkasıdır.      bir althalka ve Lie ideal olduğundan Lemma 2.52 den 

    ,    halkasının sıfırdan farklı bir    idealini kapsar veya            dir. Eğer 

           ise                olduğundan         dir. Bu durum        
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olmasıyla çelişir. Dolayısıyla     ,   halkasının sıfırdan farklı bir   idealini kapsar. O 

halde      kümesinin tanımından         dur. 

Varsayalım ki             olsun. O halde [           dır. Her      ve 

      için  

 

                                                                                                                    (2.4) 

 

olur. Şimdi her      için             ve              olacak şekilde   ve   ile 

belirlenen iç türevler olmak üzere (2.4) eşitliğinden                elde edilir. 

Dolayısıyla        olur. Sıfır dönüşümü bir türev olduğundan      bir türevdir. Lemma 

2.51 den      veya      olur. Böylece her         için           elde edilir. O 

halde          dir. Buradan her         için            olduğu kullanılırsa 

                               

bulunur. O zaman          dır. Lemma 2.50 den her     için     veya     

       elde edilir. Buradan        olduğu için        olur. Dolayısıyla        

dir. Ancak bu durum         olmasıyla çelişir. Böylece             elde edilir. 

Lemma 2.54: (Bergen ve ark., 1981)   halkası karakteristiği ikiden farklı olan bir 

asal halka,      halkasının        olacak biçimde sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. 

      için         ise     veya     dır.  

İspat: Kabul edelim ki     olsun.  ,   halkasının Lie ideali ve        

olduğundan Lemma 2.53 den           ve             olacak biçimde sıfırdan 

farklı bir   ideali vardır. Her             için                  ve 

        olduğundan 

                                             

                         

olur. Dolayısıyla            elde edilir.   bir asal halka olduğundan her         

için       veya      olur.   sıfırdan farklı bir ideal ve     olduğundan     

    dır. Yani her     için      olur. O halde        dır. Diğer taraftan her 

        için         dır.      olması kullanılırsa                   

            bulunur. Buradan her     için         olur. O halde   asal halka 

olduğundan her     için     veya     elde edilir.       olduğundan     

bulunur.  
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Lemma 2.55: (Herstein I. N., 1969)  ,   torsion free bir yarı-asal halka ve 

     ,   halkasının bir Lie ideali olsun.           ise        dir. 

İspat: Kabul edelim ki           olsun.  , Lie ideal olduğundan     olmak 

üzere, her     için         dır. O halde  

                                                      

                                  

bulunur.       ,         şeklinde tanımlanan bir iç türev olsun. O halde   
       

olur. Lemma 2.51 den      dır. O zaman her     için        dir. Dolayısıyla 

       dir. 
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BÖLÜM 3                                                                                    

ASAL ve ASAL   HALKALARDA TÜREVLER ve SOL TÜREVLER 

 

3.1. Asal Halkalarda Lie İdealler ve Jordan Sol Türevler  

Bu bölümde M. Ashraf ve N. Rehman’ın 2000 yılında yaptıkları “Asal Halkalarda 

Lie İdealler ve Jordan Sol Türevler” adlı çalışma incelenmiştir. 

Lemma 3.1.1:  ,   torsion free bir halka ve  ,   halkasının kare kapalı bir Lie 

ideali olsun.     halkasının bir toplamsal dönüşümü olmak üzere her      için       

        ise; 

(i) Her       için,                       , 

(ii) Her       için,                             , 

(iii) Her         için                                 

                           , 

(iv) Her       için,                        

(v) Her       için,                             

dir. 

İspat: (i)   kare kapalı bir Lie ideal olduğundan her       için       

               dir. Buradan          ifadesi açılıp hipotez kullanılırsa 

                                   elde edilir.  

(ii) Her       için (i) ifadesinde   yerine       yazılırsa            

                                  elde edilir. Diğer taraftan        

                                                         

elde edilir. Son elde edilen iki denklem birlikte düşünülüp   halkasının karakteristiği 

ikiden farklı olduğu kullanılırsa her       için  

                             

eşitliği elde edilir. 

(iii) Her         için (ii) ifadesinde   yerine     yazılırsa            

                                                      

                                    elde edilir. Diğer taraftan      

                                                  

                                        elde edilir. Bu son elde 

edilen iki denklemden her         için                        

                              bulunur.  
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(iv) Her       Uyarı 2.35 den       elde edilir. Hipotezden her      için 

              olduğu kullanılırsa her       için                  elde edilir. 

(iii) ifadesinde   yerine     yazılır ve   halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğu 

kullanılırsa her         için                                

                                  elde edilir. Diğer taraftan          

                                                         elde 

edilir. Elde edilen son iki denklemin eşitliğinden ve Lie komütatör işlemi kullanıldığında 

her       için 

 

                                                                                             (3.1) 

 

elde edilir. Burada   yerine     yazılır ve (3.1) denklemi kullanılırsa her       için 

                      elde edilir. 

(v) Her       için (iv) ifadesinde   yerine     yazılır ve Lie komütatör işlemi 

özellikleri kullanılırsa                                             

                                            elde edilir. Burada (iv) ifadesi ve 

(3.1) eşitliği kullanılırsa her       için 

                           

elde edilir. 

Lemma 3.1.2:  ,   torsion free bir halka ve  ,   halkasının kare kapalı bir Lie 

ideali olsun.  ,    halkasının bir toplamsal dönüşümü olmak üzere her      için       

       ise; 

(i) Her       için,                 

(ii) Her       için,                      

dir.  

İspat: (i) Lemma 3.1.1-(i) ve (v) numaralı eşitliklerinden her        için      

                   ve                            elde edilir. Bu iki 

denklem birlikte düşünülüp gerekli düzenlemeler yapılırsa her       için 

 

                                                                                              (3.2) 

 

olur. Buradan (3.2) eşitliği ile Lemma 3.1.1-(v) den her       için                 

elde edilir. 
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(ii) Her       için hipotezden                          sağlanır. Burada 

Lemma 3.1.2-(i) ifadesi kullanılırsa her       için 

 

                                                                                                                   (3.3) 

 

bulunur. Ayrıca her       için Uyarı 2.35 den           elde edilir. Burada 

      ifadesinde   yerine     yazılırsa        olur. Lemma 3.1.1-(i) ifadesinden 

                                     elde edilir. Burada   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olduğu kullanılırsa her       için          

                           ifadesine ulaşılır. Burada (3.3) ifadesinden 

                                              

                                                            

                          

                                              

olur. Böylece her       için 

 

                                                                    (3.4) 

 

elde edilir. Lemma 3.1.1-(iv) ifadesi (3.4) ifadesinde kullanılırsa her       için 

 

                                                                                                  (3.5) 

 

dır. (3.5) denkleminde   yerine     yazılırsa                           

                   elde edilir. Burada (3.5) denklemi kullanılırsa           

                              elde edilir. Elde edilen bu son denklem ve 

(3.4) denklemi birlikte kullanılırsa her       için 

                     

olur. 

 Teorem 3.1.3:  ,   torsion free bir asal halka ve     halkasının bir kare kapalı 

Lie ideali olsun.       toplamsal dönüşümü her     için,              koşulunu 

sağlıyorsa her       için                   dir.  

İspat: Kabul edelim ki     halkasının değişmeli olan bir Lie ideali olsun.     ve 

    için         dur.   değişmeli olduğundan her       için 
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bulunur. Buradan               elde edilir. Buradan   halkasının karakteristiğinin 

ikiden farklı olduğu kullanılırsa              bulunur.     için   yerine    yazılıp 

gerekli düzenlemeler yapılır ve yine aynı eşitlik kullanılırsa her       için 

              elde edilir. Böylece                 olur.   bir asal halka olduğundan 

her    ,     için         olur. Buradan        elde edilir. Lemma 3.1.1-(i) den 

                      bulunur. Böylece   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı 

olduğu kullanılırsa her       için                     elde edilir.  

Şimdi kabul edelim ki   değişmeli olmasın. Bu durumda        dir. Lemma 

3.1.1-(iv) den her       için                       dir. Bu ifade düzenlenirse 

                                                          

bulunur. Buradan her       için 

 

                                                                                                  (3.6) 

 

elde edilir. (3.6) eşitliğinde        olmak üzere   yerine        yazılırsa her 

           için                                                

                     elde edilir. Lemma 3.1.2-(i) den                       

bulunur. Buradan her          için                         bulunur. Böylece 

Lemma 2.54 den her         için           veya             elde edilir. 

Kabul edelim ki             olacak biçimde         var olsun. Lemma 3.1.1-

(i) ifadesinden                            bulunur. Bu ifade düzenlenirse 

                                      olur. Burada   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olduğu kullanılırsa                      elde edilir. 

Şimdi de kabul edelim ki           ise olacak biçimde         elemanları var 

olsun. Lemma 3.1.2-(ii) ifadesinde     için   yerine        yazılırsa her     için 

                                                               bulunur. 

Bu eşitlikte Lemma 3.1.2-(i) kullanılırsa her     için                     

                       elde edilir. Burada   yerine     yazılıp Lemma 3.1.2-(i) 

kullanılırsa her       için                                         
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                                    elde edilir. Burada   yerine      yazılır ve 

  halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğu kullanılırsa her          için 

                                              

                                       

elde edilir. Burada    yerine        yazılır ve Lemma 3.1.2-(i) ve           olduğu 

kullanılırsa her           için                             elde edilir. Buradan 

her     için                               eşitliği elde edilir. Lemma 2.54 den 

            veya her     için                   olur. 

Eğer             ise                      bulunur. 

Öte yandan                  ise                   olur. Buradan Lemma 

2.54 kullanılırsa          olduğu görülür. Buradan         dır. O zaman Lemma 

3.1.1-(i) den 

                                                        

                              

         

                                     

elde edilir. Böylece   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olduğu kullanılırsa her 

       için                      olur.  

Sonuç 3.1.4:   halkası   torsion free bir asal halka ve       Jordan sol türev 

ise sol türevdir.  

 

3.2. Asal Halkanın Lie İdealleri Üzerinde Genelleştirilmiş Sol Türevlerin 

Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma Olma Durumları 

Bu bölümde N. Rehman ve A. Z. Ansari’nin 2014 yılında yaptıkları “Halkanın Lie 

İdealleri Üzerinde Genelleştirilmiş Sol Türevlerin Homomorfizma ve Anti-Homomorfizma 

Olma Durumları” adlı çalışma incelenmiştir. 

Lemma 3.2.1: (Shakir, 2011, s 209-226)   bir asal halka olmak üzere        

toplamsal dönüşümü her       için             koşulunu sağlıyorsa her     için 

        olacak biçimde          vardır. 

Lemma 3.2.2:   bir halka ve      ,   halkasının bir kare kapalı Lie ideali olsun. 

O zaman           ve           dur. 

İspat: Her       ve her     için         ifadesi Lie komütatör özellikleri 

kullanılarak açılırsa                         eşitliği elde edilir. Uyarı 2.35 den 
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        ve         elemanları   Lie idealinin elemanları olduğundan her       ve her 

    için           elde edilir. Dolayısıyla           ifadesine ulaşılır. 

Yine her       ve her     için         ifadesi Lie komütatör özellikleri 

kullanılarak açıldığında                         eşitliği elde edilir. Uyarı 2.35 den 

        ve         elemanları   Lie idealinin elemanları olduğundan her       ve her 

    için           elde edilir. Dolayısıyla           ifadesine ulaşılır.  

Teorem 3.2.3:  , karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka,       halkasının 

sıfırdan farklı değişmeli olmayan bir kare kapalı Lie ideali ve      ,       Jordan 

sol türevi ile belirli genelleştirilmiş Jordan sol türev olsun. Eğer     üzerinde 

homomorfizma veya anti homomorfizma ise her     için         olacak biçimde bir 

         vardır. 

İspat:  ,   üzerinde homomorfizma olsun.   aynı zamanda   ile belirli 

genelleştirilmiş sol türev olduğundan her     için                   

biçimindedir. Lemma 3.1.4 den   Jordan sol türev ise sol türevdir. Ayrıca her       için 

Uyarı 2.35 den       ve   halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan        

                          dır. Buradan her         için 

                                                 

ifadesine ulaşılır. Aynı ifade farklı şekilde açılırsa her         için 

                                              

olur. Bu eşitlikler birlikte düşünülüp soldan           nin toplamsal tersi eklendiğinde ve 

kalan ifade soldan   parantezine alındığında her         için                    

  elde edilir. O halde her       için                        dır. Bu eşitlik     

için soldan   ile çarpıldığında her           için                         

ifadesine ulaşılır. Lemma 2.54 den 

    veya                   

elde edilir. Her     için     olması       olması anlamına gelmektedir.   sıfırdan 

farklı olduğundan bu durum söz konusu değildir. Dolayısıyla her       için,       

          dir. Burada   yerine     yazılıp karakteristiğin ikiden farklı olması kullanılırsa 

her       için                   eşitliği elde edilir. Buradan   nin sol türev olduğu 

kullanılırsa her         için                                  ifadesine 

ulaşılır. Bu ifadede her       için,                 olduğu kullanılırsa her       

  için                               elde edilir. Burada Lie komütatör 
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işlemi özelliği kullanılırsa her         için                       olur. Bu 

eşitlikte   yerine   yazılıp Lie komütatör işlemi özellikleri kullanılırsa her       için 

            elde edilir. Böylece her       için 

            

eşitliğine ulaşılır. Burada     için   yerine     yazılıp   halkasının karakteristiğinin 

ikiden farklı olduğu kullanılırsa her         için              elde edilir. Bu ifade 

Lie komütatör işlemi özellikleri kullanılarak düzenlenirse her         için 

                        olur. Elde edilen bu ifadede             olduğu 

kullanılırsa her         için              ifadesi elde edilir. O halde            

    dır. Lemma 2.54 den her       için 

        veya        

olur. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   Lie idealinin altgruplarıdır ve       dir. Bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. O halde her       için         dır. Böylece 

        olur. Lemma 2.55 den        dir. Ancak bu sonuç   nin değişmeli 

olmamasıyla çelişir. O halde     dir. Bu durumda her     için        dır. Buradan 

       elde edilir. Lemma 3.2.2 den her       ve     için           ve   

halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa             olur. Burada   

nin sol türev olması kullanılırsa             elde edilir. Bu ifadede     olmak üzere 

  yerine     yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa 

             olur. Elde edilen bu ifadede Lie komütatör işlemi özelliği ve 

            olması kullanılırsa her             için              eşitliğine 

ulaşılır. O halde                dır. Böylece Lemma 2.54 den           için 

        veya        

elde edilir. 

Kabul edelim ki her       için         olsun. Bu durumda         dır. 

Lemma 2.55 den        elde edilir. Ancak bu sonuç   nun değişmeli olmamasıyla 

çelişir. O halde her     için        dır. Buradan        elde edilir. Bu ise     

demektir. O halde Lemma 3.2.1 den her     için         olan           vardır.  

Şimdi kabul edelim ki  ,   üzerinde anti-homomorfizma olsun.   aynı zamanda   

ile belirli genelleştirilmiş Jordan sol türev olduğundan her     için 
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biçimindedir. Sonuç 3.1.4 den   Jordan sol türev ise sol türevdir. O halde her       için 

                  

dir. Ayrıca her       için       ve   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı 

olduğundan                                  dır. Son elde edilen iki 

eşitlikten                      ifadesine ulaşılır. Elde edilen bu denklemde   

yerine     yazılır ve   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa 

                        elde edilir. Burada   anti-homomorfizma ve 

genelleştirilmiş sol türev olduğundan                                      

olur. Buradan her       için                  eşitliğine ulaşılır. Burada     

olmak üzere   yerine     yazılır ve   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olduğu 

kullanılırsa                    elde edilir. Burada                  eşitliği 

kullanılırsa her         için                              olur. Böylece her 

      için                elde edilir. Lemma 2.54 den her        için 

        veya        

olur.  

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   Lie idealinin altgruplarıdır ve       dir. Bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her       için         dır. Böylece 

        olur. Lemma 2.55 den        dir. Ancak bu sonuç   nun değişmeli 

olmamasıyla çelişir. O halde     dir. Bu durumda her     için        dır. Böylece 

       olur. Lemma 3.2.2 den her       ve     için           ve   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa             elde edilir. Burada   nin 

sol türev olması kullanılırsa             olur. Bu eşitlikte     olmak üzere   yerine 

    yazılırsa ve   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 

        için              elde edilir. Elde edilen bu ifadede Lie komütatör işlemi 

özelliği ile             olması kullanılırsa her             için              

eşitliğine ulaşılır. Buradan her           için                olur. Lemma 2.54 

den her           için 

        veya        

elde edilir.  
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Kabul edelim ki her       için         olsun. Bu durumda         dır. 

Buradan Lemma 2.55 den        elde edilir. Ancak bu sonuç   nun değişmeli 

olmamasıyla çelişir. O halde her     için        dır. Buradan        elde edilir. 

Böylece     dır. O halde Lemma 3.2.1 den her     için         olan           

vardır.  

 

3.3. Asal   Halkalar Üzerinde Sol   Türevlerin Homomorfizma ve Anti-

Homomorfizma Olma Durumları 

Bu bölümde N. Rehman, A. Z. Ansari ve C. Haetinger’in 2013 yılında yaptıkları 

“  Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adlı çalışma incelenmiştir. 

Lemma 3.3.1: (Rehman ve Ansari, 2011, s 742-750)     involüsyonlu   torsion 

free bir yarı-asal halka olsun.       bir toplamsal dönüşümü her     için       

       koşulunu sağlıyorsa her       için              dır.  

Teorem 3.3.2:   bir asal   halka ve      ,   sol   türevi ile belirli 

genelleştirilmiş sol    türev olsun.  

(i)     üzerinde homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde sağ 

  merkezileştiricidir. 

(ii)     üzerinde anti-homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde 

sağ   merkezileştiricidir. 

İspat: (i) Kabul edelim ki     üzerinde homomorfizma olsun.   homomorfizma ve 

genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her         için 

                                                 

ve 

                                               

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitlikler birlikte düşünüldüğünde                  ifadesine 

ulaşılır. Buradan                     bulunur. Bu ifade soldan        

          ile çarpılırsa her         için                                   

  bulunur. Dolayısıyla her       için 

                                      

olur. Bu ifadede   halkasının asal olması kullanılırsa                  elde edilir. 

Buradan her       için,                elde edilir. Burada     için   yerine    

yazılırsa                  elde edilir. Elde edilen bu denklemde   sol   türevi 

kullanılırsa her         için 
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elde edilir. Bu denklemde                olduğu kullanılıp Lie komütatör işlemi 

özelliği de dikkate alındığında 

                       

elde edilir. Burada   yerine    düşünüldüğünde her       için              olur. Bu 

eşitlikte     için,   yerine    düşünülürse               elde edilir. Elde edilen son 

eşitlikte              olduğu kullanılırsa her         için               olur. 

Buradan her       için                 denklemine ulaşılır.   asal halka olduğundan 

her       için 

         veya        

dır. Şimdi                        ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nin altgruplarıdır ve       dir. Bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. O halde her       için          dır.   yerine    

yazılırsa         elde edilir. Bu ise   halkasının değişmeli olduğu anlamına gelmektedir. 

Şimdi kabul edelim ki     olsun. Yani her     için        dır. O halde        

dır. Buradan     elde edilir. Böylece   sağ   merkezileştiricidir. 

(ii) Kabul edelim ki     üzerinde anti-homomorfizma olsun.   anti-homomorfizma 

ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her       için                ve  

                   eşitlikleri sağlanır. Buradan                       elde 

edilir. Elde edilen bu denklemde   yerine    yazılırsa                          

olur.  ’in anti-homomorfizma ve genelleştirilmiş sol   türev olması kullanılırsa 

                                       

olur. Eşitliğin her iki yanına soldan            nin toplamsal tersi eklenirse 

                 eşitliğine ulaşılır. Burada     için   yerine    yazılırsa 

                   elde edilir. Bu ifadede                  eşitliği kullanılırsa 

her         için                              elde edilir. Böylece her 

      için                elde edilir.   asal halka olduğundan her       için 

        veya        

olur. Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nin altgruplarıdır ve       dir. Bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 
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Kabul edelim ki     olsun. O halde her       için         dır. Bu ise   

halkasının değişmeli olduğu anlamına gelmektedir. Şimdi kabul edelim ki     olsun. Bu 

durumda her     için        dır. O halde        dır. Buradan     elde edilir. 

Böylece   sağ   merkezleştiricidir.  

Sonuç 3.3.3:   bir asal   halka ve      , sol   türev olsun.  

(i)     üzerinde homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde sağ 

  merkezileştiricidir. 

(ii)     üzerinde anti-homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde 

sağ   merkezileştiricidir. 

İspat: Her sol   türev kendisiyle belirli bir genelleştirilmiş sol   türev 

olduğundan Teorem 3.3.2 ifadesinde   genelleştirilmiş sol   türevi yerine   sol  

 türevinin kendisi düşünüldüğünde teorem sağlanır. 

Teorem 3.3.4:   bir   involüsyonlu halka ve       bir Jordan  

 merkezileştirici olsun. 

(i)   bir yarı-asal halka ve     üzerinde homomorfizma ise   dönüşümü   nin 

merkezindedir. 

(ii)   bir asal halka ve     üzerinde anti-homomorfizma ise      veya   

dönüşümü bir involüsyondur. 

İspat: (i) Kabul edelim ki   yarı-asal halka ve     üzerinde homomorfizma olsun. 

O halde her       için                dir. Üstelik     üzerinde Jordan  

 merkezileştirici olduğundan her     için              dır. Lemma 3.3.1 den 

             elde edilir. Elde edilen bu denklemlerden her       için          

       elde edilir. Burada     için,   yerine    yazılırsa                   elde 

edilir. Böylece Lemma 3.3.1 den                     olur. Bu ifadede          

       olduğu kullanıldığında                   eşitliği elde edilir. Dolayısıyla her 

        için,               elde edilir. Burada   yerine    ve   yerine    yazılırsa 

            elde edilir. Bu ifadede     için   yerine    düşünülürse               

olur. Buradan                         denklemine ulaşılır. Ulaşılan bu denklemde 

            olduğu kullanılırsa her           için 

 

                                                                                                                   (3.7) 
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elde edilir. Bu denklemde     için   yerine    yazılırsa her              için 

              elde edilir. Diğer taraftan (3.7) eşitliği soldan     ile çarpılırsa her 

            için               elde edilir. Ulaşılan son iki denklem birlikte 

düşünülüp Lie komütatör işlemi özelliği kullanılırsa                  elde edilir. 

Burada      ve        alınırsa her         için                     elde edilir. 

O halde her        için                       dır.   bir yarı-asal halka olduğundan 

her       için            elde edilir. Buradan            dır. Dolayısıyla 

          dir.  

(ii) Kabul edelim ki   asal halka ve     üzerinde anti-homomorfizma olsun. O halde 

her       için                dir. Üstelik     üzerinde Jordan    merkezileştirici 

olduğundan her     için              dır. O zaman Lemma 3.3.1 den       

       olur. Elde edilen bu iki denklemden                 elde edilir. Bu ifade 

soldan      parantezine alındığında her       için                 elde edilir. 

Burada     için   yerine    yazılıp Lemma 3.3.1 kullanılırsa                   

denklemi elde edilir. Bu ifadede   yerine    yazılırsa                  elde edilir. 

Buradan her       için                    olur. Böylece   asal halka 

olduğundan her       için        veya         elde edilir. Eğer her     için 

       ise o zaman     dır. Diğer taraftan her             ise   bir 

involüsyondur. 
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BÖLÜM 4                                                                                    

  ASAL HALKALARDA TÜREV ve SOL TÜREVLERLE DEĞİŞMELİLİK 

 

4.1.   Asal Halkalarda Değişmelilik 

Bu bölümde L. Oukhtite ve S.Salhi’nin 2006b yılında yaptıkları “  Asal Halkalarda 

Değişmelilik” adlı çalışma incelenmiştir.  

Lemma 4.1.1:  ,   üzerinde homomorfizma ve   kare kapalı Lie ideali üzerinde 

merkezleştiren dönüşüm ise  ,   üzerinde değişmelidir.  

İspat:  ,   üzerinde homomorfizma ve   kare kapalı Lie ideali üzerinde 

merkezleştiren dönüşüm olsun. O zaman her     için               dir. Şimdi her 

    için            olduğunu gösterelim. 

İlk olarak       alalım.               ifadesinde   yerine     yazılıp 

hipotez kullanılırsa her       için                        elde edilir. Elde edilen 

bu denklemde   yerine    yazılıp Lie komütatör işlemi özelliği kullanılırsa 

                                                   

olur. Burada her     için,               olduğu kullanılıp ifade düzenlenirse 

                       elde edilir.  ,   torsion free bir   asal halka olduğundan, 

                      

sonucuna ulaşılır. 

 Böylece her     için                         elde edilir. Bu ifadede Lie 

komütatör işlemi özellikleri uygulanıp ve her     için               olması 

kullanılırsa                        elde edilir. O halde her     ve her     için, 

                       dır. Burada   yerine   düşünüldüğünde her     için, 

                       eşitliğine ulaşılır. Bu ifadede Lie komütatör işlemi 

özelliğinden yararlanılırsa her     için,             elde edilir.     olmak üzere 

elde edilen son eşitlik soldan   ile çarpılıp, her     için               olduğu 

kullanılırsa her    ,     için                     denklemine ulaşılır.  

Buradan her     için  

 

                                                                                                           (4.1) 

 

elde edilir. (4.1) ifadesi sağdan           ile çarpıldığında her     için 

                               olur. Elde edilen denklemde                   
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ifadesinin   involüsyon altındaki görüntüsü incelenirse                      

                        elde edilir. Böylece her     için  

                                                              

elde edilir. Buradan     asal halka olduğundan her     için 

           veya                     

olur. 

 Kabul edelim ki her     için,            olsun. Bu durumda  ,   üzerinde 

değişmeli olur. Şimdi kabul edelim ki her     için,                     olsun.     

olmak üzere son ifade soldan   ile çarpılırsa 

                     

elde edilir. Burada her     için               olduğu kullanılırsa her         

                     bulunur. O halde her     için 

                       

dır. Ayrıca her     için                       olduğu kullanılırsa 

                      elde edilir. Böylece                        

                  denklemleri elde edilir.     asal halka olduğundan, her     için, 

           elde edilir. O halde  ,   üzerinde değişmeli olur.  

Not 4.1.2: Bundan sonraki lemma ve teoremlerde  ,   halkasının bir   kare kapalı 

Lie ideali,  ,   üzerinde merkezileştirici otomorfizması ve            için       

olarak alınacaktır.  ,   üzerinde merkezleştiren dönüşüm olduğundan Lemma 4.1.1 den 

her     için,            dır. 

 Lemma 4.1.3:  ,   asal halka ve  , sıfırdan farklı   Lie ideal olsun.       

için                  iken     veya     dır.  

İspat: Kabul edelim       için                  ve     olsun.      

      elemanını alalım. 

İlk olarak, kabul edelim ki           olsun. Hipotezden her     için 

           
    elde edilir. Böylece            

      yazabiliriz. Burada 

       incelendiğinde            
  ve   

      olması kullanılarak           
  

eşitliğine ulaşılır. Ulaşılan bu eşitlik kullanılırsa       için                    

eşitliği elde edilir.   bir   asal halka ve     olduğundan       dır.     olmak 

üzere son eşitlik soldan   ile çarpıldığında        olur. O halde        ) dır. Burada 

        olduğu kullanılırsa          dır. Bu ifadede       
  olduğu kullanılırsa 
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        eşitliğine ulaşılır. Böylece   nin   asal halka olması kullanıldığında      

veya     bulunur. Kabulden    sıfırdan farklı olduğundan     dır.  

Şimdi de kabul edelim ki         ve her     için           olsun. Bu 

eşitlikte     olmak üzere   yerine    yazılırsa 

                                      

bulunur. Böylece              elde edilir. Burada   yerine   ,    yerine   
  yazılıp 

         olduğu kullanılırsa         
         bulunur. Buradan           

      

elde edilir. Böylece   nin   asal halka olması kullanılarak     veya          

bulunur.     olduğundan          dır.          olduğundan           olacak 

biçimde     vardır. Hipotez ve Not 4.1.2 kullanılırsa her      için           

             bulunur. Buradan                          elde edilir.   bir  

 asal halka ve           olduğundan     dır. 

Lemma 4.1.4:  ,   torsion free   asal halka ve  ,   halkasının   kare kapalı 

Lie ideali olsun.       olacak biçimde bir   otomorfizması her     için          

     ve           için        koşulunu sağlıyorsa        dir.  

İspat: Her     için               olduğundan Lemma 4.1.1 den            

dır.           için        olsun.               ifadesinde     olmak üzere   

yerine     yazılırsa 

                                                      

elde edilir. Burada her     için            olduğu kullanılırsa her       için 

                    elde edilir. Bu eşitlikte Lie komütatör işlemi özellikleri 

kullanıldığında her       için 

 

                                                                                                                (4.2) 

 

olur.       için       olduğundan (4.2) ifadesinde   yerine  ,   yerine     yazılırsa 

her               için                       elde edilir. Burada   nin 

otomorfizma,   halkasının   torsion free   asal halka olduğu kullanılıp Lie komütatör 

işlemi özellikleri dikkate alınırsa her     ve           için              

          elde edilir. Elde edilen bu eşitlikte (4.2) numaralı eşitlik kullanılıp düzenleme 

yapıldığında her     ve           için  

 

                                                                                                          (4.3) 
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olur. Burada     olmak üzere   yerine     alınırsa 

                                                           

                                                                

                                                                         

                                                                

                                                        

olur.   halkasının   torsion free   asal halka olduğu kullanıldığında her       ve 

          için                                       elde edilir. Burada 

(4.3) numaralı eşitlik kullanıldığında  

 

                                                                               (4.4) 

 

elde edilir. Böylece       ve      olduğundan  

 

                                                                              (4.5) 

 

bulunur. (4.4) ve (4.5) eşitlikleriyle Lemma 4.1.3 den            veya             

elde edilir. Buradan        olduğundan her     için 

 

                                                                                                                    (4.6) 

 

bulunur. 

Şimdi            ve       alınsın. Not 4.1.2 den            

olduğundan   yerine      yazılabilir. Böylece 

                                      

elde edilir. Burada (4.6) eşitliği kullanılırsa her       ve          için 

              elde edilir. Böylece                 elde edilir. Bu eşitlikte    

      olduğu dikkate alınıp      
  düşünülürse            

      eşitliğine ulaşılır. 

Dolayısıyla      olduğu ve   halkasının   torsion free   asal halka olduğu 

kullanıldığında her     için            elde edilir. Buradan              dır. 

Böylece           elde edilir.           ise her       için                    

yazılır.  bir otomorfizması olduğundan                        eşitliği 
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bulunur. Buradan         olduğu görülür. Dolayısıyla her     için         

bulunur. O halde        elde edilir. 

Teorem 4.1.5:  ,   torsion free   asal halka  ,    halkasının bir   kare kapalı 

Lie ideali ve    ,       olacak biçimde her     için               olan   

halkasının otomorfizması olsun. Eğer            için       ise        dir. 

İspat: Kabul edelim ki           ve her     için        olsun. Buradan 

               yazılır. Bu eşitlik incelenirse 

                                                         

olur. Böylece her    ,     için 

 

                                                                                                         (4.7) 

 

elde edilir. (4.7) de     olmak üzere   yerine     yazılırsa 

                           

                                                                                     

                                                                                              

                                                                                    

olur. Bu ifadede                      olması kullanılırsa                  

              bulunur. Buradan her      ,     için 

 

                                                                                                                 (4.8) 

 

elde edilir. (4.8) ifadesinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa                    

olur ve bu ifade düzenlenirse her      ,        için                      

               bulunur. Buradan her      ,     için 

 

                 )                                                                                         (4.9) 

 

elde edilir. Buradan   yerine    ve   yerine    yazılırsa her    ,       için 

 

                                                                                                        (4.10) 

 

yazılır.     asal halka olduğundan (4.9) ve (4.10) eşitliklerinden her           için  
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         veya         bulunur. Böylece           olduğu kullanılırsa her     

için        elde edilir. Fakat bu sonuç     olmasıyla çelişeceğinden her     için 

       dır. 

Kabul edelim ki  ,          üzerinde birim dönüşüm olsun. Öte yandan her     

için                    dır. O zaman                        

  olması kullanılırsa 

                              

                           

eşitlikleri yazılır. Bu eşitlikler taraf tarafa toplanırsa          elde edilir. Buradan 

            olur. Burada   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması 

kullanılırsa          elde edilir. Böylece her     için        bulunur Ancak bu 

sonuç        olmasıyla çelişir. O halde           üzerinde birim dönüşüm değildir. 

Bu durumda           için         olduğu için Lemma 4.1.4 den         elde 

edilir. 

Şimdi kabul edelim ki        olacak biçimde             var olsun. 

Lemma 4.1.4 den        dir. Üstelik her     için       olacağından        

    dir.   bir otomorfizma olduğu için                          yazılır. 

Burada   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa            

elde edilir. Buradan                      bulunur. Bulunan eşitlik soldan 

    ile çarpılırsa              elde edilir. Öte yandan        ise           

dir.           ise her     için              olur. Buradan her    ,     için 

 

                        (4.11) 

 

bulunur.      olduğundan (4.11) ifadesinden 

  

                          (4.12) 

 

olur.     asal halka olduğundan (4.11) ve (4.12) ifadelerinden        veya     elde 

edilir. Bu durum        ve     olmasıyla çelişir. O halde her           için 

       dir. O halde               elde edilir. Üstelik her     için        

          dır. Buradan                   olur. Eğer         ve 
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karakteristik ikiden farklı olduğundan Uyarı 2.28 den her     için        bulunur. O 

halde        elde edilir.  

Teorem 4.1.6:  ,   torsion free   asal halka,       halkasının bir   ideali ve 

   ,       olacak biçimde her     için                olan   halkasının 

otomorfizması ise   halkası değişmelidir.  

İspat:    ideal ise her     için      dır. Ayrıca    ideal ise aynı zamanda 

  Lie idealdir. O halde     kare kapalı Lie idealdir. Aynı zamanda her      için 

     dır. Ayrıca      için      ve     ,       nin elemanlarıdır. Dolayısıyla 

          ve           olduğundan Teorem 4.1.5 ten        dir. Bu durumda 

her     için        olduğundan        olur.  

Kabul edelim ki ki her     için      olsun.   yerine        yazılırsa     

        ve           elde edilir. Buradan                dır.     olmak 

üzere son bulunan eşitlik soldan   ile çarpıldığında                 elde edilir. Bu 

eşitlikte             olması kullanılırsa                 olur. Böylece 

her     için yapılabileceğinden                   elde edilir. Burada        

      olması kullanılırsa her     için  

                    

elde edilir. Bu durumda     asal halka olduğundan        dır. Buradan       dir. 

Bulunan bu eşitlikte      olması kullanılırsa       elde edilir. Bu eşitlik     olmak 

üzere soldan   ile çarpılıp        olduğu kullanılırsa        bulunur. Dolayısıyla her 

    için          dır. Buradan     elde edilir. Her     için     olması       

anlamına gelmektedir.     idealinin sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. O halde kabulümüz 

yanlıştır. Yani her               olmalıdır. 

Şimdi       olmak üzere    soldan    ile çarpılıp her     için        olduğu 

kullanılırsa 

                                                          

eşitlikleri elde edilir. Yani         dir. Buradan her       için           dır. Keyfi 

    için son bulunan ifade soldan   ile çarpılıp         olduğu kullanıldığında 

           dır. Dolayısıyla 

             

elde edilir.   halkası   asal halka olduğundan         dir. Böylece involüsyon ve Lie 

komütatör işlemi özellikleri kullanılırsa               elde edilir.   halkası   asal 
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halka ve      olduğundan her       için         dır. Dolayısıyla   halkası 

değişmelidir. 

Lemma 4.1.7:  ,   torsion free   asal halka ve  ,   halkasının sıfırdan farklı bir 

  ideali olsun. O zaman        için              ise     veya     dır. 

İspat:        için              ve     olsun. Kabul edelim ki her   

  için      olsun. Bu durumda     ideal olduğundan her     için      dır. O halde 

  yerine    yazılırsa       olur. Buradan              eşitlikleri elde edilir. 

   asal halka olduğundan     veya her     için     dır. Ancak bu durum   

sıfırdan farklı bir   ideal olduğundan çelişkiye sebep olur. O halde     olmak üzere 

    için      olacak biçimde bir     vardır. Üstelik       olduğundan ve 

hipotezden                dır. Özel olarak     için                olur. 

Böylece    asal halka ve      olduğundan     elde edilir. 

Uyarı 4.1.8:  ,   asal halka ve     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali olsun. 

Eğer her         için         ise   halkası değişmelidir.  

İspat:   bir   ideal olduğundan her         için      dır. O zaman 

hipotezden          olur. Lie komütatör işlemi özelliğinden                      

  elde edilir. Bu denklemde         olması kullanılırsa her           için        

  olur. Dolayısıyla            dır. Her     için                      dır.    

 ideali sıfırdan farklı olduğundan ve Lemma 4.1.7 den her       için         dır. O 

halde   halkası değişmelidir.  

Teorem 4.1.9:  ,   torsion free   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir  

 ideali ve     halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun.         olmak üzere her     

için            ise        dir. Üstelik           ise   halkası değişmelidir. 

İspat: Kabul edelim ki         olmak üzere her     için            olsun. 

   ideal olduğundan her       için      dir. Dolayısıyla hipotezden  

                                             

                                                               

                                                                           

olur. Bu denklemde         olmak üzere her     için            olduğu kullanılırsa 

her       için 

 

                              (4.13) 
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eşitliğine ulaşılır. (4.13) eşitliğinde   yerine    alınırsa 

                                                                  

olur. Bu denklemde (4.13) eşitliği ile Lie komütatör işlemi özellikleri kullanılırsa her 

      için              elde edilir. Dolayısıyla her     için 

 

                        (4.14) 

olur. Ayrıca     ideal olduğundan (4.14) eşitliğinde   yerine    alınıp         olduğu 

kullanılırsa her     için 

 

                                                                                                            (4.15) 

 

olur. Böylece Lemma 4.1.7 den her     için         veya        dır.  

Kabul edelim ki her     için         olsun. O halde     olmak üzere        

                olur. Elde edilen bu son denklemde         olması kullanılırsa her 

        için          olur. Buradan her     için            elde edilir. Böylece 

her     için             ve              eşitlikleri elde edilir.     idealinin sıfırdan 

farklı olduğu ve Lemma 4.1.7 den her     için         dır.Yani        dir.  

Şimdi de kabul edelim ki        olsun. Hipotez ve        olması kullanılırsa 

her     için 

 

                                                                                              (4.16) 

 

olur. Öbür yandan (4.13) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa            

                                                         olur. Son elde 

edilen bu denklemle beraber (4.13) eşitliği kullanılırsa her       için            

             olur. Burada   yerine       yazılırsa                               

  olur. Elde edilen bu denklem ile birlikte (4.16) eşitliği kullanılırsa her         için 

                 olur. Yani her       için 

 

                                                                                                              (4.17) 

 

elde edilir. (4.17) eşitliğinde   yerine    yazılıp         olduğu kullanılırsa her       

için 
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                                                                                                             (4.18) 

 

olur. Böylece 4.17 ve 4.18 eşitlikleri ile Lemma 4.1.7 den her     için        veya her 

    için             dır. Eğer her     için        ise Uyarı 2.49 dan     olur. 

Fakat     olduğu için bu durum çelişkiye sebep olur. O halde her     için           

  dır. Burada   yerine    yazılırsa 

                                        

                                                     

                                             

dır. Elde edilen bu son denklemde her     için           0 olması kullanılırsa 

              elde edilir.   halkası   torsion free olduğundan her       için 

             bulunur. Burada     olmak üzere   yerine    yazılırsa 

                                      

dır. Burada              olması kullanılırsa her           için               olur. 

Bu durumda her         için 

 

                                                                                                                 (4.19) 

 

elde edilir. (4.19) eşitliğinde   yerine    yazılıp         olması kullanılırsa her   

      için 

 

                                                                                                                (4.20) 

 

olur. Böylece Lemma 4.1.7 den her     için         veya her     için         dır. 

Eğer her     için         ise        dir. Eğer her     için         ise     için 

                       olur. Burada         olması kullanılırsa her         

için          bulunur. O halde her     için            elde edilir. Böylece Lemma 

4.1.7 den her     için         dır. Bu ise        olur. 

Şimdi de kabul edelim ki           olsun.     olmak üzere         ise 

hipotezden her     için            dır. Buradan        bulunur. Dolayısıyla 

           dir. Üstelik her     için                 olduğundan        
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        dir.        halkasının bir althalkası olduğundan         olur. Uyarı 2.28 

den        dir. Yani   halkası değişmelidir.  

Teorem 4.1.10:  ,   torsion free   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir 

türevi ve         olsun. Eğer            ise        dir. Üstelik her       için 

           ise   halkası değişmelidir.  

İspat:            olsun. O zaman her     için                   

           dır. Kabul edelim ki        olsun. O halde her     için            

olur. Burada         olduğundan Teorem 4.1.9 dan        dir.  

Şimdi de kabul edelim ki        olsun. Hipotez ve türev tanımı kullanılırsa 

                                                    

bulunur. Burada            olması kullanılırsa her     için             olur. Elde 

edilen bu son denklemde     olmak üzere   yerine    alınırsa 

                                   

elde edilir. Burada             olması kullanılırsa her       için              

bulunur. O halde her     için 

                                                                                                               (4.21) 

elde edilir. Üstelik     asal halka olduğundan (4.21) eşitliğinde   yerine    ve         

olduğu kullanılırsa her     için 

  

                                                                                                              (4.22) 

 

bulunur.     asal halka olduğundan        veya her     için         dır.      

  olduğundan O halde her     için         olur. Yani        dir. 

Kabul edelim ki her       için            dır.         ise hipotezden her 

    için            dır. O halde edilen sonuçtan        bulunur. Yani       

     dir. Üstelik her     için                 olduğundan           

     dir.        halkasının bir althalkası olduğundan         dir. Uyarı 2.28 den 

       dir. O halde   halkası değişmelidir. 

 

4.2   Asal Halkalarda Türevler ve Değişmelilik 

Bu bölümde L. Oukhtite ve S.Salhi’nin 2006a yılında yaptıkları “  Asal Halkalarda 

Türevler ve Değişmelilik” adlı çalışma incelenmiştir.  
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Lemma 4.2.1:   bir   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali ve     

halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi olsun. Her     için            

    ise R halkası değişmelidir.  

İspat: Her     için                olsun.    ideal olduğundan her     için 

     dır. O halde        olur. Buradan        denilip gerekli düzenlemeler 

yapılırsa       elde edilir. Dolayısıyla           dir. Hipotezden her     için 

               olur. Burada   yerine    yazılıp         olduğu kullanılırsa 

                elde edilir. Lemma 4.1.7 den her     için         veya        

dır. 

Kabul edelim ki        olsun. Bu durumda           olur.     halkasının   

ile değişmeli olan türevi olduğundan                   elde edilir. O halde 

hipotezden                             olur. Burada   halkasının bir   asal halka 

olması kullanılırsa her     için           veya        bulunur. 

Diğer taraftan kabul edelim ki her     için         olsun. Dolayısıyla her   

  için              dır. Bu eşitlik hipotez ve son elde edilen ifade kullanılarak 

düzenlenirse 

                           

elde edilir. Burada   halkasının bir   asal halka olması kullanılırsa her     için 

          veya        olur. 

Dolayısıyla her     için 

          veya        

elde edilir. 

Şimdi                ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. O halde her     için         dır. Burada Uyarı 

2.49 dan     bulunur. Ancak bu sonuç   türevinin sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. O 

halde     dir. 

Bu durumda her     için        olur. Her       olmak üzere her     için 

       olduğu kullanılırsa                     bulunur. Burada Lie 

komütatör işlemi özellikleri kullanılırsa her     için            sağlanır. O halde 

           olur. Bu eşitlik     olmak üzere sağdan   ile çarpılırsa             

bulunur. Burada   yerine    yazılırsa              elde edilir. Son elde edilen iki 
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eşitlik birlikte düşünülüp Lemma 4.1.7 kullanılırsa her         için           veya 

    dır. Her      için     olması       anlamına gelmektedir. Ancak bu sonuç 

çelişkiye sebep olur. Dolayısıyla her       için         dır. Yani   halkası 

değişmelidir.  

Lemma 4.2.2:   bir   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali ve 

    halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi olsun. Her     için 

           ise   halkası değişmelidir.  

İspat: Hipotezde       için   yerine      elemanı yazılırsa              

  olur. Burada türev tanımı ve Lie komütatör özellikleri kullanılıp, her     için 

           olduğu kullanılırsa her       için 

   

                                                                                                        (4.23) 

elde edilir. (4.23) eşitliğinde   yerine    yazılırsa 

                                                               

olur. Bu denklemde        eşitliği ve her     için            olduğu kullanılırsa her 

      için             elde edilir. Burada     olmak üzere   yerine    yazılıp her 

      için            olduğu kullanılırsa her       ve her     için 

             elde edilir. Buradan her     için 

               

olur. O halde Lemma 4.2.1 den   halkası değişmelidir.  

Lemma 4.2.3:   halkası karakteristiği ikiden farklı olan bir   asal halka,     

halkasının sıfırdan farklı bir   ideali ve     halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı 

bir türevi olsun. Eğer         ise     dır.  

İspat: Kabul edelim ki         olsun. Her       için      olduğundan 

hipotezden          olur. Bu ise            demektir. Buradan türev tanımı ve her 

    için         olması kullanılırsa her       için             elde edilir. Bu 

eşitlikte   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her       için 

 

                                                                                                                 (4.24) 

 

olur. (4.24) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa 
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elde edilir. Burada (4.24) eşitliği kullanılırsa her         için             olur. 

Dolayısıyla her       için 

  

                                                                                                               (4.25) 

 

elde edilir. Üstelik    ideal olduğundan her     için. (4.25) eşitliğinde   yerine    

yazılırsa ve   türevinin   ile değişmeli olması kullanılırsa her       için 

  

                                                                                                               (4.26) 

 

elde edilir. Buradan (4.25) ve (4.26) eşitlikleri kullanılırsa Lemma 4.1.7 den her       

için        olur. Uyarı 2.47 den     dır.  

Lemma 4.2.4:   bir   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali, 

        ,   halkasının   ile değişmeli olan türevleri olsun.         ve           ise 

     veya      dır.  

İspat: Kabul edelim ki         ve           olsun. Her       için      

olduğundan. hipotezde   yerine    yazılırsa            olur. Bu eşitlikte türev tanımı 

kullanılırsa her       için  

 

                                                                        (4.27) 

 

elde edilir. (4.27) eşitliğinde           olması kullanılırsa her       için 

                         olur.         olduğundan son elde edilen denklemde   

yerine       alınırsa 

                                 

olur. Burada yine           olması kullanılırsa her       için  

  

  
                                                                                                               (4.28) 

 

eşitliği elde edilir (4.28) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa 

  
             bulunur. Bu durumda her         için   

           

  
             elde edilir. Son elde edilen denklemde (4.28) eşitliği kullanılırsa her 

        için   
             olur. Bu durumda her       için 



 

39 

  

  
                                                                                                            (4.29) 

 

elde edilir. O halde (4.29) eşitliğinde   yerine    yazılıp,   türevinin   ile değişmeli 

olması kullanılırsa her       için  

 

  
       

                                                                                                      (4.30) 

 

olur.  Burada (4.29) ve (4.30) eşitlikleri birlikte düşünülürse ve Lemma 4.1.7 kullanılırsa 

her     için   
       veya her     için         elde edilir. Eğer her     için 

        ise Uyarı 2.49 dan      elde edilir. Eğer     için   
       ise Lemma 

4.2.3 ten      bulunur. 

Lemma 4.2.5:   bir   asal halka,     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali ve     

halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi olsun.            için 

              ise        dir.  

İspat:            için               olsun. Buradan      olmak üzere 

hipotezden                olur. Bu durumda 

                                                       

elde edilir. Bu eşitlikte hipotez ve   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması 

kullanılırsa                elde edilir. O halde her     için                 dır. 

Bu denklemde hipotez kullanılırsa                 elde edilir. Burada               

olması kullanılırsa her     için 

  

                                                                                                            (4.31) 

 

bulunur. Üstelik     asal halka olduğundan her     için (4.31) eşitliğinde   yerine    

yazılırsa         ve   nin   ile değişmeli olması kullanılarak her     için 

 

                                                                                                           (4.32) 

 

elde edilir.     asal halka olduğundan (4.31) ve (4.32) eşitliklerinden her     için 

        veya            elde edilir. 
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Eğer her     için         ise        olur. Yani ispat tamamlanır. Kabul 

edelim ki            olsun. Her     için hipotezden                           

                  elde edilir. Buradan her     için 

 

                                                                                                             (4.33) 

 

olur. (4.33) eşitliğinde   yerine    yazılırsa                    bulunur. Buradan 

           olması ve hipotez kullanılırsa her     için                    elde 

edilir. O halde her     için 

                                                         

dır. Elde edilen bu son denklemde (4.33) eşitliği kullanılırsa her         için 

                    bulunur. Böylece (4.33) eşitliğinden her         için 

 

                                                                                                         (4.34) 

 

olur. Üstelik     asal halka olduğundan her     için (4.34) eşitliğinde   yerine    

yazılıp,         ve   türevinin   ile değişmeli olması kullanılırsa 

 

                                                                                                         (4.35) 

 

olur. O zaman     asal halka olduğundan (4.34) ve (4.35) eşitliklerinden her     için 

        veya her     için                dır. 

Eğer her     için         ise ispat tamamlanır. Kabul edelim ki her     için 

               olsun. Bu durumda Jacobi özdeşliği kullanılırsa her     için 

                                          

olur. Böylece                kullanılırsa 

               

elde edilir. O halde   , her     için             biçiminde   ile belirli iç türev olmak 

üzere                             dır. Üstelik     ideal olduğundan         dır 

ve    ile         ile değişmelidir. O halde Lemma 4.2.4 ten      veya         olur. 

Eğer      ise        dir.  
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Kabul edelim ki         olsun. O zaman           olur. Buradan her     için 

     ile hipotezden                elde edilir. Bu durumda her     için 

                                                       

dir. Bu ifadede                           olması kullanılırsa her     için 

[                         olur. Burada           olması ve hipotez kullanılırsa 

her     için 

 

                                                                                                               (4.36) 

 

bulunur. (4.36) eşitliğinde           olduğundan 

 

                                                                                                            (4.37) 

eşitliğine ulaşılır. Burada         ve   nin   ile değişmeli olması kullanılırsa her     

için 

 

                                                                                                           (4.38) 

 

bulunur. (4.37) ile (4.38) eşitlikleri ve     asal halka olması kullanılırsa        veya 

her     için             olur.  

Kabul edelim ki her     için             olsun. Bu durumda           

  
       olduğundan Lemma 4.2.3 ten      elde edilir. Buradan        dir. 

Şimdi de kabul edelim ki        olsun. Hipotezden her     için           

     dir. Bu ifadede        olması kullanılırsa                 elde edilir. Buradan 

her     için                 olur. Bu son eşitlikle hipotez kullanılırsa her       

  için 

  

                                                                                                               (4.39) 

 

elde edilir. (4.39) eşitliği ile hipotezden her         için 

 

                                                                                                            (4.40) 

olur. (4.40) eşitliğinde   yerine    yazılıp,         ve   türevinin   ile değişmeli olması 

kullanılırsa her         için 
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                                                                                                            (4.41) 

 

eşitliğine ulaşılır. Böylece (4.40) ile (4.41) eşitlikleri ve     asal halka olduğundan her 

    için         veya her     için            dır. Her     için         ise 

       dir.  

Kabul edelim ki her     için            olsun. Bu durumda     olmak üzere   

yerine        yazılırsa 

                    

                                                                         

olur. Burada her     için            olması kullanılırsa her       için 

                bulunur. Buradan     olmak üzere   yerine    yazılırsa 

                                

elde edilir. Bu denklemde her       için                 olması kullanılırsa her     

için                  olur. Yani her       için 

 

                                                                                                             (4.42) 

 

olur. Üstelik    ideal olduğundan     için   yerine    yazılıp,   nin   ile değişmeli 

olması kullanılırsa her       için 

 

                                                                                                             (4.43) 

 

bulunur. Böylece    ideal olduğundan (4.42) ve (4.43) eşitlikleri beraber kullanılırsa 

Lemma 4.1.7 den her     için        veya her     için             olur.  

Kabul edelim ki her     için        olsun. Bu durumda Uyarı 2.47 den     

dır. Ancak bu sonuç     olmasıyla çelişir. Dolayısıyla her     için             dır. 

Buradan her     için             
       olur. Böylece   

    dır. O halde Lemma 

4.2.3 den      olur. Yani        dir.  

Teorem 4.2.6:   karakteristiği ikiden farklı bir   asal halka,  ,   halkasının 

sıfırdan farklı bir   ideali ve     halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi 

olsun. Her     için               ise   halkası değişmelidir.  
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İspat: Her     için               olsun. Her       için       

olduğundan hipotezden                   olur. Bu ifadede her     için 

              olması kullanılırsa her       için                         elde 

edilir. Son elde edilen ifadede   yerine    yazılıp hipotez kullanılırsa her     için 

                olur. Böylece   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması 

kullanılırsa Bu durumda her     için 

                

dır. Buradan her         için                 elde edilir. Elde edilen bu son 

denklemde   yerine      yazılırsa             olur. Bu durumda her     için 

              olması kullanılırsa 

 

                                                                                                         (4.44) 

 

elde edilir. (4.44) eşitliği sağdan           ile çarpılırsa 

 

                                                                                                  (4.45) 

 

eşitliği elde edilir. O zaman     asal halka olduğundan her     için            veya 

                     dır. 

Kabul edelim ki her     için                      olsun.  Bu durumda 

              olması kullanılırsa 

 

                                                                                                         (4.46) 

 

elde edilir. Böylece     asal halka olduğundan (4.44) ve (4.46) eşitliklerinden her     

için            bulunur. O halde Lemma 4.2.2 den   halkası değişmelidir.  

Teorem 4.2.7:  , karakteristiği ikiden farklı olan bir   asal halka ve  ,   halkasının 

sıfırdan farklı bir   ideali olsun.    ile   ,   halkasının   ile değişmeli olan türevleri ve 

her     için                    olmak üzere, eğer    sıfırdan farklı ise   halkası 

değişmelidir.  

İspat:    sıfırdan farklı olsun.   bir   ideal olduğundan her     için        

         dır. Bu durumda hipotezden her     için                      elde 

edilir. 
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Kabul edelim ki            olsun. O halde her     için               dır. 

Elde edilen bu son denklemde     olmak üzere   yerine     yazılır ve gerekli 

düzenlemeler yapılırsa her       için 

 

                                                                                           (4.47) 

 

bulunur. (4.47) eşitliğinde   yerine    yazılırsa 

                                

olur. Elde edilen bu son denklemde (4.47) eşitliği ve               olması kullanılırsa 

her       için              bulunur. Bu denklemde     olmak üzere   yerine    

yazılıp, her       için              olması kullanılırsa her     için             

    elde edilir. O halde Lemma 4.2.1 den   halkası değişmelidir.  

Şimdi de kabul edelim ki            olsun. O halde            vardır. 

Üstelik          için           dir.      ise        olmak üzere     dır 

ve       dir.       ise        olmak üzere     dır ve      dir. O halde 

           için      veya       dir. Ayrıca her       için hipotezde   

yerine     yazılırsa 

                                 

olur. Bu son denklemde   yerine   yazılıp,        için Uyarı 2.37 den             

     olması kullanılırsa her     için 

  

                                                                                    (4.48) 

 

olur. Ayrıca her       için                                  ifadesinde   

yerine    yazılır ve düzenlenirse her     için 

 

                                                                               (4.49) 

 

bulunur. (4.48) eşitliği sol taraftan   ile çarpılırsa her     için 

 

                                                                                  (4.50) 
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ifadesi elde edilir. (4.49) ve (4.50) ifadeleri taraf tarafa çıkarılıp   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her     için 

 

                                                                                                      (4.51) 

 

olur. Dolayısıyla her     için                       dır. Bu eşitlikte        için 

Uyarı 2.37 den                  olması kullanılırsa 

                      

olur. Elde edilen bu son denklem ile birlikte Uyarı 2.37 den         için             

     olması kullanılırsa her    ,     için 

 

                                                                                                    (4.52) 

 

bulunur. (4.52) eşitliğinde   yerine    ve   yerine    yazılırsa 

 

                                                                                                   (4.53) 

 

eşitliğine ulaşılır.     asal halka olduğundan (4.52) ve (4.53) eşitliklerinden         

         veya her    ,     için         olur. Her    ,     için         ise 

Uyarı 4.1.8 den   halkası değişmelidir. Eğer                  ise        

olduğundan 

 

                                                                                                       (4.54) 

 

bulunur. (4.54) eşitliğinden 

 

                                                                                                       (4.55) 

 

elde edilir. (4.54) ve (4.55) eşitlikleri ile   -asal halka olması kullanılırsa     veya 

              dır. Dolayısıyla     olduğundan             olur. Bu eşitlik 

(4.37) eşitliği ile kullanılırsa her     için                     elde edilir. O halde 
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her     için                      olur. Burada        ve       olması 

kullanılırsa her     için 

                                             

bulunur.     asal halka olduğundan her    ,     için                     elde 

edilir. O halde                 dir. 

Kabul edelim ki         olsun.     ise Lemma 4.2.2 den   halkası 

değişmelidir.     ise       olur. Buradan her     için                dir. O 

halde Teorem 4.2.6 dan   halkası değişmelidir. 

Teorem 4.2.8:  , karakteristiği ikiden farklı olan bir   asal halka,  ,   halkasının 

sıfırdan farklı bir    ideali ve     halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi 

olsun.         ve her     için             ise     veya   halkası değişmelidir. 

İspat:         ve her     için             olsun. Her       için       

dır. Hipotezde   yerine     yazılır ve her     için             olması kullanılırsa 

her       için 

 

                                                                                                      (4.55) 

 

bulunur. (4.55) eşitliğinde   yerine    yazılır ve Lie komütatör işlemi özellikleri 

kullanılırsa her       için 

 

                                                                                      (4.56) 

 

elde edilir. (4.56) eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için 

 

                                                                     (4.57) 

 

bulunur. Burada (4.57) eşitliği soldan   parantezine alınıp (4.56) denklemi kullanılırsa her 

      için               olur. O halde her     için 

 

                                                                                                              (4.58) 

 

dır. 
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Kabul edelim ki           olsun. Bu durumda (4.58) eşitliğinde   nin   ile 

değişmeli olması kullanılırsa her     için 

 

                                                                                                              (4.59) 

 

bulunur. Böylece (4.58) ve (4.59) eşitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanılırsa          veya 

       olur. Bu ifadede her     için              olması kullanılırsa      

       veya           olur.  

Kabul edelim ki           olsun. O zaman            dir. O halde (4.58) 

eşitliğinden her     için 

 

                                                                                                              (4.60) 

 

bulunur. O halde (4.58) ve (4.60) eşitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanılırsa her     için 

         veya        elde edilir. 

Şimdi de kabul edelim ki             olsun. Üstelik her     için        

      dır. Bu durumda her     için             veya           olur. Eğer 

          ise            dir. Bu durumda (4.58) eşitliğinden her     için 

 

                                                                                                              (4.61) 

 

olur. Böylece     ideal olduğundan (4.58) ve (4.61) eşitlikleri ile Lemma 4.1.7 

kullanılırsa her     için          veya        elde edilir. Eğer             ise 

bu eşitlik ile             eşitliği birlikte düşünülürse           bulunur. Burada   

halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa          olur. Bu durumda 

her     için 

  

         veya                                                                                          (4.62) 

 

dır. 

Şimdi                ve                  kümelerini 

tanımlayalım.          nın altgruplarıdır ve         olarak yazılır. Ancak bir grup iki 

öz altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 
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Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her     için         dır. Uyarı 2.49 

dan     olur. Ancak bu sonuç   nin sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. Dolayısıyla     

olur. Bu durumda her     için          dır. Üstelik her       için      

olduğundan   yerine    yazılır ve her     için          olması kullanılırsa her 

      için           elde edilir. Buradan her     için 

 

                                                                                                                  (4.63) 

 

olur. (4.63) eşitliğinde         olması kullanılırsa her     için 

 

                                                                                                                  (4.64) 

 

eşitliğine ulaşılır. Burada (4.63) ve (4.64) eşitlikleri ile Lemma 4.1.7 kullanılırsa her     

için         veya     dır. 

Kabul edelim ki her     için         olsun. Bu durumda     olmak üzere   

yerine    yazılır ve her     için         olması kullanılırsa her     için        

    bulunur. O zaman   sıfırdan farklı bir   ideal olduğundan her     için         

olur. Buradan        elde edilir. Hipotezden her     için             ve        

olması kullanılırsa             olur. Elde edilen bu denklemde              

olması kullanıldığında                ve                 denklemleri elde edilir. 

Böylece     asal halka olduğundan     veya her     için            olur. Her 

    için            ise Lemma 4.2.2 den   halkası değişmelidir. O halde     veya 

  halkası değişmelidir. 

Teorem 4.2.9:  , karakteristiği ikiden farklı bir   asal halka,  ,   halkasının 

sıfırdan farklı bir    ideali ve     halkasının   ile değişmeli olan sıfırdan farklı bir türevi 

olsun.        ve                  ise   halkası değişmelidir.  

İspat:        ve                  olsun.     ideal olduğundan her     için 

     dır ve   türevi   ile değişmeli olduğundan her     için            elde edilir. 

Dolayısıyla her     için            olur. Yani            dir. Ayrıca hipotezden 

       dır. O halde              bulunur. Böylece Lemma 4.2.5 ten           

olur. Buradan her     için            elde edilir. Dolayısıyla Lemma 4.2.2 den   

halkası değişmeli olur. 
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4.3   Asal Halkalarda Sol Türevler 

Bu bölümde L. Oukhtite ve L. Taoufig’in 2007 yılında yaptıkları “  Asal 

Halkalarda Sol Türevler” adlı çalışma incelenmiştir.  

Lemma 4.3.1: (Oukhtite L. ve Salhi S., 2009., s 19-26.)  , 2 torsion free   asal 

halka ve     halkasının sıfırdan farklı bir   Lie ideali olsun. Eğer         ise o 

zaman   halkasının         ve            olacak biçimde bir    ideali vardır.  

Lemma 4.3.2: (Oukhtite L. ve Salhi S., 2009., s 19-26.)  ,   torsion free    asal 

halka,  ,   halkasının        olacak biçimde bir   Lie ideali olsun. O zaman       

için              ise     veya     dır. 

İspat: Kabul edelim ki     ve        olsun. Hipotezden her    ,     için 

         yazılır. Burada     için   yerine    yazılırsa                   

                olur. Böylece her    ,     için 

 

                                                                                                                  (4.65) 

 

elde edilir. Bu ifadede   bir   Lie ideal olduğundan 

 

                                                                                                                 (4.66) 

 

elde edilir. Böylece     asal halka olduğundan (4.65) ve (4.66) eşitlikleri kullanılırsa her 

    için         veya     dır. O halde     olduğundan her     için         

olur. Böylece her için        yani        bulunur. Ancak bu sonuç         

olmasıyla çelişir. O halde      dır. 

Diğer taraftan        ise         dır. Lemma 4.3.1 den         ve 

     ]      olacak biçimde bir      Lie ideali vardır. O zaman her           

  için                 dur. Hipotezden 

                                     

                                                 

                                       

                                           

                                    

bulunur. Buradan her         için 
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                                                                                                               (4.67) 

 

elde edilir. Hipotezden                          olduğu kullanılırsa 

 

                                                                                                             (4.68) 

 

eşitliğine ulaşılır. Böylece     asal halka olduğundan (4.67) ve (4.68) eşitlikleri 

kullanılırsa       veya      olur. Ancak      olduğundan her       için 

      dır. Dolayısıyla       olur. O zaman              ifadesinden 

                                               

                                       

olur. Buradan her     için 

 

                                                                                                              (4.69) 

 

bulunur. Bu eşitlikten her     için                                 

yazılabilir. Buradan her      için 

 

                                                                                                           (4.70) 

 

elde edilir. Böylece     asal halka olduğundan (4.69) ve (4.70) eşitlikleri kullanılırsa 

        veya       

bulunur. Ancak      olduğundan her      için        dır. O halde     

          olduğu kullanılırsa     elde edilir. 

Teorem 4.3.3:  ,   torsion free   asal halka olmak üzere   sol türevi   ile 

değişmeli ise     veya   halkası değişmelidir. 

İspat:   sol türev olduğundan her         için 

  

                                                                     (4.71) 

 

dır. Diğer taraftan aynı ifade farklı şekilde açılırsa her         için 

 

                                                                     (4.72) 
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elde edilir. (4.71) ve (4.72) eşitlikleri birlikte düşünülüp Lie komütatör işlemi özellikleri 

kullanılırsa her         için                     eşitliğine ulaşılır. Bu eşitlikte   

yerine   yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her       

için          =0 elde edilir. Burada     olmak üzere   yerine    yazılıp, her       

için          =0 olması kullanılırsa              olur. Dolayısıyla her       için 

 

                                                                                                               (4.73) 

 

elde edilir. 

Kabul edelim ki         olsun. (4.73) eşitliğinde   yerine    yazılıp,       ve 

  türevinin   ile değişmeli olduğu kullanılırsa               elde edilir. Böylece    

 asal halka olduğundan her    ,         için         veya        elde edilir. 

Üstelik her     için            olduğundan            veya           

dır. Buradan her       için 

             veya            

elde edilir. 

Şimdi                           ve                    

kümelerini tanımlayalım.   ve  ,   halkasının altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir 

grup iki öz altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir.  

 Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her       için              olması 

(4.73) eşitliğinde kullanılırsa her       için                 elde edilir. Burada   

yerine    yazılıp involüsyon işleminin tanımı dikkate alınırsa                 ifadesine 

ulaşılır. Böylece     asal halka olduğundan her       için         veya         

elde edilir.  

Şimdi kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her     için,            

olması (4.73) eşitliğinde kullanılırsa her       için                 ifadesine ulaşlır. 

Böylece     asal halka olduğundan her       için         veya         elde 

edilir. 

Her iki durumdanda aynı sonuca ulaşıldığından       için 

        veya         

dır. 
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Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   halkasının altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi şeklinde yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise 

her       için,         olur. Dolayısıyla    halkası değişmelidir. Eğer     ise her 

    için        yani        dır. Dolayısıyla     dır.  

Lemma 4.3.4:  ,   torsion free   asal halka ve  ,   halkasının sıfırdan farklı bir 

  Lie ideali olsun. Eğer           ise        dir. 

İspat:           olsun.   Lie ideal olduğundan     ve       için          

dur. Hipotezden her     ve       için              olur. Bu eşitlik Lie komütatör 

işlemi kullanılarak açılırsa 

                                                                    

olur. O zaman hipotez kullanılırsa               elde edilir. Böylece    halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her     ve       için              

bulunur. Burada     olmak üzere   yerine    yazılıp Lie komütatör işleminin özellikleri 

kullanılırsa her     ve         için               elde edilir. O halde her     ve 

      için 

 

                                                                                                               (4.74) 

 

olur. Özel olarak kabul edelim ki           olsun. (4.74) eşitliğinde   yerine    

yazılıp       olması kullanılırsa her       için                 dır. Burada Lie 

komütatör işlemi özellikleri ve involüsyon tanımı kullanılırsa                 elde 

edilir. Böylece    asal halka olduğundan her            ve       için         

veya         dır. O halde        dir. Dolayısıyla              dir. 

Şimdi     olsun. Bu durumda                   dir.      bir althalka 

olduğundan                   olur. Böylece   halkasının karakteristiğinin 

ikiden farklı olması kullanılırsa her     için        elde edilir. O halde         

dir. 

Teorem 4.3.5:  ,   torsion free   asal halka ve  ,   halkasının bir   kare 

kapalı Lie ideali olsun.Eğer       toplamsal dönüşümü   ile değişmeli olmak üzere her 

     için              ise        veya        dır. 
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İspat:        olsun. Lemma 3.1.1-(ii) den her       için           

           dır. Burada     olmak üzere   yerine     yazılır ve Lemma 3.1.1-(ii) 

kullanılırsa her         için 

 

                                                                   (4.75) 

 

elde edilir. (4.75) eşitliğinde       olmak üzere           alınıp Lemma 3.1.1-(i) 

kullanılırsa her        için 

 

                                                                                                           (4.76) 

 

bulunur. Özel olarak kabul edelim ki             olsun. (4.76) eşitliğinde      , 

      ve   nin   ile değişmeli olduğu kullanılırsa                      elde edilir. 

O halde Lemma 4.3.2 den her             için          veya            dır. 

Kabul edelim ki          olsun. (4.75) eşitliğinde   yerine       yazılıp Lemma 

3.1.1-(i) ve          olması kullanılırsa her       için 

                                               

elde edilir. Bu eşitlikte Uyarı 2.35 den   yerine         yazılıp yine Lemma 3.1.1-(i) ve 

         olması kullanılırsa her       için                         elde edilir. 

Böylece    halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her       için 

                       olur. Buradan                          dır.       

      ve   bir   Lie ideal olduğundan her     için                      

                            elde edilir. O halde Lemma 4.3.2 den her     için 

              veya            

dır. 

Kabul edelim ki               olsun. Buradan                 dır. Üstelik 

            olduğundan                  dır. Elde edilen son iki denklemde 

Lemma 4.3.2 den her             için         bulunur. O halde Lemma 4.3.4 den 

       dir. Ancak bu sonuç        olmasıyla çelişir. Böylece her             

için            dır.  

Şimdi       olsun. O zaman                        olduğundan 

                 ve                  dır. Elde edilen bu iki ifade Lie 

komütatör işlemi özellikleri kullanılıp taraf tarafa toplanırsa 
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olur. Buradan her       için                elde edilir. Böylece    halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa 

 

                                                                                                              (4.77) 

 

eşitliğine ulaşılır. 

Diğer taraftan                        olduğundan                

  ve                  dır. Elde edilen bu iki ifade Lie komütatör işlemi özellikleri 

kullanılıp taraf tarafa toplanırsa 

                                                    

olur. Buradan her       için                elde edilir. Böylece    halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa 

 

                                                                                                              (4.78) 

 

eşitliğine ulaşılır. O halde (4.77) ve (4.78) eşitliklerinden her       için            

dır. Burada Lie komütatör işlemi özellikleri kullanılırsa                        

elde edilir. Ayrıca Lemma 3.1.1-(i) den her       için                    

       dir. Son elde edilen iki denklem taraf tarafa toplanırsa her       için        

              elde edilir. Böylece   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması 

kullanılırsa her       için 

 

                                                                                                         (4.79) 

 

olur. 

Şimdi       olmak üzere        ifadesini inceleyelim. (4.79) eşitliğinde her 

     için               olduğu kullanılırsa her       için 

                                    

elde edilir. Diğer taraftan her       için 

                                    

dir. Son elde edilen iki denklemde Lie komütatör işlemi özellikleri ve   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her       için 
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olur. Burada     olmak üzere   yerine     yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden 

farklı olması kullanılırsa her         için              elde edilir. Böylece her 

      için 

 

                                                                                                            (4.80) 

 

olur. 

Kabul edelim ki           olsun. (4.80) eşitliğinde       ve   nin   ile 

değişmeli olduğu kullanılırsa                 elde edilir. O halde Lemma 4.3.2 den 

her                 için         veya        dır. Üstelik        

           olduğundan   yerine      yazılırsa her                 için 

             veya             bulunur. 

Kabul edelim ki             olsun. O zaman                   

      dir. Buradan              olduğu görülür. O halde            dir. Böylece 

(4.80) eşitliği kullanılırsa her               için 

 

                                                                                                           (4.81) 

 

bulunur. (4.80) ve (4.81) eşitlikleri kullanılırsa Lemma 4.3.2 den her             

  için           veya        elde edilir.  

Eğer           ise             dır. Buradan                elde 

edilir. Öte yandan            dır. Dolayısıyla                olur. O halde 

         dır. Böylece   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 

              için         elde edilir. Eğer        ise           

olduğundan                  olur. Böylece            dir. Buradan (4.80) 

eşitliğinden                 elde edilir. Bu durumda her     için 

           veya         

olur. 

Şimdi                ve                  kümeleri tanımlansın. 

  ve  ,   nun altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dır. 
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Eğer     ise her     için           bulunur. Böylece Lemma 4.3.4 den   

     olur. Ancak bu sonuç        olmasıyla çelişir. O halde     dir. Bu durumda 

her     için         dır. Buradan        elde edilir. 
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BÖLÜM 5                                                                                    

  ASAL HALKALARDA SOL   TÜREVLER 

 

5.1   Asal Halkalar Üzerinde Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar 

Bu bölümde N. Rehman, A. Z. Ansari ve C. Haetinger’in 2013 yılında yaptıkları 

“  Halkalarda Homomorfizma ve Anti-Homomorfizmalar” adlı çalışma asal   halka 

yerine   asal halka,   ideal ve   lie ideal alınarak genelleştirilmiştir.  

Teorem 5.1:  ,   asal halka,      ,   sol   türevi ile belirli genelleştirilmiş 

sol   türev olsun.  

(i)     üzerinde homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde sağ 

  merkezileştiricidir. 

(ii)     üzerinde anti-homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde 

sağ   merkezileştiricidir. 

İspat: (i) Kabul edelim ki     üzerinde homomorfizma olsun.   homomorfizma ve 

genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her         için  

                                                 

                                               

eşitlikleri sağlanır. Bu eşitliklerden her         için                  elde edilir. 

Buradan                     bulunur. Elde edilen bu denklemde     olmak 

üzere   yerine    yazılırsa her             ç                         olur. 

Böylece 

                       

elde edilir. Burada   yerine    yazılırsa 

                        

bulunur. Böylece     asal halka olduğundan her       ç        veya her     

    ç                    dir. Eğer her     için     ise       dır. Bu ise 

çelişkiye sebep olur. O yüzden 

 

                                                                                                      (5.1) 

 

dır. (5.1) eşitliğinde      olmak üzere   yerine    yazılırsa                    

olur. Burada   nin sol   türev olması kullanılırsa her         için 
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elde edilir. (5.1) eşitliğinden 

                                                     

denklemine ulaşılır. Burada   yerine    yazılırsa              elde edilir. Bu son 

denklemde   yerine    yazılırsa her         için               olur. Böylece her 

      için 

 

                                                                                                                (5.2)  

 

olur. 

Özel olarak         olsun. Bu durumda       olduğundan (5.2) eşitliği her 

            için                olur. Burada   yerine    yazılırsa 

                elde edilir. Böylece     asal halka olduğundan her        ,     

için         veya        dır. Üstelik her     için             olduğundan   

yerine       yazılırsa            veya            denklemlerine ulaşılır. Bu ise 

her     için 

             veya            

demektir. 

Şimdi                            ve                    

kümelerini tanımlayalım.   ve  ,   nin altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki 

öz altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

 Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her       için              olduğu 

kullanılırsa (5.2) eşitliğinden her       için                elde edilir. Ayrıca (5.2) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa                 ifadesine ulaşılır. Böylece     asal 

halka olduğundan her       için         veya         elde edilir. Buradan her 

    için        veya        bulunur. 

Şimdi                ve                kümelerini tanımlayalım.   

ve  ,   nin altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz altgrubunun birleşimi 

olarak yazılmayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda    halkası değişmelidir. Kabul edelim ki 

    olsun. O zaman her     için        olur. Buradan     elde edilir.  

Şimdi kabul edelim ki     olsun. O zaman her     için            dir. (5.2) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için                 elde edilir. O zaman 

her     için            olduğundan                dır. Üstelik (5.2) eşitliğinde   
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yerine    yazılırsa                 ifadesine ulaşılır. Böylece     asal halka 

olduğundan her       için         veya        elde edilir. Buradan, yukarıda 

gösterildiği üzere    halkası değişmelidir veya     dır. O halde   halkası değişmelidir 

veya   sağ   merkezleştiricidir.  

(ii) Kabul edelim ki  ,   üzerinde anti-homomorfizma olsun.   anti-homomorfizma 

ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her       için 

               ve                    

eşitlikleri sağlanır. Buradan her       için 

                      

elde edilir. Elde edilen bu denklemde   yerine    yazılırsa 

 

                                                                                                  (5.3) 

 

elde edilir.   anti-homomorfizma ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her       

için 

  

                                                                                 (5.4) 

 

olur. Buradan her       için 

  

                                                                                                             (5.5) 

 

eşitliğine ulaşılır. Burada     olmak üzere   yerine    yazılırsa            

        elde edilir. Burada sol tarafında bulunan           ifadesi yerine (5.5) 

eşitliğindeki ifade yazılırsa her         için                              

elde edilir. Böylece her       için 

 

                                                                                                                 (5.6) 

 

olur. Özel olarak         olsun. (5.6) eşitliğinde   yerine    yazılırsa ve       

olduğu kullanılırsa her       için  

  

                                                                                                                (5.7) 
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bulunur. Böylece     asal halka olduğundan her        ,     için         veya 

       dır. Burada her     için             olduğu kullanılıp   yerine       

yazılırsa            veya            elde edilir. Bu ise her       için 

             veya            

demektir.  

Şimdi                            ve                    

kümelerini tanımlayalım.   ve  ,   nin altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki 

öz altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. O zaman                 elde edilir. Burada   

yerine    yazılırsa                 olur. Bu eşitlik (5.6) eşitliği ile düşünülürse    

 asal halka olduğundan her       için         veya        olur. Buradan her 

    için        veya        bulunur. 

Şimdi                ve                kümelerini tanımlayalım. 

  ve  ,   nin altgrupları ve       dır. Ancak bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dır. Eğer     ise    halkası 

değişmelidir. Diğer taraftan eğer     ise her     için        dır. Yani        

dır. Buradan     elde edilir. 

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her     için            dir. (5.6) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için                  elde edilir. O halde 

                dır. Burada   yerine    yazılırsa                 ifadesine ulaşılır. 

Ayrıca (5.6) eşitliğinden her        için                dır. Böylece   halkasının bir 

  asal halka olmasından her       için         veya        elde edilir. Buradan 

  halkası değişmelidir veya     dır. Üstelik     ise her       için       

       olur. Yani   sağ   merkezileştirici demektir.  

Sonuç 5.2:  ,   asal halka,      ,   sol   türevi ile belirli genelleştirilmiş sol 

  türev olsun.  , sıfırdan farklı,   ile değişmeli ve   üzerinde sağ   merkezileştirici 

olsun.     üzerinde homomorfizma ise   halkası değişmelidir.  

İspat:   sağ   merkezileştirici ve homomorfizma olması kullanılırsa her       

için 

 

                                                                                                    (5.8) 
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elde edilir. Bu eşitlik sağdan      parantezine alınırsa her       için 

 

                                                                                                            (5.9) 

 

olur. Burada     olmak üzere   yerine     yazılırsa                   elde edilir. 

O halde   sağ   merkezileştirici olduğundan her         için,                  

dır. Ulaşılan bu denklemde   yerine    yazılırsa ve   in   ile değişmeli olması kullanılırsa 

                  elde edilir. Elde edilen bu iki denklem her     için       

             ve                     dır. Böylece    asal halka olduğundan 

her       için 

            veya        

dır.  

Kabul edelim ki her     için         olsun. O zaman her       için       

      dır. Burada involüsyon tanımı kullanılırsa                  elde edilir. Öte 

yandan   homomorfizma olduğundan her       için                dir. Üstelik her 

    için         olduğundan her       için            elde edilir. Elde edilen 

iki durum birlikte düşünülürse her       için           olur. Böylece   yerine    ve 

  yerine    yazılırsa her       için         elde edilir. O halde   değişmelidir.   

Şimdi kabul edelim ki her     için        olsun. Buradan        elde edilir. 

Bu da     olmasını gerektirir. Ancak bu sonuç     olmasıyla çelişir. O halde   

halkası değişmelidir.  

Teorem 5.3:     asal halka ve     üzerinde   sol   türevi ile belirli 

genelleştirilmiş sol   türev olsun.     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali olsun.  

(i)  ,   üzerinde homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde sağ 

  merkezileştiricidir. 

(ii)  ,   üzerinde anti-homomorfizma ise   halkası değişmelidir veya     üzerinde 

sağ   merkezileştiricidir. 

İspat: (i) Kabul edelim ki  ,   üzerinde homomorfizma olsun.   homomorfizma ve 

genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her         için 

 

                                                                    (5.10) 

                                                               (5.11) 
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eşitlikleri elde edilir. Buradan her         için                  dır. Gerekli 

düzenleme yapılırsa                     elde edilir. Bu ifadede      olmak üzere 

  yerine    yazılırsa                      denklemine ulaşılır. Böylece her 

        için 

 

                                                                                                   (5.12) 

 

olur. Burada    ideal olduğundan    yerine    yazılırsa her         için 

 

                                                                                                  (5.13) 

 

elde edilir. Böylece    asal halka olduğundan     veya her       için          

        dır. Eğer her     için     ise       dır.       olduğundan çelişki elde 

edilir. O yüzden her       için                  dır. Buradan her       için 

 

                                                                                                              (5.14) 

 

eşitliği elde edilir. (5.14) eşitliğinde      olmak üzere    yerine    yazılırsa        

            denklemine ulaşılır.   nin sol   türev olması kullanılırsa her         

için 

                                      

elde edilir. Burada (5.14) eşitliği kullanılırsa                               

                       denklemine ulaşılır. Bu ifadede   yerine    yazılırsa 

             elde edilir. Bu son denklemde     olmak üzere   yerine    yazılıp aynı 

eşitlik kullanılırsa her         için               elde edilir. Böylece her       için 

 

                                                                                                               (5.15) 

 

elde edilir.  

Özel olarak           olsun. O halde (5.15) eşitliğinde       olduğu 

kullanılırsa her               için                elde edilir. Burada   yerine    

yazılırsa                 olur. O halde Lemma 4.1.7 den her          ,     için 

        veya        dır.  
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Öte yandan her     için             olduğundan,   yerine       yazılırsa 

           veya            denklemlerine ulaşılır. Bu ise her       için 

             veya            

demektir.  

Şimdi                           ve                    kümeleri 

tanımlansın.   ve  ,   nın altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. (5.15) eşitliğinde her       için              

olduğu kullanılırsa her       için                elde edilir. Ayrıca (5.15) eşitliğinde 

  yerine    yazılırsa her       için               ifadesine ulaşılır. Böylece Lemma 

4.1.7 den her       için 

        veya         

dır. 

Buradan                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi şeklinde yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her       için         olur.     

olmak üzere   yerine    alınırsa          elde edilir. Burada Lie komütatör işlemi 

özelliğinden yararlanıp         olması kullanılırsa her           için          

elde edilir. O zaman     olmak üzere   yerine    yazılıp son eşitlik 

kullanılırsa           elde edilir. Buradan her           için             

bulunur. Ayrıca   yerine    alınırsa her           için              elde edilir. 

Böylece     asal halka olduğundan her       ve her     için      veya         

dır. Eğer her     için     ise       olur. Ancak       olduğundan her    ,    

için         dır. Böylece Uyarı 4.1.8 den   değişmelidir. 

Kabul edelim ki     olsun. O zaman her     için        olur.     için   

yerine    yazılır ve her     için        olduğu kullanılırsa          elde edilir. 

Buradan   yerine    yazılırsa her         için         olur. O zaman     için 

  yerine    yazılırsa her           için          dır. Buradan her         

için            elde edilir. Ayrıca bu son denklemde   yerine    yazılırsa         

    eşitliğine ulaşılır. Son elde edilen iki denklem birlikte düşünülür ve   halkasının  

 asal halka olduğu kullanılırsa her     için     veya her     için        elde 

edilir.       olduğundan her     için        dır. Buradan     bulunur. 
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Şimdi kabul edelim ki     olsun. O zaman her     için            dir. (5.15) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için                 elde edilir. Burada 

           olması kullanılırsa her       için                dır. Ayrıca (5.15) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için                 ifadesine ulaşılır. 

Dolayısıyla Lemma 4.1.7 den her       için 

        veya        

dır. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise her 

      için         olur. Yukarıda gösterildiği gibi bu durumda   değişmelidir. Diğer 

taraftan     ise her     için        dır. Benzer şekilde     bulunur. 

Olası tüm durumlarda   halkası değişmelidir veya     dır. Üstelik     ise her 

      için              olur. Yani   sağ   merkezileştiricidir. 

(ii) Kabul edelim ki     üzerinde anti-homomorfizma olsun.   anti-homomorfizma 

ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her       için  

 

                                                                                                             (5.16) 

                                                                                                      (5.17) 

 

eşitlikleri sağlanır. O halde her       için                       dır. Elde edilen 

bu denklemde   yerine    yazılırsa  

 

                                                                                                (5.18) 

 

elde edilir. Buradan   anti-homomorfizma ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan 

  

                                                                               (5.19) 

 

elde edilir. Buradan gerekli düzenleme yapılırsa her       için 

  

                                                                                                           (5.20) 
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olur. Burada     olmak üzere   yerine    alınıp (5.20) eşitliği kullanılırsa her         

için                              denklemine ulaşılır. Böylece her        için 

 

                                                                                                                (5.21) 

 

elde edilir.  

Özel olarak           olsun. O halde (5.21) eşitliğinden her             

   için                elde edilir. Burada   yerine    yazılıp,       olması 

kullanılırsa                 olur. Böylece son elde edilen iki denklem birlikte 

düşünülür ve Lemma 4.1.7 de kullanılırsa her          ,     için         veya 

       dır.  

Öte yandan her     için             olduğundan               dir. Bu 

durumda   yerine       yazılırsa            veya            denklemlerine 

ulaşılır. O halde her       için 

             veya            

olur.  

Şimdi                           ve                    kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi şeklinde yazılamayacağından     veya     dir. 

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda (5.21) eşitliğinde              olması 

kullanılırsa her        için                 elde edilir. Elde edilen bu denklemde   

yerine    yazılıp              olduğu kullanılırsa her        için                 

ifadesine ulaşılır. Ulaşılan bu son ifade ve (5.21) numaralı eşitlik düşünülüp Lemma 4.1.7 

dikkate alınırsa her       için 

        veya         

olur. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise her       için 

        dır. Bu durumda Teorem 5.3-(i) de   halkasının değişmeli olduğu gösterilmiştir. 

Diğer yandan     ise her     için        dır. Buradan benzer şekilde     

bulunur.  
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Şimdi kabul edelim ki     olsun. O zaman her     için            dır. (5.21) 

eşitliğinde   yerine    yazılırsa her       için                  elde edilir. Burada 

           olduğu kullanılırsa her       için                 olur. Bu ifadede   

yerine    yazılırsa                 elde edilir. Ayrıca (5.21) eşitliğinden her        

için                 dır. Böylece Lemma 4.1.7 den her       için 

        veya        

elde edilir. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nın altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz altgrubunun 

birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise her       için 

        dır. Böylece    değişmelidir. Diğer yandan     ise her     için        

dır. Benzer şekilde      olur. O halde her       için               dır. Yani   sağ 

  merkezileştiricidir. 

Sonuç 5.4:  ,   asal halka ve     üzerinde   sol   türevi ile belirli 

genelleştirilmiş sol   türev,     halkasının sıfırdan farklı bir   ideali olsun.    sıfırdan 

farklı,   ile değişmeli ve   üzerinde sağ   merkezileştirici olsun.     üzerinde 

homomorfizma ise   halkası değişmelidir.  

İspat:   sağ   merkezileştirici ve homomorfizma olduğundan her       için 

  

                                                                                                  (5.22) 

 

dır. (5.22) eşitliği sağdan      parantezine alınırsa her       için 

 

                                                                                                          (5.23) 

 

elde edilir. (5.23) eşitliğinde     olmak üzere   yerine     yazılırsa her         için 

                  bulunur. Böylece   sağ   merkezileştirici olduğundan       

           denklemine ulaşılır. Ulaşılan bu denklemde   yerine    yazılıp    in   ile 

değişmeli olması kullanılırsa her         için                   olur. Elde edilen 

denklemler her       için                    ve                     

şeklinde düzenlenebilir. Böylece Lemma 4.1.7 kullanılırsa her       için           

  veya        olur.  
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Kabul edelim ki her     için         olsun. Bu durumda her       için 

            dır. Böylece involüsyon tanımından                  elde edilir. 

Öte yandan,   homomorfizma olduğundan                dir. Burada         

olduğu kullanılırsa            elde edilir. Böylece her       için           olur. 

Burada   yerine    ve   yerine    yazılıp Lie komütatör işlemi özelliği kullanılırsa her 

      için         elde edilir. O halde   değişmelidir.   

Şimdi kabul edelim ki her     için        olsun. Buradan        elde edilir. 

O zaman     ve     için      olduğundan her         için         olur. 

Ayrıca   sağ   merkezileştirici olduğundan              dir. Böylece     olmak 

üzere   yerine    yazılırsa             elde edilir. O zaman            dır. Burada   

yerine    yazılırsa her           için           denklemine ulaşılır. O halde her 

    için             dır. Ayrıca   yerine    alınırsa            olur. Böylece   

  asal halka olduğundan her     için     veya her     için        dır. Eğer her 

              ise       dır. Ancak bu sonuç    idealinin sıfırdan farklı olmasıyla 

çelişir. O halde her                 dır. Bu durumda     olur. Ancak bu sonuç   

genelleştirilmiş sol    türevinin sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. Yani her iki durumdan da 

çelişki gelmektedir. O halde   halkası değişmelidir. 

Teorem 5.5:   karakteristiği ikiden farklı bir   asal halka,      ,   sol  

 türevi ile belirli genelleştirilmiş bir sol   türev,  ,   halkasının sıfırdan farklı ve 

       olan   kare kapalı bir Lie ideal olsun.  

(i)  ,   üzerinde homomorfizma ise     üzerinde sağ   merkezileştiricidir. 

(ii)  ,   üzerinde anti-homomorfizma ise     üzerinde sağ   merkezileştiricidir. 

İspat (i)  ,   üzerinde homomorfizma olsun. O zaman her       için Uyarı 2.35 

den       ve   halkasının karakteristiği ikiden farklı olduğundan               

                   elde edilir. Buradan her         için 

                                                   

ifadesine ulaşılır. Aynı ifade farklı şekilde açılırsa her         için 

                                               

olur. Bu eşitlikler birlikte düşünülüp soldan            nin toplamsal tersi eklenir ve 

kalan ifade soldan   parantezine alınırsa her         için                      

elde edilir. Böylece her       için                        dır. Bu eşitlik     

olmak üzere soldan   ile çarpılırsa her         için                     
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    ifadesine ulaşılır. Üstelik    Lie ideal olduğundan      dur. O halde bir önceki 

eşitlikte   yerine    yazılırsa her         için                          elde 

edilir. Böylece son elde edilen iki denklem birlikte düşünülür ve Lemma 4.3.2 den 

yararlanılırsa     veya                   dır. 

Eğer her     için     ise       dır. Ancak bu sonuç     Lie idealinin 

sıfırdan farklı olmasıyla çelişir. Dolayısıyla her       için                 dir. 

Burada Uyarı 2.35 den   yerine     yazılıp   halkasının karakteristiği ikiden farklı 

olduğu kullanılırsa                   eşitliği elde edilir. Buradan ifadeyi eşitliğin bir 

yanında toplayıp,   nin sol   türev olduğu kullanılırsa her         için         

                           bulunur. Bu ifadede                 olması 

kullanılırsa                                 elde edilir. Burada Lie 

komütatör işlemi özelliği kullanılırsa her         için                        

olur. Böylece   yerine   yazılırsa              elde edilir. Yine Lie komütatör işlemi 

özelliklerinden yararlanılırsa her       için              denklemine ulaşılır. 

Ulaşılan bu eşitlikte   yerine    yazılırsa             elde edilir. Burada     

olmak üzere Uyarı 2.35 den   yerine     yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden 

farklı olduğu kullanılırsa her         için              elde edilir. Ayrıca Lie 

komütatör işlemi özelliğinden bu ifade ayrılırsa                         olur. Elde 

edilen bu ifadede her       için             olması kullanılırsa              

elde edilir. Dolayısıyla her       için 

 

                                                                                                              (5.24) 

 

olur.   

Özel olarak           olsun. O halde (5.24) eşitliğinden her         

      için                dır. Burada   yerine    yazılır ve       olması 

kullanılırsa her               için                 elde edilir. Böylece Lemma 

4.3.2 den her    ,           için         veya        dır. 

Öte yandan her     için             olduğundan               dir. 

Burada   yerine       yazılırsa            veya            denklemlerine 

ulaşılır. O halde her       için 

             veya            

eşitlikleri elde edilir . 
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Şimdi                           ve                    kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir.  

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda (5.24) eşitliğinde              olduğu 

kullanılırsa her       için                 elde edilir. Burada    yerine    yazılır ve 

gerekli düzenleme yapılırsa               ) olur. Elde edilen bu son eşitlik ve (5.24) 

eşitliği ile birlikte düşünülüp Lemma 4.3.2 kullanılırsa her       için 

        veya         

olur. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılmayacağından     veya     dir. Eğer     ise 

her       için         dır. Ancak burada Lemma 4.3.4 kullanılırsa çelişki elde edilir. 

O halde     dir. Bu durumda her     için        dır. Lemma 3.2.2 den     ve 

    olmak üzere           olduğundan    yerine         yazılıp,   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her           için             

elde edilir. Burada   nin sol   türev olması kullanılırsa              olur. Böylece Lie 

komütatör işlemi özelliğinden her           için               bulunur. Burada   

yerine   ,   yerine    yazılırsa her           için 

            

elde edilir. Bu eşitlikte     olmak üzere Uyarı 2.35 den   yerine     yazılıp   

halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her             için 

             elde edilir. Elde edilen bu ifadede Lie komütatör işlemi özelliği ve 

            olması kullanılırsa her             için              eşitliğine 

ulaşılır. Böylece her           için                dır. Ayrıca   yerine   ,   

yerine    yazılırsa her           için                 elde edilir. Elde edilen bu 

son eşitlik ve (5.24) eşitliği ile birlikte düşünülüp Lemma 4.3.2 kullanılırsa her       

için         veya her     için        dır. 

Eğer her       için         ise Lemma 4.3.4 den        elde edilir. Ancak 

bu sonuç        olmasıyla çelişir. O halde her     için        dır. Buradan 

       elde edilir. Bu ise     demektir.  
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Şimdi kabul edelim ki     olsun. Bu durumda her     için            dır. O 

zaman (5.24) eşitliğinde   yerine    ve   yerine    yazılırsa her       için 

                elde edilir. Böylece Lemma 4.3.2 den her       için 

        veya        

olur. Buradan benzer şekilde     elde edilir. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgrupları ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise 

her       için         dır. Ancak Lemma 4.3.4 den bu durum çelişki belirtir. O halde 

    dir. Bu durumda her     için        olur. Böylece yukarıda gösterildiği gibi 

devam edilirse     elde edilir. 

O halde her durumda     olduğuna ulaşılmıştır. Böylece     üzerinde sağ  -

merkezileştiricidir.  

(ii) Kabul edelim ki  ,   üzerinde anti-homomorfizma olsun.   anti-homomorfizma 

ve genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her       için                 ve 

                   eşitlikleri sağlanır. Bu eşitlikler birlikte düşünüldüğünde her 

      için                       elde edilir. Burada Uyarı 2.35 den   yerine 

    yazılırsa 

                            

elde edilir. Burada   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 

      için                          olur. Böylece   anti-homorfizma ve 

genelleştirilmiş sol  -türev olduğundan 

                                       

bulunur. Bulunan bu ifadede gerekli düzenlemeler yapılırsa her       için        

          elde edilir. Burada     olmak üzere   yerine     yazılıp   halkasının 

karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa                    elde edilir. O 

zaman                  eşitliğinden yararlanılırsa her         için         

        bulunur. Burada Lie komütatör işlemi özelliği kullanılırsa her         için 

             eşitliğine ulaşılır. Böylece her       için 

   

                                                                                                               (5.25) 

 

elde edilir. 



 

71 

Kabul edelim ki özel olarak           olsun. O halde (5.25) eşitliğinden her 

              için                dır. Burada   yerine   ,   yerine    yazılıp 

      olması kullanılırsa her               için                 elde edilir. 

Böylece Lemma 4.3.2 den her     ve her            için         veya        

dır. 

Öte yandan her     için             olduğundan               dir. Bu 

durumda   yerine       yazılırsa            veya            denklemlerine 

ulaşılır. Böylece her       için 

             veya            

olur.  

Şimdi                           ve                    kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir.  

Kabul edelim ki     olsun. Bu durumda (5.25) eşitliğinde              olması 

kullanılırsa her       için                 elde edilir. Burada    yerine    yazılırsa 

her       için                 olur. Elde edilen bu son eşitlik ve (5.25) eşitliği ile 

birlikte düşünülüp Lemma 4.3.2 kullanılırsa her       için 

        veya         

bulunur. 

Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise 

her       için         dır. Buradan Lemma 4.3.4 den        elde edilir. Ancak bu 

sonuç        olmasıyla çelişir. O halde     dir. Bu durumda her     için 

       dır. Buradan (i) şıkkındaki gibi devam edilirse     elde edilir. 

Şimdi kabul edelim ki     olsun. O zaman her     için            dır. Bu 

durumda (5.25) eşitliğinde   yerine    ve   yerine    yazılırsa her       için 

                elde edilir. Elde edilen bu son eşitlik ve (5.25) eşitliği ile birlikte 

düşünülüp Lemma 4.3.2 kullanılırsa her       için         veya        elde edilir. 

 Şimdi                       ve                kümelerini 

tanımlayalım.   ve  ,   nun altgruplarıdır ve       dir. Ancak bir grup iki öz 

altgrubunun birleşimi olarak yazılamayacağından     veya     dir. Eğer     ise 

her       için         olur. Ancak bu sonuç Lemma 4.3.4 den çelişkiye sebep olur. O 
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halde     dir. Bu durumda her     için        dır. Buradan benzer şekilde     

elde edilir. O halde     üzerinde sağ   merkezileştiricidir.  

Sonuç 5.6:   karakteristiği ikiden farklı   asal halka,      ,   sol   türevi ile 

belirli genelleştirilmiş sol   türev,  ,   halkasının sıfırdan farklı   Lie ideal olsun.  ,   

ile değişmeli ve   üzerinde sağ   merkezileştirici olsun.      üzerinde homomorfizma 

ise     dır. 

İspat:   sağ   merkezileştirici ve homomorfizma olduğundan her       için 

                      dir. Bu ifade      parantezine alınırsa her       için 

                elde edilir.  Burada     olmak üzere Uyarı 2.35 den   yerine     

yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa                

  olur. O zaman   genelleştirilmiş sol   türev olduğundan her         için       

            elde edilir. Burada   yerine    yazılırsa her         için       

           eşitliğine ulaşılır.  O halde       için                    dır. Bu 

eşitlikte   yerine    yazılıp   in   ile değişmeli olduğu kullanılırsa her       için 

                    

elde edilir. Son elde edilen iki eşitlik birlikte düşünülüp Lemma 4.3.2 kullanılırsa her 

      için         veya        bulunur. 

Kabul edelim ki her     için         olsun. Bu durumda Uyarı 2.35 den   

yerine     yazılıp   halkasının karakteristiğinin ikiden farklı olması kullanılırsa her 

      için             elde edilir. Böylece involüsyon tanımından       

           olur. Öte yandan   homomorfizma olduğundan her       için       

         dir. Kabulden         ve         eşitlikleri düşünülürse            

olur. Böylece her       için           elde edilir. Burada   yerine    ve   yerine    

yazılıp Lie komütatör işlemi özelliği dikkate alınırsa her       için         elde 

edilir. O halde Lemma 4.3.4 den        dir. Ancak bu sonuç        olmasıyla 

çelişir. O halde her     için        dır. 

Bu durumda        olur. Böylece     ve     için         olması 

kullanılırsa her         için             elde edilir. Lie komütatör işlemi 

özelliğinden yararlanılırsa             ifadesine ulaşılır. Buradan   in sağ  

 merkezileştirici olduğu kullanılırsa her         için                 elde 

edilir. Bu ifadede her     için        olduğu kullanılırsa          olur. Elde 

edilen bu denklemde   yerine    yazılırsa her         için         elde edilir. 

Böylece her     için           dır. Bu ifadede     olmak üzere soldan   ile 
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çarpılırsa her       için            elde edilir. Bu eşitlikte   yerine    yazılırsa her 

      için             olur. Elde edilen son iki eşitlik birlikte düşünülüp Lemma 

4.3.2 kullanılırsa     veya        elde edilir. Eğer her     için     ise       

olur. Ancak bu sonuç çelişkiye sebep olur. O halde her     için        dır. Böylece 

    dır.  

Teorem 5.7:   bir   involüsyonlu halka ve       bir Jordan   merkezileştirici 

olsun. 

(i)  ,   yarıasal halka ve     üzerinde homomorfizma ise   dönüşümü   nin 

merkezindedir. 

(ii)  ,   asal halka ve     üzerinde anti-homomorfizma ve    ile değişmeli ise 

    veya   dönüşümü bir involüsyondur. 

İspat: (i) Kabul edelim ki  ,   yarıasal halka ve     üzerinde homomorfizma 

olsun. O halde her       için                dir. Üstelik     üzerinde Jordan  

 merkezileştirici olduğundan her     için              dır. Lemma 3.3.1 den 

             elde edilir. Elde edilen bu denklemlerden her       için          

       elde edilir. Burada     için,   yerine    yazılırsa                   elde 

edilir. Böylece Lemma 3.3.1 den                     olur. Bu ifadede          

       olduğu kullanıldığında                   eşitliği elde edilir. Dolayısıyla her 

        için               elde edilir. Burada   yerine    ve   yerine    yazılırsa 

 

                                                                                                                  (5.26) 

 

 elde edilir. (5.26) denkleminde     için   yerine    yazılır ve yine aynı denklem 

kullanılarak düzenlenirse her           için 

 

                                                                                                                 (5.27) 

 

denklemine ulaşılır.  

 Diğer taraftan (5.26) denkleminde yine     için   yerine    yazılır, aynı denklem 

kullanılır ve daha sonra   yerine    ve   yerine    alınarak gerekli düzenleme yapılırsa her 

          için 

 

                                                                                                        (5.28)  
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elde edilir. (5.27) ve (5.28) denklemlerinin her ikisinde de     için   yerine    yazılır ve 

gerekli düzenlemeler yapılarak bu iki denklem birlikte düşünülürse her             için 

                           ulaşılır. Diğer taraftan (5.27) ve (5.28) denklemlerinin 

her ikisinde de soldan     ile çarpılırsa her             için               

            olur. Ulaşılan son iki denklem birlikte düşünülüp Lie komütatör işlemi 

özelliği kullanılırsa 

                                 

elde edilir. Burada      ve        alınırsa her         için                   

                     elde edilir. O halde her       için 

                                         

dır.     yarıasal halka olduğundan her       için            elde edilir. Buradan 

           dır. Dolayısıyla           dir.  

(ii) Kabul edelim ki     asal halka ve     üzerinde anti-homomorfizma olsun. O 

halde her       için                dir. Üstelik     üzerinde Jordan  

 merkezileştirici olduğundan her     için              dır. O zaman Lemma 3.3.1 

den              olur. Elde edilen bu iki denklemden                 elde edilir. 

Bu ifade soldan      parantezine alındığında her       için                 olur. 

Burada     için   yerine    yazılıp Lemma 3.3.1 kullanılırsa                    

denklemi elde edilir. Bu ifadede   yerine    yazılırsa                  elde edilir. 

Buradan her       için                    olur. Elde edilen bu eşitlikte   yerine 

   yazılır ve   nin   ile değişmeli olduğu kullanılırsa                     bulunur. 

Elde edilen son iki denklem birlikte düşünülür ve   halkasının   asal halka olduğu 

kullanılırsa her       için        veya         elde edilir. Eğer her     için 

       ise o zaman     dır. Diğer taraftan her     için         ise   bir 

involüsyondur. 
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