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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
YALINKAT MEROMORF FONKSIYONLAR UZERINE
Feyyaz KALMAZ
Uludag Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Prof. Dr. Metin OZTURK

Bu tez li¢ bolimden olusmaktadir. Birinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan
analitik yalinkat fonksiyon siniflarina ait temel kavramlar ve sonuclar verildi.

Tezin ana boliimiinii olusturan ikinci béliimde, birim dairenin disinda tanimli sonsuzda veya
orijinde basit kutba sahip meromorf yalinkat fonksiyonlarin smifi ve bu smifin yildizil,
konveks, konvekse yakin, aa — mertebeden yildizil ve konveks gibi alt siniflar1 tanimlandi.
Biitiin  bu smiflara ait fonksiyonlarin katsayr problemleri, distorsiyon ve biiylime
sonuglari, integral temsilleri verildi. Ayrica, bu smiflar arasinda miimkiin olan gecisler
iizerinde duruldu.

Tezin son boliimiinde ise, kutbu orijin olmayan ancak birim dairede bir noktada basit kutba
sahip meromorf yalinkat fonksiyonlarin sinifi ile bu smifin ¢esitli alt siniflar1 tanimlandi.
Onceki béliimde fonksiyon siniflar igin incelenen biitiin &zellikler, bu boliimde, bu siniflar
i¢in de incelendi.

Anahtar Kelimeler: Meromorf yalinkat fonksiyonlar, Meromorf yildizil fonksiyonlar,
Meromorf konveks fonksiyonlar.

2016, vii+92 sayfa
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MSc Thesis
ON MEROMORPHIC UNIVALENT FUNCTIONS
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This thesis consists of three parts. In the first section, the basic concepts and results belong to
classes of analytic univalent functions that will be used in other sections were given.

In the second section which forms the main part of thesis, the class of meromorphic univalent
functions defined out of the unit disc or have the simple pole at origin and the subclass of this
class as starlike, convex, close-to-convex, starlike of order aa and convex were identified. The
coefficient problems, distortion, growth results and integral representation of the functions
belong to all these classes were given. Furthermore, there was focused on possible transitions
between these classes.

On the final part of the thesis, the class of meromorphic univalent functions which do not
have a pole but have a simple pole on unit disc and some subclass of this class were
described. The features examined for function classes in the previous section were examined
for these classes as well in this section.
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Meromorphic convex functions
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1. ANALITIK YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu boliimde, gelecek boliimlerde benzerleri tanimlanacak olan, birim dairede analitik ve
yalinkat olan fonksiyonlarin simiflar1 {izerinde duruldu. Bu simiflara ait fonksiyonlarin
integral temsilleri, katsay1 esitsizlikleri, distorsiyon ve biiylime 6zellikleri verildi. Ayri-

ca, yine ilerleyen boliimlerde kullanilacak olan belli bazi esitsizlikler ifade edildi.
11 Analitik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

UU kompleks diizlemde agik bir kiime, ff: UU — C kompleks degiskenli bir fonksiyon ve

119 € U olsun. Eger

@ -
m g
1 — Il

limiti mevcut ise ff fonksiyonuna z, noktasinda diferansiyellenebilir, limit degerine ff
fonksiyonunun 1z noktasindaki tiirevi denir. ff fonksiyonunun zy noktasindaki tiirevi
ff (mo) bigiminde gosterilir. Eger ff fonksiyonu Ul agik kiimesinin biitiin
noktalarinda diferansiyellenebilirse ff fonksiyonuna UU kiimesinde analitik denir. Buna

gore analitik fonksiyon, a¢ik kiimede tanimli diferansiyellenebilir bir fonksiyondur.

Kompleks diizlemde agik ve baglantili bir kiimeye bolge denir. DD kompleks diizlemde
bir bolge ve ff: D) — C fonksiyonu bire-bir ise, ff fonksiyonuna D)’de yalinkat veya iini-
valent ad1 verilir. Bagka bir ifadeyle, ff fonksiyonunun DD bdlgesinde yalinkat olmasi,

111 # 11p Ozelliginde biitiin 729, 22, € D) noktalart igin ff(zz1) # ff(zz) olmasini gerektirir.

Geometrik olarak bu: ff(DD) goriintii bolgesinin katli bolge olmamasi anlamina gelir.

il Teorem. ff fonksiyonu kompleks diizlemin bir D) bolgesinde analitik ve g € DD

olsun. Eger ff (120) # 0 ise uygun bir r > 0 sayisi igin ff fonksiyonu D (zzq, rr) c DD dai-
resinde yalinkattir (Palka 1991, 5:348).

Genelde, 1.1.1 Teoreminin tersi dogru olmadig gibi, karsit tersi de dogru degildir. An-
cak 1.4.6 Teoreminde goriilebilecegi gibi, f f fonksiyonu kompleks diizlemin konveks bir

DD bdlgesinde analitik ve her z € i¢in Reff () # 0 ise ff fonksiyonu D)’de yalinkat



olur. Bununla birlikte, DD bolgesinde yalinkat bir fonksiyon D)’nin biitiin alt bolgelerinde

de yalinkattir.

[a0, bb] kapali araliginda tanimli zz = gg(tt) siirekli fonksiyonuna kompleks diizlemde bir
egri, gg([ao, bb]) goriintii kiimeSine egrinin izi veya yoriingesi denir. gg egrisinin izini
(C = gg([as, bb]) Tle gosterecegiz ve (¢ egrisi denildiginde egrinin izinin kastedildigi anlasi-
lacak. gg(ac) noktasina egrinin baslangi¢ noktas, gg(bh) noktasina ise, egrinin bitis nok-
tas1 ad1 verilir. Baslangi¢ noktasindan bitis noktasina giden yon, egrinin yoniinii goste-
rir. Boyle bir egri yonlendirilmis olur. Her tt € [w, 1] igin g9’ (tf) mevcut ve gg (it) # O ise
egriye diizgiin egri, [aw, bb] araliginin sonlu sayida alt araliklarinda diizgiin olan egriye
de parcal diizgiin egri denilir. Kendi kendini kesmeyen egriye basit egri, gg(aw) ve
gg(bb) u¢ noktalan esit egriye kapah egri, sadece u¢ noktalarinda kesisen egriye basit
kapah egri veya Jordan egrisi ve Jordon egrisinin sinirladigi bolgeye de  Jordon bél-
gesi denir. Kompleks diizlemin bir DD bolgesinde her basit kapali egrinin i¢ kismi sadece

DD bolgesinin noktalarindan olusmus ise D)’ye basit baglantil bélge adi verilir.

DD kompleks diizlemde bir bolge, ff: D) — C bir fonksiyon ve g € DD olsun. z noktasin-
da kesisen D)’de yonlendirilmis her (4 ve ((, diizgiin egri ¢iftinin 7o noktasinda aralarin-
daki aci, ff((C1) ve ff(((;) goriintii egrilerinin ff(z) noktasindaki agiya biiyiiklikk olarak

esit, yon olarak ayni ise ff fonksiyonuna 7y noktasinda konform denir.

Asagida, bir fonksiyonun bir noktada ve bir bolgede konform olmasini test eden iki tane

sonug verilecektir.

L  Teorem. ff fonksiyonu bir D) bolgesinde analitik ve 2o € D olsun. Eger ff (iz9) # 0
ise ff fonksiyonu g noktasinda konformdur (Zill 2003, s:354).

it Teorem. DD kompleks diizlemde bir bolge ve ff:DD — C bir fonksiyon olsun. ff
fonksiyonunun DD bolgesinde konform olmasi igin gerek ve yeter sart, ff fonksiyonunun
DD*de analitik ve yalinkat olmasidir (Palka 1991, s:382).

Yerel yalinkatlik genel yalinkathiligi gerektirmediginden 1.1.3 Teoremi geregi yerel

konformluk da genel konformlugu gerektirmez.



Yalinkat fonksiyon teorisinde kullanilan 6nemli sonuglardan biri Riemann doniisiim
teoremidir. Bu teorem, kompleks diizlemin kendisi olmayan basit baglantili bir alt bol-
gesinin DD = {z: |z| < 1} agik birim dairesi tizerine bire-bir ve analitik olarak doniisti-

ren bir donilisiimiin varligindan bahseder.

% Teorem. (Riemann Déniisiim Teoremi) DD, kompleks diizleminin basit baglantili

bir alt bolgesi ve DD # C olsun. DD bélgesini DD birim dairesi lizerine, bire-bir ve analitik
(konform) olarak resmeden, zy € DD noktast icin ff(zg) = 0 ve ff (iz9) > 0 6zelliginde
bir tek ff fonksiyonu vardir (Palka 1991, s:420).

Riemann doéniisiim teoremi geregi, basit baglantili bir bolgede konform doniisiimlerle
ilgili bir ¢ok problemi ¢6zmek igin, bu bdlge yerine ona konform olarak denk olan
DD birim dairesini almak uygundur. Boylece, DID’de elde edilen sonuglar ona konform olarak
denk olan bolgeye tasinabileceginden, kolaylik acisindan ¢alismamizi birim daire veya

birim dairenin dis1 {izerinde yogunlastiracagiz.

Cogu zaman basit baglantili bir bolgenin, 6zellikle de birim dairenin konform doniisiim
altindaki goriintii kiimesiyle ilgilenmek gerekli olacaktir. Asagidaki teorem goriintii

kiimesinin bulunmasinda kolaylik saglar.

B Teorem. ff fonksiyonu bir DD Jordan bélgesinde analitik, CC = ddDD iizerinde siirekli ve bire-bir olsun.
Bu durumda, ff fonksiyonu DD bdlgesini ff(CC) Jordan egrisinin sinirla- dig1 bolge tizerine

konform olarak resmeder (Pommerenke 1975, s:282).

Birim dairede tanimli fonksiyonlarin modiiliiyle ilgili bir ¢ok esitsizligin elde edilme-

sinde Schwarz lemmasi denilen asagidaki teorem 6nemli rol oynar.

1b Teorem. (Schwarz Lemma) ff fonksiyonu DI dairesinde analitik ve ff(0) = 0,
Iff()| < 1 6zelliklerini saglasin. Bu durumda, her zz € DD igin |ff(z)| < |z| ve |ff (0)] <

1 dir. Esitlik, 68 reel sayr olmak iizere, ff(z) = ee'zz fonksiyonu igin gegerlidir.
1.2 Analitik Yahnkat Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

DD birim dairesinde analitik, yalinkat, ff(0) =ff(0) —1 =0 bagmntisii saglayan ve

orijin civarinda



ff(n) = n + <™ (1.1)

nn=2

biciminde seri agilimina sahip bir fonksiyona normalize edilmis analitik yahnkat
fonksiyon denir. DID’de normalize edilmis biitiin analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifi SS ile
gosterilir. Asagida, SS sinifina ait fonksiyonlarin belli bash bazi temel 6zellikleri tize- rinde
durulacaktir. Bunlardan birincisi SS smifinin bazi elementer doniisiimler altinda

degismez kaldigidir.

1.2.1 Teorem. zz € DD ve ff € SS olsun. Bu durumda asagida tanimlanan gg fonksiyonu da

SS sinifina aittir.

(i) 8 € R olmak iizere, gg(zz) = @ z+Y’ e Qe = D™ rotasyonu,
(i) 0 <m < 1igin gg() = = Yff(mu) = 224 Y ,p ttu™ 12z™ genlesmesi,

(iii) Jae| < 1 ve pp(zz) = (z + a)/(1 +€%) olmak tizere,

@e- i@ -l @ - w
a—TuPDf@ - 26 ()

99 ()

disk otomorfizmi,

(iv) kk = 2,3, ... igin

1 ( kk) klk
W@ = [ =g e

1
:zz+%%zz""+1 +50z [2khaos — (kb — 1)aap 2]u?KKH 4 -0

nn. kok doniisiimii
(V)ww ¢ ff(DD) olmak iizere,

99(m) = Wv}lj};v—(iZ) =+ (u, + 1/WW)222 4

ff()



atlanmis deger doniisiimii,

(vi) gy, ff fonksiyonunun deger kiimesi {izerinde yalinkat ve analitik bir fonksiyon olmak

lizere gg = @ o ff bileske doniisiimii (Goodman 1983, vol. I, s:18).

5 sinifina ait snemli fonksiyonlardan biri; z € DD igin k(zz) = z/(1 — z)? Koebe fonk-

siyonudur. Bu fonksiyon agik birim daireyi C\{ww: —co <ww < —1/4} bolgesi tizerine

bire-bir olarak doniistiiriir. Koebe fonksiyonunun rotasyonu, kk;;(zz) = uz/€ — e"'u€p

fonksiyonu acik birim daireyi orijinden ¢ikan 1s1mn —ee ™" /4 noktasindan o’a uzanan

pargasi hari¢, biitiin kompleks diizlem tizerine bire-bir olarak resmeder. zz € DID ve
an

) 1
w € (0,2] olmak tizere, ff(z) = — 2@ — 1@genellestirilmis Koebe fonksiyonu SS

sinifina ait onemli fonksiyonlardan bir digeridir.

(1.1) agilimiyla verilen SS sinifina ait fonksiyonlarin aa,,katsayilari igin |ag,| <
nn (nn = 2,3, ...) esitsizligi Bieberbach tahmini olarak bilinir. Bieberbach (1916) tara-
findan verilen bu tahmin ancak De Branges (1985) tarafindan ispatlanabilmistir. Asagi-

daki teorem bu tahmini ifade eder.

1.2.2 Teorem. (Bieberbach Tahmini) ff € SS fonksiyonu (1.1) agtlim1 ile verilmis ol- sun.
Bu durumda her m > 2 igin |aw,| < m dir. Esitlik ff(z) = k;(2zz) fonksiyonu igin
gecerlidir.

Asagida SS sinifina ait fonksiyonlar altinda kompakt dairelerin goriintii bolgesinin alani
ile ilgili bir sonug verilecektir. Teoremin ispati, 2.boliimde verilecek olan Alan teoremi-

nin ispatinda kullanilacagindan burada verilecektir.

1.2.3 Teorem. ff € 5§ ve 8= {u: |z| <m < 1} olsun. Bu durumda () bélgesinin

alani

[ee]

M) = m <Ebe, |2 1™ (1.2)

nn=1

dir.



ispat. 2z = 1 + iiii e®ve w = ff () = w(z) + iiii(z) olsun. ff@) bolgesinin alani

() = <@ diudiii = @@ D gi

esitligi ile verilir. ff = uu + iiii fonksiyonu analitik oldugundan,

%—aa(uu, ”) e il Q= + ii,? = |ff ()|
i(u, ”)%iyy & T X 10 1

ez =i
moorr
() = B () |Pdiudiii = @ S 'Qpee””& pp ddpp ddB
23 0 0

olur. (1.1) bagintis1 geregi
ff @peeli@= 1 + 2anpppee™+. . . Fmagypp™ LoD 4 .

oldugundan,

O 00 = f G W = @Bl 272 + @
el

kk#0

olarak yazilabilir. Burada o katsayilari g, ve pp’ya baghdir. Bu ifade (1.3)

(1.3)

bagintisinda yerine yazilir, diizgiin yakinsakliktan dolayi terim terime integrali alinir

ve kk # Oigin

2nm

[, #™" ddfo =0 oldugunadikkatedilirse (1.2) esitligieldeedilir. m

1.2.4 Agiklama. (i) Eger 0 <1 < 1 igin AM(rr) < mm < oo ise, N = 1,2, ... olmak tizere,

NN

Sy (m) = m <@, | 22" < mm

nn=1

dir. @y (rm)@kismi toplamlar dizisi monoton artan ve tistten smirli bir dizi oldugundan,

rr —» 17 iken limiti mevcuttur. O halde,



NN

SSNN = SSNN(l) =1 @}aannlz < mm

nn=1

elde edilir. (55) kismi toplamlar dizisi sinirl ve Y% m |a,|? serisi yakinsak oldugun-

dan NN - oo igin

M= 1in11 (T = 11 <Gpwhas, |2 (1.4)
rr-1—
nn=1

elde edilir.

(i) M4 =m(1+ 2Jaz|?+ +--) >m oldugundan ff(z) =z fonksiyonu igin A4 = mmolup,
diger biitiin ff € SS fonksiyonlar igin A4 > mm dir.

(iii) Eger AA(rr) sinirli degilse m— 17 iken (1.4) bagintisindaki seri iraksak ve 44 = co

olur.
1.3 SS Sinifina Ait Fonksiyonlarin Ozellikleri

lay] < 2 esitsizligi, §§ siifina ait fonkSiyonlarla ilgili bazi sonuglarin elde edilmesinde
onemli rol oynar. Bu sonuglar yalinkat fonksiyonlar teorisinin temel teoremleri olarak
bilinir. Bunlardan birincisi, Koebe 1/4 —teoremi olarak adlandirilan agagidaki teorem-
dir. Bu teorem SS simifina ait fonksiyonlarin goriintii bolgesinin daima 1/4 yarigapl

merkezi agik bir daireyi bulundurdugunu ifade eder.

1.3.1 Teorem. ff €5 ise ff(DD) D Dby/4 diir. Esitlik ff(zz) = k;;(zz) fonksiyonu igin
saglanir. Ustelik, Nysessff(DD) = Dy /4 diir (Duren 1983, s:31).

SS sinifina ait fonksiyonlar i¢in Gnemli sonuglardan biri de asagida verilen distorsiyon ve

biiyiime sonucudur.

1.3.2 Teorem. ff € SSve zz=rree™™ € DD olsun. Bu durumda

rr
<__
I E)

s W@l



1+
a +W)3 < Iff @) < a—ms

1—n  aff @) 14
< <
14+~ "ff(m) "~ 1—m

dir. Her ti¢ bagmtida esitlik, {f(zz) = kk;;(zz) fonksiyonu i¢in gegerlidir (Bieberbach
1916).

SS simifina ait fonksiyonlar i¢in yukarida verilen 6zelliklerin yaninda asagidaki

ozellikler de verilebilir.

1.3.3 Teorem. ff € SSve zz =rree™ € DD olsun. Bu durumda

I e 2 22+m(
T@es o WoIsT
1—n2
2t —dn '@ 2r+ 4

=7z =Re =
1=m ff (ZZ) 1—n2
dir. Her ti¢ bagintida esitlik, ff(zz) = kk;; (zz) fonksiyonu igin gegerlidir.

Asagidaki sonug, birim dairede analitik fonksiyonlar i¢in yalinkatlik kriteri olarak kul-

lanilabilir.

1.3.4 Teorem. z € DD ve ff(z) = u + Y%= W,Z"obnExEr) m=2 M]a,| < 1ise ff fonk-
siyonu DD dairesinde yalinkattir.

Ispat. zz,ww € DD ve zz # ww igin

11 o) = ff )| = @ — w + < — ") @

kk=2

> |n—wi| € — <@l (|z]"" + -+ [

kk=2

> |z — | € — <Gy |€> 0

kk=2
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olur. Yani ff(zz) # ff(w) dir. Dolayisiyla, ff fonksiyonu DD’de yalinkat olur.m
SS sinifinin dnemli bir topolojik 6zelliginden bahsederek bu kismi1 tamamlayalim.

1.3.5 Teorem. S sinifi, DD dairesinde tanimli analitik fonksiyonlarin sinifinin kompakt
alt kiimesidir (Ian Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:18 ).

1.4 Reel Kism Pozitif Analitik Fonksiyonlar ve Ozellikleri
DD dairesinde analitik, ff(0) = 1 ve zz € DD i¢in Re{ff(zz)} > 0 6zelliklerini saglayan
) = 1 4z + pou® + - = 1 + @ (1.5)
nn=1

acilimina sahip fonksiyonlara reel kismu pozitif analitik fonksiyon denir. Bu fonksi-

yonlarin sintft PP ile gosterilir. zz € DD igin,

1+ 2z
1—12zz

m(z) = (1.6)

fonksiyonu PP sinifina ait onemli bir fonksiyon olup, birim daireyi HH = {ww: Re ww > 0} sag yari
diizlem iizerine konform olarak resmeder. SS sinifinda Koebe fonksiyonunun oynadigirolii,

pp fonksiyonu PP smifindaoynar.

PP siifina ait fonksiyonlarin yalinkat olmasi gerekmez. Ornegin, nn > 2 tamsayist igin,
ff() = 1 4+ ™ fonksiyonu PP smifina ait olmasina ragmen DD dairesinde yalinkat degil-
dir. Bununla birlikte, PP sinifi konveks ve kompakttir (Ian Graham ve Gabriela Kohr
2003, s:32).

1.4.1 Tanim ff ve gg fonksiyonlari DD dairesinde analitik olsun. Her zz € DD igin ff(2z) =
Jg@m(zz) @olacak bigimde ww(0) = 0 ve |w(zz)| < 1 dzelliginde DD dairesinde analitik bir

ww fonksiyonu varsa, ff fonksiyonu gg fonksiyonuna sabordine denir ve bu durum ff < gg

biciminde gosterilir.

Tanimda verilen ww fonksiyonunun Schwarz lemmasmin sartlarini sagladig aciktir.

Asagidaki teorem sabordine fonksiyonlarin geometrik yorumunu vermektedir.



1.4.2 Teorem. ff fonksiyonu DD dairesinde analitik, gg fonksiyonu da analitik ve yalinkat

olsun. Bu durumda,

{900 ffDI340D)

dir. Genelde ff < gg ise her bir i € (0,1) i¢in DD, = {z: |z| <} olmak tizere, ff(DD,) ©
g9(DD,,) dir (Goodman 1983, vol: | 5:86).

PP sinifina ait fonksiyonlar (1.6) ile verilen pp fonksiyonuna sabordinedir. Bunun tersi de
dogrudur. Yani, ff € PP & ff < pp dir (lan Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:28).

PP smifina ait fonksiyonlarin integral temsilini elde etmek miimkiindiir. Herglotz

(1911)’un temsil teoremi bununla ilgilidir.

1.4.3 Teorem. (Herglotz temsil teoremi) ff fonksiyonu DD dairesinde analitik, ff(0) = 1

ve zz € DD olsun. Bu durumda

femw o fiz) = € — Lt 2im (1.7)

olacak bigimde dd(2m) — di(0) = 1 6zelliginde [0,2m1] araliginda azalmayan bir di fonk-
siyonu vardir (Ian Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:31).

Herglotz temsil teoremi PP sinifina ait fonksiyonlarin biiyiikliik ve distorsiyon

sonuglari- nin elde edilmesinde oldukga kullanighdir.

1.4.4 Teorem. ff € PP ve zz =rree"™ € DD olsun. Bu durumda

=17 T+m
1+rrS WO 1—n’
' 2
ffl =
(1 —m)2

dir. Esitlik, «e € R olmak iizere, ff(zz) = pp(e"™z) fonksiyonu icin gegerlidir (lan
Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:31).

10



1.4.5 Teorem. ff(z) = 1+ Yor—1 I 7' € M, | <2dir.Esitlik, aa € Rolmak iizere
ff(z) = pe"“ufonksiyonu igin gecerlidir (Duren 1983, s:41).

Asagida konveks bolgeler ile ilgili iki yalinkatlik testi
verilmisgtir.

1.4.6 Teorem. DD kompleks diizlemde konveks bir bélge ve her zz € DD olsun. Belli bir

aa € R sayist igin,
Rege™ff ()@> 0
ise ff fonksiyonu DD’de yalinkattir (Noshiro, 1935) ve (Warchawski, 1935).

1.4.7 Teorem. DD kompleks diizlemde bir bélge, ff ve p¢ fonksiyonlari DD bolgesinde ana- litik, ¢y
fonksiyonu D) bolgesinde yalinkat ve gg(0)) konveks bir bolge olsun. Bu durum- da her zz €
DDigin,

Re € D @ 0

o' (1)
ise, ff fonksiyonu DD’de yalinkattir (Ozaki, 1935) ve (Kaplan, 1952).

1.4.8 Teorem. zz € DD ve PP(a) = {ff € PP: Re[ff(zz)] > ar, 0 < ae < 1} olsun. Bu durumda

ff € PP(ae) olmasi igin gerek ve yeter sart

d4dd(08)

1 214+ (1— 200) e
i) = L g T 1720
nm -7

olacak bigimde fom dddd(66) = 2mr ozelliginde [0,271] araliginda azalmayan bir di fonksi-
yonunun mevcut olmasidir. Ustelik, ff € PP(ar) fonksiyonu (1.5) acilimina sahip ise
Il < 2(1 — ax) dir. Esitlik 89 reel sayr olmak iizere ff(zz) = € + (1 — 2a)zzee " gy € —
zzee ™ ggonksiyonu igin saglanir (Goodman 1983, vol: Is:105).

PP sinifina ait reel katsayili fonksiyonlarm sinifi PPPP ile gosterilirse, Herlogtz temsil teo- remi ile

verilen integral temsili, PPPP sinifina ait fonksiyonlar i¢in de verilebilir.

11



1.4.9 Teorem. Bir gg fonksiyonunun PPPP sinifina ait olmast igin gerek ve yeter sart

12



1 21 1— ZZZ
B = %? 1— 2z cosibf +

172

dddd (89) (1.70)

2
olacak sckilde [, @ii(#) = 2m ozelliginde, reel degerli, azalmayan bir ii(#) fonksiyo-

nu vardir.
1.5 Yildizil ve Konveks Analitik Yalinkat Fonksiyonlar

Bu kisimda SS§ sinifina ait fonksiyonlarin goriintii bolgelerinin yildizil veya konveks ol-
mast durumunda olusan alt siniflar tanimlanip, bu smiflara ait fonksiyonlarin integral

temsilleri, katsay: esitsizlikleri, distorsiyon ve biiylime 6zellikleri verilecektir.

Kompleks diizlemde herhangi wwy ve ww noktalarini birlestiren dogru pargasi [wwg, ww] =
{(1 — tt)wwg + ttww: 0 < tt < 1} bigiminde tanimlanir. 4 kompleks diizlemde bir kiime ve
g € A4 sabit noktas: verilmis olsun. Eger her ww € 44 noktast igin [wwg, ww] < A4 ise A4 kii-
mesine wwo Noktasina gore yildizil ve her wwq, wiy € A4 noktalar igin [wwy, wwy] < AA ise AA
kiimesine konveks denir. Buna gore konveks kiime, her bir noktaya goére yildizil olan

kimedir.

ff fonksiyonu DD, = {z: |z| <, 0 <1 < 1} bolgesinde analitik, yalinkat ve zq € DD,, ol-
sun. Eger ff(DD,,) goriintii bolgesi wwy = ff(z9) noktasina gore yildizil ise ff fonksiyonuna
DD, bolgesinde 7o noktasina gore yilchzil denir. Orijine gore yildizil bir fonksiyona yil-
dizil fonksiyon adi verilir. Eger ff(DD,) bolgesi konveks ise ff fonksiyonuna DD, de kon-
veks fonksiyon denir. DD,, dairesinde yildizil ve konveks fonksiyonlarm siniflari sirasiy- la,
5ss5(DD,.) ve Cccc(on,) ile gosterilir. Ozel olarak, DD = D), de (1.1) bigiminde bir Taylor
acilimina sahip yildizil ve konveks fonksiyonlarin siniflari sirastyla, SSSS ve CCCCile goste- rilir.

1y, C de zz(tt) = w(tt) + i), a < tt < bb parametrik ifadesi ile verilmis diizgiin bir egri ve ff
fonksiyonu yy egrisini bulunduran bir bolgede analitik olsun. ff(yy) =T, wwo & " ve

w € I' oldugunu kabul edelim. Eger arg(w — wwo), tt degiskeninin azalmayan tek degis-

kenli bir fonksiyonu, yani aa < tt < bb igin

dd
—darg(ww — ) =0

13



ise, " egrisine wwy noktasina gore yildizil egri denir. Eger I egrisine teget olan dogru-

nun tt arglimenti t¢ degiskeninin azalmayan bir fonksiyonu, yani aa < tt < bb i¢in

¢_ N
—d= %arg[ff (@ ()] =0

ise I' egrisi konveks egri olarak adlandirilir.
Asagidaki teorem yildizil ve konveks fonksiyonlarin analitik ifadesini verir.

1.5.1 Teorem. ff: DD — C analitik bir fonksiyon, ff(0) = 0, {f (0) # 0 ve z € DD olsun.

Bu durumda,

. uff (1)
(i) S Re
1 fesere <o
3 uff” (1)
(ii) ffeCC o Re @+ W 0

dir (Goodman 1983, vol: I's:111).

Konvekslik i¢in baska ¢ift gerektirmeli sonuglar Sheil—Small (1969) ve Suffridge
(1970) tarafindan verilmistir.

1.5.2 Teorem. ff: DD - C analitik bir fonksiyon ve {¢, zz € DI olsun. Bu durumda,

femere @ 24l @ "l g g
ff@) = ff@) u—{

dir.
1.5.2 Teoreminin bir sonucu, asagida verilen konvekslik Kriteridir.

1.5.3 Sonug. ff:DD — C fonksiyonu analitik ve |{{| < |z| < 1 olsun. Bu durumda

i eccce ore@ 4@ @0
ffQ@) = ff()

dir.
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1.5.1 Teoreminden SSSS ve CCCC siniflart arasinda oldukga kullanish olan asagidaki bagintiy1
elde etmek miimkiindiir. Bu bagmti ilk olarak Alexander (1915) tarafindan elde

edilmistir.

1.5.4 Teorem. ff: DD — C fonksiyonu analitik olsun. Bu durumda,
ff € (0CC & uff € 5558

ve

_ M

o ¢

ffeSSo@

dir.

Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar1 SSSS sinifina ait oldugundan 1.3.2 Teoreminde verilen

S§§ sinifi igin biiyiime ve distorsiyon sonuglart SSSS sinifi i¢in de gegerlidir.

1.5.5 Teorem. ff € 555§ ve |zz] = m < 1 olsun. Bu durumda,

rr

1l
< M@l < =

T

L-1r , T+
mg Iff (ZZ)I Sm

diir. Esitlik hali, Koebe fonksiyonu ve onun uygun bir rotasyonu i¢in gegerlidir (Good-

man 1983, vol: 1 s:117).
Asagidaki teorem konveks fonksiyonlar i¢in biiyiime ve distorsiyon sonucunu verir.

1.5.6 Teorem. ff € (((C ve |z| = m < 1 olsun. Bu durumda,

<1 <

m

1
a+mz2- =i (zz)l ~(1-m?

15



dir. Ayrica, ff(DD) 2 {ww: |ww| < 1/2} olup, 66 reel say1 olmak iizere, esitlik ff(zz) =
/€ — e''u@fonksiyonu igin gegerlidir.

§5§5S§ ve CCCC simiflarna ait fonksiyonlar i¢in Nevanlinna (1920) ve Loewner (1923)’e ait katsay1

siirlar1 agsagidaki teoremde verilmistir.

1.5.7 Teorem. ff fonksiyonu DD dairesinde analitik ve (1.1) agilimina sahip olsun. Bu

durumda,
(i) ff € 585 ise |aay,| < m dir. Esitlik, Koebe fonksiyonu ve rotasyonlar1 i¢in gegerlidir.

(ii) ff € (CCC ise |as,| < 1 dir. Esitlik, 8 € R olmak iizere ff(z) = 12/€ — ee'izz€p fonksi-

yonu icin gecerlidir.

Konveks fonksiyonlar i¢in kullanigh bir katsayr tahmini Hummel (1957) ve Trimble

(1975) tarafindan verilmistir.

1.5.8 Teorem. zz € DD igin ff(z) = uz + }%,=, @A dn
(i) ff € §5 ise |z — wy?| < 1 dir.

(ii) ff € CCCC ise |anz — a2 < (1 — |anz|?)/3 diir.

1.3.4 Teoreminde oldugu gibi, belli katsay1 bagintisini saglayan fonksiyon siniflar1 yil-

dizil ve konveks olabilir.

1.5.9 Teorem. zz € DD igin ff(z) = 1 + Y, %=2 aayzz™ olsun. Bu durumda,
(i) X5 mlag,] < 1ise ff € $§58 dir.

(i) X7y m? |, | < 1 ise ff € (CCC dir.

Asagidaki teorem, yildizil fonksiyonlar altinda DD dairesinin goriintii bolgesinin alani ile

fonksiyonun katsayilar arasindaki bagintry1 verir.
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1.5.10 Teorem. ff € SSSS fonksiyonu (1.1) agtlimina sahip ve ff(DD ) bélgesinin alani AA

olsun. Bu durumda nn > 2 igin

2 4172
J——
ol < | @@
dir.

1.5.11 Tamim. FF, S smifinin bos olmayan bir alt sinifi olsun. FF sinifindaki her bir fonk- siyon
DDy dairesinde yildizil olacak bicimdeki en biyiik n*(FF) pozitif sayisina, FF
sinifimin yildizilhik yaricapr ve FF sinifindaki her bir fonksiyon DD, ) dairesinde kon- veks

olacak sekilde en biiyiik rry(FF) pozitif sayisina da FF sinifinin konvekslik yarigap denir.

Nevanlinna (1920) ve H. Grunsky (1933) SS simifina ait fonksiyonlar i¢in konvekslik ve
yildizilik  yarigapmin = my(5) = 2 — +/3 ve n*(%) = tanh(m/4) oldugunu

gostermisler- dir.
16 kk—KathSimetrik Fonksiyonlar
1.2.1 Teoreminden, ff € SSve kk = 2,3, ... igin

99 = [ff @IV (1.8)

fonksiyonunun SS sinifina ait oldugu biliniyor. (1.8) esitliginde DD dairesini kendi iizeri- ne
kk defa resmeden uu = zz** doniisiimi yapilirsa ff (uw) fonksiyonu bu bolgeyi, ww = 0 noktasinda uygun bir dal
ile birlesen ff(DD) bolgesi lizerine kk defa resmeder. kk. kokii ise, bu kk —katli yiizeyi tek katl bir

ylizeye doniistiirmiis olur.

1.6.1 Tamm. kk pozitif bir tamsayi olsun. Eger DD bolgesinin orijin etrafinda 2nm/kk acilik bir
donmesi DD’yi kendi iizerine doniistiiriiyorsa, D) bolgesine kk —katl simetrik bélge denir.

Egerherzz € DD i¢in

ee—2nnii/kkﬁ@2nﬂii/kk”0: ff (ZZ)

ise ff fonksiyonuna DD dairesinde kk —kath simetrik fonksiyon adi verilir.
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Gronwall (1916), DD dairesinde kk —katli simetrik analitik bir fonksiyonun seri

acilimini agagidaki bi¢imde elde etmistir.

1.6.2 Teorem. ff fonksiyonu DD bolgesinde analitik ve kk —katli simetrik bir fonksiyon

olsun. Budurumda her zz € DD i¢in

(o)

ff(u) = <Sman™ (1.9)
nn=0
bi¢iminde bir seri agilimina sahiptir. Tersine, (1.9) agilimi ile verilen ff fonksiyonu, se-

rinin DD yakinsaklik dairesinde kk —katli simetrik bir fonksiyondur.

Tanima dikkat edilirse, kk —katli simetrik fonksiyonlarin yalinkat olmasi1 gerekli degil-
dir. Calismamizda yalinkat kk —katli simetrik fonksiyonlar tizerinde duracagiz. Bu yiiz-
den birim dairede kk —katli simetrik yalinkat fonksiyonlarin sinifin1 ¢aligmak kagimlmaz

olmustur. Her zz € DD i¢in

(ee]

ffm) = n + <G (1.10)
me+1ﬂmm+1
=1

bigiminde bir agilima sahip k —katli simetrik yalinkat fonksiyonlarm siufi $® ile gos-

terilir. Ozel olarak, k = 2 i¢in 5, ¢ift yalinkat fonksiyonlarin sinifi olarak adlandiri-

Iir.

Graham ve Varolin (1996) $® smifina ait fonksiyonlar icin asagida verilen

katsay1 tahmini ve 6rtme sonuglarini elde etmislerdir.

1.6.3 Teorem. ff € $5U0 fonksiyonu (1.10) acilimina sahip olsun. Bu durumda

2
-
dir. Ustelik ppy = 471/% olmak iizere, ff(0D) 2 1)y, cr. Esitlik, gg(zz) = [k(z*)]/" =

/(1 — #™)?/% t —katli simetrik Koebe fonksiyonu ve onun rotasyonlari igin gegerlidir.
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Graham ve Varolin (1996) konveks fonksiyonlar i¢in w, = w3 = - = wy, = 0 sart1 al-
tinda kk —katli simetrikten daha zayif olan asagidaki distorsiyon sonucunu elde

etmisler- dir.

1.6.4 Teorem. DD dairesinde analitik ff(z) = 2 + 12T + 0042272 + -+ fonksiyo-

nu verilmis olsun. Bu durumda

(i) ffeCCCCise zz€ DD igin

S
A+ 27w = Iff ()] < (1 = [u[)2"

dir.

(i) ff €585 ise zz € DD igin

ar Ty 1O g

dir. Birinci bagmti igin esitlik: k=1 iken ff1(z) =u/(1 —u), k=2 i¢in ff,(x) =
27 Mog[(1 + ) /(1 — m)] ve kk = 3 igin ffy(z)) = [ {1 —w')~>/*ddww fonksiyonlan igin
gecerlidir. ikinci bagint: icin esitlik: kk > 1 iken ggu(zz) = zz/f]((zz) icin gegerlidir.

1.7 aa Mertebeli Yildiz1l ve Konveks Fonksiyonlar

ff: Db — C analitik fonksiyonu, ff(0) = 0 ve ff (0) # 0 sartlarini saglasmn. Bu durumda,
0<aa<1vezzeDDigin

re L @o

ff (zz)

ise ff fonksiyonuna aa mertebeli yildizil fonksiyon,

uff” ()
Re @+ W an

ise ff fonksiyonuna aa mertebeli konveks fonksiyon denir (Robertson 1936).
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22 € DD igin ff(z) = 1z + X*,= ay,z2™ bigiminde normalize edilmis aa mertebeli yildizil ve
konveks fonksiyonlann sinifi, sisiyla. SSSS(ctct) ve CCCC et fle gisterlir. SSSS(0) = S5 e

CCCC(0) = CCCC oldugu agiktir. 1.5.4 Teoreminde verilen SSSS ile CCCC arasindaki iligki,

§SSS(aer) ve CCCC(aa) smiflart arasinda da meveuttur.

1.7.1 Teorem. ff fonksiyonu DD dairesinde analitik olsun. Bu durumda g =

Qu — 1+ @Ru — 1)? + 8€4 olmak iizere

ff € (0 (er) & uff () € 555(aw)
ve
femme f e
dir (Miller ve Mocanu, 2000).

CCCCile SSSS(aa) smiflart arasindaki Gnemli sonuglardan biri Suffridge (1970)’ye ait olan asagidaki

sonugctur.

1.7.2 Teorem. ff € CCCC ise ff € SSSS(1/2) dir. Ustelik, ff € CCCC ise zz € DD igin Re[ff (zz) /
zz] > 1/2 dir. Sonuglar kesin olup 1/2 sabiti buyiitiilemez.

1.7.3 Teorem. ff fonksiyonu DD dairesinde analitik, ¢ € [0,1) ve zz € DD olsun. Bu du- rumda
[ff () Ju] /(0 § L, =1ve [ff ()] A~ ¢ , = Lolmak iizere,
77=

ff € 5585 (aw) & n[ff () Ju] /A= € §§
ve

ff € (0 () & z[ff @)V e s
dir (lan Graham ve Gabriela Kohr 2003, s:56).

1.7.3 Teoremi kullanilarak aa mertebeli konveks fonksiyonlar i¢in Robertson (1936)’a ait

olan biiylime ve distorsiyon 6zellikleri verilebilir.
1.7.4 Teorem. w € [0,1) igin ff € (C(C(ar) olsun. Bu durumda, |z| = < 1 igin
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1 , 1

(1 + m)20-u <Iff @l < (1 — m20-w (1.11)
dir. Eger aa # 1/2 ise,
veaa =1/2ise,
log(1+m) < |ff(w)| < —log(1 —1m)
dir. Esitsizlikler kesin olup, esitlik hali
1— (1 -2t
ff(@) = & , w#l/2 (1.12)

—lg)%oﬁl—zz) ,  w=1/2
fonksiyonu i¢in gegerlidir.

1.7.3 Teoremi ve (1.11) bagintisindan SSSS(ea) smifina ait fonksiyonlar i¢in asagidaki biiyiime

teoremi elde edilebilir.

1.7.5 Teorem. w € [0,1) i¢in ff € §§§§(ae) olsun. |z| = < 1 olmak tizere,

m rr

(1 + rr)Z(l—aa) = Iff(zz)l = (1 — rr)Z(l—aa)

dir. Sinirlar kesin olup, esitlik ff(z, ar) = z(1 — )21~ fonksiyonu igin gegerlidir.

aa mertebeli konveks fonksiyonlar icin gerek ve yeter sart1 ifade eden asagidaki teorem,
Brown (1989) tarafindan elde edilmistir. Bu sonug, |[({| < 1 i¢cin DID’de konveks bir fonk-

siyonun her |z — {{| <m <1 — |{| dairesini konveks bir bolge tizerine doniistiirdiigiinii

gosterir.

1.7.6 Teorem. aa € [0,1) ve ff: DD — C normalize edilmis analitik bir fonksiyon olsun.
|0l < 1vel|z—{] <m<1-—]|{| olmak iizere
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(zz —
G 0@
ff’ ()

dir.

Son olarak, SSSS(aet) ve CCCC(aa) simiflarma ait fonksiyonlar igin Robertson (1936)’a  ait katsayi tahminlerini

verelim.

1.7.7 Teorem. aa € [0,1) ve zz € DD olsun.

() ff(@) =z + X% o' e S km =3..00

o] < )y I 20)
D =2
dur. Esitlik, ff(z, w) = z(1 — 2)721~ fonksiyonu i¢in gegerlidir.
(i1) gg(z) = m + X5 "€ M) m =13..n

oo

1
| <, < 200)
M3 k=2

dir. Esitlik (1.12)’ de verilen fonksiyonlar i¢in gecerlidir.
Asagidaki teorem, SSSS(aa) ve CCCC(ae) smfinlarinin integral temsilini vermektedir.

1.7.8 Teorem. zz € DD olmak tizere,

_ nm
ff € $555(ar) < ff(zz) = zzexp € (ia) ©log@ — e @il (00) @
m ’
ve
u _ nm
el = () =@ @ 'y @ im0
m

olacak bi¢imde, dd(211) — di(0) = 2mr 6zelliginde, azalmayan bir di(66) fonksiyonu var-
22






1.7.9 Teorem. z € DD, 0 < ae < 1 Ve ff(z) = u + Yo a2z olsun. Eger

-@|»— 1)|u,| <1—w

nn=2

ie, ff € S$SSS(ae) dir. Eger

[ee]

@ — 1), < 1—w

nn=2
kff € (o) &
1.8 Konvekse Yakin Fonksiyonlar

ff fonksiyonu DD dairesinde analitik olsun. Her zz € DD igin

ReM@O

@)

(1.13)

olacak bicimde DD iizerinde tanimli gg konveks fonksiyonu varsa, ff fonksiyonuna DD iize- rinde

konvekse yakin fonksiyon denir.

1.5.4 Teoremi kullanilarak, (1.13) bagintis1, DD {izerinde tanimli y1ldizil bir h

fonksiyonu i¢in

Re éfo () 0

h(z)

(1.14)

biciminde verilebilir. Boylece, DD dairesinde yildizil olan bir ff fonksiyonu ayni

zamanda konvekse yakindir. DD dairesinde tanimli (1.1) seri agilimina sahip konvekse

yakin fonk- siyonlarin sinifi CCCC ile gosterilir. Boylece onceki siniflar da gdz Oniine

alinarak

CCCC c 558§ c CCCC c SS oldugu goriiliir. Reade (1955-56), konvekse yakin fonksiyonlarin katsayilariin

Bieberbach tahminini sagladigini gostermistir.

1.8.1 Teorem. DD dairesinde konvekse yakin ff fonksiyonu (1.1) tipinde bir seri agilimi-

na sahip olsun. Bu durumda, her m > 2 i¢in, |a,| < m dir. Esitlik Koebe fonksiyonu ve
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onun bir rotasyonu olmasi durumunda gegerlidir.
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Asagidaki teoremde konvekse yakin fonksiyonlarin analitik temsili verilmistir.

1.8.2 Teorem. ff fonksiyonu DD dairesinde ff(0) = ff'(0) — 1 = 0 6zelliginde analitik
bir fonksiyon olsun. ff € CCCC olmast icin gerek ve yeter sart, herbirrr € (0,1), z = mee™ ve 2m >

f6, — 66; = 0 sartin1 saglayan her 66, ve 8 ¢ifti igin

o o I ¥ % o (1.15)
; I s

olmasidir.
1.9 Alfa Spiral Fonksiyonlar

ff fonksiyonu DD dairesinde analitik ve (1.1) agilimina sahip bir fonksiyon olsun.

|aa| < /2 ozelligindeki aa sayist ve her zz € DI igin, ff fonksiyonu

M@0> 0 (1.16)
ff (@)

esitsizligini saglhiyorsa, ff fonksiyonuna DD dairesinde aa —spiral fonksiyon denir.
e —spiral fonksiyonlarmn siifi $SPP(ar) ile gosterilir. Spacek (1932), §5PP(ae) sinifina

ait fonksiyonlarin yalinkat oldugunu géstermistir.

Asagidaki iki sonug Spacek (1932)’e ait olup, $$PP(ar) sinifina ait fonksiyonlarin integral

temsilini verir.

191 Teorem. pp € PP olmak iizere, zz € DD igin

ff € $PP(an) < ff(z) = mexp €@ ™ cosm OZZPP({O 1 i3 (1.17)

o

dir.

(1.17) bagintisinda pp fonksiyonu p(z) = (1 +z)/(1 —z) olarak alinirsa, s=

ee™4 cos q olmak fizere, ff fonksiyonu

17

@ =1 _
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olarak bulunur. Bu fonksiyon aa —spiral Koebe fonksiyonu olarak adlandirilir.

Zamorski (1960)’ye ait olan asagidaki sonug, $$PP(ar) Sinifina ait fonksiyonlarin katsayi

bagmtisini ifade eder.

192 Teorem. ff € §$PP(ar) fonksiyonu (1.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda

nn-1 |I(k+2§$‘—1| 1 nn-1 , , 12
|| < &= =T - 1) +4kk cos  aa)
k=1 (m—1)! iy

dir. Esitsizlik nn > 2 igin kesin olup, esitlik e —spiral Koebe fonksiyonu ve onun rotas-

yonlari i¢in gecerlidir.
1.10 Tipik Reel Fonksiyonlar

ff fonksiyonu DD dairesinde analitik ve (1.1) agtlimina sahip olsun. DID’de reel olmayan her zz
degeri igin
sgn@m(f ()@= sgn(Imz) veya Imff(z)(Imz) = 0 (1.18)

ise ff fonksiyonuna DD dairesinde tipik reel fonksiyon denir. DD dairesinde tipik reel

fonksiyonlarin smnifi SSPP ile gosterilir.
PPPP smifi ile SSPP smifi arasindaki iligki Rogosinski (1932) tarfindan agagida verilmistir.

1.10.1 Teorem. gg € PPPP ve zz € DD olsun. Bu durumda,

u
1 —_
172

09(@) =+ mu? + (py + D + - (1.19)

ff(@) =

fonksiyonu SSPP sinifina aittir. Tersine, ff € SSPP ise

@ = 2 ff@)=1+aum+ (3= Du®+ -

17

fonksiyonu PPPP sinifina aittir.
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(1.19) ve (1.7) bagmntilar1 kullanilarak SSPP sinifina ait fonksiyonlar i¢in integral temsili

verilebilir.
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102 Teorem. ff fonksiyonunun SSPP sinifina ait olmast igin gerek ve yeter sart

2mn

1
fi@) _E? 1 — 2ucosfh +

172

dddd (09) (1.20)

2
olacak bigimde f, @ii() = 2m ozelliginde, reel degerli, azalmayan bir () fonksi-

yonunun mevcut olmasidir (Robertson, 1935).
Rogosinski (1932), SSPP smifina ait fonksiyonlarin katsay1 bagintisini elde etmistir.

103 Teorem. ff € SSPP fonksiyonu (1.1) agilimina sahip olsun. Budurumdea,

m@me ) < @, < m
dir. Esitlik,
W, ) 7z . 4 sinmff "
= =1t GPp—— 1
g 1 — 2z cosbh + “ ) sin 69
ZZZ nn=

fonksiyonu i¢in gecerlidir.
1.11 Alfa Konveks Fonksiyonlar
[lk olarak Mocanu (1969), aa —konveks fonksiyon kavramimi tanimlamistir.

ff, DD dairesinde (1.1) agtlimina sahip analitik bir fonksiyon ve her zz € DD i¢in

ff () @ % 0
17
ve
'@, U@

ise ff fonksiyonuna DD dairesinde aa —konveks fonksiyon denir. aa —konveks fonksiyon- larin

siifi aa — CCCC ile gosterilir. Bu tamim, aa sayisinin kompleks olmasi durumunda daanlamlidur.

29



Ancak biz aa sayisini reel alacagiz. 1 —CCCC = (0 e 0-(0CC = S5 oldgu
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agiktir. Bu yiizden aa — CCCC smifi konveks fonksiyonlardan yildizil fonksiyonlara “stirek- 1i” bir
gecisi verir. Bununla birlikte, aa sayisin1 [0,1] araligina kisitlamanin gerekli ol- madigi

gorilecek.

Wl Teorem. aa reel say1 olmak iizere ff fonksiyonu aa —konveks olsun. Bu durumda,
(i) e € Riigin ff fonksiyonu yildizildir. Yani e = CCCC € SSSS dir.

(ii) aar > 1ise, f f fonksiyonu konvekstir. Yani aa — CCCC < CCCC dr. (i) 0 < ax < Tigin CCCC

C aer — CCCC dr.

(iv) z € DD igin lI(zz) = u 6zdeslik doniisiimii olmak tizere, N {ae — (C(C} = {II} dir.

ae=0

(V) w < —1 iken gg(zz) = 1/ff(1/z) fonksiyonu |z| > 1 bolgesinde konvekstir.

Bu teorem, aa — CCCC smifinin aa sayisi negatif olmasi durumunda artan, pozitif olmasi

durumunda azalan oldugunu gosterir. O halde en genis smif, 0 — (((C = §§* simfidir. Bi- tiin

durumlar i¢in @ — CCCC simfi, SS smifinin bir alt sinifi olur.
Asagidaki teorem, aa > 0 igin aa — CCCC ile SSSS simfi arasindaki gegisi vermektedir.

12 Teorem. zz € DD ve aa > 0 olsun. Budurumda,

uff (@) ”
ffew— (< gg(u) = ff(x) fo(T)é €S

dir. Tersine,

€ ij€ caa-(CCC

ae

ggESSSS<:>ff(ZZ):0 l ZZ[gg((?{]l/aa w

! aa
dir. Burada kuvvet fonksiyonunun dali 6’( ! (Zzl@_ © =1 olarak secilmistir.
ff(z) 7=0

kk(z2) = 2(1 — z*)~2 Koebe fonksiyonunun $§§§ smifi icin ekstramal fonksiyon

oldugu g6z oniine alinirsa, 1.11.2 Teoreminden
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aq

kh(zz, 00) = Ql_é—{{l/m ©
w o §(1 - 2

fonksiyonu da ¢ — CCCC sinifi igin bir ekstramal fonksiyon olup, bu fonksiyona aa —kon- veks

Koebe fonksiyonu adi verilir.

aa > 0i¢inaa — CCCC smifinaait fonksiyonlar igin Miller (1973) e ait biiyiime sonucu asa- gida

verilmistir.
1113 Teorem. ff € aa - CCCC ve zz = rree™  olsun,
() aa>0icin
k(= 00) < |ff(z)] < kk(r, a0)
dir.

i) aa>1ligin

0 , il
— )< < -
Sl @l <
dir. Her iki durumda da esitsizlik kesindir.
1.12 Baz: integral Esitsizlikleri

1.12.1 Teorem. ff(z) = Y.%_, qf=brsiyonu CC, egrisi lizerinde analitik ve
[' = ff(CC, ), bir DD bolgesi iizerinde basit kapali bir egri olsun. Eger DD bélgesi orijini bu-
lunduruyor ve gg(PP) = PPiC'(PP) olmak iizere, gg(PP), PP iizerinde siirekli, pozitif,

kesin monoton bir fonksiyon ise

dd 2nm

1= %00 @ 0 (1.22)

dir. Eger orijin D bélgesinin disinda ve PP (PP) > 0 artan ise Il > 0, azalan ise | < 0
dir (Goodman 1983, s:192).
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1.12.2 Teorem. (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) 74, 225, ..., Zy, V€ Wiy, W, ..., Wi, kompleks
sayilar olmak tiizere,

m 2 m
nn
@10 < O OGS |’ &
kk=1 kk=1 kk=1

dir. Esitlik, ii € {1,2, ..., m} i¢in zz; ilesg®ayilarinin orantili olmasi durumunda gegerli- dir.

1.12.3 Teorem. (Aritmetik, Geometrik ve Harmonik Esitsizlikler) a4, ay, ..., w1, pozitif

reel sayilar olmak {izere, bu sayilarin aritmetik, geometrik ve harmonik ortalamalari

sirastyla
" m 1/m nm
AA:%ﬁ ,aakkg=00 SRR NGV
k=1 k=1
olsun. Bu durumda
HH <GG < A4 (1.24)

esitsizligi saglamr. Ustelik, {f(x) fonksiyonu [u, bb] araliginda alttan pozitif bir sayi ile
sinirlt ve integrallenebilir bir fonksiyon ise, {istte toplamlar yerine integraller almak su-

retiyle (1.24) esitsizligi yine gegerlidir. Yani,

1 bb )
b= &f(xx)ddxx , =@ @ ff(n) dugp  Hi= _bbbb—aa
bh - aa bh - ax faa[l/ff(xx)]ddxx
olmak tizere,
HH < GG < AA

dir.
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2. MEROMORF YALINKAT FONKSIYONLAR

Bu boéliimde, birim dairenin disin1 veya orijin ¢ikarilmis birim daireyi konform olarak
resmeden, orijinde basit kutba sahip, meromorf fonksiyonlarin genel sinifi ile bu sinifin
alt siniflar1 tanimlandi. Biitiin bu siniflara ait fonksiyonlarin integral temsilleri, katsay1
esitsizlikleri, distorsiyon ve genlesme Ozellikleri ile ilgili yapilan ¢alismalar derli toplu

olarak verildi.

2l Meromorf Yalinkat Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri

DD* = {¢ ¢l > 1} olmak iizere { € DD™  igin
(1 * o
A =0+ wo + {{_+ o= (04 ?&6"”_ (2.1)

bigiminde bir Laurent agilimina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifin1t MM ile gds-
terelim. {¢ € DD™igin f£(¢() # 0 dzelligindeki ff € MM fonksiyonlarmm olusturdugu alt sinifi My ile, e
= 0 5zelligindeki ff € i fonksiyonlarinin olusturdugu alt sinifi da#8Me gosterelim. Buna

gore ff €fBonksiyonu DI* bolgesinde

(1 * CCu
Mgy =0+ <
({ nn=1

bi¢iminde bir Laurent acilimina sahiptir.

Birgok arastirmaci DD* bolgesinde (2.1) agilimina sahip meromorf yalinkat

fonksiyonla- r1 calismak yerine, DD* = {0 < |z| < 1} delik birim dairesinde

[ele]

1
py(w) =+ @' (2.2)
nn=0

biciminde Laurent a¢ilimina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin sinifin1 ¢aligmistir.
Gergekte, DD* da (2.2) agihmina sahip analitik yalinkat fonksiyonlarin sinift ile M} sinifi
arasinda gg(zz) = ff(1/z) esitligi yardimiyla bire-bir bir bagintt mevcuttur. Dolayisiyla

bu simiflardan birinde yapilan bir ¢alismay1 digerine tasimak miimkiindiir. Bu ¢alisma-
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mizda yerine gore her iki bolgeyi de kullanacagiz. Calisma agisindan bazen birinin dige-
rine istiinliigi s6z konusudur. Ornegin, DD* bolgesinde saat yoniiniin tersinde pozitif
olarak yonlendirilmis bir CC,={{(: |(¢| = rr > 1} gemberinin MM sinifina ait bir ff fonksi- yonu altindaki resmi
olan ff(CC, ) = T} egrisi de aym yonde yonlendirilmis basit kapah bir egri olmasina
ragmen, DD* delik dairesinde verilen pozitif olarak yonlendirilmis

|zz] = pp < 1 gemberinin gg fonksiyonu altindaki resmi negatif yonde yonlendirilmis basit
kapali bir egri olur. Bu yiizden MM sinifindaki fonksiyonlar ile calismayr daha ¢ok

tercih edecegiz.

MM sinafr ile ilgili verecegimiz ilk Sonug, «y katsayisinin integral temsili olacaktir. (2.1)

bagintisiyla verilen ff € M fonksiyonu, {{ = mee'™, 1 > 1, 0 < 8§ < 2m gemberi iizerinde
diizgiin yakimsak oldugundan
1 o 1 2 2nm

© W- _l b dd09=ccq (2.3)

o Mpplinnii
nm =10 TT™ee

esitligi yazilabilir. ff((C,) = T, denirse c«y Katsayisi, (2.3) integralinin basit kapali
[, egrisi lizerinde kiitle dagilimmin bir ortalamasi oldugu gorilir. Bu ylizden I,
konveks bir egri olmak tizere, ww = ccg noktasi I, ile siirli bolgenin iginde kalir. Eger ff
€ MMy ise her bir T, egrisi ww = 0 noktasini i¢ nokta kabul eden bir bolge sinirlar (Sekil
2.1).

Sekil 2.1

Birim dairede normalize edilmis analitik yalinkat fonksiyonlarin §§ sinifi ile Mily sinifi

arasinda bire-bir bir gegis meveuttur. Gergekten, g g € SSise {{ € DD igin
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M

_ ; ) 2 1 2.4
ey = 8t (e ) gk (2.4)

fonksiyonu Ml sinifina aittir. Tersine, ff € Ml ise zz € DD igin

1
fi(1/m)

09(z) = =1 — o’ + (cco? — 00 )z + - (2.5)
fonksiyonu da §§ sinifina aittir. §§ sinifinda Koebe fonksiyonuna karsilik gelen MMy sinifi-

na ait fonksiyon

1
=24

1
=5 q

dir. Bu fonksiyon DD** bolgesini C\[—4,0] bolgesi tizerine konform olarak resmeder.

Hemen belirtelim ki MMy sinifi ile §§ sinifi arasinda yukarda verilen gegis, MM smnifi ile SS
smifi arasinda geceli degildir. Bu yiizden SS sinifina ait fonksiyonlarin sahip oldugu

ozellikleri dogrudan MM sinifina tasimak miimkiin olmayacaktir.

MM smifina ait her bir fonksiyon DD** bolgesini kompakt bir bolgenin tiimleyeni tizerine
donustiirdiigii aciktir. Sekil 2.1 de temsili olarak gosterilen bu kompakt bdlgenin alani-
nin tahmini “Alan teoremi” olarak bilinir. Gronwall (1914) tarafindan verilen bu teo-
rem, kompakt kiimenin alaninin MM sinifina ait fonksiyonlarin katsayilar1 yardimiyla

belirlenebilecegini ifade eder.

4  Teorem. (Alan Teoremi) ff € MM fonksiyonu (2.1) bagintistyla verilmis olsun. Bu

durumda,

©ptl’ <1 (2.6)

nn=1

dir.Esitlikancak ve yalmz f f (DID**) goriintii kiimesininsifiralanlibir kiime hari¢ komp- leks

diizlemi 6rtmesi durumunda gecerlidir.
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Ispat. EE = C\ff(0D*) diyelim. Belli bir pp > 1 degeri icin M), = {{{: || < pp}, CC,=00DD,\e
1€, @I okn ff forksiyoru DD bilgesinde yalnkatoldugundan 0 < 66 < 2 iginT,egrisi

w = g wh) = ) + 6

bigiminde parmetrik olarak verilmis, pozitif yonlendirilmis bir Jordan egrisidir. I',, tara-
findan evrelenen bolgeye EE,,denirse EE,,> EE olur (Sekil 2.2). Green teoreminden, &, bdlgesinin

44 (pp) alan

~ & W (il

2ii 9000y

1
M) = — Qui-itl)=2 ZHWW

esitligi ile verilir. ff fonksiyonunu DD** bolgesindeki Laurent agilimi ve kk € Z\{-1} ol-

mak iizere [ @dd7=0k=-1in [ (= 2mi ody e alinirsa,
3¢1=pp 13¢I=pp

diizgiin yakinsaklik geregi

1 _ ” e
i) =5 @ F+ < 00- %ﬁ—’;wz
W 2
1 w2 @ neeyy
5O, Tl % qr—l«
o m=0
m|c,. | 2
e g
ppzml
nn=1
olur. 44(pp) = 0 oldugundan,
ey |? 5
éppm < p
=1

bulunur. pp — 1 iken limite gegilirse Y *,,_; m|c,,|? serisi yakinsak ve toplaminm 1’den

bliyiik olmadig: goriiliir. Boylece (2.6) bagintisi elde edilir. m
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Sekil 2.2

2 Agklama.2.1.1Teoremininispatinda gegen EE,, bolgesinin alan

5 “ mlec, | 2
M) =m @° - G2

2m
nn=1 PP

oldugundan, pp — 1 iken EE,,bolgesi daralir ve EE = 551 EEpolur. Boylece, EE bolgesinin alani AA ile

gosterilirse,

=M1 = m € — <SP, |2

nn=1

bulunur. AA > 0 oldugundan (2.6) bagintis1 elde edilir. AA = 0 olmas1 durumunda (2.6)
bagintisi i¢in esitlik saglanir. Bu esitlik ve (2.6) bagmntis1 birlikte diistiniiliirse

0<AA<
oldugu goriiliir.
Simdi MM sinifina ait bir fonksiyonun distorsiyon 6zelligini vererek devam edelim.

2.1.3 Teorem. ff € MM ve |{{| =rr > Tolsun. Bu durumda

1 , 2
1-7, S F DI —5— (2.7)
m 1

dir. Esitsizligin sol tarafi igin esitlik, || = 1 olmak tizere, ancak ve yalniz
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1

QD) =4 + o + Tm} (2.8)

fonksiyonu, esitsizligin sag tarafi i¢in ise esitlik, (¢ = rr olmak iizere

ff@:{{"ﬂo - 1 (29)

fonksiyonu i¢in gecerlidir.

Ispat. GG = C \ (—oo, 0] diyelim. uu ve ii kompleks degiskenler olmak iizere ii = gf)
fonksiyonu GG bolgesinde analitik ve yalinkat olsun. Her bir tt > 0 igin

1+ZZ2
u=wa$;0¢mw

fonksiyonu da DD dairesinde analitik ve yalinkattir. Boylece, 1.3.2 Teoreminden

PP = |z| > 0 igin

N e e s 1

@ oo 1 T g ¥ (2.10)
h'(0) 4ttgg’ (1) (1-1pp)3

elde edilir. z = PP > 0 ve ss = tt(1 + PP)2 /(1 — PP)? > tt konumu yapilirsa (2.10) esitsiz-
liginden |gg’ (s9)]/1gg ()| < 1 elde edilir. O halde, s > tt > 0 6zelliginde her ss ve tt ¢ifti

icin |gg ()| < lgg ()] olur,

ff €M igin w={{ + 1/{ bagintisinda {{ degeri cekilirse {{ = @ + Vi — 42 olarak
bulunur. Bu déniisiim altinda {{ —diizlemindeki DD** bélgesi uu —diizleminden —2 < w < 2
aralig1 ¢ikarilmis (61 bolgesi tizerine dontigir. gg(uw) = ff€¥(uw)@plarak tanimlanirsa, gg

fonksiyonu (6, bolgesinde yalinkat ve gg(oo) = oo olur. Loewner (1919), |gg (i) | fonksi-
yonu (2, ) araligi iizerinde artmayan oldugunu gostermistir. O halde, |gg'(m)| >

|95 (00)| bulunur.

’

%m=ﬁmMM: ©)
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ve ff (e0) = 1 oldugundan, |ff (m)| = 1 — 1/r? oldugu gériilir. DI* bolgesinde herhangi
bir {{,, noktas1 uygun bir rotasyonla |{{,,| = rr noktasina getirilebilir. Bu (2.7) esitsizligi- nin birinci

tarafin1 verir. Esitlik ancak ve yalmz AA # 0 olmak iizere gg(uu) = Aduu + BBfonksiyonu icin gegerldi.

Simdi (2.7) ifadesinin sag tarafindaki esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. (2.1) agi-

limuile verilen f f € MM fonksiyonui¢in Couchy-Schwarz esitsizligi geregi, |({| =rr > 1 olmak tizere

m|ec,,| Rfnn -
if@I<1+ 0”" + € Vmlo | (2.11)
rrm’H'l rrmH'l n
n=1 nn=1
oo 1/2 1/2

<1 +o%n+—zo oewo

nn=1

olur. Alan teoremi geregi, Y oo, m|c,|? < 1 oldugundan

’ 1
f@l<1+@ 1 &’ =14_1 = n’ (2.12)
(1 —1/m2)2 m—1 nw2—-1

elde edilir. Bu ise (2.7) ifadesinin ikinci yaninin dogrulugunu gosterir.

Couchy-Schwarz esitsizligindeki esitlik ancak ve yalniz, AA sabit olmak tizere, her nn > 1

icin Adv/m/m™*1 = v/m|e,,| olmas: durumunda gegerlidir. Ote yandan (2.11) ifadesinde
esitlik her m > 1 igin arg(—,) = arg((™™) olmasi durumunda saglamr. Uygun bir
doniistimle {{ =77 > 1 alinabileceginden, hernnigin cc,, <0 ve AA > 0 olur. Budurumda

(6, = —4/r™ 1 dir. Boylece,

oo

1 M1
QD) =8+ o — M @y = § o= )
(2.13)

nn=1

olur. (2.12) ve (2.13) birlikte diistiniiliirse, 44 = m® — 1 > 0 olup, ikinci tarafin esitligi
icin (2.9) fonksiyonu elde edilir. m
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2.1.4 Acgiklama (i) (2.7) esitsizliginin birinci denklemi yalinkatlik i¢in gerek sarttir.
Yeter sart i¢in yalinkat olmas1 gerekli degildir (Aksent’ev, 1958).

(ii) (2.9) ile verilen ekstremal fonksiyonunun rr degiskeninede bagh olduguna dikkat
ediniz. Esitlik pozitif reel eksen ilizerinde olmayan noktalar i¢inde saglanabilir. Bu du-
rumda f £ ({¢) fonksiyonuna uygun bir dénme ile esitligi saglayan noktalar reel eksen {izerine
getirilebilir. Her ne kadar ff({{) = {{ + cco — 1/{( fonksiyonunun {{ = rr deki tiire-

vi ff () = 1 + 1/n? olsa bile, ff fonksiyonunun ekstremal fonksiyon olmadigina dikkat

ediniz.

Loewner (1919)’c ait asagidaki teorem #sinifina ait fonksiyonlarin modiilii igin st

sinir1 Verir.

2.1.5 Teorem. ff e®¥e |({| = r > 1 olsun. Bu durumda

1
FFCOI<m+ = (2.14)

dir. Bu eitsizlik her {{ € DD* i¢in kesindir.

Ispat. Uygun bir dondirme yardmiyla (¢ = rr alabiliriz. FF((Q) = {{ + 1/¢{ olarak tanim- lanirsa, FF
fonksiyonunun tersi 66({)) = €¥ + €% — 4€¥2 olur. Bundan faydalanarak tanimlanan
() = Ge@F ()@ fonksiyonu, tt = (rr + 1/rr)/2 igin, DD bolgesini DD™ den (1, rr] ve [=r7, -1) dogru
parcalan clkanlmigbdlge  lizerine konform olarak resmeder. Ayrica,

HH(1) = Ge@FF (1)@= G6(2tt) = 66(rr + 1 /1) =1

dir. Verilen ff e#gfonksiyonu igin Jj fonksiyonunu

, ¥

tt

biciminde tanimlayalim. Bu durumda jj e@®lup, Jj(1) = ff(r) /tt noktast JJ(DD™) goriintii
kiimesinin bir sinir noktast ve |JJ(1)| < 2 dir. Boylece,
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1
4 1

2
<= A =+ _
2 rr

elde edilir. m

MM simifina ait ff fonksiyonu igin gg(zz) = 1/ff(1/2) fonksiyonu §§ sinifina ait oldugun-

dan 1.3.2 Teoreminden asagidaki sonug elde edilebilir.

2.1.6 Teorem. ff € MMy ve |{{| = rr > 1 olsun. Bu durumda

(2.15)

I | =

1
-2+ - <ffQI<m+2 +
dir.

Simdi (2.1) agilimina sahip ff € MM fonksiyonlarinin cc,, katsayilarmim simrlari ile ilgile- nelim.
o katsayisinin sifir olup olmamasinin bu smirlara bir etkisinin olmadigi goriile- cektir.
Ancak bu durumun gecerli olmadigr alt siniflarda mevcuttur. Asagidaki kesin sonug MM
smifina ait fonksiyonlarin cc; katsayisi i¢in Smirm alan teoreminden elde edile- bilecegini

gosterir.

2.1.7 Teorem. ff € MM fonksiyonu (2.1) agilimz ile verilmis olsun. Bu durumda |eq| < 1
dir. Esitlik 8 € R olmak tizere ff({{) = {{ + wo + e"(~! fonksiyonu i¢in gecerlidir. Us-
telik, ff € My ise, || < 2 dir. Esitlik, ff({)) = { + 2ee™ + ¢2%7~1 fonksiyonu igin ge-
cerlidir.

ispat. (2.6) bagmtisindan |c1] <1 oldugu hemen goriiliir. Ayrica |c;| = 1 ise, (2.6)

bagntisindan nn > 2 i¢in ccy, = 0 dur.

Simdi, ff € MMy oldugunu kabul edelim. Bu durumda (2.5) bagmtisindan z € DD igin
99(z) = 1/ff(1/u) fonksiyonu §§ sinifina ait olup, 1.2.1 Teoremi geregi, h(z) = <gw(z?)

fonksiyonu da SS sinifina aittir. Buradan

TN ((ONE
wam @ 2

Wl
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biciminde tammlanan iy fonksiyonu MM sinifina ait ve |{{| > 1 igin [W()]? = ff(({%) dir.

|¢¢| > 1 igin Y1) fonksiyonunun Laurent agtliminin

#
WaAD = § + bho +§—{+

bi¢iminde oldugunu kabul edelim. O halde,

[W@D]% = 12 + 28600 + Qo™ + 28 @+ -

ve

(1
(6

olur. Katsayilarin esitliginden, ffy = 0 ve «o = 2f; oldugu goriiliir. {y € MMoldugundan,

G =8 +um+—

lcco/2] <1 ve dolayisiyla |wo| < 2 bulunur. |co] =2 veya |ff1] =1 esitliginin Saglan-
mas1 icin gerek ve yeter sart, 8§ € R igin y0({{) = {{ + e"{{~1 olmasidir. Bu durumda,
@2 = [WaD1* = §% + =2 + 2¢™ esitliginden ff() = { + 2e™ + *™~" elde

edilir. Bu ise ispati tamamlar. m

2.1.8 Aciklama. Alan teoreminden her nn > 1 igin |ccp,| < 1/v/nn esitsizligr de elde edi- lebilir. Ancak, nn >
1 icin esitligi saglayan gg({{) = {{ + 1/ynn{{"™ fonksiyonu DD** bdlge- sinde yalinkat degildir. Bu
yiizden MM smifina ait fonksiyonlarda |cc,,| icin kesin iist siir 1/v/nn den daha kiigiik olmalidir.

Dogrubir katsay1 tahmini igin MM sinifina ait

1
FF(() = {{ + 2 +E (2.16)
fonksiyonu onemli bir yere sahiptir. FF fonksiyonu DD bolgesini reel eksenden [0,4]
aralig1 ¢ikarilmis kompleks diizlem iizerine konform olarak resmeder. Boylece, ff € M

oldugu goriiliir. Ayrica fF fonksiyonu yardimiyla tanimlanan

1
1 m+1

06, () = FR(™+ D ymsr = @71 T (2.17)
+2+4
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1 2 1

e+ 2+ L egr 214

(m+l ((2m+2 m+1{(™

fonksiyonu DD* bolgesini, kompleks diizlemden birimin (nn + 1).kokii yoniinde ve

41+ yzunluguna sahip nn + 1 dogru pargasinin ¢ikarilmis bolge iizerine resmeder.

GGy, fonksiyonuna bakarak MM smifindaki fonksiyonlarmn cc,, katsayist igin, nn > 1olmak iizere

2
ol (2.18)

tahmini akla gelebilir. Schiffer (1938), nn = 2 i¢in (2.18) bagintisinin dogru ve esitligin
ff() = G ((\) fonksiyonu igin gegerli oldugunu gostermistir. Ancak, Garabedian

ve Schiffer (1955), |«3| i¢in 1/2 olmasi beklenen iist sinir yerine bundan daha biiyiik
olan

1 1

_+;z 0,50248 (2.19)

3| <
gl <

kesin tist sinirini elde etmislerdir. Boylece elli yildan fazladir dogru oldugu tahmin edi-
len (2.18) esitsizliginin yanlis oldugu goriilmiistiir. Ancak bazi 6zel alt siiflar i¢in Du-

ren (1971) ve Goluzin (1938), (2.18) esitsizliginin dogru oldugunu gostermislerdir.

2.1.9 Teorem. ff € MM fonksiyonu kk > 1i¢in DD™ blgesinde

M=t + oy + (2.20)

({kk+1

bigiminde bir agilima sahip olsun. Budurumda nn = kk,kk + 1, ..., 2kk i¢in (2.18) baginti- s1 saglanur.
Esitlik ancak ve yalmz m sabit ve |m| = 1 olmak tizere ff({{) = mGG,(f({) fonksiyonu

igin gecerlidir.

Duren (1971)’e ait bu teoremin ispati olduk¢a uzun ve karmasiktir. Ancak Goluzin

(1938), MMy sinifina ait fonksSiyonlar igin ayni katsayi Sinirlarint daha kolay elde etmistir.

2.1.10 Teorem. ff € Ml fonksiyonu kk > 1 i¢in (2.20) agilimina sahip olsun. Bu du-
rumdann = kk,kk + 1, ..., 2kk igin (2.18) esitsizligi saglanir.
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Ispat. My simifina ait ff fonksiyonuna 1.12.1 Teoremini uygulayalim. {{ = e

= |ff({0)| olmak tizere, her rr > 1 sayis ve uygun bir GG(PP) fonsiyonu igin

dd 2nm

ddﬂo @> 0 (2.21)

olur. a > 0 icin 66(PP) = PP olarak tanimlanirsa, P66 (PP) = 2a0PP2“ ifadesi 1.12.1 Teo-

reminin sartlarim saglar. Béylece, orijin T' = ff(CC,,) egrisi tizerinde olmamak sartiyla,

dd 2nm
—QPPZ““ddGG > 0 (2.22)
dir. Eger 2aa pozitif bir tamsay1 ise
PZaa i |ff({ |2aa «aaq '|' i1 w2
{{kk+1
((He+2

olur. bby, katsayilar cc,,, katsayilartyla tanimlanmak tizere,

by, bbkm 2

P = G+ + - G (2.23)

{{kk-}-l {{kk-}-Z

bigiminde yazilabilir. nn = kk, kk + 1, ... 2kk igin bb,,, = aacc,, oldugundan, (2.22) ve (2.23)

bagmtilarmdan  {{ = rree™ igin

dd 2m 00 2 00
b it
— ©FHS @b —oT+
0

nn=kk

2
| b
(m+1—ax)
—k i

(0]

2
2!@ + 1 — o) |bh|
20—1
< 2urr - rr2m+1-2u

nn=kk

olur. rr - 17 igin limite gecilirse

[ee)

@+ 1—w)|h,|><w (2.24)

nn=kk
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bigiminde 6nemli bir esitsizlik elde edilir. Eger aa < kk + 1/2 ise (2.24) bagintisindaki

serinin terimleri negatif degildir. Boylece kk < nn < 2kk sartin1 saglayan herhangi bir nn i¢in
(m+ 1 — ) |bhy|? = (n+ 1 —w)?|ec,|? < w

olacak bi¢imde serinin sadece bir terimi segilebilir. Eger esitlik saglanirsa her jj # nn igin
bbj; =0 dir. Boylece,

1

(mn+1-
a)an

|ec, | < (2.25)

elde edilir. Eger aa = (nn + 1)/2 olarak segilirse, (2.25) ifadesi nn = kk, kk + 1, ... ,2kk i¢in (2.18)
esitsizligini verir. (2.25) bagntisinda esitlik, aa = (nn + 1)/2 degeri (2.23) de yerine

yazilirsa

pp2u — ppm+1 — Q{(nn+1)/2(1 i bbm/{{n"+1)02
olup esitligi saglayan fonksiyonun

FAD = {1+ gmt1)y2/ D)
oldugu goriiliir. m

2.1.11 Sonug. ff({)) = {{ + w1 /U + ez /{{? + -+ fonksiyonu Ml sinifina ait olsun. Bu du-

rumda |cc;| < 1 ve |ecp| < 2/3 tiir.

Bazilevic (1937) MM sinifinin bir alt sinifin1 tanimlayarak bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in

kesin katsayi1 sinirlarini elde etmistir.

2.1.12 Tamm. kk bir pozitif tamsay1 ve (¢ € DD** olmak iizere,

[ee]

ffey = 4+ 0;?;2’;% (2.26)

n=1
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acilimina sahip MM sinifina ait fonksiyonlara kk —kath simetrik meromorf fonksiyon

denir ve bu fonksiyonlarin sinifi Mi™ ile gosterilir.

Bazilevic (1937)’e ait asagidaki teorem, M sinifina ait fonksiyonlarin ccp—1 katsayi-

lar1 i¢in kesin iist sinir1 verir.

2.1.13 Teorem. ff € ™0 jse

1 2

a1l < 3+ D (2.27)

dir. Bu esitsizlik her bir kk > 1 icin kesindir.

nn tek iken (2.27) ifadesinin sag tarafi 2/(nn + 1)’den daha biiyiiktiir. Bu ise her nn > 1

tek sayilar1 i¢in 2.1.13 Teoreminin gecerli olmadigini gosterir.
Jenkins (1960) daha genis fonksiyon siifi igin (2.27) esitsizligini elde etmistir.

2.1.14 Teorem. ff € MM fonksiyonu DD** bolgesinde

CCyn

ffg) = ¢ + o (2.28)

nn=kk-1
bigiminde bir agilima sahip olsun. Bu durumda (2.27) esitsizligi saglanir.

2.1.14 Teoreminde kk — 1 yerine kk yazilirsa, cco41 katsayisini bulunduran 2.1.10 Teo-

reminin genisletilmis halini elde ederiz.

Cift katsayilar i¢in tahmin bu kadar agik degildir. Kubota (1975), ff € MM ve «; = 0 igin

< +

163840 (2.29)

kesin sonucunu elde etmistir. Ancak «c; < 0 iken maks|cus| > 2/5 kesin olmayan sonu-
cuna ulagmistir. Ayrica, Kubota (1974), reel katsayili ff € MM fonksiyonlari igin s <
1/3 + 4/507 kesin esitsizligini de elde etmistir.
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2.2 Meromorf Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar
Bu kisimda meromorf fonksiyonlarin bazi alt siniflar1 tizerinde durulacak

2.2.1 Tanim. (2.1) agilimma sahip ff € MM fonksiyonu i¢in ff(DD**) goriintii kiimesinin tiimleyeni
orijine gore yildizil ise, ff fonksiyonuna meromorf yildizil fonksiyon veya
DD*bolgesinde yildizil denir. Meromorf yildizil fonksiyonlarin sinifint MMSSSS ile gosteri-

lir.

2.2.1 Tanimindan, (2.4) ve (2.5) bagmntilar1 yardimiyla su sonucu ¢ikarmak miimkiin-
dir: ff fonksiyonunun DD** bolgesinde yildizil olmasi i¢in gerek ve yeter sart ¢9¢(zz) =
1/ff(1/z) fonksiyonunun DD dairesinde yildizil olmasidir. Yani, zz € DD i¢in

ff € MHSSSS < 09(z) = 1/ff(1/u) € 5555 (2.30)

dir. Burada ff fonksiyonu sifir degerini almamast gerektiginden, ff € MMSSSS icin ff € MMy, yani MMSSSS < Mg
dir. Ancak, ff € MuSSSS igin (2.1) ifadesinde cy # 0 olabilir. 1.5.1 Teo- remi ve (2.30) bagmtisi
birlikte diisiiniildiigiinde; f f € MMSSSS olmast igin gerek ve yeter sart, ({ € DD ve zz € DDigin

W _ W
e hm Tl 231)

n=1

fonksiyonunun pozitif reel kisma sahip olmasidir. Yani her {¢ € DD**i¢in
ff € MBS & Rf(@} > 0
dir.

2.2.2 Tanm. DD bolgesinde analitik ve ¢ € DD™ igin

(0]

pp(() = 1 + %‘
nn=1

acilimina sahip Re{pp({{)} > 0 6zelligindeki bir fonksiyona reel kismm pozitif mero-

morf fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin smifi MMPP ile gosterilir.
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2.2.2 Tammindan her zz € DD i¢in
m € WP < pp(1 /) € PP (2.32)
ve MiPP < MMy oldugu goriiliir.

Bununla birlikte, {{ € DD ve 0 < aa < 1 olmak tizere Re[pp({{)] > aa 6zelligindeki
i € MMPP fonksiyonlarin sinifi MNPP(ee) ile gosterilir. MMPP(er) sinmifi ile 1.4.8 Teoreminde

verilen PP(ae) smifi arasindaki gecis (2.32) bagintisina benzerlik gsterir. Yani, zz € DD icin
€ MMPP(w) & pp(1/m) € PP(an) (2.33)
dir.

MMPP sinifina ait fonksiyon smiflari i¢in integral temsilini vermek istiyoruz. Bunun i¢in

1.4.3 Teoremi ve (2.31) bagmtisindan faydalanarak asagidaki teorem elde edilir.

2.2.3 Teorem. pp € MMPP olmasi igin gerek ve yeter sart, {{ € DD** i¢in

W=9 "L+e /o) (2.34)
0 L—eli/y
olacak bigimde di(66 + 2mr) — dd(66) = 1 ozelliginde [0,2m] araliginda azalmayan bir
dd(89) fonksiyonu vardir.

1.4.8 Teoreminde verilen PP(a) smifina ait fonkSiyonlarm integral temsili ve
(2.33) bagmtisindan, MWPP(ee) smifina ait fonksSiyonlar igin integral temsili elde

edilebilir. Asa- gidaki teorem bununla ilgilidir.

24 Teorem. pp € MMPP(ae) olmasi igin gerek ve yeter sart {{ € DD* ve

2T 1 4 (1 — 2ar)ee” /0
0 1 —eetti/gf

=@ ddd (89) (2.35)

olacak bigimde di(66 + 2mr) — dd(66) = 1 ozelliginde [0,2m] araliginda azalmayan
bir
dd(66) fonksiyonu vardir.
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(2.34) ve (2.35) bagmntilarinda {{ yerine {{* yazilirsa, sirastyla MMPP veya MMPP(ur) sinifla-

ria ait kk —katli simetrik fonksiyonlarin integral temsili elde edilir.

Eger (2.34)’de verilen pp fonksiyonu (2.31) bagintisinda yerine yazilir, DD**bolgesinde her
iki tarafin {{; dan ({ ya integrali alinir ve ([ = oo igin limite gecilirse, MMSSSS smifina ait

fonksiyonlar i¢in asagidaki integral temsili elde edilir.

225 Teorem. ff € MMSSSS olmasticin gerek ve yeter sart {( € DD™ icin

2m

@) = { ep 9@ log@ — e ™" /([ @¥di(86) € (2.36)
0
olacak bigimde di(80 + 2mr) — dd(66) = 1 ozelliginde [0,2m] araliginda azalmayan bir
dd(89) fonksiyonu vardir.

Onceki kisimdan (2.1) acilimima sahip MM smifina ait fonksiyonlar i¢in |cc,,| <2/(nn+1)
esitsizliginin genelde dogru olmadig biliniyor. Asagidaki teoremde bu esit- sizligin MMSSSS
sinifina ait fonksiyonlar igin gegerli oldugu gosterilecek.

26  Teorem. ff € MMSSSS fonksiyonu (2.1) tipindeki bir seri agilimima sahip olsun. Her nn pozitif tamsayist
igin |cCyy| < 2/(n+ 1) dir. Eitlik, GG,,,(C0) fonksiyonu (2.17) bagintisiy- la verilmek tizere her bir m
ve ff(() = mGG,(m) fonksiyonu igin gegerlidir (Clunie, 1959).

Ispat. nn = 1 igin teoremin dogrulugu 2.1.7 Teoreminde verilmistir. Bu yiizden nn > 2

kabul edelim. pp fonksiyonu (2.31) esitligi ile verilmis olsun. Her zz € DD igin gg(z) =
m(1/z) ve

bb(zz)z%g(zz)_ @7 (2.37)
wm+ "
1

fonksiyonlarini tanimlayalim. Bu durumda her zz € DD igin [bbh(zz)| < 1 dir. (2.37) esitli-
ginden gg(zz) = € + () €p€ — bh(zz)@olur. gg fonksiyonunun bu ifadesini (2.31) esit-

liginde kullanir ve {{ yerine 1/z yazilirsa
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ff'(@ ({ - ZOO nnccm/{{”" 1- Zoo nnee /{{nn+1
1 n n

{ { nn= m=1

(G /(I 1+Zf;zoccnn/{{nn+1

1—3%_ ma,zm+1 _ 1+ b(2)
= 1 =+ Zﬂly‘ Ccn:;Znn+1 1 - bb(zz’ (2.38)
nn=0

bulunur. (2.38) esitliginden
[1 — bh(z)] @ — B,z @@= [1 + 1l(12)] €@+ B ' @
mel nn=0
ve buradan
bb(2z) @-2 — ccozz + <a@I— 1)ec, 2™ 1 Q= 0oz + <@+ 1)cc, 2" (2.39)
mel nn=1

elde edilir. Ayn1 dereceli terimlerin katsayilarinin esitliginden oo = —2bb; bulunur.

icin bulunan bu sonucun 2.1.7 Teoreminde verilen sonug ile uyustugu goriiliir.

-1
W(z) = () @-2 — oz + <Bw— 1)cc, 2" 1@
nn=1
denirse NN > 2 igin
N 00
W(z) = wor + <@+ De,z™ '+ @ (2.40)
m=1 m=NN+2

bigiminde yazilabilir. Burada AA,, katsayilarma ihtiya¢ duyulmayacaktir. zz = e, rr < 1

olmak tizere {(zz) fonksiyonu igin
2mm

(i
mo

integralini (2.40) esitliginin her iki tarafi i¢in hesaplayalim. |bh(z)| <1
oldugundan

(2.40) esitligi geregi
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-1 NN

4+ oo |?m? + <@— 1) |0ty | 222 > oo | P2 + <@t 1)2|ocy, | 2?2

m=l nn=1

elde edilir. rr —» 17 i¢in limite gegilirse

-1 Ww—-1
N+ 1)?[ecl? < 4 + <@ — 1) — (m+ 1)?]|ec,|? = 4 — <@, | < 4 (2.41)
mel nn=1

bulunur. Buradan her W > 2 igin || < 2/(W + 1) elde edilir. (2.41) de esitlik sag-
lanmasi durumunda nn=1,2,..., NN —1 i¢in cc,, = 0 olmasi gerektir. Eger (2.39)’da

2" 1i terimlerin katsayilar: esitlenirse |bhy41] =1 ve diger biitiin B katsayilari sifir
bulunur. Boylece, (2.37) ve (2.38) bagintilarindan esitligin ff({{) = mGGy(iii() fonksiyo-

nu i¢in saglandig1 goriiliir.m

27 Tamm. (2.1) agilimina sahip ff € MM fonksiyonu i¢in ff(DD**) goriintii kiimesinin tiimleyeni

orijine gore konveks bir bolge ise ff fonksiyonuna meromorf konveks fonk- siyon
veya DD** bolgesinde konveks denir. Meromorf konveks fonksiyonlarin sinifi
MMCCCC ile gosterilir.

1.5.4 Teoreminde verilen CCCC ve SSSS siniflan arasindaki iliski, MMCCCC ve MMSSSS siniflan arasinda da gegerlidir.

2.2.8 Teorem. ¢¢ € DD** olsun.

g9 € MHCCCC & (1 Q) = (g9 (@) € MuSSSS (2.42)
dir. Tersine
‘o
T S g€y dwelE (2.43)
W W

dir. Burada integral DD* bolgesinde belli {{; noktasini {{ noktasina birlestiren yol boyun-

cadur.
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2.2.9 Aciklama. (2.43) bagmtisi ile verilen ff fonksiyonunun oy katsayisi sifir
olmak zorundadir. Aksi takdirde (2.43) integrali «o log({{/{o) gibi ¢ok degerli terimini
bulun- durmak zorunda kalacaktir.

ff € MMSSSS fonksiyonu sifir degerini almadigindan gg € MMCCCC fonksiyonu da sifir degerini almaz. Bu yiizden gg €
MMy, yani MMCCCC < MMo dir. Ancak ff € MMCCCC igin (2.1) ifadesinde cq# O olabilir.

{{ € DD™ olmak tizere, (2.1) bigiminde bir seri agilimina sahip gg € MMCCCC fonksiyonu i¢in
(2.30) ve (2.42) bagntilarindan

144

99 ()

49 € MHCCCC < Re € + ([ " (€<)€> 0

sonucu elde edilebilir.

Robertson (1963) MMSSSS snifina ait fonksiyonlar altinda 4@g€: |¢] > v3€ddlgesinin resmi- nin tiimleyeninin

konveks bir bolge oldugunu gostermistir.

2.2.10 Teorem. ff € MM ve {{ € DD i¢in

red Do g

f

ise ff fonksiyonu [¢¢| > /3 icin konvekstir.
Asagidaki teorem MH(CCCsinifina ait fonksiyonlarin distorsiyon 6zelligini verir.

2.2.11 Teorem. gg € MMCCCC olsun. Bu durumda ¢{ € DD™ icin

1 , 1
1-—<lg@l=1+ = (2.44)
2 m

dir. Sag taraf igin esitlik 66({() = {{+ «co+ 1/{{ fonksiyonunda {{ = iir alinarak ve sol

taraf icin ise {{ = rr alinarak goriiliir (Loewner, 1919).

ispat. (2.44) esitsizliginin sol tarafi 2.1.3 Teoreminde daha biiyiik MM smifi i¢in goste-
rilmistir. Ustelik esitligi saglayan 66({)) = {{ + «o+ 1/{ fonksiyonu konvekstir. Sag
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taraftaki esitsizligi gostermek igin, ff(0) =g’ () konumu yapilirsa ff € WSS d
2.2.9 Aciklama geregi ff €#@dir. O halde, (2.14) esitsizliginden |gg ()| < 1 + 1/1?

elde edilir.m

ff fonksiyonu igin esitsizlikler elde etmede, «o = 0 olan siniflarda ¢calismak uygundur.
MMssss simifinda o = 0 Szelligindeki fonksiyonlarin olusturdugu altsin: fr<SEsae JH(CCC

sinifinda o = 0 6zelligindeki fonksiyonlarin olusturdugu altsinifini daeSERYGstere-
lim.

2.2.12 Teorem. {f S € DI olsun. Bu durumda
1
WS; (2.45)

dir. Esitlik FF(({) = {{+ 1/{( fonksiyonu i¢in saglanir (Goluzin,1938).

2.2.13 Teorem. ff S € DI* olsun. Bu durumda

1 1
Y = 2.4
- — ffQrt . (2.46)
dir.

ispat. 2.1.5 Teoreminden sag taraftaki esitsizlik ®sinifinda dogrudur. Boylece G
sinifinda (2.46) bagintisinin sag tarafindaki esitsizlik saglanmis olur. (2.46) bagntisi-

nin sol tarafindaki esitsizlik i¢in (2.45) esitsizliginden

1
—2IffG0)- 712 - QD)

elde edilir.m

Dikkat edilirse FF({{) = {{ + 1/{{ cEMnksiyonu icin (2.46) esitsizligi kesindir. Ay-
rica fF eﬁugundan (2.46) esitsizligi aym zamanda & sinifi i¢in de gegerli

olur.

55



2.3 aa Mertebeli Meromorf Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

((eDD*ve 0 < aa < 1 olmak iizere

LIre
O A
esitsizligini saglayan (2.1) agilimma sahip ff € MM fonksiyona aa mertebeli meromorf
yildiz1l fonksiyon denir. Bu fonksiyonlarin sinifi MMSSSS(ae) ile gosterilir. MMSSSS(0) =
MMSSSS ve MMSSSS(an) < MM dar. MMSSSS(ar) sinifina ait fonkSiyonlar igin asagida verilecek olan

sonuclar Pommerenke (1963)’ye aittir.

(2.35) bagintisinda p({{) = ({ff'({{)/ff({{) olarak alinir (2.31) ifadesinin saginda yerine
yazilirsa elde edilecek esitlikten MiSSSS(ea) sinifina ait fonksiyonlar i¢in asagidaki integral
temsili elde edilir.

2.3.1 Teorem. ff € MMSSSS(aer) olmast igin gerek ve yeter sart ({ € DD™ igin

2nm

@)=L ep@tl-w)@ log@L — e~ /(@i ()@ (2.47)

0

olacak bigimde dd(66 + 2mr) — di(66) = 1 6zelliginde [0,2m] araliginda azalmayan bir
dd(9) fonksiyonu vardir. Ustelik, r — 1% icin arg ff@pec™ '@~ 0 + 211 (1 — an)dd (66) ve

(iR, 201 4 il g0
WWO'“M 0 de(ea) (2.48)
dir.
2.3.2 Teorem. ff € MMSSSS(a) ve |z| = > 1 olsun. Bu durumda {{ € DD igin
1 1w 1 2(1-w)
0—@ ©+ mol (1 co o o
aa T rrz a N T
ve
a /ﬂ 1—111'|'th/2 oo 2(1-a)
{ @ __”0 10 1+ ;0 > @l —



N ™

~ o Ul
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dir. (2.49) bagintisi igin esitlik 0 < «co < 2(1 — w) ve z = > 1 olmak tizere,

1-aa
ﬂ@{{é%— fc—(l{{—l + {{—20 ={{+ o+ -
an

fonksiyonu i¢in gegerlidir. (2.50) bagmtisi igin esitlik, 0 <o <2(1 —m)veuz=rr>1

olmak iizere,

G0 = 81— gD 02 = — g+ -
fonksiyonu i¢in gegerlidir.

Ispat. aa = 0 olmas1 durumu (2.15) esitsizligini verir. Bu yiizden aa # 0 i¢in (2.49)
esitsizliginin ispati ile baslayalim. (2.47) integral temsili ve geometrik ortalamanin

aritmetik ortalamadan dahabiiyiik olmadigi ger¢egi kullanilarak, {¢ € DD in

1/(1-aa) n nn
0~ —ew 0D logdl — &~ Gl (1) 0< € @ — &~ Gl ()
0 0

i 2nm
1
= @ (1 + ™ 2)didd(89) — 2 Re?@ee””dddd(f)ﬁ)é (2.51)
0 {0
bulunur. Ayrica (2.47) bagmtisindan
2nm

0o = —2(1 — ) @ ce~"dddd (66)
0

oldugu goriiliir. Boylece, || < 2(1 — ) elde edilir. (2.51) bagintisindan
YOIV < 1+ 72 4 || /(1 — w) < (1 + 1712
yazilabilir. Bu son esitsizlikten (2.49) esitsizligine ulasilir.

Simdi (2.50) esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. ff € MMSSSS(ae) ve ({ € DD™ igin

qff @ X )

g o ve Reogpst

oldugundan
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[ GO /fFQD] = 1 o

WO = a-m . 2w (252)
fonksiyonu DD* bolgesinde analitik ve [p¢(()| < 1 dir. |{{| = rr igin
i G 1 (i) ()
g v ¥ g =T e e ¢V

olur. Eger bb = |¢p(o0)| = |ccg|/2(1 — ar) olarak alinirsa, Golusin (1957, s:287) den

|60 < (bbrr + 1) /(b + 1)

dir. Boylece (2.53) esitsizliginden

tr

40 _
—logl§ (DI < 2(1 - ) F07—1)

bulunur. [rr, oo] tizerinden integral alinirsa

loglt {1 = (1 = w)(X + 1) log(1 — ™) + (1 — w)(1 — ) log(1 + ")

olur. b = |cco| /2(1 — ) = [¢9(0)| < 1 oldugu dikkate alinirsa, (2.50) esitsizligi elde

edilir. m

2.3.3 Teorem. ff € MMSSSS(ar) ve 0 < aa < 1 olsun. Bu durumda {{ € DD™ igin

@12 ud Dot (1 - " eo-lecei-to" (@54

i f TE [[E

dir. Esitlik {{ = m > 1 olmak iizere ff({)) = {(1 — 2 Y"1 + =) "“fonksiyonu i¢in
gecerlidir.

Ispat. d(86), dd(2m) — di(0) = 1 6zelliginde [0,211] araliginda azalmayan bir fonksiyon
olmak tizere (2.47) esitliginden

QLMOI/G_M) = expég log 1 dddd (66) @

0 |1 — eeiiig{—1|2
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yazilabilir. Geometrik ortalama aritmetik ortalamadan biiylik olmadig1 dikkate alursa

éimc}l/(l_m) <& 1 ddd (96)

o |1 —e-iiig-1]2

bulunur. Boylece (2.48) bagintisindan

—aq o 1— _
LS W2 i =L ere T® _ g
f o |1 — eiiifj=1]2 1-ax fFE0)

olur. Buradan

6/ Qg 1D :wsa-do 16" a-1g
f ffG0 fFE0)

elde edilir. Bu ise (2.54) ifadesinin kendisidir.m
2.3.4 Teorem. ff € MMSSSS(ax) ve {{ = mee'™ € DD* olsun. Bu durumda
H0<aa<1/2ise
I D1 = B(L ===
olacak bigimde kk = kk(ff) > 0 sayisi vardir.
(i) 1/2 < aa < 1 ise her ee pozitif sayis1 i¢in
' (DI = k) (1 — n1)e
olacak bigcimde kk(ce) = kk(ff, &) > 0 sayis1 vardir.

2.3.5 Teorem. ff € MMSS$SS(ar) fonksiyonu (2.1) ag¢ilimina sahip olsun. Bu durumda her

nn > 0igin
n-1

(m + 1)?]ec,l? < 4(1 — w)? — 4(1 — ) <@+ 10) |cgy |2

kk=0
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Ispat. (2.52) bagintisinda oldugu gibi

GFF GO — FFQD

G A + (1 -
2aa)ff((0)

0@ =7

fonksiyonundan

— <@+ Dol = () @1 — ) — <@— 1 + 2y '@
=0

kk=0

bulunur. Boylece, nn > 0 igin

— <@+ Doy — <@+ Dogy{ T + () @— 1 + 20
kk=0 kk=nn+1 kk=nn
nn-1
= 00D @(1 — u) — <@d— 1 + 2m0)y{ 1@
kk=0

olur. Burada, sol taraftaki ifadede ikinci ve iiciincii terimler mm > nn + 1 olmak {izere,

sadece ("™ kuvvetlerinden olustugundan ve |94({{)| < 1 oldugundan Parceval formiilii

geregi
m nn-1
@+ 1)y < 4(1 — m)? + <@v— 1 + 2a0)?|ccy|?
e kk=0
elde edilir. Buradan istenilen sonuca ulasilir. m

2.3.4 Teoreminden asagidaki sonucu elde etmek miimkiindiir.

2.3.6 Sonug. ff € MNSSSS(ar) , 0 < ax < 1 ve {ff({)): |{{| > 1} goriinti bolgesinin timleye-

ninin alam 44 olsun. Bu durumda

e < A <

dir. Bu esitsizlikler kesindir.

62



Ispat. AA < mm oldugu 2.1.2 Aciklamasinda gosterilmistir. 2.3.5 Teoreminden

) o |? <1 —
kk=0
dir. Bu esitsizlik Alan Teoremi ile birlikte kullanilirsa
U =1 € — Tkt | > € 11 @ + 11 B> € o
el

= kk=0

elde edilir. Esitlik kk = 0,1,2, ... olmak {izere sadece aay, = 0 i¢in saglanir. Bu durumda

Ad=nndir.

M > e esitsizliginin miimkiin en iyi esitsizlik oldugunu gostermek igin MMSSSS(ae) sinifi-

na ait
1 2(1—aa)/(m+1) 2(1 -
e+ W =+ gy S (2.55)
nm+1

fonksiyonunu g6z 6niine alalim. ww = f£({{) dontisimii |{{| = 1 ¢emberini
KK = @bl < 29 oy — dmidfm+ 1) < moeym+ D,k =01,.., @y

bolgesi icinde kalan bir kiime iizerine resmeder. Dolayisiyla, A4 alani, KK kiimenin alani- nin

limiti olan limy,_c muw22(~9/@+D = gy sayisindan daha kiigiiktiir. m

2.3.5 Teoreminden MiSSSS (ar) sinifina ait fonksiyonlar igin asagidaki katsay: siniri hemen
elde edilir.

2.3.7 Teorem. 0 < w < 1 igin ff € MNSSSS(ar) fonksiyonu (2.1) agilimiyla verilmis olsun.

Bu durumda, her nn > 0 igin

21 - an)

< (nm+1)

dir. Esitlik (2.55) bagintistyla verilen f f fonksiyonu i¢in gegerlidir. Kaczmarski (1969),

2.3.6 Teoreminin asagida verilen daha genel halini elde etmistir.
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2.3.8 Teorem. 0 <w <1 olmak tizere ff € MMSSSS(ae) fonksiyonu (2.1) agiliminda

tto = 0 olarak verilmis olsun. Ayrica, il > 1 ve {{ € DD* i¢in

UFQ e W QM@= o

INTOMN 1-a

esitsizlikleri saglansin. Bu durumda

[(2 —1/M0)(1 — w)
(m+1)

<

dir. Esitlik, MM = 1 iken

ff((() = {(exp(ae — 1) /(m + 1){{nn+1

fonksiyonu igin, MM > 1 iken

2M-1)(1—w)
MM-1 “m—Dm+D

ﬂ@=@0'WTH0

fonksiyonu i¢in gecerlidir.

2.3.9 Tamm f f € MM fonksiyonu (2.1) tipinde bir seriagilimmasahipve 0 < aa <1 ol- sun. Eger her
{( € DD™ i¢in
G, m

&rgﬁ(—@g 5 (2.56)

esitsizligisaglaniyorsa f f fonksiyonuna ea mertebeden giiglii yildizil denir. Eger gg € MM
fonksiyonu (2.2) tipinde bir seri agilimina sahipse (2.56) ifadesi z € DD* i¢in

gy (2 i
-+ arg—&gg @) -
W, 2

bigimine gelir. Bu durumda gg fonksiyonu aa mertebeden giiclii y1ldizil olur. aa = 1 ol- mas1

durumunda meremorf gii¢lii y1ldizil fonksiyonlar yildizil fonksiyon olur.
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Asagidaki teorem Brannan ve ark. (1970) tarafindan verilen aa mertebeli gii¢lii yildizil

fonksiyonlarmn katsay1 sinirtyla ilgilidir.

2.3.10 Teorem. aa mertebeli giigliiyildizil f f fonksiyonu (2.1) agilimia sahip olsun. Bu

durumdaher nn > 0 i¢in

200

cc <
ctm| m + 1

dir. Esitlik, (¢ € DD igin
Q@ 1+t

Yo = |~

diferansiyel denklemini saglayan ff fonksiyonlari i¢in gecerlidir.

2.3.11 Tamm. {{ € DD™ve 0 < aa < 1 olmak tizere, (2.1) tipinde seri agilimina sahip

99 € MM fonksiyonu icin

M)

Re @+ (i @@

esitsizligi saglaniyorsa gg fonksiyonuna aa mertebeli meromorf konveks fonksiyon
denir. Bu fonksiyonlarin sinifi MMCCCC(aa) ile gosterilir. MMCCCC(O) = MMCCCC ve MMCCCC (o) <
MMy dur.

Alexander teoremi (1.5.4 Teoremi) MMCCCC(ar) ve MMSSSS(aa) Siniflart arasinda

asagidaki bigimde ifade edilebilir.

2.3.12 Teorem. {{ € DD**olsun. Bu durumda (i)
ff € MHCCCC(an) < TS (1) € MMSSSS (o).

(i) cco = 0 olmak tizere,

{
ff € MMSSSS(m) & @ _}ﬁddtt € MMCCCC (an) (2.57)

g U

dir.
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Burada g # 0 alinmig olsaydi (2.57) integrali «o In({{/{{o) ¢ok degerli terimini bulun-

durmus olacakti. Bu durum fonksiyonun bire-bir olmasini bozardi. (2.40) denklemin-
den

2nm

0o = —2(1 — ) <@ ee™"“ dddd (66) (2.58)
0

elde edilir. Boylece (2.40) ve (2.57) esitliklerinden ccg = 0 igin ff € MMCCCC(ae) fOnksiyo-

nunun integral temsili

2
log@L — ee "1 /tt@ddd (66) udtt
(2.59)

§
ff6)= @ &l-c)@

& 0
biciminde olur.

Simdi, Ruscheweyh tiirev operatorii yardimryla MMSSSS(ae) sinifi tarafindan kapsanan me-
romorf yalinkat fonksiyonlarin yeni bir sinifi tanimlanip, bu sinifa ait fonksiyonlarin

ozellikleri incelenecek.

DD* delik dairesinde

(o]

1
g9(m) = = + @y 2"
T =

Laurent agilimina sahip gg € Ml fonksiyonlari igin zz € DD* olmak iizere

D0%g9(z) = gg(zr)

1
Migg(m) =" +2¢ +3cz + 2+
dec

A
DD2gg(zz) = DD gg(u2) @

venn=12,..i¢in

1 [ee]
DD"gg(zz) = DD Lgg(:r) Q= _+ @milc "2 (2.60)
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bi¢iminde tanimli DD™ operatorii Ruscheweyh tiirev operatorii olarak adlandirilir.

2z € DD*ve 0 < w < 1 olmak tizere m € Ng = {0,1,2, ... } icin

m+1
Rew 2€¥—aa (2.61)

gy (i)

esitsizligini saglayan gg € Ml fonksiyonlarin sinifin1 B, (ac) ile gosterelim. Buna gore
BB (aa) = MMSSSS(aw) oldugu agiktir. Bununla birlikte BB,,(at) Sinifa ait fonksiyonlarin B. A.
Uralegaddi ve C. Somanatha (1991) tarafindan verilen diger li¢ 6zelligi asagida veril-

mistir.
2.3.13 Teorem. Her m € Ny i¢in BB,y 1 (ae) < B, (ae) dhr.
Ispat. gy € BB,41 () olsun. Bu durumda z € DD igin
Re{DD"™*2g9(z) /00" L9 () — 2} < —ae (2.62)
dir. Bu esitsizlikten faydalanarak
Re{D)™*1gg(z) /D0™gg(2z) — 2} < —an

oldugu gosterilmelidir.

D™ L9(22) _ 1+ Qaa -
@ o D) (2.63)
1+ ww(z)

olacak bi¢imde DD birim dairesinde analitik ww(zz) fonksiyonu tanimlayalim. Burada

ww(0) = 0 oldugu agiktir. Bu esitlikten

D™ gg(2z) 1+ -
W) 2w (2.64)
1 + ww(z)

yazilabilir. (2.64) logaritmik tiirevi ve

€9 ()@= D™ gg(z) — 200™gg(2z) (2.65)

0zdesligi kullanilarak
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[00™*2g9(zz) /D™ g9 (22)] — 2 +
1-aa

_ 20w’ (27) 1 —w(z)
@ +w(n)er + (3 —2w)w(z)€ 1+ ()

(2.66)

elde edilir. z€DD igin |w(z)| <1 oldugunu iddia ediyoruz. Aksi durumda
MaX|y|<|zo| W ()| = [w(zo)| = 1 olacak bigimde o € DD noktas: vardir. Bu durumda

Jack (1971) Lemmas1 geregi
aow (z20) = ko (2z0) (2.67)
olacak bigimde kk > 1 reel sayisi bulunabilir. (2.64) ve (2.67) esitliklerinden

[0+ 299 (o) /00" g ()] -2+ 0w _ 2 (120 _ 1w
1-aa @ + ()9 + 3 — 2u)w(zy)€ 1+ w(zo)

elde edilir. Boylece,

Q" 299 (zz0) /00 g9 (120) @2+ aa 1

Re @ 1-aa QZ(Z—W)\O

bulunur. Bu durum (2.62) ile gelisir. O halde her zz € DD igin |ww(zz)| < 1 dir. Boylece
(2.63) esitliginden gg € B, (az) bulunur.m

2.3.13 Teoremi ve BBy (ax) = MMSSSS(an) esitliginden B, (ae) sinifina ait fonksiyonlarin ya-

linkat oldugu sonucu ¢ikarilabilir.

2.3.14 Teorem. gg € MM, m € Ng ve « > 0 olmak tizere, gg fonksiyonu z € DD i¢in

D™+ g0(n 1-aa
Re Bi( )—2&—010(+ _

DDmgg(zz) 21-aa+
cc)

esitsizligini saglasin. Bu durumda

77

«
FF(z) = = QOQM
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fonksiyonu B,,(a) sinifina aittir.
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2.3.15 Teorem.

1 ZZ
99 € B, () © FF(z) = ZZ?Q&gg(tt) ddtt € BB, 41 (a0)

Ispat. FF fonksiyonunun tanimi geregi

DD @EFF (z2) @)+ 200™FF(zz) = DD™gg(zz)

dir. Yani

Q" (1) @+ 200PFF(z) = DD"gg(20) (2.68)

dir. (2.65) ve (2.67) beraber diisiiniiliirse D)™gg(zz) = D™ 1FF(zz) bulunur. Béylece
DD HLff(z) = DD™F2FF (zz) saglamr. Buradan da

DD HL£f () /DD™ff (22) = DD™2FF (zz) /DD™ L FF (z2)
sonucu elde edilir.m
2.4 Konvekse Yakin Meromorf Fonksiyonlar

ff fonksiyonu DD** dairesinde (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. Eger {¢ € DD**

i¢cin

e TTff (1)

> 0 (2.69)

olacak bicimde bir gg € MMSSSS fonksiyonu ve bir BB € (-=mm/2, mm/2) sayst varsa ff fonksi- yonuna DD* bolgesinde
konvekse yakin fonksiyon denir. DD™ bolgesinde konvekse ya- kin meromorf fonksiyonlarin sinifi
MMCCCC ile gosterilir.

Analitik konvekse yakin fonksiyonlarda oldugu gibi, Alexander teoremi  kullanilarak,

d¢ € MMCCCC olmak iizere DD* bolgesinde konvekse yakin fonksiyonlar

e 170f" (1)

Re—r > ° (270)
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esitsizligini saglayan ff fonksiyonlar1 olarak akla gelebilirdi. Ancak (2.69) ve (2.70)
esitsizlikleri DD** bolgesinde denk degildir. Bunlardan (2.69) bagintisin1 saglayan
fonksi- yonlar daha genis bir sinifi tanimlar. 2.2.8 Teoreminden her bir ¢¢ € MIT o gf) =

(066 () € Mussss dir. Ancak, MNSSSS sinifina ait biitiin fonksiyonlar: bu sekilde elde etmek
miimkiin olmadig1r 2.2.9 Aciklamasinda belirtilmistir. Ayrica MMCCCC smifina ait fonksi-
yonlarin DD* bélgesinde yalinkat olma zorunlulugu da yoktur. Ornegin, Libera ve Ro-

bertson (1961) (2.2) agilimina sahip ff fonksiyonu ve 0 < |z| < 1 igin gg(z) = —z"1ve
—?(1—uzdff ) = 1+, ff(n) =u— 2z — (2/3)u> + -

olarak tanimlanan ff fonksiyonu (2.69) bagintisini saglamasina ragmen |ccq| > 1 oldu-

gundan f f fonksiyonu DD** bélgesinde yalinkat degildir.

Baz1 yazarlar MMCCCC smifindaki fonksiyonlara yalinkathik sartini koyarak bu smifi cals-
muslardir. Ancak biz burada MMCCCC sinifina bu sartt koymayacagiz.

Libera ve Robertson (1961) ve Pommerenke (1962), Kaplan (1952)’1n analitik konvekse
yakin fonksiyonlar i¢in kullandig1 metodu kullanarak meromorf konvekse yakin fonksi-

yonlar i¢in asagidaki sonucu elde etmislerdir.

2.4.1 Teorem. ff fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. ff € MMCCCC ol-
masi igin gerek ve yeter sart > 1 ve 2m > 66, — 8§, > 0 sartin1 saglayan her 8§, ve 8,

cifti icin

& o i ,eee.lil,loae»nn (2.71)
i ff (TT@E””)

olmasidir.

2.4.2 Teorem. zz € DD igin ff € MMCCCC yalinkat fonksiyonu (2.2) agilimina sahip ve

|bh_1] =1 olmak tizere, gg(zz) =bh_1/2z + Y 50—¢ bbyzz™ fonksiyonu meromorf yildizil ol-

sun. Bu durumda 2 < cc < 2v/2 icin
|| + [bby,| < cc (2.72)
dir.
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Ispat. ff € MMCCCC yalinkat fonksiyonu (2.2) acilimina sahip ve bb_; = ee™ olsun. Bu du-
rumda Re w0> 0 olur. Buradan DD* bolgesinde

99(22)
uff () 1+ ww(zz)
—secaa . _—
W (@) + iitan 1= w() (2.73)
ve
, « )
w (0) = —%ee‘z“““sec w, —cosuw >0 (2.74)

olacak bigimde ww(0) = 0 ve |w(z)| < 1 dzelliginde DD dairesinde analitik ww fonksiyo-

nu vardir. (2.73) ve (2.74) esitlikleri ve fonksiyonlarin seri agilimindan

@2 (@) — " myg(u) @ () = @2ff (@) + & “gg(u) @

(o] (o]
©-2¢'" cos 1 + ~<a@ecy, — o' b, @ 1@ (1r) = <Gy + o bl @1
et

kk=0
ve
nn—1
©- 2" cos 11 + < — e by, @1 @ ()
kk=0
nm [ee]
= ot ey @+ Qo
kk=0 kk=nn+2

esitlikleri elde edilir. Burada Y7_, ., , aazz" serisi DD dairesinde yakisaktir, 7 < 1 ve

zz =rree™ icin her iki tarafin integrali alinirsa

nn—1
, 2
4 C082 a + &kk _ €€”aabbkk0?‘?‘2kk+2
kk=0
1 m m-1 2
- %? Q_Zeeii‘m cosu + chkk — €€iiaabbkk@kk+10 ddgg
kk=0
1 n m-1 2
= %? @201 cos a1 + ~<a@Pery — o0, @ T1Q | (zz) |2ddof
kk=0
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2

1 ® " “ o
= o € 0@+ o0, @ + QU 1d96
k=0

kk=nn+2

nn

; 2
> ﬁkk'i' ee—uaabbkkorerHZ

k=0
olur. Buradan
m-l nn
) 2 ) 2
4 cos? u + g, — ce" b, @ > <@y, + o by
) k=0
ve
nn—1
) 2 : 2 . 2
Qncey, + e~ bh, @ < 4 cos? an — <Gy + e b — G- b @
k=0
nn-1
= 4 cos?ax — 4 cos aa Re S @ (2.75)
kk=0

bulunur. (2.75) esitsizliginin sol tarafinin kare agilim1 yapilip, esitsizlik yeniden diizen-
lenirse

nn—1

M2 |cc|2 + by |2 < 4 cosa — 4 cos 1 Re <«@mef® — 2 Re@nucfPee™
kk=0

ve

nn-1

(m]ccy | + [Bh)? < 4 cos?u — 4 cos an <a@mbecy bl | + 4| ccybby |
k=1

< 4 ¢ + <Gyl |Q (2.76)

kk=1

esitsizlikleri elde edilir. gg fonksiyonu DD* bolgesinde yalinkat oldugundan alan teoremi
geregi |bh_1] = 1 olmak iizere Y™, _k|bhy|? < 1 dir. Alan teoreminden bilindigi gibi, ff
fonksiyonu DD* bolgesinde yalinkat iken Y™ _; kklecy|><1 olur. Boylece Couchy-

Schwarz esitsizliginden
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1/2 m 1/2

m m
Syl < O, |‘QP ST, ‘Y <1 (2.77)

kk=1 kk=1 kk=1

olur. (2.76) ve (2.77) esitsizliklerinden nn = 1,2,3, ... i¢in

eyl + bl < 2V2 (2.78)

elde edilir. Burada (2.78) esitsizligine ulasmak i¢in ff fonksiyonunun DD* bolgesinde

yalinkat olmas1 gerekli olmustur.

2.4.3 Acgiklama. 2.4.2 Teoreminde ff € MMSSSS fonksiyonu (2.2) agilimina sahip ise
99(zz) = —ff(xz) alinabileceginden |cc,| = |bb,| olup, (2.72) esitsizligi « = 2 igin

2

cc <
¢l m + 1

olur. Bu ise Clunie (1959) tarafindan elde edilen esitsizlige indirgenmis olur.
25 aa—Spiral Meromorf Fonksiyonlar
(2.1) agilimma sahip ff € MM fonksiyonu ve {{ € DD* igin

Re e {ff,((o >0 (2.79)
ffC0)

olacak bigimde aa € (—mm/2, m/2) sayisi varsa ff fonksiyonuna DD bolgesinde ar —spiral meromorf fonksiyon

denir. aa —spiral meromorf fonksiyonlarin smifi MNSSPP(ae) ile gos- terilir.

Tanimdan hareketle MMSSPP(er) Simifina  ait  fonkSiyonlarm integral —temsilinin

asagidaki bigimde verilebilecegi kolaylikla gortiliir.

2.5.1 Teorem. ff € MMSSPP(ax) olmasi igin gerek ve yeter sart {{ € DD™ i¢in

M=o emo" e

olacak bigcimde pp € PP fonksiyonu vardir.
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Zamorski (1961), MMSSPP(ae) simifina ait fonksiyonlarin katsayr tahminini asagidaki

gibi elde etmistir.

2.5.2 Teorem. ff € MMSSPP(ae) ise her m = 0 igin

2

CCpy| < C0S
ctul m + 1

dur. Esitlik her bir nn ve ({ € DD™igin

1 @ cagr)
EQ) =6+ {{nn.}_le

fonksiyonu i¢in gegerlidir.
Kaczmarski (1969) bu sonucu asagidaki bigimde genellestirmistir.

2.5.3 Teorem. aa, AA ve KK keyfi sabitler olmak iizere, 0 < aa < 1, || < /2 ve KK > 1
olsun. Eger ff fonksiyonu (2.1) seri agihmina sahip «o = 0 o6zelliginde ve her bir
(¢ € DD* i¢in

e “[0ff G /ff ()] — i sinue — M cosax
(1-M) cos aur

ise her nn > 1 igin

(2 —1/k0)(1 —
< A1)

cosaa

m+1
dir. Esitsizlik tim degiskenler i¢in kesin olup, Ekstremal fonksiyon; KK = 1 iken

(I — 1)ee™™ cos a

ffa) = exp @ (m + 1)+t

ve KK > 1iken

20—=1)(1=11) —ila
KK-1 “w-Dm+n®

ﬂ@:Z{?W

Cos aa
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2.5.3 Teoreminin ispati agagidaki iki ilging sonucun ortaya ¢ikmasina sebep olmustur.

2.5.4 Teorem. ff fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri a¢ilimina sahip olsun. {{ € DD*, o = 0
ve 0 < w < 1 olmak iizere, Re[({ff () /ff(D)] > w ise

[ee]
-+ )|’ <1-w

nn=1
dir.

255 Teorem. ff fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. {{ € D", «og = 0
ve 0 < m < 1 olmak iizere, |[{ff (O /ff(D] — 1] < 1ise

@+ u)(m+ 2 — )|, < (1 —w)?

nn=1
dir.
26 Simirh Meromorf Fonksiyonlar

ff fonksiyonu (2.1) tipinde bir seri agilimina sahip olsun. {{ € DD** olmak tizere ff] >

mm olacak bi¢imde mm > 0 sayis1 varsa ff fonksiyonuna alttan simirh fonksiyon denir. Bu
fonksiyonlarin olusturdugu sinif BBMM(mm) ile gosterilir. BBMM(mm) sinifina ait fonksi-
yonlarin ww =0 degerini almadigi agiktir. BBMM(mm) Simifina ait o= 0 ozelligindeki
fonksiyonlarin altsinifi #6®nm) ile gosterilir. BBMM(nn) sinifina ait meromorf yalinkat

fonksiyonlarin sinifi BMNSS (nm) ile, M@®m) sinifina ait meromorf yalinkat fonksiyonlarin

sinifi ise PE@rile gosterilir.

Asagida bu siiflarla ilgili ¢esitli esitsizlikler verilmistir. Bunlardan birincisi Alan teo-

reminin ispatindan elde edilen asagidaki sonugtur.

2.6.1 Teorem. ff € BBMMSS (mm) ise

oo

ﬂcnnlz <1- mm2

nn=1
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dir. Eger ff € BBMMSS (mm) ise mm < 1 dir. Eger mm = 1 ise ff({{) = {{ dur.
2.6.1 Teoreminden BBMM (mm) sinifinda galisirken daima 0 < mm < 1 olarak alinacaktir.

Pick (1917), z € DD igin |ff(zz)| < KK, KK > 1 6zelligindeki (1.1) agilimina sahip ff €SS
fonksiyonlar1 igin |ap| < 2(1 — 1/MM) oldugunu gosterdi. Bu esitsizlikten faydalanarak

asagidaki sonug elde edilebilir.
2.6.2 Teorem. ff € BBMMSS (mm) ise
leco] < 2(21 — mm)

dir. Esitlik {¢ € DD** olmak iizere

L oo lo+2™ e M
=290 (OT 710 (90 e 80

fonksiyonu i¢in gecerlidir.

Ispat. {{ = 1/z ve gg(z) = 1/ff({) denirse gg € $ sinirh yalinkat fonksiyonu modiil ola-
rak Kk = 1/mm ile tstten simirlanmis olur. Burada w;, = —y oldugundan Pick (1917)’in

sonucu geregi |eco| = |ap| < 2(1 — mm) elde edilir.

Zawadzki (1961), BBMNSS(mm) smifina ait fonksiyonlar igin |cc1] < 1 — mn? kesin esitsizli-
gini elde etmistir. Ayrica Janowski (1964), bu sinifa ait fonksiyonlar i¢in katsay1 esitsiz-

likleri lizerinde ilave ¢aligsmalar yapmuistir.

263 Teorem. kk > 1 olmakiizere

ﬂ@=€{+% =04 ?“ (2.81)

nn=kk
fonksiyonuMaEr-sinifina ait olsun. Bu durumda kk < m < 2ik igin
2

< —_
I%I"mﬂ(l wn

nn+1)
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olup, esitlik, FF~1(w) fonksiyonu

1 2/(nn+1)
W@~ ((m+1 0
fonksiyonunun ters fonksiyonu olmak tizere
mmFF‘lé—H%:((— L(l — m"*1) L + - (2.82)
mm m+1 (m
fonksiyonu i¢in gecerlidir.
Ispat. tt # 0 icin 1/[ffQ/tt]™  ifadesi
1 ¢ nnecytt™

Q) /et]™ - {m - (i1

seklinde bir seri agilimina sahiptir. Eger kk < nn < 2kk ise (2.83) ifadesinde paydadaki

S (2.83)

Us i¢in nn + kk + 1 > 2kk olmasi 6nemlidir. (2.81) ve (2.83) beraber diisiiniiliirse tt # 0 i¢in

f a1+ C o,
Fo— &+ chmm) + o (2.84)
m= kkT m=2kk+1

elde edilir. tt = mm, mn?, mn%, ..., m2", ... igin (2.84) fonksiyonu kullanarak

QD = nf & @wz(z foefflo

bi¢iminde bir dizi olusturabiliriz. Budizideki her bir fonksiyonunun MM sinifinda oldugu
et Ul 0 DD Ry (0) > mn? " AR o a0/ bigi-
minde bir seri agilimina sahip ise (2.84) esitliginden her nn=012,..,kk-1 i¢in

i, "™ = 0 ve lk < m < 2kk icin

[ole) [ole)
j ) «
: W) m+1\2 A— m+1Yjj — m
lim ¢, " = o, <@+ (") Y= «,, B =
NN—>oo 1-—
jzo o mmﬂﬂ‘i‘l
ji=
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olur. Her bir ffyy(¢¢) fonksiyonu 2.1.10 Teoreminin sartlarini saglar. O halde
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2 2

nn+1

1—=mm )

G

< veya |,| <
1—mmmtl = m 41 ya |l m+ 1

elde edilir.

Esitlik i¢in, FF fonksiyonu DD**bolgesini —1 in (kk + 1). kuvvetten kokleri yoniinde

kk + 1 151m gikarilmig kompleks diizlem tizerine resmeder. Boylece FF({{) yildizildir ve

FF(([() /mm dontisiimiide DD™ bolgesini FF(DD™) goriintii bolgesi iginde bir bolge iizerine
resmeder. (2.82) esitligi ile tanimli fonksiyon DD** bolgesinde yalinkattir ve kk < nn < 2kk igin

(2.82) bagintisinin sag tarafindaki kuvvet serisi elde edilir.m

({ = 1/uz olmak tzere, gg(z) = 1/ff({) € §§ sinirli yalinkat fonksiyonu igin |gg(z)| < KK
ise Pick (1917),

—kk(—=rm, k) < [gg(2)| < Kk (rr, KK)

esitsizligini elde etmistir. Bu esitsizlikten, Kk = 1/mn ve ff € BBMMSS (mm)

fonksiyonunun modiilii i¢in asagidaki sonug elde edilebilir.

264 Teorem FF fonksiyonu (2.80) bagmtisiyla tanimli fonksiyon olmak fizere,
ff € BBMMSS (nm) ise € DD ve || = rr > 1 igin

F< i <—em
dir.

2.6.5 Uyarw {{ = 1/uz ve mn = 1 /KK olmak tizere FF({{) = 1/kk(z, KK) dur. FF(({) fonksiyonu

daha once 2.6.2 Teoreminin ispatinda hesap edilmisti.
2.7 Tipik Reel Meromorf Fonksiyonlar

Sabitolmayan f f fonksiyonu DD dairesinde kutup noktalari harig analitik ve kutup nokta- lari

harig her zz € DD i¢in

@ [f(z)@mz) = 0 (2.85)
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esitsizligini sagliyorsa ff fonksiyonuna DD dairesinde tipik reel meromorf fonksiyon
denir. (2.85) bagintisindan DD dairesinde her bir pp;; kutbu (—1,1) araliginda basit kutup
olmalidir. Ustelik py; kutuplarinda —mn; rezidiisii negatif olmalidir. Bu durumda her jj icin mm;

> (O olur.

Eger ff fonksiyonu orijin civarinda analitik ise, zz = 0 noktasinin belli bir komsulugunda

ff fonksiyonu

ff(zr) = 1 + <<Gpmz™ (2.86)

nn=0
biciminde normalize edilmis bir kuvvet serisine agilabilir. (2.86) bi¢iminde a¢ilima
sahip tipik reel meromorf fonksiyonlarn simifi MMSSPP ile gosterilir. Eger ff fonksiyonu
orijinde bir kutba sahip ise ff fonksiyonunun zz = 0 merkezli normalize edilmis Laurent

acgilimi

1 [ee]
ff(m) = —— + <" (2.87)
& nn=0
bi¢iminde olup, bu acilima sahip tipik reel meromorf fonksiyonlarin fonksiyonlarin sini-
fin1 MMSSPP™ 1le gdsterecegiz. Hem MMSSPP hemde MMSSPP* siniflarina ait fonksiyonlarin ya-
linkat olmasi1 gerekmez. Bu fonksiyonlar Kisim 1.10°da verilen analitik tipik reel fonk-

siyonlar yardimiyla ifade edilebilecegini Goodman (1959) gostermistir.
2.1.1 Teorem. ff € MMSSPP olsun.

1— Ié 77
ff(m) = Mit(z) + @ P 1-e + 1/m;@ + 12

(2.88)

olacak bicimde pp;; € (=1,1), mmy; > 0 reel saylar, bir tt € SSPP fonksiyonu ve bir 12> 0

sayis1 vardir. Buradaki toplam ff fonksiyonunun biitiin kutup noktalar1 iizerinden olup,

Aﬂ‘+'4a> mm;
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bagintis1 saglanir.

2.7.2 Teorem. gg € MMSSPP*ve ff € MMSSPP olsun. 2.7.1 Teoreminin gosterimleri altinda
g9(z) = —% + b — 2z + ff(z2)

esitligi gecerlidir.

Goodman (1959) ve Gel’fer (1954), MUSSPP ve MMSSPP* siniflar1 ve bunlarin alt siniflarina

ait fonksiyonlari i¢in katsay1 sinirlarin1 ve diger bazi 6zelliklerini elde etmislerdir.

84



3. KUTBU ORIiJIN OLMAYAN MEROMORF YALINKAT FONKSiYONLAR

Bu boliimde, 0 < pp < 1 ve |zp| = pp olmak tizere, DD birim dairesinde bir zq noktasinda
basit kutba sahip yalinkat fonksiyonlarin sinifi {izerinde durulacak. Bu sinifa ve alt sinif-
larna ait fonksiyonlarin integral temsilleri, katsay esitsizlikleri, distorsiyon ve genles-

me Ozellikleri verildi.
3 $S(w) Sinafr ve Ozellikleri

0 <pp < 1ve |zg| = p olmak lizere, 2y € DD noktasinda bir kutba sahip ve |z| < pp dai-
resinde

ff(n) = n + <™ (3.1)

nn=2

bigiminde Seri agilimi olan yalinkat fonkSiyonlarm kiimesini $$(pp) ile gosterelim.
Bir rotasyonla 7o = pp almak miimkiin oldugundan, bundan sonra $$(pp) ile reel eksen

lize- rinde pp noktasinda basit kutba sahip yalinkat fonksiyonlarin sinifi gosterilecek.
$5Gw)

siifina ait fonksiyonlardan

u 1

. ) «° m — 1/pp m o m ( )
aoma—mm T4~

Kk, (2) = + ——0
< Pl 2
m=3
fonksiyonu 6zel bir éneme sahiptir. Bu fonksiyon DD dairesini C\[-p/(1 — )% —m/
(1 + pp)?] bolgesi iizerine konform olarak resmeder. Koebe fonksiyonunun §§ simifinda

oynadig rolii kk, (zz) fonksiyonu $5(p) sinifinda oynar.

Birim dairede verilen bir ff meromorf fonksiyonunun bu dairede baska agilimlar da
olabilir. Eger ff fonksiyonu pp € DD, 0 < pp < 1 noktasinda basit kutba sahip ve rezidiisii
mm isezz € DD\{pp} igin

1) = =+ (33)
nn=2
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veya 0 < |z —pp| < 1 —1ppigin
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(@) = % + S -1 (3.4)
nn=0

bi¢iminde iki agilima sahiptir.

(3.1) ve (3.3) agilimina sahip ff fonksiyonunun katsayilar arasindaki bagintinin asagi-

daki gibi oldugu kolaylikla gosterilebilir.

3.1.1 Teorem. ff fonksiyonu (3.1) ve (3.3) agilimlarina sahip olsun. Bu durumda her

nn > 0 igin
mm
by, = gy, + 1 (3.5)

dir.
Chichra (1969), $$(pp) sinifina ait fonksiyonlar igin agagidaki Alan Teoremini elde
etmis- tir.
3.1.2 Teorem. ff € 55(pp) fonksiyonu (3.3) agilimina sahip olsun. Bu durumda

°° 2 (1

ﬂbnnlz S _ ppZ)z (36)

nn=1

dir.
Ispat. pp < |z| < 1 bolgesinde (3.3) bagintisiyla verilen ff fonksiyonu
_
ff(ZZ) - %4‘@})”,,22
nn=0 nn=0

bigiminde yazilabilir. rr € (pp, 1) i¢in T'.= ff(CC,, ) egrisi saat yoniinde yonlendirilmis ba- sit kapali
bir egri olup 2.1.1 Teoremin ispatindaki yol takip edilerek

«© | nn—1|2 o
—1n | mmpp
W + <G, [*n*" < 0
nn=0 nn=0
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elde edilir. i — 17 igin limit almirsa (3.6) esitsizligi bulunur. Esitlik, k,(zz) fonksiyonu

i¢in gegerlidir.m

(3.6) bagmtisindapp = 0 vemm = 1 olarak alinirsa Alanteoreminde gegen (2.6) baginti-

st elde edilir. (3.5) esitligi (3.6) bagmntisinda yerine yazilirsa asagidaki sonuca ulasilir.

312 Sonug. ff € $$(p) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda

[oe]

I |mm]| 2
ﬁrltéamppmﬂo < (1 — 22 (3.7)
dir. Ozel olarak
|mm|
[bby | <
U1y

dir.

33 Teorem. ff € $(pp) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda |z| = <

1 ozelligindeki biitiin 2z’ ler i¢in

i@ = 1+ |y |rr +

rr2

dir. Eger || > 2 ise mg = €y | — @y|? — 4€¥2 olmak lizere mg < |zz| =m < 1 halka

bolgedeki biitiin 2’ ler igin

Iff ()| < (3.8)

—1 + |aap|rr — 2
dir. Her iki bagintida da esitlik,

FF(z) = /(1 + |ay |2z + %)
fonksiyonu icin gegerlidir (Fenchel, 1931).

313 Teoreminden $$(pp) sinifinda (3.1) agihmina sahip fonksiyonlar igin asagidaki

ortme teoremi elde edilir.
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3 Teorem. ff € $(p) fonksiyonu (3.1) agihmina sahip olsun. Bu durumda

ff(DD)
bolgesi {ww: lww] < 1/(2 + laz])} veya [w| < 1/%&W+ 2@dairesini oOrter. Eger
laay| > 2 ise ff(DD) bolgesi [ww] > 1/(Jaap| — 2) esitsizligini Saglayan biitiin ww degerlerini
bulundurur (Fenchel, 1931). Eger |as| > 3 ise {f(DD) bolgesi [w| > 1/@@ws] + 1 — 2€

sitsizligini saglayan biitiin ww degerlerini bulundurur (Kumato, 1945).

315 Teorem. ff € $§(pp) fonksiyonu (3.1) a¢ilimina sahip olsun. Bu durumda |a;| > 2

ise

ooy | — @z|% — 4 2

= (3.9)
2 |, | + Qe |2 — 4

W=to=

dir (Fenchel, 1931).

ispat. (3.8) esitsizliginden, eger |z| > 1, olmas: durumunda ff fonksiyonu sonlu oldu-

gundan pp < ny olmak zorundadir. m
(3.9) esitsizliginde $5(pp) Sinifina ait fonksiyonlar igin |ay| < pp + 1/p oldugu goriiliir.

Ladegast (1953), $(pp) smifina ait fonSiyonlar igin ¢ok sayida esitsizlik elde

etmistir. Bunlardan biri asagidaki teoremde verilmistir.

316 Teorem. ff fonksiyonu §§ veya §S(pp) sinifinda bir fonksiyon ve 4, 2z, € DD, higbiri
ff fonksiyonunun kutup noktasi olmayan, farkl: iki nokta olsun. kk = 1,2 igin my = |z

olmak tizere

ffl(Zh)ff,(ZZz) 1 1
%f(zzZ)—ff(m)Oz_ (z = f 1- 2)(1-n?)

m) — M

(3.10)

dir. Bu esitsizlik kesindir. Esitlik 7z, = 72y ve 1, # 1q olmak tizere Koebe fonksiyonlari

i¢in gecerlidir.

Ispat. Eger ff fonksiyonu DI dairesinde yalmkat ise

1
M) = ffsg&’“wf(zz )






fonksiyonu da yalinkattir ve (zz; + (()/(1 + i1 {{) = 2, iken kesinlikle bir basit kutba

sahiptir. Boylece ({ = g = (1, — 111) /(1 — i1y 11) noktasinda bir basit kutba sahip olur.

|bby| < |mm| /(1 — pp?) esitsizligini kullanarak ¢¢(({) fonksiyonuna 3.1.2 Teoremi uygula-

nabilir. Teoremde gegen bby, mm ve pp = |uzp| sayilarini bulmaya ihtiyag vardir. m = |24]

olmak lizere

mm = lim (¢ - z) () L-n’
({229 ff(m)(1 — i

117)?

dir. bby katsayisini bulmak igin

[o¢]

+ @by ("

nn=0

() = {{

)

fonksiyonunun tiirevi alinip {¢ = 0 konumu yapilirsa

—ff ()1 —m ) 1—m>
&) — (1)@ T ), — )2

bby =

elde edilir. m, = |u,| olmak tizere

2
Iy — 1
1—pP=1-|nl*=1-@2 "¢
1 — 12

_ (1 —imm)A - 221222) — (up — 1) (11— i)
12

|1 7770
12

= (- 7r12)(1 —1?)

11
=277z |
12

olur. Boylece [bhy| < |mn|/(1 — p?) esitsizligi kullanilarak

0}[}[ () —m 1+ 1-m? @< . 1-mn?

11— K

&) — fw)@ [f W) —m) Iff )1 —immp) | (1= (A —n)

M1

bulunur. Bu esitsizligin her iki tarafi ff (zz2)/(1 — ;%) ile carpilirsa, (3.10)
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bagintisi elde edilir. m
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Ay # 0 olmak tizere, (3.10) esitsizliginin Sol tarafi gg(zz) = Mo + Mqff(zz) dontistimii
altinda degismez kalir. Bu yiizden bu teoremde bilinen normalizasyona ihtiya¢ duyul-

mamigtir.

31 Teorem. ff € $§(pp) ve 0 < rr < 1 olsun. Bu durumda her i1 reel sayisi igin

Piius 2nm
@ D<o &L (3.11)
0 0

dir. Esitlik, m#p ve 1+ 0 iken ff(z) = kk,(zz) fonksiyonu igin saglanir (Kirwan
ve Schober, 1976).

(3.11) esitsizliginde her iki tarafin 1/A4 kuvveti alinir ve A4 — oo igin limit alinirsa,

Kirwan ve Schober (1976)’e ait agagidaki teorem elde edilir.
318 Teorem. ff € $$(pp) olsun. Bu durumda
Iff()| < @k, (M@ (3.12)
dir.
Her bir ff € $5(p) fonksiyonu igin || < pp + 1/pp oldugundan 3.1.3 Teoremi geregi
Iff@)] = @k, (—m)@ (3.13)

oldugu goriiliir. rr — 17 iken limite gegilirse (3.12) ve (3.13) bagintilarindan asagidaki

ortme sonucu elde edilir.

3.1.9 Teorem. ff € $S(pp) ise ff(DD) bolgesi {ww: |ww| < pp/(1 + p)?} kiimesini kapsar.
Us- telik ff(DD) bolgesi [w] > pp/(1 — pp)? bolgesini de igerir.

Jenkins (1962), $$(pp) simifina ait (3.1) agilimina sahip fonksiyonlar ig¢in bazi

katsay1 esitsizlikleri elde etmistir.

93



kil Teorem. ff € §$(pp) fonksiyonu (3.1) acilimina sahip olsun. Bu durumda nn
=2,3,4,5,61¢in

1+ 2+ 4+_“ 2m—2
] < p- T 124 (3.13)

ppml—l

dir. Esitlik, (3.2) bagintisiyla verilen ff(zz) = kk,(zz) fonksiyonu igin gegerlidir.

Her ne kadar Jenkins (1962), $S(pp) siifina ait fonksiyonlarin bazi katsayilar i¢in kesin
tist smir elde etmis olsa da (3.13) bagintisindaki esitlik her bir nn igin k,(zz) € 55(pp)
fonksiyonu i¢in gegerlidir. Gergekten kky,(zz) fonksiyonunun seri agilimindaki AA4,, katsa-

yisimin

pr-lfp” 1= Tttt

— - (3.14)
™11 — pp?) =1

SR YT

oldugu goriiliir. Boylece (3.13) esitsizliginin 5$(pp) sinifina ait fonksiyonlarin biitiin
|

katsayilar1 i¢in dogru oldugu akla gelebilir. Ger¢ekte durum buna yakindir.

Kirwan ve Schober (1976), $5(pp) sinifina ait (3.1) agilimina sahip fonksiyonlar igin kat-

say1 esitsizligini elde etmislerdir.

u Teorem. ff € $§(pp) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda her

nn > 2igin

ug| <ming _1*0_ ° & (3.15)
(1 —p?) 2pm-1

dir.
Ispat. |z| = m < ppise

1 n i —iinnii

— @

ff@ree

dir. Eger pp < rr < 11ise (3.3) ve (3.5) bagmtilarindan
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i —iinnii

mm

ppm’l-l'l

(3.16)



bulunur. A1 =1 ve pp < rr < 1i¢in 3.1.7 Teoremi ve Couchy-Schwarz esitsizliginden

oL _o e Mo 1 & L —
2mn™ 2mmm-1 |1 — pprree™[| 1 — rree™™ /p]
1/2
1 el i 1 a8
<_ Qe vy ————— @
pm=1 2nmy |1 — pprreetit|2 2mm |1 — rreeft /pp| 2
1 R 2m 2 1/2
i 2nn
S ennaggég
e
< ! pp

elde edilir. 1r > 1~ igin limite gecilir ve (3.16) esitligi || < pp?/(1 —p?) ile birlikte
kullanilirsa (3.15) esitsizliginin sag tarafindaki ilk kismi bulunur. ikinci kisim icin
1= ppee~1/™ < pp denirse

pp
<
ol = T ey — g

ppee

ee eenn

S ppm’l—l(eel/m’l — ee—l/ﬂn) S prnn—l

elde edilir.m

Kirwan ve Schober (1976), FitzGerald’in metodunu gelistirerek asagidaki Teoremi elde

etmistir.

3.1.12 Teorem. ff € §5(pp) ise

|| < @6l ve  uyl < @+ 2mhy (3.17)

dir. Egerpp = 1/2 ve m > 7 ise, ikinci esitsizlikten |a,| < 1,0000744,, olur.
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3.2 %(pp) Sintfimin Konveks ve Yildizil Alt Siniflar:

Bu kisimda, DD dairesinde bir kutba sahip meromorf fonksiyonlarin §§(p) sinifinin kon-
veks ve yildizil alt siniflart tizerinde durulacak. pp < rr < 1 olmak iizere CC,, egrisinin

ff(CC,,) goriintii egrisi negatif yonlendirilmis olacagindan konvekslik ve yildizillik i¢in

1.5.1 Teoreminde verilen esitsizlikler negatif olur. Ustelik ff(0) = 0 ise orijin noktas1

ff(CC,,) egrisinin dis kisminda kalacaktir. Bu yiizden yildizillik belli bir wwy # 0 noktasina

gore olmalidir.

3.2.1 Tanim. g € (pp, 1) olmak tizere, ff € $S(p) fonksiyonu ve Hi = {u:pp < |z| =1

< 1} bolgesine ait biitiin 2z noktalar1 igin

uff” (@)
Re @l + ——
@ ©<0 (3.18)

esitsizligi saglaniyorsa ff fonksiyonuna konveks denir. (3.18) esitsizligini saglayan

(3.1) seri a¢ilimina sahip ff € () fonksiyonlarinin alt sinift CCCC(pp) ile gosterilir.

Benzer bigimde ff € 55(pp) fonksiyonu

Re @7/ ) @< 0 (3.19)
ff (@) — wwo

esitsizligini sagliyorsa ff fonksiyonuna wwy noktasina gore yildizil denir. wwg

noktasina gore yildizil olan ve (3.1) seri agihmina sahip ff € §S(pp) fonksiyonlarinin
alt smfi

5555 (op, wwo ) ile gosterilir.

Bir ¢ok yazar pp noktasinda bir kutbu olan konveks ve yildizil fonksiyonlarin goriintii
kiimesinin tlimleyeninin konveks ve yildizil bir bolge olmasi durumunu incelemistir
(Libera ve Livingston, 1975). Biz burada ff(CC,, ) egrilerinin konveks ve yildizil olmasi tizerinde

duracagiz.

ff € CCCC(pp) fonksiyonu uygun bir rotasyonla zz = pp > 0 noktasinda bir kutba sahip ola- bilir.
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3 uff” (@) ztpp 1+
() = 1+ e + Pl p—

(3.20)

bigiminde tammh ¢p¢p fonksiyonu DD dairesinde analitiktir. Ciinki

uff” () ve B = utpp e

#@) =1+ ff" (@) z-p -

fonksiyonlar1 sadece zz = pp noktasinda basit kutba sahip olup rezidiileri sirasiyla —2pp ve
2pp dir. Bu yiizden ¢¢ fonksiyonu zz = pp noktasinda diferansiyellenebilir olacak bigimde yeniden
tammlanabilir. Bununla birlikte Reb€¢"‘@= 0 ve ¢4(0) = —1 dir. Eger ff fonk- siyonu

9D tizerinde analitik ise ¢¢ fonksiyonu da€®kiimesinde analitik olup DD dairesin- de z €
DD i¢in Regg(zz) < O olur.

Royster (1970), CCCC(pp) smifina ait bir ff fonksiyonu igin (3.20) bagintistyla verilen ¢¢

fonksiyonunun PP sinifina ait oldugunu tek yonlii olarak gostermistir.

3.2.2 Teorem. ff € CCCC(pp) fonksiyonu pp € (0,1) noktasinda bir kutba sahip olsun. Bu durumda her
2 € DD igin Re[—¢¢(zz)] > 0 ve —¢¢ € PP dir.

—¢9 € PP Ozelliginde (3.1) agilimina sahip ff € $§(p) fonksiyonlarinin olusturdugu sinif
) ile gosterilirse 3.2.2 Teoreminden (((((yp) —¥8) oldugu goriiliir. Ancak pp’nin
bazi degerleri i¢in bu iki smifin esitligi Royster (1970) tarafindan asagidaki teoremde

gosterilmistir.

3.2.3 Teorem. 0 <p < 2 — V3 ise (((C(pp) =9EM) dir. 2 —V3 <p < 1 ise W)
sinifina ait olup da (CCC(pp) stmfina ait olmayan bir FF fonksiyonu bulmak miimkiindiir.

—¢¢ fonksiyonunun z = pp noktasinin delik komsulugunda seri agilimi

Ipp ” o W
—4p(u) = —M(z) — B(z) = @ + 1 <G (z — @Ot -
n 2Z=p - -p
Itz *
= + 1 < (2 — )™ (3.21)
l_lm nn=2
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dir. Boylece —¢g(pp) = (1 + pp*) /(1 — p?) olur. —¢¢ fonksiyonu PP sinifina ait olmasina

ragmen pp noktasindaki kisitlamasi nedeniyle PP sinifinin keyfi bir fonksiyonu degildir.

CCCC(pp) smifinda pp noktasi orijin olarak almirsa (2.47) ve (2.59)’da verilen integral temsilleri

asagidaki gibi yeniden diizenlenebilir.

3.2.4 Teorem. ff, DD* delik dairesinde (2.2) seri agilimina sahip meromorf bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

1 Znn
ffeMMsSseff (zz) = —exp QO 2log€r — o @pidd (60) @ (3.22)
0
ve
, 2nm
g9 € MMCCCC < g9 () = — iexp Q@ 2log@p — e @il (87) @ (3.23)
12 0

olacak bigimde foz“” ee " l4ddd(89) = 0 ve (89 + 2mr) — dd(89) = 1 Szelliklerini
saglayan

[0,2m1] araliginda azalmayan bir dd(66) fonksiyonu vardir.

ff € CCcC (pp) fonksiyonu (3.3) agilimina sahip olsun. z € DD* igin

mp— w_q *°
gg(ZZ) = (ppz - 1)ff0 0= + 0 77
1-pz I . "
m=

bigiminde tanimlanan gg fonksiyonu z = 0 noktasinda basit kutba sahip ve DD* bolgesini
konveks bir bélgenin tiimleyeni lizerine resmedecek bigimde bulunabilir. (3.23) bagin-
tis1 kullanilirsa gg igin au_q = mn olmak iizere, Pfaltzgraff ve Pinchuk (1971) CCCC(pp) sin-

fina ait fonksiyonlarin integral temsilini tiirev fonksiyonu yardimiyla elde etmisler.

3.2.5 Teorem. ff € CCCCpp) olmast igin gerek ve yeter sart,

mm 2nm

ex 2log € — oz — ee " (yp — 22) @ (96
= 21— )2 pé? g@—n ( — 12) Qi (1) @

HOEE
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olacak bigimde foz”” ee " li4ddd(80) = O ve (89 + 2m) — d(80) = 1 Szelliklerini
saglayan

[0,271] araliginda azalmayan bir dd(89) fonksiyonun mevcut olmasidir.

(3.20) esitligi ile taniml1 g9 fonksiyonu igin —¢¢ € PP ise Royster (1970), %) sinifina

ait fonksiyonlar i¢in asagidaki integral temsilini elde etmistir.
3.2.6 Teorem. ff €488m), (3.1) seri agilimina sahip bir fonksiyon olsun. Bu durumda

ff €48 olmast icin gerek ve yeter sart,

’ p2 2T

ff (@) = exp @@ 2log€ — e~ @li(0)) € (3.24)
(o — 2)?(1 — ppu)? 0
olacak bigimde
nm i 1 2nm

Qﬂdddd(ﬁﬂ) > ve <@dddi(66) =1 (3.25)

0 ppee 0

g

ozelliklerini saglayan, [0,2m] araliginda azalmayan bir di(88) fonksiyonunun

mevcut olmasidir.

Pfaltzgraff ve Pinchuk (1971) CCCC(pp) smifina ait fonksiyonlarin tiirevinin modiilii i¢in asagidaki

kesin st sinir1 elde etmislerdir.

3.2.7 Teorem ff € MMCCCC(pp) Ve zz = ree™ € DD\{pp} olsun. Bu durumda

17 @) < LA+ )2+ (p +m)?]
(1 + w2l — pl?[1 — ppz|

dur. Esitlik zz = —rr, 0 <rr <1 olmak iizere

2 - 1—mz
o) = QB TPy @
w I-m  z-pp pp

fonksiyonu i¢in gecerlidir.

iy noktasina gore yildizil olan ve (3.1) agihimina sahip ff € $§(pp) fonksiyonlarinin
10(



alt sinif $SSS(pp, wwg) ile gosterilmisti. ff € (CCC(pp) ise bu durumda mmgesinin
timleye-

10:



nindeki her bir wwy noktasi igin ff € $555(pp, wwp) oldugu aciktir. Ancak buradan belli bir
mp < |z| < 1 halka boélgesinde

uff” () uff () <0
Re @ + ff () 0= Re ff(zz) — wwg

sonucunu ¢ikarmak agik bir problem olarak durmaktadir.

(3.20) esitligi ile verilen ¢¢ fonksiyonu ve ff € §555(pp, wwo) ise DD dairesinde

w0 uff ()

l=p  z-p  ff(w) -
Wio

PP(zz) = (3.26)

fonksiyonunun reel kisminmn pozitif oldugu kolayca gosterilebilir. Boylece PP(xz) €
PP

dir.

(3.26) ile verilen PP(zz) € PP fonksiyonu i¢in (3.1) agihmina sahip ff € $S(pp)
fonksiyon- larinin - olusturdugu sinif 8, wip) ile gosterili. 0 <p <1 ise
bu durumda

$555(op, W) &R, wip) dir. J. Miller (1980) asagidaki teoremde ters kapsamanin genel-

de dogru olmadigini1 gostermistir

3.2.7 Teorem. 0 < pp < V2 — 1 iken S$55(pp, wig) =68, wip) dir. V2 — 1 <p < 1 iken
8, niy) sinifina ait olup $S$5(p, wp) sinifina ait olmayan bir ff fonksiyonu ve bir wig

noktas1 bulunabilir.

J. Miller (1980)%8, wiy) sinifina ait orijinde bir kutbu olan fonksiyonlar igin katsay1

sinirlar1 elde etmistir.

3.2.8 Teorem. ff, %8, i) sinifina ait (3.1) acilimina sahip analitik bir fonksiyon ol-

sun. Bu durumda z € DD* olmak tizere

[ee]

- 1-—- 1
p@= "R G- L+ (327)
PPWWo 2 - =

10:



biciminde tanimli gg fonksiyonu orijine gore yildizildir.
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Ispat. 0 < pp < 1 olmak iizere wy # 0 kabul edelim. Bu durumda gg fonksiyonu DD* de- lik

dairesinde analitiktir. gg fonksiyonunun logaritmik tiirevinden

9’ () _oopm PP uff ()
g w@ 1-m z -mw ff(m)—wp

bulunur. Eger ff € %8, i) ise bu esitlikten Db* bolgesinde Re[uzgg (z)/g9(z)] < 0 ol-
dugu gorilir. Boylece (3.26) bagintisindan sonug goriiliir. m

(3.27) esitliginde katsayilar hem gg hemde ff fonksiyonuna baghdir. Basit bir hesapla-

mayla
1 1
. —P- = (3.28)
(g = — WWO p
1 1 ady
_q +—0p+ 9 — (3.29)
h=17 0 PP Wi
ve uqy = 1 olmak tizere her m > 2 igin
1 1
@n:%%n—l - aaﬂn@ + pp_éi' aaﬂn+10 (3.30)

oldugu goriiliir. 2.2.6 Teoreminde z ile 1/ yer degistirse |c,,| < 2/(m + 1) elde edilir.
Bunu (3.28)’e uygularsak asagidaki sonug elde edilir.

3.2.9 Teorem. ff €%, ) ise

24 bp

@ +p2 =l = g _ e (3.31)

dr. Esitlik kk,, (zz) fonksiyonu igin gecerlidir.

J. Miller (1980), 3.1.9 Teoreminden hareketle 8@, wiy) sinifina ait fonksiyonlar icin

asagidaki katsayi esitsizliklerini elde etmistir.
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3.2.10 Teorem. ff eﬂ, i) fonksiyonu (3.1) agilimina sahip olsun. Bu durumda

laay —pp — 1/mp — wwp| < [wwo

ve her nn > 2 i¢in

2 |ww,
e  —(+1/mu +u |< ol

(3.33)
mil m m-1 mt1

dir. Her iki esitsizlik de kesindir.

(3.32)

Ispat. (3.32) ve (3.33) esitsizlikleri, (3.29) ve (3.30) bagintilarini 2.2.6 Teoreminde

verilen |cc,n| £ 2/(nn + 1) Clunie esitsizligine uygulanarak elde edilir. m

(3.32) bagintist igin esitlik wio = —pp/(1 + pp)? olmak iizere
g p Ul

PPwig

(zz — pp) (1 — ppz)

FF(z) = (1 + n)? + g

fonksiyonu igin gegerlidir. (3.33) bagintist igin ise esitlik her m>2 ve wip=

—m/(1 + pp?) olmak iizere

PPl 2

FF(z) = "H'l)';-I-WWO

(1+

77
(zz — pp) (1 — ppez)

fonksiyonu i¢in gecerlidir.m
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