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Bu tez bes bélimden olugmaktadir. 1. Bolim girig igin ayriddi. Ikinci

bolum; ¢cahgmanuz i¢in gerekli olan temel kavramlan igermektedir.

Ugtincii boliimde, Bikompleks sayilar, kuaterniyonlara benzer bir sekilde
ele alindt, daha sonra bikompleks sayilarin reel ve kompleks matris temsilleri elde

Dérdiinci bolimde; E4de bir M hiperyiizeyr uzerinde yatan bir o
egrisinin bikompleks sayilar yardimiyla belirledigi hareket incelendi. Ayrica bu

hareketin r. mertebeden ivine merkezleri arastirildi.

Besinci bolumde bikompleks saytlarin manifold yapist ve Lie grup yapist

ANAHTAR KELIMELER: Bikompleks say1, Donme, Oteleme,

Homotetik hareket, 1.ie Grubu.



i

ABSTRACT
Masters Thesis
BICOMPLEX NUMBERS AND THEIR APPLICATIONS

Faik BABADAG

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor : Asst. Prof. Dr. Yusuf YAYLI
1995, Page: 42

Jurv: Asst Prof Dr. Yusuf YAYLI

Prof. H.Hilmi HACISALIHOGLU
Assoc.Prof.Biilent KARAKAS

This thesis consists of five chapters. First chapter is devoted to the
introduction. In the second chapter, the basic concepts are given. In the third
chapter bicomplex numbers are studied with in the similarity concepts of

quaternions. Then the real and complex representation of bicomplex number are

obtained.

In the fourth chapter, the motion which is defined by a curve lying on a

M-hypersurface of E* with the help of bicomplex numbers is investigated.

The r th-order acceleration centers of this motion is also investigated.
Finaly in the fifth chapter, the manifold structure and lie structure of bicomplex

numbers are investigated.
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1. GIRIS
Bikompleks sayilar (6) da analiz yoniiyle ele alinmis ve genig bir sekilde

incelenmistir.

Bu ¢alismada, bikompleks sayilarin matris temsilleri ele alindi ve Hamilton
operatorlerine benzer Ozellikler tagidift gosterildi. Bikompleks sayilarin matris

temsillerinin, birer homotetik hareket yaptirdigr gosterildi.

Ayrica bir bikompleks e@ri ele alinarak bunun yardimiyla tanimlanan

homotetik hareket incelendi.

Son olarak bikompleks sayilarin Lie grup yapisi da ele alindt.
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2. TEMEL KAVRAMLAR
2.1. Afin Uzaylar
Tanmm 2.1.1. Afin Uzay
A#d bir,camlc ve V de 7 cismi tzerinde bir vektdr uzayi olsun.
Eger bir
X AXA ey V

donistmi P,Q € A nokialan i¢in

(P,Q)—— PQeV

seklinde tanimlannug ve asagidaki iki aksiyomu saghyor ise A ciimlesine V ile

birlegtiritmis bir afin uzay denir.
-3 -3 -
1) VP,Q ReA igin PR =PQ+ QR dir.

N
i) VPeA ve Va € V igin PQ =« olacak bigimde bir tek Q € A noktast

vardir.

)

PQ vektériinde P noktasina baslangig noktast ve Q noktasina ug noktasi
denir (Hacisalthoglu 1980).

Tanim 2.1.2. Afin Cati

Bir V vektor uzayr ile birlesen afin uzaylardan bin A olsun.

- Y -
Py, Py,.... P, € A noktalart igin PyP,PyP,,...,PP, € A vektorlerinin sistemi V nin

bir bazi ise

{Po.Pr.. Py}



nokta (n + l)- lisine A afin uzaymnm bir afin ¢atist denir (affine frame). Burada P,

noktasina ¢atinin baslangig noktast ve P; noktasina da ¢atinmn bitim noktasi denir

(Hactsalihoglu 1980).
Teorem 2.1.1.

Bir vektor uzayi ile birlesen afin uzaylardan biri A olsun. Belli bir P, € A

noktast seqildiginde baslangict P, olan bir afin ¢ati vardir (Iacisalthoglu 1980).

Teorem 2.1.1%in ifadesine gore V nin bir baz1 {a,,a:,...,a“ olsun. Her

-
bir 1,1<i1<n ig¢in PyP; =a; olacak sekilde bir tek P; € A noktasiin var

oldugunu biliyoruz.

O halde {P,,P,,..P,} nokta (n+1)-lisi bir afin catdir ve

{og,a5,...,a, } bazi verildiginde tektir.
Tanmm 2.1.3. Afin Doniisiim

Bir 7 cismi tzerinde tamimlanan iki vektor uzayr V| ve V, ile birlestirilmis

afin uzaylar, sirast ile A, ve A, olsun.
A —A,
bir dontisim oisun. Herhangi bir P € A noktast igin bir
xpVi—V,
- ,
doniisttmiint su sekilde tammlayahim. o € V| vektort igin o = PQ olacak sekilde

ikinci afin aksiyomuna gére tek olarak var olan nokta, Q € A olduguna gore

—_—
1p(e) = F(P)f(Q) dir (Hacisalihoglu 1980).
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Sekif 2.1.1
2.2. Oklid Uzaylar
Tanua 2.2.1. Oklid Uzayi

n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzayi V olsun. V ile birlesen bir A afin uzaymna

n-boyutlu Oklid Uzay: denir ve E" ile gosterilir (Hacisalihoglu 1980).

Tanun 2.2.2.

E" n-boyutlu Oklid uzaymmda bir nokta X olsun. E" de bir afin koordinat

sistemine gore X noktasinin koordinatiarn (x,,x,,...,x,,) olsun.
x;:E" —— IR
bilesenlerine E" in i-yinci koordinat fonksiyonu denir.
IR" standard reel afin uzay olmak iizere IR" de bir

<> IR"xIR" —— IR

i¢ qarpmu VX, Y €IR", X =(x1,X1,...,%,), Y =(¥1,¥2,-.-,¥n) igin



<. >(X,Y)=<X,Y>
n
=in)'i
i=1

bigiminde tammlayalim. Bu i¢ ¢arpima IR" de standart i¢ ¢carpim veya Oklid ic
¢arpmut  denir. Standart i¢ ¢arpmun tanimlr oldugu IR" vektér uzayt ile birlesen

IR" afin uzaymna n- boyutlu standart Oklid uzayt denir ve E™ ile gosterilir

(Hacisalthoglu 1980).

Tanmm 2.2.3. Oklid Catina

Bir n-boyutlu reel i¢ ¢arpim uzayt V olsun. V ile birlesen E" Oklid
uzayinda sirali bir {P;,Py,...,P,} nokta (n+1)-lisi igin eger {Pﬁl,Po_lgz,...,Pﬁn}

vektor sistemi V nin bir ortonormal bazi ise {Py,Py,...,P,} catisina dik gat (Oklid

Gatist) denir. (Hacisalihoglu 1980).

Tamm 2.2.4.

E" n-boyutlu Oklid uzayinda bir nokta X ve bu noktanin bilesenleri

(%1,%3,...,%, ) olsun.
x;  E" — IR

bilesenlerine E" in i-yinci koordinat fonksiyonu denir. Buna gore (x,X3,...,%,)

reel sayilan n-lisine Oklid koordinat sistemi denir (I facisalihogiu 1980).
2.3. Kat1 Bareketler

Tamm 2.3.1. Katt ilareketler

E" de d uzakhfim degismez birakan bir R fonksiyonuna E™ de bir katy

hareket denir. Yani



§)

R:E" —— E™"
fonksiyonu igin eger

d ( R(X).R(y)) = d(x._y) . Vx.yeE"

ise R ye bir kau harcket denir. E" in batin katt hareketlerinin cimlesi R(n) ile

gostertlir.
R(n)= {R| RE" —— E" d(R(x).R(y)) =d(x.y).Vx.y € E"}

dir (Hacsalihoglu 1980).

Teorem 2.3.1.

R € K(n) ise R birebir ve ortendir. Aynca R™" e K(n) dir (Hacisalihoglu
1980).

Teorem 2.3.2.

K{n) cimlesi dontsimierin  Dbirlesimi islemine  gore bir  gruptur
$ g Bruy

(Hacisalihoglu 1980).

Tamm 2.3.2. Basit Dénme R

E", n-boyutlu Oklid uzayinda bir R kati hareketi birebir ve uzakhg
koruyan bir donisiim oldugundan Teorem 2.3.1 de Verildigi gibi E" de, R aym
zamanda iizerinedir. O halde R(x)=x olacak sekilde bir x e E" noktas: sabit

tutulabilir, genc R bir hareket olarak kalabilir.

E"™ de R katt hareketlerinden bir noktayi sabit birakanlanimin ciimlesini

Rp(n) ile gosterelim.

Ko(n) = {Rq| Ry €X(n), K, (0) = 0}



Sabit birakilan nokta baslangic noktast 0=(0, ... ,0) olarak scgilebilir,

Buna gore VR € K(n) kat harcketi
n
(XY)=Y¥xiy; . VXYekb"
i=l

bigiminde tamimlanan i¢ garpuni korur.

Tamm 2.3.3. DOnme Hareketi
Ry: Ef —— R

donusimii 0 E" igin Ry(0)=0 ve x#0 olmak iizere VxeE" igin
x —— R(x) bigiminde tanumlanan bir hareket olsun. Ry, hareketine 0 etrafinda

E" nin bir dénme hareketi denir. E" nin 0 etrafindaki biitiin donmelerinin ciimlesi

Ko(n) ile gosterilir (Hacisalihogiu 1980),
Teorem 2.3.3.
I((‘(n) = {R()“{() € k(n) N R()(O) = O}

climlesi hareketlerin birlesimi (¢arpimi) islemine gore bir gruptur (Hacisalihoglu
1980).

Tamm 2.3.4. Oteleme
T:E" ——E"
dontgimi VX € E" | X =(x;,Xa,....X, ) igin
T(X)=(x; +t;.x3 +ta,.., X, +1t,), t;€lR [1<i<n

bigiminde tammli ise T ye E" deki bir 8teleme denir. E" deki bitin otelemelerin

ciimlest



()= {T]T(X) = (x) + tixy +1,) . ti €IR, X E" x; € IR]
tle gosterilir (Hacisalihoglu 1980).
Teorem 2.3.4.

l\’(n) grubu Gl,(n+ I,lR) grubunun bir altgrubu olarak ifade edilebilir,

oyleki,

VR e I\’(n) icin

dir, burada 1 <i,j<n ve [gij] € O(n) (Hacisalihoglu, 1980).

2.4. 1- Parametreli Homotetik Hareketler

Tammm 2.4.1. Homotetik Harcket

hA a
F=
0 ]

ile belirli dontisime E" de bir homotetik hareket denir.

Burada, h=hl, bir skalar matris, AeSO(n) ve aelR] dir
(Hacisalihoglu 1971).

Tanim 2.4.2, 1-Parametreli Homotetik Hareket

J < IR bir agik aralk, o€ J olsun. h:J—— IR fonksiyonu, A € SO(n)

matrisi ve nx 1 tipindeki a matrisi 'ye gore diferensiyelienebilir olmak tizere

elemanlar,



bigiminde tammh F(t) cumlesine E" in 1-parametreli homotetik hareketi denir

(Hacisalthoglu 1971).

h bir skaler oldugundan,
hl=l nTop
h
dir. B = hA denilirse

B~ =h AT = AT
h

elde edilir. Bir X € E" i¢in F(X)=BX+a noktalarinin geometrik yeri E" de bir

egridir.
Bu egriyi (y, ) ile gosterecegiz.
F(X)=BX+a

esitliginden t’ye gore tirev alinursa

dy 4By, pdX da
dt dt dt dte
elde edilir.
Tanum 2.4.3. (Mutlak Iz, Siiriiklenme 1hzi, Rolatif Hiz)

Y = BX + a hareketine ait

dy _dB X +B dX +_<_i_a_
dt dt dt dt

(2.4.1)



ifadesindeki —d!-’yc hareketin mutlak hiz, —dlEXJr—d—at—‘ye stiriklenme  huzi,

dt dt

B —d—?{(—ye de hareketin rolatif luzi denir (Hacisalihoglu 1971).
d
[Tareketli ve sabit uzayin her ikisinde de bir t aninda sabit olan bir nokta
icin
dy dX _dB da

= = X+—=0
dt dt dt dt

dir. Bu ortak sabit noktaya t anindaki ani pol noktasi denir. Bu ortak noktanin sabit

uzaydaki adi sabit pol noktast ve hareketli uzaydaki adi da harcketli pol noktasidr.

Teorem 2.4.1.

Y =BX +a bir homotetik hareket ise det (%?-) # 0 dir (Hacisalihoglu

1971).

Teorem 2.4.2.

n-boyutlu Oklid uzayt E" in homotetik harcketleri her n igin regiiler

hareketierdir (Hacisalithoglu 1971).

Teorem 2.4.3.

n-boyutlu Oklid uzay: E" in homotetik harcketi bir t aninda bir tek ani pol

noktasina sahiptir (Hacisalihoglu 1971).
2.5. ivmeler

(2.4.1) den t ye gore tekrar tiirev alinirsa,
Y=BX+a+2BX+BX

elde edilir. Buradan sirast 1le 'Y hareketin mutlak ivmesi, BX+a siiriiklenme



ivmesi, 2 B X coriolis ivmesi ve B \ rolatif ivmesidir. (Olcaylar 1971).
2.6. Bikompleks Sayilar

Tamim 2.6.1.

Bir kompleks say X|+1X5; X;,X> € IR ve i* =—1 bigimindedir.

Kompleks sayilar cimlesi € ile gosterilirse
q, ={x, +ix2|x,,x2 eIR}
dir,

Bikompleks sayilar ise ,

to

X=x,+iXs+jx3+ijx,; x, €IR, ISk<4ve i’

i
Il

~1; 1j=ji
bigimindedir ve
¢, ={X| +1X, +jx3+ijx4| X1,X2,X3,Xy4 GIR}
.':‘-‘{X] +ix2 +j(X3 +iX4)l X],Xz,X},Xd EIR}
= {Zl +j25; 21,23 EQ‘l}

biciminde de ifade edilir.

(5 de ikt cleman toplanabilir ve skaler ile ¢arpilabilir. Boylece €,

toplama ve garpma ile birlikte bir vektér uzayidir.

C, deki carpma su sekilde tammlanir.
X=X| +iX2 +jX3+in4
Y=y +iys+jyz+ijyy

X®Y carpilirken polinomlarm garptmu gibi ¢arpim  yapilir. Burada

i? = j2 = ~] ve 1j = ji ifadeleri de kullanilirsa



X®Y=(XIY| — XYy = X3¥3 +X4Yy)

+i(X1y2 + X2y = X3y ~X4Y3) (2.6.1)

*+ .i(xl)/.z ~Xa¥4 Xy - X4Ya)

+Hj(X1yq + Xay3 + X3y5 +X4y))

C,, ® islemine gore kapal, birlesimli degismeli ve ¢arpmmin toplama

dagilma ozelligi vardir. €, Banach Cebiridir (G.B.Price 1991).
2.7. (E" " de Egriler)
Tanum 2.7.1. (E" * de Egri)

n-boyutlu Oklid uzayr E" ve IR nin bir irtibath agik alt cimlesi I olmak

lizere,
ol IR—— E"
dontigiimii diferensiyellencbilir ise afl) camlesine E" “de bir egri denir,
Tamm 2.7.2. (Hiperyiizey)

E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n —1) boyutlu bir yiizey veya (n— 1)-yiizey

diye E" deki bos olmayan bir M ciimlesine denir. Oyleki bu M cimlesi

M= {x eUc EP| ry-—difhlic g .U agk cﬁmle}
x———((x)=C ‘

Vf' p #0, VpeM bigiminde tammlanur. E? de bir 1-ytizeye diizlemsel

egri denir. E* de bir 2-yiizeye sadece yiizey denir. E" de bir (n—1)-yiizey, n >3

olmasi halinde daha gok bir hiperyiizey olarak adlandirihir (Hacisalihoglu 1994).



2.8. Diierensiyeilenebilir Manifoidlar

Tamm 2.8.1. Topolojik Manifold

M bir Hausdorff uzay olsun. M nin herbir agik alt cimlesi E" nin bir agik
alt cimlesine homeomorf ve M sayilabilir coklukta agik cumlelerle ortiilebiliyorsa

M’ye n-boyutlu topolojik manifold denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanmm 2.8.2. Harita

M bir topolojik manifold olsun. Uc M acik alt ciimlesinden E" bir V

actk alt cimlesine bir

v U->V

homeomorfizm verilsin, (X,U) ikilisine M de bir koordinat komsulugu veya harita

denir (Hacisalihogiu 1980).

M

X; = y; oX olmak iizere X; lere X haritasina bagh koordinat fonksiyonlar: denir.
Tamm 2.8.3. Atlas

M n-boyutlu topolojik manifold ve A da « indislerinin ciimlest olsun.

U, © M agik alt ciimlelerinin



{U“}a € A ailesi M nin bir ortiisii olsun. Herbir U, nin E" deki bir V,,

agik alt ciimlesine homeomorf oldugunu kabul edelim. Boylece elde edilen

(o> Vie ) haritalarmm

= {(X“ * V“ )}(xe/\

ailesinc M nin koordinat komsulugu sistemi veya atlast denir (Hacisalihoglu 1980).

Tanmm 2.8.4. C' Simfindan Atlas

n-boyutlu M topolojik manifoldunun bir atlasi

S= {(e: Vil e

olsun.

X(l(vu ) M X[%(Vﬂ) # (b
olacak sekilde her («t.B) € A x A igin il °oXp ve X,}' oX, fonksiyonlar: r € IN
igin C' siifindan ise S atlastna C' sinufindan atlas denir (Hacisalihoglu 1993).

Tanmm 2.8.5. Diferensiyelienebilir Manifold

M bir n-boyutlu manifold ve M nin bir S atlasi C" siifindan ise M ye n-

boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold denir.
2.9. Lie Grubu

Tanim 2.9.1. Lie Grubu

Bir M diferensiyellencbilir manifold ve bir G grubu verilmis olsun. Eger

asagidaki aksiyomlar saglanirsa (M,G) ikilisine bir Lie Grubu dentr.

L; : M nin noktalart G nin elemanlan ile gakisir.



in MxM———M
(a,b) — ab”!
islemi her yerde diferensiyellenebilirdir,

M ye Lic Grubunun temel manifoldu ve G'ye de temel grubu denir

(Hacisalihoglu 1980).

Tanmim 2.9.2. Matris Lie Grubu

{[aij] I a € IR} matris uzaymnn bir alt manifoldu, matrislerin ¢arpimi
nxn

islemine gore bir grup ise bu gruba Matris Lic Grubu denir (Hacsalihoglu 1980).



3. BIKOMPLEKS SAYILAR

Biz bikompleks sayilart kaynak (6)’ya bagh kalmak tizere, kuaterniyon

tecorisine paralel olarak ele alacagiz.

Bir bikompleks sayr, siralt dort saymin 11,1, j, ij gibi dort birime eslik

ctmesiyle tanumlanabilir.

Burada, birinct birim t1 bir reel saytdur, difier ¢ birim ise

= (3.1.1)
N2 g2
(i) = ()" =+
ozelliklerine sahiptir. Boylece bir bikompleks say

X=X| +iX2 +jX3 +in4 s X1,X0,X3,Xy eIR

bigiminde ifade edilebilir. Burada x;,x,,x3,x; reel sayilarma X bikompleks

sayisinin bilesenleri denir.

Biitiin bikompleks sayilann camlesini €, ile gosterelim. Bu durumda

Ty ={X| X=x +ixy +jxy+ijx; . x; €IR 1Sk <4} yazilabilir.
Topiama islemi

D: q;) XGZ —-‘—‘)Qz
(X.Y) XEBY:("‘l+Yl)+i(x2+Y2)+j(x3+Y3)

+ ij(X4 + y4)

olarak tammlamir. Boylece (C,,+) ikilisi bir Abel grubudur. Buradaki etkisiz

eleman sifir bikompleks sayisidir ve (0,0,0,0) siralt dortliisinden bagka birsey

degildir.



Skalar ile Carpma

O [RXQ‘Z——)QQ

(a,X)——a G X = ax, +iax, + jax; +ijax,
seklinde tanimlanan dis iglem icin:
a0 (X®Y) =(a0X)®(a0Y):VaelR , VX,Ye(,
ii. (a+b)O X =(aOIX)€B(bO X),Va,belR ,VXeC,
iii. (2.6)0 X=20 (bO X)
iv. 10X=X

O halde {C,,®,IR+, -, O} sistemi bir reel vektor uzayidir. Kisaca bu uzay1 €, ile

gosterecegiz ve €, deki @ igleminde + ile gosterilecek.

Carpma

(X,Y)—X®Y=Y®X
islemi asaBidaki ¢carpim tablosu ile tanimlanir.

AN BN B

IR

0 TS T T R

il i - (3.1.2)
il o -

Buna gore
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X®Y=(x, +iXy + X3 +ijx4)®(yl +1y, + jy; +ijy4)
+H(x1y1 = xay2 —x3y3 + X4Y4)
+i(xyyy +X2¥) = X3¥4 = X4Y3)
+i(x1y2 —%2ya + X3} = x4¥2)

+Hij{xy4 +X2y3+ X3y2 + X4y))

Boylece bikompleks sayilann ¢arpiminin gu ozelliklere sahip oldugu

kolayca goritiir.

a) Iki bikompleks saymnin ¢arpum bir bikompleks sayidir.
b) Bikompleks say1 ¢arpimi birlesimlidir,

c) Bikompleks sayt ¢arpimt dagiimlidir,

d) Bikompleks sayr carpimi degismelidir (ij = ji).

Bu ozellikleriyie {T,,®,IR +, -, O,®} sistemi bir cebirdir. Bu cebire bikompleks
say1 cebiri denir ve kisaca €, ile gosterilir. Bu cebirin bir bazi {l,i, j,ij} ve boyutu 4

ddr,
3.1. Bikompleks Sgyliarxn Reel Matris Gosterimi
Cy ={X| X=x, +ixy + jx3 +ijx4 , x4 € IR}
C,, Reel vektor uzayidir. €, nin bazi,
{l,i,j,ij} dir.
T:C; — Hom(C,,C,)
X—T(X)= Tx |

doniistimii VY € €, igin,
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Tx:Cy —C,
Y—Tx(Y)=X®Y
=Y®X

seklinde tanimlayalim.
T(Y+Z)=T,Y+T,Z
Ty(AY)=ATY , AelR

oldugundan T, lineerdir. $imdi T, lineer donusimiine kargihk gelen matris

hesaplayalim.

TX(1)=X®I=X=X] +1Xy + jX3 +1jX4
Te(i) = X®i = ix; =%y +ijx;5 — jxg
To(j) =X ® j = jx; +ijxy = x5 —ixy
T(ij) = X@ij =1ijX| — jXy —iX3 + X4

X1 —X5y —X3 X4

Fa

T(X)=|"2 P T T | (3.1.3)
X3 X4 X1 —X3

X4 X3 X2 X1

Bu matris (6) da tanimhi Hamilton operatorlerine ¢ok benzerdir.
Kuarterniyon degisimli olmadig: i¢in sagdan ve soldan ¢arpimlarimin her biri igin
ayn ayn farkh iki matris bulunur. Fakat burada tek bir matris elde edilir. Hamilton

operatorlerine benzedigi igin T, matrisini T(X) ile gosterecegiz.



1 000 0 -1 0 O 00 -1 O 0 0 0 1
0 1 00 1 0 0 O 0 0 0 -1 0 0 -1 0
T(X)=Xl +X2 +X3 +X4
0 010 0 0 0 -1 1 0 0 O 0 -1 0 0
0 0 01 0 0 1 0 01 0 0 1 0 0 0
- — N [ S o
E, A A B,

G ciimlest IR44 uzaynin bir alt uzayidir.

Sp{E;,E,,E3,E4} =G dir ve Boy G =4 diir.
1€C, icin T(1)=E,
ieC, igin T(i)=E,
j€€, igin T(j)=E;

ijeC, i¢in T(ij)=E,

oldugu gorilar.

E3E4 = E4E" = "‘Ez

Bu ozellikler (6) daki Hamilton operatorlerinde sozi edilen E; matrislerinin

6zelliklerine benzemektedir.



3.2. Bikompleks Saydarmm Kompleks Matris Gisterimi
¢, ={XIX= X; +ixo + Xy +ijX4 , Xy € IR}
X=(xl +iX2)+j(X3+iX4) ) jz = -]

=z)+jz,, 21,2, €

yazilabilir. Bu ise iki kompleks sayinin terkibi seklindedir.

2 =-1f

C,, €, sayilan tizerinde bir vektor uzayidir. Bu uzayin baz {1, j} dir.

@2 = {Z] + sz

TX:Q72 —*——)@2
Y—T,(Y)=XY=YX

Tx(l)= X=(Z] +j22)

Tx(j)= Xj=(z, +j7,2)j

=zj+j(z2) . T =-1

=21j—12,
="‘Z2+j22
Z] —~Z9
T(X)= -
() Lz Zl]
i 0+ 0 -1
=z z
Mo 11 1 o
R R e
T Tj

Ozel olarak  z(,z, kompleks sayilarit z; =a, z, =b, Va,belR gibi reel



T(X)z[b a (3.1.4)

buise X =a+ jb kompleks sayisinin matris gosterimidir.



4. HOMOTETIK HAREKET

41 E%de Bir M Hiperyiizeyi Uzerinde Yatan Bir o Egrisinin Bikompleks
Sayilar Yardimiyla Belirledigi Hareket

E* de, M={(xy,x2,X3,%4)€E*| fE'—SR ,X#0
X X]X4"‘"X2X3=O

cimlesini ele alalim. Vf {p;& 0, VpeM oldugunda M, E* de bir hiperyiizeydir.

Simdi M tizerinde bir o egrisini,

alclR—M
t——a(t) = (o (1), cua (t),05(t), 04 (1))
olarak alalim,

oft) nin her noktasiu bikompleks sayr gibi dustiniirsek aft) ye kargilik

gelen matris (3.1.3) den,

ar(t)  -oa(t)  —as(t) o))
B o2 (t) o(t)  —ay(t)  —os(t)
B=Tal = at) —ou(t) o) —os(t) @10
ag(t)  as(t)  oap(t)  oy(t))
dir. Egrimiz baglangigtan gegmeyen bir egri olmak tizere, bu matris
Cag(t)  —op(t)  —as(t)  ay(t)]
h h h
a(t)  ou(t) —oat)  —os(t)
=p| B h h = 2
BElln) —aal)  olt) —op) | #12)
h h h h
as(t)  asz(t)  ax(t) oyt
L h h h h




seklinde yaziabilir. Burada

hilcIR—— IR

(= (1) = o0 = yor] +ad +ai +o

Yt igin h(l) #0 dir.

Teorem 4.1.1.

B =h A esithigindeki, A n;atrisi reel ortogonal matristir,

ispat: a(t) e M, a;(t)oy(t)—a3(t).as(t)=0 ve(4.1.2.) de belli olan
A matrisi i¢in

AAT=ATA =1,

ve

det A = |

dir. Bu isc A matrisinin ortogonal olmasi demektir.
4.2. Bir Paremetreli Hareket

Sabit uzayr R, hareketli uzayida R, ile gosterelim. O zaman Ry’in R ye

gore 1-paremetreli hareketini Ry / R ile gosterecegiz



Xn

l(tt

C ~\| a(t)

Sekil 4.1.

Vtigin C(t)=aft)-ufty) olmak tizere (Sekil 4.1) Ry /R bir paremetreli

hareketi

T

ile tanumlanabilir.

Burada X ve X, herhangi bir noktanin, sirast ile sabit ve harekeli uzaydaki

yer vektorleridir,

Teorent 4.2.1.

E' Oklid uzayinda (4.2.1.) ile tanimlanan hareket bir homotetik

harekettir.
ispat: (4.1.1) ile belli olan B matrisi,
B=hA

seklinde yazilabili. A € SO(4) oldugundan bu matrisin belirledigi hareket bir

homotetik harekettir.



Teorem 4.2.2.

.. ) o a . .
o(t) birim hizl egri ve — L= -—l— olsun. Bu taktirde B = hA nin B tiirev
05] Ly

matrisi reel ortogonal bir matristir.

3 « . . - - - . « .2 . .
Ispat: «(t) birim hizli bir egri oldugundan otl2 —Iu% +az + az‘ =1 dir.

o a g .
—L = =3 saglandigindan
Qs Oy

-

BB =B'B=1, vedetB=1 dir.
Bu ise ispati tamamlar.
4.3. Hareketin Pol Egrileri ve Pol Noktalan

R, /R, I-parametreli hareketinde herhangi bir t aninda hem R, da hem

de R de sabit olan noktaya hareketin o andaki pol noktasi denir.

Noktamiz hem R, da hem de R de sabit olduguna gore siiriiklenme hiz1

sifir olacaktir. Yani
BX+C=0 43.1)

olacaktir. Bu denklemin ¢6ziimii ile bulunacak nokta hareketin R, daki o ana ait

pol noktasidir.

Teorem 4.2.2 den, detB=1 ve (4.3.1) esitligi Vt igin daima X=-B"'C

¢oziimiine sahiptir. Buradan asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3.1.

R ’daki Vt anina tekabiil eden pol noktast oOteleme vektoriinin o

noktadaki ~ C hiz vektoriniin B! kadar déndurilmastyle elde edilir.



Teorem 4.3.2.

E" de bir uzay egrisi boyunca tamimlanan (4.2.1) de belli olan homotetik

hareketinde Vt aninda bir tek pol noktast vardir.
4.4. Pol Egrilerinin Birbiri Uzerindeki Hareketi

R 'daki q pol noktast igin stiriiklenme hizt sifir olsun. O zaman
Bqy+C=0 | (4.4.1)
oldugundan.
q=Bq,+C
ifadesinden R dcki q pol noktasinin iz vektort igin
q=DBq, (4.4.2)
bulunur.

Hareketli ve sabit uzaydaki pol noktalarinin geometrik yerlerine, sirast ile, hareketli

pol egrisi ve sabit pol egrisi adt verilir,

Bu egrilerin yay parametrelerini, sirasi ile, ds ve ds, olarak gosterirsek

(4.4.2) den norm alinarak

Jafdr=]Baofat
= | hAqf|dt
=|h|.|qofdt . h >0
= ]
veya

ds = hds,

oldugu goriliir.



Teorem 4.4.1.

E' de bir uzay cgrisi boyunca tammlianan B = hA esitliginde pol egrileri

birbirt Gzerinde kayarak yuvarlanirlar. Hareketin kayma yuvarlanma miktart h dir.
4.5. Yiiksck Mertebeden ivme Merkezleri
Tanm 4.5.1.
Bir t aninda stirtiklenme ivinesi sifir olan noktalart arayahm.
Bx,+C=0 (4.5.1)
denklemini saglayan noktalara 1. mertebeden ivme merkezleri diyoruz.

r. mertebeden siiriiklenme ivmesinin sifir oldugu noktalara (¢-1).mertebeden ivme
merkezieri denir. (r-1) inct mertebeden siiriiklenme ivmesi igin (4.5.1) den ardigik

turevler alinarak

v =BWx, +C" (4.5.2)
bulunur. {r-1). mertebeden ivme merkezi

BMx,+CM =0 | (4.5.3)

denkleminin ¢oziim vektoriyle bellidir. Simdi hareketin yiitksek mertebeden ivme

merkezlerini bulalim.

r r
pn =958 ve CP) _4C
di’ dt’
(N 4O
ile gosterelim. Ayrica c(t) r. mertebeden regiiler bir egri ve zr) = (3r) olsun.
o o,

4 2 do

Bu ise, E (™) 20 ol = :
i 1\ L o dt’
i=




Buradan

4 2
Z(QE”) + 2(oc(2').(x§') ~a(l').af{’)

l L — > J

=0

-
[}

2

4 2
det B(V = Z(agr))
i=1
bulunur. Dolayistyla

det B 20

dir. Boylece Vt aninda (r-1). mertebeden ivine merkezleri igin (4.5.3) ifadesinden

det B 0 oldugundan

X, = B0 (—C"))
bulunur. Bu deger

X=BX,+C
de yerine yazilirsa

X = B[B‘”" (—C)"’] +C

elde edilir. Bu bize sabit uzaydaki (r-1). mertebeden ivine merkezini verir.



Ornek: alclR—sMcE*
1 ) .
t—a(t) = (cost,sint,cost,sint)

el

“d(t)” =1, a(t) birim hizh ve —# = % dir.

Dolayssiyla 4. bolimdeki teoremlerin hepsi bu egri igin gergeklenir.
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5. MATRIS LIiE GRUBU

Tamm (2.6.1)’de bikompleks sayilarin ciimlesi X ile gosterilmigti. 3.
boliimde bikompleks sayilarin matris temsilleri elde edilmisti. Simdi,

rxl X2 TX3 Xy
| X2 X TXy X3
N={T= %, € IR
X3 —X4 X1 —Xa2
X4 X3 X X

ctimiesini ele alalim.

{N,+,XR,+,-,-} sistemi bir vektor vzayidir. Gosterebiliriz ki N ciimlesi

matris ¢arpimt islemine gore bir cebirdir.

Xy —X3 —X3 X4
T:C)——— N
Xl Xl —X4 —X_;
(xixax3xq)  1(x) =
X:( —X4 X1 —X2

X4 X3 X3 X

T, 1:1veortendir. Aynca VX, Y€€, ve VCeIR igin,
T(X+Y) = T(X)+T(Y)

T(X.Y) = T(X).T(Y)

T(CX) = C.T(X) dir.

O halde T fonksiyonu bir cebir izomorfizmidir, C, ve N nin izomorf

olmast nedeniyle €, {izerindeki incelemelert N iizerinde yapacagiz.

N ctimlesine cebirsel olarak soyle de bakilabilir.



(5%
12

Bunun igin bir

XnoXz % X 4 UKSEKOGRETIn KURWRU
X2 X KXo qpd K UMANTASYON MERKG&*

Xy X3 X1y Xy

X2
g X Xq3 Xy

matrisini ele alalim. Bunun elemanlan asagidaki bagintilart sagfasin.

X1 =X = X{|~ X3 =0
X1 = X33 = Xi;—X33=0
Xn=Xa = XXy =0
Xj¢ =—Xa3 = Xy tx3=0
Xjg = X322 = Xig + X3 =0
Xig =Xa1 = Xy ~Xq =0 (5.1.1)
X =X B X txp =0
X13 = X24 = X3=Xu =0
Xj3 =—X3; = X;3+x3,=0
X|35"Xg2 = Xj3tXgpn =0
X1 =X = X3+ X34 =0
X21 = Xa3 = Xy —X43 =0

(5.1.1) denklem sistemi homojen lineer denklem sistemi olup 16
bilinmeyen, 12 denklemden olusur. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin
ranki 12 olup, ¢ozim uzayinin boyutu 4 olmalidir. Bu durumda 16 bilinmeyenin 4

tanesini keyfi secersek diger bilinmeyenler bunlar cinsinden bulunur.
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X1 =Xy
X2 =X
X13 =—X3
X14 = X4

segersek denklem sisteminin ¢dziimi

X1 —X32 —X3 X4
X2 X —X4 —X3
X3 —X4 X1 —X3

X4 X3 X3 X3

bigimindeki matrisler olur. Bu matrislerin ciimlesi N oldugundan (5.1.1) denklem

sisteminin ¢oziim ciimlesi N dir.
Bundan sonraki paragrafta N nin manifold yapisim ele alacagiz.

5.1. N nin Manifold Yapis:

g: N > IR?
Xl —Xz —X3 X4
X2 X1 X4 X3

T= —~—>g(T)=(x,,x2,x3,x4)
X3 —Xy4 X1 —X9

X4 X3 X2 Xl

fonksiyonu 1:1 ve ortendir. g{T)=IR* olup g(T) agiktr. x; ler sirekli
g Y i

oldugundan g ve g™ siireklidir.

(g,N) ikilisi N nin bir haritasidir,

Aynica {(g,N)} tek haritalt atlas diferensiyellenebilirdir. Béylece N bu atlasla

birlikte diferensiyellenebilir bir manifolddur.
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N nin ¢arpmaya gore grup yapisi yoktur. Simdi N nin bir alt climlesinin

Lie grup yapisint aragtiralim.

Xy —X2 —X3 X4
X X —X4 —X

M={T=|"? : 4 3 X(Xq4 —X3X3=0,X#0
X3 —'X4 Xl —'X2

Xq4 X3 X2 X

M < N dir. M nin homeomorfizmlerini kurmak igin IR? deki agtk alt ciimlelen

tanimlayalim.
Ay ={(x1,%2.%3) | x4 =0, x; #0}
Ay ={(x1,%5,%4) | x3 =0, x; #0}
Az ={(x1,%3,%4) | x2 =0, x5 % 0}

A4 ={(X2,X3,X4)I Xi =O, X4 -’#O} dir.

Xy —Xq —Xj X4
X X —X —-X

M; = 2 l 4 X1X4 = XXz ve X;#0
X3 X4 Xy ~X»
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’“—’““—“"Al
X})
| »X2,
X! M X7x3 "‘)(X]
0; ~
X # [Xl X1,X73, —

X1

Xy
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. . A
X3 #O, X3.M3————'——'—9 3
(Xl, X1X4 ,X3,X4]—'?(X|,X3,X4)
X3
4
/

X1

X4?&0; X.4ZM4~——————-§A4

( X3X3 ,x,,x3,x4)—> (xz,x3,x4)

34

>x3
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(X;,M;) ler M nin birer haritalaridir, {(Xi,Mi)}i=12 44 de M nin bir

atlasidir,

Simdi M nin diferensiyellenebilir Manifold oldugunu gosterelim.

x1#0 , T(X)eM,
= A=T(X) e M| "M, dir.
Xy #0 R 'rCX>€§h42

M, M,

X1 XEI
A - %2 A
A, p A,
/ 21 =Xz X7 -
012 =X 0%
(Xl,Xz,X3) X X X2X3
. 1>52> X1
¢21:Hi3 %"{3

X2X3
(Xl,xz,x.%)—“"‘"““)(xl,xz, " )
1

»X2X3
¢21(X1,X2,X3)=[X1,X2> " )
1
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001y , 001
ox;  Oxj

Ve

mevcut ve sireklidir. Dolayisiyla M diferensiyellenebilir bir

manifolddur. S$imdi N nin grup yapisini olusturalim.

5.2. Bikompleks Sayiarin Lie Grubu

Bir onceki paragrafta M nin diferensiyellenebilir manifold oldugunu

gostermistik, M tizerindeki grup iglemi olarak matris garpimi iglemini alabiliriz.

) . MxM—sM

(A,B) AB
X] =Xz X3 X4 Yiu Y2 Y3 Y4
x —— — — -
A= 2 X X4 X3 B= Y2 ¥ Y4 Y3
X3 —X4 X} ~X2 Y3 =Y¥Y4 V1 Y2
X4 X3 X2 Xy Ya Y3 Y2 Yi

X1 Xy —X3 Xy Y1 Y2 Y3 Ya
X X —X —X = =
AB= 2 1 4 3(tY2 Wi Ya Y3
X3 —Xg4 X1 “X20(¥Y3 ¥4 Y1 Y2
X4 X3 X2 Xy Ya Y3 Y2 Yi
Z1 —Zy i3 Z4

AB=Z=

Z4 Zy Zy Z

Z]1 =X1Y1—X2Y2 —X3Y3 T X4Y4
Zy =Xy +X1¥2 —X4Y3 —X3Y4
Z3 =X3Y1—X43Y2 +X1¥Y3—X2Y4

Z4 =X4Y1+X3Y2 +Xoy3 Xy, dir

detZ=det(A.B)=detA.detB=0 oldugundan (Z,,Z,,Z3,Z,)#0.
Aynica Z,Z, = Z,Z; dir. Bu durumda A.Be M dir.
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(A.B).C=A.(B.C)
i) VAeM igin [;A=Al; =A
iv) VAe M igin,

AT

Al =
2 2 2 2
(X] +X2+X3 +X4)

oldugundan A~ e M dir.

v) A B=BA
dolayistyla (M, .) iklisi bir Abel grubudur.

Simdi de M deki grup isleminin diferensiyellenebilir oldugunu gosterelim.

. MxM > M

(A,B) | A.B™
IR3 x IR} 2 > IR
(xlyx2ax3)x(y1,y2’}’3) (thZ’f_})

Burada fy,f,,f; fonksiyonlan, x; ve y; Oklid koordinat fonksiyonlarina
baghdirlar, fy,f,,f; fonksiyonlanmin diferensiyellenebilic oldugu gdsterilebilir.

Dolayistyla M bir Lie grubudur.
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6. SONUCLAR

1) Bikompleks sayilarin kuaterniyonlara benzer sekilde verilebilecegi

gosterildi.
2) Bikompleks sayilarin reel matris ve kompleks matris gosterimi verildi.

3) E¥’de bir M hiperyiizeyi iizerinde yatan bir ot egrisinin bikompleks

sayilar yardimi ile belirledigi hareket incelendi.
4) Hareketin yitksek mertebeden ivme merkezleri elde edildi.

5) Bikompleks sayilarin Manifold ve Lie Grubu yapist verildi.



41

KAYNAKLAR

AGRAWAL, O.P. 1987. Hamilton Operators And Dval-Number Quaternions In
Spatial Kinematic Mec-Mach Theory vol 22, No-6 printed in Britain.

HACISALIHOGLU, H.H. 1980. Yiiksck Diferensiyel Geometriye Girig. Firat
Universitesi Yayini, s. 59-70, 73-80, 239-250.

HACISALIHOGLU, H.H. 1980. Yiiksekboyutlu Uzaylarda Déniigimler ve
Geometriler. Inonii Universitesi Temel Bilimler Fakiltesi Yaymn, s. 1-18,
49-55, 78-85.

HACISALIHOGLU, H.H. 1983. Hareket Geometrisi ve Kuateniyonlar Teorisi.
Gazi Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi Yayny, s. 78-94.

HACISALIHOGLU, H.H. 1994. Diferensiyel Geometri Ankara Universitesi Fen
Fakiiltesi Yayni, s. 23-30.

PRICE, G.B.1991. An Introduction to Multicomplex Spaces and Functions.
Marcel Dekker, Inc: New York. 1(1)-44(1).

YAYLY, Y. 1992. Mech. Mach theory 27(3), 303-305.



)

OZGECMIS

1969 yihinda Kirtkkale'de dogdu. 1lk, orta ve lise 8grenimini Kirntkkale'de
tamamladi. 1987 yilinda girdigi Ankara Universitesi Fen Fakilltesi Matematik
Belimit'nden 1991 yilinda matematikgi olarak mezun oldu. Eyliil 1992 tarihinde,
Ankara Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti, Geometri Anabilim Dalinda Yiksek
Lisans 8grenimine basladi. Aralik 1992 tarihinden itibaren Kirikkale Universitesi

Meslek Yiksekokulu'nda Matematik Ogretim Gorevlisi olarak gorev yapmaktadir,



