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OZET

FUZZY, INTUITIONISTIC FUZZY VE TEMPORAL INTUITIONISTIC FUZZY
KUME TEORISINDE UZAKLIK - BENZERLIK OLCULERI VE TOPOLOJIiK
OZELLIKLER

KUTLU, Fatih
Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Tunay BILGIN
Ekim 2016, 253 Sayfa

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliim tez ¢alismasinin konusu
ile ilgili bazi literatiir bildirislerine ayrilmustir. Ikinci boliimde tez calismasinda
kullanilan temel kavramlar detaylica aktarilmustir. Uciincii boliimde fuzzy kiimeler
iizerinde taniml metrik, fuzzy uzaklik, fuzzy benzerlik, fuzzy entropi ve fuzzy kapsama
Olciileri ile alakali temel yaklasimlar verilmistir. Dordiincii boliimde intuitionistic fuzzy
kiimeler i¢in bir 6nceki boliimde arastirilan kavramlar incelenmis ve intuitionistic fuzzy
sayilar i¢in sendograf metrik tanimlanmig ve bazi temel topolojik Ozellikleri
incelenmistir. Bu boliimiin sonunda intuitionistic fuzzy uzaklik ve benzerlik dlgiileri ile
Sostak manasinda topoloji tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir. Besinci
boliimde temporal intuitionistic fuzzy kiimeler ile ilgili temel kavramlar tanitilmis,
Sostak manasinda temporal intuitionistic fuzzy topoloji tanimlanmistir. Bu béliimiin
devaminda Sostak manasinda temporal intuitionistic fuzzy topolojiler igin siireklilik, ic,
kapanis ve kompaktlik gibi temel topolojik kavramlar tanimlanmig ve bazi 6zellikleri
incelenmistir. Altinct boliimde temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in uzaklik,
benzerlik, entropi ve kapsama Ol¢iisli tanimlanmis ve bu kavramlar arasindaki iliskiler
incelenmistir. Yedinci bolimde giiriiltii eklenmis goriintiiler {izerinde fuzzy ve

intuitionistic fuzzy benzerlik Ol¢iilerinin benzerlik saptama performanslari incelenmistir.

Anahtar kelimeler: Benzerlik 6lgiisii, Entropi, Fuzzy kiime, Intuitionistic fuzzy

kiime, Kapsama 0l¢iisli, Temporal intuitionistic fuzzy kiime, Uzaklik 6l¢iisii.






ABSTRACT

DISTANCE AND SIMILARITY MEASURES ON THEORY OF FUZZY,
INTUITIONISTIC FUZZY AND TEMPORAL INTUITIONISTIC FUZZY SETS
AND TOPOLOGICAL PROPERTIES

KUTLU, Fatih
Ph. D. Thesis, Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Tunay BILGIN
October 2016, 253 Pages

This study consists of seven chapters. The first chapter has been devoted to some
literature notices about the thesis subject. In the second chapter, the fundamental
concepts used in thesis study have been presented in detail. In the third section, basic
approaches associated with fuzzy metric defined on the sets, fuzzy distance, fuzzy
similarity, fuzzy entropy and fuzzy inclusion measurements have been given. In the
fourth chapter, the concepts explored in the previous section have been investigated for
intuitionistic fuzzy sets and stenograph metric has been defined for intuitionistic fuzzy
numbers and some basic topological properties have been examined. Besides at the end
of this chapter the topology in Sostak’s sense have been defined by using intuitionistic
fuzzy distance and similarity measures and some properties of this topology have been
examined. In the fifth chapter, the basic concepts related to temporal intuitionistic fuzzy
sets have been introduced; temporal intuitionistic fuzzy topology in Sostak’s sense has
been defined. In the rest of this section, the basic topological concepts like continuity,
interior, closure and compactness for temporal intuitionistic fuzzy topologies in
Sostak’s sense have been defined and some properties of them have been examined. In
the sixth section, distance, similarity, entropy and inclusion measures for temporal
intuitionistic fuzzy sets have been defined and the relationships between these concepts
have been examined. In the seventh chapter, the similarity detection performances of
fuzzy and intuitionistic fuzzy similarity measures on the noise added images have been

investigated.

Keywords: Fuzzy sets, Intuitionistic fuzzy sets, Temporal intuitionistic fuzzy

sets, Distance measure, Similarity measure, Entropy, Inclusion measure.
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1. GIRIS

Fuzzy (bulanik) kiime tanimi ilk olarak 1965 yilinda Zadeh tarafindan
yapilmistir. Klasik yaklasimin aksine fuzzy kiime teorisinde bir kiimeye ait olmak
iiyelik derecesi ad1 verilen bir deger ile derecelendirilmektedir. Bu yaklagimin sonucu
olarak, klasik kiime teorisinde bir kiimeye ait olma veya olmama gibi sadece iki durum
var iken fuzzy kiime teorisinde liye olma cesitli sekillerde derecelendirilebilmektedir.
Bu teori, gerek matematikte gerekse miihendislik alanlarinda hem mevcut ¢aligma
alanlarinin yeniden degerlendirilmesine hem de bir¢ok yeni ¢aligma alaninin dogmasina
neden oldu. Zadeh’in yapmis oldugu bu calisma basta bilgisayar teknolojileri olmak
iizere bilim ve teknolojinin birgok alaninda genis bir uygulama alani bulmus ve bircok
yeniligin Onciisii olmustur.

Fuzzy kiime teorisi birgok farkli yaklasimla genisletilmistir. Bunlardan biri de
Atanassov (1983) tarafindan tanimlanan intuitionistic (sezgisel) fuzzy kiime kavramidir.
Bu kavramda, fuzzy kiime mantiginda bulunan bir elemanin belli bir kiimeye iiyelik
derecesi ile beraber iiye olmama derecesini de tanimlanmakta, iiyelik ve liye olmama
derecelerinin toplamlarmin 1 ‘den kii¢iik veya esit olma sarti getirilmektedir. Bu iki
derecelendirmeye ek olarak, {iye olma ve liye olmama degerlerinin toplaminin birden
cikarilmasi ile belirsizlik derecesi adi verilen tigilincii bir deger daha elde edilir. Bu ii¢
deger ile beraber intuitionistic fuzzy kiime teorisinin bipolar durumlarm (olumlu-
olumsuz, siyah-beyaz, vb.) ve kesin olmayan bilgilerin ele alinmasinda oldukga etkili
bir yontem oldugu literatiirde bu teori ile alakali uygulama caligmalarmnin giin gectikge
artmasi ile ispatlanmaktadir.

Matematigin temel tanimlarindan olan metrik, fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiime
teorisinde bir¢cok farkli sekilde ve anlayista tanimlanmistir. Fuzzy kiimeler i¢in ilk
olarak Kramosil ve Michalek (1975) tarafindan tanimlanan fuzzy metrik kavrami birgok
farkli arastirmaci tarafindan farkh yaklagimlar ile tanimlanmistir. Bunlara 6rnek olarak
Erceg (1979), Dubois ve Prade (1980), Kloeden (1980), Deng (1982), Diamond ve
Kloeden (1983), Dubois ve Prade (1983), Abu Osman (1983), Chaudhuri ve Rosenfeld
(1983), Kaleva ve Seikkala (1984), Rosenfeld (1985), Gerla ve Volpe (1986), Boxer
(1997), Fan (1998), Voxman (1998), Bednar (2005) yaklasimlari verilebilir. Diger



taraftan bu yaklasimlardan farkli olarak Liu (1992) fuzzy uzaklik olglusu, fuzzy
benzerlik olgusu, fuzzy entropi kavramlarnini tammlamistir,. Bu yaklasim diger
yaklasimlardan farkh olarak benzerlik, orinti tamma, goranti isleme, ¢oklu kriterli
karar verme problemleri gibi bir¢ok alanda uygulama alani bulmustur.

Intuitionistic fuzzy kiimeler uzaymda metrik kavrami fuzzy kiimelerde oldugu
gibi birgok farkli sekilde ele alinmistir. Bunlara 6rnek olarak Park (2004), Guha ve
Chakraborty (2010), Melliani ve ark., (2015) tarafindan verilen metrik uzaylar
verilebilir. Fuzzy kiimelerde oldugu gibi intuitionistic fuzzy kiimeler i¢inde uzaklik
Olciisii, benzerlik Olciisii, entropi ve kapsama Olciisii ad1 verilen bir¢ok farkli 6lcti
tanimlanmistir. Bu Olgiilerin ilk Ornekleri Atanassov (1999) tarafindan intuitionistic
fuzzy kiimeler arasinda reel degerli uzaklik Slgiileri olarak tanimlamistir. Ardindan
Szmidt ve Kacprzyk (2000), (2009), Grzegorzewski (2004), Wang ve Xin (2005),
Huang ve ark. (2005) gibi c¢alismalarda farkli reel degerli uzaklik Olgiileri
tanimlanmistir. Ote yandan benzerlik 6lgiisii tanim1 da Liu (1992) yaklasimma uygun
olarak Dengfen ve Chuntian (2002), Liang ve Shi (2003), Mitchell (2003), Hung ve
Yang (2008) tarafindan incelenmistir. Atanassov (2003) intuitionistic fuzzy metrik ve
intuitionistic fuzzy say1 gibi kavramlarin hala birer agik problem oldugunu belirtmis ve
bunlarin 6zelliklerinin arastirilmasmnin  bu teori ve uygulamadaki sikintilarin
giderilmesinde Oncii olacagini savunmustur. Diger taraftan Zadeh (2007) genel geger bir
benzerlik Olgiisii tanimlanmamasmin hali hazirda cevaplanmamis bir muamma
oldugunu belirtmistir.

Reel diinyaya ait kavramlar genellikle zamana baghdir. Yani bu kavramlarin
incelenen 6zellikleri zamana bagl olarak degisiklik gosterebileceginden kavramlarin
matematiksel olarak daha iyi ele alimmasi, daha spesifik manada bu kavramlari
intuitionistic fuzzy kiime olarak tanimlarken elde edecegimiz iiyelik ve iiye olmama
derecelerinin tanimlanmasi, igin ele aldigimiz uzaydaki elemanlar ile birlikte ele alinan
zaman kiimesindeki zaman anma bagli olan yeni bir tanimmin kurulmasi ihtiyact
dogmustur. Literatlirdeki bu eksigin giderilmesi i¢in Atanassov (1991) temporal
intuitionistic fuzzy kiime adi verilen yeni bir kiime teorisi tanimlamistir. Oldukga yeni
bir caligma alani olan temporal intuitionistic fuzzy kiimeler ile ilgili yapilan ¢aligma

sayilar1 giin gectikce artmakta ve konunun dnemi daha iyi anlasilmaktadir.



Bu ¢alisma kapsaminda fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiime uzaylarindaki metrik
ve daha genel olarak uzaklik kavramlar1 detaylica incelenmis olup intuitionistic fuzzy
uzaklik ve benzerlik 6lgiileri ile Sostak ve Chang manasinda topoloji tanimlanmustir.
Diger taraftan temporal intuitionistic fuzzy kiimeler icin Chang ve Sostak manasinda
topolojiler tanimlanmig, bu uzaylarda siireklilik, kompaktlik gibi temel kavramlar
tanimlanmistir. Ayrica temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢cin uzaklik o6l¢iisi,
benzerlik Olgiisii, entropi ve kapsama Olglisii tanimlamalar1 yapilmis ve bunlar
arasindaki temel bagintilar incelenmistir. Calismanmn son kisminda giiriiltii eklenmis
goriintiiler izerinde fuzzy ve intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢iilerinin benzerlik saptama

performanslari 6lgiilmiistiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez ¢alismasinda kullanilacak olan temel tanim ve kavramlar
verilmistir. Oncellikle fuzzy kiime kavrami ve temel ozellikleri tamitilmis ardindan
intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in benzer tanimlamalar verilmistir. Bu bolimiin son
kisminda fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler iizerinde tanimlanan topolojilere ve

bunlar iizerinde tanimlanan temel tanim ve 6zelliklere yer verilmistir.
2.1 Fuzzy Kiime Teorisi

Tamim 2.1.1: X bostan farkli bir kiime olmak {izere X tlizerinde A fuzzy kiimesi

Myt X — | =[0,1] olmak tlzere Az{(X,,uA(X)); Xe X} seklinde tanimlanir. Burada

Vxe X igin ,uA(X) degerine X ’in A fuzzy kiimesine ait olma (iiyelik) derecesi ve u,

fonksiyonuna da iiyelik fonksiyonu denir. Tanimdan anlasilacagi iizere her A klasik
(crisp) kiimesi
1 xeA
X)=
Z(%) {0 xe A
ile taniml1 karakteristik fonksiyonu ile bir fuzzy kiime olarak ifade edilebilir. X kiimesi
iizerinde tanimli tiim fuzzy kiimelerin ailesini FS* ile gosterelim (Zadeh, 1965).

Fuzzy kiimeler tiyelik fonksiyonunun deger kiimesine gore de isimlendirilirler.

Ornegin [0,1] aralig1 yerine bir L latisi lizerine tanimli fuzzy kiimeler L-fuzzy kiime

veya liyelik derecesi bir fuzzy kiime olarak verilmis ise bu bir tip-2 fuzzy kiime adini

alir (Zadeh, 1965).

Tamm 2.1.2: X bostan farkli bir kiime olmak iizere X iizerinde i= {(X,,ui (X)); Xe X}

ve ():{(X,,uﬁ(x)); XEX} fuzzy kiimeleri her Xe X i¢in ,ui(X)zl ve yb(x):o ile

tanimlidir (Zimmermann, 2001).



Tanim 2.1.3:

5

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X lizerinde A ve B fuzzy

kiimeleri A= {(X,,uA (X)); Xe X} ve B= {(X,,uB (X)); Xe X} ile verilmis olsun. Bu

kabuller tizerine fuzzy kiimeler uzayinda temel kiime islemleri asagidaki sekilde

tanimlanir.

1. A=B < herxeX igin s, (X)= 5 (X),

2. AcB < herxeX iginp, (X)< 1y (),

3. ﬂz{(x,l—,uA(x)); X e X},

4, AuBz{(x,yAuB(x)); X e X}:{(x,,uA(x)v,uB(x)); X € X},

5. AmBz{(x,,uAmB(x)); X e X}:{(x,yA(x)/\,uB(x)); X e X}

(Zadeh, 1965).

Bu tanimlamalar ile birlikte fuzzy kiimeler uzayinda asagidaki temel kiime

ozelliklerinin saglandig1 asikardir:

a.
b.

C.

A=A
AuUuB=BUA,
ANB=BnNA.

(AUB)UC=AU(BUC),
(AnB)NC=ANn(BNC).

AUA=A,
AnA=A.




(Zadeh, 1965).
Yukarida bahsettigimiz islemlerin genellestirilmesi olarak t— norm ve t-
conorm tanimlari sirastyla asagidaki sekilde verilir.

a,b,cel olmak tiizere bir t— norm asagidaki sartlar1 saglayan t: I x| — |
doniistimiidiir:

1. Birim Eleman: 1, doniisiimiin birim elemanidir. Yani t(l, a) =a,

2. Monotonluk: a<b = t(a,c)<t(b,c),

3. Degisme Ozelligi: t(a,b)=t(b,a),

4. Birlesme Ozelligi t(a,t(b,c))=t(t(a,b),c) (Szmidt 2013).
Bu oOzelliklerden anlasilacagi iizere t— norm monoton azalmayan donisimdiir ve
t(a,0)=0 ifadesini saglar. Cok kullamlan t— normlara &rnek olarak: minimum,
cebirsel ¢arpma ve t(a,b)=max(0,a+b-1) ile tanimli Lukasiewicz t- normlari

verilebilir (Szmidt 2013).

Diger taraftan, a,b,c el olmak iizere bir t— conorm (diger bir ifade ile S—
norm) asagidaki sartlari saglayan S:1x1 — | doniisimiidiir:

1. Birim Eleman: 0, doniisiimiin birim elemanidir. Yani s(0,a)=a,

2. Monotonluk: a<b = s(a,c)<s(b,c),

3. Degisme Ozelligi: s(a,b) = s(b,a) ,

4. Birlesme Ozelligi s(a,s(b,c))=s(s(a,b),c) (Szmidt 2013).
Literatiirde  sikga  kullanilan t— conormlara Ornek olarak: maximum
s(a,b)=a+b—ab ile tanimli olasiliksal ¢arpma ve t(a,b)zmin(L a+b) ile tamiml
Lukasiewicz t— conormlar1 verilebilir. Bu tanimlamalar ile birlikte t—norm ve t—
conorm tanmimlarinin s(a,b) :1—t(1—a,1—b) bagintis1 ile dual kavramlar oldugu

kolayca goriiliir (Szmidt 2013).

Tanmm 2.1.4: X bostan farkli bir kiilme ve a €l olsun. g: X — 1 ve belirli xe X

a X=X

elemani i¢in tiyelik fonksiyonu her x' € X igin q(x’) = {O v ile tanimlanan fuzzy



kiimeye X ‘de fuzzy nokta denir. X noktasina bu fuzzy noktanin destegi ve a degerine
de bu fuzzy noktanm degeri denir. Yukarida tanimlanan fuzzy nokta q; ile gosterilir.
q? fuzzy noktasmin tiimleyeni @ “ ile gosterilir. A, X iizerinde tamimli bir fuzzy
kiime olmak lizere Qg° fuzzy noktasi eger u,(X,)>a, ise A fuzzy kiimesine aittir
denir. Bu durum ¢;° € A ile gosterilir (Deng, 1982).

X kiimesinde taniml tiim fuzzy noktalar kiimesini FP* ile gosterelim. Asagida
fuzzy noktalar ile ilgili sik¢a kullanilan 6zellikler verilmistir. Bu Ozellikler ile daha

detayli bilgi icin Deng (1980) ve Deng (1982) ¢alismalarina bagvurulabilir.

Teorem 2.15: X bostan farkh bir kiime AA€lFS* |, «a, o) o, a,€(01],

X, X, X, € IFS* olmak iizere

1' A:Uq?,

qy €A

2. qerA:EIioeJ icin d, € A,

ied

3. g e[)A=Viel icin qf €A,

ied

4. Q' =0, < X=X, Ve @, <a,,

5 0. eqzvevield icin ¢, € A= g eﬂA,

ied
6. q;‘fe,&@Elale<1—ao(qf;¢A)c>qi;a°£yA,
7. Qe A=da>aq icin g €A,
8. A0 = Jo, € A

(Deng, 1982).

Tanim 2.16: A , X kiimesi tizerinde bir fuzzy kiime olmak {iizere
Supp(A)z{Xe X;,uA(X)>0} crisp kiimesine A kiimesinin destegi (support) denir

(Zimmermann, 2001).



Tammm 2.1.7: A, X kiimesi iizerinde bir fuzzy kiime olmak iizere x ’niin aldig1
maksimum degere A fuzzy kiimesinin yiiksekligi denir. Eger A fuzzy kiimesinin
yiiksekligi 1 ise, yani 3X € X i¢in g, (X) =1 ise, A fuzzy kiimesine, normal fuzzy kiime

denir (Dubois ve Prade, 1980).

Tanmm 2.1.8: A , X kiimesi 1lzerinde bir fuzzy kiime olmak {izere

A" = {X € X;,uA(X) > a} kiimesine A fuzzy kiimesinin o —seviye kiimesi denir. A, R

’de tamimlandiginda « —seviye kiimesi bir kapali araliktir. Bu nedenle A“, a —seviye

kiimesi | 1~ (), " () ] arah: ile ifade edilir (Dubois ve Prade, 1980).

Tamm 2.1.9: A, X kiimesi iizerinde bir fuzzy kiime olmak iizere Vx,ye X Ve
A€[01] igin g, (AX+(1-2)y)=min{u, (x), 1, (y)} sartm sagliyorsa A °ya fuzzy
konveks denir. Diger taraftan X,y e X ve A€[01] icin
pp(Ax+(1=2)y) <max{u, (), . (Y)} sartim sagliyorsa A ’ya fuzzy konkav denir
(Zadeh, 1965).

Tanim 2.1.10: R {izerinde taniml A fuzzy kiimesi asagidaki sartlar1 sagliyor ise u’ye
bir fuzzy say1 denir.

1. A, fuzzy konveks,

2. A, normal fuzzy kiime,

3. A, iist yar1 siirekli,

4 Supp(A) = {X; M (X) > O} kiimesinin kapanis1 kompakttir.
R iizerinde tanimli tim fuzzy sayilarinin kiimesini FN ile gosterelim (Dubois ve

Prade, 1980).

Tamm 2.1.11: A fuzzy kiimesi her t<0 igin x,(t)=0 oluyor ise negatif olmayan

(non-negatif) fuzzy sayr adint alir. FN ’deki tiim negatif olmayan fuzzy sayilarin

kiimesini G ile gosterilecektir (Dubois ve Prade, 1980).



Tamm 2.1.12: Ave B iki fuzzy say1 olmak iizere Vt e Rigin 1, (t)= s (t) ise Ave

B fuzzy sayilarina esit fuzzy sayilar denir (Dubois ve Prade, 1980).

Tanim 2.1.13: Fuzzy sayilar lizerinde aritmetik islemler asagidaki gibi tanimlanir.

X,¥,ZeRve A ve B fuzzy say1 olsun. O halde;
1. A+B(z)=sup {min(yA(x), ,uB(y))},
Z=X+Yy

2. A—B(z)=sup min(u,(X), (X)),

7=X-Yy

3. AB(z)=supmin(,(x), us(x)).

=Xy

4. A/B(z)=supmin(u,(X), s (x))

z=X/y

Fuzzy sayilar uzayinda toplamsal ve c¢arpimsal birimler sirasi ile asagidaki

— 1 x=0 — 1 x=1
0 = 1 = .
(%) {0, x#0 ' () {0, x#1

—A fuzzy sayis1 0—A seklinde tamimlanir. Fuzzy sayilar iizerinde aritmetik

sekilde tanimlanir.

islemlerin tanimma uygun olarak (—,)(X)=u,(—X) ve A—B=A+(-B) seklinde

max (1, (X), 1, (=X)), x>0,

tanimlanir. A fuzzy sayisim mutlak degeri |A|(X):{O 0
., x<0.

seklinde tanimlanir (Kaleva ve Seikkala, 1980).

Lemma 2.1.14 Ave B iki fuzzy say1 olmak lizere A” :[af‘,bl"] ve B* :[a;‘,b;’]
olsun. O halde asagidaki esitlikler saglanir.

1. (A+B)” =[a1“ +a,%,b” +b2“],

2. (AB) =[a"a,".b"b," |,

3. (A-B) =[a 2 b

(1Y [1 1
4, a?>0ise | — | =| —,— |,
* LAJ {bf‘ af}



10

t)la

5. (|A)" = max{o.a by} max | Ja°
(Kaleva ve Seikkala, 1980).

Asagidaki lemma verilen bir kapali araligin bir fuzzy saymin o« —seviye kiimesi

aia

olup olmadigina dair bir 6l¢ii verir.

Onerme 2.1.15: 0< o <1 olmak iizere [a“,b“] , bos olmayan kapali araliklarin ailesi
olsun. Eger;
1. Tim O<g <ea, i¢in [a“l , ba‘l] - [a“z , b”’2] ,
2. a ’ya yakmsayan, her artan {¢}c(01] dizisi i¢in
[lima® Jimb* |=[a”,b" Jdrr.
k— k—o0
Sartlar1 saglaniyorsa [a“ , b“] kapali aralig1 bir fuzzy saymmin « — seviye kiimesidir.

Tersine eger [a“,b“] kapali bir fuzzy saymin o —seviye kiimesi ise yukaridaki sartlar

saglanir (Kaleva ve Seikkala, 1980).
Literatiirde fuzzy sayilar i¢in birgok siralama 6l¢iisii tanimlanmistir. Asagida en

sik kullanilan 6l¢iilerden biri tanitilacaktir.

Tanmim 2.1.16: FN fuzzy sayilar uzayinda kismi siralama bagintis1 < asagidaki sekilde

tanimlanir. A, B € FN olmak {izere A” =[a1“,b1“] ve B :[a;‘,b;’] olsun. O halde

A<Bancak ve ancak a“ <a,” ve b* <b,“dir. AXB bagintisi u, liyelik fonksiyonunun
Hg (X) tiyelik fonksiyonundan solda oldugu manasina gelir (Kaleva ve Seikkala, 1980).
Mizumoto ve Tanaka (1981), < ve < kismi sralama bagmtilarin1 asagidaki

tanimlamistir. A BeFS* olmak iizere (AvB)(X)= sup min(,uA(S),,uB(r)) ve
x=max(s,r)
(/1/'\77)(X): sup min(,uA(S),,uB(r)) olarak tanimlansm. O halde < ve <
x=min(s,r)
bagntilar1
1. A<B< AvB=B,
2. A<B< AAB=A.
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seklinde tanimlanir. Ayrica bu kismi siralama bagintilar1 konveks normal fuzzy sayilar
kiimesinde de gegerlidir. A B e FS* olmak iizere A” =[a1“,b1“] ve B” :[aza,bZ“]
olsun. O halde asagidaki ifadelerin dogrulugu agik bir sekilde goriiliir:

1. (AAB)” :[min(al",a;‘), min(bl“,bza )} ,

2. (AvB)"* =[max(af‘,a2“), max(bf‘,bz" )]
Bu son ifadeler ile < ve < kismi siralama bagntilar1 ile < kismi siralama bagmtisinin
birbirine denk oldugu gérillir. FN °de mutlak esitsizlik < ; A" =[ab" | ve
B* :[aza,b;’] olmak iizere A<B < a“<a,” ve b“<b,” seklinde tanimlanir

(Mizumoto ve Tanaka, 1981).

Tamm 2.1.17: {A },FN *de bir dizi olmak iizere ¥neNigin A =[a,",b,“ ] olsun.
Eger A” :[a“,b“] olacak sekildle AeFN icin lima “ —a“ ve limb“ —b” ise

n—o0 n—o

{Ah} dizisi A’ya yakinsaktir denir ve lim A, = A ile gosterilir. Bu sekilde tanimlanan

n—o0
yakinsakliga o« — seviye yakimsaklik denir. Ayrica fuzzy sayr uzayinda, {iiyelik

fonksiyonlarmin noktasal yakimsakligi da tanimlanabilir. Fakat bu tanimin bazi

dezavantajlar1 vardir. Ornegin ceR ve |C|Sl icin {Ah} ={C_”} seklinde tanimlanan

dizi 0 fuzzy sayisina noktasal olarak yakinsamaz. Fakat bu dizi,f) kiimesine yakinsar

(Kaleva ve Seikkala, 1980).
2.2 Intuitionistic Fuzzy Kiime

Tanmim 2.2.1: X bostan farkli bir kiime olmak tizere X {izerinde bir intuitionistic fuzzy

kiime (IFS), Vxe X igin 0< g, (X)+7,(X)<lsartim saglayan p,: X —>1,7,:X -1
fonksiyonlar olmak iizere A= {(X,,uA(X),nA(X)): X e X} kiimesidir. Her xe X i¢in
yA(X) ve 77A(X) sayilar1 sirasiyla X ’in Aintuitionistic fuzzy kiimesine iiyelik derecesi

ve liye olmama derecesi olarak adlandirilir. B = {(X, U (X)): Xe X} fuzzy kiimesi i¢in
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UB(X)zl—,uB(X) olarak tanimlanarak bir intuitionistic fuzzy kiime elde edilebilir

(Atanassov, 1983).

Her bir x e X i¢in Aintuitionistic fuzzy kiimesinde X ’intuitionistic fuzzy indeksi
7o (X)=1— 1, (X)—17,(x) ile tammlanir. 7,(x) belirsizlik (indeterminacy) veya
tereddiit (hesitation) derecesi olarak adlandirilir. X kiimesi iizerinde tanimli tim
intuitionistic fuzzy kiimelerin ailesini IFS* ile gosterelim (Atanassov, 1983).

Simdi sayilar teorisinde tanimlanan ve IFS kavramini daha iy1 agiklayacak bir

ornek verelim.

Ornek 222: n , 2’den biyik veya esit bir dogal sayr olmak iizere

F(n)z{x;lg X < n,(x,n):l}olsun. Burada (x,n) ile n ile x ’in ortak bélenlerinin en
biiyiigii ~ gosterilmektedir.  card (F (n)) =¢,(n) diyelim.  Benzer  sekilde

®, (n) =card ({X;1< x<n, x/ n}) olarak tamimlayalim Bu iki ifadeden yararlanarak

n) ¢, (n
n>2 icin V(n):(% rE ) &, r(] )] fonksiyony ammanabillr.  Actkea
0< rEn)Jr% r(]n) <1 esitsizliginin saglandigi goriiliir. Ornek olarak V(3)=(%,§j,

V(12)=(%,%j, V(15)=[%,%J .V fonksiyonu her bir n dogal sayisi igin

boliinebilme ve bolinememe derecelerini tanimlar. Boylece V  fonksiyonundan

. n n
yararlanarak N = {[n %T() , wj neN } ile bir IFS tanimlanir (Atanassov, 2012).

Bilindigi lizere fuzzy kiimelerin tek bir geometrik gdsterimi vardir. Buna karsin
intuitionistic fuzzy kiimeler bircok sekilde geometrik olarak gosterilebilir. Bunlari
kronolojik olarak siralarsak ilk olarak, Atanassov tarafindan verilen ve en sik kullanilan

asagidaki gosterim verilebilir. Bu gosterim iki boyutludur ve ayrica iyelik ve iiye

olmama derecelerinin ayri1 ayri olarak g¢izilir. A:{(X,,uA(X),nA(X))Z Xe X} bir IFS

olmak tzere:



13

HA

VA

0

Sekil 2.1. Intuitionistic fuzzy kiimelerin ayrik gdsterimi (Atanassov, 2012).

Atanassov, intuitionistic fuzzy kiimelerin geometrik i¢in bir diger gosterim

seklini asagidaki 6rnekte goriilebilecegi lizere bir ikizkenar liggen iizerinde kurmustur.

Ornek 2.2.3: X = {Xl, X,, X3} kiimesi iizerinde tanimlanmis

A={(%,0.2,0.8),(x,,0.2,0),(x;,0.5,0.1)} intuitionistic fuzzy kiimesini asagidaki

sekilde gosterebiliriz. Asagidaki grafikte her bir IFS’ye ait liglincii birlesenler belirsizlik
derecesini gostermektedir. Burada MN dogrusuna paralel olan dogru {izerinde bulunan
her bir IFS ayni belirsizlik derecesine sahiptir. Dogrular, orijine yaklastikga belirsizlik
derecesi artmakta ve MN dogrusuna yaklastik¢a belirsizlik azalmaktadir (Szmidt, 2014).

4 N0, 1, 0}

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

(0.5,79,1,0.4)

»
D 0102032040506 07 08 09 1Mﬂ' 0.9)

Sekil 2.2. Intuitionistic fuzzy kiimelerin iki boyutlu gosterimi (Szmidt, 2014).



14

Szmidt ve Kacprzyk 2000 ¢alismasinda iiye olma ve iiye olmama dereceleri ile
birlikte belirsizlik derecesinin de eklenmesi ile IFS’lerin asagidaki sekilde birim kiipiin
icerindeki MNH tiggeni igerisinde gosterilebilecegini belirtmislerdir. Burada MNH
iicgeninin ylizeyinde bulunan noktalarin koordinatlar1 o noktanin IFS’ye iiye olma, iiye

olmama ve belirsizlik derecelerini gosterir (Szmidt, 2014).

H (0,0,1)

4'\

0 (0,0,0) M (1,0,0)

N (0,1,0)

Sekil 2.3. Intuitionistic fuzzy kiimelerin {i¢ boyutlu gosterimi (Szmidt, 2014).

Intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in bir diger gosterim sekli Yang ve Chiclana

(2009) tarafindan tanimlanan kiiresel gosterimdir. Bu gosterimde bir A intuitionistic

fuzzy kiimesi ¢, (a) +1, ( a) +7T, (a) =1 olmasindan yararlanilarak ve kiire denklemi
x> +y? +2% =1 ifadesinde x, (a)= X, 1, (x)= y? ve m,(X)=2" segilerek elde edilen

koordinatlarin bir kiire {izerinde ifade edilmesi ile gosterilir. Yang ve Chiclana bu
gosterimden yararlanarak intuitionistic fuzzy kiimeler tizerinde bazi uzaklik tanimlari

vermistir (Yang ve Chiclana, 2009).
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Sekil 2.4. Intuitionistic fuzzy kiimelerin kiiresel gosterimi (Yang ve Chiclana, 2009).

Intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in diger bir gosterim yontemi de Atanassova
(2012) tarafindan verilmistir. Asagidaki sekilde goriilebilecegi tizere en igteki kisim bir
intuitionistic fuzzy kiimenin tiyelik derecesini en distaki kisimda {iye olmama derecesini
gostermektedir. Arada kalan kisim ise belirsizlik derecesini belirtmektedir. Bu gosterim
zaman serileri ile ifade edilen veriler, ¢oklu girisli (multivaried) veriler veya herhangi

bir dongiisel 6zellik igeren veriler i¢in uygundur (Atanassova, 2012).

10

1'F -\ 0

N\
N

N

}\\\\

PN

Sekil 2.5. Intuitionistic fuzzy kiimelerin radar kiimesi gosterimi (Atanassova, 2012).

Intuitionistic fuzzy kiimeler {izerinde temel kiime islemleri asagidaki sekilde

tanimlanmustir.
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Tanmm 2.2.4. A ve B, X lizerinde birer IFS olmak iizere;
1. AcB e Vxe Xigin s, (X)< gt (X) Ve 17,(X) 2775 (x)
2. A=B&S AcBve B A
3. A={(x14(%) 4 (x)): X X
4. ACB ={(x,min {z, (x), 4, (X)}, max{rp, (), 7, (4)}): x < X
5. AUB ={(xmax {1, (x). 15 (X)} min {7, ()., (¥)}): x < X
6. A+B={(X, 1, (X)+ 115 (X) = 0 (X)-115 (X), 77 (X) 776 (X)): X € X }

7. AB={(x,yA(x).yB(x),nA(x)HyB(x)—nA(x).ryB(x ) xe X}
(Atanassov, 2012).

Bu islemlere ait temel 6zellikleri asagidaki 6nermede verecegiz.

Onerme 2.2.5: A, B, C X kiimesi iizerinde birer IFS olmak iizere yukarida tanimlanan
islemler asagidaki 6zellikleri saglar:
1. Degisme Ozelligi:
AnB=BnA, AuB=BUA, A+B=B+A,AB=B.A
2. Birlesme Ozelligi:
(AnB)NC=ANn(BNC), (AuB)uC=AU(BUC),
(A+B)+C=A+(B+C),(AB)C=A(BC)

3. Dagilma Ozelligi:

(AnB)uC=(AuC)n(BuUC), (AnB)+C=(A+C)n(B+C)
(AB).C=(AC)(BC), (AUB)C =(ANC)U(BAC)
(AUB)+C=(A+C)u(B+C), (AUB).C=(AC)uU(BC)
(A+B).Cc(AC)+(BC), (AB)+C>(A+C).(B+C),

4. Tek Kuvvet:

ANA=A, AUA=A
5. Tiimlemeye Ait Ozellikler

AnB=AuUB, AUB=ANB,A+B=AB,

)>I
os]
Il
pd
+
vy)
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(Atanassov, 2012).
Atanassov ayni calismasinda her IFS’yi fuzzy kiimeye (FS) ye geviren ve

gereklilik (necessity) ve olasilik (possibility) operatorlerini karsilayan iki operator

tanimlamistr. A bir IFS  olmak iizere DA:{(X,,uA(X),l—,uA(X));XeX}

OA= {(X,l—nA (X), 77, (X)) Xe X} seklinde tanimlanmistir. Eger burada s6z konusu

olan IFS kiime klasik fuzzy kiimeden elde edilmis ise oA=A=0A olur. Bu
operatorlerin fuzzy kiime teorisinde karsilig1 bulunmamaktadir Simdi bu operatorler ile
ilging 6zellikler kazanan iki baginti1 tanimi verecegiz. A, B; X kiimesi {izerinde birer

IFS olmak iizere VX e X igin

i. Ac, B ancak ve ancak , (X)< 1 (),

ii. Ac, Bancak ve ancak 77,(X)2>1(X).

Bu tanimlamalar ile birlikte asagidaki 6zelliklerin saglandigi asikardir:

1. Ac, Bancak ve ancak oA coB
2. Ac, Bancak ve ancak 0Ac OB
3. Ac,BveAc, B ancak ve ancak Ac B

c_vec, bagntilarinin IFS uzayinda bir yari-siralama (quasi-orderings) oldugu

fakat lineer siralama olmadig1 agikga goriiliir (Atanassov, 2012).
Tanmm 2.2.6: X bostan farkli bir kiime ve o, Sl ve a+ <1 olsun. Belirli xe X

a x=X
eleman: igin tyelik fonksiyonu her X' e X igin yq(x'):{o ¥ ve liye olmama
+

f x=X

1 , ile tanimlanan intuitionistic fuzzy kiimeye X ‘de
X#X

fonksiyonu 77, (x') :{

intuitionistic fuzzy nokta denir. X noktasina bu fuzzy noktanimn destegi ve (a, 8) ikilisine
de bu intuitionistic fuzzy noktanin degeri denir. Yukarida tanimlanan fuzzy nokta qia’ﬂ )
ile gosterilir. A, X ilizerinde tanimli bir IFS olmak iizere qioa’m intuitionistic fuzzy
noktast igin eger s, (X% )=a ve 17,(X,)< Sise A intuitionistic fuzzy kiimesine aittir

denir. Bu durum qi;’"ﬁ> € A ile gosterilir (Lee ve Lee, 2000).
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X iizerinde tanimh tiim intuitionistic fuzzy noktalarin kiimesini IFP* ile
gosterelim. Intuitionistic fuzzy nokta kavrammin tanimi itibariyle fuzzy noktalarin

ozelliklerini (Teorem 2.1.5) sagladig1 asikardir.

Tanim 2.2.7: Intuitionistic fuzzy say1 tanimi ilk olarak Burillo ve ark. (1994) tarafindan
asagidaki sartlar1 saglayan A intuitionistic fuzzy kiimesi olarak tanimlanmustir.

I Areel sayilar lizerinde tanimlanan bir intuitionistic fuzzy kiimedir.

ii.  Anormaldir. Yanien az birx, € Rigin s, (X%,)=1. (bdylece 77,(x)=0)

iii.  u, uyelik fonksiyonu fuzzy konvekstir. Yani VX,X, R ve /”Le[O,l] igin
pp (A% + A= A)%, ) 2 min{ 1, (%), 11, (X,)} esitsizligi saglanr.

iv.  n,iye olmama fonksiyonu fuzzy konkavdr. Yani VX, X, € R ve 4 e[O,l] icin

N (ﬂn(1 +(l—}t) Xz) < max {77A (X1) 4 (% )} esitsizligi saglanir.
(Burillo ve ark., 1994).

Grzegorzewski (2003) intuitionistic fuzzy say1 kavrammi tekrar tanimlamustir.

A= {(X, ,uA(X),nA(X) ): X ER} intuitionistic fuzzy kiimesi eger asagidaki sartlari
sagliyorsa fuzzy say1 olarak adlandirilir:

l. A, if-normaldir. z, (%,)=1ve,(x)=1 esitliklerini saglayan en az iki X, ,X

reel sayilar1 vardir.
Il. A, if-konvekstir. Yani iyelik fonksiyonu fuzzy konveks ve iiye olmama

fonksiyonu fuzzy konkavdir.

1. u,tyelik fonksiyonu st yari siirekli ve 77, liye olmama fonksiyonu alt yari
stireklidir.

V. Supp(A) =cl ({X; Ha (X) >0, 17, (X)< 1}) kiimesi R ’nin sinirlt bir alt kiimesidir.
Yukaridaki  tamimlamaya gore A intuitionistic  fuzzy sayist  igin

a,<b <a,<b,<a,<b, <a, <b,sartin1 saglayan a, a,, a,, a,, b, b, ,b; ,b, sekiz

reel say1 ve IFN’nin bdliimleri olarak adlandirilan f,,g,,h, k, :R—>1; f, ve k,
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azalmayan ve g,, h, artmayan fonksiyonlar1 olmak iizere ,iiyelik fonksiyonu ve iiye

olmama fonksiyonu 7, , sirasiyla, asagidaki sekilde tanimlanur:

0, X<a
f.(x), a<x<a,
#a () =11, aSXsay
ga(x), a,<x<a,
0, a, <X
ve
1, X<b
ha(X), b <x<b,
1 (X)=10, b, <x<b,
ka(X), by<x<b,
1, b, <X

Intuitionistic fuzzy sayilar kiimesi IFN ile gosterilir (Grzegorzewski, 2003).

Tanm 2.2.8: U= {(X,,uu (x),7, (X)); xeRR, }ii(;gen sekilli intuitionistic fuzzy sayisi

iiyelik ve liye olmama fonksiyonu sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanmis intuitionistic

fuzzy sayidir.
X—a.
- a, <X<a,,
0, —0y
a,—X
_ 3
,uu(x)— a, <X,
x; — &,
0 diger durumlar.
ve
a, —X
2 a SX<Lay,
o, -
X—a, ,
UU(X)Z p o, XL as,
a3 — &,
1 diger durumlar.
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Burada o, <o, <, <, <&, sartim saglayan reel sayilardir. o, @, sayilarma sirastyla;
tiyelik fonksiyonunun sag ve sol yayilimi ve o), sayilarina sirasiyla iiye olmama
fonksiyonunun sag ve sol yayilimi olarak adlandirilir. Béylece bir TIFN (benzer sekilde

IFN) u=(a, ;o 05,04, c) seklinde ifade edilir (Mahapatra ve Roy, 2012).

Y

0 7 7

A 4

Sekil 2.6. Uggen sekilli IFN (Mahapatra ve Roy, 2012).

Tanmm 2.2.9: V= {(X,,uv (x),7, (X)); xeR, } yamuk (trapozodial) sekilli intuitionistic

fuzzy sayisi iiyelik ve iiye olmama fonksiyonu sirasiyla asagidaki sekilde tanimlanmig

intuitionistic fuzzy sayidir.

X—«
! a4 <X<ay,
o, —o
1 a, <X<a
2 — — 3
(%)= a, — X
A a4, X< a,
a,—a,
0 diger durumlar.
Ve
a, — X ,
p o, <X2a,,
o, —
0 a, <X<a,
(%)= X—a
! a, <x<ay,
Ay —Qy
1 diger durumlar.
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Burada of <y <, <a; <, <@, sartim saglayan reel sayilardir. Bu kabuller ile
beraber v yamuk intuitionistic fuzzy sayisiV=(a,, ;0,050,035 0,) seklinde

ifade edilebilir (Mahapatra ve Roy, 2012).

Sekil 2.7. Yamuk sekilli IFN (Mahapatra ve Roy, 2012).

Tamm 2.2.10: a, B;0<a+ f <lsarti saglayan negatif olmayan reel sayilar olmak
lizere A:{(X,,uA(X),nA(X)):Xe X} intuitionistic fuzzy kiimesinin (a,f) -seviye

kiimesi Aaﬁ:{x;,uA(X)Za,nA(X)Sﬂ} ile tamimlanir. Diger bir ifade ile

A= {(X,,uA (X),7, (%) ) ‘X e X } intuitionistic fuzzy kiimesinin (@, 8)- seviye kiimesi A
kiimesine en az o« derece ait ve en fazla g derece ait olmayan X elemanlarinin
olusturdugu kiimedir (Atanassov, 2012).

A intuitionistic fuzzy kiimesinin « - seviye kiimesi A* = {X L (X)) > a} ve -
seviye kiimesi A, = {X :77A(X) < ﬂ} seklinde tanimlanir. Bu tamimdan A, ;= A" NA,

esitligi kolayca goriiliir (Atanassov, 2012).

Onerme 2.2.11: X bostan farkli bir kiime ve A ve B, X iizerinde taniml iki IFS ve «,
S, 0<a+ f <lsartin1 saglayan negatif olmayan reel sayilar olsun. O halde asagidaki
ifadeler saglanir.

I. Egerazove p<0ise A, ,c A,

i A ,,cA A

al-a

iii. AcBise As<B,,
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iv. (ANB),  =A,NB,,
v. (Au B)aﬂ DA, ,UB, , (a+p=1ise esitlik saglanir.)

vi. (DA )a,ﬂ :m(A)a,ﬂ

vii. A =X
(Atanassov, 2012).

Asagidaki onerme bir kiime ailesinin intuitionistic fuzzy saymnin seviye kiimesi

olmasi i¢in saglamasi gereken sartlar1 belirtmektedir.

Onerme 2.2.12: H cRxIx1 alt kiimesi ve 0<a+ f<1sartim saglayan o,fB¢<l ,

sayilart i¢in Ha, 5 ={X; (X,a, ﬂ) € H} ile tanimlanmis H kimesinin tekil bir u

a.p
intuitionistic fuzzy sayisinin (a, ﬂ)—seviye kiimesi olmasi1 icin gerek ve yeter sart
asagidaki dort sartin saglanmasidir.
i. Hera,pel igin; H, Py R kiimesinin bostan farkli, kapali ve konveks bir
alt kiimesidir.
i. o,<a,, B>B, , 0<a+B <1 (i=12) sartm1 saglayan her ¢,/ €l
sayilarti¢in, H, , DH, ,

iii. a, Ta ve g4 B sartmi saglayan her {an},{ﬂn}gl dizi ¢ifti igin
H, ;= ﬂ H, , esitligi saglanir.
n=1
iv. o, 40 ve B T1 sartin1 saglayan her {an},{ﬂn}gl dizi ¢ifti i¢in,

Ho,= U H, ;. esitligisaglanr.

n=1

Tersine, bir intuitionistic fuzzy sayinin (a p ) —seviye kiimesi (i)-(iv) sartlarini saglar.
Ispat: u= {(X, M, (X) 7, (X)); Xe R} intuitionistic fuzzy kiimesini liyelik fonksiyonu ve

liye olmama fonksiyonu sirasi ile asagidaki sekilde tanimlanmig olarak segelim
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vr o, (xr,.)eH

()=

0 , diger durumlar
ve

AS (X,.,S)eH

(0]

1 diger durumlar '
u, ven, tanimlart geregi, her X e Ri¢in 0< (X) +1, (X) <l1sartinin saglandigi

kolayca gosterilebilir. Iddiamiz1 ispatlamak i¢in, U ’nun bir IFN oldugunu ve U 'nun

tekil oldugunu goéstermeliyiz. Tanimlamalar geregi H, , =u, , oldugu agikca goriliir.

1. I¢ ige araliklar teoremi ve (i), (ii), (iii) sartlar1 geregi a, T1 S, 4 0olan her bir
{an},{ﬂn} c | dizi ¢ifti i¢in, H,, :ﬂ H, , # ifadesi saglanir. Yani. 3%, € Ri¢in
n=1

1, (%) =1ve i, (%) =0 esitlikleri saglanir. Diger taraftan H,, =& kabul edelim. Bu
durumda dogrulugunu kabul ettigimiz (iv). kosul geregi o, 40 ve g, T1 sartlarmi
saglayan her bir {an},{ ﬂn} < | dizi ¢ifti ve neNi¢in. H, , = dir. Fakat bu gene
dogrulugunu kabul ettigimiz (i). kosul ile celisir.

[-111. (i.) kosul geregi, iyi bilindigi lizere p, ve 7, sirasiyla iist ve alt yar1 siirekli veu
if-konvekstir, yani p, fuzzy konveks ve 7, fuzzy konkavdir.

IV. U ’nun tanim geregi supp(u)=cl {X; H, (x)>0, 7, (x) <1} C Uy, ifadesi saglanir.

Boylece supp (u) , reel dogrunun siirh bir alt kiimesi oldugu anlasilir.

I, 11, 111, 1V kosullar1 saglandigindan, U "nun bir IFN oldugu anlasilir. U ’nun tekilligini

gostermek i¢in; a+ B <lsartim saglayan o,fel i¢in H, , =V, , esitlifini saglayan
farkl bir v:{(x,yv(x),nv(x));xeR,Os,uv(x)H]v(x)sl} intuitionistic fuzzy sayisi

oldugunu varsayalim. Intuitionistic fuzzy sayilarin esitligi tanimmdan ve u=v

ifadesinden. 4, (%,)# 24, (%) ve 7, (%) # 7, (%, ) ifadelerinden en az birini saglayacak
X, € R vardir. 4, (%) # 44, (%) olsun. O halde g, (%,)="ve s, (%)) =", i¢in, ,genelligi

kaybetmeden, I, <1, oldugunu kabul edelim. Bdylece tiim S € | sayilar1 igin X, €U, ,
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olur. Fakat bu durum «, B € | sayilari iginu, , =H,_, , =V, ;olmasi ile gelisir. Boylece

U=V oldugu anlasilir.

Tersine, u bir IFN olsun. O halde;
I u if-normal oldugundan, En az bir x, € R igin u, (x)=1,7,(X) =0 esitlikleri
saglanir. Boylece, «, B el sayilart i¢in x; €U, ,” dir. Boylece u, , kiimesi «, S €l

sayilart i¢in bostan farklidir. Diger taraftan u is if-konveks oldugundan, her 1 €1l ve

X, X, €U, zsayilari i¢in, iyelik fonksiyonu g, ve liye olmama fonksiyonu 77, sirasiyla
asagidaki  esitsizlikleri  saglar g, (Ax +(1—2)x,)>min {,uA (%) 4 (% )} >a
Na (ﬂ,x1 +(1-4) Xz) < max {nA (%,): 77 (Xz)} </ . Boylece AX +(1-1)x, €U, , oldugu
anlasilir. Buradan Uy, s R ’nin konveks altkiimesidir.

ii. o, <a,, B>p,, 05+ f <lsartlarmi saglayan tim ¢;, S, €| sayilar1 ve
X, €U, 5 elemanlari igin 4(X,) <o, <ayven(x,) > B, > B esitsizlikleri saglandigindan,
X, €U, 4 oldugu anlasilir. Boylece H, , D H, , ifadesisaglanir.

iii. a, Tave B, B sartlarmi saglayan tiim{an} : { ﬂn} c | dizi ¢iftleri i¢in o, <a

ve S, 2 B esitsizlikleri saglanir. Bdylece (ii). kosulundanu, , cu, , ifadesi elde edilir.

O halde ua’ﬁgﬁu%’bn (1) dr. x, eﬁu%bn elemant igin u(X)) >, ve 17(%)<f,
n=1 =1

oldugundan. ,u(XO)ZSUpan =a Ve n(XO)S inf 5. =/ . Boylece ﬁuawbﬂ cu,, (2

n—o n=1
ifadesi elde edilir. (1) ve (2) ifadelerinden esitlik elde edilir.

iv. {an},{ﬂn}gl .a,Y0ve g T1 sartlarmi saglayan diziler olmak iizere, her

neN i¢in 0<¢, ve 12/ oldugundan uy,, ou, , ifadesi elde edilir. Béylece

by

Ugy 2 Ouan,bn (3). Diger taraftan, X,€ ﬁuan,bn igin (%)=, ve n(x)<p,
n=1

n=1

oldugundan,u(xo) >inf o, =0ve 77(X0) <sup B, =1dir. Boylece (4) ifadesi elde edilir.

n—o

(3) ve (4) ifadelerinden esitlik elde edilir.
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a+ f <lsartini saglayan tim o,fBel i¢in U, , C supp(u) Ve supp (u ) kiimesi

reel sayilar uzaymmn sinirl bir alt kiimesi oldugundan, u, , sirhdir. Bdylece u,, , yi

B

kapsayacak kapali kiime bulunabilir (Kutlu ve ark., 2015).
2.3. Fuzzy ve Intuitionistic Fuzzy Kiimeler Uzaylarinda Topoloji

Fuzzy kiimeler {izerinde topoloji kavramu ilk olarak Chang (1968) tarafindan
verilmistir. Chang ’in taniminda klasik topoloji kavrami fuzzy kiimeler iizerine taginmis
ve topolojik diger tanimlamalarda bu klasik yaklasima uygun olarak verilmistir. Chang
tarafindan tanimlanan topolojinin eksik yonii sabit doniisiimlerin siirekli olmamasidir.
Bu problemi gidermek icin sabit fuzzy kiimelerin uzaya eklenmesi ile yeni bir topoloji
tanimi Lowen tarafindan verilmistir. Topoloji kavraminmn bulaniklastirilmas: Sostak
(1983) tarafindan yapilmistir. Bu yeni yaklasimda topoloji, bir fuzzy kiimenin agiklik
derecesini belirten bir doniisim olarak tanimlanmistir. Yani bu tanimda ac¢ik kiime
kavrami yerine kiimenin agiklik derecesi, kapalilik derecesi gibi kavramlar verilmistir.
Burada esas 6nemli nokta topolojinin kendisinde fuzzy kavraminin kullanilmasidir. Bu
calismadan sonra topolojinin diger temel kavramlar1 icin de benzer mantikla yeni
tanimlamalar yapilmustir. Intuitionistic fuzzy kiimeler iizerinde Chang ve Sostak
anlaminda topolojik uzaylar siras1 ile Coker (1996), Demirci ve Coker (1997) tarafindan
verilmistir. Simdi her iki kavrama ait temel tanimlamalar1 verecegiz. ileriki boliimlerde
bu uzaklik ve benzerlik olgiileri tarafindan kurulan topolojiler tanimlanacak ve temel

bazi1 6zellikler karsilastirilmali olarak incelenecektir.

Tamm 2.3.1. X bostan farkli bir kiime ve 7 < FS* olsun. Eger 7 ailesi asagidaki
ozellikleri saglyorsa 7 ailesine FS* iizerinde Chang manasinda fuzzy topoloji ve
(X,7) ikilisine de Chang manasinda fuzzy topolojik uzay (kisaca CT-FS) denir.

l. 6 , le T

1. ABericinAnBer

I1l.  Herhangi bir J indeks kiimesi ve {A e J} C ralt ailesi igin U Aer

iel
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7 ailesinin elamanlarma acgik fuzzy kiimeler denir. (X,T) bir topolojik uzay ve

Ae FS*olsun. Eger Aerise A’ya kapal fuzzy kiime denir. X in tiim kapali fuzzy alt
kiimeleri 7’ ile gosterilir (Chang, 1968).

Tamim 2.3.2: X ve Y bostan farkl iki kiime ve f : X —Y bir fonksiyon olsun.

1. AeFS*kiimesinin f altindaki gdriintiisii

4
() (y)= e t) )20
0  f(y)=2
olmak iizere f (A)= {(y f(u)(y)):yeY } ile tanimlanur.
2. BeFS" kiimesinin f altindaki ters goriintiisi f ™ (1)(Y) =5 ( (X)) olmak
iizere f(B)={(x f*(15)(x)):x e X | ile tanimlanr

(Chang, 1968).

Onerme 2.3.3: f:X —Y bir fonksiyon ve A /A,A, FS* ve B, B, B, eFS" olsun.

Bu takdirde
a. Ac f_l( f (A)) Eger f fonksiyonu birebir ise esitlik saglanir,

b. f ( f ( B)) c B. Eger f fonksiyonu Orten ise esitlik saglanir,

. AcAisef(A)cf(A),
. B,cB,ise f*(B)c f(B,),

o

o

e. f(,&)gf A),

f. f’l(g)g f’l(B),

. {A.ieJ} = FS* olmak iizere f(UAszJf(A) ve f(ﬂAjgﬂf(A),

iel ied ied ied

(o]

h. {B,ieJ}cFS' olmak lizere fl[UBiszJfl(Bi) ve

iel iel

f‘l[ﬂBijzﬂf‘l(Bi)

iel iel
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(Ming ve Mao-Kang, 1997).

Tamm 2.3.4: (X,7) ve (Y,r*) Chang manasinda iki topolojik uzay ve f:X —Y

olsun. Eger VBer i¢in f7(B)er ise f:X —»Y doniisiimiine fuzzy siirekli

doniigiim denir (Chang, 1968).

Uyan 2.3.5: Klasik topolojik uzaylarin aksine fuzzy topolojik uzaylarda sabit bir
fonksiyondan {iretilen /-fuzzy donisiimiiniin fuzzy siirekli olmasi1 gerekmez (Lowen,
1976).

Bu 6nemli 6zelligi fuzzy topolojik uzaylarda elde etmek ve sabit fonksiyonlarin
onemine dikkat c¢ekmek i¢in Lowen, Chang’ in fuzzy topoloji tanimimin birinci

ozelligini degistirerek asagidaki tanim1 vermistir.

Tamm 2.3.6: X bostan farkli bir kiime ve 7 C FS* olsun. Eger 7 ailesi asagidaki
ozellikleri saglyorsa 7 ailesine FS* iizerinde Lowen manasinda fuzzy topoloji ve

(X , r) ikilisine de Lowen manasinda fuzzy topolojik uzay (kisaca LT-FS) denir.

I. aeFS*,Vxe Xicin ,ua(X)za olmak iizere aer
II. ABericinAnBer

1. Her hangi bir J indeks kiimesi ve {A,ieJ} czaltailesiigin | JA e

iel

(Lowen, 1976).

Tanim 2.3.7: (X,z‘) Chang (veya Lowen) manasinda bir fuzzy topolojik uzay olmak

lizere Ae FS™ olmak iizere

a. int ( A) = U B fuzzy kiimesi A fuzzy kiimesinin igi olarak adlandirilir.

BcA
Ber

b. cl(A)= U B fuzzy kiimesi A fuzzy kiimesinin kapanisi olarak

AcB
Ber

adlandirilir.

(Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997).
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Klasik topolojik uzaylarda bilinen i¢ ve kapanig Ozellikleri fuzzy topolojik

uzaylarda da gecerlidir.

Onerme 2.3.8:(X,7)ve (Y,7")iki fuzzy topolojik uzay ve f : X —Y olsun. O halde

i. f fuzzyagiktr < VAer icin f(A)er

ii. f fuzzy homeomorfizmdir < f bijektif ve f fuzzy agik ve fuzzy siireklidir.

(Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997).

Onerme 2.3.9:(X,7) (Y,r*) ,(Z,r**) Chang (veya Lowen) manasinda fuzzy topolojik
uzaylar ; f:(X,7)—>(Y,z") ve g:(Y,z")—>(Z,z7)olsun. O halde

a. f veg fuzzy siirekli << go f fuzzy siireklidir.

b. f veg fuzzy agiktir << go f fuzzy agiktir.

c. f veg fuzzy kapalidir < go f fuzzy kapahdir.

d. f veg fuzzy homeomorfizmdir << go f fuzzy homeomorfizmdir.
(Ying-Ming ve Mao-Kang, 1997).

Chang manasinda topoloji kavrami intuitionistic fuzzy kiimeler uzayma Coker

(1997) tarafindan genellestirilmistir.

Tammm 2.3.10: X bostan farkli bir kiime ve 7 < IFS* olsun. Eger 7 ailesi asagidaki
ozellikleri sagliyorsa 7 ailesine IFS* iizerinde Chang manasinda fuzzy topoloji ve
(X , r) ikilisine de Chang manasinda intuitionistic fuzzy topolojik uzay (Kisaca CT-IFS)

denir.
I. 0,1er

Il. ABeriginAnBer

I11. Herhangi bir J indeks kiimesi ve {A,i S J} c ralt ailesi i¢in U Aer

iel

Tanimdan kolayca goriilebilecegi {iizere; (X,Z’) Chang manasinda bir fuzzy

topoloji ve A€ 7 olmak tizere A= {(X, Ha (X) NN (X)); Xe X} seklinde intuitionistic
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fuzzy kiimelerden olusturulan 7, ailesi ile birlikte (X,z,) Chang manasinda

intuitionistic fuzzy topoloji olusturur (Coker, 1997).
Coker, f:X —Y fonksiyonu altinda bir intuitionistic fuzzy kiimenin

gorlintiistinii ve ters gOrintisiinii asagidaki sekilde tanimlamis ve bu goriinti

kiimelerinin sagladig1 bazi temel 6zellikleri ifade ve ispat etmistir.

Tamim 2.3.11: X ve Y bostan farkli iki kiime ve f : X —Y bir fonksiyon olsun.

a. A= {( NI y)); ye Y} e IFS* kiimesinin f altindaki goriintiisii

ve

olmak tizere f (A) = {(y, f (,uA)(y), f (77A)(y)); y eY} ile tanimlanir.

b. BelFS' kiimesinin f altindaki ters goriintiisii f (5 )(X) = pzg (f (X)) ve
£ (75 )(X) =175 ( f (X)) olmak iizere

ffl(B):{(x, () (%), £ (75) (%)) :x e X }

ile tanimlanir (Coker, 1997).

Onerme 2.3.12: f:X —Y bir fonksiyon ve A A,A cIFS* ve B, B, B, € IFS"
olsun. Bu takdirde

a. Ac f_l( f (A)) (Eger f fonksiyonu birebir ise esitlik saglanir.),
b. f ( ft ( B)) c B (Eger f fonksiyonu Orten ise esitlik saglanir.),

c. AcAisef(A)cf(A),
d. B.cB,ise f'(B)cf(B,),
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g. {A,iel}c IFS” olmak iizere f(U/—\szf(A) ve f[ﬂAjgﬂf(A),

ied ied ied ied
( f fonksiyonu birebir ise esitlik saglanir.),

h. {Bi,ieJ}gFSY olmak lizere f_l(UBiszJf_l(Bi) ve

. f’l(f)):f) ve f’l(i)zi,

j. f fonksiyonu orten ise f (i) =1,
k. £(0)=0
(Coker, 1997).

Bu tanimlamalar ile birlikte Chang manasinda tanimlanan intuitionistic fuzzy
kiimeler uzayinda siirekli, acik fonksiyon, bir kiimenin ici, kapanis1 gibi tanimlar fuzzy
kiimeler uzayindaki gibi tanimlanir ve bu tanimlarin 6zellikleri de benzerdir.

Sostak (1983) fuzzy kavraminmn topolojide kullanildigi yeni bir fuzzy topoloji

kavrami tanimlamistir. Chang ‘in yapmis oldugu fuzzy topoloji taniminda bir fuzzy

kiimenin agiklik derecesi kavrami bulunmamaktadir. Sostak agiklik derecesini X
bostan farkli kiimesi i¢in 7:FS* — | asagidaki kosullar1 saglayan doniisiim olarak

tanimlanmustir:
1. 7(0)=7(1) =1
2. VA,A eFS*igint(ANA)=>7(A)At(A)
3. Herhangi bir J indeks kiimesi ve {A,i IS J} c FS* alt ailesi icin
r(UisA)= Ay t(A).
Burada (X,7) ikilisine X *de bir Sostak manasmda fuzzy topolojik uzay (kisaca ST-

FS) denir. Ae FS* olmak iizere 7(A) € | sayisma A’min agiklik derecesi denir (Sostak,

1983).
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Benzer sekilde X ’de kapalilik derecesi asagidaki kosullar1 saglayan
F:FS* > 1 doniisiimii seklinde tanimlanur.

1 30)=31=1

2. VA,A eFS*icinF(AUA)2F(A)AT(A)

3. Herhangi bir J indeks kiimesi ve {A e J} c— FS™ alt ailesi igin

F(NiwA) 2 AL (A) -

(X,7), X ’de bir Sostak manasinda fuzzy topolojik uzay olmak iizere her Ae FS* igin
3 (A)=T(:&) ile tammlanan §:FS* — | doniisiimiin bir kapalilik derecesi belirttigi

asikardir (Sostak, 1983).

Tamm 2.3.14: f:X —Y bijektif fonksiyon ve (X,7),(Y,o) iki fuzzy topolojik uzay
olsun. O halde
a VBeFs' icin o(B)<r(f*(B)) ise f:(X,r)—>(Y,o) doniisiimi
siireklidir,
b. VAeFS* igin 7(A)<o(f(A))ise f:(X,7)—>(Y,o) déniisiimii agiktir
denir.

c. Eger f donisimi strekli ve agik ise f doniisimiine 11— fuzzy

homeomorfizmadir denir.

(Sostak, 1983).

Tamm 2.3.15:(X,7) bir fuzzy topolojik uzay ve AeIFS* olmak iizere A ’nin fuzzy

kapanis1 A° = ﬂ{K el”: K(K) >0,Ac K} olarak tanimlanir. Benzer sekilde A 'nin

fuzzy i¢i A° :U{K el”; T(K) >0,Kc A} olarak tanimlanir (Sostak, 1983).

Coker ve Demirci (1996) Sostak manasindaki intuitionistic fuzzy topoloji
kavramini tanimlamiglardir. Bu tanimi vermeden once intuitionistic fuzzy ikili (gift)

kavramini tanimlanacaktir.
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Tamm 23.16: abel=[01] ve a+b<l olmak iizere (ab)elxI ikilisine
intuitionistic fuzzy ikili denir. (a,,b, ) ve(a,,b,) iki intuitionistic fuzzy ikili olmak iizere;

[ ) <(a,,b,) < a <a,veb>h,

CH!
ii. (a,b)=(a,b,)<a=a,veb=bh,
iii. {(a,b);ied} bir fuzzy ikili ailesi olmak iizere; v(a,b)=(va,Ab) ve

A, b)) =(ra, vh).
iv. (a,b) ’nin tiimleyeni m =(b,a)
v. 1'=(1,0)ve0” =(0,1)
ile tanimlanir. Tim intuitionistic fuzzy ikililerin kiimesini | ® | ile gosterelim (Coker

ve Demirci, 1996).

Tamm 2.3.17: Bostan farkli X kiimesi iizerinde tammlanan Sostak manasmda

intuitionistic fuzzy topoloji (kisaca, ST-IFS) asagidaki sartlar1 saglayan 7 intuitionistic

fuzzy ailesidir. 7( A) = <yT (A),7, (A)> olmak iizere;
S1. 7(0)=1 ve r(1)=1"

S2. Her A, A, € IFS* igin 7(ANA)>7(A)Az(A)

iel

S3. Her{A;ieJ} c IFS* ailesi i¢in T(UAJZQ(T(A)).

Bu tanimlamalar ile birlikte (X,z‘) ikilisine Sostak manasinda intuitionistic fuzzy
topolojik uzay denir. AeIFS* olmak iizere, ,uT(A) sayist A’nm agiklik derecesi ve

1, (A)sayist da agik olmama derecesi isimlendirilir (Coker ve Demirci, 1996).

Tamm 2.3.18:(X,7) bir ST-IFS ver (A)=7(A)=(u (A),7, (A))ile tanmlanan ¢
intuitionistic fuzzy ailesi olmak tizere 4. (A) =u (A) sayisina A ’nin kapalilik derecesi

Ve 1. (A) =1, (A) sayisina da A’nin kapali olmama derecesi denir (Coker ve Demirci,

1996).
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Onerme 2.3.19: Yukarida tanimlanan ¢~ intuitionistic fuzzy ailesi asagidaki 6zellikleri
saglar;
a. 7 (0)=1ver (1)=1

*

b. Her A, A, € IFS* igin 7" (AUA) =7 (A) Az (A)

c. Her {A;ieJ} cIFS* ailesi iginr*[ﬂAJzA(r*(A))

e ied
(Coker ve Demirci, 1996).
Literatiirde Chang (CT-IFS) ve Sostak (ST-IFS) topolojiler i¢in birgok doniisiim
formiilii bulunmaktadir. En ¢ok kullanilan metodu asagida verelim.

1. ST-IFS — CT-IFS: (X,7) bir ST-IFS olmak iizere, her (r,s)el®I igin
Ties) = {Ae IFS (X );,ur (A) >r,n, (A) < S}ile tanimli T(es) ailesi bir CT-IFS uzaydir.

2. CT-IFS—ST-IFS: (X, T )bir CT-IFS ve (r,5) e | ® I olmak iizere,

r Asfod)
T (A)=1(r,s) AeT -{0,1},
0 diger durumlar

ile tanmls T IFS(X) —> 1 ®1 donilsiimil ile birlikte (X, T*) bir ST-IFS tanimlar

(Demirci, 1997).

Sostak manasindaki intuitionistic fuzzy topolojinin Chang manasindaki fuzzy
topolojiden farkinin anlasilmast i¢in birka¢ topolojik kavramin tanimini asagida
verecegiz. Demirci (1997), Sostak manasindaki intuitionistic fuzzy topolojideki i¢ ve
kapanis tanimlarim1 asagidaki sekilde tanimmlamig ve bunlarin temel ozelliklerini

incelemistir.

Tanim 2.3.20: (X,r)bir ST-IFS ve AecIFS* olmak iizere A’nin intuitionistic fuzzy
kapanist

cl(A)={KelIFs*; z"(K)>0,AcK}
olarak tanimlanir. Benzer sekilde A ’nin intuitionistic fuzzy i¢i

int(A)=J{Ge1%;7(G)>0,Gc Al
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olarak tanimlanir (Demirci, 1997).

Onerme 2.3.21: (X,z‘) ST-TIFS ve A,B € IFS® olmak iizere
a. AcB = int(A)cint(B),

b. AcB = CI(A)gCI(B),

. Ac CI(A)

m. cl(cl(A))=cl(A)

n. cl(A)ucl(B)ccl(AUB)
(Demirci, 1997).

Tamm 2.3.22: (X,7) bir ST-IFS ve AelFS* olmak iizere A 'nmn (a,f) -seviye
intuitionistic fuzzy kapanist
cl, » (A)=({K eIFs*; 7" (K)>(a, B), AcK]
olarak tanimlanir. Benzer sekilde A nin fuzzy ici
int,, , (A)=(J{Gel*;7(G)=(a,),Gc Al

olarak tanimlanir (Coker, 1996).
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<a, ﬁ) -seviye intuitionistic fuzzy i¢i ve kapamisi A BelFS* icin asagidaki
ozellikleri saglar
1. C|<aﬁ> (A) DA:;
2. int<aﬁ> (A) cA,

3. AcBuve(a,p)<(rs)isecl, , (A)ccl  (A),

(3]
S
/\f_"
=
—
>
-
=
—~
>
~—
S~
I
5 .
_—
R
=
—~
>
~—

\I
Qe
=
—~
>
9
~
Q
®
=
—~
>
—
Qe
®
=
—~
vy
~

8. int<aﬁ>(AmB):int<aﬁ>(A)mint<aﬁ>(B),

9. cl<aﬁ>(A):int<aﬁ>(ﬂ),

10. int,, , (A)=cl,, , (A)

(Coker, 1996).

Tamm 2.3.23: (X,7,), (Y,7,)iki ST-IFSve f:X —Y bir ddniisiim olmak iizere

a. Her BelFS" icin r,(f*(B))2z,(B)ise f doniisiimine intuitionistic fuzzy
stireklidir denir (Coker, 1996).

b. Her BelIFS" igin rl(f‘l(B)):rz(B) ise f doniisiimiine intuitionistic fuzzy
gliclii siireklidir denir (Ramadan ve ark., 2005).

c. int, . (C|<aﬁ> (B)) = B sarti1 saglayan her B e IFS" igin 1'1( f ‘l(B)) >(a, B)
ise f doniisiimiine (e, ) — intuitionistic fuzzy yakin siireklidir denir (Ramadan
ve ark., 2005).

d. T(B)Z((Z,ﬂ> sartim saglayan her BelIFS" icin Tl(f"l(B))Z<a,ﬁ> ise f
doniisiimiine (o, 8)— intuitionistic fuzzy hemen hemen siireklidir denir

(Ramadan ve ark., 2005).
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e. Her AeIFS* i¢in Tz(f (A))ZTZ(A) ise f intuitionistic fuzzy agiktir denir (
Coker. 1996).

f. Her ABelFS" icin 7,(A)>7,(B) olmak iizere rl( f _l(A)) > z-l( f ‘1(8))
esitsizligi korunuyorsa f doniisiimiine intuitionistic fuzzy koruyucu (preserving)
doniigiim denir (Abbas, 2005).

g. Her ABelFS* igin 7,(A)>7(B) olmak iizere 7,(f(A))>z,(f(B))
esitsizligi korunuyorsa f donilistimiine intuitionistic fuzzy ag¢ik koruyucu (open

preserving) doniisiim denir (Abbas, 2005).

Onerme 2.3.24: f: X —Y intuitionistic fuzzy siirekli fonksiyon olmak iizere
a. AelFS*igin f(cl(A))=cl(f(A)),
b. BelFSicin cl( f*(A))< f(cl(A)),
c. BelFs igin f(int(A))cint(f*(A))

(Demirci, 1997).

Onerme 2.3.25: f:X —Y intuitionistic fuzzy agik fonksiyon ise AeIFS* icin

f (int(A))cint( f (A)) (Demirci, 1997).

Onerme 2.3.26: f:X —Y intuitionistic fuzzy siirekli fonksiyon ve <a,ﬂ>e lox 1

olmak tuzere

a. AcIFs¥igin f(cl, , (A))ccl, , (f(A)),

b. BelFS"igin cl,, , (f*(A))c f(cl,, (A)

(Ramadan ve ark., 2005).



3. FUZZY KUMELER UZAYINDA UZAKLIK VE BENZERLIK OLCULERI

Uzaklik kavrami matematigin ve miihendisligin temel kavramlaridan biridir. iki
say1l veya durum arasindaki uzakligi hesaplamak bu durumlar hakkindaki kiyaslamay1
yapmamiz i¢in bize bir yol sunar. Fuzzy kiime teorisi kiime teorisi ve mantik
alanlarinda sunmus oldugu yeni yaklagimlar ile uzaklik kavramimnin ele alinmasinda
klasik yontemlerin Gtesinde yeni yontemler sunulmasmna olanak saglamistir. Diger
taraftan fuzzy kiime teorisinin giinliik durumlar1 matematiksel olarak ifade edis seklini
degistirmesinden dolay1r bu durumlar arasindaki uzaklik kavramiminda farkli sekillerde
tanimlanmas1 ihtiyact dogmustur. Daha ag¢ik bir ifade ile fuzzy kiime olarak ifade
ettigimiz durumlar arasindaki uzaklik ve durumlar arasindaki fuzzy uzaklik ayri
kavramlardir. Mevcut literatiir incelendiginde her iki yaklasim iginde bir¢ok uzaklik
veya daha matematiksel bir ifade ile metrik tanimlamasi yapilmistir. Tez ¢calismamizin
bu kisminda once fuzzy metrik uzay kavrami detaylica irdelenecek ve devaminda ise

fuzzy kiimeler iizerinde tanimlanmis uzaklik ve benzerlik 6lgiileri tanitilacaktir.

3.1. Fuzzy Metrik Uzay Kavram Uzerine Genel Bir Inceleme

Fuzzy kiime teorisinin dogasinda olan kavramlarin farkli yaklagimlarla metrik
uzay kavramma tagimnmasi oldukca orijinal fikirler dogurmus ve kendisine tiptan
mithendislige alanda birgok uygulama imkani bulmustur. Bednar’m (2005) belirttigi
gibi fuzzy uzaklik kavrami temel olarak;

1. Bir metrik uzayn altkiimeleri arasindaki klasik uzakligin genellestirilmesi
2. Fuzzy kiimelerin liyelik fonksiyonlar1 arasindaki uzaklik
3. Bir metrik uzaym fuzzy-metrik uzaya genellestirilmesi ile tanimlanan fuzzy
metrik
ti¢ gruba ayrilabilir (Bednar, 2005).

Fuzzy kiimeler uzaymda uzaklik ve benzerlik 6l¢iilerinden bahsedilmeden dnce

fuzzy kiimeler uzayindaki metrik kavrammnin kronolojik gelisiminden uzunca

bahsedilecektir. Belli bash fuzzy metrik kavramlarmi tanimlayacagimiz bu bolim 4.
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Boliimde inceleyecegimiz intuitionistic fuzzy kiimeler uzayindaki metrik kavrami i¢in
bir temel olusturacaktir.

Bilindigi itizere bostan farkli bir X kiimesi lizerinde bir d metrigi her
X,¥,Z€ X icin asagidaki sartlar1 saglayan d : X x X —)[0, oo) doniisimudiir

M1 d(xy)=0

M2. d(x,y)=0<x=y

M3.  d(xy)=d(y,x)

M4.  d(xz)<d(x,y)+d(y,2)
d, X iizerinde bir metrik olmak iizere (X,d) ikilisine bir metrik uzay denir. Eger d

doniisiimii M1, M3, M4 sartlarin1 ve M2 sartinin sadece yeter sart kismimni sagliyorsa
pseudo-metrik adni alir.
Fuzzy metrik kavramimin atasi sayilabilecek Menger uzayi kavrami Menger (1942)

tarafindan tanimlanmistir.

Tamm 3.1.1: X bostan farkli bir kiime, A:[0,1]x[0,1]—[0,1] bir t— norm, her
(x,y)e X xX siftiigin F, (0)=0 ve olmak iizere

i. Hert>0i¢in F (t)=1< X=Y

ii. HerXyeX igin F,=F,

iii.  Her X,Y,2€ Xigin F, (s+r)2A(F,(s),F,(r))

sartlarin1 saglayan sol yar1 siirekli bir dagilim fonksiyonu olmak iizere (X, F,A) ile

gosterilen uzaya Menger uzay1 denir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
Fuzzy metrik uzay denilince akla gelen ilk tanimlardan olan asagidaki tanim
Kramosil ve Michalek (1975) tarafindan tamimlanmustir. Literatiirde en ¢ok c¢alisilan

fuzzy metrik uzaylardan biri olan bu uzay, Menger uzay: ile yakindan alakalidir.

Tanmm 3.1.2: X bostan farkli bir kiime bir kiime ve M, X x X x[O,oo) tizerinde tanimli
bir fuzzy kiime olmak iizere (X,I\/I,*) ticliisii asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir fuzzy

metrik olarak adlandirilir. X,y ,Z € X ve t, s >0 olmak iizere:
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i M(xY,0)=0,
ii. Tim t>0 sayilar igin M (x,y,t)=1ancak ve ancak X=Y,

i M(xy,t)=M(y,xt),

S:[O,l]x[O,l]—)[O,l] taniml1 Olgiilebilir ve S(l,l)=1$al‘tlnl saglayan reel

_E'

degerli fonksiyon olmak iizere M (X, Z,t+ s) >S (M (X, y,t), M (y, Z, s)) ,
V. M(x,Y,.):[0,00) —>[0,1] sol siireklidir
(Kramosil ve Michalek, 1975).

Tanimdan acgik¢a goriilecegi tizere (i)-(iif) Sartlar1 alisilmis metrik uzay
taniminin 6zdeslik, negatif olmama (non-negativity) ve simetri sartlarini karsilar. (iv)
sart1 ise zayif bir {iggen esitsizligi tanimi olarak ele almabilir. (v) sart1 ise belirli bir
derecede uzakligin bir limitin (smirm) Stesinde ise, esit veya daha uzak bir derecede, bu

uzakligin daha biiyiik bir sinirin 6tesinde oldugu anlamina gelmektedir. Biraz daha net

bir ifade ile bu durumu agiklarsak; M (x,y,t), (X,d)metrik uzayinda bulunan X ve 'y
icin d (X, y) uzakh@min t’den kiiciik olma derecesini ifade ediyorsa, S=>1 igin
M (X y,t)<M(X,y,s) olmasi gayet dogal bir durumdur. Boylece M(X,Y,.)
fonksiyonunun azalmayan fonksiyon olmasi gerektigi asikardir. Boyle bir fonksiyonun
stireksizlik noktalar1 sayilabilir oldugundan bu tipin her noktasinda, M (X, y,.) sol
stirekli olarak tanimlanir. Sol stireklilik M (X, y,t)saylslnln X ve y arasindaki uzakligin
t’den kiiciik olmasini simgeledigini anlatmak i¢in sectik. Agik¢a goriiliir ki M (X, y,.)
donlisiimii sag yar1 siirekli olarak da segilebilir. Bu se¢im ile M (X, y,t), X ve 'y

arasindaki s6z konusu uzakligin t’den kiiciik veya t’ye esit olmasini simgeler (Kramosil
ve Michalek, 1975).

George ve Veermani (1994), Kramosil ve Michalek tarafindan tanimlanan
metrigi fuzzy metrik uzaylarda Hausdorff topoloji tanimlamak i¢in yeniden

tanimlamislardir.

Tammm 3.1.3: X bostan farkli bir kiime bir kiime, * bir siirekli t-norm ve M |

X x X X[O,oo) izerinde tanimh bir fuzzy kiime olmak {izere (X .M ,*) ticliisii asagidaki
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sartlar1 saghyorsa bir fuzzy metrik olarak adlandirilir. x,Y,Z € X ve t,s >0 olmak

uzere:
i. M(xy,t)>0
ii. Tim t>0 sayilar igin M (x,y,t)=1 ancak ve ancak X=Y
iii. M(xy,t)=M(y,xt)
iv. M(xy,t)*M(y,z,5)=M(X,2,t+s)

V. M(x,Y,.):(0,00) ->[0,1] siireklidir (George ve Veermani, 1994).

Onerme 3.1.4: M (X, y,.) doniisiimii tiim X, Y € X i¢in azalmayan doniisiimdiir (George

ve Veermani, 1994).

Ornek 3.1.5: X=R ve axb=ab olsun. VX,yeX ve te(0,») i¢in tammlanan

M 1

M (X, y,t)=e[ t] doniisiimii ile birlikte (X,M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
Yukaridaki Srnekte R yerine herhangi bir (X,d) metrik uzayr ve |x-y| yerine
d(x,y) secilebilir. Ayrica yukaridaki drnek a*b=min(a,b) ile tanimli t— normu

icinde bir fuzzy metrik uzay tanimlar (George ve Veermani, 1994).
Asagidaki 6rnek her metrik uzaydan bir fuzzy metrik uzay elde edebilecegimizi

gosterir.

Ornek 3.1.6: (X,d) bir metrik uzay ve a*b=ab (veya a*b=min(a,b)) olsun. O

kt"
kt"+md(x,y)

halde her k,m,neR" i¢in M(xy,t)= ile tanimli doniisimii ile

birlikte (X,M,*) bir fuzzy metrik uzaydir. Bu tip uzaylara d metriginden iiretilmis
fuzzy metrik uzay denir. Burada k =m=n=1segilerek M (X, y,t)=t— elde

edilir. Bu sekilde tanimlanan fuzzy metrik uzaya d ’den elde edilmis standart fuzzy

metrik uzay denir (George ve Veermani, 1994).
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Ornek 3.1.7: X=N ve a*b=ab olmak iizere tim t>0 sayilar1 igin

X[y x<y. AP . _
M (X, y,t) = ile tanimli doniisiimii ile birlikte (X,M ,*) bir fuzzy metrik
y/X y<Xx

uzaydir. Burada dikkat edilmesi gereken bir durum yukarida tanimlanan M (X, y,t)igin

M (X, y,t) olacak bir d metrigi yoktur. Ayrica diger 6rneklerden farkli

“t+d (x,y)
olarak burada t —normu a*b=min(a,b) seklinde alimrsa (X, M,*) bir fuzzy metrik

tanimlamaz (George ve Veermani, 1994).
George ve Veermani (1994) calismalarinin devaminda tanimladiklar1 fuzzy

metrik ile iretilen topoloji tanimini vermislerdir.

Tamm 3.1.8: (X, M, *) bir fuzzy metrik uzay xe X, r (0,1)ve t >0olmak iizere X
merkezli I yarigaphi agik yuvar B(X,r,t):{ye X;M(x,y,t)>1- r} ile tanimlanir

(George ve Veermani, 1994)

Sonug¢ 3.1.9: Her agik yuvar bir agik kiimedir (George ve Veermani, 1994).

Sonu¢ 3.1.10: (X,M,*) bir fuzzy metrik uzay olmak iizere X iizerinde bu fuzzy

metrik ile iiretilen topoloji X€ A<> B(x,r,t)c A olacak t>0ve re(0,1) sayilari

mevcuttur sartin1 saglayan A kiimelerinin olusturdugu 7 ailesi X kiimesi iizerinde bir

topoloji belirtir (George ve Veermani, 1994).

Bu sekilde tanimlanan topoloji her zaman bir fuzzy topoloji belirtmez yani X

tizerinde tanimlanan bu topoloji klasik (crisp) topolojidir. Bu tanima goére (X M ,*) bir

Hausdorff uzaydir (George ve Veermani, 1994).

Sonug 3.1.11: (X,d) bir metrik uzay ve M (X, y,t):tdtm olsun. O halde d ’den
+ )

tiretilen 7, topolojisi ile M ’den iiretilen z topolojisi esittir (George ve Veermani,

1994).
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Erceg (1979), Kramosil ve Michalek tarafindan tanimlanan fuzzy metrik
uzaydan bagimsiz olarak yeni bir fuzzy metrik uzay tanimi vermistir. Bu yeni fuzzy

metrikte fuzzy kiimeler arasindaki uzaklik bir reel say1 olarak verilmektedir.

Tamm 3.1.12: Bostan farkli bir X kiimesi iizerinde fuzzy pseudo-quasi metrik (kisaca

fuzzy p.q metrik) asagidaki sartlari saglayan pg 1 FS* x FS* —[0,00] déniisiimiidiir;
(M1) YAeFS"ve A#0igin g, (0,A)=o0
VAeFS” igin p,. (AA)=0
VA€ FS* icin pp,, (A, 6) =0
(M2) VA,B,C eFS*igin p (A B)< e (AC)+ pe (C, B)

(M3) () AcB = VCeFS” iin Perc (A C)= pe (B,C)
(i) VA A, e FS* icin pEm(A,UAaJ >V pere (AA,)
(M4) Herhangi bir indeks kiimesi A i¢in A, A, € FS* olmak iizere eger B e FS*,

aeA igin p(A,,B)<r = BcA ise o halde pErC[UAa,Dj<r olacak

aeA

D e FS* vardur.
(Erceg, 1979).

Erceg bu caligmasinin devaminda fuzzy p.q metrik kullanarak Chang manasinda

fuzzy topoloji tanimlamstir.

Tanim 3.1.13: re (0,00) icin D, (A) ={B;,oErc (A, B) < I’} ile tanimlanan
D, : FS* — FS* doniisiim olmak iizere {D,;r>0} ailesine pg,, metrigine iliskili

komsuluk dontisiimleri denir (Erceg, 1979).
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Teorem 3.1.14: pg,., bostan farkli bir X kiimesi tizerinde fuzzy p.q. metrik ve pg,,
metrigine iliskili komsuluk déniisiimleri D, olmak iizere {Dr (A);AeFS* re (O,oo)}

kiimesi X {izerinde Chang manasinda bir fuzzy topoloji i¢in bazdir (Erceg, 1979).

Tammm 3.1.15: X kiimesi lizerinde fuzzy pseudo-metrik (kisaca fuzzy p. metrik)
re(0,0) igin D, iligkili komsuluk doniisiimleri olmak iizere D, =D sartin
saglayan fuzzy p.q. metriktir. Burada D/ 1(B) = ﬂ{A; D, (A) c I§} ile tanimlidir (Erceg,

1979).
Deng (1980), fuzzy pseudo-metrik kavramini Erceg’ten farkli olarak fuzzy

noktalar arasinda tanimlamigtir.

Tamm 3.1.16: X bostan farkli bir kiime o, &, ,,a, €(0,1] ve X, X, %, X, € X
olmak iizere dp,,, FP* xFP* — [0, oo) doniisiimii eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir
fuzzy pseudo-metrik ve (X,dp,,) uzayr da fuzzy pseudo-metrik uzay olarak

adlandirilir.

i. o <a,olmak iizere dy,,, (qf Q0 ) =0

i, Aoy (05052 ) = g (q_ fo)
i, oy (057 0 ) < oeng (07,052 )+ Ao (07,7 )
iv. 1 >0olmak iizere dp,,, (q;’f,qf; )< r=3a'>a, igin dg,, (qz’,qzz )< r

Eger bu doniisiim asagidaki besinci sarti da saghiyorsa fuzzy metrik uzay olarak

adlandirilir
V. dpeg (q;‘?,qu ): O=x=Xveaq <a,

(Deng, 1982).

Ornek 3.1.17: X bostan farkli bir kiime olmak iizere peng (q;’i1 Oy ) =max{a, —a,,0}

ile tanimli doniistim bir fuzzy pseudo-metriktir (Deng, 1982).
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Ornek 3.1.18: X =R olmak iizere dDeng(qzl,q)‘f;):max{al—a2,0}+|x1—xz| ile

tanimli donilisiim bir fuzzy metriktir (Deng, 1982).

Calismanin devaminda Deng, fuzzy metrik uzaydan alisilmis metrik uzay

arasindaki iligki ifade etmistir.

Teorem 3.1.19: Eger Tanim 3.1.16 daki ii. sart1 d (qff,q)f;? ):dDeng (qf;,qu )olarak
degistirilirse (X,dDen)gbir fuzzy pseudo-metrik uzay olur, ayrica bu uzayin bolim

uzay1 ahsilmus bir (X, Dy, ) pseudo-metrik uzaya izometriktir (Deng, 1982).

Deng bu caligmasmnin devaminda tanimlamis oldugu fuzzy metrikten Chang

manasinda topoloji tanimlamistir

' ¥ Deng

Tamm 3.1.20: (X, dp,, ) bir p.s. fuzzy metrik ve Qe :{qf U peng (qx“, % )<r}o|mak
X0

lizere q,° merkezli I yarigapli yuvar B(qf‘(f,r): U q ile tanimlanir (Deng, 1982).

r
a7 €Q’yy
%o

Tamm 3.1.21: AeFS* olmak iizere A fuzzy acik olmasi i¢in gerek ve yeter sart
vy e Aigin 3r >0 vardrr dyle ki B(qy,r)< A olmasidir (Deng, 1982).

Teorem 3.1.22: 7, ={AcFS* :Afuzzyagik} ile birlikte (X,7p,,) bir CT-FS

uzaydir (Deng, 1982).

Kaleva ve Seikkala (1984), metrik uzay kavramini iki nokta arasindaki uzaklig:
non-negatif bir fuzzy say1 olarak ifade eden fuzzy metrik kavramina genisletmistir. Bu
yeni uzay tanimlanirken fuzzy sayilar kiimesi lizerinde daha 6nce bahsettigimiz siralama
ve toplama islemlerini kullanarak klasik ticgen esitligine benzer bir iiggen esitsizligi

tanimlamiglardir.
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Tamm 3.1.23: X bostan farkli bir kime d.:XxX —>G bir donisim ve
L:[0,1]x[0,1] >[0,1] ve R:[0,4]x[0,1]—[0,1] ; L(0,0)=0 ve R(L1)=1 sartlarmi
saglayan simetrik ve azalmayan doniisimler olsun. X,Y€X ve O<a <1 icin
(d(x¥))" =[4,(x¥).p,(xy)] olsun. Eger

i, d(xy)=0x=y

ii. Her X,Y € Xigin dyg(X,y)=ds (V. X)

iii. Tim X,Y,Z€ X icin

1. s<A(xz) , t<A(zy) ve s+t<A(x,y) olmak iizere
ds (X, 2)(s+t) 2 L(dys (%,2)(5),ds (2, Y)(1))
2. s2A(xz) , t=4(zy) ve s+t>A4(xy) olmak iizere

des (X,2)(5+t) = R(dys (%, 2)(s),dys (2, Y)(1))

sartlarmi saglayan (X,d,,L,R) dortliisiine fuzzy metrik uzay ve d,s doniisiimiine de
fuzzy metrik denir (Kaleva ve Seikkala, 1984).

Alisilmis metrik uzaylar, fuzzy metrik uzaym 6zel bir halidir. Aslinda negatif
olmayan reel sayilar, G kiimesine ait oldugundan ve Ornegin L(a,b) =0 wve

R(a,b)z{o a=b=0

. olarak alindig1 zaman aligilmis metrik uzaym tiggen
1 diger durumlar

esitsizligi ile iii. sart saglandigindan bu durum agik¢a goriiliir. L ve R déniigiimlerinin
bu segimi VX,ye X ve t>0igin d(X,y)(t)>0 sartinin saglandif1 uzaylarda ise iii.
sartin asikar sekilde saglandigi agiktir (Kaleva ve Seikkala, 1984).

iii. ile tanimlanan tiggen esitsizligi olasiliksal metrik uzay tanimidaki Menger
tiggen esitsizligine benzerdir. Olasiliksal metrik uzaylarda sik¢a kullanilan asagidaki
doniisiimler L ve R doniisiimleri i¢in olas1 se¢imlerdir.

1. T,(a,b)=max(a+b—1,0) (Max(Toplam-1,0)),
2. T, (a,b):ab (Carpum),

3. T,(a,b)=min(a,b) (Min),



46

4. T,(a,b)=max(a,b) (Max),
5. T,(a,b)=a+b—ab (Toplam-Carpim),
6. T;(a,b)=min(a+b,1) (Min(Toplam,1)).
Yukaridaki T — doniisiimleri tim a,be[0,1]i¢in i>j ise T;(a,b)>T,(a,b) olacak

sekilde smalanmustir. Iyi bilindigi {izere Menger iiggen esitsizligi sart1 T > Max
oldugunda saglanmayabilir. Bu durumun fuzzy metrik uzaylardaki es durumu asagida

belirtilmistir (Kaleva ve Seikkala, 1984).

Onerme 3.1.24:( X, d,g, L, R) bir fuzzy metrik uzay olsun.
1. Eger L>Maxise tiim X, Y € X i¢in ﬂl(x, y):O,
2. Eger R<Minise tiim t> (X, y)igin d(x,y)=0
(Kaleva ve Seikkala, 1984).

Onerme 3.1.25: R=Max doniisiimii ile beraber iii. (2) liggen esitsizligi tim o (0,1]

ve X,¥,Z2€ X i¢in p, (X, Y)<p, (X 2)+p,(2,y) licgen esitsizligine esittir (Kaleva ve

Seikkala, 1984).

Onerme 3.1.26: L=Min doniisiimii ile beraber iii. (2) iiggen esitsizligi tim o (0,1]
ve X,Y,Z€ X i¢in A, (X y)<A, (X 2z)+4,(zYy) icgen esitsizligine esittir (Kaleva ve

Seikkala, 1984).

Teorem 3.1.27: (X,dy,Min,Max) fuzzy metrik uzayinda iii. Uggen esitsizligi

dys (X, )= dys (X, 2)+dys (2, ) esitsizligine denktir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
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. [x-y| x=y .
Ornek 3.1.28: X =FN olsun ve d(x,y)=1_ seklinde tanimlansin.
0 X=y

Lemma 2.2 den dolay: dKS(X,y)eG dir ve X#Y i¢in X“:[Xl”‘,XZ“] ve

y* = [yl“, yZ“] olmak {izere

o).

oldugu agiktir. L(ab)=0 olarak segilirse d °nin d(x,y)=<d(x,z)+d(z,y)

d (X, y)a :[max{oa X1a _yza’xza _yla}’max{ Xla _yza Xza _yla

esitsizligini sagladig1 kolayca goriiliir. Boylece (FN ,0ys L, Max) bir fuzzy metrik
uzaydir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
(X, F,A)bir Menger uzay olmak iizere d : X x X —G doniisiimiinii

0, t<t, :sup{t; Fy (t):O}
1-F, (), t>t,

d(x, y)(t)—{

ile  tammlayalm. F, tammndan dolay1 d(x,y)eG oldugu  agiktr.

R:[0,1]x[0,1] —[0,1] dniisiimiinii R(a,b)=1-A(1-a,1-b) olarak tanimlayalm. R
doniisiimiiniin azalmayan olusu ve Menger uzayir olmanm iii. sartindan dolayi
1-F, (s+r)<1-A(F,(s),F, (r)) =R(1-F,(s),1-F,(r)) elde edilir. Boylelikle

her Menger uzaymnm bir fuzzy metrik uzay olarak goriilebilecegi ispatlanir. Bunun tersi

genel olarak tam anlamiyla agik degildir. Fakat (X ,d, L, R) fuzzy metrik uzayinda tiim

0, t<A(xYy),
14 (x Y)(1), 1224 (y),

ifade stirekli bir dagilim fonksiyonu tanimlar. Aslinda ny, [ﬂi(x, y),oo] araliginda

ile taniml

X,Y€X icin !irgd(x, y)(t)=0 ise ny(t)z{

d (X, y) artmayan oldugundan azalmayandir. Ayrica [21 (X, y),oo] araliginda d (X, y)

sol siirekli oldugundan (artmayan ist-yar1 siirekli bir doniisiim olarak) sol siirekli ve

limd (x,y)(t)=0 oldugundan dolay !Lrg Fy (t)=0. Fy (0)=0ve Menger uzay1 olma

t—o0

sartlarmdan i. ve ii. nin saglandig1 agiktir. Diger taraftan, her ae[O,l] icin
R(a,l):R(l,a):l ise A(a,b):l—R(l—a,l—b) ile tammli A ic¢in iii. sartininda

saglandigi aciktir (Kaleva ve Seikkala, 1984).
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Teorem 3.1.29: (X,ds,L,R) bir fuzzy metrik uzay olsun. xe X , £ >0ve a €[0,1]
igin N, (&,a)= {y eX;p, (xy)< g} ile tamimlanan kiimeler X ’te metriklenebilir bir

Hausdorff topoloji igin yerel baz olusturur. Bu topoloji d ile tiretilen topoloji olarak
isimlendirilir (Kaleva ve Seikkala, 1984).

Tamm 3.1.30: (X, d,s, L, R) bir fuzzy metrik uzay olsun. O halde
1. X ’deki bir {x,} dizisi icin limd(x,,x)=0 yani tim O<a<1l igin

limp” (x,,x)=0 ise {x,} dizisi xe X yakmsiyor denir.

nN—0

2. X dekibir {x,}i¢in lim dKS(xn,xm)za ise {x,} dizisine Cauchy dizisi denir.
n,m—oo
3. (X,dKS,L, R) metrik uzayinda her Cauchy dizisi yakinsak ise (X,dKS,L, R)

uzayina tam uzay denir.

4. (X,dys, L,R) ve (X',dis, L, R") fuzzy metrik uzaylar olsun. Eger her X,y € X
igin dy (X, y) =dys (¢(X),¢(y)) olacak bire bir ¢: X — X' doniisiimii var ise
(X,dKS,L, R) ve (X',d,'(S,L', R') fuzzy metrik uzaylarina izometrik ve
¢: X > X' doniisiimiine izometri denir. [13]

5. (X*,d;S,L,R) fuzzy metrik uzaymm (X,d,L,R) fuzzy metrik uzaymm
tamlamas1 olmas1 igin gerek ve yeter sart (X,dKS, L, R) metrik uzaymin

(X e, L, R) fuzzy metrik uzaymin yogun bir alt kiimesine izometrik olmasidir

(Kaleva ve Seikkala, 1984).

Teorem 3.1.32: (X,dKS,Min, Max) fuzzy metrik uzay ve tim X, YeX icin
!ideS(x, y)(t)=0 olsun. O halde (X,ds,Min,Max) tek bir izometri ile beraber

tamlamaya sahiptir (Kaleva, 1985).
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Tanmm 3.1.33: {Xn} , (X,dKS,Min, Max) fuzzy metrik uzayinda bir dizi olsun.

{Xn ;nelN } X ’in smirli alt kiimesi ise {Xn} dizisine smirhdir denir (Syau, 1997).

Teorem 3.1.34: (X, d,s, Min,Max) fuzzy metrik uzaymmda her yakinsak dizi smirlidur.
{Xn} ve { yn} ,(X ,dys, Min, Max) fuzzy metrik uzayinda iki yakinsak dizi olsun.
~ denklik bagintisini asagidaki gibi tanimlayalim. {Xn} ~ {yn} = !\m X, = rlgg y..c,X
’de yakmsak diziler uzayr ve ¢ , ~ denklik bagintisina gore denklik smiflarinin
koleksiyonu olsun. x',y" ec ve {x,} eX igin limx, =x ve {y,}ey icin limy, =y
olsun. dy, (X*, y*) =dgs (X, y)ile tammh dgg:c"xc"—G fuzzy metrigi ile beraber

(C*,d;S, Min, Max) fuzzy metrik uzaydir (Syau, 1997).

Teorem 3.1.35: (X,d,,Min,Max) tam fuzzy metrik uzay olsun. O halde

(¢", dis» Min, Max) tamdir (Syau, 1997).

Gerla ve Volpe (1986) fuzzy kiimeler arasindaki uzakligi o —seviye kiimeleri

ilizerinden tanimlamustir.

Tanim 3.1.36: (X,p) bir metrik uzay A B e FS* olmak iizere A ve B fuzzy kiimeleri

1
arasindaki uzaklik Vxe X i¢in p(X,0)=0 olmak iizere Dy, (A B)= J.p(A“, B"‘)da

0

ile tamimlanan negatif olmayan reel sayidir. Burada pg, (A“, B“) uzaklig1

poy (A“,B“)= inf p(%,y) ile tammlidir (Gerla ve Volpe, 1986).
yeB*

Benzer bir yaklasimla Bednar (2005) fuzzy kiimeler arasindaki uzakhigi o —

seviye kiimeleri lizerinden bir fuzzy kiime olarak asagidaki sekilde tanimlamustir.
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Tamm 3.1.37: (X, p) bir metrik uzay A, B e FS” olmak iizere A ve B fuzzy kiimeleri
arasidaki uzaklik R™ tizerinde tiyelik fonksiyonu

. AQ a a a < i B B
sup{a e[01]; A" B »@,p(A",B)<y}, ¥<,  lim o p(AB)

Hp, . (aB) (y) = {

0 , diger durumlar

ile tamimli Dy, (A, B)fuzzy kiimesidir (Bednar, 2005).

Bednar (2005), Gerla ve Volpe tarafindan tanimlanan uzaklhigin FS* uzayinda

bir metrik olmadigini iddia etmistir. Ayni ¢alismanmn devamimda Dg,, (A, B) ile

Dy (A, B) arasindaki farki gosteren asagidaki teoremi vermistir (Bednar, 2005).

Teorem 3.1.38: (X, p) bir metrik uzay Ave B, X iizerinde bostan farkl (crisp)

kiimeler olmak tizere

a. p(A,B)zDGV(A,B)
b. luDBed(A,B)(y):

(Bednar, 2005).

Teorem 3.1.39: (X, p) bir metrik uzay A ve BeFS* olmak iizere Dy, (A, B) bir

konveks fuzzy kiimedir ve N(Dgy (A B))=sup(Dgq(AB)(X)) olmak iizere
xeX

h(Ds (A.B))
J. inf (( Deeq (A, B))a )da = Dg, (A B) esitligi dogrudur (Bednar, 2005).
0
Abu Osman (1983), fuzzy kiimelerin {iyelik fonksiyonlar1 {izerinden

uzakliklarini tanimlamistir.
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Tamm 3.1.40: X bostan farkli bir kiime olmak tizere her A BeFS* icin

A0 (A B) =5Up| 1, (X)— pt (X)| ile tammlanan d,,, : FS* x FS* —[0,1] déniisiimiine
xeX

fuzzy metrik ve (FS*,d,,, )fuzzy metrik uzay denir (Abu Osman, 1983).

Bednar, Abu Osman’m tanimimin uzaklik tanimlamak i¢in miikemmel bir yol
olmasma ragmen en az bir xe X u,(x)=0ve x;(x)=1oldugu siirece d, (A B)=1
yani maksimum uzaklik oldugunu ve bu nedenle teknik uygulamalar i¢in ¢ok uygun
olmadigmi ve d,, donisiminin FS™ kiimesini cok fazla ayriklastirdigmni dile

getirmistir (Bednar, 2005).
Fuzzy kiimeler arasindaki uzaklig1 yine bir fuzzy kiime olarak ifade eden uzaklik
cesitlerinden olan asagidaki iki tanim sirasiyla Dubois ve Prade (1980) ve Rosenfeld

(1985) tarafindan verilmistir.

Tamm 3.1.41: (X,d) bir pseudo-metrik uzay ve A,BeFS* olmak iizere Ave B
fuzzy kiimeler arasindaki fuzzy uzaklhik iyelik fonksiyonu

Honey (1) = sup {min{z, (a), sz (b)}} ile tammlanan d, (A B)eFS™ fuzzy

d(a,b)=r

kiimesidir (Dubois ve Prade, 1980).

Chaudhuri ve Rosenfeld (1999), bu tanimm fuzzy kiime olmayan A ve B
kiimeleri i¢in d(a,b)=r olacak ac A ve beB oldugu durumlarda dy, (A B)(r)=1
ve diger durumlarda ise dp, (A,B)(r)=0 oldugunu belirtmislerdir. Ayrica dy, (A, B)

klasik manada bir metrik olmadigi agiktir. Yukaridaki tanimin hafifce diizeltilmis hali
Rosenfeld (1985) tarafindan yapilmistir.

Tamim 3.1.42: (X,d) bir pseudo-metrik uzay ve A,BeFS* olmak iizere Ave B
fuzzy kiimeler arasindaki fuzzy uzaklik tiyelik fonksiyonu

Hoy nsy ()= sup_ {min{u, (), sy (b))} ile tammlanan  d,, (A B) € FS™ fuzzy

d(a,b)<r

kiimesidir (Rosenfeld, 1985).
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Ayni ¢aligmada Rosenfeld, fuzzy kiimeler arasindaki ortalama uzaklig1 asagidaki

sekilde tanimlanmugtir.

Tamm 3.1.43: (X,d) bir pseudo-metrik uzay ve A,BeFS” olmak iizere Ave B

fuzzy kiimeler arasindaki ortalama uzaklik

_ 222 d(aD)Min(u, (), 4a (b))
dROS(m)(A’ B)_ ZZa,beX min('uA(a)"uB (b))

ile tanimlanir (Rosenfeld, 1985).

Bilindigi tizere Hausdorff uzaklik bir metrik uzaym iki alt kiimesinin bir birine
olan uzaklig1 igin bir Ol¢tidiir. Bu uzaklik metrik uzaymn bostan farkli kompakt alt
kiimeleri iizerinden bir metrik uzaya doniisiir. Fuzzy kiimeler arasindaki uzakligin
Hausdorff metrik ile 6l¢iilmesi ilk olarak Dubois ve Prade (1983) tarafindan yapilmustir.
Bu caligmanin sonrasinda bir¢cok arastirmaci fuzzy kiimeler ve fuzzy sayilar arasindaki
uzakliklar1 Hausdorff metrigi kullanarak tanimlamislardir. Simdi bu tanimlardan
bazilarmi1 kronolojik olarak incelemeye calisilacaktir. Bir sonraki bolimde ise

intuitionistic fuzzy sayilar kiimesi i¢in benzer bir tanimi verilecektir.

Tamim 3.1.44: (X,d)bir metrik uzay ve A,B C X olmak iizere

H(AB)= max{supinf d(x,y),supinf d (X, y)}

xeX YeY yeY xeX

ile tanimlanan H: P( X )>< P( X ) —->R"U {0} metrigine (alisilmig) Hausdorff metrik

denir.  Yukandaki esitligi h(A,B):iL:E{LQEd(a,b)} ve h(8B, A)=sup|

beB

inf d(ab)}

acA
olmak tizere H (A, B) = max {h(A, B), h(B, A)} ile de gosterebilir. Bu ikinci gdsterim

daha yaygin olarak kullanilmaktadir.
Hausdorff uzaklik goriintii igleme, Orlintii tanima gibi miihendisligin birgok
alaninda uygulama alan1 bulmustur. Fuzzy kiimeler {izerinde tanimlanan Hausdorff

uzakliklari tarihsel siralamasi ile asagida vermeye ¢alisacagiz.
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Alisilmis Hausdorff uzaklik fuzzy kiimeler iizerine ilk defa Dubois ve Prade
(1983) tarafindan asagidaki sekilde genisletilmistir.

Tamm 3.1.45: (X,d) bir metrik uzay ve Ae FS* ve 1€R’ olmak iizere

oy (a)=sup {,uA (b):d(a,b)< ﬂ} iiyelik fonksiyonu ile tanimli (A)/1 , A fuzzy

kiimesinin A genislemesi olarak tanimlanir. L(A, B) =inf {ﬂ, eR" :(A)/1 -) B} olarak

tanimlanmak iizere Hpe (A B)=max { L(AB),L(B,A) } ile tanimlanan
Hop i FS™ xFS™ —[0,+00) doniisiimii fuzzy kiimeler arasindaki Hausdorff uzaklik
olarak adlandirilir (Dubois ve Prade, 1983).

Fakat bu tamima gore, A , B eFS* icin sup {,uA (x):xe X} #
sup { y7s (X) xe X } oldugu zaman L(A, B) ve L( B, A) tanimlanamayacagidan
Hoe (A B) de tammlanamaz. Boylece Hy, (A B) uzakhiginin tammli olabilmesi igin A

ve B fuzzy kiimelerinin esit yiikseklige sahip olmasi gerektigi goriiliir. Bu durum,
Dubois ve Prade’nin tanimmin en biiylik dezavantajidir. Chaudhuri ve Rosenfeld,
Dubois ve Prade’in (1996) tanimindaki eksiklikleri kapatmak igin bir dizi yeni

Hausdorff uzaklik tanimi yapmuslardir.
(X,d) kompakt metrik uzay olmak iizere D-FS* ile X kiimesi iizerinde

tanimlanan ve iiyelik fonksiyonlari sonlu sayida tekil deger alan fuzzy kiimelerin

ailesini gosterelim. Her bir fuzzy kiime i¢in sonlu sayidaki iiyelik degerlerinin
olusturdugu kiimede sonludur. Bu kiimeyi T = {tl,tz,ts, ...,tm} ile gosterelim. C-FS¥ile

de sayilamayan kompakt X kiimesi iizerinde tanimlanan ve iiyelik fonksiyonu siirekli

olan tiim fuzzy kiimelerin ailesini gosterelim (Fan, 1998).

Tanim 3.1.46: D-FS”* ailesinin tiim elemanlarinin tiyelik fonksiyonlarmin
maksimum degerlerinin (yiiksekliklerinin) esit oldugunu ve her Ae D— FS* ve t.eT
igin A, t — seviye kiimesinin kompakt oldugunu kabul edelim. O halde

ABeD-FS” icin



ile tanimlanan HZ, doniisimi D- FS* iizerinde bir metriktir (Chaudhuri ve

Rosenfeld, 1996).
Simdi tiim fuzzy kiimelerin ayni yiikseklige sahip olmadigmi varsayalim. O

halde bazi fuzzy kiimeler ve bazi iiyelik degerleri i¢in seviye kiimeleri bos kiimedir.

Daha genel bir Hausdorff metrik tanimlamak icin Ae D—FS” fuzzy kiimesini iiyelik

fonksiyonu

T P

tn(x) , diger durumlar

ile tanimlanan A’ fuzzy kiimesi olarak modifiye edilmistir (Chaudhuri ve Rosenfeld,
1996).

Tanim 3.1.47: |X|, X kiimesinin eleman sayismi , & kiiciik pozitif bir sabit ve
AeFS* icin A ={xeX i, (x)=t} ile t — seviye kiimesi olmak iizere

VA BeD-FS” icin

SUH(A B e ()5 (0)

(A,B)Ik:l +8xex

S x|

ile tammlanan H¢, donisimi D- FS* iizerinde bir metriktir (Chaudhuri ve

Rosenfeld, 1996).
Chaudhuri ve Rosenfeld, ayni ¢alismada ayrik olmayan iiyelik degerleri i¢in

metrik uzay tanimlamislardur.

Tamim 3.1.48: V A BeC—FS”icin
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, 1 “:UA(X)_:UB(X)MX
HCR(A,B)=£tH(Ak,Btk)dugX Ton

ile tanimlanan H2, doéniisimi C-— FS* iizerinde bir metriktir (Chaudhuri ve
Rosenfeld, 1996).
Her Ve HZ, metriklerinde yapilan A’ya doniistiirmenin A’nin dogasini ciddi

manada degistirdigini iddia eden Boxer (1997) yeni metrikler tanimlamistir. t — seviye

kiime tizerinde bos ve diger kiime arasindaki Hausdorff uzakligi tanimlamak ig¢in

X NX'= sartint saglayan yardimer bir kompakt X' kiimesi iizerinden A€ FS”

SXUX'

fuzzy kiimesinin genislemesi olan A €F fuzzy kiimesini iiyelik fonksiyonu

Ha(X) X e .
My (X) = 0 X olacak sekilde tanimlamistir. Boxer, ¢alismasinin devaminda
X €

bu yeni genislemeyi kullanarak asagidaki metrik tanimi vermistir.

Tamm 3.1.49: Her Ae D-FS* ve t, €T icin A ={xeX i, (x)<t}, t;— seviye

kiimesinin kompakt oldugunu kabul edelim. A,B € D—FS” icin

Zm:(lthk)H(A: uX',B;;ux’)

H., (A B)=*+

Box

2 (L+t)

m
k=1

ile tanimh HZ_,,

D—FS* kiimesi iizerinde bir metriktir (Boxer, 1997).

Tamm 3.1.50: A BeC—-FS* icin

2
H Box

(AB)=

O L

(1+t)H(A UX',B] UX')dt

ile tammli H2 , C—FS” kiimesi tizerinde bir metriktir (Boxer, 1997).

Box !
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1
Box

Boxer, H2, metriginin klasik Hausdorff metrigine denk geldigini fakat H
Hp  metriginin bu 6zelligi saglamadigmi bu durumunda HZ, metriginin Hy  metrigi
tizerinde 6nemli bir avantaji oldugunu belirtmistir (Boxer, 1997).

Fan (1998), Boxer (1997) tarafindan tanimlanan metrikler hakkinda onemli bir
hususta X' kiimesinin secimi oldugunu belirtmistir. Ornegin iki boyutlu bir dijital
goriintii icin X kiimesinin pikseller kiimesi ve X' kiimesinin de goriintiiniin smirlari
olarak se¢ilmesi gayet mantikli ve dogal bir yol olmasma ragmen daha genel X
kiimeleri icin X' kiimesinin se¢iminin daha zor oldugunu ve X' kiimesinin farkli
secimlerinin Boxer tarafindan tanimlanan metriklerdeki uzaklik degerlerini ciddi
manada etkiledigini savunmustur. Bu zorlugun asilmasi igin Fan, X' kiimesini
kullanmadan iki metrik tanimlamistir. Bilindigi iizere Euclidean uzaydaki bostan farkl

kompakt alt kiimeler uzayinda tanimlanan ahisilmis Hausdorff metrik H ve bu uzaydan

secilebilecek A ve B bostan farkli kompakt kiimeler igin supH (A,B):+oo esitligi

saglanmaktadir. Bos kiimenin kendisi de kompakt oldugundan tiim A bostan farkli

kompakt kiimeleri i¢in H (&,5) =0 ve H (A &)=+ esitlikleri elde edilir. Euclidean

uzayda X kompakt metrik uzayr smirlh  oldugundan tim ABc X igin

o =supH (A,B) her zaman mevcuttur. Boylece Hausdorff metrik H (@,@):O ve

H (A,@)=5 olacak sekilde tim kompakt alt kiimeler uzayma genisletilebilir. Bu

genislemeyi kullanarak Fan asagidaki metrik uzaylar1 tamimlamistir (Fan, 1998).

Tamm 3.1.51: VAeD-FS” ve t eT icin A ={xeX:u,(x)2t} ile tanimlanan

t, —seviye kiimesi kompakt kiime olmak iizere her A Be D—FS” ve t_eT i¢in

m

D tH(A.B,)

(AB)=KL

Hl

Fan

ile tanimlanan H}_ déniisiimii D - FS* iizerinde bir metriktir (Fan, 1998).

Fan
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Tamm 3.1.52: V A BeC —FS” i¢in

1

HZ, (A B)=[tH(A, B, )dt

0

. 2
ile tanimlanan HZ

doniisimii C—FS X {izerinde bir metriktir (Fan, 1998).

Hausdorff metrigin kullanildig1 yukaridaki metrik tanimlarinda goriildiigii tizere
a —seviye kiimelerinin kompakt olusu ya da tiyelik fonksiyonlarinin normal olusu (ayn1
yiikseklige sahip olmasi) veya {ist-yar1 siirekli olusu hayati 6nem tasimaktadir.
Yukaridaki tanimlanan metriklerdeki esas problem bu sartlarin saglanmamasi
durumunda Hausdorff metrigin nasil tanimlanabilecegidir. Fakat bu c¢aligmalarin

ncesinde Kloeden (1980), (X,d) lokal kompakt metrik uzayindan |=[0,1] kapal
araligma taniml tiim fonksiyonlar uzayinda kompakt sendograf tanimini vermis ve bu
sendograflarm Hausdorff metrigi ile uzakliklarinin bu fonksiyonlar uzayinda bir metrik
tanimladigini gostermistir. Kloeden’in tanimindaki fonksiyonlarin fuzzy sayir olma
sartlarma haiz bir {liyelik fonksiyonu olarak kabul edilmesi durumunda Kloeden’in bu
metrik tanimimin fuzzy sayilar uzayi i¢in oldukca uygun bir tanimlama oldugu goriiliir.
Simdi Kloeden’in sendograf metrik olarak tanimladigi metrik tanimi verilecektir ve bu
metrigin bazi Ozellikleri hakkinda etraflica bilgi verilecektir. Tez c¢alismamizin
dordiincii  bolimiinde intuitionistic fuzzy sayillar uzayma sendograf metrigi

tanimlayacak ve bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Tamm 3.1.53: (X, d) lokal kompakt metrik uzay ve (C,h)uzayz;
H (A B)=max{h (A B),h"(B,A)} ,
h*(A,B):max{d (a, B):aeA},
d(a,B)=min{d(a,b):beB]
seklinde tammlanan H Hausdorff metrik ile beraber X in bos olmayan tiim kompakt
alt kimelerinin uzayr olsun. |=[01] arahig: olmak izere D, , Xx| *da

D.., ((%:15).(%,,1,) )=max{d (x,X,),[, = 1,|} ile tanimli garpim metrigi olsun. O halde

(X xI,Dgar)lokal kompakt metrik uzaydir. H, X x| ’nin bostan farkli kompakt alt
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kiimeleri i¢in Hausdorff metrik ve H ve H , h've h’a uygun olarak tanimlanmis
olsun. A: X — | tanimli herhangi bir fonksiyon olsun. A ‘min destegi (support)
supp(A) ={x:A(x) >0} kiimesidir (Kloeden, 1980).

A’nmn endografi end (A) = {(X, r):A(x)= r} ve A’nin desteklenmis endografi
veya kisaca sendografi (supported endograph) send(A)=end(A)~supp(A)x|
seklinde tanimlanir. end (A) ’nin X x| 'nin kapali alt kiimesi olugmasi igin gerek ve
yeter sart A’nin X ’de iist yar1 siirekli olmasidir. Benzer sekilde send (A) nin X x|

‘nin kapali alt kiimesi olusmasi i¢in gerek ve yeter sart A’nin X de iist yar1 siirekli ve

supp(A) nmn X ’in kapali alt kiimesi olmasidir. send(A)’nn X x| *nin kompakt alt
kiimesi olugmasi i¢in gerek ve yeter sart A’nin X *de iist yari siirekli ve supp(A) nin
X >in kompakt alt kiimesi olmasidir. Bu sartlarin fuzzy sayilarn iiyelik fonksiyonlar:

tarafindan saglandigi agiktir (Kloeden, 1980).
File Supp(A), X x| nm bostan farkli kompakt alt kiimesi veya buna denk

olacak Aiist yar: siirekli ve supp(A), X ’in kompakt alt kiimesi olacak tim A: X — 1

fonksiyonlarmn koleksiyonunu gosterelim. § *de Ave B gibi her hangi iki fonksiyonun
sendograflari, X x| 'nin bos olmayan kompakt alt kiimeleridir. Boylece A ve B
fonksiyonlarmimn sendograflarmmm arasindaki Hausdorff uzaklik A ve B arasindaki

uzaklik i¢in bir 8l¢ii verir. A=B olmast i¢in gerek ve yeter sart send (A)=send(B)

olmasidir. Bu uzaklik § ’de bir metrik tanimlamak icin kullanilabilir. Asagidaki
teoremde § ’deki bir dizinin Hausdorff metrigine gore sendograflarmin yakmsakligmin,
h Hausdorff metrigi ile destek kiimelerinin yakinsakligi ile birlikte fonksiyonlarin
kesin niimerik degerlerinin yaknsaklig: ile ilgili iki sartin, bu sartlar fonksiyonlarin
diizgiin yakinsamasindan daha zayiftir, saglanmasina denktir (Kloeden, 1980).

Kloeden tarafindan ifade ve ispat edilen asagidaki teorem § uzayndaki dizilerin

yakinsaklig1 i¢in bir 6l¢ii verir.

Teorem 3.1.54: Aeg§ ve (A1) , § ’de bir dizi olsun. O halde

H (send (A,),send (A)) — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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1. h(supp(A,), supp(A))—0

2. Her &>0igin n(¢) sayisi vardir 8yle ki

a. Her xe X igin n>n(¢) oldugunda A (x)<A(x,)+& ve d(x,,x)<e& olacak
X, =X, (X,&) e X dizisi bulunabilir.

b. Her xesuppA igim n>n(e) oldugunda A(x,)<A (X)+& ve d(x,x)<e
olacak x, =X, (x,&)esupp(A) dizisi bulunabilir

ifadelerinin saglanmasidir (Kloeden, 1980).
Kishore ve Parvaiz (2004), Kloeden’in teoremini genellestirilmis hali olan

asagidaki teoremi vermislerdir.

Tamm 3.1.55: &={A:X — I; sendA kompakt ve bostan farkli} olmak iizere
ABe® ve £>0 icin S(AB,¢) ifadesi “VxeA igin X Ve & 'na bagh dyle bir
z=12(x¢) vardir dyle ki d(z,x)<e ve A(X)<B(z)+¢ dur.” manasina gelmektedir

(Kishore ve Parvaiz, 2004).

Teorem 3.1.56: &>0 ve A B e®icin asagidaki 6nermeler dogrudur

1. h"(supp(A),supp(B))<H"(send(A),send(B))

2. H™(send(A),send (B))< & <> S(AB,¢) saglanir.

3. S(AB,¢) saglanmasi igin gerek ve yeter sart h"(supp(A),supp(B))<e ve her bir
xe X igin z=z(x,&)e X vardr dyle ki d(z,x)<eve A(x)<B(z)+¢ olmasidir.

4. H(send(A),send (B))<z < S(AB,&)veS(B, A ¢) saglanir.

5. Eger S(AB,g) ve S(B,A¢) saglaniyorsa ve h(supp(A),supp(B))<e ise
H (send (A),send (B)) =h(suppA, suppB) *dir

(Kishore ve Parvaiz , 2004).
O. Kaleva, (1985) fuzzy sayi dizilerinin yakmsakligini Hausdorff metrigine gore

incelemistir.
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Tammm 3.1.57: (Y,d) metrik uzay ve A, B, (Y,d) ‘nin bostan farkli kompakt alt

kiimeleri olmak iizere A ve B arasindaki Hausdorff metrik (Tanim 3.1.53 ‘e denk

olarak) H (A, B) =inf {¢; B S, (A),AcS, (B)} seklinde tanimlanir (Kaleva, 1985).

Lemma 3.1.58: (Y,d)metrik uzay ve A, B, (Y,d) nin bostan farkli kompakt alt

kiimeleri olmak iizere H (A, B)=d (a,b) olacak ae A ve be B vardir (Kaleva, 1985).

Lemma 3.1.59: {Cn} , Y “nin kompakt alt kiimelerinin azalmayan (artmayan) bir dizisi
olsun. Eger {Cn} dizisinin Hausdorff metrigi ile kompakt bir C kiimesine yakinsayan
bir alt dizisi var ise n — o iken h(C,,C)— 0 dir (Kaleva, 1985).

Bu kisimda bir dizi metriksel yakinsiyor denildigi zaman Hausdorff metrik kast
edilecektir.  u:R"—[0,1] , tim xyeR" wve tim A€[01] i¢in
u(/ix+(1—2,) y) >min {u (x),u(y)} saglyor ise U:R"—[0,1] ‘ya fuzzy konveks.
ae (0,1] icinu” = {X eR%u(x)= a} kiimesine ise U 'nun « —seviye kiimesi denir.

Yukarida da ifade ettigimiz gibi fuzzy sayilar sendograf ve endograf metriklerini
tanimlamak i¢in gerekli sartlar1 sagladigindan bu metrikleri fuzzy sayilar iizerinde

tanimlanabilir. Nitekim bu metrikler fuzzy sayilar uzay1 i¢cin tanimlanmis ve 6zellikleri

bir¢ok arastirmaci tarafindan genisge incelenmistir.

Lemma 3.1.60: A FN ise tim el =[O,1] icin A, , bostan farkhidir ve konveks,

kompakt kiimedir (Kaleva, 1985).

Tamm 3.1.61: ABeFN wve & , R"x| g¢arpim metrigi olmak iizere
Hen (A, B) =H (send (A),send (B)) , seklinde tanimlansm. Burada H , R"xI ’da
Hausdorff metrigidir. Bu tanimda bir fuzzy saymin sendografi yerine endografi
kullanarak H.,, (A, B) =H (end (A),end (B)) ile endograf metrikte tanimlanir (Kaleva,

1985).
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ABeFN ve H , R" de Hausdorff metrigi olmak iizere

D (u,v):supH(u”’,v”‘) ile tanimlanan metrik FN ’de bir baska metriktir. Tiim

sup
a>0

a<(0,1] icin H(A ,B )<supd(x,y)<supd(x,y)=M olsun. ve B, kompakt
(0.4] (A..B,)<supd(x y)<supd(x,y) A ve B

XeA, xehy
yeB, yeBy

oldugundan M ve dogal olarak D, (A B)sonludur. H bir metrik oldugundan, D ’nin

sup

metrik aksiyomlarini sagladigi kolayca goriilir (Kaleva, 1985).

{A,} . FN ’de bir dizi olsun. Eger tim ae (0,1] icin n—oo iken
h(Af‘, A“) —0 ise {A,},A’ya seviye yakmsaktir denir. (Kaleva, 1985).

Con-FN ={AeFN;A konkav} diger bir degisle AeCon—FN ise tiim
x,yeA , Ael igin g, (Ax+(1-2)y)2 A, (X)+(1-2) 1 (Y) dur.  Eger
ueCon—FN ise A, kiimesinin konveks ve konkavhigindan send(u) konvekstir

(Kaleva, 1985).

Teorem 3.1.62: Asagidaki onermeler saglanir.

1. (FN,D

sup

) yakinsaklik, seviye yakinsakligi gerektirir.

2. (FN,D,, ) de yakmsaklik, (FN, H,, ) yakinsaklig: gerektirir (Kaleva, 1985).

Lemma 3.1.63: {Aj} ,Con—FN *de, AeCon—-FN ’ye seviye yakinsayan bir dizi olsun.

O halde limH (A’ A°)=0 (Kaleva, 1985).

n—o0

Lemma 3.1.64: AcCon—-FN ve « <l sabit olsun. O halde g(/i’): H (Aﬂ,Aa), a’da

stireklidir (Kaleva, 1985).

Sonug 3.1.65: g(4)=H (Aﬁ,Aa) siireklidir (Kaleva, 1985).
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Lemma 3.1.66: {c,} reel say1 dizisi o €l ’ya yaknsasm o halde Lemma 2.1.4 ‘iin

kabulleri altinda limH (Aa, A, ) =0’dir (Kaleva, 1985).

N—o0

Teorem 3.1.67: {A } =Con—FN dizisi AeCon-FN ’ye seviye yakmnsak olsun. O

halde {A,} ,(Con—FN,D

sup

) uzayinda A’ya yakinsar (Kaleva, 1985).

Teorem 3.1.68: Con—FN"={AeCon-FN:A tekbirelemanicerir} ve {A} |,
Con—FN" *de bir dizi olmak iizere eger {A} , (Con—FN",D, ) uzaymnda

AeCon—FN" noktasina yakmsak ise {A} dizisi A ’ya seviye yakmsaktir (Kaleva,
1985).

Teorem 3.1.69: Con— FN*uzaylnda seviye yakmsaklik , D, —yakimsaklik ve H

send

yakisaklik bir birine denktir (Kaleva, 1985).

Sendograf metrigin topolojik ozellikleri birgok arastrmaci tarafindan
incelenmistir. Fan (2004), sendograf metrigi ile beraber fuzzy sayilar uzayinda
kompaktlig1 incelemistir. Fan ve Wang (2010), endograf metrigi kullanarak fuzzy
sayilarin supremum ve infimumunu hesaplamislardir. Greco (2006) sendograf metrik ile
goreceli kompakthgi karakterize etmistir. Yang ve Zhang (2009) endograf metrigin
topolojik bazi 6zelliklerini incelemistir. Congxin ve ark. (2009) fuzzy sayilar iizerinde
tanimlanan sendograf metrigin 6zelliklerinin incelemis ve bu uzayda i¢ ige araliklar
teoremi ve monoton yakinsaklik teoremlerini ispatlamislardir. Fan ve Fan (2009),
sendograf metrik ile beraber FN uzaymnin ayrilabilir fakat tam olmadigint belirtmistir.
Ayrica endograf metrikler kompakt olmayan fuzzy sayilar uzayinda endograf metrik ile
beraber ayrilabilir ve tam oldugunu ispatlamistir. Trutsching (2010), sendograf metrigin
yakmsakliginin bazi 6zel uzaylar igin karakterizasyonlarini tanimlamustir. Li ve Fan
(2010) sendograf metrik ile beraber tanimlanan FN uzaymin, normlu bir lineer uzay

olusturmadigini gostermislerdir.
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Fuzzy sayilar uzayinda uzakliklarin hesaplanmasi basta miihendislik ve tip
alaninda olmak tizere fuzzy kiime ve fuzzy mantigin uygulandig: tiim alanlarda biiyiik
bir oneme sahiptir. Uygulamalarda genellikle fuzzifikasyonu yapilmak istenen kural
tabanlari, uygulanmak istenen islemler (karsithk ayari, giiriiltii kaldrma vb.) veya
nesnelerin (resim, video, ses, vb) bir fuzzy sayi ile ifade edilmesi yaygin bir yontemdir.
Bu nedenle fuzzy sayilar arasindaki uzaklik hesaplamalarina dair olan caligsmalar
genellikle bu uygulamalar1 da kapsayan ¢alismalardir. Fuzzy sayilar uzaymda sendograf
ve endograf metrikten farkli metrik yaklasimlar1 asagida verilecektir. Oncelikle

Diamond ve Kloeden (1999) tarafindan tanimlanan asagidaki metriklerin tanimlarini

verelim,
Tamm 3.1.70: ABeFN ve 1<p<w olmak {izere
Yp
Ao ( U H j ile  tammlanan  dp :FNxFN —[0,)

dontistimii bir metrik tanimlar (Diamond ve Kloeden, 1999).

Tanm 3.1.71: A BeFN ve 1<p<w ve
1 Yp
:(,”Z& (X)= 7, (X)‘y(X)daJ olmak {izere
0
Yp
Pox_p (A B) Ua j ile  tammlanan  pp,, :FNxFN —[0,)

doniisiimii bir metrik tanimlar (Diamond ve Kloeden, 1999).

Sonu¢ 3.1.72: d, , Ve pp, metrikleri FN iizerinde ayni topolojiyi tamimlar

(Diamond ve Kloeden, 1999).

Voxman (1998), fuzzy sayilar uzayi i¢in hem crisp degerli hem de fuzzy degerli
metrikler tanimlamistir. Bu tanimlara ge¢cmeden Once Voxman’in makalesinde
kullandig1 bazi tanim ve notasyonlari belirtilecektir.

Bilindigi iizere bir A fuzzy sayis1 R iizerinde tammli ve asagidaki sartlar

saglayan bir fuzzy kiimedir.
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A, fuzzy konveks
A, normal fuzzy kiime

A ,iist yar1 siirekli

A w0 Do

supp(A) = {X; U (X) > 0} kiimesinin kapanigi kompakttir.
R {izerinde tanimli tiim fuzzy sayilarmin kiimesini FN ile gosterilsin. Ae FN ve

ae [0,1] olmak tizere A, ={X eR:yA(X)Za} ile taniml1 o —seviye kiimesi olmak

lizere A ‘nin o —seviye gosterimi

inf {x:xe A} ,a>0
L(a)=1.
inf {x:xesupp(A)} ,a=0

ve

sup{x:xeA,} ,a>0
R(a)=
sup{x:xesupp(A)} ,a=0

olmak iizere (L(a), R(a)) ile gosterilen fonksiyon ¢iftidir. A, Ann tiyelik fonksiyonu

p; =1—p, ile tanimlanan tiimleyeni olmak iizere A fuzzy kiimesinin o — seviye

gosterimi
_ inf {x: 11, (x) <} ,0<a<1
L(a)=1.
inf {x: x esupp(A)} La=1
ve
_ sup{x: u; (X)<a} ,0<a<1
R(a)=
sup{x: x esupp(A)} La=1

olmak tizere (L(a) , ﬁ(a)) ile gosterilen fonksiyon ciftidir (Voxman, 1998).

Tanmm 3.1.73: S:[O,l]x[O,l]—)[O,l] tanimlanan S fonksiyonu eger artan ve S(O)zO

1
ve s(1)=1 ise indirgen fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger J.S(a)da=% ise s
0

fonksiyonuna diizgiin indirgen fonksiyon denir (Voxman, 1998).
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Tammm 3.1.74: a— seviye gosterimi (L(a),R(a)) olan bir A fuzzy sayis1 ve s

indirgen fonksiyonu i¢in
Val J. s( [ L(a)+R(a )] da

ile tanimlanan VaI(A) sayisina A ’nmn degeri denir. Bu kisimda VaI(A)SVaI(B)

olmas1 durumunu kisaca A< B ile gdsterecegiz (Voxman, 1998).

Tamm 3.1.75: Her ABeFN icin p, (AB)=|Nal(A)-Val(B) ile tanmh
P FNxFN - R*U{0} doniisiimii FN iizerinde bir pseudo-metrik tanmlar.
Piox (AA)=0, 0o (AB)= P (B, A), Pro (A C) = P (A B) + P (B,C) sartlarmin
saglandigi ve A#B olmasmna ragmen p,, (A B)=0 olan fuzzy sayilarn varhig

asikardir. Ayrica s diizenli indirgen fonksiyon ve iiyelik fonksiyonlar1 sabit a, b reel

sayilari igin swrastyla 1, (X)= 0 xza Hs (X) = 0 x<b olarak tanimlanan A ve

B fuzzy kiimeleri igin pVOX(A, B)=|a—b| yani alisgtlmis Euclid uzakligi oldugu
agikdrdir. (FN, p,,,) pseudo-metrik uzaymnda, her AeFN i¢in g(A)=Val(A) ile
tammlanan §:FN - R fonksiyonunun siirekli oldugu asikardir. Boylece ¢
g

fonksiyonunun fuzzy sayilar icin anlamli reel sayilar atadigi anlasilir. Dahasi

[

fonksiyonunu kullanarak olusturacagimiz A=B < ¢ (A) =0 (B) ile tanimh

denklik bagntisi ile birlikte olusturulan denklik smiflart FN/= iizerinde tanimlanan

g :FN/=— R boliim fonksiyonu FN/= iizerinde bir metrik iiretir (Voxman, 1998).

Voxman, fuzzy sayilarin Delgado ve ark. (1998) tarafindan tanimlanan diger
karakterizasyonlar1 ile fuzzy sayilar arasindaki uzakligi daha iyi bir sekilde belirlemek
icin kullanilabilecegini belirtmistir. Simdi belirsizlik (ambiguity) ve bulaniklik

(fuzziness) olarak isimlendirilen bu karakterizasyonlarin tanimlarmi verelim.



66

Tanmim 3.1.76: s bir indirgen fonksiyon ve A€ FN i¢in (L(a), R(a)) Afuzzy sayisinin

b

a— seviye  gosterimi  olmak lizere A ’nin  Dbelirsizligi  (ambiguity)

1
Amb(A)= J.S(a)[R (a)- L(a)} da ile tanimli reel sayidir (Voxman, 1998).

0

Tamm 3.1.77: s bir indirgen fonksiyon ve A€ FN i¢in (L(a), R(a)) Afuzzy sayisinin

a —seviye gosterimi ve supp(A)=[ p,q]olmak iizere A’nin bulaniklig: (fuzziness)

1

Fuz(A)zis(a)[q— p]da—bzs(a)[[(a)— p]da+jzs(a)[R(a)—L(a)]da
2

+jS(a)[q—ﬁ(a)]da+]fs(a)[L(a)— p]da+_([s(a)[§(a)—[(a)]da

72

0

V2
+I S(a)[q—R(a)]da:l

ile tammli reel sayidir. Esasinda bir A fuzzy sayisinin bulankhigi A fuzzy sayismin

tiimleyeni olan A>dan olan farkinin olgtisiidiir (Voxman, 1998).

Val(A), Amb(A), Fuz(A) parametrelerini kullanarak FN iizerinde

b (A B)= \/(Val (A)-Val(B)) +(Amb(A)—Amb(B))" +(Fuz(A)-Fuz(B))

seklinde tanimlanan ¢, bir pseudo-metrik belirtir (Voxman, 1998).

VOX

h(A)=(Val(A), Amb(A),Fuz(A)) ile tammhi h:FN—>R®  donisimi
(FN,¢.) pseudo-metrik uzaymnda siireklidir. Diger taraftan h ile A2B «

h(A) =h ( B) seklinde tanimlayacagimiz denklik bagmtismin olusturdugu FN/2

denklik smiflar1 ile fuzzy kiimeler goéreceli olarak daha kiiciik bir 6zel denklik sinifi

icinde yer bulur. Bu sayede h tarafindan olusturulan denklik siniflarina uyan R*’teki

noktalar fuzzy sayilarin Euclidean gosterimi i¢in giizel bir yol verir (Voxman, 1998).

Calismasmimn devaminda Voxman, (FN,¢VOX) uzaymmm baz1 topolojik

ozelliklerini vermistir.
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Teorem 3.1.78: (FN, ¢,, ) uzayi yol baglantilidir (Voxman, 1998).

Teorem 3.1.79: C , R ’nin kompakt bir altkiimesi olmak iizere

E ={AeFN :supp(A) < C} kiimesi de kompakttir (Voxman, 1998).

Teorem 3.1.80: (FN, ¢, ) uzayi ayrilabilirdir (Voxman, 1998).

Ayni ¢aligmanin devaminda Voxman, fuzzy sayilar kiimesi i¢in Hausdorff

metrik kullanilarak tanimlanan bir metrik uzay ailesi tanimlamaistir.

Tammm 3.1.81: Her ABeFN ve s bir indirgen fonksiyon olmak iizere

D,xs) (A B)=sup {s(a)H(A,,B,)} ile tammlanan D

ae(o,l] vox(s)

:FN xFN —[0,00)

dontisiimii FN uzayi igin bir metrik belirtir (Voxman, 1998).

Voxman (1998) siklikla belirttigi ve diger arastirmacilar tarafindan kullanilacak
olan “ne oldugundan tam olarak emin olmadigimiz sayilar arasindaki uzaklig1 nasil
kesin olarak 6lgebiliriz?” sorusuna cevap olarak fuzzy sayilar arasinda fuzzy bir uzaklik

tanimlamuistir.

Tamm 3.1.82: ABeFN olmak iizere A, (A B)(z)= sup {minu,(x),n,(x)} ile

x-yl=2
tanimlanan A, : FNxFN — FN donisiimine fuzzy uzaklik fonksiyonu denir.
A, (A, B) fuzzy sayisinin « —seviye gosterimini (L(a), R(a)) ve strastyla A, B fuzzy
sayllarmin o — seviye goOsterimlerini de (A(a), B(a)) ve (C(a), D(a)) ile

gosterelim. Bu notasyonlar ile birlikte

ve
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esitliklerinin saglandigi agiktir. A<B < VaI(A)SVaI(A) siralamasini kullanarak

ABCeFN igin A, (AB)<A, (AC)+A,,(C,B) iiggen esitsizliginin saglandig:

vox
aciktir (Voxman, 1998).

Goriildiigii iizere fuzzy kiimeler iizerinde tanimlanan metrikler nitelik ve nicelik
bakimmdan zengin bir arastrma yelpazesi sunmaktadir. Bu metriklerin topolojik
ozelliklerinin incelenmesi ve diger fuzzy metrik uzaylar ile aralarindaki iliskilerin
belirlenmesi giincel bir arastirma konusudur. Simdi fuzzy uzaklik kavramina farkli bir
bakis agis1 getiren fuzzy uzaklik Olgiisii ve akabinde fuzzy benzerlik Olgiisii

kavramlarmi tanitacagiz.
3.2. Fuzzy Uzakhk ve Benzerlik Olgciileri

Iki nesne veya durum arasmndaki benzerligi (ya da benzememeyi, aykiriligr)
saptamak miithendislik, tip gibi disiplinler i¢in oldugu kadar sosyal bilimler i¢inde temel
bir arastrma konusudur. Bu nedenle bu konu hakkindaki bugiinkii manadaki
calismalarin kokenleri gegmis yiizyilin baslarina kadar uzanmaktadir. Genellikle
durumlar ve nesneler arasindaki uzaklik hesabina dayanan bu Olgtimler fuzzy kiime
teorisinde de kendine genis bir caligma alami bulmustur. Birgok farkli teorik ve
uygulamal1 yaklasim giinden giine konunun popiilaritesini arttirmaktadir. Bu boliimiin
onceki kisminda da genisce inceledigimiz iizere iki fuzzy kiime arasindaki uzaklik
Olciileri bu fuzzy kiimelerin ifade ettigi durumlar veya nesneler arasindaki uzakligin bir
Olctistidiir. Uzaklik kavrami ile dual kavramlar olan benzerlik 6l¢iisii bu durumlar veya
nesneler arasindaki benzerlik hakkinda bir fikir sahibi olmamizi saglar. Konunun genis
uygulama alani arastirmacilar1 genel bir benzerlik ve uzaklik 6l¢lisii tanimlamak icin
heveslendirmistir. Nitekim 2007 yilinda Zadeh ‘in belirttigi gibi “genel gecer bir
benzerlik tanim1 yapmak™ hala ilgi ¢ekici bir alandir. Uzaklik ve benzerlik dlgiilerini
bir¢ok arastirmaci farkli yaklagimlar ile incelemislerdir. Bu yaklasimlar1 genel manada
ti¢ grup altinda toplanabilir. Bunlar;

1. Kiime Kuraml1 Benzerlik Olgiileri

2. Fuzzy Implikatdr Tabanl Benzerlik Olgiileri

3. Uzaklik Tabanh Benzerlik Olgiileri
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olarak siralanabilir. Simdi ilk iki tip dl¢liden kisaca ve tezimizin esas konularindan olan

ticilincii tip dlglilerden de uzunca bahsedilecektir.
I. Kiime Kuramh Benzerlik Olciileri

1950 yilinda yayinlanan makalesinde Attneave, egimi ve alani degisebilen

dikdortgenler grubunda benzerlik algisin1 arastirmistir. Sonuglar Euclidean model
uzakliklar ile tutarsizliklar arz etse de d (A, B) =|A1— Bl|+|A2 - BZ| ile taniml1 uzaklik
Olciisii ile parcalt uyumluluk gosterir. Burada uzaymn iki boyutu alan1 ve egim agisini
belirtir. Pek ¢ok baska 6rnek uzaklik aksiyomlarinin, benzerlik dlgiilerinin 6zelliklerini
saglayacak gereksiz katilikta sistemi sonug verecek sekilde diizenlenmistir. Bilhassa,
licgen esitsizligi gibi uzaklik OSlgtlilerinin Ozelliklerini deneysel olarak karar verilen
benzerlik Olciilerine dayatmaya calismak epistemolojik olarak gereksizdir. Bu durum
uzaklik tabanli olmayan benzerlik Ol¢iilerini tanimlama ihtiyacit dogurmustur (Beg ve
Ashraf, 2009). Simdi bu tip dlciilere birkac 6rnek verilecektir.

1.  Herhangi A, B kiimeleri i¢in ve «, £, @ >0 i¢in

S(A, B):Hf (AmB)—af (A—B)—,Bf (B—A)

olarak tanimlanan ifade bir benzerlik Sl¢iisiidiir. Burada f genellikle kardinaliteyi

temsil eder (Tversky, 1977).

2. Herhangi A, B kiimeleri igin ve «, 8, >0 igin

S(A, B): f (AmB)+ f (A—B)+ f (B—A)
olarak tanimlanan ifade bir benzerlik 6l¢iisiidiir. Bu tanima gore S (A, B) degeri [0,1]

arahigmdadir (Tversky, 1977).
3. A BeFS%igin iiyelik fonksiyonu

Hncs () = max{min { sz, (x), 1= g (%)}, min { sty (x),1- 1 (X)}

ile tanimhi AoB = {(X,,uADB (X) );X € X} ve |AoB|= ZyADB (x) olmak iizere fuzzy

xeX

Restle modeli benzerlik Olgiisii S(A, B)=1—|ADB| ile tanimhidir (Zwick ve ark.,

1987).
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|ANB|

ile tamimlidir
|AUB|

4. Fuzzy Gregson modeli benzerlik 6lgiisii S(A,B) =

(Zwick ve ark., 1987).

5. Fuzzy Enta modeli benzerlik olgiisii S(A,B)=sup{min{,uA(X),,uB(x)}} ile

xeX

tanimlhidir (Zwick ve ark., 1987).

Zn:,uAuB (Xi )/uAmB (Xi )

6. X ={X,%,..X} ve ABeFS* olmak iizere S(A B)=""—

Z(IUAUB (Xi ))2

i=1

(Tong ve ark., 2005).

j‘:uAuB (X):uAmB (X) dx

7. X =[a,b] ve ABe FS* olmak iizere S(AB)=2 (Tong

b

IﬂAuB(X)dX

ve ark., 2005).

n

Z:uA(Xi)/uB(Xi)

8.  Chen tipi benzerlik dl¢iisii S(A,B)= i=1 _

x| (0 ) S0 (0) |

i=1 i=1

ile tanimlanir (Chen, 1992).
I1. Fuzzy Implikator Tabanh Benzerlik Olgiileri

Fuzzy mantiksal operator tabanli benzerlik Olgiileri fuzzy kiimeler arasindaki
benzerligin hesaplanmasinda gii¢lii bir aragtir. Bu Ol¢iimlerde farkli implikasyon
(cikarim) operatorleri kullanilmasindan 6tiirii uzaklik tabanh benzerlik 6l¢iileri ve kiime

kuramsal 6lgtileri kadar genis kapsamhidir (Beg ve Ashraf, 2009).

Tamm 3.2.1: Bir fuzzy | implikatér | (0,1) =1 (0,0) = (1,1) =1 ve l (1,0) =0 sartinin
saglayan [0,1] tizerinde bir ikili islemdir. Bazi1 meshur implikatorler X,y e [0,1] olmak

uzere

1. Lukasiewicz implikatdrii 1, (X,y)=min{1-x+y,1}
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2. Kleene-Diennes implikatérii 1, (X, y)=max{1-Xx,y}
3. Reichenbach implikatorii 1, (X, y)=1-X+xy

olarak verilebilir. Bu tammlama ile birlikte A, B e FS* ve T bir t —norm olmak iizere

fuzzy implikator tabanl bir benzerlik 6lgiisii

Sir (A'B):!QIT“ (”A(X)’/’B(X)>’ ! (/‘B(X)'/’A(X) ))

ile tanimlidir (Beg ve Ashraf, 2009).

I11. Uzakhk Tabanh Benzerlik Olgiileri

Wang (1982) gibi benzerlik 6l¢iilerini konu alan ¢alismalar yapilmis olsa da Liu
(1992) tarafindan verilen fuzzy uzaklik, benzerlik ve entropi tanimlamalar1 sonrasinda
yapilan ¢alismalar i¢in temel olusturmustur. Bu boliimde once fuzzy kiimeler ve sayilar
icin verilen bu Ol¢iileri, sonraki boliimde ise intuitionistic fuzzy kiimeler ve sayilar i¢in
verilen Olgiileri incelenecektir. Ayrica ileriki boliimlerde tanimlanacak ve 6zellikleri
genisce incelenecektir temporal intuitionistic fuzzy kiime kavrami i¢inde bu tamimlama
genisletilecektir.

Fuzzy kiimenin bulanikligmin bir 6lciisii olan entropi kavrami ise uzaklik ve
benzerlik kavramlar1 ile yakindan alakalidir. Entropi kavrami Liu ‘nun caligmasi
oncesinde De Luce ve Termini (1972), Kauffmann (1975), Loo (1977), Yager (1982)
gibi aragtirmacilar tarafindan etraflica incelenmistir (Liu, 1992).

Asagida Liu tarafindan verilen uzaklik 0lglisii, benzerlik Slgiisii ve entropi
tanimlamalarini ve bunlar arasindaki iliskileri verilecektir. Liu, bu tanimlamalari FS*

uzaymin asagidaki sartlar1 saglayan FS X alt kiimelerinde tanimlamustur.

1. P(X)CFSX*,
. . 1 .. I *
2. VXeXu;ln,uI(X):E olmak tizere Ee FS*”,
2

3. VA BeFS* icin AUB e FSX".
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Bu sartlara bakildigmda FS™ kiimesinin de FS**olarak segilebilecegi gdriilmektedir
(Liu, 1992).

Tamm 3.2.2: Asagidaki sartlar1 saglayan e, :FS*" —R"U{0} donisimii FS*
izerinde bir fuzzy entropi olarak adlandirilir.
El. vDeP(X)igine,, (D)=0

1
E2. €Liu [Ej = Argg)x(* €Liu (A)

E3. A BeFS* icin yA(X)Z% ise g5 (X)> g, (X) veya ()<= ise

N~

y7a (X) 7N (X) sartlarindan biri saglantyorsa e, (A) >e,, (B)
E4. Her AcFS*" icin e, (A)=¢,, (A)
(Liu, 1992).

Ornek 323: X ={x,%,....%,} ve AeFS* olmak iizere A, A.€P(X)

kiimesinin tiyelik fonksiyonu

1 1
1, ,UA(X)>E 1, ﬂA(X)SE
‘uAyak (X) = 1 ! lLlAJZak (X) = 1
0, ILIA(X)SE 0, ﬂA(X)>§
1
ile tammlansm. O halde w=>1 igin e, (A)= [Z 12 (%)= t1a, (%) a’jw ile
=

tanimlanan e, doniisiimii bir entropidir (Kauffmann, 1975).
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Ornek 3.2.4: X ={X,%,....X,} olmak iizere her A€ FS* ve pe{l2..} icin

1
p

d, (A, A) = [Zl] 2 (%) = 25 (%) pj ile tammlanan d; uzakhg ile birlikte

dy(AA) -
€yager (A) =1————— doniisiimii bir entropidir (Yager, 1982).

nP

Ornek 3.25: X ={X,X,...,X,} olmak iizere her AeFS* ve c eR’ igin

f,:[0,2] > [0,1]

i. f(0)=f (1)=0,

ii. Her ae[0,1]icin f (a)=f,(1-a),
i, f,, [O,%} araliginda monoton artan,
sartlarmi saglayan fonksiyon ve F:R*U{0} - R" {0}, F(0)=0 olan pozitif tamimli

artan fonksiyon olmak iizere e (A)=F (z cf ( (% ))j ile tanimlanan e,
i=1

doniisiimii bir entropidir (Loo, 1977).

Tamm 3.2.6: d, :FS*" xFS* > R* U{O} doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa
uzaklik 6l¢iisii adin1 alir.

D1. Her ABe FS*" i¢in d,,, (A B)=d,, (B,A),

D2. Her Ae FS*” i¢in d, (A A)=0,

D3. Her Ae P(X) icin d,;, (A A)= max d,,(B,C)

B,CeFs*"
D4. Her AB,C e FS*"icin eger AcBC ise d,,, (A,B)<d,, (AC) ve
d.(B,C)<d,, (AC).

D4 sartinin;
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*

D4*:  Her AB,C,De FS* icin eper AcBcCcD  ise
d (B,C)<d, (AD)

ifadesine denk oldugu asikardir (Liu, 1992).

Tamm 3.2.7: s, :FS* xFS*" —R" U{0} doniisiimii asagidaki sartlar1 sagliyorsa
benzerlik 6l¢iisii adint alir.
S1. Her ABe FS* icin s, (A B)=5s,,(B,A),

2. Her De P(X) igin s,,(D,D)=0,

Liu

3. Her Ae FS* icin s, (A A)= max s, (B,C)

,max s,
S4. Her A,B,C e FS™ icin eger Ac B C iise s, (A B)>s,,(AC) ve
s, (B,C)=s,,(AC).
S4 sartmm

s4': Her AB,C,De FS* igineger AcBcC D ise s, (B,C)>s,, (AD)

ifadesine denk oldugu asikardir (Liu, 1992).

* . o L 1
Tamm 3.2.8: FS™ iizerindeki bir €, entropisi i¢in €;, [E}=1 sart1 saglaniyorsa €,

entropisine normal entropi denir. FS™ iizerindeki bir d,, uzaklik Olglsi igin

Ag]%é(w d, (A, B) =1 ise sart1 saglaniyorsa d ,, uzaklik dlgiisiine normal uzaklk 6lgiisii

denir. Benzer sekilde FS**  iizerindeki bir S, benzerlik olglisii icin

A]rBrlagx* SLiu(A,B)Zl ise sart1 saglaniyorsa S, benzerlik Ol¢ilisiine normal benzerlik

olgtisti denir (Liu, 1992).
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Onerme 3.2.9: FS*” iizerindeki her e, entropisinden (d;, uzaklik olgiisinden, S ;,

benzerlik Olgiisiinden ) normal bir entropi (uzaklik Olgiisii, benzerlik Olciisii) elde

edilebilir (Liu, 1992).

Liu (1992) entropi, uzaklik 6lgiisii ve benzerlik 6l¢iisii arasindaki bazi bagintilari

asagidaki sekilde vermistir.

Onerme 3.2.10: Tiim benzerlik ve uzaklik 6lgiileri arasinda bire bir esleme vardir. d bir
uzaklik 6lgiisii olmak tizere d uzaklik 6lgiisiiniin es benzerlik 6l¢iisti olan s ile birlikte

d +s=1 esitligini saglar (Liu, 1992).

Onerme 3.2.11: s, FS* iizerinde bir benzerlik 6lciisii olmak iizere her Ae FS*" icin

e(A) =S ( A, R) ile tanimlanan doniisiim FS X" {izerinde bir entropidir (Liu, 1992).

Onerme 3.2.12: d, FS™" iizerinde bir uzaklik dlciisii olmak iizere her Ae FS*" icin
e(A)=1-d (A, Z) ile tanimlanan déniisim FS™ iizerinde bir entropidir (Liu, 1992).

Son iki 6nermede tanimlanan entropilere sirasiyla benzerlik 6lglisiinden iiretilen
ve uzaklik dlgiisiinden tiretilen entropiler denir. Sirasiyla e(s) : e'(s) ile gosterilir.

Liu‘nun (1992) calismasindan sonra yapilan ¢alismalarda ozellikleri sik sik
incelenen o — entropi, alt o— entropi, o — uzaklik 6l¢iisti, alt o — uzaklik Olgiisii,
o — benzerlik Olgiisii ve alt o— benzerlik 6lgiisii tanimlarin1 verecegiz ve bunlar
arasindaki iligkilerden bahsedilecektir. Liu bu tanimlari verirken ki motivasyonu
calismasinda soyle agiklamustir. Bilindigi tizere entropi bir A fuzzy kiimesinin entropisi
bu fuzzy kiimenin bulanikligmin (fuzziness) bir 6lgiisiidiir. Eger A fuzzy kiimesinin

tanimlandig1 X kiimesini D,D e P(X) olacak sekilde D ve D ayrik pargalarma

ayirrsak - AND fuzzy kiimesinin (ki burada kasit ANy, fuzzy kiimesidir, fakat

notasyonun daha kolay anlasilabilmesi icin AND tercih edilecektir.) bulamkhgi D

kiimesi tizerindedir. Benzer sekilde An D bulamikhigi D kiimesi iizerindedir. O halde
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A ‘nm bulanikligini bu iki bulaniklik degerinin toplami olarak ifade etmek gayet dogal
bir yontemdir (Liu, 1992).

Tamm 3.2.13: e , FS* iizerinde bir entropi olmak iizere herhangi bir Ae FS*"icin
her DeP(X) igin e(A)=e(AN D)+e(Am [_)) esitligi saglaniyorsa e entropisi o —

entropi olarak isimlendirilir (Liu, 1992).

Ornek 3.2.14: Ornek 3.2.3 deki entropi i¢in @ =1 oldugunda, Ornek 3.2.4 deki entropi
icin P=1 oldugunda ve Ornek 3.2.5 teki entropi i¢in C herhangi bir sabit olmak iizere

F (x)=cx oldugunda birer o — entropi tanimlanir (Liu, 1992).

Tamm 3.2.15: F:[0,00)—>[0,0) fonksiyonu eger artan ve F(0)=0 sartlarim
sagliyorsa bir F —fonksiyonu adm1 alir. Eger e , FS*" tizerinde bir entropi ve F bir
F — fonksiyonu ise F<e> ‘nin bir FS* iizerinde bir entropi oldugu agiktir. Eger

e =F(e) olacak bir € , o— entropisi var ise e entropisine FS*" iizerinde bir alt

o — entropi denir (Liu, 1992).

Ornek 3.2.16: Ornek 3.2.3 de tammlanan e, (A):[i‘yA(xi)—y%m(Xi)‘ij
i=1

1

entropisinin her w>1 igin F(x):x‘” ile tanirmli F — fonksiyonu ve bu fonksiyona
uygun olan ve her Ae FS* icin é(A):Z‘/uA(Xi)_/uA(Xi )‘w ile tanimhi o — entropisi
i=1

ile birlikte bir alt o — entropi oldugu agiktir (Liu, 1992).

) ) D,(AA)
Ornek 3.2.17: Ornek 3.2.4 de tanimlanan eYager(A)=1——

1

entropisinin her
n p

1
P=12,.. igin F(x)=1-(1-x)r ile tanmli F — fonksiyonu ve bu fonksiyona uygun
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olan ve her Ae FS™" igin é(A)=1—%Zn:\yA(xi)—,uA(xi )‘p ile tanimli o — entropisi ile
i=1

birlikte bir alt o — entropi oldugu agiktir (Liu, 1992).

Onerme 3.2.18: FS* iizerinde tammlanan e entropisinin o — entropi olmasi igin
gerek ve yeter sart her A, BeFS™ i¢in e(AUB)+e(AnB)=e(A)+e(B) esitliginin

saglanmasidir (Liu, 1992).

Tammm 3.2.19: d , FS*"{izerinde bir uzaklik Ol¢iisii olmak tizere her A, B e FS* ve
her DeP(X) i¢in d(A B)=d(AnD,BnD)+d(AND,BND) esitligi saglaniyorsa

d uzaklik 6lglisii o —uzaklik 6lgiisii olarak isimlendirilir (Liu, 1992).

Tamm 3.2.20: Eger d |, FS™" iizerinde bir uzaklik 8lgiisii ve F bir F —fonksiyonu

ise F<d> ‘nin bir FS*” tizerinde bir uzaklik Olclisi oldugu agiktir. Eger d= F<d>

olacak bir d , o — uzaklik 6l¢iisii var ise d uzaklik 6lgiisi FS*" {izerinde bir alt o —

uzaklik 6l¢iisti denir (Liu, 1992).

Ornek 3.2.21: Her A BeFS* ve p=12,.. icin

1 1

d,(AB)= E(Zn],uA (%) — 145 (% )|p)p ile tanimli uzaklhk 8lgiisii F ()= x? ile tanimh
N\ iz
F— fonksiyonu ve bu fonksiyona uygun olan ve her A BeFS* icin
a(A, B) = %Z‘,uA (Xi)—,uB (Xi )‘p ile taniml1 o — uzaklik 6l¢iisii ile birlikte bir alt o —
i=1

uzaklik 6l¢iisti oldugu agiktir (Liu, 1992).

Tanmm 3.2.22: S , FS*"tizerinde bir uzaklik Ol¢iisii olmak tizere her A, B e FS* ve
her DeP(X) igin S(A,B):S(Am D,Bu[_))+s(Am[_),BuD) esitligi saglaniyorsa

S benzerlik dlgiisii o —benzerlik 6l¢iisii olarak isimlendirilir (Liu, 1992).
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Onerme 3.2.23: s , FS*" iizerinde bir uzaklik Olgiisiiniin o — benzerlik 6l¢iisii olmasi

igin gerek ve yeter sart her ABeFS® ve her DeP(X) icin

5(AB)=5(AnD,BUD)+s(AUD,BND) olmasidir (Liu, 1992).

Tamm 3.2.24: Eger s , FS* iizerinde bir benzerlik dl¢iisii ve F bir F —fonksiyonu
ise F(d) nin bir FS*" iizerinde bir benzerlik 8lciisii oldugu aciktir. Eger § = F(s)

olacak bir S, o — benzerlik 6lgiisii var ise S benzerlik 6l¢tisiine FS*" iizerinde bir alt

o — benzerlik 6l¢iisii denir (Liu, 1992).

Bu tanimlar arasindaki bagmntilar asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 3.2.25: Eger s , FS** {izerinde bir o — benzerlik olciisii ise d <S> ‘te FS*
tizerinde bir o — uzaklik dl¢iistidiir (Liu, 1992).
Teorem 3.2.26: Eger d , FS*" iizerinde bir o — uzaklik lgiisii ise s(d) te FS*"

tizerinde bir o — benzerlik dl¢iisiidiir (Liu, 1992).

Teorem 3.2.27: Eger s , FS™" iizerinde bir o — benzerlik dlciisii ise e(s) ‘te FS*"

tizerinde bir o —entropidir (Liu, 1992).

Son ii¢ teoremin alt o —entropi, alt o — uzaklik 6l¢iisii ve alt o — uzaklik 6l¢iisii
benzerlik dlgiisii arasinda da saglandigi asikardir (Liu, 1992).

Yukarida tanimladigimiz Slciiler disinda uygulamalarda siklikla kullanilan diger

entropilere, uzaklik 6l¢iilerine ve benzerlik ol¢iilerine drnekler verelim.
Fuzzy Uzaklik Olgiileri

Boliimiin basinda bahsedilen reel say1 degerli fuzzy metrik uzaylar1 birer uzaklik

Olclisi sayilabilecegi gibi asagida uygulamalarda siklikla kullanilan diger uzaklik

Olciileri verilmistir. Burada X = {Xl, Xy yeees Xn} ve A, B e FS* olmak iizere:
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1. Hamming Uzakligr: d,,.. (A Z‘/”A s (X, )‘ (Szmidt, 2014).

2. Normallestirilmis Hamming Uzakhgt: d,_, .. (A B) = %Zn:‘ 1 (%)= 15 (% )‘
i=1

(Szmidt, 2014).

n

3. Eucliden Uzaklik: dg, (A B)= \/ (14 (%)~ 125 (%)) (Szmidt, 2014).
i=1

1
n p

4. Minkowski Uzaklik: dp(A,B)=[_ (,uA(Xi)—,uB(xi)) J (p=21) (Szmidt,

2014).
5. Supremum Uzakhik: dg, (A, Sup‘ 1p (%)= g (X, )‘ (Szmidt, 2014).

xeX

6. dgp Z‘/‘A 115, (%)] + Jsupp (A)|-|supp(B)| (Lee ve ark., 2006).

i\uA(xi)—yB(xi)\

7. do (AB)=2 (Pappis ve Karacapilidis, 1993).

ZIUA +/“B )

8. d., (A)=

2(2 _(1_ Ha (Xi )+ Hp (Xi ))eyA(X')_ﬂB(X')_(l_ Hp (Xi ) T H (Xi ))e#B(Xi)_NA(X'))

i=1
(Fan ve Xie, 1999).
9. Dgpn (AB)=

n

Z[“‘A(Xi)‘“s<Xi>>'”1+”—’*(X‘)+<us<xi)—ﬂA<xi>>'n§_”—“(xf)]

=) 1+ p15 (%)
(Bhandari, 1993).

10. Dy (AB)=
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((/‘A (%) g (%) + (1= 0 (%)) (1= 12 (% )))

n
1— i=1
n

\/ ” (/“A(Xi )2 (1= a0 (% ))2)2(#3 (% )2 (1~ 45 (% ))2)

i=1 i=1

(Wang, 1997).

11. Danac (AB) = 1—J ﬂA(X)—ﬂB(X)dx (Dubois ve Prade, 1980).
Bhat S |A| |B|

Uzaklik Tabanh Benzerlik Olgiileri:

1. s(AB)= (Koczy, 2000).

1
1+d(AB)
2. s(AB)=e"® (williams ve Steele, 2002).

3. s(AB)=1-d, (AB), r=12 (Santini, 1997).

5. d bir uzaklik 6lciisi A€ FS* olmak iizere
5(A Ay, )=4-2d(ANA,,,.0)-2d(AUA,,,.T)

ile tanimli Slgii A fuzzy kiimesi ile Ay, crisp kiimesi arasinda bir benzerlik

akin

Olgtistidiir (Lee ve ark., 2006).

6. d bir uzaklik olciisii Ae FS X olmak iizere
5(A A, )=4-2d(ANA,,,.0)-2d(AUA,,,.T)

ile tanimh 6lgii A fuzzy kiimesi ile A, crisp kiimesi arasinda bir benzerlik

akin
Olgiisiidiir. 5. ve 6. Tanimlanan benzerlik Slgiileri entropiden liretilmis benzerlik

olgiileridir (Lee ve ark., 2006).

Entropiler:
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1. e ——kZ(yA )10g (£, (%)) +((1— 224 (%)) l0g (1~ 2, (%)) (De Luca

ve Termini,1972).

nP
d (A
3. Broso (A)= dp<(A Zak’")) (Kosko, 1986)
p 1 7 uzak
4 ePP(A)_% n (yA(x,)e(1 #al ))) ((1 pa(%))e" ) (Pal ve Pal, 1992).
i=1
d(AUA]T)
5. eruxs(A)= 5 (A vy i) (Fan ve ark, 2001).
d (Au,& 6)
6. erux_(A) d(Amﬂ 6) (Fan ve ark, 2001).
d (Au A, i)
7. €mx S(A):W(Fan ve ark, 2001).
d (Am A, i)
8. erx_s(A)= - (Amﬂ 6) (Fan ve ark, 2001).

9. S(t)=-tIn(t)—(1-t)In(1-t) olmak iizere

Zn:S( )+1—sup s, (X )j

X#X

(Li ve Liu, 2007).

10. By 1 (A) =2

(Hwang ve Yang, 2008).
11. X bostan farkli kiimesi igin
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J [(1‘ ) o 00 ((26) 21, 0 (X)ﬂ o
Chv—2 (A) == (1_ _l)

2

(Hwang ve Yang, 2008).

12. d bir o — uzaklik Sl¢iisii olmak iizere her A,B e FS” i¢in

& (A)=2d((ANA,,).0)+2d((AUAL).I)
ile taniml1 ifade fuzzy entropidir (Lee ve ark., 2006).

13. d bir o — uzaklik Sl¢iisii olmak iizere her A, B e FS” i¢in

e,(A)=2d((AnA,,).0)+2d((AUA,,).1)-2

ile taniml ifade fuzzy entropidir (Lee ve ark., 2006).

Benzerlik 6lgiileri ile ilgili bir diger simiflandirma asagidaki sekilde yapilmustir.

Tamm 3.2.28: FS* *te taniml bir s benzerlik olciisiine eger her A, BeFS” icin
S(A, B) = S(K,E) sartin1 sagliyorsa yakinlik (proximity) 6l¢iisii adin1 alir (Fan ve Xie,

1999).

Ornek 3.2.29: Pappis (1999) tarafindan her A BeFS* icin tanimlanan

S ( A, B) = 1—SXlEJ>[<) ‘ Ha (X) — Uy (X)‘ ile tanimlanan benzerlik 6l¢iisii bir yakmlik 6l¢iistidiir

(Fan ve Xie, 1999).
Ornek  3.230: X ={X,X%,...X,} olmak iizere —her ABe FS*  igin

o |-

S(A,B)=1—1[Zn:|luA(x)—,uB(x)|p} ile tanimlanan benzerlik olgiisii bir yakinlik
nii=
olgtisiidiir (Fan ve Xie, 1999).

Ornek 3.231: X ={X,X%,,... X, } olmak iizere her A,BeFS” i¢in Bhandari ve Pal

tarafindan tanimlanan benzerlik 6l¢iisii
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s(AB)=

1 by ] )~ ) 2 () () 5208

n*In2 4z 1+ 15 (%)

bir yakilik dlgiistidiir (Fan ve Xie, 1999).

Ornek 3.2.32:s, FS X {izerinde bir benzerlik 6l¢iisii olmak iizere her A B e FS* igin
1. sl(A,B)=min{s(A,B),s(z\,§)},
2. s,(A B):l(min{s(A, B)+S(K,§)}).
? 2

ile taniml1 benzerlik 6lgiileri yakimlik olgtileridir (Fan ve Xie, 1999).

Yakmlik 6lgiisii tarafindan saglandigi halde genel olarak benzerlik 6lgiilerinin

saglamayan iki onemli 6zellik asagida verilmistir.
Teorem 3.2.33: s, FS X {izerinde bir benzerlik Olciisii ve A,BeFS X icin

1. s(AB)>¢ iseher Ce FS* icin s(AUC,BUC)>¢

2. s(AB)>¢ ise her CeFS” icin s(ANC,BNC)>¢
Benzer 6zellik o — benzerlik 6lgiileri tarafindan da saglanir (Fan ve Xie, 1999).

Teorem 3.2.34: s, FS” iizerinde bir o— benzerlik lciisii ve A,BeFS* icin bir

olmak tuzere

1. Eger A,BeFS*i¢in s(A B)>zise her Ce FS* igin s(AUC,BUC)>¢

2. Bger ABeFS igin s(A,B)>¢ iseher Ce FS*" icin s(AnC,BNC)=¢

(Fan ve Xie, 1999).

Fakat bu 6zellik her benzerlik 6l¢iisii tarafindan saglanmayabilir.
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Ornek 3.2.35: X sonlu bir kiime olmak tizere

ile tamimli benzerlik Olgiisi X = {Xi, Xz} olmak tizere A= {()(1, 0.6) , (XZ,O.S)} ,
B= {(Xl, 0.8) , (X2,0.4)} , C= {(Xl, 0.3) , (X2,0.8)} fuzzy kiimeleri lizerinden hesaplanan
S ( A, B) =0.7 ve S(Au C,Bu C) =0.667 benzerlik degerlerinden

s(AB)>s(AuUC,BUC) esitsizligi elde edilir. Bu da son iki teoremde belirtilen

ozelliklerin s benzerlik 6l¢iisii tarafindan saglanmadigini ispatlar (Fan ve Xie, 1999).
Literatiirde entropi, uzaklhk Olciisii ve benzerlik Olglisii ile alakali ve
uygulamalarda siklikla kullanilan diger bir 6lglide kapsama (inclusion) 6lglistidiir. Bu
tanim ilk olarak Sinha ve Dougherty (1993) tarafindan verilmistir. Fakat literatiirde en
sik kullanilan kapsama 6l¢iisii tanimi bir 6nceki tanimm modifiye edilmis hali olan ve
Young (1996) tarafindan altkiimelik (subsethood) 6lgiisii adi altinda verilen tanimdir.

Simdi bu 6l¢iiden kisaca bahsedilecek ve entropi ile olan iliskileri verilecektir.

Tamm 3.2.36: Inc:FS™ xFS* —[0,1] déniisiimii eger her A B e FS™ i¢in asagidaki

sartlar1 sagliyorsa bir kapsama 6l¢iisii adin1 alir.
1. Inc(1,0)=0
11*. Inc(A A)=0<> AeP(X)
12. InC(A, B) =1< AcB

I3. Her AB,CeFS* i¢in AcBcC ise Inc(C,A)<Inc(B,A)

Inc(C, A)< Inc(C, B)(Young, 1996).

Ornek 3.2.37:

1- X ={X,%,,...,X,} olmak iizere
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Smin{ (%) (%))
i= A=z0

mAS)) S )
- 1 A=0

ile tammh Inc, : FS* xFS* —[0,1] ddniisiimii kapsama olgiisidiir (Zeng ve ark.,

2006).

2- X ={X,%,.... X,} olmak iizere IncZ(A,B):%Zn:min{l,l—yA(xi)+yA(xi)} ile

i=1

n

tanimli Inc, : FS* x FS™ —[0,1] déniisiimii kapsama Sl¢iisiidiir (Zeng ve ark., 2006).

3- X =[a,b] kapali araligi olmak lizere
b
Inc, (A, B):l—b—la.ﬂyA(x)—yA(x)/\yB(x)|dx tanml  Inc,: FS* x FS* —[0,1]

doniisiimii kapsama olgtistidiir (Zeng ve ark., 2006).

Teorem 3.2.38: Inc, FS” iizerinde bir kapsama dlciisii olmak iizere her A€ FS”icin

1 — U 1- — U
elnc(A):InC[ +"HA(X; 'UA(X)‘, ‘IUA(X; ﬂA(X)‘J ile tamml €, donisimi bir

entropidir (Zeng ve ark., 2006).

Teorem 3.2.39: e, FS* iizerinde bir entropi olmak tizere her A, B e FS* icin

1 _
Ince(A,B):e[ +"UA(X) 'UZA(X)A'UB(X)‘] ile tanimli InC, donisimii bir kapsama

olgtisiidiir (Zeng ve ark., 2006).



4. INTUITIONISTIC FUZZY KUMELER UZAYINDA UZAKLIK VE
BENZERLIK OLCULERI

Atanassov’un IFS teorisi tanimmin ele aliman durum hakkindaki bilgilerin
bipolar durumlarmi (liyelik- tiye olmama, olumlu - olumsuz vb.) barindirmasindan
dolay1 belirsizlik (vagueness) kavraminin ele alinmasi bakimindan son derece uygun
goriilmiis ve bir¢ok uygulama alani bulmustur. IFS teorisinin (FS teoride oldugu gibi)
uygulama alanlarmin arasinda onemli yere sahip olan benzerlik (similarity), Oriintii
tanima (pattern recognition) gibi kavramlar temel olarak IFS’ler arasindaki uzaklik
kavramma dayanmaktadir. Bu nedenle IFS’ler arasi uzaklik Olgiisii kavrami IFS
teorideki temel problemlerden biri olmustur. Onceki bdliimde oldugu gibi bu bdliimde
de oOncellikle intuitionistic fuzzy kiimeler uzaymnda tanimlanan metrik kavramlari
tanitilacak ve intuitionistic fuzzy sayilar (kiimeler) uzayinda sendograf metrik tanimi
yapilacak ve bu metrigin baz1 Ozellikleri incelenecektir.  Boliimiin devaminda
intuitionistic fuzzy kiimeler uzayinda uzaklik oOl¢iisii, benzerlik Ol¢iisii ve entropi

kavramlar1 tanimlanacak ve bazi 6zellikleri verilecektir.
4.1. Intuitionistic Fuzzy Kiimeler Uzayinda Metrik Kavrami

Park (2004), intuitionistic fuzzy kiimeler uzaymda metrik kavramimi George ve

Veermani yaklasimi ile tanimlamis ve bazi temel 6zellikleri ifade ve ispat etmistir.

Tamm 4.1.1: X bostan farkli bir kiime, T bir t— norm ve T bir t— conorm olsun.
M ve N,xy,zeX , st>0icin asagidaki sartlar1 saglayan X x X x(0,c0) {izerinde
tanimlanmis fuzzy kiimeler olmak iizere (X,M , N,'I:,'[) sirali beslisine intuitionistic

fuzzy metrik uzay denir.

a. M(xyt)+N(xyt)<1,
b. M(xy,t)>0,

c. M(xy,t)=1ancak ve ancak x=y,
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e

M (X, y,t)=M(y,xt),

e. T(M(xy.t),M(y,z,5))<M(Xzt+s)
f. M(x,Y,.):(0,00) > (0,1]siirekli,

9. N(xy,t)=0,

h. N(x,yt)=0ancak ve ancak x=y,

L N(Xy.t)=N(y,xt),

i T(N(%Yt),N(Y,2,5))=N(x,z,t+s),

)

N (X, Y,.):(0,00) —(0,1] siirekli.
Bu kabuller altinda (M,N) ikilisine X iizerinde tammli intuitionistic fuzzy

metrik denir. M (x,y,t) ve N(x,y,t) sayilarma sirasiyla X ve y 'nin t kadar yakin

olma ve yakm olmama derecesi denir (Park, 2004).

Ornek 4.12: (X,M,T) bir fuzzy metrik uzay ve her xyeX igin
T(xy) =1—(f ((1—X),(1— y))) ile taniml1 * t —normu ile iliskili ¢ t—conormu olmak

lizere (X, M,1-M ,f,'[) bir intuitionistic fuzzy metrik uzaydir (Park, 2004).

Onerme 4.1.3: i. T, t—normu ve T, t—conormu iliskili degilse M ve N bir énceki

ornekteki gibi tanimlanmak tlizere g, (X, y,t) = T Ex y) ve i, (X, y,t) _ tfc(i?xyz/)

olacak X tizerinde tanimli bir d metrigi yoktur (Park, 2004).

ii. (indirgenmis intuitionistic fuzzy metrik) (X,d) bir metrik uzay, her a,b €[0,1]igin

T (a,b)=ab , T(a,b)=min{La+b} ile tammh olsun. Uyelik fonksiyonlar1 her
ht"

h,k,m,neR" i¢in ,uMd(X,y,t)—— ve ﬂNd(va1t)_ d(X,y)

= =—— "7 il
ht" +md (X, y) kt"+md (x,y) e

tanomli M, ve N, e FS* (0= fuzzy kiimeleri olmak iizere (X,Md,Nd,f,I) bir

intuitionistic fuzzy metrik uzaydir. Burada T (a,b)=min{a,b} ve T (a,b)=max{a,b}
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alindiginda da (X,M 4 Nd,'I:,I) bir intuitionistic fuzzy metrik uzaydir. Ozel olarak

h=k=m=n=1 alindiginda ise ty (X y,1) = #() ve
¢ +d(X,y

iy, (%, y,t):% elde edilir. Bu tanimlamalara gore elde edilen

(X,Md , Nd,f,I) intuitionistic fuzzy metrik uzay: standart intuitionistic fuzzy metrik
uzay1 denir (Park, 2004).
iii. X =N, her a,be[0,1] i¢in T (a,b)=max{0,a+b-1}, T(a,b)=a+b—ab olmak

iizere M, N e FS***®*) kiimelerinin iiyelik fonksiyonlar1 her X,y e X ve t > Oigin

X
N X<y,
Hy (X, y,t) =
Y oy<x
X
ve
Y= x<y,
IUN(X'yvt): y

X-y

=2 y<x
X

olarak tanimlansin. Bu tanimlamalarla beraber (X,M,N,f,'[) intuitionistic fuzzy

metrik uzaydir (Park, 2004).

Park, ¢alismasinin devaminda intuitionistic fuzzy metrikten iretilen topoloji

tanimini vermistir.

Tamm 4.1.4: (X,M,N,T,T) bir intuitionistic fuzzy metrik uzay, r<(0,1), t>0 ve
Xe X olmak {izere B(X,r,t)z{ye X,M(x,y,t)>1-r,N(x,y,t)< r} kiimesi t ’ye

gore X merkezli I' yarigapl agik yuvar olarak isimlendirilir (Park, 2004).

Teorem 4.1.5: B(x,r,t) agik yuvari agik kiimedir (Park, 2004).
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Tanmm 4.1.6: (X,M,N,'I:,'NI') bir intuitionistic fuzzy metrik uzay olmak {izere
Bu.n ={B(X,r,t):Xe X,t>0,r e(O,l)} baziyla fiiretilen 7,, , ailesi X iizerinde bir

. 11 I C
topolojidir. By, ={B(X,H,Hj:n:1,2,...}aIIeSI Ty i¢in bir yerel baz oldugundan

7y birinci sayilabilir uzaydir (Park, 2004).

Teorem 4.1.7: (X,M,N,f,'l:) intuitionistic fuzzy metrik uzayr Hausdorft uzaydir

(Park, 2004).

. . t
Teorem 4.1.8: (X,d) bir metrik uzay, X, y,t)=——— ve keR"' icin
__d(xy) ) I
ty (X, y,1) olarak tanimlanmak tizere d metriginden iiretilen 7,

 kt+d (x,Y)
topolojisi ve 7,  topolojisi esittir (Park, 2004).

Park caligmasimin devaminda intuitionistic fuzzy metrik uzayimn bazi 6zelliklerini

asagidaki sekilde vermistir.

Tamm 4.1.9: (X,M,N,'I:,'IN') intuitionistic fuzzy metrik uzayr olmak iizere Ac X
eger her x,yeA i¢in M(xy,t)>1-r ve N(xyt)<r olacak sekilde t>0 ve

re (0,1) sayilart mevcut ise A kiimesine IF-smirhidir denir (Park, 2004).

Teorem 4.1.10: (X,M,N,'I:,'[), d metriginden iiretilmis intuitionistic fuzzy metrik

olmak iizere A kiimesi IF-smirli olmasi icin gerek ve yeter sart A kiimesinin sinirl

olmasidir (Park, 2004).

Teorem 4.1.11: (X,M,N,'I:,'[) intuitionistic fuzzy metrik uzayinin her kompakt alt

kiimesi IF-sinirlidir (Park, 2004).



90

Teorem 4.1.13: Intuitionistic fuzzy metrik uzayda her kompakt kiime kapali ve
smirhdir (Park, 2004).

Tamm 4.1.14: X kiimesinde tanimli bir {x, } dizisinin X ’e yakmsamas: igin gerek ve

yeter sart N —oo iken M (x,,x,t) —>1 ve N(x,,X,t)— 0 olmasidir (Park, 2004).

Tanim 4.1.15: (X ,M,N, T, T ) intuitionistic fuzzy metrik uzay olmak tizere
a. {x,}, X de bir dizi olmak iizere her ¢>0 ve t>0 igin n,m=n, iken
M (X, X,,t)>1-¢ ve N(x,x,t)<e olacak nyeN varsa {x } dizisine
Cauchy dizisi denir.
b. (X, M, N ,'I:,'[) intuitionistic fuzzy metrik uzayinda her bir Cauchy dizisi z,,

topolojisine gore yakinsak ise (X,M,N,f,'[) intuitionistic fuzzy metrik

uzaymna tamdir denir (Park, 2004).

Teorem 4.1.16: (Baire Teoremi) {Un 'n eN} ,(X,M , N,'f,I) tam intuitionistic fuzzy

metrik uzaymin yogun agik altkiimelerinin bir dizisi ise ﬂ U, kiimesi X ’de yogundur
neN

(Park, 2004).

Teorem 4.1.17: Ayrilabilir her intuitionistic fuzzy metrik uzay: ikinci sayilabilirdir
(Park, 2004).

Teorem 4.1.18: (Diizgiin limit teoremi) f :X —>Y , X topolojik uzayinda
(Y, M, N,'I:,'[) intuitionistic fuzzy metrik uzayma siirekli fonksiyonlarin bir dizisi

olmak tizere eger { f,} dizisi f:X —Y fonksiyonuna diizgiin yakmsak ise f stireklidir

(Park, 2004).

Gregori ve ark. (2006), Hausdorff intuitionistic fuzzy metrigi tanimlamiglardir.
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Tamm 4.1.19: P, (X), F(X) ve K,(X) sirastyla X ’in bos olmayan altkiimelerin
kiimesi, bos olmayan sonlu kiimelerin kiimesini ve (X,TMYN) uzaymin bos olmayan
kompakt alt kiimelerini gostersin. (X,M,N,'I:,'[) intuitionistic fuzzy metrik uzay

olmak iizere K, (X )xK,(X)x(0,00)iizerinde her A,BeK,(X) ve t>0 icin

Hy (A.B,t)=min{inf M (a,B,t),inf M (Ab,t)}

acA

ve

TR

acA beB

ile tammlanan H,, ve H, ile birlikte (X,HM,HN,f,I) sirali beslisine K, (X)

kiimesi tizerinde Hausdorff intuitionistic fuzzy metrik denir (Gregori ve ark., 2006).

Onerme 4.1.20: (X,d) bir metrik uzay olmak iizere standart intuitionistic fuzzy
metrikten elde edilen standart intuitionistic fuzzy metrikle iiretilen (X, HMd , HNd ,f,'[)
Hausdorff intuitionistic fuzzy metrigi ile K (X) tizerinde tammli H; Hausdorff
metrigi ile tretilen (X, H,,H, ,f,'[) standart intuitionistic fuzzy metrigi denktir (Efe

ve Yildiz, 2006).

Ornek 4.1.21: d, R iizerinde tanimli Euclidean metrik olmak {iizere A=[a,a,] ve
B=[b,b,] iki kompakt aralik olsun. O halde H,(A B)=max{a —hb|.[a,~b,|} ve

Onerme 4.1.20°den dolayi tiim t > 0 igin

t
_t+max{|a1—bl|,|a2—b2|}

Hy, (AB,t)

ve
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_ max{|a1—bl|,|a2 _b2|}
Hy, (AB.1)= t+max {|a, —b|.]a, —b,}

seklindedir (Efe ve Yildiz, 2006).

Ornek 4.1.22: d, X kiimesi tizerinde tanimli diskret metrik olmak itizere A ve B
kiimeleri X kiimesinin bostan farkli, sonlu ve A= B sartin1 saglayan iki alt kiimesi

olsun. O halde H,(AB)=1 ve Onerme 4.1.20’den dolay1 tim t>0 igin

H, (ABt)= ﬁ ve H, (A Bt)= ﬁ seklinde tanimlanir (Efe ve Yildiz, 2006).
d + d +

Teorem 4.1.23: (X,M,N,*, <>) bir intuitionistic fuzzy metrik uzay olmak {izere
(Ky(X),Hy Hy,%0) uzaymmn tam olmasi igin gerek ve yeter sart (X,M,N,'I:,'[)

uzayinin tam olmasidir (Efe ve Yildiz, 2006).

Tamm 4.1.24: (X,M,N,f,'[)bir intuitionistic fuzzy metrik uzay ve Ac X olmak

iizere eger her bir O0<r<1 ve t>0 icin AgUBM’N(x,r,t) olacak sonlu Sc A

xe$S

kiimesi var ise Akiimesine 6n kompakt (precompact) denir (Saadati ve Park, 2006).

Teorem 4.1.25: (X,M,N,'I:,'[) bir intuitionistic fuzzy metrik uzay olmak {izere

(KO(X),HM,HN,*,O) uzaymin On kompakt olmasi ig¢in gerek ve yeter sart

(X M, N, <>) uzaymin 6n kompakt olmasidir (Efe ve Yildiz, 2006).

Tamim 4.1.26: (X,M , N,f,‘[) ve (Y, M’ N’,f’,'[’)iki intuitionistic fuzzy metrik uzay
olmak  {izere f: XY fonksiyonu  her x,yeX ve t>0 igin
M (x,y,t)=M"(f(x), f(y).,t)ve N(xy,t)=N'(f(x),f(y).t) ise izometri denir.

X veY arasinda bir izometri tanimli ise X Ve Y kiimelerine izometriktir denir (Alaca

ve ark., 2006).
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Teorem 4.1.27: (X,M , N,'I:,I)intuitionistic fuzzy metrik uzay1 ve (Y,M’, N','I:','[’)
tam intuitionistic fuzzy metrik uzaymin yogun bir alt uzayma izometrik ise

(X,M,N,*,O) uzaymin tamlamasi (Y,M’,N',f’,'[’) uzayidir denir (Alaca ve ark.,

2006).

Lemma 4.1.28: (X,M,N,f’,'[’) intuitionistic fuzzy metrik uzaymnm iki tamlamasi
(Yl,Ml’, Nl','I:l',L') ve (YZ,M;,N;,fZ','[Z') ise Y, ve Y, kiimeleri izometriktir. Boylece

eger bir intuitionistic fuzzy metrik uzaymin tamlamasi var ise bu tamlama izometri

farkiyla sabittir (Alaca ve ark., 2006).

Lemma 4.1.29: (Y,M’,N’,f’,I’) bir intuitionistic fuzzy metrik uzay ve X , Y ’nin
yogun bir altkiimesi ise F(X) , ve boylece K,(X), (KO(Y),HM,,HN,,f’,I’)

uzayinda yogundur (Alaca ve ark., 2006).

Teorem 4.1.30: (X,M,N,f,'[) intuitionistic fuzzy metrik uzayr olmak {izere

(X ,M,N ,'I:,'[) uzaymin tamlanabilir olmasidir (Alaca ve ark., 2006).

Melliani ve ark. (2015) intuitionistic fuzzy kiimeler arasinda metrik kavramini

tanimlamuistir.

Tanmm 4.1.31: X bostan farkli bir kiime olmak tizere her A/B,C e IFS* asagidaki

sartlar1 saglayan d:IFS* x IFS* — R déniisiimiine IFS(X) tizerinde intuitionistic

fuzzy metrik denir.

1. d(AB)=0

(A
A

(A

d(B,A)
<d(AC)+d(C,B)

A B)
2. d(AB)=0< A=B
d(AB)
d(AB)
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(IFS(X),d) ikilisine intuitionistic fuzzy metrik uzay denir (Melliani ve ark., 2015).

Simdi intuitionistic fuzzy sayilar uzaymda d, ve d_ metriklerinin tanimin1 verelim.

Tamm 4.1.32: Her A< IFN ve o €[0,1] igin

[A]I+ (a)= inf{XeR:,uA(X)Za},
[A] (o) =sup{xeR:u,(x)=al,
[A]I_(a)=inf{XeR:,uA(X)Sa},

[A] (a)=sup{xeR:u,(x)<a}

olarak tanimlanmak tiizere, her A,B € IFN i¢in

6,(18)~{ 3][A] (@)1 (@) s ] (@), ()

ve

d,(AB)=1sup [A

ae0]]

[A], (@)-[B], («)]+ - sup [[A], (e)~[B], (=)

ae[0]

1
+— Sup
ad0]]

olarak tanimlanmak tizere (IFN,dp) ve (IFN,d, ) uzaylar: intuitionistic fuzzy metrik

uzaydir (Melliani ve ark., 2015).

Melliani ve ark., galigmalarmin devaminda IFN kiimesinde d, metrik ile

iretilen topoloji tanimin1 asagidaki sekilde vermistir.

Tammm 4.1.33: AeIFN ve r >0 i¢in A merkezli ve I' yarigapli agik yuvar ve kapali

yuvar sirastyla asagidaki sekilde tanimlanir.
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L. B(Ar)={A'cIFN:d, (A A)<r}
i. BIAr]={A'cIFN:d, (A A)<r|
G c IFN olmak iizere VAeG icin B(Ar)c=G olacak r >0 bulunabiliyorsa G ’ye

acik kiime denir. Boylece G 'nin acik olmasi i¢in G ’deki her bir intuitionistic fuzzy

nokta i¢in bu nokta merkezli ve G tarafindan kapsanan bir acik yuvarm bulunmasinin

gerek ve yeter sart oldugu goriiliir. Bu tanimlamalar ile beraber (IFN , dp) uzaymin tiim

acik yuvarlarmin olusturdugu ailenin Chang manasinda intuitionistic fuzzy topoloji

tanimlayacagi asikardir (Melliani ve ark., 2015).

Teorem 4.1.34: p [0,+] icin (IFN,d,) tam uzaydir (Melliani ve ark., 2015).
Teorem 4.1.35: p e[L,+w) igin (IFN,d, ) uzay: ayrilabilirdir (Melliani ve ark., 2015).

Teorem 4.1.36: (IFN,d_ ) uzay: ayrilabilirdir uzay degildir (Melliani ve ark., 2015).

Guha ve Chakraborty (2010) “Eger bir saymin ne oldugu hakkinda kesin bir
fikrimiz yoksa bu tip sayilar arasindaki uzakliklar hakkinda nasil kesin ifadeler
kullanabiliriz” fikrinden yola ¢ikarak, IFN x IFN Kkartezyen c¢arpim kiimesinden IFN
kiimesine bir metrik tanimlamiglardir.

Bilindigi tizere A intuitionistic fuzzy sayisia<b<m<a’'<b' sartim saglayan
reel saylar ve IFN’ nin bolimleri olarak adlandirilan f,,g,,h, k,:R—>1 ; f, ve k,

azalmayan ve g,,h, artmayan fonksiyonlar1 olmak tizere u, lyelik fonksiyonu ve iiye

olmama fonksiyonu 7, , sirastyla, asagidaki sekilde tanimlanabilir:

0, X<m-a

fo(x), m-a<x<m
1y (X) =11, X=m

ga(X), m<x<m+a

0, X>m+a

ve
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1, x<m-a'
hyo(x), m-a'<x<m
1. (X)=10, X=m

ko(X), m<x<m+b’

1 X>m+b'

Bu sekilde tanimlanan A intuitionistic fuzzy sayis1 A=(m;a,b,a’,b’) ile gosterilir

(Guha ve Chakraborty, 2010).

Tamm 4.1.37: A=(ml;al,ﬂl;al',ﬂl')e IFN ve & e[0,1] olmak {izere A’nm & - kesim
kiimesi (A)g={(x,yA(x),77A(x));yA(x)Zg,nA(X)Sl—g} ile tanimlanir. A , IFN’

sinin ¢ - kesim gosterimi [A] ={[A: (€), A} (5)];[,0&5,7 (€).AY, (g)]} aralik cifti ile
gosterilir. Burada;

. sup{x;x e, } , >0
A (8)_{sup{x;x6[ma,m+a]}, e=0
{
{

X;Xx e} , €>0

in x;XE[m—a,era]}, £=0

inf {x;xen,} , 1-£>0
A, (e)= 6 ,
d inf{x;XE[m—a,m+a]}, 1-£=0

sup{x;xe ,n} , 1-&>0

o]

sup{x;xe[m-a,m+al}, 1-£=0

seklinde tanimlanir (Guha ve Chakraborty, 2010).

Tanmm 4.1.38: A=(ml;a1,ﬂl;a1',,81') ,B=(m2;a2,ﬂ2;a2',ﬂ2')e IFN ve A B ’nin & -

kesim gosterimleri sirasi ile
(AL ={[A (o). AT () B[ (). AT ()]
(8], ={[B: (). B () [ B, (). BT, ()]
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olsun. AveB arasindaki uzaklik 6l¢iisii d, ; =(d;6,,0,;6,,0,) ile gosterilen burada d
d, s ’'nin orta noktast ve &, , o, ve 6, o, say1 ciftleri siras1 ile d,, ‘nin sol ve sag

yaythmint gosterirler. d , 6, , o, sayilarmi hesaplamak i¢in A ve B ’nin arasindaki
uzaklik Olciisiiniin iiyelik fonksiyonunu formiilize etmemiz gerekir. Ag¢ikca goriiliir ki

Ave B ’nin iiyelik fonksiyonlarmin & -kesim gosterimleri sirasi ile [A: (5), Aff (5)] ve

[BL (¢),B} (5)] dir. Bu gosterimler arasindaki uzaklik asagidaki uzakliklardan biridir.

]

a) Eger m >m, ise [ A} (¢), A} (£)]- [Bﬂ ). B (¢)]

b) Eger m, <m, ise B} (z),Bf (¢) || A: ( (¢)]

Bu iki notasyonu bir araya getirmek icin A=

L m=2m,
0, m <m,

;I;g 5 ] I:B/t ’ ]) +(1-4 (I:B# BE(g)]—I:A;(S),AS(g)])

[ (£),R, ()] ifadesi verilebilir. Burada L, () ve R, (&) strast ile

Lﬂ(g)zl((A:(g)—B/';(g)) (AR (¢) ))+(B: (¢) (¢) )
R, (£)=A((A:(£)~B} () +(A] (£)-BI (£))) +(
ifadeleri ile gosterilir. Boylece

[L ] ., L,(e)=0
[du(g)d ( )] {[ ‘ ‘ J, L,,(g)SOSRu(S)

ifadesi elde edilir. Bu son ifadeden 6,0, sayilari asagidaki sekilde hesaplanir:

6,=d"(1)- max{jd ng},al jd )de—d?(1)

Benzer sekilde 6,,0, sayilar1 asagidaki sekilde hesaplanr:

1
ledf_ﬂ(l)—max{jdf_ﬂ )dgo},al jdl,, )de—df (1)
0

Burada
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olarak tanimlanmak tlizere d, ; 'nin liye olmama fonksiyonunun & —kesim kiimesi

it (0 (o)]= (L ()R, ()] 0 Ly(e)z
1- Uy =

o oL, (e VR, (e) |0 Ly (o)

ile tammlanir. Boylece d =d, (1)=d} (1)=d, (1)=d}, (1) olmak iizere A ve B

IFN’leri arasindaki uzaklik d,;=(d;6,0,;6,,0,) ile ifade edilir (Guha ve

Chakraborty, 2010).

Onerme 4.1.39: Uggen intuitionistic fuzzy sayilar arasindaki intuitionistic uzaklik gene

bir tiggen intuitionistic fuzzy sayidir (Guha ve Chakraborty, 2010).

Calismalarmin devaminda Guha ve Chakraborty, tanimladiklar1 bu yeni 6l¢iiniin

metrik sartlarini sagladigmi gostermislerdir.

Teorem 4.1.40: Tanim 4.1.38. de tanimlanan uzaklik 6l¢iisii asagidaki sartlar1 (metrik
uzay olma sartlarini) saglar.

1. Tanmim 4.1.38. de tanimlanan uzaklik 6lgiisii negatif olmayan bir IFN” dir,

2. Her ABelFNigind,, =d; ,,

3. Her A,B,CelFN i¢ind,,+d;.>d,

(Guha ve Chakraborty, 2010).
4.2, Intuitionistic Fuzzy Sayilar Uzayinda Sendograf Metrik

Calismamizin bu kisminda fuzzy sayilar i¢cin tanimlanan sendograf ve endograf
metrik tanimlar1 intuitionistic fuzzy sayilar uzayina tasmacak ve bazi temel 6zellikleri

incelenecektir.

Tamm 4.2.1: Az{(x,,uA(x),nA(x)):XER} bir IFN olmak {izere A ’nn end(A)ile

gosterilen endografi (endograph):
end (A)={(x,r,s); u(x)=r,7(x)<s,0<r+s<1}
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ve diger taraftan send (A)ile gosterilen desteklenmis endografi (supported endograph,
kisaca A’nin sendografi)
send (A) ={(x,r,s);x esuppA; 0<r<u(x) ,7(x)<s<1 0<r+s<1}
kiimeleri ile tanimlanir. Bu tanimlamalardan agagidaki esitlik agik¢a goriiliir.
send (A) =end (A)~(supp(A)x 1 x1)
M, lst yari siirekli, 7, alt yart siirekli ve supp(A), R nin kapali ve smirl alt kiimesi
oldugundan, send (A) kiimesinin R® uzaymm kompakt bir alt kiimesi oldugu anlasilir

(Kutlu ve ark., 2015).

Tanmim 4.2.2: d_ , Rx | x| {izerinde

Aoy (000181, (3 7205, )) = max {x = [l =1 |3, =,
ile taniml1 carpim metrigi, A,Be IFN ve H ;
H (send (A),send (B))=max {H"(send (A),send (B)),H" (send (B),send (A))}
ile taniml1 Hausdorff metrik
H"(send (A),send (B)) =max{d (x,send (B)); x € send ( A)}
ve
d(x,send(B))=min{d, (x,y);y e send (B)}
olmak lizere

D

s (A B)=H (send (A),send (B))
ile tanimh D, metrigine sendograf metrik denir (Kutlu ve ark., 2015).

Fuzzy sayilar uzayinda oldugu gibi D, (A, B) ifadesinin intuitionistic fuzzy

send

sayilar uzaymda metrik tanimladig1 asikardur.

Teorem 4.2.3:(IFN, D, , ) uzay ayrilabilirdir.
Ispat: 0=y <o, <..<a,=1ve0=4,<p ,<..<f =1 [01] arahifinin asagidaki
sartlar1 saglayan iki ayrigimi olsun:

i. i=12,..,n igin ¢; ve B, rasyonel sayilar,
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i i=12..nve &>0 icin oy —ey | <& Ve |8 -S| <e
iii. 1=142,..,ni¢in 0<¢, + B <1

A€ IFN olmak tizere liye olma ve tliye olmama dereceleri sirasiyla asagidaki sekilde

tanimlanmis ¢ intuitionistic fuzzy kiimesini tanimlayalim:

1y (X) = a o, <u(X)<q
’ 0 , digerdurumlar

ve

77¢(x)={ﬂi B <y (X)< By

1 , digerdurumlar

¢ 'nin tanimindan her XxeR igin  0< u,(x)+7,(x)<1sartmin saglandig1 agiktir,
Ac IFNoldugundan, ¢ IFN olma sartlarin1 saglar. Diger taraftan supp(A)=supp(¢)

ve D, (A ¢)<¢ oldugu tammlamalardan agiktir. Bu sekilde tanimlanacak tim ¢

intuitionistic fuzzy sayilarin kiimesini IFN ile gosterelim. ¢ intuitionistic fuzzy

sayllarin tanimmdan IFN kiimesinin IFN kiimesinin sayilabilir yogun alt kiimesi

oldugu goriilir. Buradan (E,,D,,,) ayrilabilir oldugu anlasilir (Kutlu ve ark., 2015).

Tamm 4.2.4: {A} bir intuitionistic fuzzy say1 dizisi olmak tizere her neN igin
supp(A,) =(a,b) olacak bir (a,b) =R arahgi bulunabiliyorsa {A } dizisine support

smirh dizi denir (Kutlu ve ark., 2015).
Kloeden’in IFN dizilerinin yakinsakligini1 belirlemede kullanilan teoreminin

IFN uzayima genellestirilmesi asagidaki sekilde verilmistir.

Teorem 4.2.5: AcIFN ve {A,} bir IFN dizisi olmak iizere. D, (A,, A) -0 olmasi
icin gerek ve yeter sart

1. h R iizerinde tanimh Hausdorff metrik olmak iizere h (Supp (A,).supp( A)) -0,

2. Her ¢ > Oigin, asagidaki iki sart: saglayacak sekilde n(¢)eN vardur.
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a. Her xeR ve n>n(e) icin u, (X)<u,(X,)+e o 1y (X)>1,(%,)—¢ Ve

|x, —X| < & sartlarim saglayacak x, =X, (x,&) <R dizisi mevcuttur.
b. Her x e supp(A)ve n=n(s) igin w1, (X) <, (X)) +& 5 71a(X)>1, (X,)—¢
ve |x,—x| <¢& sartlarm saglayacak (x,)=(X,)(x &)<supp(A,) dizisi mevcuttur

(Kutlu ve ark., 2015).

Ispat: Bu teoremin ispat1 Kloeden (1978) ¢alismasina benzer olarak yapilabilir. Burada

verilecek olan ispatta bu ¢alismalardaki ispatlara bazi mindr eklemeler yapilmistir.

= D,y (A, A)—0 olsun. Bu durumda (1.), (2a.) ve (2b.) sartlarmin saglandig

gosterilecektir.

1. A BelFN vee>0i¢in D (A B)<e olsun, O halde sendograf metrigin tanimi

send
geregi H” (send (A),send (B)) < ¢ esitsizligi elde edilir. supp(A) kompakt bir kiime
oldugundan h"(supp(A),supp(B))=d(x,,supp(A)) sartmi saglayan x, supp(A)
elemani mevcuttur. Boylece(x,,0,1) € send ( A) oldugu anlasilir. Buradan,

d((x,.,0,1),send (B))<H"(send (A),send (B))<z«.
esitsizligi elde edilir. send (B) kompakt oldugundan,
d, ((Xa, 0,1) (%, .5, ,Sb)) = d(( x,,0,) ,send( 3) <g sartini saglayacak
(%, T,,S, ) € send ( B)eleman: mevcuttur. Buradan

d, ((%,0,2),(%,: 1,8, )) =d ((%,,0,1),send (B)) < &
esitsizligi elde edilir. Bu son esitsizlikten |x, —x,| <&, [0—r | <& ve[l—s,| < ¢ ifadeleri
elde edilir. x, € supp(B) oldugundan

h"(supp(A),supp(B))=d (x,,supp(A))<d(x,,x,)<e
esitsizligi elde edilir.
h* (supp (B),supp( A)) <& esitsizliginin saglandigi yukaridaki ifade de Ave B

nin roller degistirilerek elde edilebilir. Bu son iki esitligin beraber degerlendirilmesi ile

h(supp(A),supp(B)) < eesitsizligi elde edilir.

2a. D, (A,, A) >0 oldugundan, her & >0i¢in n>n, (&) iken
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H™(send (A, ),send (A)) <D, (A, A)<e
olacak n, (&) dogal sayis1 mevcuttur. X €R olmak iizere n<n,(¢)igin X, =X olarak
tanimlansin.  Eger n>ny(e) ve xegsupp(A,) ise g, (X)=0<p,(x)+s ve
1, (X)=1>n,(x)—¢ esitsizlikleri elde edilir. Diger taraftan s, (x)>0 ve 7,(x)<1

oldugundan neN i¢in X, =X olarak secilebilir. Diger taraftan, eger n>n, (6‘) ve
x e supp(A,) ise (X4, (X).775 (X)) € send (A)) ve
d((x,y& (X), 774, (x)) send(A))s H(send (A,),send (A))<¢ ifadeleri ~ saglanr.
send (A) kompakt oldugundan,

d, ((x,y& (X),774 (x)) (X, rn,sn)) =d ((X,,qu (X),774, (x)) send (A)) <g

olacak (x,,r,,s,)esend(A) mevcuttur. Boylece, |x,—X/<e¢ , ‘,u,% (x)-r|<e |

n?!' ' 'n?’*>n n

<& ifadelerinin saglandig: anlasilir. Diger taraftan (x,,r,,s,)esend (A)

7, (%)=, AL
oldugundan s, (x,)=r, ve 7,(x,)<s, olur. Bdylece her neN icin |x —x|<¢ ,
ty (X) <K +&< 1, (X)) +& Ve n, (X)>s, —&<n,(x,)—¢ ifadelerinin saglandig1 yani
(2a) sartinin saglandig1 goriiliir.

2b.  D,(A,A)>0 oldugundan her &>0 i¢in n>ny(e) iken
H™(send (A),send (B)) <D, (A,,A)<& olacak n,(e) dogal sayis1 meveuttur.

x & supp(A) olsun. O halde (x, z, (x),77, (X)) € send (A). Bdylece n > n(«&) igin
d ((X’ﬂ/\n (%), (x)), send (A))s H"(send (A, ),send (A))<e
esitsizligi saglanir. send( A,) kompakt oldugundan,

d, ((x,yA(x),nA(x)), (X, rn,sn)) =d ((x,,uA(x),nA(x)), send (Aj)) <&

olacak yani |x, —X| <&, ‘ Ha(x)—r, < ¢ esitsizlikleri saglanacak sekilde

<&, [na(x)-s,
(X,:T,,8,)esend (A))  elemam mevcuttur. Boylece n>n(e) icin

n’'n?’><n

pp(X) <t +e<u, (X)+& Ve n,(x)>s, —e<n, (X,)—& oldugu asikardur.
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< : (1), (2a), (2b) sartlarmin bazi A intuitionistic fuzzy sayilari ve bazi {A }

intuitionistic fuzzy sayr dizileri igin saglandigmi kabul edelim. D, (A, A)—0

oldugunu gosterecegiz.

A. Sart (1)’den, herhangi & >0 i¢in n=>n, iken
h"(supp(A,).supp(A))<h(supp(A,),supp(A))<ds

yani U 5(supp(A)) , supp(A) kiimesinin & - komsulugunu gostermek iizere
Supp(A)cug(supp(A)) olacak n"=n’(5) e N sayis1 mevcuttur. Boylece her n>n’
igin  supp (A, x| xl)cuﬁ(supp(Ax I x| )) ifadesi saglanir. Diger taraftan, (2a)
sartindan, her xeR ve §>0 i¢in n=n(5) olmak iizere X, —x|<&
ty (X)<p1a(X,)+8 Ve 1, (X)>1,(x,)—6 ifadelerini saglayacak (x,)=x,(x,5)
dizisi mevcuttur. Yani herx U, (x,) igin n=n(8)iken [ 0,4, (x)]<[0,4,(%,)+5]

[77;\1( ] [nA 5,1] ifadeleri saglanir. Boylece her n>n(5)ve x € Rigin
X0 ()) [0 (%) 1] & Up (%) x[0ata (%) 6 [x[ (%) -6.1]

Us (03 x[0, (06) [ (x).1]) < Ua(yg{v <0ty (0 <[ (3, ]]
=U,(end (A)) ifadesi saglamr. &£>0 olmak iizere end(A) kapali bir kiime ve
supp(A)xIx1  RxIxl 'nin kompakt bir alt kiimesi ve de (supp(A)xIxI)n
(Rx1x1)=@ oldugundan 5= (end(A,),supp(A)xIxl,£)>0 i¢in
U, (end(A,)) U, (supp(A)x1x1)=@ ve U (end (A,))nU ,(supp (A)xl xI ) <
U, (end(A,)n(supp(A)x1x1)) ifadeleri saglanr. Boylece n>n,(s) =
max{n(5),n'(5)} igin  send(A) = end(A)N(supp(A)xIxIl) C

U, (end (A,)) U, (supp(A)x1x1) = U, (end(A )N (supp(A)xIx1)) =
U, (send (A)) oldugu goriiliir. Buradan n>n,(s) igin H™(send(A,),send(A))<e

oldugu anlasilir.

B. (2b) sartindan her x e supp(A) ve £>0 icin n>n(g)iken u,(X)<u, (%,)+s ,

ma(X)>m, (%,)—& Ve |x,—X <& sartlarmi saglayacak {x,} < supp(A) dizisi



104

bulunabilir. {Xn,,u% (X1 ):774, (xn)} esend(A) oldugundan nx>n(g) igin

(X3x[ 0, (X) [x[ 70 (x),1] < Ug(xn)x[o,y,%(xn)+g]><[n% (xn)—g,1] -

Ug({xn}x[o,y% (xn)]x[nA“ (Xn),lj) U, (send (A)) Ifadesi elde edilir. Béylece

send (A)=|J {x}x[0.u, (x)]x[ 7, (x),1] U, (send (A,))yani her n>n(z)igin

xesupp(A)

H (send (A),send (A, )) < ¢ ifadesi saglanir. (A) ve (B) deki sonuglar birlestirilerek

D...a (A, A) > 0 oldugu goriiliir (Kutlu ve ark., 2015).

Sonug¢ 4.2.6: IFN ‘deki her yakinsak dizi, support sinirlidir (Kutlu ve ark., 2015).
Ispat: {A} IFN dizisi A IFNsine yakmsak olsun. Yani limD,, (A, A)=0 olsun.

Teorem 4.2.5’ten, !Lm(h(supp( A ) : Supp( A))) =0 ifadesi elde edilir. Boylece

supp(A,) dizisinin supp(A) kiimesine yakmnsadigi anlasilir Boylece neN igin
supp(A,) smurlt oldugu goriiliir. Tanim 4.2.4.°ten {A } support smirh dizi oldugu

anlasilir (Kutlu ve ark., 2015).
IFN uzay1 sendograf metrikle beraber tam uzay degildir. Bu durumu gostermek

icin asagidaki 6rnek verilecektir.

Ornek 4.2.7: A IFN dizisi n e Nigin iiye olma derecesi 4, Ve liye olmama derecesi

17, strasiyla asagidaki sekilde olacak sekilde tanimlansim.

0 , x<0
i , 0<x«1
2n

yAn(x): 1 , x=1
i , 1<x<2
2n
0 , 2<X

ve
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1 , x<0
i , 0<x<1
4n

m\q(x): 0 . x=1
i , 1<x<2
4n
1 , 2<X

A€ IFN benzer sekilde iiye olma derecesi u, ve liye olmama derecesi 77, sirasiyla

1 x=1

ﬂA(X)={0’ ‘el

ve

1 x=#1

nA(X)={O’ el

olacak sekilde tanimlansin. A, dizisinin sendograf metrige goére bir Cauchy dizisi
oldugu asikardir. Ayrica bu dizi A intuitionistic fuzzy sayisina endograf metrige gore

yakisamasma ragmen limh (Supp ( A ) , supp ( A)) #0 oldugundan sendograf metrige

gére A intuitionistic fuzzy sayisima yakinsamaz. Boylelikle A, dizisinin yakinsak

olmadig1 goriliir (Kutlu ve ark., 2015).

Bu ornekten anlasilacag: tizere (IFN, D, ) uzay1 tam degildir. Asagidaki teorem

ile bu uzayin tamlamasi verilecektir.

Teorem  4.2.8: IFN"={[a,b]x{0}x{1} Usend (A); AcIFN, A;, c[a,b]} olarak

tanimlanmak tizere (IFN*, Dsend)uzayl (IFN, D,y ) uzaymmn tamlamasidir (Kutlu ve

ark., 2015).

Ispat: iddianim ispatlanmast igin cl (IFN) = IFN” ve IFN” tam oldugu gdsterilmelidir.

I. IFN” kiimesinin elemanlarmin Onerme 2.2.11 sartlarindan (i), (ii), (iii) sartlarmni

sagladig1 fakat genel olarak (iv) sart1 saglamadig1 asikardir. Yani herhangi Ae IFN ve
A elIFN” i¢in A, c A, ifadesi saglanir. IFN” kiimesinin elemanlar1 (i), (ii), (iii)

sartlarin1 sagladigindan, Her A" € IFN” eleman: igin bir Ae IFN kiimesinden (0,1) -
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seviye kiimesinde ayrilir. Buradan, AelIFN icin A" =send(A) ise 0<&'+¢&"<1
sartin1 saglayan tim ¢&',&">0 igin A’:AU(A)le[O,g]x[g",l]) ile tamimlayalim.
Boylece A’ tek bir BelFN icin A'=send(B) esitligini saglar. Boylece

D,..q (A A)<min{e’,&"} oldugu anlagilir. Boylece ¢l {IFN} = IFN" oldugu anlasilir.

send

1. {A'}, IFN"uzaymnda bir Cauchy dizisi olsun. O halde her &> 0igin, n,m=>n, iken
D, (A:, A{;)ggolacak n, €N sayist mevcuttur. Yani H (send (A;),send (A;))Sg

Her neN i¢in A ’'nin iiye olma ve iiye olmama fonksiyonlar1 bir IFN’yi

karsiladigindan sirasiyla st yari siirekli ve alt yari siireklidir, Buradan se n(i N )\

kapalidir. Boylece {send (A:)} dizisi Hausdorff metrik ile beraber C* uzayma gore bir

Cauchy dizisidir. (C3,H) uzayl tam uzay oldugundan, A*zﬁCI{OSend(A;)}

n=1 m=n

kiimesi C?aittir ve n>n, iken H (send (Af) A*) < ¢ olacak n, € N sayis1 mevcuttur.

Simdi A" e El, oldugunu goéstermeliyiz. Bu iddiay1 kamtlamak igin A" kiimesinin
Onerme 2.2.11 sartlarindan (i), (ii), (iii) sartlarin1 sagladigini gostermeliyiz.

i.Her neN ig¢in, (A’: ) p bostan farkli, kapali ve konveks kiime oldugundan,

(A )aﬁ = QCI {Q(Aﬂ )aﬁ} bostan farkli, kapali ve konveks kiime oldugu asikardr.
ii. A"’nm tammindan, i=1,2 i¢in &, <a,, B > B, 0<a, + B <lsartlarmi saglayan
her o, €ligin, A, , oA, , ifadesielde edilir.

i, Ta ve B,\p sartlarmi saglayan {a,},{B,}c dizileri i¢in

ve D, (Af, A1) — 0 oldugundan, (A*)a'ﬂ =ﬁC| {O(A;)aﬁ}

m2n

= ﬁcl {O{ﬁ(%)a p }} = ﬁ(A*) p ifadesi elde edilir. Bdylece iddia ispatlanmis
n=1 k1 Pk A1 Pk

m>n (n=1 n=1

olur (Kutlu ve ark., 2015).
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4.3. Intuitionistic Fuzzy Kiimeler Uzayinda Uzaklik ve Benzerlik Olgiileri

Bir onceki bolimde fuzzy kiimeler uzaymda tanimlanan entropi, uzaklik,
benzerlik ve kapsama 0Olgiileri genis bir literatiir kapsaminda incelenmisti. Bu kisimda
ise intuitionistic fuzzy kiimeler uzayinda tanimli entropi, uzaklik, benzerlik ve kapsama
Olciilerinden bahsedilecektir. Atanassov tarafindan tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime
kavraminin incelenen durumlarin bipolar yonlerinin ifade edilmesine olanak saglamasi
bu tanimim 6zellikle mithendislik uygulamalarinda fuzzy kiime ve fuzzy kiimenin diger
geniglemelerine nazaran daha kullanish olmasina sebep olmaktadir. Giincel literatiire
bakildiginda intuitionistic fuzzy kiime kavraminin o6zellikle de intuitionistic fuzzy
kiimeler arasinda tanimlanan uzaklik ve benzerlik oOl¢iilerinin cesitli alanlardaki
uygulamalariin olusturdugu ¢alismalarin sayisinin her gegen giin arttig1 goriilmektedir.
Bu kisimda yukarida bahsi gecen 6lgiiler miimkiin oldugu kadar genis bir yelpazede
verilmeye calisilacaktir. Bu kisimda verilecek Olgiilerin temel 6zelligi direkt olarak
intuitionistic fuzzy kiimenin tanimlandig1r kiimenin elemanlarmnin arasindaki uzaklik
yerine bu elemanlarin bahsi gecen intuitionistic fuzzy kiimelere ait tiyelik ve iiye
olmama degerleri arasinda bir kiyaslama olmasidir. Bu yaklasim daha genis bir calisma
alan1 dogurmaktadir. Bu baglamda intuitionistic fuzzy kiimeler {izerinde tanimlanan ilk

Ol¢li (normun) Atanassov tarafindan tanimlanan asagida tanimi verilen normdur.

Tammm 4.3.1: X bostan farkli bir kiime ve AeIFS* olmak iizere her xe X igin
o, a(X) = 14 (X)+17,(x) ile tanimlanan déniisiim bir (pseudo) norm tammlar. o, , (X)

degeri X ’in A intuitionistic fuzzy kiimesince tanimlilik derecesi olarak adlandirilir

(Atanassov, 2012).

Bu yaklagimla tanimlanabilecek diger normlarda asagidaki sekilde verilmistir.
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Tammm 4.3.2: X bostan farkli bir kiime ve AeIFS* olmak iizere her Xe X icin

oyl \/ NG +77A 2 ile tanimlanan doniisim bir (pseudo) norm tanimlar

(Atanassov, 2012).

Tanmim 4.3.3: (Cantor Tipindeki Intuitionistic fuzzy norm): X bostan farkli bir kiime
AelIFS* ve her xeX igin p,(x)=0aa,.. ve 77,(x)=0bb,... olmak iizere

X, =0ahayb,.. ve [x| =0bab,a,.. ile tanimlanan doniisiimler birer (pseudo)

norm tanimlar. Daha sonra lizerinde genis¢e durulacak olan ve uzaklik benzerlik
Olciilerinde iiye olma ve liye olmama dereceleri ile birlikte belirsizlik derecesinin de
eklenmesi seklinde oOzetlenebilecek olan Szmidt-Kacprzyk yaklasimi ile yukarida

tanimlanan norm sayis1 7, (X)=0.c,C,... oldugu kabul edilerek

||X||,,,,7,,r =0.abcab,c,...
X[, ., =0-acha,c,b,...
||X||,7,,,,,, =0bach,ac,...

X[, . . =0bcab,c,a,...
X[, ., =0cabc,ab,..

.., ~0chacha..
seklinde altiya ¢ikarilabilir (Atanassov, 2012).
Bu kisimda inceleyecegimiz son norm Tanev (1995) tarafindan asagidaki sekilde
tanimlanan normdur.
Tammm 4.3.4: X bostan farkli bir kiime ve AeIFS* olmak iizere her xe X igin

ﬂA(X)+1_77A(X)
2

o A(X)z ile tanimlanan doniisiim bir (pseudo) norm tanimlar

(Tanev, 1995).

Intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in uzaklik Olciilerinin ilk Ornekleri Atanassov
(1991) tarafindan verilmis olmasina ragmen uzaklik ve benzerlik Olglilerinin Liu
manasinda aksiyomatik tanimlar1 Dengfen ve Chuntian (2002), Liang ve Shi (2003),
Mitchell (2003), Hung ve Yang (2008) tarafindan verilmistir. ilk olarak Hung ve Yang
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(2008) tarafindan verilen uzaklik 6l¢iisii tanimint ve sik¢a kullanilan uzaklik 6lgiisii

cesitleri verilecektir.

Tamm 4.3.5: d:IFS* xIFS* — R* fonksiyonu eger asagidaki sartlar1 saglyorsa bir

uzaklik 6lgiisii olarak adlandirilir.

l. Her A BelIFS” i¢ind (A B)=d(B,A),
Il. Her AeIFS* i¢in d (A, A)=0,

I11. Her D crisp kiimesi i¢ind (D, DC): max d (A, B) ,

A,BelFS
IV. AcBcC sartii saglayan her A,B,CelFS* icin d(AB)<d(AC) ve
d(B,C)<d(AC)

(Hung ve Yang, 2008).
Atanassov (1999) yaymladigi calismasinda asagidaki uzaklik Olgiilerini

tanimlamistir. A= {(xi,yA(x),nA(x)); X € X} ve B= {(xi,yB (%),75 (X)); % € X} :
X ={X,,.... X, } kiimesi tizerinde taniml1 iki IFS olmak iizere:

Hamming uzaklik:

1
dA(A' B):E

Z(‘ﬂA(Xi)_ﬂB (Xi )‘+‘77A(Xi)_778 (Xi )‘)

i=1
Normallestirilmis Hamming uzaklik:

1

(A ) =51t ()= ()4 ()= ()

2n“

Fuclidean uzaklik:

eA(A’ B) B \/%i(('uA(Xi)_luB (Xi ))2 +(77A(Xi)_778 (Xi))z)

i=1

Normallestirilmis Euclidean uzaklik:

1 n
d.(AB)= \/%Z((IUA (%)= 45 (% ))2 (14 (%) =778 (% ))2)
i=1
(Atanassov 1999).
Szmidt ve Kacprzyk (2000) , IFS’ler arasindaki uzakligi Atanassov’un

tanimlamalarinda tyelik ve iliye olmama parametrelerine, belirsizlik (hesitation)
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parametresinin de eklenmesi ile tanimlanan asagidaki uzaklik Olgiilerini vermistir. Bu
calismada  A={(x, 2, (). 7a(%))i% € X} Ve B={(x,u(x).75(x))ix € X} :
X ={X,,.... X, } kiimesi tizerinde tamml1 iki IFS olmak iizere;

Hamming uzaklig1

1
dSK (A, B):E

Z(‘ﬂA(Xi)_ﬂB (Xi )‘+‘77A(Xi)_77B (Xi )‘+‘”A(Xi )_”B (Xi )‘)

i=1
Normallestirilmis Hamming uzaklig:
1

| (A7 B) zﬁiz:l:(‘lh\(xi )_,UB (Xi )‘+‘77A(Xi )_773 (Xi )‘_'_‘ﬂA(Xi)_ﬂ-B (Xi )‘)

Euclidean uzaklhigi

€k (A’ B) = \/%Zn:((ﬂA(xi)_ﬂB (Xi ))2 +(77A(Xi)_773 (Xi))2 +(7Z'A(Xi)_773 (Xi ))2)

i=1

Normallestirilmis Euclidean uzaklig:

1 n
Osk (A' B) = %Z((ﬂA(Xi )_,UB (Xi ))2 +(77A (Xi)_ﬂs (Xi ))2 +(7TA(Xi )_”B (Xi ))2)
i=1
seklinde tanimlamistir. Szmidt ve Kacprzyk (2000) , Atanassov’ un ger¢ek uzakliklarin
ortogonal diizleme izdiistimleri olan uzaklik 6lglimlerine nazaran, ii¢ boyutlu uzaydaki

lic parametreyi de kullanilarak hesaplanan uzaklik Slgiimlerinin daha dogru sonuglar

verdigini savunmuslardir (Szmidt ve Kacprzyk, 2000).

Ornek 4.3.6: X = {1,2,3,4,5,6, 7} kiimesi tizerinde taniml1 iki IFS

A={(1,0.5,0.3),(2,0.2,0.6),(3,0,1),(4,0.3,0.2),(5,0.2,0,2),(6,1,0),(7,0,1)}
B={(10.2,0.6),(2,0,1),(3,0,1),(4,0.3,0.2),(5,0.5,0,2),(6,0,1),(7,0.9,0)}
olmak ilizere A ve B IFS’lerini asagidaki sekilde {li¢ parametreye bagli olarak, liye olma

derecesi - liye olmama derecesi - belirsizlik derecesi, gosterebiliriz.

A={(05,03,0.2),,(0.2,06,0,2),,(0,1,0),,(03,0.2,05),,(0.2,02,06),,(1,0,0),,(0,1,0), }

B ={(0.2,06,0.2) ,(0,1,0),,(0,1,0),,(0.3,0.2,05),,(05,0.2,0.3),,(0,1,0),,(0.9,0,0.1), |
A ve B arasindaki uzakliklar iiyelik ve liye olmama parametrelerine gore

asagidaki sekilde elde edilir. Elde edilen bu degerleri asagidaki ¢izelge ile

karsilastirilmistir.
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Cizelge 4.1. Hamming, N. Hamming, Euclidean, N. Euclidean uzaklik 6lgiileri ile elde
edilen uzakliklar (Szmidt ve Kacprzyk, 2000)

Uzaklik Olgiisii Atanassov  Szmidt-Kacprzyk
Hamming 2.7 3
Normallestirilmis Hamming 0.39 0.43
Euclidean 1.46 1.49
Normallestirilmis Euclidean 0.55 0.56

Szmidt ve Kacprzyk, iki parametre yardmmi ile hesapladigimiz uzaklik olgiilerinin
gercek uzakliklarm ortogonal izdiisiimleri oldugundan daha diistik ¢iktigini ve gergege
uygun olan uzaklik dl¢iisiiniin {i¢ parametre ile hesaplanan uzaklik 6lgtileri oldugunu

savunmustur (Szmidt ve Kacprzyk, 2000).

Deschrijver ve ark. (2004) R? ‘de tanimhi Hamming ve Euclidean uzakliklar ile
Szmidt ve Kacprzyk tarafindan tanimlanan {i¢ parametreli Hamming ve Euclidean
uzakliklarin topolojik olarak denk oldugunu ispatlamislardir. R? ‘de tanimli Hamming

ve Euclidean uzakliklari sirastile I ve d; ile gosterelim.

Teorem 4.3.7: d,,d, e{d.,dg, Il } olmak iizere d, ve d, tarafindan iiretilen
topolojileri siras1 ile 7, ve 7, ile gosterelim. O halde 7, =7, esitligi saglanir

(Deschrijver ve ark., 2004).
Grzegorzewski (2004), IFS’ler arasinda Hausdorff metrikten yararlanarak

asagidaki uzaklik Olgiilerini tanimlamis ve bu uzaklik Olgiilerini diger bazi uzaklik

Slgiileri ile karsilastrmustir. X ={x,,...,x,} ve A BeIFS* olmak iizere

Hamming uzaklik:

d (A.B) = > max [, ()t (6 s (6) -1 ()}

Normallestirilmis Hamming uzaklig:

o (A 8) = e, (3)~ s (%), e (%)= ()}

Euclidean uzaklik:
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e (A, B) ) \/i max{('uA(Xi )_'UB (Xi))2 ’(UA(Xi )_773 (Xi ))2}

Normallestirilmis Euclidean uzaklik:

o (A.8)= 23 max{(,(x) - () () (5

(Grzegorzewski, 2004).
Acikca goriiliir ki, Grzegorzewski tarafindan iiretilen bu metrikler uygulamada
biiylik kolayliklar saglar. Fakat ger¢ek durumda agiklik kavusturamadigi bazi durumlar

vardir. Bu durumlara 6rnek olarak asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 4.3.8: X ={x} olmak iizere A, B, C ; X iizerinde A={(X1,1,0)} ,
B:{(xl,O, O)}, C :{(xl,O,l)} ile tanimli ii¢ IFS olsun. Bu ii¢ IFS’ yi on kisinin oy
kullandig1 bir model olarak yorumlarsak A, tiim oylarin X, adaymin lehinde verildigi

durumu C tiim oylarin X, adaymin aleyhinde verildigi durumu ve B , bazi oylarin X

adaymm lehinde ve kalanmin aleyhinde verildigi durumu gostersin. Hakli sebeplere
dayanarak A ve B arasindaki uzakligin A ve C arasindaki uzakliktan daha az olmasini
bekleriz. Fakat Grzegorzewski tarafindan tanimlanan metriklere gore bu uzakliklar
birbirine esittir (Szmidt ve Kacprzyk, 2009).

Szmidt ve Kacprzyk (2009), Grzegorzewski’ nin yukarida vermis oldugu
normallestirilmis Hamming uzaklik ol¢iisiine belirsizlik derecesini de ekleyerek farkli

bir uzaklik 6l¢iisii tanimlamis ve bu yeni uzaklik olgiisii ile Grzegorzewski tarafindan

tanimlanan uzaklik 6l¢iinii kargilastirmigtir. X = {X1 Xn} ve A BelFS* olmak iizere

s« (A’ B):%gmax{‘ﬂ/x(xi)_ﬂs(Xi)"‘UA(Xi)_UB (Xi )"‘ﬂA(Xi)_ﬂ-B(Xi )‘} -

Szmidt ve Kacprzyk, tek elemanli kiimeler lizerinde tanimli IFS’ler arasindaki

Hausdorff ve Hamming uzakliklarmn esit olmasi gerektigini savunmuslar ve X ={x}

kiimesi lizerinde tanimli A ve B IFS’leri i¢in asagidaki esitligi dogrulamiglardir;
max {|/”A (X)— g (X)| ’ |’7A (X)=77g (X)| ’|”A (X)— 7 (X)|}

L 5) -t (0] 10 (01 (074 )~ 4 ()
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Ornek 4.3.9: X ={x} olmak iizere X fiizerinde {i¢ parametreli gosterimleri ile
11 111
A={(40,0) : , B=4(0,3,0) : , D=4(0,0,1) ¢ ,G=4| =,=,0 , E=< ===
[@00.) B=f020)} D={000 ) 6={(3 20 | e-{(2 2]}
IFS’leri tanimlanmis olsun. Buradan

v sc (A B)=max{1-0| o1 Jo-0f} =1

)
v sc (A D) = max {11-0|o-0] [0~} =1
}

l_s (B,D) =max{|0-0|,[1-0],]0-1} =1,

a'l” 4|’ 2| 2°

1 1/]1 1 1] 1

| G,E)=max<|—=——|,|=——,10—-=| ==,
+(GE) {|2 4|2 4|| 2|} 2

Szmidt ve Kacprzyk elde ettikleri bu uzakliklar1 ii¢c parametre ile tanimlanan

Hamming uzaklik ile karsilastirmislar ve sonuclarin esit oldugunu gostermislerdir.

1

dge (A B):§(|1—0|+|0—14+|0—o|)=1,
1

dge (A D):§(|1—0|+|o—o|+|o—14):1,

dav (B.D) = ~0-0],[1-0] J0-1} =1



dgy (A,G)—% O—% + O—%|+|O—O|]=%,

duc () =3[ -3f0-2l+o- 1)),

dSK(B,G)—% 0—% +1—% +|0—0|j=%,
d

(Szmidt ve Kacprzyk, 2009).

Ayni galismada Szmidt ve Kacprzyk, Grzegorzewski tarafindan tanimlanan

Hausdorff uzakliklarin bu sart1 saglamadiklarini asagidaki 6rnek ile gostermislerdir.

Ornek 4.3.10: X ={x} olmak iizere X iizerinde iki parametreli gdsterimleri ile

A={(x10)},B={(x,01)},D={(x,0,0)},G ={(x%%j} , E= {(x%%j} IFS’leri

icin
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! (B,G)zmax{O—%Hl—%}:%,
}

IG(B,E)zmax{ _Z’O_Z

IG(D,E):max{ —%| —%}=%,

1 1|1 1)} 1
l.(G,E)= o |l==-2t==
«(G.E) max{z 4||2 4|} 4

Diger taraftan Atanassov tarafindan tanimlanan Hamming uzaklik 6l¢iisii ile bu

IFS’ler aras1 uzaklik asagidaki sekilde hesaplanir.

du(AB) =2 (-0+-4) -1,

d,(AD) :%(|1—0|+|0_o|) =

NP -

d.(8.D) = {0-0] 10} -

dA(A,G)=%(|0—E|+|0—lD=%,

2 2
dy(aB)=3( h-l+o-3] =2,
4,(8.6)=1{jo-2 -3/ =2,
dA(B,E)zé 1—1+0—% =%,
dA(D,G)_EUo-l N o-%D:%,
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(11 1} 11 1 1
o8)-3( - 3-3)-3

Bu hesaplamalara gére; I;(A D)=d,(AD) , I;(B,D)=d,(B,D) ,
lc (A E)=d,(AE),l;(B,E)=d,(B,E) ifadeleri elde edilir. Boylece Grzegorzewski

tarafindan tanimlanan uzakligin Atanassov tarafindan tanimlanan Hamming uzaklik ile
ortlismedigi goriiliir. Bu ise saglanmasi gereken bir sarttir. Szmidt ve Kacprzyk bu
nedenle IFS’ler arasindaki uzakliklarm ti¢ parametreli olarak hesaplanmasi gerektigini
savunmuslardir (Szmidt ve Kacprzyk, 2009).

Yang ve Chiclana (2012), Grzegorzewski tarafindan tanimlanan diger uzaklik
olgiilerini belirsizlik derecesini de ekleyerek tekrar tanimlamislardir. X ={x,,...,x,} ve

A, B e IFS* olmak iizere

Hamming uzaklik:

dYC(A,B)ziZ::max{\yA( — 1t ( Hm\ —17 ( HﬂA )ﬂB(Xi)‘}

Normallestirilmis Hamming uzakligi: (Bu uzaklik ayn1 zamanda Szmidt ve Kacprzyk

tarafindan tanimlanmustir.)
lc(AB)= Zmax{‘:uA B(Xi)"‘nA(Xi)_UB(Xi)"‘ﬂA(Xi)_ﬂB(Xi)‘}

Fuclidean uzaklik:

e (AB) szax{(m )=t (%)) (1 0%) =1 (%)) (770 (%)= 75 (%))’

i=1

Normallestirilmis Euclidean uzaklik:

qYC(AB Zmax{(/uA( ) ﬂB(Xi))z’(UA(Xi)_UB(Xi))Z’(”A(Xi)_ﬂs(xi))z}

(Yang ve Chiclana, 2012).

Wang ve Xin (2005) Szmidt ve Kacprzyk tarafindan tanimlanan uzaklik

Ol¢tisiiniin baz1 durumlar1 yorumlamakta yetersiz kaldig: diisiincesi ile asagidaki uzaklik

olgiilerini vermislerdir. X ={x,,...,x,} ve A Be IFS* olmak iizere

12[ ‘uA(Xi)_:UB(Xi) + UA(Xi)_nB(Xi)

1 Gy (AB)==
i=1
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ax{|ﬂA(Xi)_uB(Xi)|’|77A(Xi)_773 (Xi )|}j

2

2. X={X,..%}, ABelFS" ve ie{l2,..,n}icin0< e <1 olmak iizere

Q> (AB)=—— 0 ['M o () () =7 ()

Za)i =) 4

(Wang ve Xin, 2005).

Lu ve Wang (2003), asagidaki uzaklik 6l¢iistinii tanimlamustir.

1. dLW(A,B):Eii(“/\(xi)—’h(xi))—(ﬂs(Xi)—ns(xi))

ns 4

+‘/JA( ,uB ‘ ‘77A UB(Xi)“"‘”A(Xi)_”B(Xi)‘J
4

(Lu ve Wang, 2003).

Huang ve ark. (2005), Atanassov ve Grzegorzewski tarafindan verilen tanimlarin

birlestirilmesi ile asagidaki uzaklik Olgiilerini  vermislerdir. X ={X1,...,Xn} ve

A, B e IFS* olmak iizere
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3. 0<A,4, <1,4+4,=1ve A > A,o0lmak iizere;

G (AB)= 3 3 (max i () ()} s () ()]

i=1

+4, min{‘ﬂA(Xi )=t (% )| 22 (%) =25 (% )‘})

4. 0<A, A4, <1, A +4,=1, 4, 24, ve p>lolmak iizere;

dHLW_4(A’B):%(Zn:(AlmaX{"uA( 'uB ‘ ‘77A UB(Xi)‘p}

i=1

1

% min{|qu(Xi)_:“B ()] 7 (%) =776 (% )|}>)p

Zz(luA o (%] +[7a (% ‘"B(Xi)D

n 2+(|,UA /JB |+|77A |

)
izqm(xi)—%(xi)|+|nA(xi ()
)

5. dyws(AB)==

6. dyuo(AB)=—=

2n+g(|yA(Xi 6]+ 8 (%) =776 (% |)

zi(\m(xo—ﬂa(xi)\"+\m(xi>—n5(xi)\")p

7. dys (AB)=—— T .
(2n)p+iz_1:(\uA( —tt (%) +[a (% UB(xi)\p)p

(Huang ve ark., 2005).
Hung ve Yang (2004), intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki Hausdorff

uzakhiga bagl olan asagidaki uzakligi tanimlamistir. X ={x,X,,...,X,} ve A,B € IFS <
[,uA ) 1=174( .)] ve lg(x) [,uB ), 1=15 (% )} olarak tanimlanmak ve

H(I A(Xi),IB(Xi)) , 14(X) ve lg(x) arasindaki Hausdorff uzaklik olmak fiizere

intuitionistic fuzzy kiimeler arasinda

G (AB) =T H (14 (1). 1o (%)

ile taniml1 bir uzaklik dlgiisiidiir (Hung ve Yang, 2004).
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Hung ve Yang (2006), d metrigine dayanan asagidaki sekilde tanimli uzaklik

Slgiistinti vermistir. 1, (%) =[ 2, (%), 1=, (%) | Ve 15(%) =] 45 (% ),1=75 (x ) | olmak

uzere

Ly (A/B)= Zd( %):ls (%)

Son olarak verilen dort metrigin ortak 6zelligi uzaklik hesaplamalarmin IFS’lerin sadece
iyelik ve liye olmama parametreleri lizerinden yapiliyor olusudur. Bu son dort
tanimlamada tereddiit (hesitation) parametresi hesaplamaya dahil edilmemistir (Hung ve
Yang, 2006).

Vlachos ve Sergiadis (2007), aykirilik (discrimination) derecesi kavramina

dayali asagidaki uzaklik Gl¢iisiinii tanimlamistir. Bu tanima gore A intuitionistic fuzzy

kiimesinin B ’den aykirihgmn 6lgiisii X ={x,,...,x,} ve A Be IFS* olmak iizere

IVS(A,B)zzn: 12, (%)In Ha (%) 7 (%)In 7a (%)

i-1 Ha (X )+ 215 (%) 7a (%) 775 (%)
ile tanimlanir. Bu Olgiliniin simetrik olmadigr asikardir. Bu Olgiiyii kullanarak
dys (A B)=ks (A B)+ls(B,A) esitligi ile tanimlanan d,s bir uzaklk oJlgiisidiir
(Vlachos ve Sergiadis, 2007).
Xu (2007), bircok alanda, Ornegin c¢oklu karar verme problemlerinde,

degiskenlerin farkli 6nem derecelerine sahip oldugunu ve bunun uzaklig1r hesaplarken

dikkate alinmas1 gerektigini belirtmis ve Onceki ¢alismalarda verilen uzaklik dlgiilerini

agirlik degerleri ekleyerek tekrar tanimlamistir. X ={x,...,x,} ve A BeIFS* olmak

uzere

1. a>0, Z:a)i =1 olmak tlizere

i=1

e 1(AB)
:Eéw.(m(xi)—mxi )+ (4) = () +\ﬁA<Xi>—”A<Xi>‘aﬂi

b
2. X=[ab], o:X—>[01] ve J.a)(x)=1 olmak {izere

d, ,(AB)
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) {%iwl [i‘ﬂA(xi)_ﬂA(xi )‘a +‘77A(Xi )_77A(Xi )‘0‘ +‘7[A(Xi )_ﬁA(Xi )‘a)dx]i

(Xu, 2007).

Benzer yaklagimla Xu ve Chen (2008), asagidaki uzaklik 6lgiilerini tanimlamustir.

5 0o (AB) =25 max i ) (). ) )

* dXC72(A, B) - :%,Zl:w' max{('u/*(xi)_:UA(Xi))2 '(nA(Xi)_nA(Xi))Z}:|2

5. e o(A8) =| £ S ma{(, ()= (6))" (1 (5) . ()

i=1

6. dxcf4(A’ B)= :[a;(x)max{(yA(X)—ﬂA(X))z,(UA(X)_UA(X))Z}dsz

, dxc5<A,B)=[zw<x)max{(ﬂA(x)—ﬂA<x>)“,(nA<x)—nA<x))“}dxja

4

8. Ay (AB)- | w<x>[‘”A(X)_”B(X)“‘"’*(X)"?s(X)\

—+

2

max{|,uA (%)~ (X)|'|77A (%) =175 (X)|}}dx
(Xu ve Chen, 2008).

Chaira ve Ray (2008), ayrilik (divergence) Olgiisiine bagl iki uzaklik 6lgiisii
tanimlamis ve bu Olgiileri goriintii isleme alaninda kenar tanimlama {izerinde
performansini incelemistir. Chaira ve Ray tarafindan tanimlanan ayrilik dlciisii asagida
verilmistir. Burada X, , nxn boyutundaki bir resmin i. satir1 ve j. siitunundaki pikseli

temsil etmektedir.

Aen (A B) = (1_(<1_ Ha (Xii ))eﬂA(Xij )ﬂB(X“))_ Ha (Xij )eﬂA(Xﬁ )ﬂB(X”))
]
Tanimlanan bu dl¢iinlin simetrik olmadig1 asikardir. Bu 6l¢li yardimi ile asagidaki iki

uzaklik 6l¢listi tanimlanabilir.
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1. degs (A B)=div (A B)+divy (B, A)

) in1 'n1(2_(1_(1_'uA(X”)+’UB(XU ))eﬂA( el )) (1_:UB (Xij)+:uA(Xij ))eHB(X‘i)”A(Xii))
2. de,(AB)=
|nl Jn ( [( ( ( ‘i)_'UB(Xii))Jr(”B(Xij)_”A(xij )))eyA(x‘j)_”B(X“>‘(”B(Xii)‘”A(Xu))

im0 ) ) o ) 3 ) 0 )

(Chaira ve Ray, 2008).
Yang ve Chiclana (2009), intuitionistic fuzzy kiimelerin kiiresel gosterimlerini

tanimlamis ve bu gosterimden yararlanarak bazi uzaklik 6l¢iileri tanimlamiglardir.

1. dy.(AB)= Zarccos{l—%{(,uA( Y _ﬂB(Xi)Z);

2r ‘3

+(nA<xi)2—nB<xi)2)2+(ﬂA<xi)2—nB(xi>2)ﬂ}

1

2. dYC(S)—z (AB)= izamcos{{(/ﬁ (%) e (% ))E +<77A (% )76 (% ))%

(Yang ve Chiclana, 2009).

Tcvetkov ve ark. (2010) bazi agirlikli uzaklik Olgiilerini tanimlamiglardir.

n

X ={x1(”),x2(”) ..... X(")} ve A,B,eIFS™ olmak iizere g:X,—>[01] ve

Z g (Xi(n) ) <1 olarak tanimlansm. Bu tanimlamalarla birlikte

)4

L. drges(AB,) zg( ") (e
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)5
(5 (5")

3. ie{l,2,..,n}icgin X, ler Her i# ] igcin X;nX; =& sarti1 saglayan bostan

n

2. TSK2 A\an :2_1nzg< )(

i=1

A (Xi(n) ) —7s (Xi(n))

+

farkli kiimeler , X :UXi , 91X —(0,1] olmak iizere

2|x|zj9( )l ()= 1 () +
)dx

TSK 3 AﬂBn

A (Xi(n) ) — g (Xi(n))

i-1 X,
TTa (Xi(") ) — 7y (Xi("))

4. g ;0lctsiniin kabulleri ile birlikte
i 1 n n n
s (A B) =57 [0 () ea (7)1 ()
il X,

7Z'A( (")) ﬂB(xi(")))dx

Zhang (2013) farkli bir yaklasim ile baz1 yeni uzaklik 6lgiileri tanimlamustir.

_|_

N (Xi(n) ) — g (Xi(n))

_|_

(Tcvetkov ve ark., 2010).

1. ABelIFS* olmak iizere (,,1-17,, t45,1—1 ) swralt dortliisiinii azalan olarak

tekrar siralanmasi ile elde edilecek yeni siralt dortliiyii (a,b,c,d)ile gosterelim.

U=a-d, | =b—-c olmak iizere
U-I
%1 /P
d AB)=
21(AB) (U+1)
BT 1=175 < ttg

ile tamiml d, ., bir uzakhk dlgiistdiir.

2. A BelFS” olmak iizere genelligi kaybetmeden bu intuitionistic fuzzy kiimeleri

:/uA_'_l_ﬂA ve :/uB +1_778

A > B > olarak  tanimlanmak iizere

(,uA,mA,l—fyA) ve (yé,mB,l—nB) simetrik ticgen sekilli intuitionistic fuzzy

sayilarma ¢evrilir. Burada
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nm o Aa(stsm(t)

Hi = 1—;_:(_;)7:(;,3(0 v My (t) <t<l-n, (t)

0 , diger durumlar

ile tammhidir ve g5 benzer sekilde tanimlanabilir. Bu tanimlamalar ile birlikte

= i, (), (1)

\'5
U= m! max { s (t), a5 (t)}dt +| g (t) = g2, ()| + j max { z; (t), 45 (t)}dlt

olarak tanimlanmak tizere d,.. ,(A B)=U —1 bir uzaklik 6lgiisiidiir (Zhang,

2013).
Boran ve Akay (2014) iki intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in iki uzaklik 6lgiisii

tanimlamis ve bu Olglileri Orlintii tanima alanindaki performansini incelemistir.

t=2,34,., p=123..ve ie{,23,..,n} icin @ €[0,1] ve Za)i =1 olmak iizere

i=1

t(/uA(Xi)_luB (Xi ))_(UA(Xi)_nB (Xi ))‘p

1. dBA_l(A,B):(;i{

2n (t +1)p i-1

o P

0 06 ()) = ()~ () |

2. dBA_l(A,B)z[;iwi{\t(ﬂA(Xi)—ﬂB(Xi))—(nA(Xi)—UB(Xi))\p

Z(t +1)p i-1

o P

+{‘t(77A(Xi ) =11 (%)) = (#2a (%)~ 115 (X-))‘p}j

(Boran ve Akay, 2014)
Du ve Hu (2015) yigmnim (aggregation) doniisiimiinden yardimi ile n-tane
uzaklik Olgiisiinden bir uzaklik Slciisti elde etmislerdir. Simdi yiginim doniisiimiiniin

tanimi1 verilecektir.
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Tamm 4.3.11: f:[0,1]' >[0,1] doniisiimii eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir
y1gmim doniisiimii adini alir.

1. £(0,0,..,0)=0ve f(LL..1)=1

2. Herie{1,2..,n} i¢in X <y, olmak iizere f (X, X,,....%, )< f (¥, V50 Yy)
(Beliakov ve ark., 2007).

Tamim 4.3.12: f bir yiginim fonksiyonu olmak iizere
a. f(x,%,..,%)=0 olacak x,X,,...x, €(0,1] sayilari mevcut ise f yigmim

fonksiyonuna sifir bolenli denir.

b. f(X,%, ... X,)=0 olmasi durumunda X,X,,...,X, sayilarindan en az biri sifir
ise f yiginim fonksiyonuna sifir bolensiz denir.
C. mMin{X, Xy, ... X, } < F (X, %, X, ) SMAX{X, X500, X, ) iSE y1gimim

g

fonksiyonuna averaj doniisiimii denir (Bustince ve ark., 2012).

Teorem 4.3.13: d, ,d,,..., d n-tane uzaklik 6l¢iisii ve f sifir bolensiz bir yiginim
doniigiimii olmak iizere dp,_, (A B)="f(d,(AB),d,(AB),...d,(AB))ile tanimh

dontistim bir uzaklik 6l¢iisiidiir (Du ve Hu, 2015).

Grzegorzewski (2009) IFN tanimmi yaptig1 ¢alismasinda IFN’ler arasinda bir
uzaklik 6lgiisii vermistir. Bu 0Olcli sayillamaz kiimeler iizerinde de tanimli bir Sl¢ii

oldugundan 6nemlidir. Burada A bir IFN olmak {izere

A =inf{xeR; u,(x)2a

olarak tammlanmak iizere d metrigi A,B € E ve

1<p<owigin:



A ()85 (&) doc 2 [|A ()-8 (o) e

0

p = coigin:

1
d,(AB)= ZSUD

O<a<l

A (a)-B (@)]+ 5 sup A (o) -By ()] +5 sup

O<a<l O<a<l

A (@)-B_(a)

1
+=sup

O<a<l

A (a)-B; (a)‘ ifadeleri ile tamimlanr.

Diger taraftan yukarida tanimlanan crisp kiimeler kullamilarak p, metrigi
1< p<oo igin:

p

Aﬁ(a)—%(a)\pda’] ,

p, (A B)=max @ A (a)-B (a) d“’j; @

[I A <a>BL<a)\"da]$1U \Ma)—ma)"da]

0

p = ooigin:

A (a)-B(a),

d,(AB)= max{sup A (a)-B/ ()|, sup|A; (a)-Bj (a)| sup

O<a<l O<a<l O<a<l

sup

O<a<l

A (@) =B (a)

} ifadeleri ile tanimlanir (Grzegorzewski, 2009).

Grzegorzewski (2009), 1< p<ooigin (IFN,d,), (IFN,p,) uzaylarnm birer

metrik uzay oldugunu gostermistir. Ayn1 ¢calismada Grzegorzewski, IFN uzayinda iki

siralama tanimlamistr. ¥ < IFN olmak tizere A Be¥ , H=L(¥) ve d ’de Ep,
uzaymnda bir metrik olmak iizere WxWuzaymda A> B<d(AH)>d(BH) ve
G=U(¥) olmak iizere A>, B<d(AG)<d(B,G). Bu tanimlarda L(¥), ¥
ailesinin alt horizonu olarak adlandirilan ve herhangi bir AeY¥ igin
Sup(supp(L(‘P)))sinf (Supp(A)) sartin1 saglayan IFN ve benzer sekilde U (V) W
ailesinin  iist horizonu olarak adlandirilan ve herhangi bir Ae¥ igin

inf (supp(L(\P))) <sup(supp(A)) sartini saglayan IFN” dir (Grzegorzewski, 2009).
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Sonug olarak bu uzaklik Sl¢iilerinin hangisinin bir digerinden daha iyi sonuglar
verdigini sdylemek giictiir. Boyle bir yargiya ancak iizerinde calistigimiz problemin
karakteristigini belirleyen veriler ve spesifik gereklilikler belirlendikten sonra
varilabilir. Yukaridaki ifadelerden ¢ikarilabilecek bir diger sonug ise IFN’ ler icin
tanimlanan metriklerin azligidir. Bu konunun ayrintili olarak incelenmesi teori ve
uygulama i¢in yeni ¢aligma alanlar1 doguracaktir.

Benzerlik 6lgiisii tanimi temelde Liu (1992) tanimina sadik kalmnarak birkac
farkli sekilde tanimlanmistir. Bu kisimda bu tanimlar kronolojik sirasi ile incelenecektir.

Dengfeng ve Chuntian (2002) intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki benzerlik

Ol¢iistiniin aksiyomlarini vermistir.

Tammm 4.3.14: X bostan farkh bir kiime S:IFS* xIFS* —[0,1] olmak iizere S

doniisimii her A, B,C € IFS* icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir benzerlik olgiisii
admn alir.

S1.0<S(AB)<1

S2. A=BiseS(A B)=1

S3. S(A,B)=S(B,A)

S4. AcBcCiseS(AC)<S(AB) ve S(AC)<S(B,C)
(Dengfeng ve Chuntian, 2002).

Ayni ¢alismada Dengfeng ve Chuntian asagidaki benzerlik 6lgtilerini tanimlamistir.

_ ﬂA(Xi)"‘l_nA(Xi)
2

L X ={X,%,..x,} , ABeIFS* o,(i) , P >1 olmak iizere

n

SDC—l(A’ B) :1_%5/;@&(”—(03 (i))p
Xi)+1_77A(Xi)
2

2. XZ[a'b]vA1B€”:SX,(PA(i):luA( , P =1 olmak iizere

Spe-2 (A, B) :1_%2/3-((/)’*0)_(/)8 (i))p dx

a
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) +1-— :
3 X={x1,x2,...,xn},A,Be|FsX,¢A(i)=“A(X')+2 (%) p>1w <[01] ve

Z @, =1 olmak iizere
i=1

Soc_s (A B) =1—\/ian)wi (2a (D) =00 (i)
/UA(Xi)"'l_nA(Xi)

4. X =[ab], ABelFS*  g,(i)= 5

, p21, :X —>[01] ve

b
Iw( x)dx =1olmak iizere

a

b

Soc_« (A B) =1—§/Ia)(x)((pA(i)—(pB (i))p dx

a

(Dengfeng ve Chuntian, 2002).

Mitchell (2003), Dengfeng ve Chuntian taniminin driintii tanima alanindaki bazi
durumlarin incelenmesinde yetersiz kaldigin1 savunmus ve asagidaki tanim ve Olgiileri

vermistir.

Tammm 4.3.15: X bostan farkli bir kiime S:IFS* xIFS* —>[0,1] olmak iizere S

déniisiimii her A, B,C e IFS* igin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir benzerlik dlgiisii
adim alir.

S1.0<S(AB)<1

S2. A=B ancak ve ancak S(A,B)=1

S3. (A B)=5(B,A)

S4. AcBcCiseS(AC)<S(AB) ve S(AC)<S(B,C)
(Mitchell, 2003).

Bu tanimda Mitchell’in, Dengfeng ve Chuntian’in taniminm 2. Maddesini
degistirdigi goriilmektedir. Bu sartlara ek olarak Li ve ark. (2007) benzerlik dlgiilerinin
daha mutlak ve kusursuz olmasi i¢in asagidaki sarti da saglamasi gerektigini

belirtmislerdir.
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S5. Abir crisp kiime ise S(A, A)=0 (Li ve ark., 2007)
Hung ve Yang (2008), benzerlik Ol¢iisii tanimin1 Liu yaklagimi ile asagidaki
sekilde tanimlamistir:

X bostan farkli bir kiime S:IFS* x IFS* —[0,1] olmak iizere S doniisiimii her
A, B,C e IFS*™ i¢gin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir benzerlik 6lgiisii admni alir.
S1.Her A BeIFS” i¢in S(A B)=S(B,A),
S2.Her A crisp kiimesi igin S(A A)=0,

S3. S(A,A)= max S(B,C),

B,CelFS*
S4. AcBcCiseS(AC)<S(AB) ve S(AC)<S(B,C)
(Hung ve Yang, 2008).

Mitchell (2003), Dengfeng ve Chuntian’m tanimladigi benzerlik 6lgiisiiniin
modifiye edilmis hali olan asagidaki uzaklik 6l¢iisiinti tanimlamistir.

Su (A B)= %(SDC—4 (AB)+Spc 4 (2ar s ))

(Mitchell, 2003).
Liang ve Shi (2003), Dengfeng ve Chuntian benzerlik Olgiilerinin agigini

kapatacak olan asagidaki benzerlik 6lgiilerini tanimlamiglardir.

L. XZ{Xl’XZP"!Xn} ) A,BE”:SX , (D#AB (i):'u/'\(xi);luB(Xi) ’

1_77;(Xi)_1_77;(xi)§ ve p>1 olmak iizere

Pise (i)=§

SLS—l(Aa B) 21—%5/5]:(%% (i)+¢qAB (i))p

i=1




olarak tanimlanmak tizere
1 n
SLs—z(A’B):l_%dZ(¢31( )+ s, (i ))p :

(1_/uA(Xi)_77A(Xi))

3. ¢1(i)=¢51(i)+¢52(i) 1 ¢2(i):¢A(i)_¢B(i) ' IA(i): 2 ’

()= LA 0D ) 1 0 L (= min, 3. 1 ()

2

3
€ [0,1] ve ZWm =1 olarak tanimlanmak tizere
m=1

Siss(AB)= 1—TJZ(Zwm¢m jp

i=1 \m=1

4. 3. maddenin kabulleri ile birlikte @, €[0,1] ve > e, =1 olmak iizere
i=1

Sis.(AB)= s/ a),(z T

5. 3. maddedeki tanimlamalar ile birlikte X =[a,b] , @: X —[0,1]ve

>

b
J.a)(x) dx =1olmak iizere

S, <(AB) 1—§/j;w(x)(gwm¢m(i)jdx

(Liang ve Shi, 2003)

Chen (1995), Hong ve Kim (1999), Fan ve Zhangyan (2001), Li ve ark. (2002)

vague kiimeler i¢cin bazi benzerlik Olciilerini tanimlamistir. Bilindigi {lizere vague

kiimeler ve intuitionistic fuzzy kiimeler es kavramlardir. Bu nedenle bu Oolgiiler

intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki benzerlik 6l¢iileri arasinda verilebilir.

1. X ={X,%,...x,} ve A B € IFS” olmak iizere,
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(1 (%) =2 (%) 1 (%) =70 (%)

Senens (A B)=1—2
Chen—l( ) 2n

2. X={x,%,...%,} , ABelFS*, a>pB>02y, heric{l2,..,n} i¢in & [0,1]

n
ve Z o, =1 olmak lizere
i=1

SChen—2 (A’ B) =

> (et (%) 1 (%)) + B (%) 16 (%)) +7 (70 () =75 (%))

1_ i=1
a-p

(Chen, 1995).
3. X ={X,%,... X, } Ve A, B € IFS” olmak iizere,

(1 (%) = 0 (%) 10 (%) =726 (%))

S AB)=1-1=
HK—l( ) on

4. X ={%,%.. X,}  /ABelIFS*, o, B,y>0, her ie{l,2,..,n} i¢in & [0,1] ve
Za)i =1 olmak iizere,
i=1

SHK—Z (A’ B) =

S (et (%) 1 (%)) + B (%) 16 (%)) +7 (74 ()~ 75 (%)

1_ i=1

a+p+y
S (410 (6) =10 ()] 14 (%) =6 (%)
5. Sucs(AB)=1-2 T

(Hong ve Kim, 1999).
6. X ={X,%,,....%,} Ve ABeIFS X olmak iizere,

Ser1(AB) ﬂ‘ﬁé“““*”‘\“ )= (e (%) =176 (%))

+|:UA(Xi )_/JB (Xi )|+|77A(Xi)_77B (Xi )|)

(Fan ve Zhangyan, 2001).
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7. X ={X,%, ... X, } ve A B € IFS " olmak iizere,

n

(4 (%)= 10 (%)) + (1 (x) =1 (%))

SLZD—l(A' B) =1-{[= n

(Li ve ark., 2002).

Hung ve Yang (2006), intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki Hausdorff

uzakhga bagli olan asagidaki benzerlik dlgiilerini tammlamustir. X ={x, X,,..., X,} Ve
ABelFS™ | 1,(x)=[ua(%)1=7m.(x)] ve 15(%)=[us(%).1-7(x)] olarak
tamimlanmak ve H (IA(Xi), Is (%)) + 1a(%) Ve Ig(x) arasmdaki Hausdorff uzaklik

olmak lizere intuitionistic fuzzy kiimeler arasinda

duy_n (A B)= ZH( (%)) (Hung ve Yang, 2004),
duya (A B):%Zn:dp(lA(xi), 5 (X)) (Hung ve Yang, 2006)
i=1

ile taniml1 bir uzaklik 6l¢iisii olmak tlizere

edHY—Hl(A’B) _ e*1
1. Sy (AB)= e
1_dHY—H1(A’ B)

2. S A B)=
-z (AB) 1+d,y . (AB)

(Hung ve Yang, 2004)

1

2°—d.. .(AB
3. Suy_u:(AB)= “Yll( )

2P
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(Hung ve Yang, 2006).

Liu (2005) intuitionistic fuzzy kiimeler ve bu kiimelere bagh kalmak iizere

intuitionistic fuzzy kiimelerin tanimlandig1 uzayin elemanlar: arasindaki bazi agirlikli

benzerlik olgiilerini tanimlamistir.
1. X=[ab], ABelFS*ve p=1 olmak iizere

S|_iu—1 (A' B) =

1_Q/j'z(bl—a)(‘ﬂA(xi)_ﬂB(xi)‘p +‘77A(Xi)_778 (Xi )‘P +‘7Z-A(Xi)_7z-B(Xi )‘p)dx

a

b
2. x=[ab], ABeIFS*, 0:X >[0,1] ve [o(x)dx=1ve a>p>0>y

olmak tzere olmak tzere

Stiu-2 (A’ B) = 1_{zw(x)[a"ﬂA(Xi)_ﬂB (Xi )‘p +ﬂ-‘77A(Xi)_773 (Xi )‘p

+7dma (%) =7 (%) dxf’}

3. X ={X\ XX, }» X, X; € X, her ke{l,2,..m} icin A e IFS* ve p=1

olmak tlzere

131 ’
1‘#%2(5‘”&(*)‘%(Xi)‘+"7Ak(Xi)_’7Ak(Xi)‘+‘”ﬁk(xi)_”&(xi)0

4 X ={X, %X} » %, X;€X , her ke{l,2,.m} icin A eIFS* ,
a,p,ye[0l], a+B+y=1 ,p=1her ie{l2..,m} icin o €[0,1] ve

Z @, =1 olmak iizere
i=1



Suaom) =1 S (i () O 05) - (5 )

(Liu, 2005).
Zhang ve Fu (2006), asagidaki benzerlik dlgiilerini tanimlamislardir. Bu 6lgiiler
Yusoff ve ark. (2011) tarafindan (4.) modifiye edilmistir.

Lo X={X.%uX} » ABelFS® &, (%)=ua(X)+(7a(%)) 1a(%;)

“zp_A(Xi)=77A(Xi)+(77A(Xi))77A(Xi) olmak iizere
Sz (AB) 1__Z|§ZF A O s i)|+|aZF—A(Xi)_aZF—B(Xi )|

2. X ={X,%, ..}, ABeIFS*, her ie{l2,..,n} i¢in o [0,1] ve D w =1
i=1

olmak tuzere

: ‘ ZF - A(Xi)_é‘ZF—B(Xi)‘ ‘aZF—A(Xi)_aZF—B(Xi)‘
ZFZ z [ 2 + 2 ]

i=1

3. X=[a,b], ABe IFS* olmak iizere

1 ®
S;3(AB) =1_E”52F7A (X)_5ZF—B (X)‘ +‘aZF—A (X)-ass (X)‘dX

(Zhang ve Fu, 2006).
4 X ={X, %X} ABeIFS™ 5 (%)= aa(X)+(7ma( X)) 2a(X)
aZF—A(Xi)=77A(Xi)+(”A(Xi))77A(Xi) ' ﬂZF—A(Xi):1_5ZF—A(Xi)_aZF—A(Xi)
olmak tiizere

SZF(mod) 1__Z|52F A O B( | |0‘ZF A(X) Ozr g (Xi )|

+‘ﬂZF A ﬂZF B( )‘
(Yusoff ve ark., 2011).
Park ve ark. (2007) belirsizlik Olciisiinii de hesaplamaya katan asagidaki

benzerlik olgiilerini tanimlamistir. Belirsizlik 6lgiisiiniin benzerlik 6l¢iisiine katilmasinin
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belirsizlik derecesinin biiyiik oldugu bazi problemlerin ele alinmasinda daha gergekei
sonuglar verecegi agikardir.

1 X ={X,%,...x,}, A BelFS*ve p=>lolmak iizere

Sepri1 (A’ B) =

i=1

1_%i/i(%‘ﬂA(Xi)_ﬂB(Xi)‘+‘nA(X‘)_UB(Xi)""‘”A(Xi)_”s(xi)‘jp
2. X =[ab], ABelIFS™ve p=1 olmak iizere

SPPKL—Z (A, B) =

1 [¢1 P
1_mQ/J.(E‘:uA(Xi)_:UB(Xi)‘—i_‘nA(Xi)_nB(Xi)‘—'—‘ﬂ-A(Xi)_ﬂ-B(Xi)U dx
3. X ={X, % X}, AB€IFS* , p>1, her ie{12..,n} i¢in o €[01] ve
ia)i =1 olmak tizere

i=1

SPPKL—S (Av B) =

1‘?/2@ (%‘ﬂA(Xi )= 5 (% )M”A(Xi ) =115 (% )‘+‘”A(Xi)‘”s (% )‘jp

b
4. X =[a,b], ABelIFS*, p>1, w:X —>[0,]] VeJ.a)(x)dx =1 olmak iizere

SpL_4 (A’ B) =

1_§/§a)(x)(%‘ﬂA(xi )_ﬂB (Xi )‘+‘77A(Xi )_773 (Xi )‘—i_‘ﬂ-A(Xi )_”B (Xi )‘]p dx

(Park ve ark, 2007).
Hung ve Yang (2008) asagidaki benzerlik 6lgiilerini tanimlamustir.

_1s min {2, (%), 4 (%)} +min{m, (%).77 (%)}
1. SHY1(A,B)_n;max{,uA(xi),yB(Xi)}+maX{77A(Xi),nB(xi)}

n

3112 (Lt (%)= 10 (%] 1 (%) =7 (%))

2. S, ,(AB)=1E 2

n
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n

1 Zmin{yA(Xi),ﬂB (Xi)}+min{77A(Xi)’nB (% )}

4. SHY—4(A'B)=1_%<maX"uA( )=t (% )‘+max‘77A UB(X‘)‘)

Zn:(|,uA( /JB | |77A UB(Xi )|)
5. S,y 5(A B):1— 'Hl

(|:UA +:UB | |77A +775( )|)

[’%Z::(‘”A(Xi )= (% )|+ (% )78 (% )\)]

1-¢™
e[;é(wxnJus(xi>+JnA(xi)wm)]

1-¢™"

7. Sy, (AB)=1-

(Hung ve Yang, 2008).
Ye (2011), kosiniis benzerlik 6lgiisti adini verdigi asagidaki benzerlik 6lgiilerini

tanimlamuastir.

1. X ={%,%,...x,} , A BeIFS* olmak iizere
ﬂ( ) g (X )+'7A( )'73( )
_l\//v‘ X; +:uB \/UA X; +778

2. X ={X,%,. X}, AB€IFS* , p>1, her ie{L2..n} i¢in o <[01] ve

SYe 1(

Z @, =1 olmak iizere

i=1

ST A A A LIS LAVALY

'la)l\/,uA +/UB \/77A +778

(Ye, 2011).
Fakat Hwang ve Yang (2012), Ye tarafindan tamimlanan olgiilerinin benzerlik
Ol¢listi olma aksiyomlarmin ilkini bazi durumlarda saglamadigmi gostermisler ve bu

Olciileri asagidaki sekilde modifiye etmislerdir.
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2100

X ={X, %00 X} A,BelIFS* olmak iizere ¢A(Xi):1+'uA(Xi;_nA(Xi) olarak

tanimlanmak tlizere

. ( )06 (%) +71, (%) 715 (%)
L.Chw (%)

-1\/(/) 1, (%) s (%) +775 (%)
- 13 (1 ,UA )(1 /JB ) (1 77A( ))(1_UB(Xi))

T 7 (1 a0 0+ (@ (0 (2 () + (10 ()

ifadelerini tanimlayalim. Bu tanimlamalar ile birlikte Ye’nin benzerlik Olgiisiiniin

modifiye edilmis hali SHWY(A,B):%(SYe_l(A,B) Cluv (A B)+Cly (AB)) ile

tanimlanir (Hwang ve Yang, 2012).

Julian ve ark. (2012) asagidaki benzerlik 6l¢iisiinii tanimlamistir.

1. X=[ab], ABelFS*, p21, w: X > [0,1] VeJ.a) x)dx =1 olmak iizere

Sia(AB)= \/.[a) ‘/JA (Xi)‘pdX—i/j.a)(X)‘nA(Xi)—ﬂB(Xi)‘pdx

(Julian ve ark., 2012).

Intarapaiboon (2014) asagidaki benzerlik 6l¢iistinti tanimlamuistir.

1.8, min{, (x ),uB( )} +min{1- 77A( ) 1=77 (%)}
L St (A B) = ()0 %)X =130 () L= 170 ()]

(%)}
(22 (%) ( 1 (x)))
(%) (%))

18
2. S|ntarapaiboon—2 (A’ B) H Z( X (1 Ms (% )
Hg \ % BAA

3. S tarapaiboon-3 (A’ B) = \/Slntarapaiboon—i (A’ Av B) +S \ntarapaiboon-i (B’ Au B) (i=12)
(Intarapaiboon, 2014).

Intuitionistic fuzzy kiimeler arasinda benzerlik Olgiilerinin 6zelliklerini iki
parametreli ve ii¢ parametreli olma baglaminda bir ¢ok ¢alismasinda inceleyen Szmidt
ve Kacprzyk (Ornegin; Szmidt ve Kacprzyk; 1999, 2003, 2004a, 2004b, 2006, 2007,
2009, 2010) benzerlik oOlgiilerinde belirsizlik derecesinin (hesitation degree)
kullanilmasmin iki parametreye dayali olan benzerlik dlciilerinin  acikliga

kavusturamadigi durumlarin ele alinmasinda etkili bir yol oldugunu ifade etmislerdir.
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Bu kapsamda Szmidt ve Kacprzyk tarafindan tanimlanan dg , g, €5, Og Ve 1, o

uzaklik oOlgiilerinin birden ¢ikarilmasi ile elde edilen benzerlik Olgiilerinin yaninda
intuitionistic fuzzy kiimenin tiimleyeni tanimina bagli olan asagidaki benzerlik

Olgiilerini tanimlamustir.

1 SSK(ruIe)l(A’B)=%
2 f(|SK(A,B) |SK(A,§)): ISK(A,SI;)(JI:_\;SK)(A,B) olmak iizere
1= (ls (AB).lg (A B))
Secuny2 (A B) = 1+ f Iy (A B), Iy (AB))
2 s, . (hB)-t (I (A B). Iy (A B))
B AT (I (AB). Iy (A B))

4. SSK(ruIe)—4 (A’ B) =

(Szmidt ve Kacprzyk, 2004).
Ayni galismasinda Szmidt ve Kacprzyk, burada kullanilan |y, uzaklik 6lgiist
yerine (g, uzaklik Olgiisiiniinde kullanilabilecegini belirtmistir (Szmidt ve Kacprzyk,

2004).

Calismamizin 3. Boliimiinde de belirtildigi lizere uzaklik ve benzerlik
kavramlar1 dual kavramlardir. Yani uzaklik oOlciilerinden ¢esitli yollar ile benzerlik
Olciileri elde edilebilir. Tam tersi benzerlik Ol¢iilerinden uzaklik Slgiisti elde etmek
icinde gegerlidir. Du ve Hu (2015), fuzzy degilleme doniisiimii ve yigmim doniistimleri

ile bu iliskiyi genellemistir.

Tamm 4.3.16: N :[0,1] —[0,1] doniisiimii eger asagidaki sartlar sagliyorsa bir fuzzy
degilleme (fuzzy negation) adini alir.

N1 N(0)=1, N(1)=0

N2.a<b ise N(b)<N(a)

Eger N, tim a<[0,1] igin
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a. N (N (a)) =a sartin1 saghyorsa fuzzy giiglii (strong) degilleme,
b. x=0< N(x)=1 sartmi sagliyorsa fuzzy dolmayan (non-filling) degilleme,
C. x=1<N(x)=0 sartim sagliyorsa fuzzy kaybolmayan (non-vanishing)

degilleme,
admi alir (Du ve Hu, 2015).
Literatlirde birgok fuzzy degilleme tanimlanmistir. Bunlar arasinda en ¢ok
kullanilanilanlar1 asagida belirtilmistir.
_1-x
1+ AX

1. 2e(-1+w) olmak iizere N, (x)
2. @e(0,+») olmak iizere N, (x)=%1—-x"
3. N3(X)=%(1+c037rx)

4. N,(x)=1-x

1 X<

5. 6 R olmak iizere NS(X):{O diserd |
, diger durumlar

9:[0,1] >[0,1] sabit olmayan monoton azalan fonksiyon olmak iizere

N(x):w ile taniml doniisim bir fuzzy degillemedir. Eger g mutlak

9(0)-9(1)

(strictly) monoton azalan bir fonksiyon ise N(x)=

g(x)-g(1)
9(0)-9(1)

dontisiimii fuzzy kaybolmayan ve fuzzy dolmayan degillemedir (Du ve Hu, 2015).

fuzzy degilleme

Teorem 4.3.17: X bostan farkli bir kiime A, BelFS*, d(AB) Ave B kiimeleri

arasinda uzaklik Olgiisi ve N fuzzy dolmayan degilleme olmak iizere
Sy (A B)=N (d (A B))ile taniml doniisiim bir benzerlik 6l¢iisiidiir. Tersine s( A, B)
Ave B kiimeleri arasinda benzerlik 6l¢iisii ve N fuzzy kaybolmayan degilleme olmak
lizere dy (A B)= N(S(A,B)) ile tanimli doniisiim bir benzerlik olgiisiidiir. Eger N
fuzzy giiglii degilleme ise d (A B)=N(s, (A B))ve s(A B)=N(d, (A B))esitlikleri

saglanir (Du ve Hu, 2015).
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Uzaklik olciilerinden benzerlik 6lciisii olusturmanin bir diger yolu da fuzzy
implikasyon kullanmaktir. Literatiirde tanimlanmis olan bir¢ok fuzzy implikasyon
yardimi ile mevcut uzaklik Olciilerinden daha etkili benzerlik dlgiilerinin
tanimlanmasina imkan vermektedir. Bu yeni tanimlama daha yeni ve genis bir ¢alisma

alan1 dogurmaktadir.

Teorem 4.3.18: X bostan farkli bir kiime A, BelFS*, d(AB) Ave B kiimeleri
arasinda uzaklik 6lgiisii ve I , her x,y €[0,1] igin x <y < I(x,y)=1 sartin saglayan
bir fuzzy implikasyon déniisiimii olmak iizere S (A B)=I (d(A,B),O) ile tanimh

doniisiim bir Ave B intuitionistic fuzzy kiimeleri arasinda benzerlik 6lgiistidiir (Du ve
Hu, 2015).

Du ve Hu’nun (2015) uzaklik 6lgiilerinden benzerlik olgiisii elde etmek icin
onerdigi bir diger yol ise n tane uzaklik 6lgiisti kullanilarak olusturulan n tane benzerlik

Olciisiinden y1gimim fonksiyonu yardimai ile yeni bir uzaklik 6l¢iisii olusturmaktir.

Onerme 4.3.19: f bir n-yigiim fonksiyonu ve N ‘de fuzzy giiclii degilleme olmak
tizere fy (X, %, X, )= N(f (N(%),N(%,),.ms N(xn))) ile tanimh f, bir n-yigmim

fonksiyonudur ve bu yiginim fonksiyonu f yiginim fonksiyonunun N ’ye bagh dual
y1gmim fonksiyonu olarak adlandirilir (Du ve Hu, 2015).

Teorem 4.3.20: d,,d,, ... ,d , n tane uzaklik olgiisii ve S;,S,, ... ,S, sirast ile bu

uzaklik Slgiilerinden N fuzzy giiclii degillemesi ile elde edilmis benzerlik dlgiileri
olmak fiizere s, (A B)= f, (Sl(A, B),s, (A, B),...,sn(A,B)) ile tamml s, (A B), A ve
B intuitionistic fuzzy kiimeleri arasinda bir benzerlik Olciisiidiir. Ayrica
s:(AB)=N(d, (A B)) esitligi de saglanir (Du ve Hu, 2015).

Calismamizin 3. Boliimiinde de genisce bahsettigimiz iizere fuzzy kiimeler ve
intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in 6nemli bir diger 6l¢ii entropidir. Literatiirde entropi bir
intuitionistic fuzzy kiimenin tanimliliginin ya da belirsizliginin bir 6l¢iisti olarak kabul
edilir. Taniminin 6nemi ve spesifitesi agisindan benzerlik ve uzaklik Olgiileri ile

yakindan iligkilendirilen entropi hakkinda kronolojik siralamaya bagh kalmmaya
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calisilarak genisce bir literatiir calismasi sunulacaktir. Intuitionistic fuzzy kiimeler
tizerinde ilk olarak Burillo ve Bustince (1996) tarafindan tanimlanmistir. Entropi
kavramina diger bir yaklasim, Szmidt ve Kacprzyk (2001) tarafindan De Luca ve
Termini (1972) yaklagimi ile tanimlanan entropi tanimidir. Bu tanim sonraki yillarda
diger arastirmacilar tarafindan farkli sekillerde ele alinmis ve genis uygulama alani
bulmustur. Simdi bu tanimlamalar ve bu tanimlarin benzerlik ve uzaklik 6lgiileri ile olan
iligkileri literatiir kapsaminda incelenecektir.

Burillo ve Bustince (1996), intuitionistic fuzzy kiimenin fuzzy kiime olmanin ne

kadar uzaginda oldugunun bir 6l¢iisii olan entropi tanimini vermistir.

Tamm 4.3.21: X bostan farkli bir kiime olmak iizere her Ae IFS” icin asagidaki

sartlar saglayan Eg, : IFS* —[0,1] doniisiimiine IFS™ iizerinde bir entropi denir.
E*1l. AeFS* < E(A)=0,
E*2. E(A)=1< her xe X igin g, (x)=7,(x)=0,
E*3. E(A)>=E(B) < her xe X igin g, (X)< 15 (x) Ve n,(x) <7, (x),
E*4. E(A)=E(A)

(Burillo ve Bustince, 1996).

Burillo ve Bustince tarafindan tanimlanan bu entropi 6l¢iisii icin baz1 6rnekler verelim.

1. EBBl(A):%gﬂ-A(Xi)'

2. Eee2(A) Z%Z:‘(l—(m\(xi )+ (% ))k) L k=23,..., o,

(Burillo ve Bustince, 1996).

Szmidt ve Kacprzyk (2001), intuitionistic fuzzy kiimenin crisp kiime olmanin ne

kadar uzaginda oldugunun bir 6l¢iisii olan entropi tanimini vermistir.
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Tamm 4.3.22: X bostan farkli bir kiime olmak iizere her Ae IFS” icin asagidaki

sartlar saglayan E:IFS* —[0,1] déniisiimiine IFS* {izerinde bir entropi denir.
E1l. A bir crisp kiimedir < E(A)=0
E2. E(A)=1<> her xe X i¢in g, (x)=1,(x),
E3. E(A)<E(B) < her xeX igin g (X)<nz(x) olmak iizere
Ha(X)= 15 (X) Ve 7, (X)<mg(X) veya s (x)=17,(x) olmak iizere
11 (X) = 1y (X) Ve 17, (%) 7 (),
E4. E(A)=E(A),

(Szmidt ve Kacprzyk, 2001).
Simdi literatiirde taniml1 bazi entropiler verilecektir.

1. d, IFS* uzaymda bir uzaklik dl¢iisii, Ae IFS”* igin {izere

d(A Au)

SR A
(Szmidt ve Kacprzyk, 2001).
o ()= G5 e ()=, (6 ()7, (5
2. ECH(A)—
Z|luuzak Xi | |77uzak 77A | |7Z-UZak X) ﬂ-A(Xi )|
i=1
3. E.,(A)=

n 2

>ty (%)= 120 (%)) + (1 (%) =77 (%))

2
+ (ﬂ-yakm (Xi ) - 7Z-A (Xi ))
i=1

n

Z(/‘uzak( )= (X ))2 (Uuzak( ) =114 (% ))2+(7ruzak(xi)—7zA(xi))

i=1

4. Eq (A=

s ()=, OOl b, () =, G max e, (x) =, )L (x) =, (I}
= 4

2
Z”: it () =, OOl by () =, OOl max i, (%) = a1, OO [ (x) =2, GO}

4 2




i . uzak(xi)_ A(Xi) uzak(xi)_ A(Xi) p
Je el ot e

(Chen ve Li, 2010).
1 n
6. Ey., (A) :1_HZ|HA (x)=m,(x)|
i=1
(Szmidt ve Kacprzyk, 2007)

1 b
7. EZL1=1—ﬁ£|uA(X)—77A(X)|dX

b
j/’lA(X)/\nA(X)dX
8. Euo= 3

jﬂA(X)VnA(X)dX

a

(Zeng ve Li, 2006).

imin{ﬂA(Xi)’UA(Xi)}-i_ min{l_uA(Xi)’l_nA(Xi )}

9. Es,= in:1
Zmax{,uA(xi),nA(Xi)}Jr max {1—ﬂA(Xi)'1_77A (% )}

i=1

10, Eq,(A)=1-——D,(AR)

2nin2 ”

C Z/UA(Xi)77A(Xi)"'77A(X)2

11. s3(A)= 2 2 2

S ) e+ ()
(Vlachos ve Sergiadis, 2007).

12, ELil(A)zl—z—lni(luA(Xi)—nA(Xi)|3+|ﬂA(Xa)—’7A(Xi)|)

i=1
(Li ve ark., 2012).

13. EGS—l(A) :%iz::(l—‘,uA(Xi)—ﬂA(Xi )‘)1+ ﬂg(xi)

(Guo ve Song, 2014)
1 n

14, Epang 1 (A) :1_HZ (%) =1 (%)’
i=1
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p

15. E A)

/uA(Xi )2 _77A(Xi)2

1
Huang—2( 1_§/HZ

i=1

n

1
16. EHuang—3(A):1_ pﬁ ‘IUA(Xi)_nA(Xi)
=1

‘ p

17. EHuang—4(A) ZEil_‘ﬂA(Xi)_nA(Xi )‘+”A(X)

N1+, (%) =17 (% )|+ 74 (X)
18. Eipang-s (A) :%il_LuA(Xi)_nA(Xi )|+7[A(X)|,UA(Xi)_77A(Xi )|

i=1

(Huang, 2007)

19. EHung1(A)=1—i%IuA(Xi)—77A(Xa)|

i=1

20. EHung_Z(A)Zl—\/i% (%) =10 (%)’
(Hung, 2003).
21. E,,(A)=

Ei(sin(”[“ 4, (XA)—UA(Xi )]}rsin(”[l—m(XA)+77A(Xi)] _1j \/;_J

%é(cos(ﬁ[l+ﬂA(XA)_nA(Xi)]jJrCOS(”[l_ﬂA(XA)MA(Xi)]_l)le_lj

(Ye, 2010).
Intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in bir diger olasilikli (probabilistic) entropi tanimi

Hung ve Yang (2006) tarafindan asagidaki sekilde verilmistir.

Tamm 4.3.23: X bostan farkli bir kiime olmak iizere Ae IFS* icin asagidaki sartlari

saglayan E,, : 1FS” —[0,1] doniisiimiine olasilikli (probabilistic) entropi denir.

HY1. A crisp kiime ise E,,, (A)=0,

HY2. ,uA,=77A,=7zA,=% ise E,y (A')=max{E,, (A);AcIFs*},
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HY3. Eger A<, B yani max{u,m,}<= i¢in p,<py , n,<m; Ve

Wl

1.. .
max{,uA,nB}2§ igin 1, > p Ve 1, 21 ise E,, (A)<E, (B),

HY4. E. (A)=E, (A
(Hung ve Yang, 2006).

Hung ve Yang, ayni calismasinda o >0 ve 0< f <lolmak iizere asagidaki
olasilikl1 entropileri tanimlamastir.

1 EiNa(A)=

1 n

—Z[l_(ﬂA(Xi)+77A(Xi)+7z'A(Xi))] ya#l

a-173
n

z_(ﬂA(Xi)logﬂA(xi)"‘UA(Xi)IOQUA(Xi)"‘”A(Xi)IOg”A(Xi)) ya=1

i=1

2. ELL(A) =%§|09(NA(Xi )ﬁ +17 (% )ﬁ + 77, (X, )ﬂ)

(Hung ve Yang, 2006).

Hung ve Yang tarafindan tanimlanan bu entropi bir¢ok Ozelligi
incelenmediginden ve tanimin barmdirdig1 6zellikler nedeniyle ilging ve bakir bir alan
teskil etmektedir.

Lv ve Guo (2010), uzaklik, benzerlik 6lgiileri ve Szmidt ve Kacprzyk manasinda

tanimlanan entropi kavramlar1 arasindaki iligkileri incelemistir.

Teorem 4.3.24: X bostan farkli bir kilme ve S , IFS* iizerinde bir uzaklik &lgiisii

olmak tizere E (A) =S ( AU R, AN R) ile tanimlanan E, , IFS X {izerinde bir entropidir

(Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.25: X bostan farkli bir kiime, AelIFS* olmak iizere
g (A)= {(X |,uA (A)-1, (A)| ,1—|yA (A)-7, (A)|) xe X } olarak tanimlansm. Ayrica
iyelik ve liye olmama i¢in fonksiyonlari sirasi ile «, B € [0,1] ve o+ [ <lolmak lizere

o) (X)=a ve Mo p) (x)=p ile tammh [a, ], intuitionistic fuzzy kiimesini
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tanimlayalim. Bu tanimlamalar ile birlikte S , IFS* {izerinde bir uzaklik dlgiisii olmak

iizere
£, (A)=5([01].5"(A)
ve
E,(A)=5([0.1],9"(A))
ile tammh E, ve E, doniisimleri birer entropidir. Ayrica S benzerlik dlgiisii
S(AB)=S(AB) sartmi tim A BeIFS” igin saghyorsa E, (A B)=E, (A B)esitligi

saglanir (Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.26: X bostan farkli bir kiime, her ie{1,2,3,4}icin f :[0,1] —[0,1], her
t[0.1] igin
a. f(t)e[0,1]
b. f(t)=f,(t)="f(t)=f,(t)=1st=1ve f(t) = f,(t) = f,(t) = f,(t) =0
< t=0
c. 0<t <t, <ligin f, (t,) < f,(t,)
sartlarmi saglayan fonksiyonlar ve Ae IFS™ olmak iizere ¢ Ve ¢, intuitionistic fuzzy

kiimeleri

¢1*(A)={(x,0.5—0.5 f(Jeta (A) =774 (A)]),0.5+05 1, (|10 (A) =124 (A)])): x € x}

¢ (A)={(x.05+05 f, (|12, (A) =1, (A)]).05-05 f, |z, (A) =77, (A)]) )i x e X |
olarak tanimlansm. Bu tanimlamalar ile birlikte

E,(A)=S(4 (A).4 (A)

[le tanimlanan E, bir entropidir (Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.27: X bostan farkli bir kiime, A BeIFS* olmak iizere u (AB) ve

u, (A, B)iiye olma ve itye olmama dereceleri sirasi ile
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77u1*(A,B) (X) =g—%max {"UA(X)_/UB (X)HUA (X)_UB (X)‘}

seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiimeler ve E bir entropi olmak tizere

E(u;(AB))
E(u; (AB))

ile tanimlanan S, bir doniisiimii bir benzerlik 6l¢iistidiir (Lv ve Guo, 2010).

Sl(A):

Teorem 4.3.28: X bostan farkh bir kiime, her i e {1,2}i¢in f,:[0,1]x[0,1] —[0,1], her
t.t,,t,,t, €[0,1] igin

a. f(t.,t,)e[01]

b. f(t,t,)<f,(t.t,)

c. 1, <t, ve t,<t, olmak iizere f (t,t,)<f,(t,.t,)

d f(t.t,)="f(t,t)=1<t=t,=1ve f(t,t,)="f,(t,t,)=0=1t=t,=0
sartlarmni saglayan fonksiyonlar ve A, B € IFS™ olmak iizere H™(A, B) iiye olma ve iiye

olmama dereceleri sirasi ile

+

f, (‘IUA(X)_IUB (X)HUA(X)_UB (X)‘)
f, (‘IHA(X)_IHB (X)MUA(X)_UB (X)D

Ky (nB) (X) -

Alwa|pR

Rl NI

nu{(A,B) (X)

seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime olsun. E bir entropi olmak iizere

yukaridaki tanimlamalar ile birlikte
S.(A)-E(H"(A8)

ile tanimlanan S, bir doniisiimii bir benzerlik 6l¢tistidiir (Lv ve Guo, 2010).
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Teorem 4.3.29: X bostan farkli bir kiime, A B e IFS* olmak iizere ¥ (A B) iiye

olma ve liye olmama dereceleri sirasi ile
1 .
Hy(ng) (X) =5 min {122 (%) = st (X)) 20 (X) =776 ()]}
1
My (am) ()= 1_5 max {‘/“A (%)=t (X)‘ ’ "7A (X) =174 (X)‘}
seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime ve E bir entropi olmak {izere
d,(AB)=E(¥ (AB))

ile tanimlanan d; bir doniisimi bir uzaklik 6lgiisiidir (Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.30: X bostan farkli bir kiime ve E bir entropi olmak tizere
0,(AB)=E((AB)-u;(AB))

ile tanimlanan d, bir déniisiimi bir uzaklik 6lgiistidir (Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.31: X bostan farkli bir kiime ve d bir uzaklik 6lgiisii , AeIFS* ve

h*(A):{X,%‘,uA(X)—nB(X)‘,l—%‘,uA(X)—nB(X)U;XeX} ile tanimli intuitionistic

fuzzy kiime olmak tizere E,(A)=d (h* (A),h” (A)) ile tanimlanan E; bir doniigiimii bir

entropidir (Lv ve Guo, 2010).

Teorem 4.3.32: X bostan farkli bir kiime ve d bir intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢iisi |,
AeIFS* olmak iizere E,(A)=d([01],9"(A)) ve E(A)=d([0.1],.g°(A)) ile
tanimlanan E, ve E, doniisiimleri birer bir entropidir. Her A,BelFS” igin

d(AB)=d(AB) ise E,(A)=E,(A) esitligi saglanir (Lv ve Guo, 2010).

Li ve ark. (2012), benzerlik 6lgiisii ve entropi arasindaki bazi iliskileri agagidaki

sekilde belirtmistir.
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Teorem 4.3.33: X bostan farkli bir kiime, A,B € IFS* olmak iizere g™ (A, B) iiye

olma ve liye olmama dereceleri sirasi ile

i s (09—t () s ) ()

’ug“(A,B) (X -

2
e (0 (00 (0 ()
2

2

(x)=

T9~(am)
seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime ve E bir entropi olmak iizere
Sgﬁ (AB)=E (g** (A, B)) ve Sg (AB)=E (g** (A, B)) ile tanimlanan Sg” ve Sy

doniigiimleri birer benzerlik olgiistidiir (Li ve ark., 2012).

Teorem 4.3.34: X bostan farkli bir kiime, A, B e IFS” olmak iizere g, (A B) iiye

olma ve liye olmama dereceleri sirasi ile

1+(min{‘ﬂA(X)—,uB (x)‘p "UA(X)_UB (X)‘P})z

Hy=(ap) (X) - 2
5~ (ng) (X) - - (max {|luA (X)_#B (:)| ’|77A (X) - (X)| })

seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime ve E bir entropi olmak iizere
SgpM (AB)=E (g: (A B)) ve §gp** (AB)=E (g: (A B)) ile tanimlanan Sgﬂ ve Sy~

doniisiimleri birer benzerlik 6l¢tsiidiir (Li ve ark., 2012).

Teorem 4.3.35: X bostan farkli bir kiime, A,B € IFS” olmak iizere U"(A) ve V" (B)

iilye olma ve liye olmama dereceleri siras1 ile

:1_‘:“A(X)_’7A(X)‘

'uu"(A) (X)

o 0 )

Hron (X) _ 1"“,“A (X)Z_ Ta (X)‘
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_ 1_‘:UA(X)_77A(X)‘2
2

seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiimeler ve S bir benzerlik 6l¢iisii olmak iizere

nv*(A) (X)

S, (A) =S (U* (A),V* (A)) , Q(A) =S (LTA),\TA)) ile tammlanan S .. ve

S+ doniisiimleri birer entropidir (Li ve ark, 2012).

Teorem 4.3.36: X bostan farkli bir kiime, A, B € IFS* olmak iizere U (A) ve V"(B)

iiye olma ve iiye olmama dereceleri sirasi ile

_ 1_|ﬂA(X)_77A(X)|p

'uu**(A)(X) 2
1+, (X) =17, ()"
nu?(A)(X): ‘ 2 ‘
1+, (X) =17, ()
Hy=(a) (X) - | 2 |

_ 1_‘1‘A(X)_’7A(X)‘2p
2

seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiimeler ve S bir benzerlik 6l¢iisti olmak iizere

:(A),V:(A)) , SU:V;* (A)=S (U:(A),V;(A)) ile tanimlanan SU:V:

Su;*v;* (A) =S (U
Ve §,., - doniisiimleri birer entropidir (Li ve ark., 2012).
Li ve ark. (2012) bu calsmalarmda E={E;E,IFS* iizerindebirentropi} ve

S= {S; S, IFS* izerinde bir benzerlik GIQUSU} aileleri arasinda belirli sartlar1 saglamak

iizere doniisiimlerin bulundugunu asagidaki sekilde belirtmislerdir.

Teorem 4.3.37: M:IFS* —»IFS* ve N:IFS* — IFS* asagidaki sartlar1 saglayan

doniisiimler olsun.
1. A bir crisp kime ise M(A) ve N(A) birer crisp kiime ve
M (A)UN(A)= X

2. M(A)=N(A) p, =1,
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3. Her xe X igin‘,uA( — 17, (X ‘> ‘,uB —1g (X)‘ ise asagidaki dort durumdan

biri saglanir.
i. N(A)cN(B)cM(B)=M(A)
. N(A)cM(B)=N(B)=M(A)
iii. N(A)oN(B)>2M(B)2M(A)
iv. N(A)oM(B)oN(B)2M(A)
4. N(A)=N(A)veM(A)=M (A)
Y, bu dort sart1 saglayan (M,N) doniisiim ciftlerinin kiimesi olsun. O halde her

(M,N)eYigin F, :S— E doniisimii mevcuttur (Li ve ark., 2012).

Teorem 4.3.38: f:IFS* xIFS* — IFS* asagidaki sartlar1 saglayan bir doniisiim

olsun.
1. Abir crisp kiime olmak tizere f (A, K) bir crisp kiimedir.
2, Hi(ap) =i (aB)
3. f(AB)=f(BA)

4. Eger Ac Bc Colmakiizere f (A C)<f(AB)ve f(AC)<f(B,C)
L yukaridaki dort sart1 saglayan f doniisiimlerinin kiimesi olmak tizere her f € Ligin
G, :E — S doniisiimi mevcuttur (Li ve ark., 2012).

Fuzzy kiimelerde oldugu gibi intuitionistic fuzzy kiimelerde de uzaklik o6lciisti,
benzerlik Olgiisii ve entropi kavramlar: ile yakindan alakali bir diger ol¢li kapsama
(inclusion, subsethood) Olciisiidiir. Bu 0lcii intuitionistic fuzzy kiimeler icin ilk kez

Cornelis ve Kerre (2003) tarafindan asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Tamm 4.3.39: Inc:IFS* xIFS* —[0,1]x[0,1] doniisiimii eger asagidaki sartlar:

sagliyorsa bir kapsama 0l¢iisii adin1 alir.

1. Her A BelFS™ icinInc(A B)= |nc(A )

B
2. Her ABelIFS* iginInc(A BNC)=inf{Inc(A B),Inc(AC)}
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3. Her A BelIFS™ i¢inlInc(A B)=Inc(B,A)
4. a Inc(AB)=1<AcB

b.  Inc(AB)=1<  3IxeX  igin  (m,(X).ma(X))=(10)  ve

(445 (x).725 (X)) =(0.2)

c. Her A/ BeP(X) igin Inc(A, B)e{(x,y):x:l— y}
(Cornelis ve Kerre, 2003).

Zhang ve ark. (2012), kapsama oOlglisii tanimin1 Young (1996) yaklasimi ile
asagidaki sekilde tanimlamistir.

I :IFS™ xIFS™ —[0,1] doniisimii eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir
kapsama 06l¢tisti adim alir.

1 1(10)=o0,

2. I1(AB)=1<AcB

3. AcBcCisel(C,A)<I(B,A)ve 1(C,A)<I(C,B).
(Zhang ve ark., 2012).

Zhang ve ark. (2012) asagidaki iki kapsama olgiistinii tanimlamis ve kapsama
Olgiistiniin diger Olgiiler ile iliskilerini incelemistir. X ={X1,X2,..., Xn} ve A BelFS*
olmak iizere

1. IZHXL—l(A’ B) =

n

1—2—1nz{

i=1

ﬂA(Xi)_min{ﬂA(Xi)1ﬂB (Xi)}‘+‘max{nA(Xi ),773 (Xi )}_nA(Xi )‘}

2. . (AB)=

1 . 2 2
1_\/%Z{‘ﬂA(Xi)_mm{ﬂA(Xi)’ﬂB (Xi )}‘ +‘max {77A(Xi )’775 (Xi )}_UA (Xi )‘ }
i=1
(Zhang ve ark., 2012).
Zhang ve ark. (2012) asagidaki kapsama 6Slgiilerini tanimlamistir. X = {Xi, Xy ey Xn} ve

A, B e IFS* olmak iizere
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1. IZDZS—l(A’ B) =

anl He (%) = (%) + 776 (%) =74 (%) +1 ,  digerdurumlar

i=1 2 ‘:UB(Xi)_IUA(Xi )‘+‘77‘3(Xi)_m\(xi )‘
He (%)= 1a (%),

. 7o (%) =7 (%)

(Zhang ve ark., 2012).

f :[0,1]x[0,1] —[0,1] monoton artan ve f(0,0)=0, f(1,0)=0, f(11)=1
sartlarin1 saglayan bir fonksiyon 1 , I, ve |, birer fuzzy kapsama dlgiisii ve = bir t—

norm olmak tizere

2. IZDZS—Z(A’B)Z(Il(/’lA’:uB)’IZ(l_nAil_nB))
IZDZS—S(A’ B) =f (Il(:uAHuB)’ |2(1_77A’1_778))

4. 1, IFS* {izerinde bir kapsama 6l¢iisii olmak {izere

w

luozs s (A B)=1(AB)AI(B,A)
5. o5 s (AB)=1(AB).I(BA
6. Lo 6(AB)=1,(AB)Al,(AB)

7. s 7 (AB)=%(1,(AB),1,(AB))

,(AB)+1,(AB)

8. Iy (AB)= 5

(Zhang ve ark., 2012).
Teorem 4.3.40: X bostan farkli bir kiime, A, B € IFS* olmak iizere H:*(A) iye olma

ve liye olmama dereceleri sirasi ile

1- |:;(‘IUA (X) ~Hans (X)‘ + ‘77‘\ (X) e (X)‘)T

Hyye () (X) - 2

1
1+ A\ X) = Hprg ( X)[H{Ta(X) =1 pqp ( X
o g2 <2>\ (%) 1100 ()
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seklinde tanimlanan intuitionistic fuzzy kiime ve E bir entropi olmak iizere
|- (A)= E(H , (A B)) ile tamimlanan |, doniisiimii bir kapsama 6lgiistidiir (Zhang

ve ark., 2012).

Teorem 4.3.41: | , IFS* iizerinde bir kapsama olgiisii ve Ae IFS* olmak iizere
E, ( A):(I (AUK,Amﬂ)) ile tammlanan E,, IFS* iizerinde bir entopidir (Zhang ve

ark., 2012).

Teorem 4.3.42: 1 ,IFS*iizerinde bir kapsama ol¢iisii, * bir t—norm ve A Be IFS*
olmak iizere S, (A)=+(I1(AB),1(B,A)) ile tammlanan S, , IFS* iizerinde bir

benzerlik dl¢iisiidir (Zhang ve ark., 2012).

4.4, Intuitionistic Fuzzy Kiimeler Uzayinda Uzakhk ve Benzerlik Olg¢iilerinden
Uretilen Sostak Manasindaki Topolojik Uzay ve Bazi Ozellikleri

Calismamizin bu kisminda intuitionistic fuzzy kiimeler uzayinda uzaklik ve
benzerlik olgiilerinden iiretilen Sostak manasindaki topolojik uzay ve bazi ozellikleri
incelenecektir. Mevcut literatiir incelendiginde uzaklik ve benzerlik Olgiileri ile
tanimlanan tek topolojinin Deschrijver ve ark. (2004) tarafindan tanimlanan ve sadece
uzaklik Olgiisiine dayanan Chang manasmdaki topoloji oldugu goriiliir. Uzaklik ve
benzerlik Olgiilerinden elde edilecek topoloji ve bu topolojinin 06zelliklerinin
arastrmacilar i¢in genis bir arastrma alani olacagi agiktir. Bu boliimde bu agigi
kapatmak i¢in 6nce Deschrijver ve Kerre tarafindan verilen Chang manasindaki topoloji
revize edilecek sonrasinda ise uzaklik ve benzerlik Slgiilerinin kullamilarak Sostak
manasinda intuitionistic fuzzy topoloji tamimlanacaktir. Ayrica tanimlanan bu

topolojiler karsilastirilacak ve bu topolojilerde ayirma aksiyomlari incelenecektir.

Tanmm 4.4.1: d , IFS* iizerinde tanimlanan bir uzaklik &lciisii olmak iizere,

ABmlaFlg((X)d(A, B)=1 ise, d uzaklik Ol¢iisiine normal uzaklik oOl¢lisii denir. Benzer
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sekilde, s IFS* iizerinde tanimlanan bir benzerlik olgiisii olmak {izere

R E[nlfélg%)() S(A, B) =1, s benzerlik 6l¢iisiine normal benzerlik 6l¢iisii denir (Liu, 1992).

Liu bu ¢alismasinda her d uzaklik 6lgiisii i¢in d +s =1 esitligi ile tanimli bir s
benzerlik Olgiisii tanimlanabilecegini belirtmistir. Diger taraftan Du ve Hu (2015), bu
1-d(AB)

— il
1+ 1d(AB)

esitligi giicli degillemeler vasitas: ile mesela >0 igin s(A B)=
tanimli  Sugeno degillemesi ile d-+s<1 esitsizligine doniistiiriilebilecegini ifade
etmistir. d +s<1 sartin1 saglayan benzerlik 6lgiisii s ’yi d uzaklik Olgiisii ile fuzzy
uyumlu olarak adlandiralim. Sugeno degillemesi icin A =0iken s ‘nin d ile klasik
uyumlu oldugu aciktir.

Deschrijver ve ark. (2004) iki ve ii¢ parametre ile tamimli Hamming ve
Euclidean uzaklik 6lgiilerinin topolojik olarak denk oldugunu gostermistir.

Asagidaki tanimda Deschrijver ve ark. (2004) verdigi tanimi fuzzy nokta tanimi

kullanarak yeniden tanimlanacaktir.

Tamim 4.4.2: X bostan farkli bir kiime ve d IFS* iizerinde tanimli bir uzakhk dl¢iisii

{@.p)

X

olsun. Intuitionistic fuzzy nokta q ve >0 i¢in

B(qi"‘”ﬁ'>,5):{q§””ﬂ>; d(qi“’ﬂ>,q§“’ﬁ>)<g} ile tanimli kiimeye ag¢ik yuvar denir ve
B(qi“’ﬁ >,g) ile gosterilir. Burada qia"’g ) IFS* iizerinde tammli intuitionistic fuzzy
noktadir. Ae IFS* olmak iizere eger qia’ﬁ> e Ave ¢>0 igin A= U B(qia'm,g) ise
g A
A kiimesine intuitionistic acik kiime denir. Bu tanimlamalar ile beraber klasik
topolojide oldugu gibi bu sekilde tanimlanan agik kiimelerin ailesi 1FS* iizerinde
Chang manasinda bir intuitionistic fuzzy topoloji olusturur. Bu topoloji d uzaklik
Olctisii ile iiretilen Chang manasinda intuitionistic fuzzy topoloji olarak isimlendirilir.
Goriildiigii lizere bu tanimlamada benzerlik 6l¢iisii kullanilmamistir. Asagidaki

teoremde uzaklik ve benzerlik dlgiilerinin kullanilmasi ile bir ST-IFS tanimlanabilecegi

ispatlanacaktur.
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Teorem 4.4.3: IFS* iizerinde taniml1 d bir uzaklik &lgiisii ve s, d ile fuzzy uyumlu,
bir benzerlik dlgiisii olmak tizere 7, ( A):< He,, (A),nr(dvs) (A)> acik olma ve agik

olmama dereceleri sirasi ile

1 Ae{0.1}
zuf (A) = 1
(@) maxd (A, D) diger durumlar
AcD
Ve
R 0 Ae {6, i}
77%)( )= mins(A,D) diger durumlar
AcD

ile tanimli Tlas) - IFS(X ) — | ® | doniisiimii ile beraber (X : T(d's)) bir ST-IFS’dir.
Ispat: iddianmn ispatlanmasi igin Tlas) dontistimiiniin Tanim 2.3.17 nin sartlari
S1: Tlas) tanimindan agikardir.

. X . .
S2: A BelFS olmak  iizere. r(dys)(Aﬁ B)Zf(d,s)(A)/\T(d,s)(B) yani

H,

(d.

, (AnB)> M, (A)A'ur(d,s) (B) ve Moy, (AnB)< Moy, (A)and,s) (B) oldugunu

gostermeliyiz. A veya B ‘nin 0 veya 1 esit olma durumu asikdrdir. Bu nedenle

genelligi bozmadan A B¢{0,1} kabul edelim. 0 halde
— — * * =
ey, (Am B) = ATSCXD d (A, D) =d (A, D ) ve Ac AnBc D¥* oldugundan, uzaklik
Olgiisi tamminin (d4) sartindan dolayr d (A, D*) <d (Am B, D*) esitsizlikleri elde
edilir. Boylece He,, (AnB)> Mo, (A) esitsizligi elde edilir. Yukaridaki ifadede A
yerine B yazilarak He, )(Am B)Zﬂ,(d )(B) esitsizligi kolayca elde edilir. Bu son iKi
esitsizlikten 4z, (AnB)> M, (A)A M, (B) esitsizliginin saglandig1 goriiliir. Diger
— 1 — * * S
taraftan, Moy (A)= I’I\]CIQS(A E)=s(AE*) olsun. AnBc AcE™* oldugundan ve
benzerlik 6l¢iisli taniminin 4. Sartindan dolayz, S(Am B, E*) < S( A, E*) esitsizligi elde
edilir. ~ Buna ek olarak, E**e{E;EcIFS* Ec A} IFSsi  icin

s(ANB,E**)<s(ANB,E*). Boylece Moo (ANB)<n, (A) esitsizligi elde edilir.

f(ds)
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Yukaridaki ifadede A yerine B yazilarak Moy (AnB)< Moo (B) esitsizligi kolayca
elde edilir. Bu son iki esitsizlikten Moy (ANB)< Moy (A)vnr(d ) (B) esitsizliginin
saglandig1 goriiliir. Boylece 7 (AnB)< Tias) (A)A Tas) (B) esitsizligi elde edilir.

S3: Herhangi bir indeks kiimesi J igin {A,ieJ}gIFSX olmak tizere

e, (LJJ AJ >A\(u,, (B)) v m, (U A J <V(n, (A)] esisizliklerinin

ied

saglandigmi gosterelim. U A =1 veya UA =0 olmasi durumu agiktir. Diger taraftan

iel iel

M,

,, tanmmi geregi, 4, (UA] = max d (A, D) seklinde ifade edilebilir. Buradan her

(JAcD
ied

iel

ieJ A < UA < Doldugundan e, (A)< e, (U Aj elde edilir. Son esitsizlikten

ied i

< e e o o
é} ( Hey (A )) S M, [U A j esitsizligi elde edilir. Diger taraftan

iel

Mras) [UA]:T!QS(UA’EJ=S(UA,E*J olsun. E*c A < JA oldugundan ve

iel iel iel

benzerlik olglisti tanimimin 4. Sartindan dolay1 her i € J igin S(U A, E*j < S(A, E*)

iel

ied

esitsizligi elde edilir. Buradaki son iki esitsizlikten /. [U A] <V (nr(d ) (A )) oldugu

ied
anlasilir. O

Yukaridaki tamimlamalar ile birlikte (X,r(d‘s)) ikilisine d uzaklik Glgiisii ve s

benzerlik Slgiileri ile tanimlanmis ST-1FS denir.

Ornek 4.4.4: d uzaklik olgiisii ve s benzerlik Slgiileri <r*,s*>e | ® 1 olmak {izere

swrasi ile

: A=B
d(AB)={1 , AeP(X)weA=B

r* ,  diger durumlar



157

ve
1, A=B
s(AB)=40 , AeP(X)vweA=B
s* diger durumlar

ile tanimlansin. Bu tanimlamalar ile birlikte d uzaklik 6l¢iisii ve sbenzerlik dlgiileri ile

tanimlanmis ST-IFS

I, AcP(X)
4t (A): ;
S*), er durumlar
(@s) (rvs*),  diger duruml

ile tanimhidir. Bu tanimlamalara uygun olarak d uzaklik 6l¢iisii ve s benzerlik 6lgiileri

ile tanimlanmis seviye CT-IFS uzayi

IFS*, (r,s)<(r*s¥),

(r(d’s))(rys):{AeIFSX;y,(dVS)(A)Zr,nr(dys)(A)SS}z{P(x)’ (1.5)> (1 s%)

ile tamimlidir. Diger taraftan d uzaklik 8lgiisii ile tanimli CT-IFS 7, = IFS”™ seklindedir.

Buradan d ile dretilen CT-IFS ve d uzaklik Olgiisii ve s benzerlik Olgiileri ile

tanimlanmis seviye CT-IFS uzaylarinin her zaman birbirine esit olmadig1 goriiliir.

Srivastava ve Singh (2011), — ve a*— ayirma aksiyomlarint ST-IFS uzaylar1 igin

tamimlamistir. Asagida bu tanimlar (a, ﬂ)— ayirma aksiyomlar1 adi altinda yeniden ele

almacaktir.

Tanim 4.4.5: <a, ﬂ) € l, ® 1, olmak iizere:

1. Eger her qX ) ve q ) IFPleri i icin
a. 7(U)=(a, B)
b. g eU, qy ”'¢U veya ¢*” U, q‘”’ eU
sartlarm1 saglayacak U e IFS™ var ise (X,r) ST-IFS (a,,B)—TO ST-TIFS olarak

adlandilir.

2. Eger her qX ) ve q ?) IFPleri i icin

a. 7(U)=(a,B) , (V) 2(a,B)
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b. ¢“” €U, " U ve ¢ eV, g\
sartlarin1 saglayacak U,V € IFS* var ise (X,z‘) ST-IFS (oz,ﬂ)—Tl ST-TIFS olarak

adlandilir.

3. Eger her qi”” ve q ?) IFPleri i icin

a r(U)2(a,p), c(V)2(a,p)

b. X, €U, Yngy €V veUNV =0

sartlarin1 saglayacak U,V € IFS* var ise (X,z‘) ST-IFS (05,,8)—T2 ST-TIFS olarak
adlandilir.

Teorem 4.4.6: (X, 7)) d uzaklik Sleiisii ve s benzerlik Slgiisii ile tammli ST-IFS
olmak tizere ayrik her qia'@ ve q§a,’ﬂl> IFPleri i¢in T(as) (U)><a > qX :
q<ya”ﬂ ) ¢U veya qi“’ﬂ ' eU q<y“”ﬂ leU sartlarmi1  saglayacak U eIFS* ve
(a, B) €1, ®|, intuitionistic fuzzy ¢ifti vardir. Yani bir (", ") el,®], i¢in (X,7)

ST-IFS, (o', ”)—T0 ST-TIFSdir.

ispat: q<a"5> ve q§""”'> ayrik IFP oldugu igin d(qX ,q“ﬁ>)>g ve

X

s(qia'ﬁ ) ,q<y“"ﬂ ) ) <& olacak £>0 ve &*>0 sayllar1 mevcuttur. Buradan, qZ ==

olmak iizere U = U{qia’m; d <qiaﬁ>’q§a-ﬁ>) <§, S(qia’m,qia‘m) > %} ile tanimlansin,

Buradan qia’ eU ve qy !l eU oldugu asikardwr. Diger taraftan Tlas) tanimindan,

*
r(d's)(U)2<§ €> bulunur. Buradan (a,B) intuitionistic = fuzzy  ciftini

2
(a, p > < <% %> olacak sekilde segebiliriz.

Sonug 4.4.7: (X,7,,) duzaklik 8lciisii ve s benzerlik dleiisii ile tanimli ST-IFS

olmak tizere ayrik her qxa’g ve q<y""ﬂ> IFPleri igin Tlas) (U)Z(a,ﬂ) , qi“’m eU ,
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q§""ﬂ> eU ve q“?ev |, q§a’ﬁ> eV sartlarmi  saglayacak U,V e IFS* ve
<a,ﬂ> € |, ® 1, intuitionistic fuzzy ¢ifti vardir. Yani bir <a,ﬂ> el,®1, i¢in (X,z’) ST-

IFS, (@, )T, ST-TIFSdir.

Sonu¢ 4.4.8: (X'T(d,s)) d uzaklik Olgiisii ve s benzerlik Olgiisii ile tanimli ST-IFS

olmak tizere her qiaﬁ> ve qia"ﬂ? ayrik IFPleri i¢in (a”,ﬂ") el,®I, Teorem 4.4.6 and
Sonug 4.4.7. ifadeleri saglayan intuitionistic fuzzy cifti olmak tizere inf " €1, and

sup A" el ise (X,z, )ise (@, )T, ve (,f)~T, ST-IFS uzaydur.

Sonu¢ 4.4.9: (X,T(d's)) d uzaklik Ol¢iisii ve s benzerlik olgiisii ile tanimli ST-IFS

olmak iizere her q<”’”5 ) , q<a”ﬂ ) , qwﬁ ") IFPleri icin

X y z

d (ol ) <d(al“” g ) +d (g7, ql") sarti saglamyorsa her " ve
Q)" aynk IFPleri igin o(U)2(a"f") . 7(V)2{a’. /) ve UV =0 sartlarmn

y

saglayacak U,V € IFS* ve <a*, /3’*> e |, ® |, intuitionistic fuzzy ¢ifti mevcuttur.



5. TEMPORAL INTUITIONISTIC FUZZY KUMELER VE TEMPORAL
INTUITONISTIC FUZZY TOPOLOJIiK UZAYLAR

Bu kisimda Atanassov (1991) tarafindan tanimlanan temporal intuitionistic
fuzzy kiime kavramu, Sostak ve Chang manasinda temporal intuitionistic fuzzy topoloji
tanimlar1 incelenecektir. Bilindigi iizere gercek diinyaya ait kavramlar genellikle
zamana baghdir. Yani bu kavramlarin incelenen Ozellikleri zamana bagli olarak
degisiklik gosterebileceginden kavramlarin matematiksel olarak daha iyi ele alinmasi i¢1
iyelik ve liye olmama dereceleri tanimlandig1 uzaym elemanina ve verilen zaman
kiimesindeki bir zaman anina bagli olan yeni intuitionistic fuzzy kiime taniminin
kurulmasi ihtiyact dogmustur. Atanassov bu eksikligi gidermek i¢cin 1991 yilinda
temporal intuitionistic fuzzy kiime adi verilen yeni bir kiime teorisi tanimlamistir. Bu
alanda ge¢mis senclerde bir¢ok ¢alisma yapilmistir. Oldukga yeni bir ¢aligma alani olan
temporal intuitionistic fuzzy kiime teorisinde temel birgok matematiksel tanimlama
yapilmamistir. Bunlardan en Onemlisi temporal intuitionistic fuzzy topolojik uzay
kavramidir. Bu kismin sonunda literatiirdeki bu agik kapatilacak ve temporal
intuitionistic fuzzy topoloji kavrami hem Chang hem de Sostak manasinda

tanimlanacak ve bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

5.1. Temporal Intuitionistic Fuzzy Kiimeler icin Temel Tanimlamalar

Tamm 5.1.1: X bostan farkh bir kiime T bir zaman kiimesi ve ,:XxT —[0,1],
Nyt XxT —)[O,l] her (X,t) e XxT igin ,uA(X,t)+77A(X,t) <1 sartin1 saglayan
doniisiimler olmak lizere

A(T):{(x,yA(x,t),nA(x,t)):(x,t)e X ><T}
kiimesine bir temporal intuitionistic fuzzy kiime denir. Burada ,uA( X,t), Xe X ’in t
anindaki iiye olma derecesi ve 7,(X,t), Xx€ X ’in t anindaki iiye olmama derecesi

olarak adlandirilir. Yazimini kolaylastirmak i¢in A(T) yerine A tercih edilecektir. X

ve T lzerinde tanimlanan tiim temporal intuitionistic fuzzy kiimelerin kiimesini
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TIFS™T) ile gosterelim. Agik¢a goriilecegi iizere her bir intuitionistic fuzzy kiime tekil
bir zaman kiimesi aracili1 ile temporal intuitionistic fuzzy kiime olarak ifade edilir.
Ayrica intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in tanimlanan tiim iglemler ve operatdrlerde

temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in tanimlanir (Atanassov, 1991).

Tamm 5.1.2:T've T"sonlu ayrik elemanli zaman kiimeleri veya zaman araliklar1 ve X

bostan farkli bir kiime olmak {izere,

AT ={(% 20 (%,1),ma (X 1) ):(x 1) € X XT '}

ve

B(T")= {(x,,uB (X1),75 (X,1) ):(x,t) € X xT"}
Temporal intuitionistic fuzzy kiimeleri i¢in zz,, g, 77, Ve 7, asagidaki sekilde
tanimlanmak tizere

Ha(X,1), teT’
0 L teT"-T,

ts (X,t), teT”
x,t) =
o (%) {o L teT' =T,
na(xt), teT’
X,t) =
T (1) {1 , teT"-T,

7ol ’t)={’78(x't), teT”

g (X
° 1  teT"-T/,
A ve Btemporal intuitionistic fuzzy kiimelerinin kesisimi ve birlesimi sirasi ile

A(T)NB(T")=

(> min (7, (%), 2 (%)), max(77, (X,1), 75 (x.1)): () € X x(T"UT") ),
A(T’)UB(T”):

(% max (2, (%), 2 (%)), min (77, (1), 7 (x,1)): (x 1) € X x(T"UT") )

seklinde tamimlanir. Ote yandan temporal intuitionistic fuzzy kiimeler icin alt kiime

tanimi1 asagidaki sekilde tanimlanir.
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A(T)=B(T") <« Her bir (xt)eXx(T'UT") igin g, (xt)<mg(xt) ve
Ta (X, 1) =775 (x,1)

T'=T" olmast durumunda f, (X,t)=p,(Xt) Hg(Xt)=s(xt)
Ta(X,t)=ms(x,t) , 75 (X,t) =75 (x1) ifadelerinin saglandigi asikérdir (Atanassov,
1991).

J bir index kiimesi ve her bir ieJ i¢in T, bir zaman kiimesi olmak iizere

T :UTi olsun. Simdi yukarida verilen birlesim ve kesisim islemlerini

iel

F={A(T)=(%, (xt),7, (x1)):xe X xT, i e I} ailesi igin genisletelim.

JAT) = {(x. max(7, (x1))min(7, (x.1)): (xt)e X T,

A iel
ied e

ﬂA(Ti)z{(x, min (2, (x.1)),max(7, (x.0)): (xt)e X xT).

! iel
ield €

Burada 1, ve 77, doniisiimleri

{uAj (X,t), if t eTJ.

U, (X,t)=
iy (x1) 0, ifteT T,

ve

olarak tanimlanmistir.

Her bir (x,t)e X xT igin iiye olma ve ilye olmama dereceleri sirast ile
Hy (X1)=0 , 7, (xt)=1 ve 4 (xt)=1, 7, (xt)=0 seklinde taniml
0 (T)={(x01):(xt)eXxT} wve L (T)={(x10):(xt)eXxT} temporal
intuitionistic fuzzy kiimelerini kisaca, siras1 ile 0' ve 1' sembolleri ile gosterelim.

Literatiirde temporal intuitionistic fuzzy kiimeler igin bircok operator
tanimlanmigtir. Bunlara 6rnek olarak asagidaki operatorler verilir.
Atanassov (1991) kapanis ve i¢ operatorleri olarak tanimladig1 asagidaki operatorleri

tanimlamis ve bazi 6zelliklerini incelemistir.
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Tamm 5.1.3: X bostan farkli bir kiime, T bir zaman kiimesi ve AeTIFS™" olmak

uzere

C'(A)= {(x max sz, (), min nA(x)):(x,t) e X xT}

teT

I*(A)={(x,minyA(x),rpgan(x)):(x,t)e X xT}

teT

Bu operatorlerin bir TIFS’yi IFS kiimeye cevirdigi tanimmdan kolayca goriiliir. C* ve

I * operatorlerinin asagidaki sartlari sagladigi kolayca gosterilir (Atanassov, 1991).

Teorem 5.1.4: A, B eTIFS™" olmak iizere

3. 1'(C"(A))=C"(A),

4. 1'(1"(A)=1"(A),

5. C(C'(A)=C"(C(A)),

6. 1(I"(A)=1"(1(A)),

7. 1"(AnB)=1"(A)n1"(B),

8. 1I"(AUB)SI"(A)UI"(B),

9. C'(AnB)cC’'(A)nC’(B),
10. C'(AuUB)=C"(A)uC’(B),

(Atanassov, 1991).

Atanassov, C, | operatorleri ile C” ve 1" operatorleri arasindaki farkin C” ve
| operatorlerinin her bir xe X igin en yiiksek ve en diisik degerlendirmeleri bir

zaman skalasinda degerlendirme imkani sunarken, C, | operatorlerinin belirli bir
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X € X i¢in benzer degerlendirmeler iizerinden en yiiksek ve en diisiik degerlendirmeleri
hesaplamasi ve bunu yaparken zaman skalasin1 géz Oniinde bulundurmamasi olarak
belirtmistir. Ayrica Atanassov, temporal intuitionistic fuzzy kiimelerin geometrik

gosterimi i¢gin asagidaki semay1 vermistir.

Sekil 5.1. TIFS’nin geometrik gosterimi (Atanassov, 1991).

Parvathi ve Geetha (2009) temporal intuitionistic fuzzy kiimeler igin bazi yeni

operatorler tanimlamustir.

Tamm 5.1.5: A(T') ve B(T")birer temporal intuitionistic fuzzy kiimeler olmak iizere

Max-min operatorii —> asagidaki sekilde tanimlanmaistir.

A(T') — B(T")=

{(0ut), max {7, (xt), 5 (1)}, min {77, (x,t), 2, (x,t) }):(x8) € X x(T"OT")

Tamm 5.1.60 AeTIFS*T) a,B[01] ve a+ <1 olmak iizere A temporal
intuitionistic fuzzy kiimesinin («, ) —seviye kiimesi asagidaki sekilde tanimlanmustir.

Nis) (A) ={((x,t),yA(x,t),nA(x,t)) (X t) e X T,y (X, t) 2 a,m, (X,1) S,B}

Benzer sekilde A temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin {iye olma derecesi ile iiretilen

a —seviye kiimesi
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N”‘(A)z{((x,t),yA(x,t),nA(x,t)):(x,t)e X xT,yA(x,t)Za}

ve A temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin iiye olmama derecesi ile iiretilen S —

seviye kiimesi

Nﬂ(A)={((x,t),yA(x,t),nA(x,t)):(x,t)e X xT,nA(x,t)s,B}

N“(A
ile tanimlanir. Bu ii¢ tanim arasinda asagidaki N(a’ ﬂ)(A)c{ )}CA iligkisi

N, (A)
asikardir (Parvathi ve Geetha, 2009).

Parvathi ve Geetha tarafindan verilen bu seviye kiimesi tamimi fuzzy ve
intuitionistic fuzzy kiimelerdeki seviye kiimesinden farkli olarak seviye kiimesini bir
temporal kiime olarak tanimlamaktadir. Bu kisimda fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiime
kuramlaridaki seviye kiimesi yaklasimi ile yeni bir seviye kiimesi tanimlanacak ve
ozellikleri incelenecektir.

Parvathi ve Geetha (2009) intuitionistic fuzzy kiimelerde de benzeri taniml

asagidaki operatorleri tanimlamis ve bu yeni operatorlerin temporal intuitionistic fuzzy

kiimeler i¢cin tanimlanan diger operatorler ile iliskilerini incelemistir.

Tamim 5.1.7: A bir temporal intuitionistic fuzzy kiime o, 8 €[0,1]ve &+ <1 olmak

.. * e e
lizere G, , operatdrii

G, ,(A)= {((X,t),a.,uA (Xt), B (X1)):(x,t) e X xT }
ile tammMidir. Parvathi ve Geetha (2009) bu operatoriin asagidaki 6zellikleri sagladigini

ispatlamustrr.
1. G, ,;(A) bir TIFS dir,
2. a<yise G, ;(A)cG; ,(A),
3. B<yiseG,,(A)>G;, (A),
4. y,A€[0,1] olmak iizere G, ,(G; ,(A))=G.,,,(A)=G; (G, ,(A)),

5 G,

.p (C* (A)) =C (G;,ﬁ (A)) '
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9. N,,

10. N“(A(T")—B(T")

11. N, (A(T")—B(T")
(Parvathi ve Geetha, 2009).

Yilmaz ve Cuvalcioglu (2014), temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in bazi

yeni seviye operatorleri tanimlamis ve bu operatorlerin 6zelliklerini incelemistir.

Tamm 5.1.8: A(T’) ve B(T") iki temporal intuitionistic fuzzy kiime olmak iizere
1. Ny (A)=
{(x,yA(x,t),nA(x,t)):yA(x,t) > 115 (X,1),775 (X, 1) <75 (x,1), X € X x(T’uT")}
2. N (A)=
{(x,,uA(x,t),nA(x,t)):yA(x,t) < ptg (%,1), 75 (X, 1) 2775 (x,1), X € X x(T’uT")}

(Y1ilmaz ve Cuvalcioglu, 2014).

Burada tanimlanan seviye operatorlerinin hem iiyelik hem de iiye olmama derecelerini
de icerdigi goriilmektedir. Simdi bu tanimlamalara benzer olarak klasik yaklasimla

seviye kiimeleri tanimlayacagiz.

Tamm 5.1.9: AcTIFS® D ve teT icin «,, S, 6[0,1] ve a,+f <1 olmak iizere A

temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin (¢, 5, )— temporal seviye kiimesi asagidaki

sekilde tanimlanmustir.

Aoy = X5 (0) € XXT s, (x1) 2 e, (X 1) < 4 |
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Benzer sekilde A temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin {iye olma derecesi ile iiretilen

o, — temporal seviye kiimesi
A% ={x:(xt)e X xT, u, (xt) 2 e }

ve A temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin iiye olmama derecesi ile iiretilen f—

seviye kiimesi

A, ={x:(xt)e XxT,n(xt)< S }

ile tanimlanir.

Onerme 5.1.10: AeTIFS™" | BeTIFS™™ | teT'UT" icin «,f [01] ve
a, + B <1 olmak iizere

i AcBise A, ;) =B, s

ii. <at1ﬂt>2<5t’7t> ise AXO{I,,BI) < Atfstvh)
jii. o, >0, ise AT o A*

iv. Sizy ise Ay DA

Vi ﬁatxﬂt)gAa‘
Vi' ﬁatvﬁt)gAﬁt
Ispat: i. AcB ise her xeX ve teT'UT" igin f (xt)=a,(xt) Ve

75 (X,1) <7, (x,1) dir. VXeA, 4 N G (xt)= A, (xt)ze ve

B, <1775 (x,1) <7, (xt) oldugundan XeB elde edilir. Buradan A, , =B, ,,

U‘tﬁt)

oldugu anlagilir. Diger durumlar benzer sekilde ispatlanir.
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5.2. Temporal Intuitionistic Fuzzy Topolojik Uzaylar

Intuitionistic fuzzy kiimeler {lizerinde, fuzzy kiimelerde oldugu gibi, temel olarak
iki farkli yaklagimla topoloji tanimlanmaktadir. Bunlar klasik yaklagim olan Chang
manasinda intuitionistic fuzzy topoloji ve agik fuzzy kiime tanimlamak yerine
intuitionistic fuzzy kiimenin ag¢ikhigmnm tanimlandig1 Sostak manasindaki intuitionistic
fuzzy topolojiler olarak isimlendirilir. Bolim 2 de detaylica incelenen bu konu ile
alakali literatiir incelendiginde bu yaklasimlarin ayr1 ayri genisce bir literatiiriin
olustugu goriilmektedir. Tez ¢alismamizin bu kisminda her iki yaklasim temporal
intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in tamimlanacaktir. Sostak manasinda tanimlanacak olan
yeni topoloji i¢in klasik topolojide i¢, kapanis, siireklilik, kompaktlik kavramlarina denk

tanimlamalar yapilacaktir.

Tanmmm 5.2.1: Bostan farkli bir X kiimesi ve T zaman kiimesi iizerinde tanimlanan
temporal intuitionistic fuzzy kiimelerin bir ailesi 7 asagidaki sartlar1 sagliyorsa Chang

manasinda temporal intuitionistic fuzzy topoloji (kisaca CT-TIFS) adin1 alir.
i. HerteTinl ,0 ez,
ii. Her ABeTIFS*" icin AnBer ,

iii. Herhangi bir J indeks kiimesi ve {A,i S J} c 7 alt ailesi igin UA er

iel
Chang manasinda tanimlanan temporal intuitionistic fuzzy topolojik uzay icin temel

topolojik kavramlar klasik topolojidekine benzer olarak tanimlanir.

Tanmm 5.2.2: Bostan farkli bir X kiimesi ve T zaman kiimesi tizerinde

T, (A) = < U, (A) 1, (A)> ile tanimlanan temporal intuitionistic fuzzy kiime ailesi 7, her

teT icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa Sostak manasinda temporal intuitionistic fuzzy

topoloji adin alir.

(ST1). 7,(0")=1 ve 7 (1 )=1",

(ST2). Her A, A, eTIFS*" icinz (A NA) =7 (A)rz (A),
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(ST3). Herhangi bir J indeks kimesi ve {A,ieJ}cTIFS™" alt ailesi igin

o (UA)= (= (A)) -

iel
Bu tanimlamalar ile birlikte (X,7,) ikilisi Sostak manasinda temporal intuitionistic

(X.T)

fuzzy topolojik uzay admni alir. A€ TIFS'™" olmak iizere z, (A) ,A 'nn t anindaki

anlik agik olma derecesi ve ., (A), A’nin t anindaki anlik agik olmama derecesi

olarak isimlendirilir. Bu tanimda dikkat edilmesi gereken noktalardan biri agik olma ve
acik olmama derecelerinin zamana bagli olarak degismesidir. Ayrica tek elemanli
zaman kiimeleri icin bu tanmmin Coker (1996) tarafindan tanimlanan Sostak

manasindaki intuitionistic fuzzy topoloji tanimina denktir.

Tammm 5.2.3: Bostan farkli bir X kiimesi ve T zaman kiimesi {izerinde
7, (A) :<,uT: (A)JL; (A)> ile tanmimlanan temporal intuitionistic fuzzy kiime ailesi z,
her teT i¢in

i (0Y)=1ve 7/ (11)=1",

i.  Her A, A eTIFS™" icin 7 (A UA)>7, (A)r7,(A)

iii.  {A;ied} cTIFS™" icin T:(HAJZ/\(‘L’:(A)).

ieJ e
sartlarini sagliyorsa 1. (A), A’nmn t anindaki anlik kapalh olma ve 7. (A), A’nm t
anindaki anlik kapali olmama derecesi olarak isimlendirilir. (X,Z’t) Sostak manasinda
temporal intuitionistic fuzzy topolojik uzay olmak lizere
T:(A)=<uﬁ(A),nT:(A)>=<yTt (K),nﬁ (K)> ile tammlanan temporal intuitionistic
fuzzy ailesinin bir temporal intuitionistic fuzzy kapalilik derecesi tanimladig agikardir.
TIFS™ " izerinde tammli Sostak manasinda temporal intuitionistic fuzzy

topolojiden TIFS™" iizerinde tanimh Sostak manasinda intuitionistic fuzzy topoloji

tanimlamak i¢in asagidaki metot kullanilir.
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Teorem 5.2.4: (X,z‘t), bostan farkli X kiimesi ve zaman kiimesi T {izerinde bir ST-

TIFS olmak lizere Her AeTIFS™" i¢in At (A)= A7 (A)

teT

:<min,uT (A),th16T1X77q(A)> ile tanimli (X, Az,) TIFS™™) iizerinde bir Sostak

teT t
manasinda intuitionistic fuzzy topoloji tanimlar.

ispat: (1) (X,z,), bostan farkli X kiimesi ve zaman kiimesi T iizerinde bir ST-TIFS
oldugundan her teT i¢in 7,(0')=1" wve < (1')=1" dir. Buradan
AT (0) =T (ALY 0)=(10) ve A7(L)=AL=(ALv0)=(10) yani
At (01)=1" ve Az (1) =1 elde edilir.
(2) (X,z) bir ST-TIFS oldugundan her teT ve A,A eTIFS""  icin
,(ANA)=7(A) A7 (A) daha agik bir ifade ile

(, (AOA) 7, (ACA)) 2 (1 (A)n, (A A s, (A), (A))
oldugundan 4, (ANA)2u (A)Au, (A) (%) ve n, (AnA)<n (A)vn (A)
(**) ifadeleri elde edilir. Diger taraftan A7, ifadesinin tanimindan dolay:

A (AOA)= A (A A)=(ming, (ANA)maxn, (ANA))

ile tanimhidir. (*) ve (**) esitsizliklerine sirasi ile A VeV islemleri uygulanirsa
te te

i (AAA)= A (A)as, ()=, (W) A s ()

ve

o (AOA) v (n, (A)va, (A))=(yn. (A))v(y 1, (A))

ifadeleri elde edilir. Buradan

(nm (AOA) v (AOA))=(An (A)A AL (A) 1, (A)V v, (A))

(A m, (A) v, (A A A 1 (A, (B)
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ifadesi elde edilir. Bu son ifadeden ve Ar, ifadesinin tanimindan
/\z't(AlmAZ)Z(/\rt(A&))/\(/\Tt(AZ)) ifadesi elde edilir. Daha kisa bir ifade ile

A A eTIFS™T ve her teT icin 7,(ANA)27(A)rz(A) oldugundan

tg.rt(AlmAZ)Ztg.(Tt(Aﬁ)/\Tt(AZ)) —/\T(Ai)/\tht(Az) ifadesi elde edilir. Son

teT

esitsizlik Az, ( AN AZ) > (/\z't (A&)) A (/\Tt (A2 )) ifadesinin saglandigini gosterir.
3) (X,z,) bir ST-TIFS oldugundan her teT ve {A,ieJ}cTIFS™" icin

(U A j >/\1z.(A) daha agik bir ifade ile

J
ied e

<u,1 U (uAj> Alst, (W), (A))={ s, (A}, 1, (&) dir. Buraan

ied iel

H, [UAJ> AM, Ve T, [UA)< v, (A) esitsizlikleri elde edilir. Son iki

iel ied

esitsizlige smrasi ile A ve v islemleri uygulanirsa A M (UAJ> /\(/\ /1,1) ve

g teT \ied

teT

VI, (U A j <v ( (1 (A )) ifadeleri  elde  edilir.  Son  iki  esitsizlik

an(Unlalmn) v n(Unlsfyn ) om e

ied iel

edilebileceginden <$T M, (LJAJ w1, [UA» <.GJ (tg “n) ( v, (A))> ifadesi

iel

elde edilir. Az, ifadesinin tanimindan Az, (UA)> /\(/\z' (A)) esitsizligi elde edilir.

J
iel '€

Boylece Ar, doniisiimiiniin Sostak manasinda intuitionistic fuzzy topoloji olmanin

iciincii sartini sagladigi goriiliir.

Ornek 5.2.5: X ={x, %,}ve T ={t,,t,,t;} olmak iizere A, A, eTIFS™" kiimelerini

asagidaki sekilde tanimlayalim:
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A X X,
t, (0.23,0.35 (0.32,0.51)

t, (0.71,0.1) (0.43,0.25)

t, (0.01,095)  (0.93,0)

ve

A, X X,

t, (0.33,0.33) (0.77,0.14)

t, (0.8,02) (0.51,0.35)

t, (0.11,0.45) (0.25,0.25)

Bu tablolardaki her hiicrenin i¢indeki ikililerin ilk bileseni o andaki iiye olma derecesini

ve ikinci bilesende o andaki iiye olmama derecesini gostermektedir. Simdi
7 TIFS(X) > Ix1, 7, (A)= < ., (A).,, (A)> intuitionistic fuzzy ailesinin agik olma

ve acik olmama derecelerini asagidaki sekilde tanimlayalim.

1 A=0' 1
(M(x,ti))zl‘, A=A,
u, (A)= (qu(x,ti));, A=A,
(max{yAi(x,ti),uAQ(x,ti)})zli A=AV A,
0, diger durumlar.

ve
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0 A=0'1
n, (A) )
T’ A_A'i’
1. (A)= ) ¥
.( ) M’ .
1 .
E.mln{mq(Ai),mq(Az)} A=A VA
L diger durumlar;

ST-TIFS uzaymnmn tanimindan (X,7,) ikilisinin Sostak manasinda temporal
intuitionistic fuzzy topoloji oldugu goriilir. Asagidaki tabloda A , A, , AVA
TIFSlerinin 7, Sostak manasindaki topolojisine gore acik olma ve agik olmama

derecelerini gosterilmistir.

(A . (A u (A) n.(A) u (AVA) 1 (AVA)

t, 0.47958 0.2958 0.68399  0.23805 0.57446 0.165
t, 0.84507  0.14059 0.91049 0.078567 0.94574 0.025
t, 0.56234 0.1242 0.99732 0 0.75888 0.05625

Topolojide tanimlanan i¢ ve kapanis tanimlari1 temporal intuitionistic fuzzy

topolojik uzaylara asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 5.2.6: (X,7,) bir ST-TIFS ve AeTIFS™") . A TIFSsinin t aninda 7, temporal
intuitionistic fuzzy topolojisine uygun anlik kapanis ve anlik i¢ kiimeleri siras1 ile

ol (A)=("{K eTIFS(X);z (K)>0",AcK]
ve

int' (A)=(J{K eTIFS(X);7,(K)>0",K  A}.
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ile tanimlanir. Diger taraftan @+ f8 <1 sartini saglayana € (0,1] = 1,, £ <[0,2) =1, reel
sayilar olmak iizere A TIFSsinin t aninda (&, )—anhk kapams ve (a, B)—anlik ig
kiimeleri sirast ile

cll,» (A)={K eTIFS(X);z (K)=(a. B), Ac K}
Ve

int;, , (A)=J{K eTIFS(X);7,(K)>(a, B),K c A}

ile tanimlanir.

Onerme 5.2.7: (X,z‘) ST-TIFS ve A,B eTIFS™™) olmak iizere
a. AcB = int‘(A)gintt(B),

bh. AcB = clt(A)ch‘(B),

n. cl'(A)ucl’(B)ccl' (AUB).
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Onerme 5.2.8: <a, ﬁ) -seviye anlik intuitionistic fuzzy i¢i ve kapanisi A B eTIFS*")

icin asagidaki ozellikleri saglar

(A2 A,

=

2. it (A)c A,
3. AcBve(a,p)<(rs)ise cl, , (A)cdl , (A),

4. AcBve(a,f)<(r,s) ise int;, , (A)cint,  (A),

5. C|<ta,ﬁ> (C|<taﬁ> (A)) = C|<ta,ﬂ> (A) !
6. int}, , (int;aﬁ> (A)) =int, , (A),
7. df, , (AUB)=cl , (A)ucl;, , (B),

8. int  (AnB)=int,  (A)nint.  (B),

(ep) () (ef)
9. cl, , (A)=int], , (A),
10. int}, , (A)=cl;, , (A).

Onerme 5.2.9: (X,7,), X bostan farkli kiimesi ve T zaman kiimesi iizerinde tamimli
. N t .t . . %
bir ST-TIFS olmak tzere é\T(CI (A)) ve t\E/T(Int (A)) ifadeleri (X,/\Tt) Sostak

manasindaki topolojiye gore sirasi ile kapanis CI(A) ve igine int(A) kiimelerine esittir.

ispat: 1) (X,A7) iizerinde ol (A)=({K eTIFS" a7 (K)>0",AcK]| olarak
tanimlanir. Buradaki {K ET|FS(X'T):/\T:(K)>O,AQ K} ailesini C ile gosterelim.
Diger taraftan cl'(A)= ﬂ{K ET'FS(X'T);T:(K) >07,Ac K} ifadesinden

{KeTIFS(X'T);T:(K)>(~),AgK} ailesini  C| ile gosterelim. VK eC  igin

/\T:(K) >0 ve Ac K oldugundan her teT icin T:(K) >0 yazilir. Buradan her teT

igcin K eC, diger bir ifade ile C" = C. elde edilir. Burada her iki tarafa kesisim iglemi
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uygulanirsa ﬂ Kc ﬂ K diger bir ifade ile her t T igincl' (A)=cl(A) elde edilir.

KeC; KeC”

Son ifadeye t T iizerinden kesisim islemi uygulanirsa mclt (A) gﬂcl (A) buradan

teT teT
(el (A)ccl(A (D) elde edilir. Diger taraftan
teT
et (A)=NN{K eTIFs™ 2/ (L) >0, Ac K} oldugundan buradaki

teT teT

ﬂ{K eTIFS™*™) :T:(L) >07,Ac K} kiimesini gdsterim  kolayligr igin K.

t

ile

gdsterelim. Buradan [)cl'(A)=[\K; yazilr. Buradan her teT igin ve 7, kapahlik

teT teT

derecesinin tamimindan 7, (ﬂ K J =N T, (K: ) >0 oldugundan (K eC" oldugu

teT teT

anlagilir. Diger taraftan C| ﬂ K olarak tanimlandigindan CI A) ﬂK yani
KeC" teT
)= )cl' (A) (2) ifadesi elde edilir. (1) ve (2) den cl(A)=[")cl*(A) esitligi elde
teT teT
edilir.

(@ (X.az) dzerinde  int(A)={J{LeTIFS® a7 (L)>0",Lc A} olarak
tanimlanir. Burada {LeTIFS(X’T):/\rt(L)>O”,LgA} ailesini G™ ile gosterelim.
Diger taraftan int' (A)={ J{LeTIFS®") 7, (L)>0",Lc A} olarak tanimlandigmdan
{LeTIFS™ 7 (L)>07,Lc Al ailesini G; ile gosterelim. YLeG igin Az, (L)>0"

oldugundan her teT icin 7, (L)>O~ oldugu anlagilir. Buradan LeG, yani G" G,

olur. Buradan U Lc U L diger bir ifade ile her teT igin int(A)g intt(A) oldugu

LeG™ LeG{
goriilir.  Son ifadeye teT  lizerinden  birlesim  islemi  uygulanirsa

Uint Ulnt yanl Int Ulnt (1) ifadesi elde edilir. Diger taraftan

teT teT teT

Jint'(A)=[JL olsun. Her teT igin 7, (U L:Jzt/\Trt(L’;)>O elde edilir. Buradan
teT teT teT €
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JL €G” oldugu anlasilir. Boylece | JLI < | J L yani | Jint' (A)cint(A) (2) ifadesi

teT teT LeG" teT

elde edilir. (1) ve (2) den [ Jint' (A)=int(A)esitligi elde edilir.

teT

Onerme 5.2.10: (X , rt) X bostan farkli kiimesi ve T zaman kiimesi lizerinde tanimli

bir ST-TIFS olmak iizere her AeTIFS"ve teT icin

(i) Acc'(A)ccl, , (A),
(i) intl, , (A)cint' (A) A,

(i) z; (A)>0" olmak iizere cl'(A)= () clt, 5 (A),
(er.B)eloxly

(iv) 7,(A)> 0" olmak iizere int' (A)= | ] it , (A)-
(a,B)elyxly

ispat: ()l , (A)=[{KeTIFS® "z (K)2 (e, f), AcK} ifadesi igin

{KeTIFS(X*T);T:(K)Z<0"ﬂ>’Ag K} ailesini C<*a,ﬂ>~t ile gosterelim. Diger taraftan

Clt(A):ﬂ{K ET'FS(X'T);T:(K)>O~,AQ K} ifadesi i¢in

*

{KeTIFs™ "7/ (K) >0, AcK} ailesini C[ ile gosterelim. Her KeC,, icin

*

7 (K)2(a,)>0" oldugundan K e C; olur. Buradan C, , < C; ifadesi elde edilir.

Buradan (VK< () K vanicl'(A)ccl, , ifadesi elde edilir.

KeCy K eCZa Aot
(i) int(, , (A)=J{LeTIFS(X);z,(L)>(a, B),Lc A} ifadesi i¢in
{L eTIFS(X’T);z't (L) > <a, ﬁ>, Lc A} ailesini G<*a,,5>,t ile gosterelim. Diger taraftan
int' (A)=|_{LeTIFs" ;7 (L)>07, L A} ifadesi i¢in
{L eTIFS(X’T); 7, (L) >07,Lc A} ailesini Gt* ile gosterelim. Her Le GZaﬁ%t i¢in
7,(L)>(ar, 8)>0" oldugundan LeG yani G<*a’ o S G, elde edilir. Boylece

U Le UL yaniint, , (A)cint'(A) elde edilir.

LEGZ&,ﬁ)J Lth*
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(iii) (i)’den her (@, B) el x|, i¢in Clt(A)gCIJQ’ﬂ> oldugundan Clt(A)g< ,BO | Cl<taﬁ>
(*) ifadesi elde edilir. T:(A) >0 oldugundan Tanim 5.2.6’dan cl'(A)= A esitligi elde
edili. Diger taraftan 7, (A)>0" oldugundan en az bir (g, /,))el, x|, icin

o (A)2(a, B;) ve Tamm 52.6’dan cl, . (A)=A ifadeleri saglanir. Buradan

cl!

<a0’ﬂ0>(A)D ﬂ C|<ta,ﬁ>(A) oldugundan cl'(A)> ﬂ cl; >(A) (**) ifadesi

= a.p
<0¢,/5'>elo><l1 <oz,ﬂ>e|0><ll <

elde edilir. (*) ve (**) ifadesinden cl'(A)= () cl<‘a' P (A) esitligi elde edilir.
<0¢ﬁ>elo><l1

(ivy (i) den (a,B)elyxl, icin intzaﬁ) (A)cint'(A)  oldugundan

< /H Iintza,ﬂ)(A)Qintt(A) (***) ifadesi elde edilir. Diger taraftan 7,(A)>0"

oldugundan int'(A)= A’dir. Ayrica 7, (A)>0" oldugundan en az bir (&, 5,) € l,x 1,

icin 7,(A)=(e,, ) ve Tamm 5.2.6’dan int,, . (A)=Aifadeleri saglanir. Buradan

intz% ﬂ0>(A): int' (A) esitligi elde edilir. intzao’ ﬂ0>(A)g< /H | int;th ﬂ)(A) oldugundan

int‘(A)g< ﬂL>JI | intza'ﬁ)(A) (****) ifadesi elde edilir. (***) ve (****) ifadelerinden

int' (A) = < p int(, , (A) esitliginin saglandig: goriilir.
a,f)elgxly

Topoloji ve analizin temel tanimlarindan olan bir fonksiyonun siirekliligi Sostak

manasinda temporal intuitionistic fuzzy topoloji uzayinda asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 5.2.11. (X,Tt)ve (Y,¢t) sirastyla X , Y bostan farkli kiimeleri T've T"zaman
kiimesi iizerinde tanimli ST-TIFSler ve f : X =Y bir fonksiyon olmak tizere

(i) B eTIFS™ temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin f altinda t anindaki ters
goriintiisi ™ (B)= {(X,ﬁB ( f (X),t),ﬁB ( f (X),t)) Xxe X }ile tanimlidir. Burada

_(f(x)’t):{ﬂB(f(x)'t) . teT’

Hg
0 , teT'-T"

ve



_ O 1) = nB(f(X),t) ,  teT’
(11 )’t)_{ 1 L teT'-T".

ile tanimlidur.

(i) AeTIFS™T) temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin f altinda t anindaki

goriintiisii f (A)={(y, f (&,)(¥,1), T (7,)(y.t)):yeY | Burada f(z,) ve f_(7,)

strastyla:

f(ﬁA)(y,t):{f(ﬂA)(y,t), teT’

0 ,  teT"-T'
ve

1 ,  teT"-T.

A L

ile tanimhdir. Eger T'=T" ise f’l(B):{(X,,uB(f(X),t),in(f(x),t)):XeX} ve

f (A):{(y, f(ua)(y,t), £ (nA)(y,t)):y eY } oldugu goriiliir
(X,z,) ve (Y.,4) swasiyla X , Y bostan farkli kiimeleri, T zaman kiimesi
iizerinde tanimli ST-TIFSler ve teT ve her BeTIFS"" i¢in 7,(f(B))>¢(B) ise

f , temporal intuitionistic fuzzy siireklidir denir.

Eger her teT anmnda f temporal intuitionistic fuzzy siirekli ise f genel

(overall) intuitionistic fuzzy siirekli olarak isimlendirilir.

Diger taraftan teT ve her AeTIFS™™ icin ¢t(f (A))Zrt(A) ise f t aninda
temporal intuitionistic fuzzy agik fonksiyon olarak isimlendirilir. Eger f her teT igin

temporal intuitionistic fuzzy acik fonksiyon ise, f, genel (overall) intuitionistic fuzzy
acik fonksiyon olarak isimlendirilir.

Tek elemanli zaman kiimeleri i¢in temporal intuitionistic fuzzy kiimeler
intuitionistic fuzzy kiimelere denk oldugundan, f:X —Y fonksiyonunun gériinti, ters
goriintii, temporal intuitionistic fuzzy siireklilik ve temporal intuitionistic fuzzy agik
fonksiyonlarin 6zellikleri tekil zaman anlar1 (veya tek elemanli zaman kiimeleri) igin

intuitionistic fuzzy kiime teorisine denk olarak korunur. Bunlara ek olarak, genel
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intuitionistic fuzzy siirekli ve genel intuitionistic fuzzy agik fonksiyonlar ile ilgili bazi

onerme ve teoremleri verecegiz.

Ornek 5.2.12: X ={ab,c,d} ve T={t,t,t;} zaman kiimesi olmak iizere

AeTIFS™" asagidaki sekilde tanimlansin:

A t, t, t,
a (0.1,0.2) (0.5,0.3) (0.7,0.1)
b (0.5,0.1) (0.3,0.2) (0.6,0.4)
c (0.3,0.3) (0.5,0.3) (0.1,0.1)
d (0.4,0.5) (0.3,0.2) (0,0)

(X,z) ve  (X,4)  ST-TIFSleri  7:TIFS™" >[01]x[01] e

) TIFS*T) [0,1]x[0,1] asagidaki sekilde tanimlanmak iizere:

7 t, t, t,
0, 1 (1,0) (1,0) (1,0)
A (0.4,0.3) (0.8,0.1) (0.3,0.2)
Diger durumlar (0,1) (0,1) (0,1)
¢ t, t, t,
0, 1 (1,0) (1,0) (1,0)
A (0.7,0.1) (0.2,0.5) (0.6,0.4)

Diger durumlar (0,1) (0,1) (0,1)
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I, : X = X birim doniisiim olmak iizere, |, t, aninda temporal intuitionistic fuzzy
sirekli olmasma ragmen t, ve t, anlarinda temporal intuitionistic fuzzy siirekli
degildir. Diger taraftan , | temporal t, aninda temporal intuitionistic fuzzy agik

Olmasma ragmen t, ve t, anlarinda temporal intuitionistic fuzzy agik fonksiyon

degildir.

Teorem 5.2.13: (X,rt) ve (Y,¢t) sirastyla X , Y bostan farkli kiimeler, T zaman
kiimesi tizerinde tammli ST-TIFSler ve f: X =Y genel intuitionistic fuzzy siirekli
fonksiyon olmak {izere. f: X->Y fonksiyonu (X,/\ft) ve (Y,/\gzt) ST-IFSlerine

uygun olarak intuitionistic fuzzy siireklidir.

ispat: f:X —>Y her teT igin intuitionistic fuzzy siirekli doniisiim oldugundan her
teTve BeTIFS"Vicin 7.(17(B)) 24 (B) olur. Bu ifadeden 4, (f*(B))= x, (B)

ve 7, (f7(B))<n, (B) ifadeleri elde edilir. Buradan A u, (f*(B))> A 4, (B) ve

teT

/A ( f( B)) <v, (B) ifadeleri elde edili. ~ Son iki esitsizlikten

<é\T,uTt(f*1(B)), tgnrt(f—l(s))>z<@%(s), !T%(B)> ifadesi elde edilir. Bu son
ifadeden Az, (f7*(B))>Ad (B) esitsizligi elde edilir. Bdylece f:X =Y, (X,Az) ve
(Y,A¢) ST-IFSlerine uygun olarak intuitionistic fuzzy siirekli doniisim oldugu

anlasilir.

Teorem 5.2.14: (X,z‘t) ve (Y,¢t) sirastyla X , Y bostan farkli kiimeler, T zaman

kiimesi tizerinde tanimli ST-TIFSler ve f:X —>Y genel intuitionistic fuzzy agik
fonksiyon olmak iizere. f:X =Y fonksiyonu (X,A7,) ve (Y,Ad) ST-IFSlerine

uygun olarak intuitionistic fuzzy agik fonksiyondur.

ispat: f:X —>Y | genel intuitionistic fuzzy agik fonksiyon olmak iizere her bir teT
ve AeTIFS*" icin ¢ (f (A)) >7,(A) ifadesi saglamr. Bu ifadeden

ty (F(A)zp (A) ve 7, (f(A)<n, (A) ifadeleri elde edilir. Buradan
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Aty (F(A)2 A (A)ve v, (T(A)< v, (A) ifadeleri elde edilir. Son iki

teT
esitsizlikten ( A a1, (1(A)), v 1, (F(A))=( A1, (A), v, (R)) ifadesi elde edili
Bu son ifadeden Ag(f(A))=nz (A) esitsizligi elde edilir. Boylece f:X Y,

(X,Az,) ve (Y,Ad) ST-IFSlerine uygun olarak intuitionistic fuzzy agik doniisiim

oldugu anlagilir.

Onerme 5.2.15: (X,7,) ve (Y,4,) X, Y bostan farkli kiimeleri ve , T zaman kiimesi
iizerinde birer ST-TIFS ve f :X =Y genel intuitionistic fuzzy siirekli doniisiim olmak

iizere agsagidaki onermeler saglanir.

a. Her AeTIFS” 1(;1n f(CI(A))CCI(f(A))

b. HerBeTIFS"icin cl( f*(B))

In
—
AN
—
Q
—~~
o9
S~
~—

c. HerBeTIFS"Vigin f*(int(B))cint(f*(B)).

Ispat:  a. f‘1<cl(f(A))):f‘l(ﬂ{KeTIFSYT Ad (K )>O”,f(A)gK}) =
N (K)eTIFS" T ag (K)>0,Ac fH(K)} o {7 (K)eTIRs™?

az (F7(K))>07,Ac (K)o ({6 eTIFS™ 1Az (G)>0", AcG} =cl(A)
Buradan ol (A))= f (cl(4))
b. Her BeTIFS(Y,T) igin cl(fl(B))gf1(f((cl(fl(B))))) oldugundan a.
sikkindaki ifadeden dolay: cl(1(8)< (1 ((c(7(8))))
c f’l(cl(f (f7(B)))) ifadesi elde edilir. Buradan cl(f(B))< f*(cl(B))olur.

Her BeTIFS(Y,T) igin f*(int(B))=

(U {LiLeTIFS" i aq (L)>07, L B})

— 17 (U{L:LeTIFs" ™ g (L)> 07, L B))
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c(UffH (L) LeTrs™ ™ iaz (£7(L))>07, 1 (L)< 17 (B)})

c(U{6:6eTIFs"": 17 (6)>07,G < £ (B)}) =int((B))

Onerme 5.2.16: (X,7,) ve (Y,4) X, Y bostan farkl kiimeleri ve , T zaman kiimesi
iizerinde birer ST-TIFS ve f:X =Y genel intuitionistic fuzzy a¢ik doniisim olmak

iizere AeTIFS™ 191n f(lnt(A))g int( f (A))
ispat. f (int(A)) = f (J{L:LeTIFS" g (L)> 07, L A))

:(U{f(L):LeTIFS(X'T):/\rt( )>07, f (L)< f( )})
(U (L):LeTIFS™ M iaq (1(L))>07, f (L)< f(A)})

c(UfeeTIFs" ™ : g (G)>07,G < f (A)}) =int(f (A)).

Sonu¢ 5.2.17: (X,7,) ve (Y,4) X, Y bostan farkli kiimeleri ve , T zaman kiimesi

iizerinde birer ST-TIFS ve f:X =Y temporal intuitionistic fuzzy siirekli doniisim

olmak lizere asagidaki 6nermeler her <a, ﬂ) € l,x1, i¢in saglanir:
a. Her AcTIFS™ Vigin (clf, , (A))ccll, , (f(A))
b. Her BeTIFS"" icin cl!, , (7(B))< f*(cl, , (B))

c. Her BeTIFS"") icin fﬁl(intza,ﬂ)(B))gintzaﬁ)(fﬁl(B))

Sonu¢ 5.2.18: (X,Tt) ve (Y,¢t) X, Y bostan farkli kiimeleri ve , T zaman kiimesi
iizerinde birer ST-TIFS ve f:X =Y genel intuitionistic fuzzy agik doniisim olmak

iizere AeTIFS” Ve<a B) e lyx1,igin f(lnt< >(A))gintzaﬁ>(f(A))

Sonu¢ 5.2.19: (X,7,) ve (Y,4) X, Y bostan farkli kiimeleri ve , T zaman kiimesi

iizerinde birer ST-TIFS ve f:X =Y temporal intuitionistic fuzzy siirekli doniisim

olmak tizere asagidaki onermeler saglanir.
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a. Her AcTIFS"Vigin f (cI'(A))ccl'(f(A))
b. Her BeTIFS"") icin cl'(f*(B))c f *(cl'(B))

c. Her BeTIFS"" icin f(int'(B))cint' (f*(B))

Sonu¢ 5.2.20: (X,z‘t) ve (Y,¢t) X, Y bostan farkli kiimeleri ve , T zaman kiimesi
iizerinde birer ST-TIFS ve f:X =Y genel intuitionistic fuzzy agik doniisiim olmak

iizere AeTIFS™ D icin f(intt(A))gintt(f (A))

5.3. Sostak Manasinda Temporal Intuitionistic Fuzzy Topolojik Uzaylarda
Kompakthk

Bu kisimda Sostak manasinda tanimlanan temporal intuitionistic fuzzy topolojik

uzaylarda baz1 kompaktlik tanimlar1 verilecek ve bazi temel 6zellikleri incelenecektir.

Tanim 5.3.1. (X,rt) bostan farkli X kiimesi ve T zaman kiimesi lizerinde tanimlanan
ST-TIFS, t,eT icin (o B°)el,xl, ve @a“+pf°<l olmak iizere,

G GeTIFS™* M : ¢ (G)>(at°,ﬂt°)} ’de UGi =1° sartmi saglayan her

) = ‘

iel

{G,:ieJ} ailesi i¢in UGi =1° sartii saglayacak J ‘nin sonlu bir J"alt kiimesi

ied”
mevcut ise (X,7,) uzayina t, aninda (a‘O, ,B“’)—temporal IF-kompakt ST-TIFS denir.

Bu tanimmn tek elemanli zaman kiimeleri i¢in Ramadan ve ark, (2004) tarafindan
tanimlanan Sostak manasinda intuitionistic fuzzy kompakt uzaylara denk oldugu
agikardir. Fakat Tanim 5.3.1 de tanimladigimiz kompaktlik tanimimnin gerek ele alinan
kiimenin zamana bagli olarak degismesi, gerekse tanimlanan topolojinin agiklik ve agik
olmama derecelerinin zamana bagli olmas1 nedeniyle gerek mezk(r tanimin gerekse
bundan sonraki kompaktlik tanimlarinin zamana bagli olmasit bu kompaktlik

tanimlarindan daha genel oldugunu gosterir. Asagida Ramadan ve ark. (2004),
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tarafindan intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in tanimlanan diger kompaktlik tanimlarini

Sostak manasindaki temporal intuitionistic fuzzy topolojik uzaylara genisletilmistir.

Tanim 5.3.2: Hert €T icin asagidaki sartlar saglayan
(@) Her teT igin o' + ' <1
(b) Her teT i¢in (X,7,), (a‘,ﬂt)—temporal IF-kompakt ST-TIFS
(', ') €(0.4]x[0,1) cifti var ise(X,z,), (a',B")-genel IF-kompakt ST-TIFS olarak

isimlendirilir.

Tamm 5.3.3: o":T —(0,1] ve ":T —[0,1):

(a) Her teT icin, o (t)+(t)<1

(b) Her teT icin (X,7,), (& (t), & (t))—temporal IF-kompakt ST-TIFS.
sartlarmi saglayan siirekli doniisiimler ise (X,z,), (a’,8")-siirekli IF-kompakt ST-

TIFS olarak isimlendirilir.
Ramadan ve ark. (2004), tarafindan Sostak manasinda intuitionistic fuzzy
kiimeler igin tanimlanan diger kompakthk tanimlar1 asagidaki sekilde Sostak

manasindaki temporal intuitionistic fuzzy kiimeler uzayma aktarilir.

Tanim 5.3.4: (X , Tt) bostan farkli X kiimesi ve T zaman kiimesi iizerinde taniml1 ST-
TIFS olmak tizere,

(i) Her t,eT icin a®+ B° <1sartii saglayan <at°,ﬂt°> €(0,1]x[0,1) ifti i¢in

G GeTIFS(X,T):rtO (G)>(at°,ﬂt°)} ‘de UGizltN0 sartm1 saglayan her

iel

(e.5°) ={
{G, :ieJ}ailesi igin iE.JJint(a‘O,ﬁ‘O)(Cl(a‘O,ﬁ‘O)(Gi )) =1 sartin1 saglayan J ‘nin sonlu bir
J” altkiimesi mevcut ise (X,rt) uzay1 {; aninda (at‘) : ,B‘O)—temporal yakin (nearly) IF-
kompakt ST-TIFS olarak isimlendirilir.

(i) Her teT igin

(@ dod+p<1,
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0 (X.z) . (a'.p)- temporal yakmn IF-kompakt ST-TIFS,
sartlarin1 saglayacak <at,,3t> €(0,1]x[0,1) var ise (X,7,), (at,,Bt)— genel yakim
(overall nearly) IF-kompakt ST-TIFS olarak isimlendirilir.

(iiiy o :T—>(0,1] ve f:T —[0,1) asagidaki sartlar1 saglayan siirekli ddniisimler
olmak iizere

@ Her teT ic¢in a*(t)+,8* (t)Sl,

(b) HerteT igin (X,rt)is(a* (t).5 (t))—temporal yakim IF-kompakt ST-

TIFS
(X,7,) uzays,(a, B°)-siirekli yakm (continuous nearly) IF-kompakt ST-TIFS olarak

isimlendirilir.

Tanim 5.3.5: (X , rt) bostan farkli X kiimesi ve T zaman kiimesi iizerinde taniml1 ST-

TIFS olmak iizere;

(1)  Her t,eT igin "+ 4% <1sartim saglayan <at°,ﬁt0> €(0,1]x[0,1) ifti igin

G ={G eTIFS(X,T):z'to (G)>(at°,ﬂt°)} ‘de UGizltj’ sartinl  saglayan her

(at ﬁl) iel

{G,:ieJ} ailesi igin U(Cl(a10 ﬁto)(Gi )):1‘3 sartm1 saglayan J ‘nin sonlu bir J”

ied”
altkiimesi mevcut ise (X,Z’t) uzay1 t, aninda (at", ,Bt")—temporal hemen hemen IF-

kompakt ST-TIFS olarak isimlendirilir.
()  HerteT igin

(@ a'+p<1,

(b  (X.z), (a'.B') — temporal hemen hemen IF-kompakt ST-TIFS,
sartlarm1 saglayacak <at,,8t>e(0,1]><[0,1) var ise (X,rt), (05*,,6’*) -genel hemen
hemen (overall almost) IF-kompakt ST-TIFS olarak isimlendirilir.
any o T —)(0,1] ve BT —)[0,1) asagidaki sartlar1 saglayan siirekli dontigiimler

olmak tizere

(@ HerteT icin o (t)+ 4 (t)<1,
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(b)  Her teT icin (X,7,)is (' (t),"(t))— temporal hemen hemen IF-
kompakt ST-TIFS
(X,7,) uzay, (a*,ﬂ*)-sﬁrekli hemen hemen (continuous almost) IF-kompakt ST-TIFS

olarak isimlendirilir.

Onerme 5.3.6: (X,rt) bir ST-TIFS olmak {izere bu uzay iizerindeki kompaktlik

tanimlari ile ilgili iliski asagidaki sekildedir: (IFK: Intuitionistic Fuzzy Kompaktlik)

(a*, ,6’*) — Siirekli (at B ) -Genel (at" , B ) — Temporal
1—» 2—>
IFK IFK IFK
7 l 9 l 111
(a*, ,B*) — Siirekli (at B ) - Genel (at" , B ) — Temporal
3—» 4—>
Yakin IFK Yakin IFK Yakin IFK
gl 0] )
(a*, ,B*) — Siirekli (at , /i’t ) - Genel (at" , ﬂt" ) — Temporal
5— 6—»
Hemen Hemen IFK Hemen Hemen IFK Hemen hemen IFK

Ispat: 1 ve 2 (benzer sekilde 3, 4, 5, 6) iliskilerinin gergeklendigi tanim geregi aciktir.
Simdi 7. iliskinin ger¢eklendigini gosterelim. (X,Tt), <0¢*,/3’*>— siirekli IF kompakt
ST-TIFS olmak iizere o :T —1, ve S :T — |1, doniisiimler ve teT olmak iizere

« « i me _ (X,T) . * * ‘
<a (t),,B (t)> IF cifti icin G<a*(t)ﬁ*(t)> —{G eTIFS .Tt(G)><a (t),,B (t)>} de
UGi =1 ifadesini saglayacak her {G,:ieJ} ailesi i¢in J ’nin UGi =1 sarti
ied ie)”

saglayacak sonlu bir J” alt kiimesi mevcuttur. rt(Gi)><a*(t),ﬁ*(t)> oldugundan

Gi:mt<a*(t)’ 5 0) (Gi) ifadesi elde edilir. Diger taraftan G, = 'nt<a*(t), ﬂ*(t)>(Gi) c
. _ 4 t — G : ]
int (a0 (Cl a0 (G )j oldugundan 1 ig .\ C ig int () (Cl e 050) (G ))

. . . . T . . -
ifadesi elde edilir. Son ifadeden 1 = U |nt<a*(t)ﬁ*(t)> (cl<a,k(t)ﬁ,k(t)> (Gi )) ifadesi elde edilir.

ied”
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Boylece J~ kiimesinin J ’nin istenen sartlara haiz olan sonlu alt kiimesi oldugu
anlagilir. Buradan (X,z‘t), <a*, ﬂ*>— stirekli yakin IF kompakt ST-TIFS oldugu
goriiliir. Simdi 9. Iliskinin gergeklendigini gdsterelim. (X T, ), <a*, /3’*> —stirekli yakin
IF kompakt ST-TIFS olmak iizere o :T —1, ve B :T — |, siirekli doniigiimler ve
teT olmak lizere <a* (1), B (t )> -IF cifti i¢in
— (X,T) . * * 13 _qt .. -
G<0;(t)ﬁ*(t)> —{G eTIFS .rt(G)><a (t).5 (t)>} de gGi =1 ifadesini saglayacak
. e y . . _at
her {Gi .IeJ} ailesi i¢in J ’nin U Int<a,k(t)ﬁ*(t)> (C|<a*(t)ﬁ*(t)>(G)j =1 sartini

C<Clwrw)

saglayacak sonlu bir J" alt kiimesi mevcuttur. G, = int (605 (G) <
i : : 5 c, . . (G)=L
It 0.0 (cl<ax 050 (G, )j c Cl<a* 05 ) (G,) oldugundan iEJJ* (o6 (t)>( ) =1
ifadesi saglanir. Buradan (X,7,), <a*, ﬂ*>—sﬁrekli hemen hemen IF kompakt ST-TIFS
oldugu anlagilir. 9, 10, 11 ve 12. iliskilerinin saglandigi da 7. ve 8. iliskilerin saglandig:
sekilde gosterilir.

Tammm 5.3.7: Yukarida tammmlanan kompakthk tanimlarindaki int(ato go) Cl(a10 o)

TIFSlerini sirasiyla int', cl' TIFSleri ile degistirerek bazi yeni kompaktlik tanimlar1
elde edilir. Bu yeni kompaktlik tanimlarini sirasi ile

(1) Temporal IF-kompaktlik,

(2) Genel IF-kompaktlik

(3) Siirekli IF-kompaktlik

(4) Temporal yakin IF-kompaktlik,

(5) Genel yakin IF-kompaktlik

(6) Stirekli yakin IF-kompaktlik

(7) Temporal hemen hemen IF-kompaktlik,

(8) Genel hemen hemen IF-kompaktlik

(9) Stirekli hemen hemen IF-kompaktlik
tanimlamalar1 elde edilir. Bu tanimlarin mezklr oOzellikleri sagladigi ve mezkir
kompaktlik tanimlarindan daha genel oldugu asikardir.

Simdi bir TIFS’nin Sostak manasinda tanimlanan temporal intuitionistic fuzzy

topolojik uzayindaki kompaktligia dair tanimlamalar verilecektir.
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Tammm 5.3.8: X bostan farkli bir kiime T bir zaman kiimesi ve (X,z‘t) Sostak
manasinda tanimli temporal intuitionistic fuzzy topolojik uzay, teT igin

<at,/i’t>e I,x1,,a' + B <lsartini saglayan intuitionistic fuzzy gift ve AeTIFS™*D
olmak iizere sartim saglayan G(at m(A):{G eTIFS(X’T);rt(G)>(at,,8t)} ‘de

Ac UGi sartim1 saglayan {G,; :ieJ} ailesine A’nmn t anindaki (at,ﬂt)— temporal

iel

ortiisii denir. Bu {G, :i e J} ailesi igin Ac UGi sartin1 koruyan J ‘nin J” sonlu alt

ied”
kiimesi var ise {Gi e J*} ailesine {G,:ieJ} ailesinin tanindaki sonlu (at,ﬂt)— alt

ortiist denir.

Tamm 5.3.9: (X,7,) bir ST-TIFS ve AeTIFS™") olmak iizere:
Q) t,eT igin <at° , Be > elyxl,, a°+B° <lsartin1 saglayan intuitionistic fuzzy
¢ift olmak iizere t, aninda A ’nin her (at",ﬂt")— temporal ortiisii sonlu (at",ﬂt‘))—
temporal alt drtiiye sahip ise A’ya t, aninda (", 8° )—temporal kompakt TIFS denir.
(1)  Her teTigin

a. o' +p <1,

b. A,(a',")~temporal kompakt,
sartlarin1 saglayan <at,ﬂt>e I, x|, intuitionistic fuzzy ¢iftleri bulunabiliyorsa A ’ya
(a',8')-genel IF-kompakt TIFS denir.
(1) Her teTigin

a. Her teT i¢in o (t)+ 4 (t)<1

b. Her teT igin A, (a(t), 8 (t))—temporal IF-kompakt
sartlarmi saglayan o :T —(0,1] ve S :T —[0,1)siirekli doniisiimleri mevcut ise A
'ya (', B)-siirekli IF-kompakt TIFS denir.

Bu tanimlamalar ile birlikte asagidaki dnermenin sagladig: agiktir.
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Onerme 5.3.10: (X,7,) bir ST-TIFS ve AeTIFS™" olmak iizere Tanim 5.3.9 da
verilen li¢ kompakthik arasindaki iligki i¢in: (a*,ﬂ*)— stirekli IF-kompakt TIFS =

(a',8')- genel IF-kompakt TIFS = (a*, )~ temporal IF-kompakt TIFS seklindedir.

Teorem 5.3.11: (X,z,) ve (Y,¢) X, Y bostan farkli kiimeleri ve zaman kiimesi T ,

tizerinde tanimli ST-TIFSler ve f: X =Y &rten ve temporal intuitionistic fuzzy siirekli

fonksiyon olmak iizere, (X,7,) (a*,ﬂ*)— siirekli IF kompakt ((at,ﬂt)— genel IF
kompakt, (o', ') temporal IF kompakt) ise (Y,4) ST-TIFS uzay: da (a’,")-

sirekli IF kompakttir. ((at, ,Bt)— genel IF kompakttir, (at, ,Bt)— temporal IF

kompakttir).
Ispat: (X,7,), (a*, ,6’*)— siirekli IF kompakt ST-TIFS oldugundan o :T -1, ve

B T — |, siirekli déniigiimleri mevcuttur. Her teT olmak iizere <a* (t). B (t )> -IF

ifti igin G<a*(t)ﬁ*(t)>={GeTIFS(Y'T):¢t(G)><a*(t),ﬁ*(t)>} 'de | JG, =1 ifadesini

ied

saglayacak her {G;:ieJ} ailesinin UGi =1' sartim saglayacak sonlu bir J” alt

ied”
kiimesini bulmamiz gerekmektedir. f &rten ve IF siirekli fonksiyon oldugundan
f*[UGJ:U £7(G,) ve 7, (F7(G))=4(G)>( (1), B (t)) ifadeleri elde edilir.
iel ied

Diger taraftan, (X,z‘t) , (a*,,[i'*)— stirekli IF kompakt ST-TIFS oldugundan

{f"l(Gi):ieJ} ailesinin UGi=lt~ sartin1 saglayacak J~ sonlu bir alt ailesi

ied™

ied™ ied™ ied™

mevcuttur. f orten oldugundan f [U f(G, )j = U f ( f ’l(Gi)) = U G, =1 oldugu

goriiliir. Buradan UGi =1' sartin1 saglayan {Gi e J} ailesi icin U G, =1 sarti

ied ied™
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koruyan J nin sonlu alt kiimesinin J™" oldugu anlagilir. Bdylece (Y,4,) nin (a*, ,B*)—

stirekli IF kompakt ST-TIFS oldugu anlasilir. Diger durumlar benzer sekilde gosterilir.

Teorem 5.3.12: (X,z,) ve (Y,¢) X, Y bostan farkli kiimeleri ve zaman kiimesi T ,
tizerinde tanimli ST-TIFSler ve f: X =Y &rten ve temporal intuitionistic fuzzy siirekli
fonksiyon olmak tizere, AeTIFS*T temporal intuitionistic fuzzy kiimesi (a*, ,B*)—
siirekli IF kompakt ((c', 8')—genel IF kompakt, (o', ') —temporal IF kompakt) TIFS
ise f(A) temporal intuitionistic fuzzy kiimeside (a*, ,6’*)— siirekli IF kompakt (
(a',')-genel IF kompakt, (a', ") temporal IF kompakt) temporal intuitionistic

fuzzy kiimesidir.

Ispat: AeTIFS™ T (a*,ﬂ*)—sﬁrekli IF kompakt TIFS oldugundan o« :T — 1, ve
BT — 1, siirekli doniisimleri mevcuttur. Simdi  f (A) eTIFS™" temporal
intuitionistic fuzzy kiimesinin (a*, ,B*)—siirekli IF kompakt oldugunu gosterelim. Her
teT olmak iizere <a* (). 8 (t)> -IF cifti icin

G ={GeTIFs" " :4(G)>(a' (1), 5 (1)} 'de f(A)c |J G ifadesini

GeG<

CACYAG)
<06°0)

saglayacak her {Gi il eJ} ailesi icin A f‘l(f(A)) c f"l(f(A)) c fl[UGiJ c

ied
U f’l(Gi)ifadesi saglanir. Diger taraftan f | intuitionistic fuzzy siirekli oldugundan
ied

7(f7(G)) = 4(G) > (o (1), B (1)) esitsizligi elde edilir. Buradan { f*(G,):ieJ}

ailesi i¢in AgU f(G,) oldugundan J *nin sonlu bir kiimesi J"igin A U f! (Gi)

1
ied ied”

ifadesi saglanir. Bu son ifadeden f (A) c f {U f‘l(Gi )] = U f (f’l(Gi)) c U G,
ied” ied” ied”

ifadesi elde edilir. Buradan {Gi :ieJ*} sonlu ailesi igin f(A)c UGi elde edilir.

ied”

Buradan f (A) nin (a*, ,B*) — stirekli IF kompakt oldugu anlasilir.
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6. TEMPORAL INTUITIONISTIC FUZZY KUMELER UZAYINDA UZAKLIK
VE BENZERLIK OLCULERI

Bu boliimde temporal intuitionistic fuzzy kiimeler iizerinde uzaklik, benzerlik,
entropi ve kapsama 0lgiileri tammlanacaktir. Onceki boliimlerde bu dlgiilerin fuzzy ve
intuitionistic fuzzy kiimeler tizerindeki tanimlamalar1 ve ozellikleri incelenmistir.
Atanassov’ un (1991) tanimladig1 temporal intuitionistic fuzzy kiimelerin liye olma ve
iye olmama derecelerinin zamana ve konuma bagli olarak degismesi fikrinin hava
durumu, ekonomi, goriintii ve video isleme gibi dinamik alanlardaki uygulamalarda
kullanilmas1 bakimindan zengin bir ¢alisma alan1 dogurdugu asikardir. Diger taraftan,
gecmis boliimlerde de vurgulandigi lizere benzerlik ve uzaklik Olciileri bahsi gecen
konular iizerinde birgok farkli sekilde kullanilmis ve efektif sonuglar elde edilmistir. Bu
iki fikrin birlestirilmesi ile elde edilecek temporal intuitionistic Ol¢iilerin literatiirde hala
tanimlanmamis olmas1 biiylik bir eksiklik olusturmaktadir. Bu iki fikrin birlestirilmesi
fikri, dinamik alanlarda kullanilacak olan Olgiilerinde dinamik hale getirilmesi yani
zamana bagli olarak degismesi fikrinin dogal bir sonucudur. Bu boliimde, 6ncellikle Liu
(1992) anlaminda benzerlik ve uzaklik 6l¢iisii tamimlamalar1 verilecek ve bu Olgiilerin
nasil tanimlanmasi gerektigi ile ilgili temel fikirler arastirilacaktir. Ayrica mezkir
Olciiler ile yakindan alakali olan entropi ve kapsama Olgiisii kavramlar1 temporal
intuitionistic fuzzy kiime uzayina tasmacaktir. Bu baglamda ihtiya¢ duyulan diger bazi
temel kavramlarda temporal intuitionistic fuzzy kiimeler uzayinda tanimlanacaktur.

X bostan farkli bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak iizere temporal

intuitionistic fuzzy kiimeler uzayi TIFS™ e gosterelim. Liu (1992) anlaminda

temporal intuitionistic fuzzy uzaklik 6lciisii asagidaki sekilde tanimlanir.

Tamm 6.1: BirteT am i¢in tanimh d, TIFSY T xTIFS*™) —>R+u{0} doniistimii

her A BeTIFS™" i¢in asagidaki sartlar1 sagliyorsa temporal intuitionistic fuzzy
uzaklik Ol¢tisti adin1 alir

D1. Her A,BeTIFS™" i¢in d, (A B)=0 < A=B,
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D2. Her A,BeTIFS™" icin d, (A B)=d,(B,A),

D3. Her A crisp kiimesi igin dt(A, 5\): max dt(B,C)

B,CeTIFs(XT)
D4. A, B, C eTIFS™" icin AcBcC olmak iizere d,(AC)>d,(AB) ve
d,(A,C)>d,(B,C).
Eger yukarida wverilen sartlar her bir teT i¢cin saglanacak sekilde
d:TIFS® D xTIFS® D 5 R* U{O} doniisiimii tanimlanabiliyorsa bu doniisiime genel

(overall) intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢iisii denir. Zaman kiimesinin kesikli ve aralik
olmas1 bakimindan temporal intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki uzaklik olciileri

asagidaki sekillerde tanimlanir.

Teorem 6.2: X bostan farkli sonlu bir kiime ve T ={t,,t,,t,,...,t,} sonlu bir zaman
olmak iizere A, B eTIFS™") iizerinde

AT) ={(% aa (%, 1), 7 (X,1) ): (1) € X xT}
ve

B(T)={(x 4 (1), 75 (x,1) ):(x.t) € X xT}

ile taniml1 olsunlar. Buradan teT ve 1=12,3,4 icin dit (A, B) doniistimleri

L d (AB)= |3 (a4 (xt) ~ 10 (68)) + (0 (Xa) =77 (1)) ).

xeX

2. 02 (AB) =" (|1a (o) = s (Xt )| +[174 (X,16 ) =776 (X1, )),

xeX

3. d% (AB) =X (max{[s (xt) — s (%t ), 4 (%, 16) =725 (%8}

xeE

xeE

4. d4t0 (AB)= \/Zmax{(yA(x,to)—yB (x,to))2 ,(UA(X’to)_UB (X,t0)2)}
ile tanimli olmak iizere d; (A B)= rrtu%x(d‘t (A B)) ile tammli d; ddniigtimleri temporal
intuitionistic fuzzy kiimeler tizerinde bir genel intuitionistic fuzzy uzaklik Slgiisiidiir.

Diger taraftan bu 6lgiilere belirsizlik derecesinin de eklenmesi ile

5. DY, (A,B)=
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(120 (080) = 1 (080 + (70 (8) =770 (X)) + (7 (X, 10) =70 (x. 1))’

xeX

6. D’ (AB)= Z(|uA(x,t0)—yB (x,to)|+|77A(x,t0)—77B (x,t0)|+|7rA(x,t0)—7rB (x,t0)|)

7. D° (AB)=
;maxﬂﬂ/x()(’to)_/us (X’to)|'|77A(X’to)_773 (X1to)|1|7TA(X’to)_7TB (X’to)|}

8.D‘ (AB)=

\/ max (1, (1)~ 1 (%,1)) (7 (61) =76 (687 ) (0 (80 = 73 (8,

temporal uzaklik 6lgiileri elde edilir. Bu olgiilerin tek elemanli zaman kiimeleri igin

birer intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢iisii olusturdugu aciktir.

Ispat: Guha ve Chakraborty (2010), Grzegorzewski (2003), Szmidt ve Kacprzyk (2000,
2009), Szmidt (2014), Huang ve ark. (2005), Yang ve Chiclana (2012) ¢alismalarinda

da goriilebilecegi iizere yukarida tanimlanan dit(A,B) Olciileri intuitionistic fuzzy

uzaklik Olciilerine zaman parametresinin de eklenmesi ile elde edilmistir. Yani bu

Olgiiler ayn1 zamanda her bir t €T tekil zaman ani i¢in intuitionistic fuzzy uzaklik

olgiileridir. Simdi d*, (A B) kullanilarak iiretilen d, (A B)=max(d", (A B)) ifadesinin

teT

genel intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢iisii oldugunu gésterelim.

D1: d,’in tanimindan her teT igin d, (A B)> d', (A,B)>0 oldugundan d, (A B)>0
ifadesi elde edilir.

D2: d' her teT ve A eTIFS™V igin  d* (A A)=0 ifadesini sagladigindan
d, (A A)=0ifadesi elde edilir.

D3: d*, uzaklik olgiisii her teT ve ABeTIFS™" icin , d' (A B)=d"(B,A)

ifadesi sagladigindan d, (A B)=max(d", (A B))=max(d",(B,A))=d,(B,A) ifadesi
elde edilir.
D4: A, B, C eTIFS*T) icin AcBcC olmak iizere TIFSlerin altkiime olma

tanimindan her (X,t) e X xT icin yA(X,t) > [l (X,t)Z He (X,t) ve
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N (X,t) <1, (X,t)s e (X,t) esitsizlikleri elde edilir. Son iki esitsizlikten her t €T i¢in
d; (A, C) >d, (A, B) ve d; (A, C) >d, (B, C) esitsizlikleri elde edilir. ~ Buradan
d, (A, C) >d, (A, B) ve d; (A, C) >d, ( B, C) esitsizlikleri elde edilir. Diger durumlarda

benzer sekilde ispatlanir.

Yukaridaki tanimda kullanilan her bir d', dlgiisii temporal intuitionistic fuzzy
kiimenin t € T anindaki temporal uzakligi i¢in bir 6l¢ii verir. Diger taraftan bu 6lgiilerin
maksimumlarindan elde edilen d, Olgiileri temporal intuitionistic fuzzy kiimeler
arasinda bir genel (overall) uzaklik Ol¢iisii tanimlar. Bu iki tanimlama kullanildig:
uygulamaya gore farkli onem dereceleri kazanir. Yani temporal intuitionistic fuzzy
kiimeler arasindaki temporal uzaklik anlik degisimlere duyarl bir uzaklik oldugundan
temporal intuitionistic fuzzy kiimelerin temsil ettigi durumlar arasindaki anlik
degismelerin bir Olcilisii iken genel uzaklik ise totalde ifade edilen durumun genel
uzaklig1 ifade etmektedir. Bu ise uygulamada umulan yararm saglanmasi i¢in birden

fazla yol sunar.

Ornek 6.3: X ={X,%,,%X,%,, %} ve T={t,t,,t;,t,} olmak iizere A ve B TIFSlerini

asagidaki sekilde tanimlayalim:

A X, X, X X, Xq

t, (023035) (0.07,063) (0.26,0.42) (0.37,0.23) (0.12,0.84)
t, (0.26,032) (0.,055) (0.330.25) (0.42022) (0.15053)
t, (0.350.12) (032,032) (043023) (052033) (0.230.36)
t, (05L,0.23) (04,025) (0.56,02) (0.14,045) (0.72,0.13)
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B X, X, X X, Xq

t, (0.32,061) (0.08063) (03L,05) (0.130.38) (0.44,042)
t, (0.26,0.32) (0.29,0.35) (0.89,0.05) (0.02,0.22) (0.45,0.23)
t, (0.30,042) (0.63,0.02) (0.03,0.03) (0.36,0.04) (0.250.56)
t, (0.17,0.63) (0.43025) (0.36,0.64) (0.22,0.55) (0.82,0.17)

Bu tablolardaki her bir hiicrede bulunan sirali ikililer X, noktasmm t, anmndaki iye

olma ve iiye olmama derecelerini gostermektedir. Yukarida tammli A ve B TIFSleri

arasindaki genel uzakligin asagidaki cizelge ile sunulmustur.

Cizelge 6.1. Temporal intuitionistic fuzzy uzaklik Olgiileri ile elde edilen genel
intuitionistic fuzzy uzaklik dereceleri

Temporal Uzaklik
Olgiisii/ Genel Uzaklik ~ d, (AB) d ? (A B) d® (A,B) d*, (A B)
Olgiisii
d. (A, B) 0.87733 2.23 15 0.77692
Temporal Uzaklik
Olgiisii/ Genel Uzaklik Dlt ( A B) Dlt ( A, B) Dlt ( A, B) Dlt ( A, B)
Olgiisii
d, (A B) 1.1411 3.76 1.88 0.89275

Yukarida tanimlanan Olciilerin TIFSlerin tanimlandig1 kiimenin ve zaman kiimesinin
eleman sayisinin garpimima boliinmesi ile normalize edilir. Bu yolla bu verilerin
yorumlanmas: i¢in daha etkili sayilar elde edilirken diger taraftan bolmenin etkisi ile
kiicililen degerlerin hassashigin1 kaybedecegi asikardir.

Sonsuz elemanli bir X kiimesi ve sonsuz elemanli bir zaman kiimesi {izerinde

tanimlanacak uzaklik dlctileri asagidaki sekilde tanimlanmastir.
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Onerme 6.4: X sonsuz bir kiime ve T ={t,t,,,....t,...} (veya bir aralik) bir zaman
kiimesi olsun. Burada her t,t T iin t <t_, oldugunu kabul edelim. Diger
taraftan A, B eTIFS*")  kiimeleri;

A(T):{(x,,uA(x,t),nA(x,t)):(x,t)e X xT}
ve

B(T):{(x,,uB(x,t),nB(x,t)):(x,t)eXxT}

ile tamimh olsun. Bu tanimlamalar ile birlikte asagidaki sekilde tanimlanan ifadeler

TIFS™ ™ {izerinde genel intuitionistic fuzzy uzaklik 6lgiistidiir.

(4.2 stp st ()~ o 1) )

teT

2.d%, (A, B):sup{

teT

sup(1 (x0)~ s (18] 1 (0) =175 ()|

xeX

3.d%,(AB)=sup sup((yA(X,t)—,uA(X,t))2 +(77A(X’t)_77A(X’t))2)

teT xeX

*

4.0, (AB)=

s max sl ()t ) 5Bl (1) -1 10, e 1)~ 1)

teT

5.D,(AB)=

Sthp[sng(lﬂA(X,t)—ﬂs (X ) [ (1) =776 (x,)] [z (%,1) - 7 (X,t)l))

6. D,(AB)=

sup_ foup( (41 (x,8) = 15 (60)) + (1 (x8) =175 (1)) (4 (1) =5 (1))
Onerme 6.5: X sonsuz elemanli bir kilme ve t, , t, e R"ve t <t, olmak iizere

T :[tl,tz] bir zaman aralig1 (veya sonsuz elemanli bir zaman kiimesi) olmak {iizere

ABeTIFS™ ve teT =[t,t, igin:
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I 1a (% 1) =17, (X, t))d

teT X

1. D™, (AB) sup{j (X 1) = g1 (x,1)).dx +

|

lﬂA X,t) =75 (x,1)).dt

2.07,(AB)=

sup{ }
teT

ile tanimli ifadeler TIFS™") iizerinde bir genel intuitionistic fuzzy uzaklik 6lgist

- +

IyAXt ,uBXt dX
X

jnAXt nBXt dX
X

belirtir.

Ornek 6.6: X =[0,4] ve T =[0,5] olmak iizere uygulamalarda sik¢a kullanilan
intuitionistic fuzzy kiimelerden ilham alinarak fiiretilen iki TIFS siras1 ile asagidaki

1Y
sekilde tanimlanmis olsun. Her (X,t) e XxT igin ,uA(X,t)=e P ve

77A(X,t)=1—e(xt_+ll)2 olmak iizere A(T)={((X,t),yA(X,t),77A(X,t));(X,t)eX><T} .

1 e—t.(x—z)2 )
ﬂB(X,t):m ve UB(X,t):W olmak uzere

B(T)= {((X,t),,uB (X,1),75 (X, 1) );(X,t) e ExT }ile tamimlansin. Asagida sirasi ile 2,

, s, Mg Ve g fonksiyonlarmim 3d-grafikleri verilecektir:

Sekil 6.1. x2, temporal intuitionistic tiyelik fonksiyonunun grafigi.
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Sekil 6.2.77, temporal intuitionistic liye olmama fonksiyonunun grafigi.

Sekil 6.3. x5 temporal intuitionistic liye olma fonksiyonunun grafigi.
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Sekil 6.4. 7, temporal intuitionistic iye olmama fonksiyonunun grafigi.

Ave B TIFSleri arasindaki uzakhigin D, ve D, ile temporal olarak dlgiilmesi

sonucu elde edilen grafik Sekil 6.5. ve Sekil 6.6. ile verilmistir.

t

Sekil 6.5. D" ile dlgiilen temporal uzakligin zamana gore degisimi.
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544
521
5.0
4584
164
14
12

4.0+

Sekil 6.6. D, ile dlgiilen temporal uzakligin zamana gore degisimi.

[k grafik D, ile dlgiilen uzakligin zamana gore degisimini ve ikinci grafikte D, ile
Olciilen uzakligimm zamana gore degisimini gostermektedir. Bu uzakliklarin kullanilmasi

ile d..(AB)=max{D]"(AB)|=339L ve d_.(AB)=max{D;"(AB)|=5415

teT teT

genel uzakliklari elde edilir. Bu noktada énemli bir husus ise D,” temporal uzaklik

lglisiiniin D, uzaklik olgilisiine nazaran yiiksek belirsizlik dereceleri i¢in daha

dayanikli ve giivenilir olusudur. Szmidt ve Kacprzyk (2009) intuitionistic fuzzy kiimeler
icin belirtigi gibi temporal intuitionistic fuzzy kiimeler arasindaki hem temporal hem de
genel uzaklik dlgiileri i¢in verilerin yiiksek belirsizlik dereceleri igermesi durumunda ii¢
parametreli uzaklik dlgiilerinin iki parametreli uzaklik Olciilerine nazaran daha dogru
sonuglar verecegi agikardir.

Temporal intuitionistic fuzzy uzaklik Olgiileri ve genel intuitionistic fuzzy
uzaklik 6lgiileri arasinda mezkiir yolla tanimlanan bagintiy1 genellestirmek i¢in Du ve
Xu (2015) galigmalarinda verdigi ¢ikarim fonksiyonun kullanildig1 yol asagidaki sekilde

kullanilanilir.

Teorem 6.7: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,tn} sonlu bir zaman kiimesi

olmak iizere her teT igin  d :TIFS"TxTIFS™" [0,1] bir normal temporal
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intuitionistic fuzzy uzaklik dlgiileri olsun. f sifir bdlensiz bir ¢ikarim fonksiyonu

olmak tlizere her A B e TIFS™*T) icin

d(AB)=f(d, (AB).d, (AB),..d (AB))

ile tanimli d:TIFSYT xTIFS™*T) —>[0,1] doniisimii bir genel intuitionistic fuzzy

uzaklik Olgiistidiir.

Ispat: Tanim 6.1. geregi her t e T igin geregi d, bir intuitionistic fuzzy uzaklik 6lgiisii
oldugundan Teorem 5.3.13 geregi d(A,B)=f(d, (A B).d, (AB),..d, (AB)) bir

intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢lisiidiir. Burada her bir t €T i¢in d, temporal uzaklig:

ifade ettiginden bu Olgiiler ile tretilen d uzakhk Olglisii de genel uzakligi
yansitmaktadir.

Yukarida belirtilen yaklasim ile beraber intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in

tanimlanan tiim uzaklik 6lgiileri, tanim kiimesini TIFS™*" uzay1 kabul edilerek tek bir
andaki temporal intuitionistic fuzzy uzaklik 6l¢iilerine doniistiiriiliir. Bu islemden sonra
cikarim fonksiyonu veya diger istatistiksel metotlar vasitasi ile de genel bir yargi
belirten genel intuitionistic fuzzy uzaklik Ol¢timleri elde edilir. Bu yontemin
yararlarindan biri de uygulamalardaki degisken yapili veriler i¢in istenilen anda en
uygun uzaklik Ol¢iisiinlin segilebilecek olmasi ve bir 6l¢ii kisitlamasindan bagimsiz
olarak daha iyi analizler yapilabilecek olmasidir. Bu baglamda kullanilabilecek temel
cikarim fonksiyonlart max , min ve ortalama deger fonksiyonlar1 olarak verilebilir.
Ayrica problemin ihtiyacina gore bu ¢ikarim fonksiyonlar1 da ¢esitlenebilir.

Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in 6nceki béliimlerde detaylica incelenen

benzerlik Ol¢iisii kavrami Liu (1992) yaklasimi ile asagidaki sekilde tanimlanar.

Tamm 6.8: X bostan farkhi bir kiimesi T bir zaman kiimesi olmak {izere
S, TIFSY D xTIFS™D — [0,1] doniisiimii sabit bir t €T an1 ve her A B,C eTIFS™"

icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa temporal intuitionistic fuzzy kiimeler iizerinde

temporal intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢iisii adin alir.

S1.Her A, BeTIFS™" icin s (A B)=5(B,A),
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S2.Her A crisp kiimesi i¢in s (A, A)=0,

s3.Her AcTIFS"" i¢in s (A A)= max_s(B,C),

B,CeTIFS(X')
S4. AB,CeTIFS™"  icin  AcBcC ise s (AC)<s(AB) e
s,(A,C)<s/(B,C)
Bu tanimlamalar altinda SI(A, B) sayisina Ave B ‘nin temporal intuitionistic fuzzy

benzerlik derecesi denir. Tipki uzaklik oOlgiilerinde oldugu gibi benzerlik olgiisii
kavramimda da temporal ve genel olarak iki kisimda incelenebilir. Bu kisimda genel

intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢iisii yukarida verilen sartlar1 her bir t €T i¢in saglayan
s:TIFS™ ) xTIFS™*T) —>[0,1] doniisimidiir.  Bu  yaklasima  uygun  olarak

tanimlanabilecek temporal intuitionistic fuzzy benzerlik 6lgiisii 6rnekleri verelim. Bu

Olgiilerin literatiirde tanimli olan intuitionistic fuzzy benzerlik Olgiilerinin tanim

kiimesinin TIFS™™) olarak degistirilmesi ile elde edildigi aciktir.

Lo X ={%, %, %}y T={tityt, ), ve t; €T ve A BeTIFS™ " olmak iizere,

(|‘UA(Xilto)_'uB (Xi’to)ro +|77A(Xi’t0)_778 (Xi,to)ro )g

2n

M-

Sh(AB)=1-12

2. X ={X, % %}, T={t, 4, X, }, Ve t; €T ve A BeTIFS™ " olmak iizere, her

(ij)e{t2..,n}x{12,.,m} icin ;,€[01] ve her bir jefl2..,m}

Z Qi) = 1olmak tizere,
i=1

an:w(i,jo)‘(‘ﬂA(Xi'tjo)_ﬂa(xi’tjo )‘+‘77A(Xi'tj0)_778 (Xi’tjo )D‘

Sy (A B)=1-+ o

3. X ={X, % X}, T={t, 4,0 X, }, Ve t; €T ve A BeTIFS™ " olmak iizere, her

(ij)e{t2..,n}x{12,.,m} i¢in ¢, €[01] ve her bir jefL2..,m}

Z @ ;,) = Lolmak uizere,
i=1
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_Z;:w(i,jo)(‘#A(xi,tjo)—ﬂs(xi,tjo )+ (0, ) =8 (%8, )‘)

2n

4o X ={X, %X}, T={t, 4,00 %, ), Ve t, €T ve A BeTIFS™" olmak iizere, her

(i,j)e{l2,...,n}x{L2,..,m} icin a)(i]j)e[o,l] ve her bir jye{L2..m}
Zn:a)(iyjo) =1olmak lizere,

i=1
S (A B)=

1_2“’0.10)(

/uA(Xi’tjo)_uuB(Xi’tjD )‘+

nA(Xi’tjo)_nB (Xi'tj0 )""

2n

. 1 min{ . (%t ), 2t (Xt )} +min {7, (X, t5) .75 (%t )}
> 5 AB .lmax{ (i’to)uus(i’to)}"‘max{m(xi’to)’ns(Xi’to)}

Zl_*<|/"A X t /”B(Xi'to)|+|77A(Xi’t0)_nB(Xi’t0)|)
6. S¢(AB)==

7 (0t,) - (5.8,

n

n

Zmin{yA(xi,to),uB (Xi,to)}+min{’h\(xi’to)ﬁs (Xi’to)}

7. S¢(AB)==12

n

Zmax{/uA(Xi'tO)"uB (Xi’tO)}+maX{77A(Xi’t0)’nB (Xi'to)}

i=1

S|k

8. Sé"(A,B)=1—%(max‘yA(xi,tO)—,uB(xi,to)‘+max‘77A(xi,t0)—nB(xi,to)‘)

i(‘:uA(Xi’to)_:uB (Xi7t0)‘+‘77A (Xi ’to)_ﬂs (Xnto )D

9. S¢(AB)=1-=
Z(‘ﬂA(Xi’to)"‘ﬂB(Xiito)“"‘nA(Xi'to)"‘UB (Xi'to)‘)

i=1

Burada benzerligin, secilen temporal intuitionistic fuzzy kiimeler ile beraber t
anma da bagl oldugu asikdrdir. Yani A ve B arasindaki benzerlik derecesinin
olgiimiinde Ave B TIFSlerinin zamanla degisecek olmasi ve kullanilanilacak benzerlik
Olctlislinlin kiyas mekanizmasinin zamanla degisebilecek olmasindan dolay1 bdyle bir

tanimlama yapmak ka¢milmazdir. Bu yaklasim, reel diinya uygulamalar1 i¢in daha
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genis bir uygulama imkan1 sunar. Temporal intuitionistic fuzzy benzerlik Slgiilerinden

genel (overall) benzerlik 6lgiisii elde etmek igin birgok farkli metot tanimlanabilir.

Bunlar arasinda en belirgin olan1 S bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik 6lgiisii

olmak tzere S(A, B)=max{Sit (A,B)} ile verilebilir. Daha genel olarak bu iligki

teT

asagidaki sekilde verilebilir.

Teorem 6.9: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,t } sonlu bir zaman kiimesi

olmak iizere her teT igin s :TIFS™T xTIFS™" —[0,1] bir temporal intuitionistic
fuzzy benzerlik 6l¢iileri olsun. f sifir bdlensiz bir ¢ikarim fonksiyonu olmak tizere her
A,BeTIFS™ " icin

s(AB)="f(s,(AB).s, (AB),..s (AB))

t
ile tanimh S:TIFS(X’T)XTIFS(X’T)—>[O,1] doniisimii bir genel intuitionistic fuzzy

benzerlik Ol¢iistidiir.

Ispat: S1. Her teT icin S, bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik &lgiisii
oldugundan her A bir crisp kiimesi i¢in St(A, A)=O ifadesi saglanir. f cikarim
fonksiyonunun tanimindan her A bir crisp kiimesi icin
s(AA)=f(s,(AA)s, (AA)...5 (AA))=1(0,0.,0)=0 ifadesi elde edilir

S2. Her teT igin S, bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢giisii oldugundan

A=B ancak ve ancak s (A B)=1 sarti saglanir. Buradan A=B ancak ve ancak
s(AB)= f(stl (A.B),s, (AB),...s (A, B))z f (11...1)=1 ifadesi elde edilir.

S3. Her teT igin S, bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢iisii oldugundan her
A,BeTIFS™" icins, (A B)=s,(B, A) sarti saglanir. Buradan her A BeTIFS™" igin
s(AB) = f(s,(AB),s, (AB)...s (AB)) = f(s,(B,A),s, (B A),..5 (BA))

=s(B, A) ifadesi elde edilir. Buradan s(A,B)=s(B, A) oldugu anlagilir.
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S4. Her teT icin s, bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik dlgiisii oldugundan
AcBcC sartmi saglayan her A B,CeTIFS™" i¢in s (AC)<s(AB) ve
5. (AC)<s(B,C) esitsizlikleri saglanir. f ¢ikarim fonksiyonunu oldugundan
s(AC) = f(s,(AC)s, (AC)....5, (AC)) <f(s,(AB).s, (AB)...5 (AB))

=s(AB) ve benzer sckilde s(AC) = f(Stl(A,C),Stz(A,C),...,Stn(A,C))

< f(s,(B.C).s,(B.,C).....5, (B,C) )=5(B,C) ifadeleri elde edilir.

Uzaklik 6lgiileri icin belirtildigi gibi yukarida belirtilen yaklasim ile beraber

intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in tanimlanan tiim benzerlik olgtileri de, tanim kiimesini

TIFS™*" uzay1 kabul ederek tek bir andaki temporal intuitionistic fuzzy benzerlik
Olciilerine doniistiiriilebilir. Bu islemden sonra ¢ikarim fonksiyonu gibi bazi metotlar
vasitasi ile de genel bir yargi belirten genel intuitionistic fuzzy benzerlik dlgtimleri elde
edilir. Reel diinya uygulamalarda kullanilan verilerin en genel 6zelligi zaman ile mevcut
ozelliklerin degisebilecek olusudur. Bu baglamda en dikkat ¢eken 6zellik ise belirsizlik
durumunun kimi zaman artacak olusudur. Bu durumda belirsizlik derecesinin de
katildig1 benzerlik dlgiilerinin kullanilmasmin 6nem kazanacagi asikardir.

Fuzzy ve intuitionistic uzaklik ve benzerlik kavramlar1 dual kavramlardir. Yani
uzaklik Olgiilerinden ¢esitli yollar ile benzerlik Olgiileri elde edilebilir. Tam tersi
benzerlik oOlglilerinden uzaklik 6lgiisii elde etmek i¢inde gegerlidir. Du ve Hu (2015),
fuzzy degilleme doniisiimii ve yigmim doniisiimleri ile bu iliskiyi genellemistir. Bu
ozellik temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢inde gegerlidir. Bu kisimdaki eksik bazi
temel tanimlamalarin temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in genellestirilmemis
olmasidir. Bu kavramlardan bazilar1 temporal intuitionistic fuzzy kiimeler igin

genellestirilecektir.

Tamm 6.10: T bir zaman kiimesi ve teT i¢in N,:[0,1] »[0,1] doniisiimii eger
asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir t aninda bir temporal fuzzy degilleme adn1 alir.
N1. Nt(0)=1, Nt(l):O

N2.a<bise N, (b)<N,(a)
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Eger N, teT ve tim ae[O,l] icin
a. Nt(Nt(a)):a sartini sagliyorsa t aninda temporal fuzzy giiglii (strong)

degilleme,

b. x=0< N,(x)=1 sartii sagliyorsa t aninda temporal fuzzy dolmayan (non-

filling) degilleme,

c. x=1<N,(x)=0 sartim sagliyorsa t aminda temporal fuzzy kaybolmayan

(non-vanishing) degilleme,
adi alir.

Bu tamimlamadaki yenilik degilleme kavraminin da zamanla degisecek
olmasidir. Zaman kavrammin eklenmesi ile kullanilan uzaklik Olgiisii ile beraber
degillemenin de degisecek olmasi uzaklik 6l¢iisiinden benzerlik 6lgiisii elde etmek icin
sinirsiz segenek sunmaktadir.

Literatiirdeki fuzzy degillemelere zaman degiskeni eklenerek asagidaki temporal

fuzzy degillemeler elde edilir.

1. Sugeno Tipi Temporal Fuzzy Degillemesi: 4 €(—1,+0)olmak iizere

1-x
N (X)=1+ﬂ1x

2. Yager Tipi Temporal Fuzzy Degillemesi: 4, €(0,+o0) olmak iizere

N, (X)=§1-x*

3. Esik (Threshold) Tipi Temporal Fuzzy Degillemesi:

Ny (X):{L K< A

0, digerdurumlar

Du ve Xu (2015) tarafindan verilen ve uzaklik Olciilerinden benzerlik 6l¢iisii
elde etmenin genel bir yolunu veren teoremlere zaman parametrelerinin de eklenmesi ile
asagidaki teoremler elde edilir. Bu teoremlerin ispatlar1 Du ve Xu (2015) ¢calismasindaki

gibi yapilabilir.
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Teorem 6.11: X bostan farkli bir kiime, T zaman kiimesi A BeTIFS*™ | d'

temporal uzaklik Olglisii ve N, temporal fuzzy dolmayan degilleme olmak {iizere

Sy, (AB)=N,(d"(AB)) ile tanimli déniisim bir temporal intuitionistic fuzzy
benzerlik oOlgiisiidiir. Tersine s' bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik dlciisii ve N,
temporal fuzzy kaybolmayan degilleme olmak iizere dNt(A,B)th(St(A, B)) ile
tanimli doniisim bir temporal intuitionistic fuzzy benzerlik Olciisidiir. Eger N,
temporal ~ fuzzy  giicli  degilleme  ise  d'(AB)=N'(s,(AB)) ve
s' (A, B) =N, (dtNt (A, B)) esitlikleri saglanir.

Bu teorem genel intuitionistic fuzzy uzaklik ve benzerlik 6l¢iileri i¢in Du ve Xu
(2015) yaklasimi ile asagidaki sekilde korunur. Burada esas olan uzaklik dl¢liimiinden

genel bir benzerlik 6l¢iisiiniin elde edilecek olmasidir.

Teorem 6.12: X bostan farkli bir kiime, T zaman kiimesi A BeTIFS™"), d genel
uzaklik dlgiisii ve N fuzzy dolmayan degilleme olmak iizere Sy (A ,B)=N (d (A B))

ile tanimli doniisiim bir genel intuitionistic fuzzy benzerlik Ol¢iisiidiir. Tersine S bir

genel intuitionistic fuzzy benzerlik 6l¢ilisii ve N fuzzy kaybolmayan degilleme olmak

tizere d (A, B) =N (S(A, B)) ile tanimli doniisiim bir genel intuitionistic fuzzy
benzerlik olglisidiir. Eger N fuzzy giiglii degilleme ise d (A, B) =N (SN (A, B)) ve

S ( A, B) =N (d N (A, B)) esitlikleri saglanir.

Du ve Xu (2015) ¢alismasinda gegen bir diger teorem temporal intuitionistic

fuzzy uzaylara agagidaki sekilde genellenebilir.

Teorem 6.13: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,tn} sonlu bir zaman kimesi
olmak iizere her teT igin d, :TIFS™" xTIFS™" —[0,1] bir temporal intuitionistic
fuzzy uzaklik 6lgiileri olsun. f sifir bolensiz bir ¢ikarim fonksiyonu ve N, temporal

fuzzy dolmayan degilleme olmak {izere her A,B e TIFS™T) icin
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s(AB)=f (s, (AB).s, (AB)...5 (AB))

ile taniml S:TIFS(X’T)XTIFS(X’T)—>[0,1] donlisimii bir genel intuitionistic fuzzy

benzerlik olgiistdiir.

Ispat: Teorem 6.11 den her teT icin sy, bir benzerlik dlguisiidir. Diger taraftan

Teorem 6.9°dan ifadenin saglandig1 goriiliir.

Literatiirde Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in bu kiimenin crisp
kiimeden farkinin Olgiisii olan entropi tanimi temporal intuitionistic fuzzy kiimeler
icinde tanimlanacaktir. Reel diinya problemlerinde karsimiza c¢ikan zamansal
degiskenlik Olciilmesi istenen bu farki siirekli bir sekilde degistirmektedir. Szmidt ve
Kacprzyk (2007) tarafindan verilen tanimma uygun olarak temporal intuitionistic fuzzy

kiimeler i¢cin temporal ve genel entropi asagidaki sekilde tanimlanir.

Tammm 6.14: X bostan farkli bir kiime ve T =zaman kiimesi olmak {izere
et TIFS™*T) —)[0,1] doniisimii sabit bir teT ve her AeTIFS™*T i¢in agagidaki
sartlar1 sagliyorsa t aninda bir temporal intuitionistic fuzzy entropi denir.

EL. A bir crisp kiimedir <> ¢'(A)=0,
E2. e'(A)=1<>her xe X ve teT icin s, (X,t)=7,(x1)
E3. e'(A)<e'(B) <> herxe X ve teT igin
. Hs (X, 1) <mg (X,1) ise gy (X,1) = s (X,1) Ve 7, (X, 1) <75 (X,1)
. Hs (X, 1) =75 (X, 1) ise 2, (X, 1) < g5 (X, 1) Ve 77, (X, 1) =775 (X,1)
E4. ¢ (A)=¢'(A).
Bu tanimla birlikte €' (A) degeri A temporal intuitionistic fuzzy kiimesinin t aninda

crisp kiime olmanin ne kadar uzaginda oldugunu ifade eder. Diger bir yaklasim ile E1

sartini

E1*. A bir fuzzy kiimedir <> €'(A)=0



211

ile degistirerek temporal intuitionistic fuzzy kiimenin t aninda fuzzy kiimeden ne kadar
farkli olduguna dair bir diger Ol¢ii tanimlanabilir. Bu ikinci Olgliyli tip-2 temporal

entropi olarak adlandralim.
Diger taraftan eger e:TIFS™" —>[0,1] doniisimii her bir teT igin yukarida
verilen sartlar1 sagliyorsa bu doniisiime genel intuitionistic fuzzy entropi denir. Her

teT igin € TIFS™T) —>[0,1] doniisiimleri birer temporal intuitionistic fuzzy entropi

olmak {izere e(A)zsup{et(A)} ile tanimh e;TIFS*") —>[0,1] doniisiimii bir genel

teT

intuitionistic fuzzy entropidir.

Teorem 6.15: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,t } sonlu bir zaman kiimesi

n

olmak iizere her teT icin e :TIFS™" —[0,1] bir temporal intuitionistic fuzzy

entropi olsun. f sifir bolensiz bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere her AeTIFS™"
i¢in

e(A)=f (etl(A),etz (A),...e (A))
ile tanimh e:TIFS(X’T)xTIFS(X’T)—>[0,1] doniisimii bir genel intuitionistic fuzzy

entropidir.

Ispat: E1. Her t T icin €, bir temporal intuitionistic fuzzy entropi oldugundan A bir
crisp kiimedir <> et(A):O sartt tim teT icin saglamr. Buradan f c¢ikarim

fonksiyonunun ~ tanimindan A bir crisp kiimedir =
e(A)="f (e, (A).e, (A, (A))=(0.0,..,0)=0 ifadesi elde edilir.

E2. Her teT icin € bir temporal intuitionistic fuzzy entropi oldugundan €' (A)=1 <>
her xe X ve teT igin s, (Xt)=n,(xt) sart1 tim teT icin saglanir. Buradan f
gikarim fonksiyonunun tanimmdan e(A)= f (g, (A).¢, (A),..e (A))=f(1L..1)=1
< her xe X ve teT igin p,(X,t)=7,(x1) ifadesi elde edilir.

E3. Her teT igin € bir temporal intuitionistic fuzzy entropi oldugundan

e'(A)<e'(B) <herxeX ve teT i¢in
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. Hs (X, 1) <mg (X,1) ise g1, (X,1) = p5 (X,1) Ve 7, (X, 1) <75 (X,1)
. Hs (X, 1) =75 (X, 1) ise g, (X, 1) < g5 (X, 1) Ve 77, (X, 1) =775 (X,1)

Sarti tim teT ic¢in saglanir. Buradan f ¢ikarim fonksiyonunun tanmmindan

e(A)= f(etl(A),etz(A) ..... etn(A))sf(etl(B),etz(B) ..... etn(B))ze(B)
. Hs (X, 1) <7 (X,1) ise g1y (X,1) = g5 (X,1) Ve 77, (X, 1) <75 (X,1)
. Hs (X, 1) =75 (X, 1) ise g, (X, 1) < g5 (X, 1) Ve 77, (X, 1) =775 (X,1)

ifadesi elde edilir.

E4. Her teT i¢in € bir temporal intuitionistic fuzzy entropi oldugundan
e'(A)=¢'(A] oldugundan e(A) = f(e,(A).e, (A)..e (A) =
f(e,(A).e,(A)..e, (A)) =e(A) elde edilir. Buradan e(A) = e(A) oldugu

anlasilir.

Literatiirde fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler ic¢in sirasiyla Szmidt ve
Kacprzyk (2007), Vlachos ve Sergiadis (2007) Li ve ark. (2012), Guo ve Song (2014),
Huang (2007), Hung (2003), Ye (2010), Zeng ve Li (2006) tarafindan tanimlanan
entropiler ufak bazi modifikasyonlar ile asagidaki sekilde temporal intuitionistic fuzzy

entropilere doniistiiriilebilir.

Onerme 6.16: X = {Xl, Xyyeens Xn} bostan farkli bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak

lizere asagidaki ifadeler TIFS™ " izerinde birer temporal entropidir.

1 E;K(A)=1—%Z;:‘yA(xi,t)—nA(xi,t)‘

] S min {1, (3%.8), 7 (%)} i L1, (6, ). 27, (5,)}
2. o= |n:1
D max{ s, (%,t),7, (%, )+ max{L— u, (%,t), 1=, (. 1)}

i=1

. . 2,uA(Xi,t)nA(Xi,t)JrﬂA(Xi,t)2
3. EVS_Z(A)_;IUA(Xiat)Z+77A(Xiat)2+7Z.A(Xi’t)2
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4 Eii_l(A)=1—2—lng(‘yA(xi,t)—nA(xi,t)‘s+‘/¢A(xi,t)—77A(xi,t)‘)

1 l+7rA(Xi,t)

5. EtGS_l(A)=—z<1—‘ﬂA(Xift)_”A(Xi’t)D 2

n=

n

1
6. EtHuang—l (A) = 1_ﬁ Z

i=1

(%8 =15 (x,1)]

n

1
7. EtHuang—Z (A) =1- dﬁ Z

i=1

p

:UA(Xi’t)Z _77A(Xi1t)2

n

1
6. Bl (8143 (0) -, (5,0

i=1

9. EtHuang_A(A):Eil_‘/‘A(Xi't)_ﬂA(Xi,t)‘+ﬂA(xi,t)

T L+ |, (X 1) =74 (X )]+ 7, (%, 1)

10. EtHuang_B(A):%gl-\ﬂA(xi,t)-nA(xi,t)\wA(xi,t)\ﬂA(xi,t)-nA(xi,t)\

1
11. EtHUﬂg—l(A):1_ZH‘ﬂA(Xi’t)_nA(Xi’t)‘

i=1

(%)= (5.

12, Ely,(A)=1- \/Z L

“n
13, E',(A)=

%é(sin(”[“ #, (Xu;)—m (Xi't)]j—l-sin(”[l_#A (Xw;)“h (x.1)] _1j le_lj

14. E'..(A)=

%iz;:(cos(”[lwA(Xw:)—m(Xut)]}rcos(ﬂ[l—m(Xu:)ﬂu(Xi,t)]_1j \/;_J

X = [a, b] kapali aralig ise;

1 b
15. E;L_l=1—E£‘yA(x,t)—nA(x,t)‘dx
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b

J.yA(x,t)/\nA(x,t)dx
16. E, =2

b

J.,uA(X,t)vnA(X,t)dx

a

Ispat: Olgiiler igin verilen referanslardaki sekilde kolayca ispatlanr.

Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimelerde uzaklik 6l¢iisii, benzerlik Slgiisii ve
entropi kavramlar1 ile yakindan alakali bir diger 6lcli kapsama (inclusion, subsethood)
Olglistidiir. Bu 6l¢ii intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in ilk kez Cornelis ve Kerre (2003)
tarafindan tanimlanmistir. Simdi bir temporal intuitionistic fuzzy kiimenin bir diger
temporal intuitionistic fuzzy kiimesini kapsamasinin 6l¢iisii olan ve temporal kapsama

Olciisii olarak adlandirilacak asagidaki doniisiim tanimlanacaktir.

Tammm 6.17: X bostan farkli bir kilme ve T zaman kiimesi olmak iizere icin
I, TIFS*T) « TIFS™* ™) —>[0,1] doniisiimii sabit bir t T an1 ve her A,BeTIFS(X’T)

icin asagidaki sartlar1 sagliyorsa bir temporal intuitionistic fuzzy kapsama olgiisti adini

alir.

1. 1,(10)=0,

12. 1,(AB)=1<AcB

13. AcB ve CeTIFS™" ise I,(C,A)<1,(C,B)ve I,(B,C)<I (AC)
Diger taraftan her teT am ve A, BeTIFS™" icin yukarida verilen sartlar1 saglayan
I TIFS™T xTIFS™* ™) —>[0,1] doniigiimiine bir genel intuitionistic fuzzy kapsama
olgtisti ad1 verilir. Her bir teT ami igin |, TIFS™ T xTIFS*T) —)[0,1] bir temporal

intuitionistic fuzzy kapsama 6lgiisii olmak iizere |(A,B)=SUP{|I(A, B)} ile taniml
teT

L:TIFSY D xTIFS™™ 5 [0,1] déniisimii bir genel intuitionistic fuzzy kapsama
Olglistidiir. Fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in Zhang ve ark. (2007, 2012)

tarafindan tanimlanan kapsama Olgilileri diger Olgililer i¢in oldugu gibi ufak

modifikasyonlar ile temporal intuitionistic fuzzy kapsama 6lgiilerine doniistiiriilebilir.
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Onerme 6.18: X = {Xl, Xyyeens Xn} bostan farkl bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak

lizere asagidaki ifadeler TIFS™ ") {izerinde birer temporal kapsama Olgiistidiir.

A B eTIFS™T) olmak {izere

1. IZHXL—l(A7 B) =

n

1—2—1nz{

i=1

/uA(Xi 't)_min {:uA(Xi’t)UuB (th)}“"‘max{’h(xi’t)ﬂ?s (Xi1t)}_ﬂA(Xi’t)‘}

2. IZHXL—l(A1 B) =

n

1o

1, (%) = min g, (%,8). 15 (%, 0)}f e {m, (,£),76 (% ,t)}—nA(xi,t)‘z}

3. IZDZH(A, B)=

+1 , diger durumlar

illi Hg (Xi’t)_ﬂA(Xi't)_Hh(Xi’t)_nA(Xi’t)

i:lE ‘,UB (Xi7t)_:uA(Xi’t)‘+‘nB (Xi1t)_77A(Xi’t)‘

1 | :uB(Xi’t):luA(Xi't)’

Sonlu elemanli bir zaman kiimesi i¢in diger Ol¢iiler i¢in verilen teorem asagidaki
sekilde temporal intuitionistic kapsama 06l¢iisii ve genel intuitionistic kapsama Ol¢iisii

icinde verilebilir.

Teorem 6.19: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,tn} sonlu bir zaman kimesi
olmak iizere her teT igin I, :TIFS™" xTIFS™™" —[0,1] bir temporal intuitionistic

fuzzy kapsama 6lgiileri olsun. f sifir bolensiz bir ¢ikarim fonksiyonu olmak iizere her

A B eTIFS™" icin

L(AB)=f(1,(A) 1, (A), ], (A))
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ile tanimlh |:TIFS(X’T)XTIFS(X’T)—>[0,1] donlisimii bir genel intuitionistic fuzzy
kapsama ol¢tistidiir.

fspat: 1. Her teT  icin |t(i,6)=o oldugundan
1(L0)=f(1,(10).1, (L0).....1, (20)) =(0.0,...,0)=0 oldugundan I1 saglan.

12. Her teT icin € bir temporal intuitionistic fuzzy kapsama Slgiisii oldugundan
I(AB)=1 <AcB  sati  saglanr.  Buradan  1(AB) =
f(1,(AB).1,(AB),..1, (AB))=(L1..1)=1 < AcB ifadesi elde edilir.

13. Her teT icin € bir temporal intuitionistic fuzzy kapsama Slgiisii oldugundan
AcB ve CeTIFS"" ise 1,(C,A)<1,(C,B) ve I,(B,C)<I,(AC) ifadeleri elde
edilir. Buradan f ¢ikarm fonksiyonu tamimindan yararlanarak 1(C,A) =
f(1,(C.A),1,(C,A),..1, (C.A)) < f(1,(C,B),1,(C,B)....1 (C,B))=1(C,B)
ve  1(B,C) = f(1,(B.C).1I,(B,C),..1, (B.C)) <

f(ltl(A,C), I, (AC),.. I, (A,C))z | (A,C) ifadeleri elde edilir.

Bu oOlgiiler arasindaki iliskilerin fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler igin
tanimlanan sekilde korunur. Bu tip Ol¢iiler i¢in tez ¢alismasimin tiglincii ve dordiincii
boliimlerinde verilen iliskiler temporal intuitionistic fuzzy ve genel intuitionistic fuzzy
Olciiler icinde korunur. Bu iliskilerden bazilar1 temporal intuitionistic fuzzy ig¢in
asagidaki sekilde genellestirilmistir. Bu baglamda verilebilecek ilk iligki Liu (1992)

tarafindan verilen asagidaki iliskidir.

Teorem 6.20: X bostan farkl: bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak {izere her t e T
icin s' bir temporal intuitionistic benzerlik 6lgiisii olmak tizere her AeTIFS*T) icin
e' (A) =s' (A, A) ile tanimlanan doniisiim bir temporal intuitionistic fuzzy entropidir.

Ispat: Onerme 3.2.11°den agiktrr.
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Teorem 6.21: X bostan farkli bir kiime ve T ={t,,t,,...,t,} bir zaman kiimesi olmak

iizere her teT igin s' bir uzaklik Sltisii ve f sifir bolensiz bir ¢ikarim fonksiyonu
olmak iizere her AeTIFS*T) icin e(A)= f(Stl(A, A),StZ(A, A),...,St”(A, A)) ile

tanimlanan doniigiim bir genel intuitionistic fuzzy entropidir.

Ispat: Onerme 3.2.11 ve Teorem 6.15’den agiktr.

Fuzzy entropi ve fuzzy uzaklik 6l¢iisii arasinda Liu (1992) tanimlanan bir diger
iliski temporal intuitionistic fuzzy entropi ve temporal intuitionistic fuzzy uzaklik
Olgiileri i¢cin temporal fuzzy dolmayan degillemenin de kullanilmasi ile asagidaki

sekilde genisletilir.

Teorem 6.22: X bostan farkli bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak iizere her teT
icin d' bir temporal intuitionistic fuzzy uzaklik 6lgiisii ve N, temporal fuzzy dolmayan
degilleme olmak iizere her AeTIFS*™) icin ¢ (A)=N, (dt (A, A)) ile tanimlanan

dontistim bir temporal intuitionistic fuzzy entropidir.

Ispat: Teorem 6.11 ve Teorem 6.20°den agiktir.

Teorem 6.23: X bostan farkli bir kiime ve T ={t1,t2,...,tn} bir zaman kiimesi olmak

lizere her teT i¢in d' bir uzaklik olciisii, T sifir bdlensiz bir ¢ikarim fonksiyonu ve

N, temporal fuzzy dolmayan degilleme olmak iizere her AeTIFS™*" i¢in
e(A) =f (Ntl (dtl (A, A)), Ntz (dtZ (A, A)),..., Ntn (dt“ (A, A))) ile tanimlanan doniisim

bir genel intuitionistic fuzzy entropidir.

Ispat: Teorem 6.22 ve Teorem 6.15’ten agiktrr.

Intuitionistic fuzzy kapsama 6lgiileri igin sirasiyla intuitionistic fuzzy entropi ve
intuitionistic fuzzy benzerlik Sl¢iileri arasinda Zhang ve ark. (2012) ve Zhang ve ark.
(2007) tarafindan verilen iligkiler asagidaki sekilde temporal intuitionistic fuzzy olgiiler

icin genisletilmistir.
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Teorem 6.24: X bostan farkli bir kiime ve T bir zaman kiimesi olmak iizere her teT
icin 1' bir temporal intuitionistic fuzzy kapsama 6lgiisii olmak iizere her AeTIFS™*D
icin E; (A) =(It(AuR, Amﬂ)) ile tamimlanan E; , temporal intuitionistic fuzzy

entropidir.

Ispat: Teorem 4.3.40’tan aciktir.

Teorem 6.25: X bostan farkli bir kiime ve T bir zaman kiimesi ve * bir t — norm ve
olmak iizere her t €T icin 1" bir temporal intuitionistic fuzzy kapsama 6l¢iisii olmak

iizere her ABeTIFS"" icin S{(A)=+(1'(AB),I'(B,A)) ile tanmlanan S|

temporal intuitionistic fuzzy benzerlik dl¢iisiidiir.

Ispat: Teorem 4.3.41°den agiktrr.

Yukaridaki teoremlerle de goriildiigii iizere fuzzy ve intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in
tanimlanan uzaklik, benzerlik, kapsama Ol¢iileri ile entropi arasindaki temel iligkiler ve
tanimlamalar temporal intuitionistic fuzzy kiimeler icin de korunmaktadir. Bununla
beraber temporal intuitionistic fuzzy kiimeler i¢in bu Glgiiler temporal ve genel (overall)
olarak iki ayr1 grupta degerlendirilebilmektedir. Bu yontemin avantaji dogasi zamanla
degisen tiim veriler i¢in oncelikle anlik daha sonra da genel olarak degerlendirmelerin
yapilabilecek olusudur. Boylelikle zamana bagli olarak degisen veriler i¢in bu dlgiilerin
kullanildig1 uygulamalarda daha esnek ve optimal sonuca yonelik modifikasyonlar

yapilabilecektir.



7. UZAKLIK VE BENZERLIK OLCULERININ BAZI UYGULAMALARI

Fuzzy kiime teorisi matematik alaninda oldugu kadar miithendislik, tip, sosyal ve
beseri bilimler alanlarinda da biiylik yenilikler getirmistir. Ele almmacak durumun
matematiksel olarak modellenmesi ve bu durumlar hakkinda fuzzy mantik kurallari
cergevesinde ¢ikarimlar yapilmasi giincelligini koruyan alanlardir. Sayis1 giinden giine
artan bu c¢aligmalarda temel isleyis ele alman durumun fuzzifikasyonu (veya
intuitionistic fuzzifikasyonu), bu islemin ardindan arastirilan durumundan istenilen
ozellige gore uygulanacak fuzzy silire¢ (fuzzy operator, benzerlik, uzaklik, vb...) ve
defuzzikasyon siireci olarak oOzetlenebilir. Bu silireci asagidaki grafik ile

gorsellestirebiliriz (Sekil 7.1.).

Giris Verileri Fuzzifiasyon Fuzzy Kural

Fuzzy Cikarim

Cikis Verileri Defuzzifikasyon Siireci

Sekil 7.1. Fuzzy sistemlerin temel islem semasi.

Diger taraftan Atanassov’ un kurmus oldugu intuitionistic fuzzy kiime teorisi ile
beraber sadece olumlu durumlarin veya niceliklerin degil olumsuz durumlarin ve bu iKi
duruma baglh olarak dogal bir sekilde ortaya ¢ikan belirsizliklerin de hesaba katilmasi
uygulamalardaki dogruluk oranini gozle goriiliir sekilde arttig1 gézlemlenmektedir.

Bu kisimda intuitionistic fuzzy kiimelerde tanimlanan uzaklik ve benzerlik
Olglilerinin  giirtiltiiye maruz kalan goriintiiler iizerindeki performansinin analizi
gerceklestirilecektir. Bilindigi iizere goriintii ve sinyal isleme alaninda girilti
istenmeyen ve goriintiiniin veya sinyalin kalitesini bozan veri manasina gelmektedir. Bu
tanimlamadan anlasilacag1 iizere reel diinyadan alinan gorintiilerin veya sinyallerin

tamaminda giiriiltii kacinilmaz bir parametredir. Bu kismin basinda oncellikle giiriiltii
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cesitleri ve goriintiiye olan etkileri tanitilacak bu kisimdan sonraki boliimde ise segilen
bazi benzerlik Olgiileri ile giiriiltiili ve giiriiltiisiz goriintiiler arasindaki benzerlik

Olciilecektir.

7.1. Goriintii Isleme Alaninda Giiriiltii ve Cesitleri

Giirilti sinyal isleme, goriintii isleme veya haberlesme gibi alanlarda sinyalin,
goriintliniin veya verinin kalitesini diigiiren istenmeyen ses, piksel veya veri manasina
gelmektedir (Marita, 2012). Goriinti ve sesler genellikle ¢evresel faktorlerden
kaynaklanan giiriiltiiler icerir. Iletim siireci, donanimsal veya yazilimsal hatalar,
radyoaktif etmenler gibi bircok faktor goriintiilerde giiriiltiiye neden olabilmektedir.
Ayrica giiriiltii, goriintliniin elde edilmesi islemindeki hatalardan meydana gelmekte
gergek goriintiide olmasi gereken piksel degerlerini verilmesini engellemektedir
(Dasgupta, 2014). Bunun oOzellikle medikal goriintli yorumlamada hatalara neden
olabilecegi gayet agiktir. Diger taraftan bir goriintii tabanindan belirli bir goriintiiye
benzer olan gorintiilerin tespit edilmesi goriintii isleme ve Oriintli tanima alanlarinin
temel konularimdan biridir (Marita, 2012). Uygulamalarda ve literatiirde bir¢ok
nedenden kaynaklanan bir¢ok giiriiltii tipi tanimlanmistir. Simdi bu giiriiltii tarzlarindan

en sik rastlanilan {i¢ti tanitilacaktir.

Tamim 7.1.1: (Tuz ve Biber (Salt and Pepper) Tipi Giiriiltii) Tuz ve biber tipi giiriiltii
diirtii (impulse) giiriiltiisii olarak da isimlendirilir (Singh ve Jain, 2013). Tuz ve biber
tipi gliriltt modelinde, yalnizca iki muhtemel deger olasidir, bu degerler a ve b olarak
isimlendirilebilir ve bu iki degerinde elde edilmesi olasiligi 0.1 ‘den kiigiiktiir. 8
bit/piksel goriintii icin, biber giiriiltiisii i¢in tipik yogunluk 0’a ve tuz giiriiltiisii i¢cinde
tipik yogunluk degeri 255’e yakindir (Marita, 2012). Tuz ve biber tipi giiriiltiniin
ithtimali yogunluk fonksiyonu (Probability Density Function)

PDF

tuz&biber

A g =a("biber")
(g)_{B, g =b("tuz")
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ile tanimhidir. Burada ¢, gri seviyesidir, eger b>a ise gri seviyesi b goriintiide beyaz
nokta ve tersi durumda ise gri seviyesi a goriintiide siyah bir nokta olarak belirir (Singh
ve Jain, 2013). Tuz ve biber giiriiltiisi kamera sensoriindeki arizalarindan, hafiza
hiicrelerindeki hatalardan veya goriintii dijitallestirilmesi veya iletimi sirasinda meydana

gelen senkronizasyon hatalarindan ortaya ¢ikar (Marita, 2012).

Tamim 7.1.2: (Gauss Tipi Giiriiltii) Gauss tipi giirtiltii Sekil 7.2 de verildigi lizere Gauss
ihtimali yogunluk fonksiyonuna sahiptir (Marita, 2012). Gauss tipi giiriiltii istatiksel bir
giiriiltii olup ihtimali yogunluk fonksiyonu Gauss dagilim fonksiyonuna esittir. Diger bir
ifade ile griltili piksel degerleri, Gauss dagilimma sahiptir (Singh ve Jain, 2013).

Gauss tipi giiriiltliniin thtimali yogunluk fonksiyonu

1 (9-4)

e 20?2

PDFGauss (g) = 272_0

ile tanimlidir. Burada g =gri seviyesi, £ =ortalama, o =standart sapmadir.

Probabilty
T

| |
Gray Level

Sekil. 7.2. Gauss tipi giiriiltli i¢in ihtimali yogunluk fonksiyonunun grafigi (u=0.1,
0=0.2).

Gauss giiriiltii tipi, glriiltiiye sebebiyet veren dogal siirecleri ( mesela,
radyasyonun dogasindan kaynaklanan giiriiltli, optik sinyallerin elektriksel sinyallere

dontistiiriilmesi sirasindaki giiriiltiiler veya sensor-edinimi swrasinda meydana gelen
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elektrik sinyali amplifikasyonu sonucu olusan elektrik giiriiltii vb.) modellemek igin

kullanish bir yoldur (Marita, 2012).

Tammm 7.1.3: (Benek (Speckle) Tipi Giiriiltii) Benek tipi giirtiltii ultrason gibi lenssiz
(coherent) goriintiileme sistemleri ile elde edilen goriintiilerde olusan bir giiriilti tipidir.

Benek tipi giirtiltii fonksiyonun ihtimali yogunluk fonksiyonu dagilimi ile tanimhdir,
a-1 oz
P(z)= (ZTG 2 Burada z gri seviye ve varyans a’a ile tanmlidir (Singh ve Jain,
a—1)la
2013). Benek tipi giiriiltiiniin ihtimali yogunluk fonksiyonunun grafigi Sekil 7.3. de

verilmistir.

X

Sekil. 7.3. Benek tipi giirtiltii i¢in ihtimali yogunluk fonksiyonunun grafigi.

Diger giirtltii tiplerinin aditif giiriiltii olmasma ragmen, benek tipi giiriiltii ise
lenssiz goriintilleme sistemlerinden olusan bir multiplikatif bir giriiltiidiir. Benek
giiriiltiisii, dogal ylizeyler tarafindan geri sacgilan ahenkli dalgalarin sensore faz disinda
gelmesi yiiziinden kaynaklanir. Bu tiir giiriiltii tibbi ultrason goriintiillemenin dogal bir
ozelligidir ve bu nedenle ultrason goriintiilleme yonteminin tanisal degerini etkileyen
goriintli ¢Oziiniirliigiinii ve kontrastin1 azaltacagindan istenmeyen bir durumdur. (Singh
ve Jain, 2013) Fakat tip literatiirinde, benek giriltisi "doku" olarak
degerlendirildiginde muhtemelen yararli tani bilgileri icerebilir. Burada benek
giiriiltiisiiniin arzu edilen derecede yumusatilmasi tercihen uzmanin bilgisine ve
yazilima baghdir. Otomatik segmentasyon i¢in, farkli goriintii bolgeler arasindaki
sinirlarin netliginin siirdiiriilme genellikle benekli dokunun diizeltilmesi i¢in tercih edilir
(Sudha ve ark., 2009).
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7.2. Giriilti Eklenmis Goriintiiler Uzerinde Fuzzy ve Intuitionistic Fuzzy

Benzerlik Olciilerinin Performans Analizi

Bu kisimda cesitli tip ve seviyelerde giiriiltii uygulanan goriintiilerin orijinal
halleri ile olan benzerlik degerleri hesaplanacaktir. Giiriiltii eklenmis goriintiiler
iizerinde kullanilacak benzerlik Olgiilerini asagidaki sekilde se¢ilmistir. Bu benzerlik

Olciileri secilirken literatiirde siklikla kullanilan 6lgiiler olmalar1 dikkate alinmistir.

1Sy (A B):%'Zn: min (s, (%), 445 (%))

2. svlvz(A,B):—.Zl;(l—\uA(xi)—ﬂB(Xa)\)

(Wang, 1997).

S min (ay (%) 115 (1)

3. Sp(AB)=-L2

D max(u, (%), (%))

i=1

4. Sper(AB)=1-max(|u, (%) 15 (%))

Z\ﬂA (%))
Z‘ﬂA +,UB ‘

(Pappis ve Kacapilidis, 1993).

S. SI13K3(A B) 1-3

6. Sim,i(A,B)zl—Z—ln (‘/UA (Xi)"'"nA(Xi)_”B(Xi)‘)

7. sim?(AB) :1—2—lnzn:((ﬂA(Xi)—,uB (Xi))2 +(14 (%) =175 (% ))2)

i=1

8. S|mmu,t(A,B):izn:((,uA(xi).ﬂB(xi) )+(77A(Xi).773(xi) )/

i=1

e ) 060+ 0 )

(Szmidt, 2014).
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> min (1, (1)1 (%) + min (7, (). ()
> max 1, (1) s (%)) + max (1, (). ()

9. Sei(AB)=

10. ¢y, (AB) :1_%'<max(|'uA(Xi)_#B (% )|) +max(‘77A(Xi)_nB (% )D)

Z‘,UA Hg Xi ‘+‘77A Xi _UB(Xi)‘

Z‘ﬂA +luB ‘ ‘UA +773( )‘

11. Sis (AB)=1

12. SIin(A' B) zl_izzl:max(‘ﬂA(Xi)_ﬂB (Xi )HUA(Xi)_nB (Xi )‘)

13. S2,,(AB)=1-

1—exp(-n)

1- exp(—22(|y X)+77A(X)UB(X)))J

14. S¢ (A B)=1 e (n)

(r-on{ LS (E 4y8<x)+Jm<ana<x>)]J

(Hung ve Yang, 2004, 2007, 2008) ve (Szmidt, 2014).

15. sim’, (A, B) = 1—2i D (1 (%) = 15 (%)| 24 (%) =728 (%))] 7w (%) =75 (%))

16. simE(A,B):l—z—lr]g((yA(xi)—yB(xi))z+(77A(xi)—778(xi))2

Hza (%) =7 (% ))2)
17, sim (AB) =23 (a5t () 1, 0o )+ ()7 ()]

[((ﬂA (% ))2 +(77A (% ))2).((,uB (% ))2 "'(773 (% ))2) +((”B (x, ))2 +(”B (x, ))2 )J;J
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Zm'” (qu ). 5 (X, ))+ min(nA(Xi )15 (%, ))+ min(”A(Xi ). 7y (Xi))

18. S, (A B)= -2

n

Zmax(,uA(x) Hy (X ))+max(77A( )UB(Xi))"'maX(”A(Xi)’”B(Xi))

19. ngz(A,B)zl—%.(maX(luA(Xi)—#s(Xi)|)
+max(\77A(Xi)—f75 (Xi )D+max‘7zA(Xi )_”B (Xi )D

Z|luA(X) ,uB i)|+|77A(Xi)_778(Xi)|+|7TA(Xi)_”B(Xi)|
Z|/“A(X )+ g ( )| |77A +778(X)| |7Z )+”B(Xi)|

20. S3,(AB)=1

21, S (A B) = 1= 3 mx ([, (%)=t () (5) =7 (%) (%)= 7 (%)

22. 8%, (A B)=1- {1 eXp[—— (Jaa (%) B(Xi)\+\77A(Xi)—nB(Xi)\)j
x| fa-exn(-m) |

23. 5%, (AB)= 1 (1 p( ) (NN RN e N AE RN N eS|
o) - )] ) fa-e(n)

(Szmidt, 2014), (Chaira ve Ray, 2008), (Guha ve Chakraborty, 2010), (Bustince ve ark.,
2007).

Bu kisimda yukarida tanitilan goriintiiye uygulanan {i¢ giiriiltii ¢esidinin ¢esitli
seviyelerde uygulanmasi ile elde edilen giiriiltiilii goriintiiler ile orjinal goriintii
arasindaki benzerlik hesaplanacaktir. Bilindigi tizere M xN piksel ihtiva eden A
goriintiisii i¢in, eger L sayida gri seviyesi verilmisse (genelde bu say1 256°dir) g belli
bir pikselin grilik seviyesini gdstermek iizere 0 ve L —1 arasinda deger alir. Buradan A
goriintiisiinii her bir pikselin gri seviyesine bagli olarak bir intuitionistic fuzzy kiime

olarak ifade edebiliriz. i e{1,..,M} ve je{l..,N} olmak iizere
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A:{(gi,juuA(gi,j)’UA(gi,j));gi,j {0, L_l}}

Burada ,uA(giyj) ve nA(gi'j) degerleri sirasi ile (i, j). pikselinin A goriintiisiine belli
bir kural g¢ercevesinde iiye olma ve {liye olmama derecelerini gostermektedir. Bu
tanimlamaya gore £, ven, fonksiyonlarinin goriintiiye belli bir kural ¢ergevesinde iiye
olma ve iliye olmama derecelerini gosteren doniisiimler olarak tanimlandigi aciktir.
Genellikle bir pikselin liye olma derecesi pikselin sahip oldugu parlaklik ile Slgtliir
fuzzy goriintli islemeden daha karmasik olarak intuitionistic fuzzy goriintii isleme
alaninda iiye olmama derecesi de hesaplanir. Literatiirdeki ¢alismalar incelendiginde
iiyelik degerlerini elde etmek i¢in genellikle normallestirilmis yogunlugun kullanildig:

goriilmektedir yani g e{0,..,L—1} gri seviyesinin iiye olma derecesi iizere

g

Ha (g) = = ile hesaplanmaktadir. Diger taraftan {iye olmama derecesini tanimlamak

icin bir¢cok yol kullanilmaktadir. Bu yontemler arasinda en sik kullanilanlarindan birisi

_ 1_qu(g)
1+iyA(g)

Bu ¢alismada kullanilan goriintii 6nce 500x500 boyutunda gri seviye matrisine

A>0 igin 17,(9) = ile tamiml1 Sugeno tipi intuitionistic fuzzy iiretegtir.

dontstiiriilmiis ardindan her {i¢ giiriiltii tipinden 0.1, 0.3 ve 0.7 seviyelerinde
uygulanarak giiriiltii eklenmis goriintiiler elde edilmistir. Goriintiiniin orijinali ve
giiriiltii eklenmis goriintiiler yukarida bahsedilen sekilde intuitionistic fuzzy kiimelere
dontstiiriilmistiir. Sonraki kisimda ise yukarida segilen 23 benzerlik 6l¢iisti kullanilarak
benzerlik dereceleri hesaplanmistir. Bu isi daha gorsel agidan ifade etmek ve kullanim
kolayhig1 saglamak i¢in Matlab® yazilimi kullanilarak grafiksel kullanici arayiizii
(graphical user interface, kisaca GUI) tasarlanmistir. Bu arayiliz sayesinde her iki
goriintiide (orijinal ve giiriiltii eklenmis olan) ayni1 anda goriilebilmekte ve giiriiltiiniin
olusturdugu tahribat daha iyi anlagilmaktadir. Ayrica GUI de eklenen 6zellik ile giiriiltii

tipi ve giiriiltii derecesi kolayca degistirilebilmektedir.
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B Intuitionistic_Fuzzy_Similarity

— Orginal Image — Noise |

— Noise Value&Ty

Panel-

’7 Load Orginal Image

Value

.16 EQ.17 | E Eq.23 |

|0.808081 |0.917431 |0.823237 0842538 |0.508144 | 0.771 0733 0823237 |0.923237 097819 086829 |

Calculate

Sekil 7.4. Tasarlanan grafiksel kullanici araytizii (GUI).

Tuz ve biber, Gauss ve benek giriiltii tipleri i¢in giiriiltii derecesi [0,1]

araligindan segilebilir. Fakat daha anlamli durumlar [0.1, 0.8] araliginda olusmaktadir.

Giiriiltii seviyesi arttikca resimdeki deformasyonda artmaktadir. Giiriiltii ¢esitlerinin ve
giiriiltii seviyelerinin goriintiiler tizerindeki etkileri Sekil 7.5., Sekil 7.6. ve Sekil 7.7. ile

goriiliir.
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Sekil 7.5. Tuz ve biber tipi giiriiltii uygulanmis goriintii a) orijinal b) (G.S.) 0.1, ¢)
(G.S.) 0.3ved) (G.S.)0.7.

Sekil 7.6. Gauss tipi giiriiltii uygulanmis goriintii a) orijinal b) (G.S.) 0.1, ¢) (G.S.) 0.3
ve d) (G.S.) 0.7.
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Sekil 7.7. Benek tipi giirtiltii uygulanmig goriintii a) orijinal b) (G.S.) 0.1, c¢) (G.S.) 0.3
ve d) (G.S.) 0.7.

Secilen giiriiltii ¢esitleri, reel diinya uygulamalarinda karsilagilan giirtiltii
cesitleri oldugundan uygulayacagimiz simiilasyon ger¢ek uygulamalarda da benzer
sonuclar verecektir. Asagidaki tablolarda giiriiltii tipi ve giiriiltii seviyesi belirtilen
goriintiilerin orijinal goriintiiler ile olan benzerlikleri kullanilan benzerlik 6lgiisiine gore

verilmistir. Cizelge 7.1. de fuzzy benzerlik dl¢iilerinin performansi gosterilmistir.
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Cizelge 7.1. Fuzzy benzerlik dlgiileri ile elde edilen benzerlik dereceleri

Giiriiltii Giiriiltii Benzerlik Cesidi
Tipi Seviyesi 1 2 3 4 5

0.1 0.4287 0.6119 05244 0.6119 0.3119

Gauss 0.3 0.3356 0.5165 0.3363 05165 0.4966
0.7 0.2454 05475 0.2102 05475 0.6524

0.1 0.6876 0.5635 0.7626 0.7035 0.4099

Tuz ve Biber 0.3 0.5330 0.5869 0.6989 0.5869 0.3772
0.7 0.3808 0.5115 0.4980 0.4115 0.3350

01 0.3418 0.7504 05013 0.7594 0.3321

Benek 0.3 0.2610 0.6830 0.3727 0.6830 0.4569
0.7 0.2297 0.6517 0.3170 0.6517 0.5185

Diger taraftan Cizelge 7.2. ve Cizelge 7.3., Cizelge 7.4., Cizelge 7.5.
cizelgelerinde sirasi ile iki parametreli ve ii¢ parametreli intuitionistic fuzzy benzerlik

Olciilerinden elde edilen benzerlik degerleri sunulmustur.

Cizelge 7.2. iki parametreli intuitionistic fuzzy benzerlik dlgiileri ile elde edilen
benzerlik dereceleri

P, Benzerlik Cesidi
G‘}rig}t“ Giiriiltii Seviyesi 7 8 9
0.1 0.7070 0.7489 0,7210 0.7666
Gauss 0.3 0.5508 0.5400 0,6050 0.5301
0.7 0.4248 0.3861 0.3546 0.3244
0.1 0.7225 0.7418 0.8097 0.7506
Tuz ve Biber 0.3 0.6215 0.6862 0.7952 0.6996
0.7 0.5200 0.5298 0.7772 0.6204
0.1 0.8129 0.7073 0.7813 0.8117
0.3 0.6976 0.5327 0.6983 0.6841
Benek

0.7 0.5002 0.4536 0.6000 0.5235
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Cizelge 7.3. Iki parametreli intuitionistic fuzzy benzerlik dlgiileri ile elde edilen
benzerlik dereceleri

Giiriiltii o Benzerlik Cesidi
Tipi Giiriiltii Seviyesi
1p1 10 11 12 13 14
0.1 0.0608 0.7363 0.6466 0.6878 0.8272
Gauss 0.3 0.0052 0.6741 0.5517 0.5546 0.7102
0.7 0.0052 0.5213 0.4725 0.4901 0.5733
0.1 0.0528 0.9477 0.9307 0.9090 0.8174
Tuz ve Biber 0.3 0.0052 0.8232 0.7949 0.7323 0.6963
0.7 0.0052 0.6670 0.6589 0.5001 0.4523
0.1 0.0313 0.7770 0.7008 0.8235 0.7339
0.3 0.0052 0.6550 0.6765 0.6320 0.6126
Benek
0.7 0.0052 0.5889 0.5265 0.4904 0.4057

Cizelge 7.4. Ug parametreli intuitionistic fuzzy benzerlik dlgiileri ile elde edilen
benzerlik dereceleri

Giiriiltii T Benzerlik Cesidi
Tipi Giiriiltii Seviyesi 15 16 17 18

0.1 0.8447 0.7357 0.8115 0.8746

Gauss 0.3 0.7485 0.6612 0.6742 0.7489
0.7 0.7357 0.5932 0.5058 0.6109

0.1 0.9233 0.9425 0.9081 0.9713

. 0.3 0.7679 0.8270 0.6359 0.7919

Tuz ve Biber

0.7 0.6140 0.7125 0.5242 0.6300

0.1 0.9506 0.9319 0.8701 0.9594

Benek 0.3 0.7647 0.7740 0.7592 0.8471

0.7 0.5068 0.7138 0.6247 0.6941
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Cizelge 7.5. Ug parametreli intuitionistic fuzzy benzerlik dlgiileri ile elde edilen
benzerlik dereceleri

Giiriiltii Benzerlik Cesidi

Tipi Girriltii Seviyesi 1o 20 21 22 23
0.1 0.8447 0.9447 0.844 0.9676 0.7566
Gauss 0.3 0.7498 0.8085 0.648 0.8301 0.6201
0.7 0.4217 0.5327 0.535 0.5124 0.5844
0.1 0.8730 0.9232 0.923 0.9581 0.8682
] 0.3 0.6801 0.7679 0.767 0.8203 0.7396
Tuz ve Biber

0.7 0.5208 0.6137 0.613 0.5906 0.5004
0.1 0.8007 0.87063 0.8705 0.9487 0.9208
0.3 0.6801 0.7647 0.6064 0.7440 0.8127

Benek
0.7 0.5241 0.50687 0.506 0.5361 0.6915

Bu ¢izelgelerden giiriiltii derecesinin artmasinin benzerlik derecesini azalttigini
anlasilmaktadir. Bunun yaninda, goriintiideki giiriiltii seviyesinin belirsizlik derecesi ile
dogru orantili oldugu ve bu ylizden 6zellikle yiiksek giiriiltiilii seviyeli goriintiilerde ii¢
parametreli benzerlik Olgiilerinin daha etkin oldugu goriilmiistiir. Aymi giirtiltii tipi ve
guriilti seviyesinde, intuitionistic fuzzy benzerlik Olgiilerinin  fuzzy benzerlik
Olciilerinden daha 1iyi tespit yaptig1 ve gilriiltiiye daha dayanikli oldugu anlasilir.
Bununla beraber bazi benzerlik Olgiilerinin (mesela 10. benzerlik Olgiisti) giirtiltii

eklenmis goriintiiler tizerinde performansinin iyi olmadigi gézlemlenmektedir.
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