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OZET

Doktora Tezi

HIiPERBOLIK BiR KISMi DIFERANSIYEL DENKLEMDE KATSAYI
FONKSIYONU iCiN OPTIMAL KONTROL PROBLEMIi

Seda IGRET ARAZ

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Uygulamali Matematik Bilim Dali

Danisman: Prof. Dr. Murat SUBASI

Bu tezde optimal kontrol teorisi goz oniinde bulundurularak, bir hiperbolik problemde
yer alan katsayr fonksiyonunun kontrol edilebilirligine iliskin teorik asamalar ele
almmaktadir. ilk boliimde, hiperbolik denklemler ve optimal kontrol problemleri
hakkinda temel bilgiler verilmektedir. Ikinci bélimde, tezde bahsedilen bazi
matematiksel kavramlarin tanimlarina yer verilmektedir. Sonraki boliimde, ele alinan
hiperbolik problem i¢in genellestirilmis ¢éziimiin varhigi ve tekligi gosterilmektedir.
Ayrica optimal kontrol problemi igin optimal ¢6ziimiin var ve tek oldugu
ispatlanmaktadir. Takip eden boliimlerde, amag¢ fonksiyonelinin gradyeni i¢in gerekli
olan eslenik problem ve ikinci eslenik problem elde edilmektedir. Ayrica optimal
¢oziim i¢in gerek sart verilmektedir. Son olarak optimal ¢oziime yakinsayacak bir

minimallestirici dizinin nasil bulunacagindan bahsedilmektedir.

2017, 80 Sayfa

Anahtar Kelimeler: Optimal kontrol, Hiperbolik problem, Frechet tiirev.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis

OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR THE COEFFICIENT FUNCTION IN A
HYPERBOLIC PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION

Seda IGRET ARAZ

Atatlirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Applied Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Murat SUBASI

In this thesis, considering optimal control theory, theoretical stages related to the
controllability of the coefficient function taken place in a hyperbolic problem has been
dealt with. In the first chapter, it has been given fundamental information about the
optimal control problems and hyperbolic equations. In the second chapter, definitons of
some mathematical concepts mentioned in this thesis have been given. In the next
chapter, existence and uniqueness of the generalized solution for hyperbolic problem
considered has been obtained. However, it has been demonstrated that the optimal
solution for optimal control problem is exist and unique. In the following chapters,
adjoint problem which is necessary for gradient of the cost functional and second
adjoint problem has been acquired. Also, necessary condition for optimal solution has
been presented. Finally, it has been refer from how minimizing sequence converges to

optimal solution is found.

2017, 80 Pages
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SIMGELER DiZIiNi

Her yerde

R? uzayinda verilen bdlge
R? uzayinda verilen bdlge

(0, |) araliginda Olgiilebilir ve mutlak degeri integrallenebilir
fonksiyonlar uzayi

(0, I) araliginda  Olgiilebilir ve karesi integrallenebilir
fonksiyonlar uzayi

Qbolgesinde 6lgiilebilir ve karesi integrallenebilir fonksiyonlar
uzayi

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (0,1)
uzayina ait olan fonksiyonlar uzay1

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (O,l)
uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzay:
Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tirevleri L, (Q)

uzayina ait olan fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzayi

Kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis tiirevleri L, (Q)

uzaymna ait olan ve araligin u¢ noktalarinda sifir degerine sahip

fonksiyonlarin olusturdugu Hilbert uzay1

||Aq || ifadesinden daha hizli sifira giden terim
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1. GIRIS

Ikinci mertebeden kismi diferansiyel denklemlerin &nemli bir tiirii olan hiperbolik
denklemler i¢in, Klasik bir 6rnek olarak dalga denklemleri verilebilir. Bu denklemler,
fen ve miihendislik alanlarinda oldukga ilgi ¢ekici bir konu olup, uygulama alanlari
akigkanlar dinamigi, elektromanyetik, ses dalgalar1 ve farkli tiirdeki cisimlerin titresimi
seklindedir. Dalga denkleminin ¢oziimleri, fiziksel olarak bir ortamdaki elektrik ve
manyetik kuvvetlerin dalgasini, bir ortamdaki ses yayilmasini, katilarda enine ve

boyuna yer degistirme dalgalarin vs. ifade etmektedir.

Dalga denklemi

——C°Au=0 (1.1)

seklinde olup, denklemin tiirii hiperboliktir. Burada ¢ pozitif reel bir sabit olup, t

zaman degiskenini, A ise Laplace operatoriinii temsil eder.
Bir boyutlu
u,—c’u, =0
ve iki boyutlu
U, —¢”(uy, +u,,)=0

dalga denklemlerinin ¢6ziimii olan U fonksiyonuna dalga fonksiyonu denir.

Simdi dalga denklemini tanitalim. Bunun igin | uzunlugunda, enlemesine titresimlere

maruz kalan, esnek ve homojen bir teli veya yay: diisiinelim. Ornek olarak, bir gitar



telini veya bir keman yayini1 gz oniinde bulundurabiliriz. Verilen bir t aninda, telin

durumu Sekil 1.1 deki gibidir.

N\ N
x=0 \/ \_/xzf

Sekil 1.1. Verilen bir t aninda telin durumu

Herhangi bir t aninda ve X konumunda, teldeki denge noktasina gore yer degisimini
U(X,t) fonksiyonu ile ifade edelim. Tel esnek oldugundan, gerilim kuvveti tel boyunca

tegetsel olarak yonlendirilir (Sekil 1.2).

T(x.1)

!
T(x,.1) !
I

|
|
|
|
|
|
|
I
X

Sekil 1.2. Telin ug noktalarindaki gerilim kuvveti

T(x,t) bu gerilim vektoriiniin bliyikligii ve p telin yogunlugu olsun. Tel homojen
oldugu icin, telin yogunlugu sabittir. X, noktasindaki telin egimi U, (X,t)

fonksiyonudur.

Simdi herhangi X=X, ve X=X (X =X,+h) noktalar1 arasinda kalan tel pargasi igin

Newton’un ikinci yasasini kullanalim.

Newton’un ikinci yasasi, bir cismin iizerine uygulanan kuvvet ile cismin kiitlesi ve bu



kuvvetin cisme kazandiracagi ivme arasindaki iligkiyi vermektedir. Diger bir deyisle,
AF cisme uygulanan net kuvvet, m cismin kiitlesi ve a ise cismin ivmesi olmak
uzere,

AF =ma (1.2)

esitligi yazilir.

Hareketi sadece enlemesine kabul ettigimiz igin UZunlamasma(X) olan net kuvvet
AF =T (X, +h,t)cos@(x, +h,t) T (x,,t)cosd(x,,t)=0

olarak yazilip, Sekil 1.2 de verilen liggenden

X

T

Jl+u? .

= 0 (uzunlamasina) (1.3)

oldugu gortiliir.

Hareketin enlemesine oldugu durumda, telin bir parcasinda olusan gerilim igin net

kuvvet

AF =T (X, +h,t)sin@(x, +h,t) =T (x,,t)sin 8(x,,t)

seklindedir. (1.2) formiilii kullanilarak,

AF = p(X%,+h—=xX,)u,



esitligi elde edilir. Burada p(X,+h—X,)=ph telin kiitlesi, u, telin ivmesini ifade

eder. Yukaridaki son iki esitlik birlestirilirse,

T (X, +h,t)sin@(x, +h,t) =T (x,,t)sin(x,,t) = phu, (1.4)

yazilir. (1.4) esitligi h ile boliintip, h — 0 i¢in limit alinirsa,

IimT (X, +h,t)sinO(x, +h,t) =T (x,,t)sin (x,,t) _im 2N

h—0 h h—-0 h

ifadesi elde edilir. Bu esitlik, tiirevin tanimindan

LT (%,0)sin0(x,1)] = ot (19

seklinde diizenlenir.
(1.5) esitligi telin sadece bir pargasi i¢in degil, herhangi bir X noktasinda yazildig:

aX ’ , !

ve Sekil 1.2 de verilen tliggenden faydalanilirsa,

0 u,o |

seklinde yazilir. (1.6) esitligi (XO, Xl) araliginda integrallenirse,



X

Tu 4 :
: | = Ipundx (enlemesine) (1.7)
q’ +U, X
X0

esitligi elde edilir.

Simdi kiiciik hareketleri goz oniinde bulunduralim. Bu durumda, u, egimi de kiiciik

olacagindan «/1+ u? degeri 1 olarak alinabilir. Ciinkii

1+u? :1+1u2—1u4+0(uf)
2

X 8 X

seklinde olan Taylor agilimma gére U, degeri kiiciik iken U’ ve onun daha yiiksek

dereceden olan kuvvetleri daha kii¢iik degerlere sahip olacaktir.

(1.3) denklemi, T geriliminin tel boyunca sabit oldugunu soyler. Bu gerilimin x
konumunun yani sira t zaman degiskeninden de bagimsiz oldugunu kabul edelim. (1.7)

ile verilen esitligin tiirevi alindiginda
(TUX )X = pUy

yazilir. ¢ =T/p denirse bu denklem,
utt - Czuxx =0 (18)

ile ifade edilir.

Uygulamada t>0 olmak iizere dalga denklemlerinin genel ¢o6ziimlerini veya
parametrelere bagli ¢oziimlerini bulmak kadar, t=0 i¢in U ve u, fonksiyonlarmnin

denklemle birlikte 6nceden verilmesi ve bu baslangic verilerini saglayan ¢oziimiin

bulunmasi da énemlidir. Ciinkii ¢ogunlukla uygulamali bilim dallarinin ortaya koydugu



diferansiyel denklemlerle birlikte bazi baslangi¢ ve siir kosullar1 dogal olarak ortaya
cikar.

(1.8) dalga denklemine

u(x,0)=@(x), u(x0)=gp,(x), 0<x<I (1.9)

baslangi¢ sartlar1 eklenirse, dalga denklemi ile birlikte bu probleme baslangic deger
problemi denir. Buna ek olarak, dalga fonksiyonunun tanimli oldugu bdélgenin sinirt

tizerindeki degeri, yani

u(0,t)=0, u(l,t)=0, t=0 (1.10)

sartlarinin verilmesi halinde dalga denklemi ile birlikte bu probleme sinir deger
problemi denir. Sinir sartlarina gore telin uglari sabit oldugundan, telin hizinin sifir
oldugu anlasilir. Dalga denklemi ile birlikte (1.9) baslangi¢ ve (1.10) sinir degerlerinin

onceden verilmesi halinde bu probleme baslangi¢-sinir deger problemi denir.

Dalga denkleminin ¢esitli varyasyonlart mevcuttur.

i. Eger onemli dlgiide hava direnci (r) mevcut ise denkleme u, ile orantili ekstra bir

terim eklenir ve denklem,
u, —c’u +ru =0, r>0 (1.12)
sekline doniisiir.

ii. Eger sarmal bir teldeki gibi enlemesine esnek bir kuvvet varsa, U yer degisimiyle

orantili ekstra bir terim eklenir ve denklem,



u,—c’u, +qu=0, g>0 (1.12)
sekline doniisiir.

iii. Eger disaridan uygulanan bir kuvvet varsa, ekstra bir terim ortaya ¢ikar, bu durumda

da denklem

u, —c’u, = f(xt) (1.13)

sekline doniisiir. Burada denklem, digerlerinden farkli olarak homojen degildir.

Ayni dalga denklemi veya onun bir varyasyonu, esnek bir ¢ubugun titresimi, bir
borudaki ses dalgalar1 ve diiz bir kanaldaki uzun su dalgalar1 gibi bircok dalga

seklindeki olaylar1 da tanimlar.

Hiperbolik problemler

U, =CLu, +(CR+GL)u, +GRu (1.14)

denklemiyle gosterilen bir tasima hattindaki elektrik akimini bulma problemi seklinde

de karsimiza cikabilir.

Burada, C birim uzunluk basma diisen kapasite(siga), G birim uzunluk basina diisen
akint1 direnci, R birim uzunluk basia diisen direng ve L birim uzunluk basina diisen

0z indiiktansdir (Strauss 2008).

Ayrica dalganin yayilisina etki eden ve enerji kaybina neden olan goriinmeyen
kuvvetlerin(siirtiinme, ortamin yogunlugu v.s.) bulunmasi halinde, y ve [ reel sabitler

olmak iizere,



u, +yu, +pu—c’u, =F (1.15)

telgraf denklemi veya bu denklemin daha 6zel bir hali olan

u, +yu —c’u, =F (1.16)

sontimlii dalga denklemi ile karsilagilmaktadir.

Hiperbolik tip denklemler i¢in optimal kontrol problemleri, mekanik sistemlerin
titresimi, cesitli dalga siiregleri ve benzeri siirecler incelendigi zaman ortaya ¢ikar.
Dalga denklemi ile ilgili optimal kontrol problemleri 1970’li yillarda arastirilmaya

baslanmistir.

Optimal kontrol problemleri, bir amag¢ fonksiyoneli i¢cin miimkiin oldugu kadar kiigiik
degeri elde edecek, verilen uygun bir kiimeye ait bir kontrol bulmaya dayanir. Amag
fonksiyoneli se¢iminde problem i¢in uygun bir model tercih edilir. Optimal kontrol,
sistem dinamigini hesaba katar ve genelde baslangic verilerine baghdir. Aday

kontrollerin, sistemi verilen bir zamanda verilen bir konuma yonlendirmesi amaglanir

(Gugat 2015).

Bir optimal kontrol problemi i¢in

v Girdi-¢ikt1 siiregleri olan bir sisteme,
v Kontrol edilen sistemin ¢iktisinin gézlemine,

v" Elde edilecek bir amaca

gereksinim vardir. Burada girdi kontrol degiskeni, ¢iktr sistemin konumu, sistemin

gbzlemi ise konuma bagli bir dontistimii (siklikla lineer bir operatorii) ifade eder.



Literatiirde, hiperbolik denklemler i¢in optimal kontrol problemleri farkli yonleriyle ele
alimmustir. Kontroliin sinirlarda, katsayida ve denklemin sag tarafinda olmasi durumlari

farkli yazarlar tarafindan ¢alisilmistir (Tagiyev 2012; Hasanov 2014).
Bu caligmalardan bazilar1 asagida verilmistir.

Tagiyev (2012), calismasinda

ou_ i[k( )s)l:j+q(x thu=f(xt), (xt)eq

ot 4 ox

lineer hiperbolik denklemi i¢in

J(v) aoﬂuxtv) zoxt‘dxdtﬂzﬂuxTU —z (2 ‘dx
Qr Q

fonksiyonelini  kullanarak Kk (x)=(k (X),k;(x),...k,(X))  olmak iizere,

V= (k (x).q (X,t)) el (0,1)xL,(Q) katsayilarm1  kontrol etme  problemini

incelemistir.

Herty et al. (2014), calismasinda

+ =h(w(x,t),xt), xeR, te(0,T]

w(x,0)=w,(x)
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hiperbolik sistem i¢in

I(W(-T);w(+)) :%I‘W(X,T)—Wd (x)‘2 dx

R

fonksiyonelini kullanarak w, (x)e L, (0,1) kontrol fonksiyonunu arastirmistir.

Kroner (2011), calismasinda

Yo —A(u,y) = f

y(0)=Yo(u), ¥ (0)=y(u)

nonlineer hiperbolik denklemi i¢in
T
J (u, yl) = I J, (y1 (t))dt +J, (yl (T)) +%||u||fJ
0

fonksiyonelini  minimallestirecek U(t)eL,(0,T) fonksiyonunu kontrol etme

problemini incelemistir.

Majewski (2009), calismasinda

—_
x
<
~
Il
it

ya(ay) T EUN )

z2(x,0)=2(0,y)=0, Vx,ye[0,1]

nonlineer hiperbolik denklemi i¢in
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I(z().u()) :J'P F (% y.z(xy).u(xy))xdy, k=012..,
fonksiyonelini kullanarak u(x,y)e L, (Q) fonksiyonunu kontrol etmistir.

Serovajsky (2013), ¢alismasinda

y' —Ay+|y] Y =v, (x1)eQ=0Qx(0,T)
y=0, (X,t)eZ =8Q><(0,T)

y(x,0)=0,y'(x,0)=0, xeQ

hiperbolik denklemi i¢in

I (v):IF(x,t; y[v](x.t),v(xt))dQ

Q

fonksiyonelini kullanarak v(Xx,t)e L, () fonksiyonunu kontrol etme problemini

incelemistir.

Hasanov (2008), ¢alismasinda

c
Il

" (k(x)ux)X +F(xt), (xt)e(0,1)x(0,T)

u(x,0)=u,(x), u(x0)=u(x), xe(0l)

probleminde
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sartlar1 olmak tizere,

fonksiyonellerini minimum yapacak W:={F (x,t); f (t)} e L,(Q)xL,(0,1) fonksiyon

ciftini arastirmistir.

Subasi (2012), calismasinda

U, —a’u, =F(xt), (xt)e(0,1)x(0,T)
u(x,0)=0(x), u(x0)=y(x)

u(0,t)=0, u(l,t)=0

hiperbolik denklemi igin ¢(x)e H"(0,1) kontrol fonksiyonunu

J,(9)= j-‘u, (z,T;0)—vy, (1‘)‘2 dz + i‘um (z,T;0)—y, (:1:)‘2 dz + ai pldx

0

fonksiyonelini kullanarak arastirmistir.

Hasanov (2014), ¢alismasinda

u,=(a(x)u,), +FOOH(D), (x1)ee,
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u(x,0)=u,(x), u (x,0)=u,(x),xe(0,1)

u(0,t)=0, u(lt)=0, te(0,T)
problemi i¢in

J(F):Hu(x,T)—uTHi(OJ) +a”F”Z(o,z)

fonksiyonelini kullanarak F(x)eL,(0,1) fonksiyonunu kontrol etme problemini
incelemistir.

Bu ¢alismalarin ¢ogunda, calisilan uzaym L, (Q) uzayt oldugunu belirtmistik. Bu

uzaya ait fonksiyonlarin siireksiz fonksiyonlar olabilecekleri bilindiginden yukarida

bahsedilen ¢alismalar karsimiza siireksiz kontrolleri de ¢ikarabilecektir.

Bu yiizden bu tez calismasinda siirekli kontrollerle ¢alisabilmek amaciyla kontrol
fonksiyonu H 1(0,1) uzayindan segilmistir. Dolayisiyla bu ¢alisma, yukaridaki

bahsettigimiz ¢aligmalardan kontrol fonksiyonunun arandigi uzay ve bu uzay se¢imi ile

karsimiza ¢ikan islemler bakimindan oldukca farklidir.

H* (0,|) uzayinda zayif ¢oziimlerin aranmasi nedeniyle, bu uzayda elde edilecek olan
zaylf yakinsaklik, Hl(O,l) uzayinin L, (0,|) uzayina kompakt gomiilmesi sayesinde,
L, (0, |) uzayindaki optimal ¢6ziim i¢in istenen gii¢lii yakinsaklig

-0

L,(0,T)

Iiqum(t)—q* (t)

m—oo

saglatmis olacaktir (Rellich-Kondrachov Teoremi).

Tezin ilerleyen boliimlerinde ele alinacak olan asamalar soyledir.
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2. boliimde, bu tezin olusturulmasinda temel teskil edecek olan bir sonraki bdliimlerde

kullanacagimiz teoremler ve lemmalar ile bazi kavramlarin tanimlari verilmistir.

3.1. boliimde hiperbolik problemin genellestirilmis ¢Oziimiiniin varligi ve tekligi

gosterilmistir.

3.2. bolimde optimal kontrol problemi tanitilmig olup optimal ¢éziimiin varligi ve

tekligine ait sonuglar tartigilmigtir.

4. boliimde yapilan ¢aligmalar sonucunda elde edilen bulgular verilmistir.

4.1. bolimde tezin asil katkisi olarak ifade edebilecegimiz, secilen amag
fonksiyonelinin gradyeninin hesabi ve eslenik problemin elde edilebilmesi konulari

incelenmistir.

4.2. boliimde bu amag fonksiyonelinin gradyeninin siirekliligi ispatlanmustir.

4.3. boliimde optimallik i¢in gerek sart verilmistir.

4.4. bolimde minimallestirici dizi kurulmasi adimlar1 ele alinarak niimerik incelemeler

yapilmasina olanak saglanmstir.

5. bolimde ise bu caligmanin 6nemi ortaya konulmus olup, literatiirde yer alan

calismalardan farklilig1 vurgulanmistir.
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2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boliimde, bu calismada ileriki bolimlerde kullanilacak bazi tamim, teorem ve
lemmalara yer verilmistir (Ladyzhenskaya 1985; Lebedev et al.1996; Thomas et al.
2005).

Tammm 2.1 (Fonksiyonel): F CR veya F CC olmak iizere X , F {izerinde bir

vektor uzayi olsun. J : X — F operatoriine fonksiyonel ad1 verilir.

Tamim 2.2 (Siirekli Fonksiyon): X ve Y iki metrik uzay ve f : X —Y bir fonksiyon
olsun. x, € X olmak iizere, V& >0 komgulugu igin f (B(Xo,ﬁ)) C B(f (XO),g) olacak
sekildle >0 sayis1 varsa f fonksiyonuna X, noktasinda siireklidir denir. f

fonksiyonu Vx e X noktasinda siirekli ise f fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir.

Tamm 2.3 (Tiirev): f, (a,b) agik araliginda taniml bir fonksiyon ve X, e(a,b)

olsun. Eger

oy e F(X+h) =1 (%)
f'(%)=1lim :

h—0
limiti varsa, bu limit degerine f fonksiyonunun x,noktasindaki tiirevi denir.

Tammm 2.4 (Déniisiim): X ve Y bos olmayan iki kiime ve f, X kiimesinden Y
kiimesine bir bagint1 olsun. ¥x e X igin (X, y)e f olacak sekilde bir tek yeY varsa

f bagintisina X kiimesinden Y kiimesine bir doniistim denir.

Tamm 2.5 (Operator): X ve Y iki vektor uzayi olsun. X vektor uzayindan Y vektor

uzaymna tanimli her doniisiim operator olarak adlandirilir.
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Tamim 2.6 (Paralelkenar Kural): (X,< >) bir i¢ carpim uzay1 ve ( )ig: ¢arpiminin

indirgedigi norm ise |||| seklinde olsun. O zaman Va,b e X i¢in paralelkenar kurali

ifadesi
Ja+0] +a~b]" =2Jaf +2Jo]
esitligi ile ifade edilir (Soykan 2012). Buradan hareketle

|+l < 2[al] +2|bf

yazilabilir.

Tanim 2.7 (Lineer Operator): X veY , F cismi lizerinde birer lineer uzay olsun.

T:X —>Y operatori, her a, e F Ve X,y € X igin

T (ax+py)=aT (x)+ BT (y)
sartin1 sagliyorsa bu doniistime lineer operator denir.

Tamm 2.8 (Leibniz integral Kurah): F(xt), %F(X,t) var ve siirekli olan bir

fonksiyon olsun. O zaman

d ("7 " a d
E[ I)F(x,t)dx}— )aF(x,t)dx+ab(t)F(b(t),t)—aa(t)F(a(t),t)

a(t a(t

—

seklindedir.
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Tamm 2.9 (Yakinsakhk): (X,d) bir metrik uzay ve (Xn) , X kiimesinde bir dizi
olsun. limd(x,,x)=0 olacak sekilde bir xe X varsa (x,) dizisine X kiimesinde

nN—oo

yakinsak ve X elemanina da dizinin limiti denir.

Tamm 2.10 (Cauchy Dizisi): X =(X,d) bir metrik uzay ve {x,} bu uzayda bir dizi

olsun. Her ¢ >0 igin m,n>n, oldugunda,

m?“n

d(x,,%,)<e
olacak sekilde bir N, =N, (8) say1sl varsa, {Xn} dizisine Cauchy dizisi denir.

Tanmm 2.11 (Tam Metrik Uzay): X :(X,d) bir metrik uzay olsun. X kiimesindeki

her {Xn} Cauchy dizisi yakinsak ise yani X, — X e X ise, (X,d) metrik uzayina tam

metrik uzay denir.

Tammm 2.12 (Normlu Uzay): X bir F cismi tizerinde bir vektér uzayi olsun.

VX, y e XveVa € F olmak tlizere |||| X — R doniistimii igin

i [X[=0, |x|=0ex=0
i, [lax|=la|[x]

i eyl + v

ozellikleri saglaniyorsa bu doniisim X iizerinde norm adini alir ve bu (X,||||) ikilisine

normlu vektor uzayi denir.
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Tamm 2.13 (Prekompakthik): (X,d) bir metrik uzay olsun. F < X kiimesinin

kapanis1 kompakt ise F kiimesine prekompakttir denir.

Tammm 2.14 (Banach Uzay): X:(X||||) normlu lineer uzay olsun. X uzay

d (X, y) = ||X - y|| metrigine gore tam uzay ise bu uzaya Banach uzay1 denir.

Tanim 2.15 (Hilbert Uzayr): H bir i¢ ¢arpim uzayi ve |||| i¢ ¢arpim normu olsun.

d(x,y)=|x-Yy|=+{x-y,x—Yy) olarak tamimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur. Bu

i¢ carpim uzayl i¢ ¢arpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gore tam ise, X

uzayina Hilbert uzayi denir.
Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

Tamim 2.16 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzayi olsun. Her £ >0 ve

x| <1, |ly]|<1 ve |[x—y|> ¢ sartlarm saglayan her X,y € X igin

1
§||x+ y|<1-6(¢)

olacak sekilde 5(8) >0 sayis1 varsa, X uzayina diizgiin konveks uzay denir (Aksoy
and Khamsi 1990).

X+

Bu tanim X, Yy € B, :{Xe X ||X|| Sl} ve ||X— y|| > ¢ >0 i¢in y orta noktasinin S,

den bir 6 uzakliginda ve By kapali birim yuvar iginde oldugunu ifade eder.

Ornek 2.17: Her H Hilbert uzay! diizgiin konvekstir. Gergekten her X,y € H igin

paralelkenar kuralindan
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[y =2(x* +yl" )=l yI°

seklinde yazilir. X # Yy olmak tizere X,y € B, = {X e X ||X|| Sl} ve ||X— y|| 2 ¢ oldugunu

kabul edelim. Boylece

Ix+ y||2 <4-g°
olur. Sayet, 5(&)=1-+v1-¢"14 scgilirse
1
§||x+ y|<1-6(e)

oldugu goriilir. O halde, H diizgiin konveks bir uzaydir.

Tanmm 2.18 (Siirekli Gomiilme): X ve Y iki normlu uzay olsun. Eger X uzayi, Y
uzaymin alt uzay1 ve V X € X igin IX=X ile tanimlanan | : X —Y operat6rii siirekli ise
X normlu uzayr Y normlu uzayina siirekli gomiilir denir ve bu durum X —Y ile

gosterilir.

Tamim 2.19 (Kompakt Gomiilme): X ve Y Banach uzay ve X uzayi, Y uzaymnin alt

uzayi olsun. Bu uzaylar igin

i. 3C sabiti i¢in, X € X olmak iizere ||X||Y < C||X||X ise,

ii. X uzaymndaki her sinirh dizi, Y uzayinda prekompakt ise

X uzayr Y uzayma kompakt gomiiliir denir ve bu durum X ccY ile gosterilir
(Evans 1998).
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Tamm 220 (Kapah Kiime): (X,| [) bir normlu uzay ve AcX olsun. A

kiimesindeki biitiin yakinsak dizilerin limit noktalar1 A kiimesinde ise A kiimesine X

uzayinda kapali kiime denir.

Tanim 2.21 (Kompakt Kiime): (X,| ||) bir normlu uzay ve Ac X olsun. A igindeki

her dizinin A kiimesinde bir limit noktasi varsa A kiimesine X uzayinda kompakt

kiime denir.
Tanim 2.22 (Yogun Kiime): A ve B, X metrik uzayimin iki alt kiimesi olsun. Eger

B — A oluyorsa A kiimesine B kiimesinde yogundur denir. Eger B=A ise 0 zaman

A kiimesine B kiimesinde her yerde yogundur denir.

Tanmm 2.23 (Konveks Kiime): X C R" herhangi bir kiime olsun. Eger her 1 € [0,1] ve

her x,,X, € X igin
A% +(1-2)%, X
sart1 saglantyorsa X kiimesine konveks kiime ad1 verilir.

Tamim 2.24 (Asagidan Yan Siireklilik): f : X — R bir fonksiyon olsun. x, € X ve

her X, — X, dizisi igin

liminf f(x,)> f ()

N—o0

ise f fonksiyonuna X, noktasinda asagidan yar1 siirekli fonksiyon denir.
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Tamm 2.25 (Lipschitz Siireklilik): X =(X,d), bir metrik uzay1 ve f:X — R bir

fonksiyon olsun. Eger VX,y € X igin

[F ()= f(y)<Ld(xy)

olacak sekilde L>0 sabiti varsa f fonksiyonu X kiimesinde Lipschitz siireklidir

denir. Bu esitsizligi saglayan en kii¢iik L sayisina da Lipschitz sabiti denir.

Tammm 2.26 (Gradyen - Frechet Tiirevi): Q kiimesinde tanimlanan J(q)

fonksiyoneli i¢in,

A3(9)=3(a+A)~3 (a)=(3'(a). Aa), +ofjaal?)

sart1 saglanirsa bu fonksiyonele 0 €Q elemaninda Frechet anlaminda diferensiyellenen

fonksiyonel, J'(q) elemanina ise J(q) fonksiyonelinin gradyeni veya Frechet tiirevi

denir.

Teorem 2.1 Q, B— Banach uzayinin konveks alt kiimesi, J(q) fonksiyoneli bu

kiimede birinci mertebeden stirekli tiirevlenebilir fonksiyonel ve

Q*={qu:J(q):J*=Ing(q)} kimesi  J(q) fonksiyonelinin  minimum

noktalarinin kiimesi olsun. Bu takdirde her@. € Q. ve her qeQ ig:in<J "(a.),9 —q*>B >0

sart1 saglanir (Vasilyev 1981).

Lemma 2.2 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi): (X< >), bir i¢ carpim uzayr olsun.

X,y € X i¢gin

(O vl < [
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X|| =, KX, X> olarak tanimlanmaktadir.

esitsizligi gecerlidir. Burada norm,
Lemma 2.3 (¢ -Cauchy Esitsizligi): Keyfi a,b sayilar1 ve herhangi £ >0 i¢in
jab] < ZJaff + - [bf
2 2¢

esitsizligi gecerlidir.

Tamm 2.27 (Kuvvetli Yakinsakhk): H Hilbert uzay ve (Xn) de H Hilbert uzayinda

bir dizi olsun. Eger

lim||x, - x|, =0

n—owo

olacak sekilde bir X € X varsa, (Xn) dizisi Xe H elemanmna kuvvetli yakinsiyor denir

ve bu durum x,——>x ile gosterilir. Buradaki Xe€ X elemanima, (X,) dizisinin

kuvvetli limiti ad1 verilir.

Tanim 2.28 (Zayif Yakinsakhk): (Xn) , H Hilbert uzayinda bir dizi olsun. Eger her
yeH i¢in

lim(x,,y), =(xy),

ise (X,) dizisi xeH elemanina zayif yakinstyor denir ve bu durum x,—>Xx ile

gosterilir. Burada X € H elemanina (Xn) dizisinin zayif limiti denir.
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Tanim 2.29 (Zayif Siireklilik): X ve Y Banach uzay1 ve f :X —Y bir doniisim
olsun. Eger X, € X noktasina zayif yakinsayan (X, )€ X dizisi icin f(x,) dizisi f (X))

elemanina zayif yakinsiyorsa f doniisimii X, noktasinda zayif siireklidir denir.

Tanim 2.30 (Asagidan Zayif Yan Siireklilik): A, X Banach uzaymin bir alt kiimesi

ve f:A— R bir fonksiyon olsun. X, € A elemanina zayif yakinsayan her (X,)e A

dizisi i¢in

liminf f(x,)> f (X))

n—o0

sart1 saglantyorsa f fonksiyonu X, noktasinda asagidan zayif yari siireklidir denir.

Tamm 2.31: L,(0,1),
|
[I#] dx<oo
0

sartin1 saglayan tim f: 0,1 — R &lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesidir. Bu uzayda i¢

¢arpim ve norm s1ra51y1a

<f’g>|_2(o,|) :I f (X)g(x)dX,

0
” f ”LZ(O,I) - <f’ f>L2(O,I)

seklinde tanimlanir.

L, (0, | ) uzay1 yukarida tanimlanan i¢ ¢arpim ile bir Hilbert uzayidir.
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Ornek 2.32: f(X)z(X—C)ﬁﬁ fonksiyonlarmin denklik smifi xe | =(c,1) icin ,B<%

oldugunda L, (l) uzayinin elemani olur.

Tamm 2.33: L, (Q),

[[If[dQ<e
Q

sartin1 saglayan tim f:Q— R &lciilebilir fonksiyonlarin uzayidir. Bu uzayda i¢

¢carpim ve norm 51ra31y1a

<f’g>L2(Q): If(x,t)g(x,t)dxdt,

||f||L2(Q) = <f' f>LQ(Q)

ile tanimlanir.

L, (Q) uzay1 yukarida tanimlanan i¢ ¢carpim ile bir Hilbert uzayidir.

Tanim 2.34: H* (0, | ) , Hilbert uzay1 olup kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis

tirevleri L, (0, |) uzayna ait olan fonksiyonlarin uzayidir.

Bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla

(8~ 1900+ 20 B0 o

” f ”Hl(o,l) = <f’ f>H1(o,|)
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seklinde tanimlanir.

Tamm 2.35: H l(Q) Hilbert uzay1 olup, kendisi ve birinci mertebeden genellestirilmis

kismi tiirevleri L, (Q) uzayina ait olan fonksiyonlarin uzayidir. Bu uzayda i¢ carpim ve

norm sirasiyla

(£, :g[f (xt)g(xt)+ (ai’t).agf;’t)ﬁf g't)-ag(a)t(’t)jdxdt,

” f ||H1(Q) - < f,f >H1(Q)

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.36: D < R" bir bolge olsun. Eger Ve >0 verildiginde |Z|< o sartini saglayan

tim Zz ler i¢in 1< p<oo iken || f(x+2)-f (X)|| < ¢ olacak sekilde bir o >0 sayisi

L, (D)

varsa, f(x) fonksiyonuna L, normu anlaminda siireklidir denir.

Lemma 2.4 (Cauchy — Bunyakovski Esitsizligi): f,gelL, (Q) elemanlari i¢in,

< ( jgj f dedt]yz [ ij gzdxdtjllz

j j fgdxdt

Q

esitsizligi gecerlidir.

Teorem 2.5 (L° uzaylari i¢cin gdmme teoremi): mes(Q)= IldQ <o vel<p<g<o
Q

olsun. Eger f € L,(Q) ise 0 zaman f €L, (Q) olur ve

11
[l = (mes(@))> <[],
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yazilir. Bu yiizden
L (Q) - L, (@)

oldugu goriiliir. Eger f €L, (Q) ise 0 zaman
!)'_TO” f ||Lp(Q) =|f ||LW(Q)

yazilir. Sonug olarak, eger 1< p<oo igin f el (Q) ise ve her pigin

[l 0 <
olacak sekilde bir K sabiti varsa, o halde

fel,(Q)
olup

[l o <K

esitsizligi yazilir.

Teorem 2.6 (Rellich-Kondrachov Teoremi): Q, R"de bir bolge olsun ve Q,, Q
bolgesinin bir alt bolgesi olsun. y (Q) , WP (Q) bolgesinin gdmiilmeleri i¢in miimkiin
hedef uzaylarindan herhangi biri olsun, yani 1<k<n, Q°, R" de bir k boyutlu

diizleme sahip Q nin kesisimi olmak {izere, ;((Q) , CEJ; (Q),Cj’/1 (ﬁ),Lq (Qk) veya

AR (Qk ) formunda bir uzaydir.

iQ(J :u—>u‘QO sinirlt  lineer operatorii ;((Q) den 7(Q,) e smirl oldugu igin

(@]

|:8.S|lnda HI u; X H
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W™ (Q) > £(Q) 1)
formundaki bir gomiilme

W () - 7(0) @

gomiilmesi bu kisitla olusturulabilir ve (2), (1) siirekli gomiilmeye sahiptir (Adams
1975).
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu bdliimde tezde incelenecek olan hiperbolik problemin genellestirilmis ¢oziimiinden

bahsedilerek, optimal ¢oziime ait gerekli asamalar verilecektir.

3.1. Hiperbolik Problem i¢in Genellestirilmis Coziim

Hiperbolik problemin genellestirilmis ¢dziimiinii vermeden 6nce, bu problemi ve

problemde yer alan notasyonlari tanitalim.

Q:=(0,1)x(0,T) bolgesinde tanimli

U, —U, +0(X)u=0, (x,t)eQ (3.1.1)
u(x,0)=¢,(x), u(x,0)=p,(x),xe(0,I) (3.1.2)
u(0,t)=0, u(l,t)=0, te(0,T) (3.1.3)

hiperbolik baslangi¢-sinir deger problemini géz oniine alalim.

(3.1.1) denklemi, homojen malzemeden yapilmis, uglari kenetlenmis | uzunlugundaki

bir telin titresim siirecini tanimlar. Hiperbolik denklemde yer alan u(x,t) fonksiyonu

(3.1.1) denkleminin ¢6ziimii olup, telin t aninda ve X noktasindaki yer degistirmesini

ifade eder. Denklemdeki q(x) fonksiyonu kontrol fonksiyonudur ve q(x)u terimi tele

etki eden enlemesine esnek kuvvet anlamina gelir.
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@,(x) fonksiyonu sistemin baslangic konumunu ve ¢,(x) fonksiyonu sistemin
baslangic hizini ifade eder. Ayrica u(0,t) ve u(l,t) fonksiyonlar1 da telin ug

noktalardaki konumlaridir (Tikhonov and Samarskii 1963).

q(x) kontrol fonksiyonunu H*(0,1) uzayimn kapali, sinirli ve konveks alt kiimesi olan

Q::{q(x):q(x)eHl(O,l), 0<g,<q(x)<q,,0<q,< i §q4,9 XE(O,|)}(3.1.4)
kiimesinden secelim.

Kontrol fonksiyonu H' (0, I) uzayindan se¢ilip, bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla

' g, &
(O 9 yson = | {qlqz x qz}d
0

ve

ol Hq [a Hd}

seklinde tanimlanmaistir.

Tezde siklikla karsilagilacak olan

J, (9)= .[[ (x,T;q)— ] )] dx+alla-r|}, o) (3.1.5)

0
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fonksiyoneli amag¢ fonksiyoneli olarak adlandirilir. Bu fonksiyonelde yer alan

u(x,T;q) fonksiyonu (3.1.1)-(3.1.3) probleminin qeQ elemanmna karsihk gelen
¢oziimii ve y(x)eL,(0,1) fonksiyonu ise t=T aninda ¢Oziimiin yakin olmasi

istenilen hedef fonksiyonudur.

Amag fonksiyonelindeki o >0 sayisi regiilerlestirme parametresi olup, niimerik

incelemeler yapilirken tek ¢oziim elde etmede Onemli bir rol oynar. Ayrica

05||q—|’||2H1 o terimi, minimallestirme siirecinde ¢ok biiyiik kontrollerden kagimmak

u(xT)-y(x)

kullanilir. Amag fonksiyonelinde yer alan r (X) fonksiyonu ise baslangi¢ tahmini olarak

2
H1(0,1)

amaciyla, ve a||q—r|| normlar1 arasinda denge kurmada

L,(0.)

tanimlanir.

Boylece ele alinan optimal kontrol problemi i¢in ¢=0 secilmesi durumunda
karsilagilacak olan kararsizlik durumu, yeterince kiiciik « degerleri kullanilarak

secilecek olan (3.1.5) fonksiyonelinin kullanilmasi ile ortadan kaldirilabilecektir.
Benzer regiilerlestirme terimini iceren fonksiyonellerin minimallestirilmesi daha once

incelenmigtir (Subas1 2002, 2004).

(3.1.1)-(3.1.5) optimal kontrol problemi, final aninda u(x,T;q) fonksiyonunun y(x)

hedef fonksiyonuna yeteri kadar yakin olmasimi saglayacak q(x) fonksiyonunu yani

tele uygulanacak enlemesine esnek kuvveti kontrol etme problemidir, matematiksel

anlamda

J.=infJ_ (q)=J,(a.) (3.1.6)

esitligini saglayan ( (X) fonksiyonunu arastirma problemidir.
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Daha 6zel olarak Q kiimesinden segilen ¢. kontroliiniin (3.1.6) esitligini saglayacak en

uygun ¢6ziim oldugunu gostermek igin gerekli sartlarin saglandigimni ispatlamak bu

calismanin asil hedefi olacaktir.

(3.1.1)-(3.1.6) problemi hakkinda bilgi verdikten sonra, simdi (3.1.1) denklemi ile

verilen

Uy —Ug +0(Xx)u=0

esitliginin Q bolgesinin her noktasinda saglanmasi igin (3.1.1)-(3.1.3) probleminin

genellestirilmis ¢ozlimiinii arastiralim.

Bunun i¢in esitligin her iki tarafi, sartlar1 daha sonra belirlenecek olan 7 :n(x,t)

fonksiyonu ile ¢arpilarak Q bolgesinde integrallenirse

O ey, —

|
j(un —u,, +q(x)u)ndxdt =0
0

esitligi elde edilir. Bu esitlikteki her bir terim i¢in kismi integrasyon uygulanirsa,

O ey

.I[ u,77dxdt =j[ j u, 77dtdx
0 00

| I T
:Jutn‘g dx—”utmdtdx
0 00
| | 1T
=_[ut(x,T)n(x,T)dx—ful(x,O)n(x,O)dx—”utmdtdx
0 0 00

oldugu goriilir. Burada baslangi¢ sartlarindan u,(x,0)= ¢, (x) oldugunu biliyoruz.

Ayrica ileride kullanilacak yukaridaki esitlikte 7(x,T)=0 kabulii ile birlikte

yukaridaki esitlik



32

H Ugr7dxdt =— Jcoz 1(x,0)dx— j jutrytdtdx
00

sekline doniisiir. Benzer sekilde ikinci terim i¢in de kismi integrasyon uygulanirsa,

O ey

j[uxxndxdt :] u.n|, dt— Huxnxdxdt
0 00

T T T
=[u, (1 t)dt—[u, (0,t)7(0,t)dt— [ [uy,dxdt
0 0 00

bigiminde yazilir. Burada 7(0,t)=7(1,t)=0 kabuliinii de g6z oniine alirsak son esitlik
T1 T
J j u,, ;7dxdt =—”uxnxdxdt
00 00
seklinde yeniden yazilir. Bu ifadeler birlestirilirse,
T1 I
”(—utnt +U,77, +q(X)ury ) dxdt :J-qoz (x)77(x,0)dx (3.1.7)
00 0

esitligi elde edilir. Bu esitlik (3.1.1)-(3.1.3) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii veya

zayif ¢6ziimii olarak adlandirilir.
(3.1.1)-(3.1.3) probleminin genellestirilmis ¢6ziimii denildigi zaman,

77(X,T)=0, n(0,t)=0, n(1,t)=0 (3.1.8)

kabulleri ile birlikte, her 7eH*(Q) fonksiyonu i¢in (3.1.7) esitligini saglayan

ueH'(Q) fonksiyonunu bulma islemi anlasilmalidir. Ayrica bu ¢oziim

o (x)eHY(01), ¢, (x)eL,(0]) (3.1.9)
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sartlar1 altinda mevcuttur.

(3.1.1)-(3.1.3) probleminin (3.1.7) anlaminda bir ¢6ziimi vardir ve bu ¢6ziim igin

asagidaki teorem gegerlidir.

Teorem 3.1.1: (3.1.9) sartinin saglandigin1 kabul edelim. Bu durumda her bir q(x) eQ

fonksiyonu i¢in (3.1.1)-(3.1.3) baslangi¢ sinir deger probleminin bir tek genellestirilmis

¢Oziimii vardir ve bu ¢ozlim igin

[l < ol el o) (3110

veya bu esitsizlige denk olarak,

ol < (3.1.11)
kestirimi gegerlidir.

Ispat: (3.1.1) denkleminin her iki tarafi U, fonksiyonu ile ¢arpilip (0,1) araliginda

integrallenirse,

_[[un —U, +q(x)uJudx=0

0
seklinde yazilir. Burada, integralde yer alan ikinci terim yerine yazilacak olan

(u,), U =(uu,) —uu, (3.1.12)

0zdesliginden yararlanilirsa, yukaridaki esitligin
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|
.[ (U, +u,u, + )uut)dx=_[(uxut ), dx
0

biciminde oldugu goriiliir. Ayrica,

Ug U, +U, U, +0(X)uu, :E[(ut)z +(Ux)2 +q(x)(u)2}

(3.1.13)

olarak yazilir.

(3.1.3) sinir sartlarindan U, (0,t) =u, (1,t) =0 olacagindan, son esitlik

gg{jw+<ux>2+q<x>u2}dx}=o

sekline doniisiir. Bu esitligin her iki tarafi (0, t) araliginda integrallenirse,

N |~
I\JII—‘

IH(ut(x,t))z+(ux(x,t))2+q(x)(u( } j;[ (x.0)) ((x,O))2+q(x)(u(x,O))2}dx (3.1.14)
oldugu goriiliir.

Simdi,

E(t)= %I[(Ut (x,t))2 +(u, (x,t))2 +q(x)(u (x,t))z}dx
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fonksiyonunu tanimlayalim. Buradan, u(x,t) fonksiyonunun (0,1) araligindaki enerji

normunu ifade eden J (t) integrali

30 JED |2 (0 (0 + (0. 60 raoxJo | w119

seklindedir. t >0 degiskenine bagli bu norm,

Jull. :={§i[(ut<x,t>)z+(u (x 1)) +a(x)(u (Xt))qu}“, t>0

0

olarak gosterilir (Hasanov 2010).

Boylece, enerji normunun ifadesinden (3.1.14) esitligi,
J2(t)=3%(0), te[0,T] (3.1.16)

olarak yeniden yazilabilir.

Burada,

Iﬂ (%,0)) +(u x(x’o))z+Q(X)(U(x,0))z}dx} (3.1.17)

J({

N~

seklindedir.

Simdi teoremin ispatina devam etmek i¢in isimize yarayacak bir lemma verelim.

Lemma 3.1.2: (3.1.1) - (3.1.3) problemleri i¢in (3.1.9) sart1 saglaniyorsa,

% (220, <[0T @110
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<23 (1), te[0,T] (3.1.19)

u,

L(0,)

<J23(t), te[0,T] (3.1.20)

o,

L(0,))

esitsizlikleri dogrudur.

Ispat:
|

01
!). xt]dx=£wq(x) )dx

yazilip, bu esitlikte paydada yer alan q(x) fonksiyonu g, ile kigiiltiiliip esitligin sag

tarafi biiytiltiiliirse ve enerji normunun tanimi kullanilirsa

![U(X,t)]z dx < qiliq(x)(u(x,t))z dx
< qlli[(ut (xt)) +(u, (x1)) +q(x)(u(x,t))z}dx

2
<ZE(t
il

s\/%J (1)

(3.1.18) esitsizligi elde edilmis olur. Benzer sekilde

.:[[ Xt]dX<J.[( ) ( ))2+q(x)(u(x,t))1dx

=2E(t)

seklinde yazilirsa ve enerji normunun tanimindan faydalanilirsa
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Jud o <323(1), te[0T]

(3.1.19) esitsizligi ispatlanmis olur.
Ayrica

dx <_[[ (x,t))2 +(u, (x,t))2 +q(x)(u(x,t))2}dx

0

=2E(t)

o!—.—

yazilir Ve enerji normunun tanimindan

July o) <V23 (1), te[0T]

til, (o,

(3.1.20) esitsizligi gosterilmis olur.

Simdi teoremin ispatina devam edelim. (3.1.17) esitliginde q(x) fonksiyonu

biiyiiltiiliirse,

1

J(0)< —Z[i.[ut (x, O)]2 dx +I[uX (X, O)]2 dx + qzi[u (x, 0)]2 dxj (3.1.21)

esitsizligi yazilir. ¢, = max{1,q, } olmak iizere,

IN

J(0) & j[[ut (x,O)]2 dx+lj[ux(x,0)}2 dXJrj[u(x,O)]2 dx )
2 0 0 0

%
J% o,

Z2
2

(3.1.22)

2

1/2
Lz(ovl))

+||u (X, O)

+||u (x,0

L(0.1) L(0.1)

ifadesi,
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ux(x,O)

+Hu (x,0)

L,(0,)

3(0) \E(Hu x,0)

seklinde yazilabilir.

). (O’I)) (3.1.23)

Moo

(3.1.18) esitsizligi ve (3.1.23) ifadesinden faydalanilirsa,

2
L2(0| (

esitsizligi elde edilir.

Ju(-t

+”u (x.0)[

2
L) ux(x,0)||L2(0’|)) (3.1.24)

(3.1.19) esitsizligi ve (3.1.23) ifadesinden faydalanilirsa,

u, (1)

on < (Ju.(x.0)

+[u, (x,0)

+Hu X,0)

). (m)), te[0T]

L20I) L, (o)1)

oldugu goriiliir ve paralelkenar kuralindan

2

L () =3¢, (‘ !

+u( on .>) (3.1.25)

u(-t)

u, (x.0)];

2
Neion *

L(0,1)
biciminde yazilir.

(3.1.20) esitsizligi ve (3.1.23) ifadesinden faydalanilirsa,

Ju ()

on <G Ju(

LZ(O,I)), te[0T]

ux(x,O)

+Hu (x,0

0.l)

L(0,)

seklinde yazilir ve paralelkenar kurali uygulanirsa

2
O o s3c2( (

Ju (- U ) (3126)

u, (%0,

2
Moo *

bulunur.
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(3.1.24), (3.1.25) ve (3.1.26) ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

Loy I

Ju
£c3(||u x,0)[

+||u xt)

NES)

L,(01)

u(x,0)

(3.1.27)

LZ(OI))

+||u (X, 0)

L,(0,))

z(O')

| .
,—= ¢ seklindedir.

esitsizligi yazilir. Burada C; = max {302
1

Diger taraftan, (3.1.27) esitsizliginin sag tarafinda yer alan her bir terimin yerine, (3.1.2)
baslangi¢ sartlarindan hareketle,

Ju(O)I; o0, =Ml o1

HU x,0 H |¢2 L(0.)
ve

U, (X’O)Hi(m) =l iz(o,l)

ifadeleri yazilirsa, (3.1.27) esitsizligi

2 '
HU("t) Hion) = Cs (||<”1”i2(o,|) +||¢2”i2(0,|) + i(o,u))
seklinde yeniden diizenlenir. Bu esitsizlik
2
a0y < (I el o))

olarak yazilir ve (0,T)arahiginda integrallenirse
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2
ooy <Gl

2
L, (0,1)

Ju(-1)

|2-|1(0,|) +||¢2 )' C, =CT (3.1.28)

kestirimi bulunur.

Sag taraftaki normlar bilinen degerler oldugundan, (3.1.28) esitsizligi

Jut:t)

<c, (3.1.29)

2
HY(Q)
seklinde yazilabilir. Burada c, =c, denirse, Teorem 3.1.1 ispatlanmus olur.

Simdi zayif ¢oziimiin tekligini gosterelim. Bunun i¢in, dncelikle bu problemin u, ve u,

gibi iki zay1f ¢6ziimiiniin oldugunu kabul edelim. Bdylece

(1), (1), +a(x)u, =0, (xt)eQ
1,(%,0) =0, (x), (w),(x0)=0,(x), xe(0)
(1)(0.)=0, (1)(11)=0, te(0T]
ve
(1), (1), + (), =0, (xt)e
1(%0) =@ (x), (1,),(%0)=0,(x), xe(0)

(u,)(0,t)=0, (u,)(l,t)=0, te(0,T]
problemleri elde edilir. Buradan s =u, —u, farki i¢in

S¢ —Sx +0A(X)s=0, (x,t)eQ

s(x,0)=0, s,(x,0)=0, xe(0,I)
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s(0,t)=0, s(I,t)=0, te(0,T)

problemi yazilir. (3.1.10) esitsizliginin ispatina benzer islemler kullanilarak bu

problemin (3.1.7) anlamindaki ¢6zimii igin
2
||S||H1(Q) <0

esitsizligi elde edilir ve buradan s =0 oldugundan zayif ¢oziim tektir (Ladyzhenskaya
1985).

Simdi ileriki boliimlerde kullanacagimiz bazi kestirimleri degerlendirelim.

Oncelikle (3.1.1)-(3.1.3) problemi icin fark problemini olusturalim. Bunun igin q
elemanina §q artim1 verelim ve q+d8q elemanmna karsiik gelen hiperbolik

probleminin ¢oziimiinii u, (x,t)=u(x,t;q+45q) ile gosterelim. O halde

(us), —(us), +(a+8q)u; =0, (x,t)eQ
Us (X,0) =1 (x), (us), (x.0)=p,(x), xe(0,I)

(us)(0,t)=0, (u,)(l,t)=0, te(0,T)

problemi yazilir.

su(xt)=u(xt;q+5q)—u(xt;q) olmak tizere yukaridaki problem (3.1.1)-(3.1.3)

probleminden ¢ikarilirsa,

Suy —Su, +(q+69)Su+8qu=0, (x,t)eQ (3.1.30)

Su(x,0)=0, 6u,(x,0)=0, xe(0,l) (3.1.31)



42

6u(0,t)=0, su(l,t)=0, te(0,T) (3.1.32)

fark problemi elde edilir.

Bu fark probleminin ¢dziimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in asagida bir teorem verelim.

Teorem 3.1.3: su(x,t), (3.1.30)-(3.1.32) probleminin ¢6ziimii olsun. O zaman bu

fonksiyon ig¢in,

Jou .1

2
Lo G680l 0 (3.1.33)

kestirimi gegerlidir.

Ispat: (3.1.30) denkleminin her iki tarafidu, fonksiyonu ile carpilip, (0,1) araliginda

integrallenirse,

|
j[éun — 38U, +(0q+59)Su+5qu |oudx =0

0

esitligi yazilir. Burada integralde yer alan ikinci terim yerine
8u,6u, =(8u,8u,) —6ubu, (3.1.34)

0zdesliginden yararlanilirsa, yukaridaki esitlik

| |
j(5un5ut +6U,8U,, +(q+59) Sudu, +5qusu, )dx = _|‘(5uX5ut ), dx
0

0

seklinde yeniden yazilir. Ayrica,
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8u, U, +6u,Su,, +(q+5q)Sudu, = %[(cmt ) +(8u,) +(q+ 5q)(5u)2}
t

oldugu da kullanilarak,

1ld

2t {j[(&u ) +(6u,)" +(q +5Q)(5u)2]dx} = —_I(‘)'ﬁquﬁuthJr(5uX5ut ) :'O

(3.1.35)

esitligi elde edilir.

Fark probleminden, 6u(0,t)=6u(l,t)=0 oldugundan 6u,(0,t)=5u,(l,t)=0 seklinde

bulunup, bu esitligin her iki tarafi (0,t) araliginda integrallenirse,

%f[(ﬁwt))z+<5ux<x.t>>2+(q+aq)<5u<x.t>ﬂdx
) N (3.1.36)
%![ (X,O))2+(q+5q)(5u(x 0)) }dx MMU&udth

oldugu goriiliir. Fark probleminden, Su,(x,0)=0,6u,(x,0)=0,5u(x,0)=0 oldugu

bilindiginden,
%@ | (Su (x.0)) +(0u, ()" + (a + 59)(Su (x.1)) |ae= f I squa,drc
ifadesi elde edilir. Simdi,
SE(1) :=%.:|;[(5ut (x0))" +(8u, (%))’ +(a+6a) (Bu(x,0)* |ax

fonksiyonunu tammlayalim. §J (t) integrali, su(x,t) fonksiyonunun (0,1) araligindaki

enerji normu olmak {izere



44

l ! 2 2 2 Ve
53 (t)::1/5E(t):{Eﬂwut(x,t)) +(8u, (x,1))° +(a+59)(Su(xt)) de} (3.1.37)
yazilir ve t >0 degiskenine bagli bu norm,

lull,. = {%i[@ut (x,t))2 +(su, (x,t))2 +(q+5q)(u(x,t))1dx} ,t>0

olarak gosterilir.

Buradan, (3.1.36) esitligi §J (t) fonksiyonu cinsinden
t
537 (t)=53%(0)—[ [ Squoudxdt, te[0,T] (3.1.38)
00

seklinde yazilabilir.

Fark probleminden

I
o

5J(0): (3.2.39)
oldugu goriiliir.

Teoremin ispatina devam etmek i¢in asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1.4: (3.1.30) - (3.1.32) problemi i¢in

[ou,], o <¥253 (1), te[0T] (3.1.40)

[ou], 0,y <V253(t), te[0T] (3.1.41)
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esitsizlikleri dogrudur.
Ispat:

EI[[&JX (x,t)]2 dx < j;[(&]t (x,t))2 +(su, (x,t))2 +(q+5q)(su (x,t))szx

=20E(t)
yazilip, enerji integralinin tanimindan
[ou]. o < J253(t), te[0,T]

(3.1.40) esitsizligi ispatlanir.
Benzer sekilde

Jl.[éut (x,t)]2 dx < JI‘[(éut (x,t))2 +(su, (x,t))2 +(q+5q)(su (x,t))szx

0 = 25 E(t)
seklinde yazilip, enerji integralinin tanimindan

loul, <J§53(t),te[0,T]

L(0)

(3.1.40) esitsizliginin saglandigr gorilir.

Simdi teoremin ispatina devam edelim ve 6J (t) icin bir kestirim yazalim:

t |
?(t)=—[ [ squsu,dxdt, t[0,T] (3.1.42)
00
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esitliginin her iki tarafinin t > 0 degiskenine gore tiirevi alinir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizliginden yararlanilirsa,

253(t)83'(t jaqu -,t)dx+lj5qu(~,o)5ut (-,0)dx

0

|
J’|5q”u t)|[ou, (- t)]dx
0

IA

max
0<x<l

<o ull, o 5]
sf&J( )

max 5 Jul,_,,

%( 0<x<l

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her iki tarafi 26J (t) # 0 ile boliiniip, (O,t) araliginda
integrallenirse, yukaridaki esitsizlik

53 (t) <~ (max 5q) j||u||L2(0',)df, te[0T] (3.1.43)

0<x<l

ﬁn\H

seklinde yeniden yazilir.

Simdi |sul o) icin bir kestirim yazalim:
! 2
[8ul; o,y = J[8u(-1)] dx, te[0,T] (3.1.44)
0

Bu esitligin her iki tarafinin t>0 degiskenine gore tirevi alinir ve Cauchy-

Bunyakovski esitsizliginden faydalanilirsa,
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2||5u||L2 o) ”5u”|_2(0,|) - 2,:[[5u("t)]§[5u ("t)] dx

0
< 2”5u”|_2(0 N aéu

L(0,])
—_—————
<253(t)

esitsizligi yazilir. Bu esitsizligin her iki tarafi 2|sul on *0 ifadesine boliiniirse ve

(0,t) araliginda integrallenirse,

|su(-t)

<|lou(-0

tr
|_2 o) (maX5 )'”.”u(.’s)|||_z(o,|)d8dr (3.1.45)
00

L,(0,1) 0<xs<I

esitsizligi elde edilir. su(-,0) =0 oldugu bilindiginden, bu esitsizlik

t
”é‘u(" L(01) (mxazfé‘ ).([.([”u (" S) LZ(O,I)deT

biciminde yazilir. Esitsizligin sag tarafindaki ifade i¢in,

t

jju s)dsdz = j (t—7)u(zr)dr

00 0
0zdesliginden yararlanilirsa, yukaridaki esitsizlik

t
||5u(-, LoD (m%éq)g (t—7 ||u Lz 0|)dT (3.1.46)

seklinde diizenlenir. Ayrica, Cauchy-Bunyakovski esitsizliginden,

g@m} ( e j (>0

dr
0,

L(0.1) L20|

Jlot.o)
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olup, (3.1.46) formiiliiniin sag tarafinda yer alan integral i¢in ise

‘ tt
t T u dr<—|u ,t>0 (3.1.47)
! vl o ﬁll o0,

formiilii yazilabilir.

(3.1.47) formiili, (3.1.46) esitsizliginde degerlendirilirse,

ti ) 2
2
Moo S(EJ (maxoa) ol s, (3.1.48)

|ou(-t

kestirimi bulunur. Ote yandan,

foal g, = (J 50+ |oa7)d j a<L(01). gL (01)

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikten ve Teorem 2.5 den faydalanilarak

2 2 , 2
”é‘q”Wll(o,l) < (\/I_> (||5q|||_2(0‘|) LZ(O,I))
<21(Joqlf 159, ) (3.1.48)
<205 o),

esitsizligi elde edilir. (3.1.49) esitsizligindan faydalanilarak (3.1.48) esitsizligi,

lou (-t - 2| |salf,. (3.1.50)

Mo < on UL o,

seklinde diizenlenir. Ayrica (3.1.10) esitsizlginden

Ju-t




49

oldugu bilindiginden,
2 t® 2
||5u(-,t)||LZ(Q) < 2Icl§||5q o
esitsizligi yazilir. Burada, c, = 2I01§ olarak alinirsa,
2
[ou ()], oy < o100l (3.151)

oldugu ispatlanir.

3.2. Optimal Coziimiin Elde Edilmesi

Optimal kontrol problemlerinin, bir amag¢ fonksiyonelini minimallestirecek uygun bir

kiimeye ait bir kontrol bulmaya dayandigi bilinmektedir.

Tezde incelenecek olan optimal kontrol problemi i¢in amag; final aninda sistemin

¢oziimiini, hedeflenen degere uygun bir normda en yakin yapacak olan q(x) katsayi

fonksiyonunu belirlemektir.

Bu optimal kontrol probleminde optimal ¢oziimiin var ve tek oldugunun gosterilmesi,
optimallik i¢in gerek sartin elde edilmesi, minimallestirici dizi kurulmasi bu tezde yer

alan amaglardandir.

Hiperbolik denklem igeren optimal kontrol problemi
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n—UXX-l-C](X)U:O (3.2.1)

seklinde olup, burada wulasilmak istenen asil hedef, (3.2.1) problemi igin
(u,q)e H'(Q)xH"(0,I) elemanimin bulunmasidir.

3.2.1. Optimal Coziimiin Varhg: ve Tekligi

Optimal kontrol problemlerinde, baglangi¢c sinir deger problemlerinin ¢dziimlerinin
mevcut olmasini garanti edecek bir analitik yapiya ihtiya¢ duyulur. Buna dayanarak

optimal kontrol problemleri ile ¢alisilir.

Bu yiizden optimal ¢oziimiin varligini ve tekligini gostermek icin Goebel (1979)’ in

caligmasinda yer alan teoremden faydalanilacaktir.

Teorem 3.2.1.1: H uzayr diizgiin konveks Banach uzayi, Q kiimesi H uzayinin
kapali, sinirh ve konveks alt kiimesi olsun. Ayrica J (q) fonksiyonelinin Q kiimesi

tizerinde tanimlanan asagidan siirli ve asagidan yar siirekli fonksiyonel oldugunu

kabul edelim. Bu takdirde, « >0, B =>1 verilen sayilar olmak {iizere, dyle bir G € H

yogun altkiimesi vardir ki, V r € G igin

3,(aq)=3(a)+afa-r|] (3.2.1.1)

fonksiyoneli Q kiimesi tizerinde en kii¢iik degerini alir.

Eger g>1 ise Ja(q) fonksiyoneli en kiiglik degerini Q kiimesi iizerinde bir tek
noktada alir (Goebel 1979).
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Bu tezde incelenen minimallestirme problemi igin Goebel’in teoreminin sartlarinin
saglandigin1  gostermeden Once J(q) fonksiyonelinin siirekliligini incelememiz

gerekecektir.

O halde J (q) fonksiyonelinin siirekliligini inceleyelim.

3(a)=[[u(xT)-y(x)] dx (32.1.2)

fonksiyonelinde qQ kontroliine 5q € Q artimi verilirse, J (q) fonksiyonelinin geQ

elemani Uizerindeki artimi

J(q +5q):J.[u(x,T)+5u(x,T)—y(x)]2 dx

0

seklinde olur. Bu artim igin

53(q)=J3(q+59)-J(q)

= [ou(xT)2[u(xT)- y(x)]dx+_j;[5u(x,T)]2 dx

0

formiilii yazilabilir. Burada Cauchy-Bunyakovski esitsizligi uygulanirsa

53(q)<[su(xT) (3.2.1.3)

2
Lo(0J)

Lz(o,l)'Hu(X’T)_y(X) )+H5U(X’T)

L(o,l

esitsizligi elde edilir.

normunun bilinen deger oldugu bilgisi

Ayrica (3.1.33) kestirimi ve Ju(xT)-y(x)], o

kullanilirsa,
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[53(a)<c, (|oa

2
HY(0) +||5q H1(01|)) (3.2.1.4)

esitsizligi yazilabilir. Burada ¢, >0 sayis1 0Q artimindan bagimsizdir. Bu esitsizlikten

faydalanarak J (q) fonksiyonelinin Q kiimesinde siirekli oldugu sdylenebilir.

Siirekli fonksiyoneller hem asagidan hem yukaridan yari siirekli oldugundan, J (q)

fonksiyoneli agagidan yar1 siirekli olacaktir.

Ote yandan her qeQ igin J (q) >0 olacagindan, bu fonksiyonel agagidan sinirhidir.

Asagdan siirh ve asa@gdan yan siirekl

r»ﬂzl

J(q)=J(a)+alg=r|,,,

|

Dilzgiin konveks Banach uzay

ge( kimesi H'(0,]) uzaymmn

kapali, sirly ve konveks altkiimesidir

Sekil 3.1. Optimal ¢6ziim i¢in varlik ve teklik sartlart

Gergekten de tezde ele alinan problem i¢in yapilan se¢imlerin Goebel’in teoremine

uygun oldugu yukarida verilen sekilden goriilebilir:

> H? (0,1) uzay1 diizgiin konveks Banach uzayidir (Clarkson 1936).
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> Q kiimesi, H'(0,1) uzaymin kapali, smirli ve konveks alt kiimesidir (Yosida

1980).

> J (q) fonksiyoneli Q kiimesi tizerinde asagidan yari siirekli ve asagidan sinirlidir.

> Sonolarak J,(q) fonksiyonelii¢in g =2 dir.

Boylece yukarida verilen teoremin sartlarinin saglandigi goriiliir. Dolayisiyla optimal

¢Oziim vardir ve tektir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde optimallik i¢in gerek sartin elde edilmesinde Onemli rol oynayan
gradyenin stirekliligi kavramindan ve minimallestirici dizinin kurulmasi siire¢lerinden

bahsedilecektir.
4.1. Eslenik Problem ve Gradyen Hesabi

Tezde ele alinan problem icin gerekli olan optimallik sartin1 elde ederken Teorem 2.1
den faydalanilacaktir (Vasilyev 1981). Optimallik sartin1 yazabilmek igin amag
fonksiyonelinin Frechet tiirevinin diferansiyellenebilirliginin gosterilmesi ve bunun igin
de oncelikle bu tiirevin hesaplanmasi gerekir. Tiirevin bulunmasi ise eslenik problemin

yani sira ikinci eslenik problem elde etmeyi gerektirecektir.

(3.1.1)-(3.1.6) optimal kontrol probleminin eslenik problemini ve (3.1.5) amag

fonksiyonelinin Frechet tiirevini belirlemek igin 6nce

J, (a)= j[ (x,T;q)— ]dx+a||q H(0|)+H’7[“tt_u +q(X)u Jdxdt

0

birlestirilmis fonksiyoneli olusturulur. qeQ kontroline 6q artimi; ¢ kontroliine

karsilik gelen U ¢oziimiine ise OU artimi verilirse bu artimlara karsilik fonksiyoneldeki

artimin,

J,(g+59)=|[u(xT)+8u(xT)- ]dx+a||q+5q rlf.

H(0,)

+

Ot 1 O — —

In[ u+ou), —(u+ou) +(q(x)+a(x))(u+du) dxdt

seklinde oldugu goriiliir.



55

83, (a)=J,(q+5q)-J,(q)

fark fonksiyoneli olmak {iizere,

53, (q)= léu(x,T)Z[u(x,T)— y(x)]dx+![[5u (x,T)] dx

ralla+ a1, ~ala-rlq, (4.1.)

T1
+”’7[(5U)n —(8u),, +d(x)du+5qu +5gsu Jdxdt
00

esitligi yazilir. Bu esitlikte yer alan

”q +09- r||2|-|1(o,|) _”q - r||2|-|1(o,|)
terimi

o+ 601l g ~la=rlion = [[ (a+8a-r) +(a'+ 80" =r) ~(a=r) = (o'~ 1)’ Jox
0

2
H(0,1)

:Iﬂz(q -r)oq+2(q' - r’)5q']dx+ o(||5q

2
H(0,)

=2 <q -n 5q>H1(O,I) +o(||5q

seklinde yeniden diizenlenir.

Artim fonksiyonelinin son terimine kismi integrasyon uygulandiginda 7(x,T)=0 sarti

ve fark probleminde yer alan sartlar g6z 6niinde bulundurularak

I T |

nou, dtdx = I Sun, dtdx —I&u (%,T)m (x,T)dx
00 0

!

O

ve
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T T T T
”néuxxdxdt = —I&u (1,t)n, (1,t)dt +_[5u (0,t)7,(0,t)dt +“5unxxdxdt
00 0 0 00

esitlikleri elde edilir. Bu ifadeler artim fonksiyonelinde yazilirsa,

57, (q):_(i:&u(x,T)Z[u(x,T)—y(x)—nt (x,T)]dx
|

|
* ‘([éu [77n —x+0Q (X)n]dxdt +

O ey —

2

|
[ 5a[un +sun jdxdt (4.1.2)
0
+2a <q - §q>H1(O,I) * O(||5q||Hl(0,l) )
esitligi elde edilir. 5q ve Su artimlari keyfi oldugundan, &J, (q) =0 stasyonerlik

kosulu igin

Ty =T +0(X)17=0
n(xT)=0
n(0,t)=n(l,t)=0

7 (xT)=2[u(xT)-y(x)]

(4.1.3)

sartlarinin saglanmasi gerekir. Buradaki sartlarin tamami eslenik problemi olusturur.

(4.1.3) probleminde yer alan necl([O,T],LZ(O,I))mCO([O,T],Hl(o,l)) fonksiyonu

eslenik sinir deger probleminin ¢dziimiidiir ve Vy € H'(Q) i¢in

© —y

[[=n7+n.7,+a(x)ny Jdxdt = [, (x,0) 7 (x,0) dx
’ ° (4.1.4)

—ZJ:[u(x,T)— y(x) [y (x.T)dx

esitligini saglar.
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Simdi bu ¢dziimiin var ve sinirli oldugunu gostermek i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1.1: Her bir q(x) fonksiyonu igin eslenik problemin bir tek genellestirilmis

¢Oziimii vardir ve bu ¢ozlim i¢in

2
L,(0))

Il oy <5 (HU(XJ)— y(x) ) (4.1.5)

veya sag taraftaki norm degeri bilindiginden bu esitsizlige denk olarak,
||77||i2(9) <, (4.1.6)
kestirimi gecerlidir.
Ispat: (4.1.3) eslenik probleminde yer alan
Ty =1 +0(X)77 =0

denkleminin her iki tarafi 77, fonksiyonu ile ¢arpilip (0,1) araliginda integrallenirse,

H:T]tt —nxx+q(x)77]77th:O (4.1.7)

esitligi yazilir. Burada, (4.1.7) integral esitligi
(1), 10 = (n32,), = 10,700 (4.1.8)

0zdesliginden yararlanilarak,

|
[Grn +mane +a (), )dx = [ (), dx
0

0
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bi¢iminde yeniden diizenlenir. Ayrica,

1
Mt +A(X) 7 == (1) + (1) +a() ()’ ]
oldugu da kullanilirsa, yukaridaki esitligin

x=I

(4.1.9)

x=0

2dt{|![ ()" +(m) +a(x)7 }dx}—(ﬂxm)

seklinde oldugu goriiliir. U(O,t)zn(l,t):o sartlar 77t(0,t)=77t(|,t)=0 sonucunu

ortaya gikaracagindan ve bu esitligin her iki tarafi (t,T ) araliginda integrallenirse,

N |~
I\DII—\

IJ[ [ (u)] [ (k0] +o } H [ (6T)] +[n, (6 T)] +q(x)[n(x,T)]2}dx(4.1.10)

esitligi elde edilir.

Simdi,
mm (x )] +[n (x )] + X)[n(x,t)]z}dx

fonksiyonunu tanimlayalim. Ayrica, 7(x,t) fonksiyonunun (0,l) araligindaki enerji

normunu

3()=\E(D) - { [ ()] +[m<x,t>f+q<x>[n<x,t>ﬂdx}m (4.1.11)

N~
O ey —

seklinde ifade edelim. t > 0 degiskenine bagli bu norm,
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Il { ﬂ[m (x0T +[m (et)] + x)[n(x,oﬂdx}m

olarak gosterilir.
(4.1.10) esitligi J (t) integrali cinsinden

JE(t)=3%(T), te[t,T] (4.1.12)

olarak yeniden yazilabilir.

(4.1.12) esitliginde,

T)= {%i[m(x,T)T dx} 2 (4.1.13)

bi¢imindedir.
Simdi teoremin ispatinda kullanacagimiz bir lemma verelim.

Lemma 4.1.2: (4.1.3) eslenik problemi igin,
||77><|||_2(o,|) < \/E‘] (t)1 te [OaT] (4.1.14)
||77t|||_2(o,|) < \/E‘J (t)’ te [O1T] (4.1.15)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat:
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[[7(xt)] dx<j[ 2 (T +[m (0] +a()[n( xt]]d

0

=2E(t)

seklinde olup, enerji integralinin tanimindan
[ <323 (1), te[0T]
(4.1.14) esitsizligi elde edilir.

Benzer sekilde,

[ <]l (x0T + 0 )T
=2E(t)

esitsizliginden hareketle, enerji normunu da kullanarak
[0 <523 (1), te[0.T]
(4.1.15) esitsizligi bulunur.
Ayrica (4.1.3) eslenik problemi igin,
|7l oy <V23(T), te[0,T] (4.1.16)

”nt”Lz(oJ) = \/z‘] (T)! te [O,T] (4.1.17)

esitsizlikleri gegerlidir.
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Simdi teoremin ispatina geri donelim ve ||77||L ) icin bir kestirim yazalim:

70} 00, = [ [n(xt)] dx, te[0,T] (4.1.18)

0

esitliginin her iki tarafinin t >0 degiskenine gore tiirevi alinir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizliginden yararlanilirsa,

|
20l o Il o = =2[ (X, t) 7, (x,t) Ak
0

< 2||77||L2(o,|) | ||L2(O,I)

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her iki tarafi 2||p||= 0 ile bolinip, sag tarafta (4.1.17)

esitsizligi dikkate alinirsa,
il oy = ¥23(T)

ifadesi elde edilir. 77(x,T)=0 olmak iizere, bu esitsizligin her iki tarafi [t,T] araliginda

integrallenirse,
[7(x )], 0,y <V2(T=1)3(T) (4.1.19)

esitsizligi bulunur ve (4.1.13) esitligi bu esitsizlikte yerine yazilirsa,

[(xt)

12
1 2
o <TI0 T
seklinde yazilir. Eslenik problemde yer alan

m(xT)=2[u(xT)=y(x)]
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3
sart1 da kullanilarak, ¢, = =3 olmak tizere,

2

L,(0.1) )

(%)

2
L(Q) <G (HU(X’T)_ y(x)
esitsizligi veya sag taraftaki normun degeri bilindiginden bu esitsizlige denk olarak

<C, (4.1.20)

(V)
esitsizligi yazilabilir.

Boylece Teorem 4.1.1 ispatlanmig oldu.

Amag fonksiyonelinin gradyeninin siirekliliginin ispatinda isimize yarayacak olan bir

diger islem de, eslenik problem igin fark problemini olusturmak ve bu problemin

¢Oziimiine iliskin bir kestirim yazmaktir.

Bunun i¢in eslenik problemde qel,(0,l) elemanina 6¢ artimi verelim. O halde

eslenik probleminin artimi
nb tt - nb XX + q +6q 770 :0’ (X’t) EgZT = (O’I)>< O’T C RZ

7,(%T)=0, (1,), % T)=2[u,;(xT)-y(x)], xe (OI)

15(0,t)=0, n,(1,t)=0, te(0,T]
seklinde olup, bu problem eslenik problemden ¢ikarilirsa,

o, —on, + q+6q Sn+éqn =0, (x,t)€Q, =(0,1)x 0,T CR*> (4.1.21)



63

n(x,T)=0, 87,(x,T)=258u(x,T), xe (0,1) (4.1.22)
577(0,'[):0, 577(|,t)= 0, te(O,T) (4.1.23)

eslenik fark problemi elde edilir.

Simdi eslenik fark probleminde yer alan 67 (x,t) fonksiyonu i¢in bir degerlendirme

yazalim.

Teorem 4.1.3: Her bir q(x) fonksiyonu igin eslenik fark probleminin bir tek

genellestirilmis ¢ézlimii vardir ve bu ¢6ziim i¢in

”577”1(9) <Cyp (||5C| 2H1(0,|)) (4.1.24)

kestirimi gecerlidir.
Ispat: (4.1.21) denkleminin her iki tarafin1 7, fonksiyonu ile carpip (0,|) araliginda
integralleyelim.

[[ 81 —n,, +(a+5q)on+San |sndx =0

0

Burada, integral esitligi
51,,0m, = (6n,0m,), —6n,0m, (4.1.25)

0zdesliginden yararlanilarak,

|
[ (8mom, +on,6m, +(a+35q)Snon, +Sanaon, )dx = [(5n,0m,), dx
0

0
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seklinde yeniden yazilir ve
1
Oy O1p, + 01,01 + 5Ty, = 5[(% Y +(om) +(on) |

oldugu da kullanilirsa,

1d -l

Ea{i‘[(dm)z-'_(gm) +(on) } }—_I5q77577tdx+(577x577t)‘ (4.1.26)

esitligi elde edilir.

Eslenik fark probleminde yer alan 67(0,t)=67(l,t)=0 sartlarindan hareketle

on,(0,t) =6n,(1,t) =0 olacag: agiktir. Boylece, yukaridaki esitlik

{j[ (om) +(om,)" +(a+569)5n° } }=—J5q77577tdx

seklinde yeniden diizenlenir ve bu esitligin her iki tarafi (t,T ) araliginda integrallenirse,

%J:[(&?t (X,T))2 +(om, (x,T))2 +(q +5q)(577(x,T))2}dx_

%j;[(&nt(x,t))z +(5nx(x,t))2+(q+5q)(5n X,t)) J Héqncmdxdt

oldugu goriiliir. Ayrica 677(X,T)=0 oldugundan 67, (X,T)=0 elde edilir. Buradan da

[57% (x.t)) +(om, (xt)) (q+6q)(577(x,t))1dx+%]:(577t(x,T))2 dx

I\)II—‘

-l
; (4.1.27)
=

|
[ sanomdxdt
0
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esitligi elde edilir. Simdi,

j[ (67 (x.t)) 577X(xt)) (q+5q)(577(x,t))1dx

fonksiyonunu tanimlayalim . 577(X,t) fonksiyonunun (0,|) araligindaki enerji normunu

5 (t):=0E(t) = {%j[(ﬁm (x,t))z +(om, (x,t))2 +(q +5q)(577(x¢))2}dx} 2(4.1.28)

0

seklinde yazalim. Burada t > 0 degiskenine bagli bu norm

Jull. = { Iﬂ o, (x.1)) +(om, (x, t)) (q+5q)(577(x,t))1dx}1/2, t>0

ile gosterilir.

Boylece, (4.1.27) esitligi, 6] (t) integralinin tanimindan hareketle
T
~53%(t)=-63%( j j Sqnondxdt, te[0,T] (4.1.29)
to

bigiminde yazilabilir.

Burada,

be!

| ffouCmif

seklindedir.
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Simdi teoremin ispatin1 devam ettirebilmek i¢in bir lemma verelim.

Lemma4.1.4: (4.1.21) - (4.1.23) problemi i¢in,

[672,], 0 <¥/283 (1), te[0.T] (4.1.30)
672, 00y < V253 (t), te[0T] (4.1.31)

esitsizlikleri gecerlidir.

Ispat:

_:[[énx(x,t)]z dxs_(l[[(&yt(x,t))z +(om (x0))" +(a+69)(em (x.1))" |ox

=20E (t)
esitsizliginde enerji normunun tanimi kullanilirsa,

67,00,y <253 (1), te[0T]

yazilabileceginden (4.1.30) esitsizligi ispatlanir.

Benzer sekilde

I[&?‘ (x )] dx< 'ﬂ(m ()" +(0m, () +(a+3a)(8n(x,1))* |ax

=20E(t)
ve

”577t||L2(o,|) <263 (1), te[0T]
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ifadelerinden de (4.1.31) esitsizligi ispatlanir.

Simdi teoremin ispatina devam edelim ve 6J (t) icin bir degerlendirme yapalim:
t
—5d%=— j j sqnéndxdt, te[0,T] (4.1.32)
00

esitliginin her iki tarafinin t > 0 degiskenine gore tiirevi alinir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizligi kullanilirsa,

—26J(t)83'(t) = —JI.5qf7(~,T)577t (~,T)dXJrj‘é'qn(-,t)ér]t (- t)dx

< (max 5Q)”77|||_2(o,|) ||577t “Lz(O,l)
- =

0<xsl
J253(t)

(maX 5Q)||77”L2(o,l)

0<x<l

-

oldugu goriiliir. Buradan, yukaridaki esitsizlik 26J (t)#0 fonksiyonu ile boliiniirse,

~5J'(t) < (maX5q)||77||L2(0,|)

0<x<lI

Dily

ve (t,T) araliginda integrallenirse,

1 T
53(1)<53 (T)+$(m3<>l< 5q)£||77||L2(01|)dt, te[0,T] (4.1.33)

seklinde diizenlenir.

Simdi de |67, (o 16in bir degerlendirme yapalim:
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lonl} o,y = [[5n(-1)] dx, te[0,T] (4.1.34)

esitliginin her iki tarafinin t > 0 degiskenine gore tiirevi alinir ve Cauchy-Bunyakovski

esitsizliginden yararlanilirsa,

d ' d
_2||577|||_2(0,|) 5”577”|_2(0,|) - _2,”:577 (" t):la[é}? ("t)] dx
0

0
< 2||577”L2(o,|) 5577

L,(0))
%,—/
W25)(t)

oldugu goriiliir. Bu esitsizligin her iki tarafi 2||577||L on % 0 ifadesine boliiniirse,

0
=240l 0 < V253()

ifadesi yazilir ve 6J (t) fonksiyonu bu esitsizlikte yazilirsa,

, T . Y
2l = (ox) 2| [ Lot o

0

oldugu goriiliir. Son esitsizligin her iki yanini (t,T )arahgmda integralleyelim.

%

o (-t)

Lon 18 (T) oy Osdz2(T —t)[i@u (1) dx]

tr
L(0.) < (g@%ﬁq)M”n(,s) L

Ayrica eslenik problem i¢in fark probleminden 577(~,T)=0 oldugunu biliyoruz. O
halde
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|on (-

! %
LZ(O,I)deT+ 2(T —t)u[éu (-,T)]2 dx} (4.1.35)

tr
Dleon < ('Bna’.( 5q)£!H"(" s)

veya bu esitsizlige denk olarak

I
dsdz +4(T —t)2 j&uz (- T)dx

0

st
”577 ” ,(0) (QJE‘Z.(5 ) .!_!:”77("5) iz(o,l)

seklinde yazilir. Esitsizligin sag tarafindaki ifade icin,

t

.(i;.:[n(x)dsdr =j(t—r)77(r)dr

0

0zdesligi ve Cauchy-Bunyakovski esitsizligi kullanilirsa,

t t 1/2 1 1/2
IIU(X’T)ZdXdTS{IldTJ [Ijn(x,r)zdxer ,t>0
00 0 00

oldugu goriilir. Buradan,

t
[I7ll, oy A7 <Nl o >0 (4.1.36)
0

ve

[ (=)l o OIT<—|| ey (4.1.37)

formiilleri yazilabilir. Dolayisiyla,

2! 2 4(T —t)* tc, 2

LZOI Z(Eg%éq) It T)”n("T)”Lz(m)df+#”5q”2m(o,|)(4'1'38)
———0

<2l|oql?

6 (-t

HY0.1) 2
< 3 H”HLZ(Q)
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esitsizligi elde edilir. (4.1.6) esitsizliginden

”77("0“1(9) <G

oldugu bilgisi kullanilirsa,
8lc, (T —t)°t° £
||577(.,t)||i2(g) < {% +4lc, E} ||5q||2Hl(O’I) (4.1.39)

8lc, (T —t)°t’ t°

degerlendirmesi elde edilir. (4.1.28) esitsizliginde c,, = +4lc, 3 alinirsa,

67Ol 0y = Gl
oldugu goriiliir.
Boylece Teorem 4.1.3 ispatlanmis oldu.

Simdi gradyen hesabina geri donelim. (4.1.2) artim fonksiyoneli
. T T ,
53, (a) = [ [ sqoundxdt + [ [ squnpdxdt+2a(q—r,5a),, +0(||5q||H1 (o,l)) (4.1.40)
00 00

seklinde diizenlenebilir. Bu esitligin sag tarafindaki ilk integral i¢in, C,; = 2lc,Cc, olmak

uzere

T
[ ] 5asunaxdt < (maxsa)Jeul, o, 7],
00

<Cy ||5q||2H1(O,I)

degerlendirmesi gegerlidir. Boylece (4.1.40) esitligi
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=<U77 5q> +2a<q_r’5q>H1(o,|) +o(||5q||2H1(O,I))
&, 00 > +2a<q_r’§q>H1(Ol)+o(

=(
<§+2a )’§q>H1(o|) +0(||5C]||H (OI))

© t—y

undt, 5Q> +2a(9-1,60),1 +0(”5q“2Hl(o,l))

H(OI))

seklinde yeniden diizenlenir. H ! (O, |) uzayinda Frechet tiirevin

33, (q) :<;Ta' (q),§q>H1(OYI) +0(||6q|||241(01|)) (4.1.41)

seklinde olan tanim1 geregi fonksiyonelin gradyeni

J,)(q)=¢&+2a(q-r) (4.1.42)

olarak elde edilir.Bu esitligin sag tarafinda yer alan &(x) fonksiyonu

—£"+¢&= ]undt
&'(0)=¢"(1)=0

(4.1.43)

denkleminin ¢éziimiidiir.

(4.1.43) ile ifade edilen problem, J, (q) fonksiyonelinin Frechet tlirevini Hl(O,I)

uzayinda hesaplayabilmek i¢in, ihtiya¢ duyulmus olan ikinci eslenik problemdir.

4.2. Gradyenin Lipschitz Siirekliliginin Elde Edilmesi

Optimallik i¢in gerek sartin elde edilmesinde fonksiyonelin gradyeninin Lipschitz

stirekliligi oldukca dnemlidir.
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Bu yiizden gradyenin siirekliligini gostermek i¢in bir teorem verelim.

Teorem 4.2.1: (4.1.42) ile verilen J/ (q) gradyeni Lipschitz siireklidir; yani

|9: (a+5a)-3; (a)

2
HY(0) <Cp ||5q||2Hl(o,|) (4-2-1)

esitsizligi saglanacak sekilde bir c, :[4C13.Clo+4cg.c6+8a2]>0 Lipschitz sabiti

vardir. Bu esitsizligin saglanmasiyla fonksiyonelin gradyeninin siirekli oldugu

sOylenebilir.
Ispat: Bunun igin oncelikle (4.1.42) ile verilen fonksiyonelin gradyeninde yer alan

qeQ fonksiyonuna 5qeQ artimi verelim. Dolayisiyla fonksiyonelin gradyeninin

artimi
J(q+69)=&5+2a(q+5q—T) (4.2.2)
seklinde olacaktir.
J(q)=¢+2a(q-r) (4.2.3)
olup, bu iki esitligin fark: alinirsa, o6& =&; —& olmak tizere
83, (q)=06¢ +2a6q (4.2.4)

ifadesi elde edilir. H* (O, I) uzayinda her iki tarafin normu alinirsa, son esitlik

2
”5‘]; (G]) 2Hl(0,|) = [”55 + 2a5q||H1(O,I):|

seklinde yazilir. Paralelkenar kuralindan yukaridaki esitlik
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|632 (a)]; (4.2.5)

H(o,

1) < 2”55 2H1(0,I) +8a” ”5q

2
HY(0)
bigiminde diizenlenebilir.

(4.2.5) esitsizligi incelendiginde, bu esitsizligin  sag tarafinda bulunan ¢ (X)

fonksiyonu i¢in &q artimina bagli bir kestirim yazmamiz gerekecektir.

Bu yiizden bu iliskiyi belirlemek igin, ikinci eslenik probleme artim verelim ve

.
—i+és = Iugn(sdt

3 (4.2.6)
¢5(0)=0, &(1)=0

problemi, ikinci eslenik problemden ¢ikarilirsa,

—OE" + 86 = ! [u,77, —undt w2

52'(0)=0, 52'(1)=0

problemi elde edilir ve baz1 diizenlemelerden sonra artim problemi

58"+ 56 = [[u.sn—sunld
"+ o0& {[uo 7 —Sundt w28)

55’(0) =0, 55’(|) =0
sekline dontisiir. Bu problemin H ! (0, |) uzayinda bir ¢6ziimii vardir ve bu ¢éziim

T

J'[ug&y +6un [dt

0

(4.2.9)

& (x)

<
1)

H(0,
L(0.1)
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ifadesini saglar. Simdi (4.2.9) esitsizligine paralelkenar kuralini uygulayalim ve bu

ifadeyi yeniden diizenleyelim. Bu durumda

& (x)

2 2 2 2 2
on = 20l oy max ol o, 20l - max| ou ), | 4:2.20)
esitsizligi elde edilir.

Buradan da anlasilacagi iizere 6£(X) fonksiyonuna iliskin bir kestirim yazmak igin

(4.2.10) esitsizliginin sag tarafinda yer alan Uy, &1 ,n7 ve ou fonksiyonlari i¢in elde
edilen kestirimleri kullanmak yeterli olacaktir. Bu fonksiyonlardan &7, n ve ou igin
gerekli kestirimler bulunmustu. Burada (4.2.10) esitsizliginin sag tarafinda yer alan Uy

fonksiyonu i¢in bir kestirim yazilmasi gerekir. (3.1.11) esitsizliginden

||Ua||iz(g) S Gy (4.2.11)

oldugu kolaylikla s6ylenebilir. O halde (4.2.11), (4.1.24), (4.1.6) ve (3.1.33) kestirimleri
(4.2.10) esitsizliginde yerine Yyazilarak 5§(x) fonksiyonuna ait bir kestirim elde

edilecektir.
Boylece (4.2.10) esitsizligi

|2 (x)

2 2
Hi(0.1) < [2C13-C10 + 209'C6]||5q||H1(0’|) (4.2.12)
seklinde olacaktir. Bu esitsizlik de (4.2.1) denkleminde yerine yazilirsa,

|63:, (a)

2
H(0,1) < 2[2(:13'010 + 209'C6]||5q”|241(0,|) +8a’ ||5q”i|1(o,|)
<[ 4c,,.¢, +4c, ¢, +8a” ][50, o (4.2.13)

< [0l o,
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oldugu goriiliir.
Burada ¢, =c,, alinirsa Teorem 4.2.1 ispat elde edilmis olur.

Béylece J. (q) gradyeninin @ kiimesinde siirekli oldugu ve ¢, >0 sabiti ile Lipschitz

esitsizligini sagladig1 gosterilmis oldu.
4.3. Optimallik i¢cin Gerek Sart

Bu béliimde, 0. € Q elemaninin optimal ¢éziim olabilmesi i¢in asagidaki ifadeyi gerek

sart olarak ifade edebiliriz.

Vasilyev (1981)’ in ¢alismasindan yola ¢ikarak, Q kiimesi Hl(O,l) Banach uzayinin

konveks alt kiimesi, J, (q) fonksiyoneli bu kiimede birinci mertebeden siirekli

tiirevlenebilir fonksiyonel ve
Q*:{qu:Ja(q):J; :Igf Ja(q)} (4.3.1)

kiimesi J, (q) fonksiyonelinin minimum noktalarinin kiimesi oldugundan her . € Q.

ve her 4 €Q igin
(308,80, 20 (43.2)
sart1 optimallik i¢in gerek sarttir. O halde bu tezde ele alinan problem igin gerek sart
<§*+2a(q,,—r),q—q*>H1(Ovl) >0 (4.3.3)

seklindedir.
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Burada &, fonksiyonu @. elemanina karsilik ikinci eslenik problemin ¢ozimiidiir.

4.4, Minimallestirici Dizinin Kurulmasi

Simdi, onceki boliimde verilen gradyen formiilii kullanilarak, varligi ve tekligini ispat
ettigimiz optimal ¢oziime yakinsayacak bir minimallestirici dizinin nasil bulunacagin

verelim.

Bunun i¢in bir g, € Q baslangi¢ eleman: segilir ve m>0 i¢in asagidaki adimlarla bir

onceki g, fonksiyon degerinden (., hesaplanir.
1. (3.1.1)-(3.1.3) probleminin (3.1.11) anlamindaki U, ¢6ziimii elde edilir.

2. U, fonksiyonu kullanilarak, (4.1.3) eslenik probleminin (4.1.4) anlamindaki 77,

¢Oziimii elde edilir.

3. u, ve n, fonksiyonlarin1 kullanilarak (4.1.40) ifadesindeki ikinci eslenik problem
icin &, ¢Oziimii elde edilir.

4, ¢ fonksiyonu kullanilarak J, (qm) gradyeni hesaplanir.

S.

Onit =0 _ﬂm‘]; (qm) (441)

eleman1 bulunur ve g, eleman: bulunduktan sonra tekrar 1. asamaya doniilerek sonraki

elemanlar ayni prosediir ile hesaplanir.

Bu elemanin J, (q) fonksiyonelinin minimallestiricisi olmasi i¢in, asagidaki esitsizlik

saglanacak sekilde
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0]
22,0 | + 2 <o 442
keyfi B, >0 sayilar segilir.
Yeteri kadar kiigiik S, sayilart i¢in M — 0 olacagindan (4.4.2) ile verilen esitligin

k

sag tarafinin sifirdan kiigiik olacagi agiktir. Bu durum da
‘]a(qm+l)< ‘]a(qm) (443)
esitsizligini gerektirecektir.

Boylece, (4.4.1) ile olusturulacak olan {q,} dizisi J,(q) fonksiyoneli igin @

kiimesinde bir minimallestirici dizidir.



78

5. SONUC

Bu tezde hiperbolik bir denklemin katsay1 fonksiyonu, H* uzaymda kontrol fonksiyonu
olarak secildiginde, ¢6ziimiin belirli bir final aninda istenilen bir hedefe
yakinlastirilmas1 problemi ele alinmistir. Tezde optimal ¢oziimiin varligi ve tekligi

ayrica bir kontroliin optimal olmasi i¢in gerek sartin bulunmas1 amaglanmastir.

Bu amaca ulagmak igin de (4.1.3) ve (4.1.43) ile verilen iki eslenik problemin

¢oziilmesinin  ve  bu  ¢Oziimlerden ortaya ¢ikan ¢ fonksiyonunun
< o 2a(q,, - I‘) ,q— q*>H1 1) >0 esitsizligini  saglamasmin  gerekliligi  sonucuna

ulasilmstir.
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