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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar: ile birlikte agagida su-

nulmustur.

Simgeler
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Aciklamalar

a-liretecinin goriintii kiimesi
a-toplama islemi

a-gikarma iglemi

a-carpma iglemi

a-bolme iglemi

a-siralama bagintis

a-toplama igleminin birim elemani
a-carpma isleminin birim elemani
a-liretecinin goriintii kiimesinin pozitif kismi
a-iiretecinin goriintii kiimesinin negatif kismi
x ve y sayilarinin a-maksimumu

x ve y sayilarimin a-minimumu
a-artan {z,} dizisi

a-azalan {z,} dizisi

{z,} dizisinin a-supremumu

{z,,} dizisinin a~infimumu

x sayisinin n. mertebeden a-kuvveti
x sayisiin n. mertebeden a-kokii
a-mutlak deger

a-limit

Q-S0NSuzZ

negatif a-sonsuz

o-seri

yarthalka
halka
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A
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a—s{ fdp~
Sva(f, P)
S*(f, P)
Lo (f)
I*(f)

a—Rf (P, T)

Aciklamalar

cebir

0-halka

o-halka

o-cebir

simif

monoton sinif

F sinifi tarafindan iiretilen yarihalka
F sinifi tarafindan {iretilen halka

F smifi tarafindan tiretilen cebir

F sinifi tarafindan {iretilen 6-halka

F sinifi tarafindan {iretilen o-halka

F smifi tarafindan iiretilen o-cebiri

F smifi tarafindan tiretilen monoton sinif
Borel cebiri

a-Borel cebiri

a-acik aralhik

a-kapali aralik

a-0lcii

a-0l¢ii uzayi

a-dig olcii

biitiin a-6l¢iilebilir kiimelerin koleksiyonu
Q) kiimesinin kuvvet kiimesi

A kiimesinin a-karekteristik fonksiyonu

f fonksiyonunun a-Lebesgue integrali

f fonksiyonunun P parcalanigina gore a-alt toplami
f fonksiyonunun P parcalanigina gore a-iist toplami
Sia(f, P) a-alt toplamlarinin a-supremumu

S*(f, P) a-iist toplamlarinin a-infimumu

P parcalanisi ile iligkilendirilen a-Riemann toplami



1. GIRIS

Aritmetik denildiginde ilk olarak, sayilar arasindaki iligkilerin aciklanmasinda ve bu
iligkiler yardimiyla ele ahnan problemlerin ¢oziilmesinde geleneksel iglemler (toplama,
¢ikarma, ¢arpma, bolme) kullanilarak 6lgme ve hesaplama yapmak akla gelir. Ancak
daha genel ve teknik bir ifadeyle aritmetik, reel sayilar kiimesinin bir alt kiimesi iize-
rinde siral cisim sartlarim saglayan bir sistemdir. Kiimeyi sirali cisim yapan iglemler
(toplama, ¢carpma) ve siralama bagintist yaygin bilinenlerden ¢ok farkl tanimlanabilir.
Bu tamimlamalar, reel sayilar kiimesinden aritmetigin kurulacag: alt kiimesine birebir
olarak eslenen ve adina "iirete¢" denilen doniistimlerle yapilir. Bu doniistimlerin artan
olanlari ile iiretilen aritmetikler ve bu aritmetikler kullanilarak olugturulan kalkiiliisler
Grossman ve Katzin 1972 yilinda yayimlanan Non-Newtonian Calculus isimli kita-
binda tamtilmigtir [1]. Klasik kalkiiliise alternatif olarak geometrik, anageometrik ve
bigeometrik gibi farkh kalkiiliis cesitlerini adlandirip incelemislerdir. Bu kalkiiliislerin
sayisinin sonsuz oldugundan ve isteyen herkesin kendi kalkiiliisiinii elde edebilecegin-
den bahsetmislerdir. Kitaplarinda klasik kalkiiliisiin odaklarindan olan limit, tiirev ve
integral tanimlarinin bu yeni kalkiiliislerde nasil farklhilagtigini gostermiglerdir. Aritme-
tiklerin cebirsel olarak denk oldugunu gérmekle birlikte, bu aritmetiklerin olusturdugu
kalkiiliislerle daha basit fizik kurallarinin elde edilebilecegini ifade etmiglerdir. Ayrica
1983 yilinda yayimlanmig olan kitabinda Grossman, bir 6nceki kitabinda oldugu gibi
yeni kalkiiliislerde kordinat sisteminin degistiginden ve uzaklik kavraminin farklilagti-
gindan bahsetmistir. Kitabinda bigeometrik kalkiiliisii detayh bir sekilde incelemis, bu
yeni kalkiiliis vasitasiyla bigeometrik vektor uzayini ve bigeometrik karmagik sayilari
tanimlamigtir |2|. Sonraki ¢aligmalarda klasik kalkiiliisiin hemen hemen her kavrami-
nin yeni elde edilenlere gore tekrar yorumlanabilecegi ve bu sayede miihendislik ve fizik
alaninda bir ¢ok kolaylik elde edilebilecegi iki kitapta da vurgulanmigtir [1], [2]. Bashi-
rov, Kurpmar ve Ozyapict 2008’de yayimlanan makalelerinde geometrik kalkiiliisii bir
basgka deyisle ¢arpimsal (multiplicative) kalkilisi ele almiglar ve ¢arpimsal kalkiiliiste
tiirev ve integralin 6zelliklerini vermis ayrica cesitli uygulamalarindan bahsetmiglerdir.
Farkh aritmetikleri elde etmek, koordinat sistemlerini de degistirdiginden, yapilan is-
lerin kutupsal veya kiiresel koordinat sistemlerine duyulan ihtiyaca benzer bagka bir
ihtiyaca cevap verdigini savunmuslardir [3]. Yine 2008 de Kurpinar ve Ozyapici benzer
bir ¢aligma ile ¢arpimsal kalkiiliisde elde ettikleri farkli sonuglari paylagmiglardir [4].

Takip eden calismalarda karmagik sayilar kiimesine bu yeni aritmetiklerden bazilar



uygulanarak carpimsal tipte karmagik kalkiiliis calisilmig ve bunlar {izerinde cesitli uy-
gulamalar yapilmigtir [5-7|. Carpimsal diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri ve denklem-
lerin modellemeleri ile ilgili de bir ¢ok ¢aligma yapilmigtir [8-11]. Ayrica Cakmak ve
Basar ¢aligmalarinda Newtonyan olmayan dizi uzaylarinda baz yeni c¢ikarimlarda bu-
lunmuglardir [12]. Newtonyan olmayan metrik uzaylarda biiziilme doéniigiimleri ve bu

doniigiimlerin sabit noktalar iizerine de ¢ahigilmigtir [12-14].

Newtonyan olmayan kalkiiliislerde Riemann integrali ve onun 6zelliklerinden siklikla
bahsedilmigtir [1-7,12,15]. Ancak bu integralin daha genel hali olan Lebesgue integ-
ralinden bahsedilmemigtir. Dolayisiyla bu ¢aligmadaki amacimiz Newtonyan olmayan
Lebesgue integralini ele almak ve onun Newtonyan olmayan Riemann integraliyle olan
iligkisini incelemektir. Bunun igin ilk 6nce Newtonyan olmayan 6l¢ii teorisine ihtiyaci-
miz vardir. Yeni tip 6lgii teorisi ve integral teorisi olugturulurken Aliprantis ve Burkins-
haw tarafindan yazilmig olan Reel Analiz, Endre Pap tarafindan derlenen Handbook

of Measure Theory baglhkl kitaplardan fazlasiyla faydalanilmigtir [16], [17].

Bu c¢aligmada, iirete¢ kavrami daha genel olarak ele alinacak ve sadece artan iiretecler
degil, monoton dahi olmayan iiretec ornekleri ile konuya daha genis bir perspektiften
bakilacaktir. Dolayisiyla calismamiz boyunca "Newtonyan olmayan" ifadesinin yerine
"iiretilen" ifadesinin kullanilmasi tercih edildi. "Newtonyan olmayan Lebesgue integ-
rali"” ve "Newtonyan olmayan Riemann integrali" ifadeleri yerine, iireteglerin genel
durumlar g6z Oniine alinarak "{iretilen Lebesgue integrali" ve "iiretilen Rieman in-
tegrali" veya "a-Lebesgue integrali" ve "a-Rieman integrali" ifadeleri kullanildi. Tezin
ikinci kisminda a-aritmetik, a-6l¢ii ve a-dig 0l¢li tanimlar: verilmis ve bazi 6zellikleri
aciklanmistir. Uciincii kisimda a-Lebesgue integrali tanimlanmis, 6zellikleri verilmis ve
bu anlamda integrallenebilirlik kavrami iizerinde durulmustur. Son kisimda ise, yuka-
rida bahsettigimiz gibi a-Lebesgue integrali ve a-Riemann integrali kargilagtirilmig ve

aralarindaki iligki incelenmigtir.



2. a-ARITMETIK

Aritmetik, R’nin bir alt kiimesinde siral cisim sartlarimin tamamini saglayan bir sistem-
dir. Birbirine izomorf, yani yapisal olarak birbirine denk olan sonsuz sayida aritmetik
vardir. Her ne kadar herhangi iki aritmetik birbirine izomorf olsa da kullanim olarak
farkhiliklar1 vardir. Bir « {ireteci, tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi R'nin (R, ile gos-
terilen) bir alt kiimesi olan, birebir bir fonksiyondur. Her iirete¢ten bir tek aritmetik
elde edilir, tersine her aritmetik bir tek {iretec tarafindan iiretilir. Uretecin temel gorevi
R iizerinde tanimlanmig olan, bagta ikili iglemler ve siralama olmak iizere, kavramlar
farkhilagtirmaktir. R, iizerinde « iireteci yardimiyla tanimlanan temel olarak dort cegit

ikili islemden bahsedilebilir. Bunlardan ikisi olan a-toplama ve a-¢arpma islemleri, her

x,y € R, i¢in
Ty = ala (@) +al(y)
Yy = alaM2).a\(y)

bigiminde tanimlanir. Bu iglemler géz ontine alininca, 0, = «(0) sayis1 a-toplamaya
gore, 1, = a(l) sayist ise a-carpmaya gore etkisiz elemanlardir. Ayrica herhangi bir
r € R, igin r = a(=1) Yz = a(—a~'(z)) sayisma z sayisimn a-negatifi veya o-
toplama iglemine gore tersi; herhangi bir € R,\0, i¢in

67

vl =1/r = a(l/a"(z))

sayisina ise x sayisinin a-carpma islemine gore tersi denir. Yukarida tanimlanan ig-

lemler vasitasiyla R, iizerindeki a-¢ikarma ve a-bélme iglemleri her x ve y igin

« « «

r—y=z+(-y)=ala(z) —a"(y)) z,y € Rq

« «
«

vfy=z- (la/y)=ala(@)/a”(y)) z€Ryveye RNy
biciminde tanimlanir. R, kiimesi iizerinde « iireteci yardimiyla bilinenden farkli sira-
lamalar tanimlanabilir. Ancak iiretecin artan veya azalan olmasi ya da monotonlugu

onemli bir rol oynar. Elde edilen siralama bilinen siralama ile farklhilik gdsterebilecegi



gibi cakigadabilir. Bilhassa « iireteci monoton iken her z,y € R, icin a-siralama

a al(r) <al(y) , aartan 1)
Ty & 2.1
al(r) >a(y) , aazalan

bi¢iminde tanimlanir. Yukarida bahsedilen islemler ve siralama ile R, goriintii kiimesi
tam sirali bir cisim olur. Daha 6nceden de bahsettigimiz gibi « iiretecinin monoton
olmadigi durumlarda da a-siralama tanimi yapilabilir. Ancak bu tanmimlama R, kii-
mesinin uygun alt kiimelerine pargalanigi ile elde edilir (Bu alt kiimelere « iiretecinin
kisitlaniginin monoton olmasi halinde yukaridakine benzer bir siralama olugturulur).
Bu durumda da R, tam siral bir cisim olur.

R, iizerinde « iireteci vasitasiyla tanmimladigimiz iglemler ve siralama ile olugturdugu-
muz bu tam siral cisimlere a-aritmetik adi verilir.

Simdi bir kag¢ adet a-aritmetik 6rnegi inceleyelim.
Ornek

(a) I Birim fonksiyonu R; = R iizerinde klasik aritmetigi iiretir.

(b) Ustel fonksiyon exp ise Rey, = R* iizerinde geometrik aritmetigi iiretir. Her z,y €

exp X

Rt icin = + y = zvy, z
exp

r < y < Inx <lIny ile verilen siralama bagintisiyla R™ tam sirali bir cisimdir.

(¢) Ureteg

Inz

y = ™Y = 37 geklinde tanimlanan ikili islemler ve

NG , x>0
alx) = 0 , =0
—/(=z) , <0

olarak alinirsa elde edilen aritmetige quadratik aritmetik adi verilir.

Bu durumda x i Y= \/m, z y = zy ikili iglemleri ve =z % y < x < y siralama
bagintisi ile R tam sirali bir cisimdir.

(d) R iizerinde g-aritmetik denilen sonsuz sayida aritmetik tanimlayabiliriz. Sifirdan

farkl herhangi bir ¢ reel sayisi icin R’den R’ye

z/a ., x>0
a(z) = 0 , =0
—(—2)Y1 | <0



bi¢iminde tanimh « iireteci ele alinsin. Bu {iretecin tersinin

i , >0
a H(z) = 0 , v=0
—(—x)? , <0

oldugu kolayca goriilebilir. Burada ¢ farkli degerler aldik¢a birbirinden farkli sonsuz
sayida a-aritmetik tanimlanabilir. Ornegin ¢ = 1 ise a-aritmetik bildigimiz klasik arit-
metik ile cakisirken, ¢ = 2 iken ise quadratik aritmetik denilen aritmetik elde edilir.

Ayrica ¢ = —1 oldugu durumda ise harmonik aritmetik tiretilmis olur.

Simdi artan olmayan birkag iiretec 6rnegini ve bunlara gore elde edilen islemleri ve

siralamalar1 inceleyelim.
Not

(03
Bir « iireteci artan, x ve y ise R, dan alinan herhangi iki eleman olmak iizere, z < y

olmasi icin gerek ve yeter sart x < y olmasidir.

Ornek

-T e |—1,1 .
(a) Bir « iireteci i¢in a(x) = ’ x [ ] olsun. Bu durumda ikili iglemler
x , diger yerler

ve siralama

—r—-y , x,y€[-11]

:L’#a—y: r—y , z¢[-1,1,ye[-1,1]
y—xz , ze[-1,1,y¢[-1,1]
r+y , r,yé¢[-1,1]

« —Ty , TE [_17 1]7y ¢ [_171] veya T ¢ [_17 1}7y € [_17 1]
xy , x,y€|[-1,1] veyaz,y ¢ [—1,1]

y LY ¢ [_]‘71]

Y bi¢iminde tanimlanir.
Yy o, T,Yy€ [_]—7 1

VoA



(b) Uretecimiz a(z) =

1z |, z#0
0 , z=0

olarak alinirsa bu durumda ikili iglemler ve siralama asagidaki gibi olur.

z
@ Y ) $+y7é0
r+y=4 Tty
0 , T+y=0

[0
rT-y=xy

a y<x , z,y<0veyax,y>0
TLY &S

8

Sy , <0vel<y
Bu iirete¢ daha dnceden de bahsedilmis olan harmonik aritmetigi {iretir.

2 , z€Q
- , x¢Q

olarak alinirsa R, = R olur. Ayrica kolaylikla

(c) Ureteg a(x) = {

a1z = z/2 , T€Q
- {2l

oldugu goriilebilir. Bununla birlikte ikili iglemler ve siralama agagidaki gibi tanimlanir.

r+y , v,yeQveyaz,y ¢ Qr+y¢Q
N —2z+y) , 2yEQr+ycQ
VI y-3 L reauio
x—% , T¢QyeQ

— , z,y€Qveyaz ¢ QyeQveyaz e Qy ¢ Q
rT-y=9 22y , v, y¢QaryeQ
—vy , 2,y¢Qury¢Q

y<x , z,y<0veyax,y>0
0

<0, z,y=0



R, iizerinde verilen a-siralamasinin monoton olmasi durumunda, herhangi iki x ve y

elemaninin biiyiigii ve kiigiigii sirasiyla

max{x,y} , « artan min{z,y} , « artan

ve min{z,y} =

max{z, y} = ,
min{z,y} , o« azalan max{z,y} , o« azalan

bigiminde tanimlanir ve yine bu siralamaya gore R, kiimesinin herhangi bir {z,} dizi-

sinin azalmayan veya artmayan olmasi sirasiyla

o r, T , « artan o T, , « artan
T, T = ve x,l =
T, , « azalan r, T , « azalan

seklinde gosterilir. Ayrica bir {z,,} dizisinin (eger mevcutsa) a-supremumu ve a-infimumu

sirasiyla

o supz, , « artan L infx, , «artan
supz, = ve infz, =
infx, , « azalan supx, , « azalan

olur. Yukarida bahsedilen tanimlarin ve gosterimlerin 1s18inda agagidaki ifadelerin sag-

landigimi gormek ¢ok zor degildir.

(1) mihx{z, y} = a(max{a~(z),a""(1)})
(2) min{z, y} = a(minfa"(z), a7 (»)})
(3) 2.1 < aMa) 1

(1) 2 b & alw) !

(5) stipz, = a(sup @~ (z,,))

(6) infx, = a(inf a!(z,)).
Herhangi bir a-aritmetigin (veya herhangi bir R, sirali ¢cisminin) sifir1 0, oldugundan,
a-aritmetikte pozitif ve negatif sayilarin kiimeleri bilinenden farkli olabilir. Bagka bir

deyisle,

R§:{$|Oaéxvexeﬂ%a} VeR;:{x|x%OavemeRa}



bigimindeki R} ve R kiimeleri « iiretecine gore farklihk gosterebilir. Mesela ilk Or-
nek (b)’de Rf = (1,00) ve RZ, = (0,1) iken (d)'de R} = (0,00) ve R, = (—00,0)
olur. Herhangi bir x € RY sayisina a-pozitif sayr ve herhangi bir z € R sayisina ise
de a-negatif say: denir. Sadece pozitiflik veya negatiflik kavrami degigmekle kalmayip
biitiin koordinat sistemi farklhilagabilir. Dolayisiyla a-aritmetige gore ‘sonsuz’ kavrami
da degigebilir. Bu yiizden oo, yani ‘a-sonsuz’ ve —oo, yani ‘eksi a-sonsuz’ tanimla-

malarina ihtiya¢ vardir. Mesela ilk 6rnek (b)’de —00ex, = 0 ve 00y = 00 iken (c)’de

—00, = —00 Ve 00, = 00 olur.

Ikili iglemlerin degismesine bagh olarak sayilarin kuvvetleri ve kokleri de farklilagabilir.
R, daki bir z sayismmn a-karesi 22 = z° 2 = <[of1(x)]2> olur. Tiimevarim yontemi
yardimiyla herhangi bir m dogalsayisi i¢in bir z sayisinin m. dereceden a-kuvvet; x™ =
a ([a7!(z)]™) olarak tammlamr. Benzer bir sekilde herhangi bir z € R,\{0,} sayisi

icin

olur. Ayrica herhangi bir x € Rt U{0,} sayisiun a-karekokii /x = « («/or%x)) bigi-
minde tanimlanir. Genellegtirmek gerekirse, R,, kiimesindeki bir x elemaninin herhangi
bir n > 2 tamsayisi i¢in n. dereceden «a-koki (eger mevcutsa); /z = (/Mo = gl/na —

« ( Y a—l(x)> sayisidir.

Pozitiflik ve negatiflik kavraminin degisimine bagh olarak mutlak deger kavraminda da
degisiklik goriilebilir. R,, kiimesinin bir x elemaninin a-mutlak degeri su sekilde ifade

edilir:

«

2], = Va2 =a(ja  (@)) = { 0a , =04

Siralamaya baglh olarak R, kiimesindeki araliklar R kiimesindekilerden farkli olabilir.

Bu durumda aralik tanimimi yapmakta fayda vardir. R, kiimesinden a ve b elemanlar:



alalm. O halde R, kiimesinin bir agik araligi

(a71(b),a"(a)) , « azalan

bi¢iminde tanimlanir. Benzer bir gekilde bir yar1 acik arahigir da su gekilde tanimlaya-

biliriz:

a"Ya),a"t(b)] , a artan
o, - | @0
a7 1(b),a”(a)) , « azalan

Simdi (1,2), acik araliginin {iretece gére nasil degistigine bakalim. Bu aralik {ireteg
olarak o = I alimirsa (1,2), = (1,2), o = exp almirsa (1,2),, = (In1,In2), o quadratik

aritmetigi iireten fonksiyon olarak alinirsa (1,2), = (\/T, \/5), a harmonik aritmetigi

1

tireten fonksiyon olarak alnirsa (1,2), = (5, 1) haline gelir.

Teorimizde 6nemli bir yere sahip olan limit kavramindaki degigime de géz atmak gere-

kir.

. . . . . . & . . .
R,, kiimesininden bir {a,} dizisi alnsin ve a € R,, olsun. Her ¢ > 0, i¢in n > n. iken

[e% [e%
a, —a| < ¢ olacak bi¢cimde bir n. sayisi varsa, {a, } dizisi a sayisima a-yakinsar denir

67

. 4 (82 . . . & @ o
ve a-lima,, = a veya a,, — a yazilir. Her € > 0, icin n > n. iken a,, > ¢ (veya a, < —¢)

olacak bigimde bir n. sayisi varsa, {a,} dizisi a-sonsuza (veya eksi a-sonsuza) yaklagir

denir ve a-lima,, = 0o, (veya a-lima, = —00,, ) yazilr.

Ureteg siirekli iken herhangi bir {a,} reel say1 dizisi icin

lima, =a = a-lima(a,) = ala)
lima, =0 = a-lima(a,) = oo,

lima, = -0 = a-lima(a,) = —o0,

elde edilir. Ozel olarak, lim a(n) = a-lim a(n) = oo, ve lima(—n) = a-lima(—n) =

—00,, olur.
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Bu limit tamimiyla a-serilerden ve onlarin yakinsakhgindan bahsedilebilir. R, i¢inde

verilen bir {a,} dizisi i¢in

> o « « (07
a—g a, = ai; +ag + +a, +
n=1

ifadesine sonsuz a-seri denir. Genel terimi

Zal—al—i—ag—l— —@(Za az>

olan {s,} dizisine ise kismi a-toplamlar dizisi denir. Bu dizi bir L € R, sayisina a-

(e, 9] (o.9]

vakinsak ise a-)_ a, serisi L a-toplamina sahiptir denir ve a-) a, = a-lims, = L
n=1 n=1

bi¢iminde yazilir.



11

3.URETILEN OLCULERIN TEORISI

3.1. a-Olgiiler

) bos olmayan bir kiime olmak iizere, {2 kiimesinin altkiimelerinin bir yarihalkasi, hal-

kasi, cebiri, d-halkasi, o-halkasi, o-cebiri sirasiyla S, R, A, D, P, X ile gosterilecektir.

Q) kiimesinin altkiimelerinin bog olmayan bir sinift S olsun. Eger her A, B € § i¢in
AN B €S ve bu smiftan A C B sartini saglayacak sekilde segilen her (A, B) ¢ifti i¢in
A=CoCCiC..CC,=DBveC;\C; €S olacak sekilde Cy,...,C, € S kiimeleri

varsa S bir yarhalkadir denir. Ornegin (a, b] yariacik araliklarin sinifi bir yarihalkadir.

Q) kiimesinin altkiimelerinin bog olmayan, birlegsim ve fark altinda kapali bir sinifina
halka denir. Cebir, () kiimesini i¢ine alan bir halkadir. Sayilabilir kesigim altinda kapal
olan halkaya d-halka; sayilabilir birlesim altinda kapali halkaya o-halka ve §2 kiimesini

kapsayan o-halkaya ise o-cebirt denir.

Q) kiimesinin altkiimelerinin bos olmayan bir sinifi M olsun. Bu sinif artan dizilerin
birlesimleri ve azalan dizilerin kesigimleri altinda kapaliysa monoton sinif diye adlan-

dirilir.

Her halka bir yarihalka, her d-halka bir halka, her o-halka bir d-halka ve monoton

simftir.

) kiimesinin altkiimelerinin herhangi bir F sinifi icin; bu sinifi kapsayan en kiiciik
yarthalka, halka, cebir, d-halka, o-halka, o-cebir, monoton simf vardir. Bunlar sr(F),
r(F), a(F), or(F), or(F), ca(F), M(F) ile gosterilir ve F tarafindan iiretilen yari-

halka, halka, cebir, d-halka, o-halka, o-cebir, monoton sinif olarak adlandirilir.

F, R’nin biitiin agik araliklarinin bir sinifi olsun. F sinifinin iirettigi en kiiciik o-cebirine
Borel cebiri denir ve oa(F) veya B(R) ile gosterilir. Simdi Borel cebiri yardimiyla R,
tizerinde o-cebirini olugturalim. R’nin herhangi bir (a,b) araligr R, i¢inde olmayabile-

ceginden bdyle bir o-cebiri tammina ihtiyag vardir. Ornegin (—1,1) € Rex,.
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Daha onceden de bahsedildigi gibi « {iretecinin artan veya azalan olmasi durumlarina
gore a-siralama tanimi farklilik géstermektedir. Bundan sonra anlatilacak kisimda iire-
tecimizin artan oldugu kabul edilecektir. Azalan oldugu durumda benzer sonuclar elde
edilebilir. Uretecin monoton olmadig1 durum ise, sadeligi gézetmek adina incelenmeye-

cektir.
3.1.1. Tanmim

Ureteg  siirekli olsun. R'nin herhangi bir (a, b) acik arahig icin a((a, b)) = (a(a), a(b))
oldugundan R’nin acik kiimelerinin « altindaki goriintiilerinin sinifi F,, olarak tanimla-

nirsa, F, nin iirettigi o-cebirine a-Borel cebiri denir ve oa(F,) veya B(R,,) ile gosterilir.

Simdi, B(R,) icerisindeki elemanlarin, yani kiimelerin, nasil iiretildigini agiklayalim.
Burada « artan oldugundan herhangi bir a € R ve her n € NT i¢in « (a - %) <
a(a) olur. Diger bir yandan, « iiretecinin siirekliligi kulanilirsa (o-)lim o (a — %) =

Q (a — lim %) = a(a) oldugu goriiliir ve boylece

o=t~ P o-2) )= (1o~

n=1

elde edilir. Benzer bir yolla (a,b],,[a,b],,{a}, elemanlar1 da iiretilebilir. Ayrica her-

hangi bir a € R ve her n € NT i¢in o (a —n) < a(a) ve lim(a —n) = —oo iken

a-lima (a — n) = —oo, oldugundan

(—00,a), = (—00q, a U (a—n),a(a)) = U (a—n,a),
n=1 n=1
elde edilir. Benzer bir yolla (—o0,al, ,[a, o), ,(a,o0),,R, elemanlar: da iiretilebilir.

B(R,) icerisindeki diger kiimeler ise, bu kiimelerin sayilabilir kesigimi veya birlegimidir.

Elde ettigimiz aritmetiklerde Lebesgue integralini tanimlamak i¢in 6ncelikle bu arit-

metiklerde bir 6l¢ii tanimi yapmamiz gerekmektedir.

3.1.2. Tanim

Q kiimesinin alt kiimelerinin bir yarithalkast S olsun.
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S iizerinde tanimh p® @ § — [0, 00,] kiime fonksiyonu igin

u (@) =0, ve

Her ayrik (A,) dizisi i¢in u® fonksiyonu o(a)-toplamsallik, yani

e (UA"> = - Z p (A,) =« <Z a 'p® (An)>

ozelliklerini saglaniyorsa p® fonksiyonuna bir a-dl¢ti fonksiyonu veya kisaca a-ol¢i adi

verilir. (2, S, u®) tigliisii ise a-6l¢i uzayr olarak adlandirilir.
Siradaki 6nerme 6l¢ii ve a-0lcii arasindaki iligkiyi anlamamiza yardimer olacaktir.

3.1.3. Onerme

R iizerinde tanimli herhangi bir « iireteci icin

(1) p® bir a-6lgii ise o~ o u® bir dlgiidiir,

(2) u bir dl¢ii ise o p bir a-6lgiidiir.
fspat

(1) o = a o u® olsun. Tamm 3.1.2 (1)’den p(@) = o (p*(@)) = a H(a(0)) =0
olur. Diger bir yandan, herhangi bir ayrik {4, } dizisi i¢in Tanim 3.1.2 (2)’den

(09 (@) (Eren)) S

elde edilir.

(2) p* = ao p olsun. p*(@) = a(u(2)) = 0, olur. Diger bir yandan, « fonksiyonun
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birebir olmasindan dolayi herhangi bir ayrik {A,} dizisi i¢in

(@) @) (o))

oldugu, yani pu® fonksiyonun o(«)-toplamsalligr elde edilir.

Yukaridaki 6nerme yardimiyla, klasik 6l¢ii 6rneklerinden ilham alarak birkag a-0lcii

ornegi verelim.
Ornek

2 herhangi bir kiime olmak tizere pu® : P(2) — [04, 004) kiime fonksiyonu

0Og , A sonsuz
n(A) =
a (A’nin eleman sayisi) , A sonlu

bi¢iminde tanimlansin. (€2, P(€2), u®) bir a-6l¢ti uzayidir.
Ornek

2 bosg olmayan bir kiime ve a € () olmak {izere

0w , a¢ A
la , a€A

pe(A) =

bi¢iminde tanimlanan u® : P(2) — [04,00,) kiime fonksiyonu P(§2) iizerinde bir a-

olciidiir.

Ornek

) bog olmayan bir kiime olmak iizere

0, , A=
p(A) =
0y , AF# D
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bi¢iminde tanimlanan p® : P(2) — [04, 00,]) kiime fonksiyonu P(f2) iizerinde bir a-

Olciidiir.
Ornek

B(R,) a-Borel cebiri iizerinde taniml ve araliklarin a-uzunlugu (mesela A*([a,b],) =
b a = a(a™(b) — a™(a))) ile verilen A\* : B(R,) — [04, 00,] kiime fonksiyonu bir

a-0lciidiir.
3.1.4. Teorem
(Q, S, n*) bir a-6l¢ii uzay: olsun.

(1) Ay,..., A, € S kiimeleri ayrik kiimeler ve | J A; € S oluyorsa
i=1

u (UAl) = a- Z we (4;)

esitligi saglanir; yani pu® sonlu a-toplamsaldir.
(2) Herhangi iki A, B € S kiimeleri i¢cin A C B ise u*(A) % p*(B) (yani o artan
iken p*(A) % p*(B), a azalan iken pu®(A) § p*(B)) saglanir. Bagka bir deyigle u®,

a-monotondur.
fspat

(1) Aq,..., A, € S ayrik kiimeler ve |JA; € S olsun. Her ¢ > n sayisi i¢in A; = &
i=1

oldugunu kabul edelim. Bu durumda {4;} dizisi (JA; = [JA; € S sartimi saglayan
i=1 i=1
ayrik bir dizi olur. Boylece, u* fonksiyonunun o(«)-toplamsalligindan ve pu*(&) = 0,

olmasindan dolay1

e (U&) = pe (U/L) = Zua (Ai) = OZ-ZMO‘ (4i) =« (Z alue (Az'))

i=1

elde edilir.
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(2) A,B € S ve A C B olsun. Ayrica B\A = |J C; olacak gekilde ayrik C4,...,C, € S
i=1
kiimeleri secilsin. Bu durumda B kiimesi S yarihalkasinin ayrik kiimelerinin sonlu bir

birlegimidir, yani B = AU (B\A) = AUC, U...UC, olur. Boylece, teoremin birinci

kismi kullanilirsa

elde edilir.
3.2. a-Dig Olciiler, o-Olciilebilir Kiimeler ve a-Olciilebilir Fonksiyonlar
3.2.1. Tanim

2 kiimesinin kuvvet kiimesi P(£2) olsun. P(Q) iizerinde tanimh p** : P(Q) — [0,, 004]

kiime fonksiyonu icin

(1) (@) = Oa
(2) A C B iken u*(A) < u*(B) ve
(3) Her {A,,} dizisi igin p** o(a)-alt toplamsal, yani

M*a <UAn> < Q'ZM*Q (An> =« <Z Oéillu*a (An)>
n=1 n=1 n=1
oluyorsa p** fonksiyonuna bir a-dis ol¢ii fonksiyonu veya kisaca a-dig 6l¢t ad1 verilir.

w a-dig olgiisi P(Q)) tizerinde o(a)-toplamsal olmak zorunda degildir. Ancak her

zaman p** nin iizerinde o(a)-toplamsal oldugu bir o-cebiri vardir.

Onerme 3.1.3'de 6lcii ile a-6lcii arasinda bir iliski oldugundan bahsedilmisti. Benzer

bir iliski de dig 6lcii ile a-dig Olcii arasinda da vardir.

3.2.2. Onerme
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R iizerinde tanimli herhangi bir « iireteci icin

1

(1) p* bir a-dig 6l¢ii ise o' o ** bir dig olgiidiir,

(2) p* bir dig 6lgii ise o o p* bir a-dig Slgiidiir.

Siradaki tanim a-6lgiilebilir kiimelerden bahsedecektir.

3.2.3. Tanim

E kiimesi 2’nin bir alt kiimesi olsun. Her A C 2 i¢in

P (A) = AN E) £t (AN E) = (o™ (17 (AN B)) + o7 (u"(A N E9))
saglaniyorsa F kiimesine a-6lgiilebilir ya da p**-6lgiilebilir denir.

e fonksiyonu o(a)-alt toplamsal oldugundan her A ve E kiimesi i¢in
W(A) = W (AN E)U (AN EY) < w* (AN E) 4 (AN EY)

saglanir Bu ifade vasitasiyla E kiimesinin «a-6l¢iilebilir olmasi icin gerek ve yeter sart

Q) daki her bir A kiimesi icin
u(A) = (AN E) § (AN E°)

saglanmasi gerektigi kolayca anlagilabilir.

Biitiin a-6lgiilebilir kiimelerin koleksiyonu A“ ile gosterilsin. Yani
A" = {E CQ:her AC Qicin p**(A) = p™*(ANE) ¥ pr(AN EC)}
istege bagh olarak A® yerine A, . da kullanilabilir.

En basit a-6l¢iilebilir kiimeler a-dig 6l¢iisii 0, olanlardir.
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3.2.4. Tanim

E kiimesi © nin bir alt kiimesi olsun. Eger pu*(A) = 0, ise F kiimesine a-null kiime

denir.

w* fonksiyonun o(a)-alt toplamsallik 6zelligi geregince a-null kiimelerin sayilabilir
birlesiminin yine bir a-null kiime oldugu gériiliir. Bu kiimeler a-integral teorisinde
onemli bir role sahiptir.

3.2.5. Teorem

Her a-null kiime a-06l¢iilebilirdir.

fspat

E CQve p*(A) = 0, oldugunu kabul edelim. p** fonksiyonunun monotonluk 6zelligi
geregince her bir A C Q i¢in p**(A N E) = 0, olur. Bunun bir sonucu olarak her bir
A C Qicin

(A S W ANE) + (AN ES) = (AN E°) < ™ (A4)

elde edilir. Bu yiizden E kiimesi a-6l¢iilebilirdir.

Agagidaki lemma a-6lgiilebilir kiimelerin bagka 6zelliklerinin anlagilabilmesi i¢in gerek-

lidir.
3.2.6. Lemma

Ei, ..., E, ayrik ve a-0lciilebilir kiimeler olsun. Her A C € icin



19
jspat

Ispati n iizerinden tiimevarim yontemini uygulayarak yapacagiz. Ifadenin n = 1 durumu
icin saglandigr aciktir. Simdi bazi1 n degerleri i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Ayrica
Ei, ..., E,q kiimeleri ayrik ve a-olciilebilir olsun. Eger A C () ise

n+1

AN [UEZ] NE, 1 =ANE, 1
=1

n+1

AN LL:JlEz] N(E,1) =AN [Lnj EZ]

=1

elde edilir. Diger bir yandan FE, ., kiimesin a-0lciilebilirligini kullanilirsa

o (Guang) = e (an[Ga))

n+1 e’ ntl
_ e (Am [U EZ} N En+1) + (Am {U E} n (En+1)c)
i=1 '
N

n+1

n+1
= «a (Z a e (AN EZ))
i=1

olur. Burada son esitlik tiimevarim hipotezinden dolay1 saglanir. Boylece tiimevarim

tamamlanir ve ispat sonuclandirilmig olur.

3.2.7. Teorem

Biitiin «a-ol¢iilebilir kiimelerin koleksiyonu A%, bir o-cebiridir.

fspat

Oncelikle a-6lgiilebilir kiime tammindan E € A® ise E° € A® oldugu agiktir. p**(9) =

0 oldugudan @ € A® olur, bu da Q2 € A* demektir.
Simdi Fy,F, € A iken E = FE; U E, oldugu gosterilecektir. Gercekten E yerine
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Ey U (Ef N Ey)yazihirsa, € nin her bir A alt kiimesi igin

«

PW(ANE) + (AN E°)

A%

e (A)

N (ANED) + e (AN E§) N Ey) | + % (AN EY) N ES)

A&

= p*(ANE)+ [u AmECmEg)Jru (AN EY) N ES)

= (AN El) P (AN ES) = p*(A)

elde edilir Bu da F; U Fy € A® olmasim gerektirir.

Timevarim yonetimi uygulanirsa A% siifinin sonlu birlegsim ve sonlu kesisim altinda
kapali oldugu goriilebilir. Ayrica Ey, Ey € A® ise £y \ By = Ey N ES € A% olur.
Bu yiizden A® kiimelerin bir cebiridir. Ispati tamamlayabilmek icin A® nin o-cebiri

oldugunu géstermeliyiz. A® iginde alinan bir { £, } dizisi i¢in F = |J E,, oldugunu kabul

n=1

edelim. Ayrican > 1i¢in Gy = Ey ve Gp.y1 = E, 1\ | E; olarak tanimlansin. O halde
=1

{Gr} C A% n # m iken G3 NGy = @ elde edilir ve E = U G, olur. Simdi n > 1 igin

n=1

F,, = UG, oldugunu kabul edelim. Ayrica her bir F,, kiimesinin a-6lgiilebilir oldugunu
i=1

ve £ = J F, esitliginin saglandigini goz oniinde bulundurmakta fayda vardir. Simdi,
n=1
A C Q ise her bir n i¢in

weA) = wANE) § (AN FY)

> W (ANE) T (AN E°)

- {a S e AmG)} (AN E°)

=1

elde edilir. Bu arada en son egitlik Lemma 3.2.6’dan dolay1 saglanir. Boylece

1 A) = |a WUANES) = (AN E) § (AN E°) > 1 (A)

Zu*a (Ancy|

ve ' € A® olur. Bu yiizden A® bir o-cebiridir.
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Bir a-dig dlgiiniin A%’ya kisitlanisi a-6l¢iidiir.
3.2.8. Teorem

w* kiime fonksiyonu € iizerinde bir a-dig 6lgii olsun. (2, A%, p**) igcliisii bir a-6l¢i

uzayidir; yani p** fonksiyonu A® tizerinde o(«)-toplamsaldir.
fspat

{E,}, A%nin bir ayrik dizisi olsun. £ = |J F, olmak iizere p** fonksiyonunun o(«)-alt
n=1
toplamsallik 6zelliginden

w(E) < a-)  p (Ey)
n=1

egitsizliginin saglandigi goriiliir. Lemma 3.2.6’dan dolay1 her £ igin

k

UE.

n=1

k k
a- Z,u*o‘ (E,) = a- Z W (ENE,)=u“ (E N

n=1 n=1

) e

saglanir. Boylece a-> p** (E,) % p**(E) ve bu yiizden de a-)_ p** (E,) = p*(F)
n=1 n=1

olur.

pw*mn A%ya kisitlanigt p** a-dus élgiistinidn trettigi o-dlgt biciminde adlandirilir.

3.2.9. Teorem

A ve B olgiilebilir iki kiime, A C B ve p**(B) < a(oco) olsun. O halde p**(B\ A) =
w(B) 2 1 (A) saglanir.

B = AU(B\A) olarak almarak p** fonksiyonunun a-toplamsalligi kullanilirsa **(B) =
*a(A)i,u*a(B\A) esitligi elde edilir. Ayrica p**(B) < a(00) oldugundan p**(B\ A) =
(B) 2 1(A) elde edilir.
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2 kiimesinin alt kiimelerinin bir koleksiyonu F olsun ve bu F, bog kiimeyi igersin.
Ayrica p® : F — [0q, 004, kilme fonksiyonu igin p*(@) = 0, olsun. Q daki her bir A

kiimesi i¢in

mf{a—Zu :{A,} F de bir dizi ve A C UA }

n=1

seklinde tanmimlansin. Eger F koleksiyonu iginde A C [ J A, olacak gekilde bir {A,}

n=1
dizisi yoksa, p**(A) = oo, olarak kabul edilecektir. Yani inf@ = oo, oldugunu varsa-

yilacaktir.

3.2.10. Teorem

e P(Q) — [04, 00,] kitme fonksiyonu F’deki her A kiimesi i¢in p**(A) % pu(A) esit-
sizligini saglayan bir a-dis 6l¢iidiir. Bu a-dig 6l¢ii u® : F — [04, 00,] kiime fonksiyonu

tarafindan {iretilen a-dig 6l¢ii olarak adlandirilir.

fspat

Q

Her A C Q 1(;1n e (A) ; 0. saglandigl aciktir. Ancak her n i¢in A, = @ ise 0, <
W (o) < a- Z u (&) = 0, ve dolayisiyla p**(@) = 0, olur.

Simdi p*¢ fonksiyonunun monotonlugunu gosterelim. A C B oldugunu kabul edelim.
B C fjA ve {A,} € Fise AC EjA olur ve bu yiizden de p**(A ) a- Zu (A,)
elde ed111r Eger F koleks1y0nunda B yi 6rten boyle bir A,, dizisi yoksa u* (B) = 004
ve p**(A) < p**(B) oldugu agiktir. Bu yiizden

mf{a—z,u {A}C]-“veBCUA}g,u*O‘(A)
n=1
saglanir.

Simdi de **'nin o()-alt toplamsal oldugunu gésterelim. Oncelikle {4, }, © kiimesinin
altkiimelerinin herhangi bir dizisi olsun. Eger a- ) p** (A,) = oo, ise p** | U An> %
n=1

n=1
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a- 21 p** (A,) oldugu aciktir. Bu yiizden a- ) p** (A,) < 00, oldugunu kabul edelim.

n=1

Ayrica £ > 0, olsun. Her bir 4 i¢in F koleksiyonundan &yle {A?} dizileri segelim ki, bu
diziler igin A; C |J A° ve - pu® (A7) < (A + <a (271 ¢ 5) olsun. Oyleyse her
n=1 n=1

ivenigin A, € Fve A, C U U A, olur. Boylece her ¢ = 04 i¢in

n=1 i=1ln=1

() 2B B 2 Bl @ (oo

olur Bu yiizden asagidaki esitlik elde edilir.
N*a (UAn> < OC'ZM*Q (An>
n=1 n=1

Ayrica A= AUug@U@U@U... oldugundan her A € F igin p**(A) % pu*(A) saglandig

kolayca goriilebilir.

Baz1i A € F kiimeleri i¢in p** (A) < p® (A) kosulunu saglayan ornekler kolayca olusg-
turulabilir; yani p*®, p®nin genislemesi olmak zorunda degildir. Ornek olarak Q =
{a(1),a(2),a(3)}, F = {2, {a(1)},{a(l),a(2)}} ve u* : F — [04,004]) fonksiyonu
p* (@) = 04, p*{a(1)}) = a(2) ve p*({a(l),a(2)}) = «a(1) seklinde tanimlanirsa
p({a(1)}) = a(1) olur.

Ancak p® bir a-6l¢ii oldugu zaman durum degigir.
3.2.11. Teorem

(Q,S, n*) bir a-6l¢li uzay1 olsun. p** a-dig olgiisit u® a-6l¢lisiiniin bir geniglemesidir.

Yani, A € S ise p**(A) = p*(A) saglanir.
fspat

Oncelikle A € S olsun. Teorem 3.2.10’dan dolay1 p**(A) % pu*(A) oldugunu biliyoruz.
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{A,} € S bir dizi ve A C [J A, olsun. u® fonksiyonunun o(«a)-alt toplamsallik 6zel-

n=1
liginden u®(A) % a-> u* (A,) elde edilir ve bu sayade pu“(A) % w*(A) saglandig
n=1
goriiliir. Boylece u®(A) = p**(A) olur.

*Q

W a-dig Olciisii p® tarafindan {iretilen bir genisleme oldugundan, p**’yva p®nin Ca-

rathéodory genislemesi adi verilir.
3.2.12. Teorem

(Q, 8, u®) bir a-6l¢ii uzayi ve g™, u® tarafindan iiretilen a-dig 6lgii olsun. €2 kiimesinin

bir E alt kiimesi, icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) E kiimesi p**’ya gore a-6lgiilebilirdir.

(2) n*(A) £ 00, olacak bigimde alinan her A € S icin pe(A) = u*“(AﬁE)iu*a(AﬂEc)
saglanir.

(3) u(A) < oo, olacak bicimde alinan her A € S icin p®(A) > ,u*O‘(AﬂE)i,u*O‘(AOEC)
saglanir

(4) Her A C Q kiimesi i¢in p**(A) § (AN E) T (AN E°) saglanir.
fspat

(1) = (2) ve (2) = (3) asikardur.
(3) = (4) A C Q olsun. pu**(A) = oo, ise (4) bariz bir gekilde saglanir. Bu yiiz-

den p**(A) < 00, olsun. Ayrica e > 0, oldugunu kabul edelim. 4 C U A, ve a-

n=1

> (4,) < P (A) T ¢ olacak sekilde S den bir {A,} dizisi secelim. Boylece her
n=1

bir n igin pu® (A,) < o0, elde edilir ve hipotez geregince her bir n i¢in p**(A,) ;
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(A, NE) ¥ (A, N E°) saglanir. Bu yiizden, her ¢ = 0, icin

WANE) $ (AN EBY) < ma({[’le}mE e { ]ﬂEc)
< a—i,u (A, N E) T i_'f (A, N E)

I
7
gk

pe (A, N E) + e (An N E°)

n=1
< s () < (A) e

saglanir ve boylece u**(A,) ; WA, NE) ¥ (A, N E°) oldugu goriiliir.

(4) = (1) p** fonksiyonunun o(«)-alt toplamsallik 6zelliginden p**(A) %
(AN E°) oldugunu biliyoruz. Boylece her A C Q igin p*(A) = p**(AN
E°) elde edilir. Bu yiizden FE kiimesi a-6l¢iilebilirdir.

(Q,8, u*) a-olcii uzayinda alinan bir F kiimesi p® tarafindan iretilen p** a-dig dlcii-

siine gore Olciilebilirse £ kiimesi a-6l¢iilebilirdir denir.
3.2.13. Teorem

S deki her bir eleman a-0l¢iilebilirdir. Yani, S CA“.
fspat

E C S olsun. E nin a-6lciilebilir oldugunu gostermeliyiz. A € S ise S iginde A N

= A\FE = UB olacak sekilde ikiser ikiser aymk Bji,..., B, kiimeleri vardir.
Sunu da goz onunde bulunduralim ki AN E, By,...,B,; S’in ayrik bir sinfudir ve
A= ANEUB U...UB, saglanir. p** nin o(«a)-alt toplamsalligi, p“nin o(«a)-

toplamsalligi ve Teorem 3.2.11 kullanarak

p(ANE) T pe(ANEY) < p(ANE) a3 u(B)

=1

— AN E) ¥ a- 3 pu*(By) = p*(A)

i=1

.

3
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elde edilir. Teorem 3.2.12’den dolay1 E’'nin «a-6lgiilebilir oldugu ve béylece S CA® ol-

dugu goriiliir.

Q2 nmin altkiimelerinin bir dizisi {A,} olsun. A, C A, ve her bir n i¢in A = U A,
oluyorsa A, dizisi artarak A ya yakmsar denir ve A, T A biciminde gosterilir. Benzer

sekilde A, 1 C A, ve her bir nigin A = ﬂ A, oluyorsa A, dizisi azalarak A ya yakinsar
n=1

denir ve A, | A biciminde gosterilir.
3.2.14. Teorem

(Q,S, n*) bir a-olcii uzay1 ve {E,} a-6lgiilebilir kiimelerin bir dizisi ise agagidaki ifa-

deler saglanir:

(1) E, T E ise p**(E,) % w*(E) olur.

(2) E, | E ve baz k degerleri i¢in p**(Ey) < 00, ise p(E,) L w**(E) olur.
fspat

(1) By = E; ve n > 2 sayllari i¢in B,, = E,, \ E,_; oldugunu kabul edelim. O halde her

bir B,, kiimesi a-dl¢iilebilirdir ve 7 # j iken B; N B; = & olur. Ayrica E,, = UBZ- ve
i=1

E = | B; oldugu goriiliir. Boylece Teorem 3.2.8 kullanilirsa

=1

3B = iy o 30
elde edilir. Fakat p**(E,) = a- Z,u *(B;) ve bu yiizden p**(E,) % p**(E) olur. (2)

Genelligi bozmaksizin p**(E) < 004 oldugunu kabul edelim. Simdi Ey\ E,, 1T Ey\ E ve
béylece teoremin birinci kismi kullanilarak a-lim p**(FEy \ E,,) = p**(E1\ E) elde edilir.
Teorem 3.2.9’den dolayr a-lim |p**(E}) Z p(Ey)| = W (EL) Z p*(E) ve boylece

w(E,) ju*a(E) oldugu goriiliir.

3.2.15. Tanium
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(Q, S, n*) bir a-6l¢ii uzay1 olmak iizere
(1) p*(Q) < 00, ise bu uzaya sonlu a-él¢ii uzay:
(2) Her bir n i¢in Q = |J Q; ve p**(£2,) < 00, olacak bicimde € nin alt kiimelerinden
n=1
olugan bir {€,} dizisi varsa bu uzaya o(a)-sonlu a-6l¢ii uzayi denir.

3.2.16. Teorem

(Q,S, u*) bir sonlu a-6l¢ii uzayr ve Q kiimesinin bir alt kiimesi £ olsun. O halde FE

kiimesinin a-0lgiilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart u®(Q2) = p**(E) ¥ W (EC)
esitliginin saglanmasidir.
fspat

(=) F olgiilebilir bir kiime oldugunda esitligin saglandig1 aciktir.
(<) Diger yonden p*(Q2) = p*(E) ¥ W (E°) esitliginin saglandi kabul edilsin.Ayrica

A C S olsun. A kiimesinin a-0l¢iilebilirligi £ ve E€ iizerine uygulanirsa

we(E) = p(ANE)+ p(EnA%)

[L*a(EC) — lu*a(A N Ec) + M*Q(Ec N Ac)
oldugu goriiliir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanirsa

peQ) = pr(E) T e (E°)

M*
— (AN E) + (AN ES) ¥ (B N A°) F e (E° N A°)

z pW(A) + e (A%) = (AU A%) = ()

elde edilir. Boylece
J(A) O (AY) = (AN B) + (AN E°) + (B 0 A%) F (BN AY)

olur. p**(A°) % P (E N A°) T P (EC N AC) ve p*(Q) < 0o, oldugu son esitlikle
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birlegtirilirse
p(A) = (AN E) F (AN E°)

elde edilir. Teorem 3.2.12’ya bakildiginda bu ifade F kiimesinin 0lciilebilir olmasina

denktir.

Hemen hemen her yerde kavrami integral teorisinde 6nemli bir role sahiptir. p*¢ fonk-
siyonu 2 kiimesinin bir a-dig 6l¢iisii olmak iizere (2’nin elemanlarini ilgilendiren bir
bagint1 var olsun. A kiimesi bu bagintiy1 saglamayan tiim elemanlarin kiimesi olarak
kabul edilsin. Eger A kiimesi a-null kiime, yani p**(A) = 0, ise bu bagint1 hemen
hemen her yerde saglanir, ya da hemen hemen her z icin saglanir denir. Ornegin f ve
g, ) iizerinde tanimlanan R, degerli iki fonksyon ise, f % g hhy (hemen hemen her
verde) olmasi p* ({x € Q: f(x) S g(x)}) = 0,. demektir. Benzer gekilde {f,} dizisi
bir f fonkisyonuna hemen hemen her yerde yakinsaktir denildiginde su anlagilmalhdir:
Her z ¢ A i¢in lim f,(z) = f(z) saglayacak bi¢cimde a-0lgiisii sifir olan bir A kiimesi

vardir.

Eger (2, S, u®) bir a-6lgii uzay ise bir bagint1 hemen hemen her yerde saglaniyor de-
nildigi zaman, bu bagint1 pu“ tarafindan iiretilen p©** a-dig 6lgiisiine gére hemen hemen
her yerde saglanir denilmek istenildigi anlagilmalidir. Ileride kullanacagimiz temel he-
men hemen her yerde bagintilarina agagida yer verilecektir. Burada (€2, S, u®) verilen
bir a-0l¢ii uzayi, f ve g ise §2 iizerinde tanmimhi R, degerli fonksiyonlar oldugu kabul

edilsin.

(1) f = g hhy olmasi y ({x € Q: f(z) # g(0)}) = 0.,

(2) f 2 g by olmass e ({2 € Q2 f(2) < gla)}) = 0,

(3) fu = f hhy olmast 4™ ({z € Q2 fu(x) » g(x)}) = O,

(4) fu 1 f hhy olmast her n igin f, < f1 hhy ve f, — f hhy,

(5) fn 4 f hhy olmasi her n igin f, 41 % fn hhy ve f, — f hhy

oldugu anlamina gelir.
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3.2.17. Taniunm

Bir f : Q — R, bir fonksiyonu igin R,’daki her bir agtk O alt kiimesi igin f~!(O)

a-0Olciilebilir bir kiime ise f fonksiyonuna a-0l¢iilebilir fonksiyon denir.

Her sabit fonksiyon a-olgiilebilirdir. Gergekten, her z € Q i¢in f(x) = a(c) ve O
kiimesi R, 'nin bir agik kiimesi olarak alinirsa, ¢ ¢ O iken f~1(0) = @ ve eger ¢c € O

iken f71(0) = Q olur.

3.2.18. Teorem

Bir f: Q — R, fonksiyonu icin asagidaki ifadeler denktir.

(1) f a-dl¢iilebilirdir.

(2) Ry’muin her bir sinirh agik (a, b), araligy icin f~'((a,b),) a-6lgiilebilirdir.
(3) R,’muin her bir kapah C' kiimesi i¢in f~1(C') a-ol¢iilebilirdir.

(4) Her a € R, i¢in f([a, 004),) a-6l¢iilebilirdir.

(5) Her a € R, i¢in f((—00q,4a],) a-olgilebilirdir.

(6) R, min Her bir B a-Borel alt kiimesi igin f~'(B) a-6lgiilebilirdir.

3.3. a-Basit ve a-Adim Fonksiyonlar

3.3.1. Tanim

2 kiimesinin bir alt kiimesi A olmak iizere x € A x5 (x) = 1, ve © ¢ A iken x5 (x) = 0,
(bagka bir deyisle x4 = aox4) biciminde tanimlanan y% : Q — R, kiime fonksiyonuna

A kiimesinin «a-karakteristik fonksiyonu denir.

A ve B, Q kiimesinin iki alt kiimesi olsun. O halde asagidaki ifadeler saglanir:

(1) xg(z) = 04 ve xG(7) = 14
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X4 < XxXB , «artan
(2) ACB< N
X4 = X5 , «azalan
o XaNXg , «artan
(3) Xfnp = Xa - XB =
X4V xg , o azalan
o o X4V Xxs , «artan
(4) X4up = X4 + X5 — Xinp =
X4 A XE , o azalan

(5) X4z = X4 — Xdnp
(6) {A;} Qnin ayrik alt kiimelerinin dizisi ve A = |J 4; ise
i=1

= a3 xG = o (i a‘lx‘iii> —a (i m)
i=1 i=1 i=1
(7) X% = X% © X% (burada B kiimesi Q’dan farkl bir kiimenin alt kiimesi olabilir).
Not
Q) kiimesinin tiim elemanlarini 0, sayisina egleyen fonksiyon ©, ile gosterilecektir.

3.3.2. Tanim

Bir ¢ : Q — R, a-olc¢iilebilir fonksiyonunun aldig1 degerler sonlu sayida ise bu fonksi-

yona «a-basit fonksiyon denir.

Ayrica a-basit fonksiyonlarin a-toplami, a-dig carpimi, sonlu a-supremumu ve a-infimumu

yine a-basit fonksiyonlardir. Bagka bir deyisle, a-basit fonksiyonlarin koleksiyonu bir
fonksiyon uzayi olugturur. Aym zamanda bu fonksiyonlarin a-¢arpimi da « basit fonk-

siyon oldugundan bu koleksiyon bir fonksiyon cebiridir.

¢ bir a-basit fonksiyon ve ay,as,...,a, € R, a-sifirdan farkh sayilar olsun. A; = {x €
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Q: ¢(z) = a;} biciminde tamimlanan kiimeler ayrik ve a-6lgiilebilir kiimelerdir. Ayrica

¢ = a- Zai B Xa, =« (Z oz_l(a,-).oflxj) =« (Z oz_l(a,»)XAi>
i=1 i=1 i=1

saglanir. Bu ifadeye ¢ fonksiyonunun a-standart temsili denir. Ozel olarak ©, sabit
fonksiyonunun standart temsili i¢in xg kullanilacaktir. Genel olarak, b; € R, ve tiim

B; kiimeleri a-6l¢iilebilir olmak iizere, ¢ a-basit fonksiyonunun ¢ = a-)_ b; < XB, =
j=1

o (Z al(bi)XBj) bigimindeki temsili tek degildir.
j=1
3.3.3. Tanim

m
Bir ¢ a-basit fonksiyonunun standart temsili ¢ = a-»  ; 4 X4, olsun. Her 7 sayis1 igin
i=1

A; kiimeleri sonlu a-6l¢iiye sahip (yani u®(A;) < 004) a-Olgiilebilir kiimeler ise bu

fonksiyona a-adim fonksiyon denir.

Bahsedilen a-adim fonksiyonlarinin koleksiyonu bir fonksiyon uzayidir ve ayni zamanda
da bir fonksiyon cebiridir. Bu fonksiyonlar a-integral teorisinin yapitaglar: olduklari i¢in

biiyiik 6nem tagirlar.
3.3.4. Tanim

Bir ¢ a-adim fonksiyonu i¢in A; = {z € Q : ¢(x) = a;} bicimindeki kiimeler ayrik kii-
meler, ay,as,...,a, € R, sayilar1 ¢ fonksiyonunun sifirdan ve birbirinden farkli de-
gerleri, ve ¢ fonksiyonunun standart temsili a-> . | a; B X4, olsun. Bu durumda ¢
fonksiyonunun a-Lebesque integrali
I, (¢) = a- Z a; e (4) = a <Z oz_l(ai)oz_l,u*o‘(/li)>

i=1

=1

biciminde tanimlanir.

Bir ¢ fonksiyonunun a-Lebesgue integralini ifade etmek icin sonraki kisimlarda a-

[ ¢du® ya da kisaca a- [ ¢pdu® kullanilacaktir. Fakat bu bolim boyunca sadeligi koru-
Q
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mak i¢in 1, (¢) sembolii tercih edilecektir.
3.3.5. Teorem

¢ ve 1 fonksiyonlar1 birer a-adim fonksiyonu olsun. (1) ¢ g ©, hhy ise 1, (¢) § Oq
olur. Ozellikle ¢ > o hhy ise I, (¢) = I, (¢) saglanur.
(2) ¢ = O, hhy ise I, (¢) = 0 olur. Ozellikle ¢ = 1) hhy ise I, (¢) = I, (¢) saglanr.

fspat

(1) ¢ fonksiyonunun standart temsili ¢ = a->_ a; B X4, olsun. ¢ ; O, hhy oldugundan,
i=1

bazi i sayilar i¢in a; < 0, ise bu i sayilari i¢in p**(A;) = 0, olur. Bu yiizden I, (¢) = a-

S a; ¢ p(4;) g 0 esitsizligi saglanir.

i=1

Ayrica ¢ > o hhy ise ¢~ > 0, hhy olur ve béylece I (¢) = I, () = I (¢ ¢ w) >0,

elde edilir. Bu yiizden I, (¢) = I, («) saglamr.

(2) » = O, hhy ise ayn1 anda hem ¢ ﬁ O, hem de 3¢ § O, saglanir. Bu yiizden ispatin

(1) kismindan dolay1 I, (¢) § Oq Ve i]a (9) i 0, elde edilir. Boylece I, (¢) = 0, olur.

Ayrica ¢ = 1 hhy ise ¢ 2 1 = O, hhy olur ve bdylece bir 6nceki durumdan dolay:

I (6) S I () = I, <¢ ¢ w) = 0, elde edilir. Yani I, (¢) = I, (¢) saglanir.

Bir sonraki teoremde a-Lebesgue integralinin temel bir siireklilik ¢zelliginden bahsedi-

lecektir.
3.3.6. Teorem

{¢n} a-adim fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. ¢, i ©, hhy ise I, (¢,) i 0, olur.
Ozellikle ¢ bir a-adun fonksiyonu ve ¢, T ¢ hhy ise I (¢,) T Lo (¢) elde edilir.

fspat
Oncelikle ¢, i O, hhy oldugu kabul edilsin.

A, = {:z: €N dpi S gzﬁn(g;)} ve Ag ={x € Q: ¢p(x) - 04}
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olsun. Kabuliimiiz geregince n = 0,1,2, ... sayilar i¢in p**(A,) = 0, olur.

Simdi A = (J A, olsun. ** a-dis 6l¢iisiiniin o («)-alt toplamsalligs kullanilirsa p**(A) =

n=0
0, elde edilir ve her bir z € A° i¢in ¢, (x) i 0o Ve Ppir(2) < ¢n(x) saglanir. Ayrica
Un = O - X%e ise ¢, bir a-adim fonksiyonu olur ve her bir n sayisi i¢in ¢, = ¢,, hhy
elde edilir. Her bir x € Q i¢in ¢, (x) j 0q ve Teorem 3.3.5’den dolay1 1, (¢,) = I, (¢n)
olur. Bu yiizden {¢,} ile {1,,} yer degistirilirse genelligi bozmaksizin her bir z € € i¢in
on(x) i 04 sagladigy kabul edilebilir.

M = max{¢y(z):z€Q} ve B = {x € Q:oi(x) > Oa} olarak alnsin ve ¢ > 0,
olsun. p**(B) < 00, oldugu acik bir gsekilde goriilebilir. Ayrica Her bir n sayisi icin
E, = {m € Q: on(x) S 8} bigiminde tanimlansin. Bu durumda p**(E}) < 00, her bir

E, a-6lgiilebilirdir ve her bir x € Q i¢in ¢,(x) | 0, oldugu gerekeesiyle E,, | @ olur.
Teorem 3.2.14’den dolay1 p**(E,,) j 0, elde edilir. Bununla birlikte p**(E}) < ¢ olacak
sekilde bir k tamsayisi secelim. Burada n > k ise her bir z € B\ E} i¢in ¢, (z) <e

oldugu goz oniine alinirsa

Ou < 60 < = 01 XE, T 01 " Xim, <M XE, T xG
saglandig goriiliir ve bu ifade kullamilarak her n > £ icin

0u < Lo (60) < M 2 (B) 2 “ pr(B) S e * | M+ p(B)]
elde edilir. Bu yiizden lim I, (¢,,) = 0, olur.

Sunuda belirtmekte fayda var ki ¢ bir a-adun fonksiyonu ve ¢, 1 ¢ hhy ise ¢ — ¢, J. O
saglanir. Boylece bir 6nceki durumdan dolayr 1, (¢) 2 I, (pn) = 1, ((b 2 (bn) :i 04

olur. Sonug olarak I, (¢,) T L (¢) elde edilir.

3.3.7. Teorem
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{én} ve {¥,} a-adim fonksiyonlar dizileri olsun. Bir f : Q — [—00,, 00,] fonksiyonu
verilsin ve bu diziler icin ¢,, T f hhy ve ¢, T f hhy saglansin. O halde

hm Ia (¢n) - h_>m [a (wn)

n—o0

saglanir ve yukaridaki limit muhtemelen a-sonsuz olur.
fspat
Oncelikle her bir sabit m sayis1 icin

G At Ty G A f = b hhy

elde edilir. Boylece Teorem 3.3.6’den dolay1 lim 7, <gbm A ¢n> = I, (¢n) olur. Her bir
n—o0
m ve n saylisl i¢in ¢, A U % ¥, hhy oldugu gergeginden yola c¢ikilir ve integralin

monotonlugu kullanilirsa her m sayis1 icin

Ia (¢n) - 11_)1’11 Ia (¢m ?\ wn> % lim Ia (d}n)

n—oo

elde dilir. Bu yiizden lim I, (6,) < lim I, () saglamr. Benzer sekilde lim I, (¢,) <
lim I, (¢,,) elde edilir. Boylece lim I, (¢,,) = lim I,, (¢,,) olur.

Bir sonraki teoremde a-adim fonksiyonlarin bir bagka énemli 6zelliginden bahsedile-

cektir.
3.3.8. Teorem

{¢n} bir a-adim fonksiyonlar1 dizisi olsun. €2 kiimesinin bir alt kiimesi A igin ¢, % X%

_ *Qv

hhy ise A kiimesi a-6l¢iilebilir bir kiimedir ve I, (¢,) = pu**(A) saglanir.
fspat

A kiimesinin a-olgiilebilirligi [16] Teorem 16.6 nmin bir sonucudur. Simdi her z € Q
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icin ¢, (z) T x% (x) saglandigim kabul edelim. O halde her bir n asyis1 i¢in A, =
{x €Q: o, (x) S Oa} kiimesi sonlu 6l¢iiye sahip a-olgiilebilir bir kiimedir ve A, T A

saglanir. Bu ylizden x% 1 x4 olur ve boylece

lim I (6,) = lim I, (x3,) = 1™ (An) = p™(A)

n—o0 n—oo

elde edilir. Bu arada son egitlik Teorem 3.2.14’den dolay1 elde edilmigtir.

Bu kisima a-6lciilebilir fonksiyonlarin énemli bir yaklagim ozelligiyle nokta koyulacak-

tir.
3.3.9. Teorem

Bir f : Q@ — R, a-6lgiilebilir fonksiyonu her z i¢in f(x) § O, kogulunu saglasin.
Bu durumda her z €  igin 0, % on () % f (z) ifadesini saglayan bir {¢,} a-adim

fonksiyonlar1 dizisi vardir.
I spat

Herbirnvei=1,2,...i¢cin A’ = {:z: €eQ:a(i—-1)"a2™ % f(x) < oz(i)ofoz(Z_”)}
olsun. Ayrica i # j iken A’ N A/ = & oldugunuda belirtmekte fayda vardir. Bu f fonk-
siyonu a-dl¢iilebilir oldugu i¢in her A! a-6lgiilebilir kiimelerdir.
n2n N N

Her bir n i¢in ¢, = a-3 (27") - (i — 1) - x§; bi¢iminde tammlansin. Burada {¢,}
dizisinin a-basit fonkszi;i)nlarm bir dizisi oldugunu goéz 6niinde bulundurunuz. Ayrica
her = ve her n icin 0, % On () % Oni1 () % f(z) saglandigr kolayca goriilebilir.
Ustelik = sabitlenirse yeterince biiyiik tiim n sayilari igin 0, < f(z) Z bn (x) <a (27)

esitsizligi saglanir. Boylece her x igin ¢, (z) T f (z) elde edilir.

Bir f: Q — R, a-6l¢iilebilir fonksiyonu hemen hemen biitiin = elemanlar i¢in f (x) §
O, kogulunu saglarsa ¢,, 1 f hhy olacak sekilde bir {¢,} a-pozitif a-basit fonksiyonlar
dizisi vardir. Bunu gérmek i¢in, bir £ = {x €Q: f(x) ; Oa} kiimesi almak ve fx%

a-0Olciilebilir fonksiyonuna Teorem 3.3.9’u uygulamak yeterlidir.
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4. URETILEN LEBESGUE INTEGRALI
4.1. o-Ust Fonksiyonlar

4.1.1. Tanim

{én} a-adim fonksiyonlarimin bir dizisi olmak izere,

¢n 1 f hhy ve a-lima- / Pndp® < 00
saglaniyorsa f : (2 — R, fonksiyonuna a-iist fonksiyon adi verilir.

Burada {¢,} dizisine f fonksiyonunun dreten dizisi denir. Her a-adim fonksiyonu bir
a-iist fonksiyondur. Her a-iist fonksiyon bir a-6lciilebilir fonksiyondur. Ancak her bir

a-list fonksiyonunun a-pozitif fonksiyon olmasi gerekmez.

Tiim a-iist fonksiyonlarin koleksiyonunu U, ile gosterilsin.

Bir f a-iist fonksiyonu {¢,} dizisi tarafindan iiretilsin ve ¢, T f hhy olsun. Bu du-
rumda a-lima- [ ¢,dp® = a-lima- [ 1,du® esitligi saglanir. Boylece {¢,} dizisi de f
fonksiyonunu iiretir ve bu yiizden bir sonraki tanim anlaml olur.

4.1.2. Tanim

Bir f a-iist fonksiyonu ve {¢,,} a-adim fonksiyonlar dizisi i¢in ¢,, 1 f hhy olmak iizere

a—/fdua = Q- lima—/%dua
ifadesine f fonksiyonunun «-Lebesgue integrali denir.

Bir a-iist fonksiyonun a-Lebesgue integrali, bu fonksiyonu iireten a-adim fonksiyonlar
dizisinden bagimsizdir. Ayrica f bir a-ilist fonksiyon ve g fonksiyonu hemen hemen her
yerde f fonksiyonuna esit (yani ¢ = f hhy) ise g de bir a-iist fonksiyon olur ve aymi
zamanda a- [ fdu® = a- [ gdu® esitligi saglanr.
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4.1.3. Teorem
f ve g birer a-iist fonksiyon olsun.

(1) f ¥ g bir a-iist fonksiyondur ve a- [ (f—lfég) dp® = a-[ fdu~ ¥ a- [ gdu® saglanir.
(2) Her bir k ; 0 igin k& f bir a-iist fonksiyondur ve a- [ (k B f) du® =k a-[ fdu®
saglanir.

(3) f V; gve f A g birer a-iist fonksiyondur.
fspat
f ve g fonksiyonlar: i¢in {¢,,} ve {1, } {ireten dizilerini secelim.

(1) {qﬁn ¥ wn}’nm a-adim fonksiyonlarimin bir dizisi oldugu ve ¢, T Vo T f T g hhy
saglandigl agiktir. Boylece

a—/ (qﬁn T iﬂn) du” = a- / Ondpu® . &—/wndua % a- / fdu® T a—/gdua

elde edilir.

(2) Acikca goriiliir.

(3) {gzﬁn v wn} ve {gzﬁn A wn} dizilerinin a-adim fonksiyonlarimin birer dizileri oldugunu
gbz oniinde bulunduralim. Ustelik (bn?\@bn % f/a\g hhy ve lim a- [ (qf)n A ¢n) du® % lim a-
[ pndp® < 00, oldugundan f A g bir a-iist fonksiyondur. Simdi f v g’'nin bir a-iist
fonksiyon oldugunu gormek icin oncelikle ¢, ¥ Un % f v g hhy saglandigi goriilmelidir.
Daha sonra ¢, v Uy = Gp, ¥ Uy, Z On A ¥, Ozelliginden faydalanarak

a- / (gbn Y %) du® = a- / dndp® + a- / bndu® 2 a- / (qsn A %) dye

elde edilir. Bu da

o [(en V) du § e [ o [gane * oo [ (sRg)du & .

olmasini gerektirir.
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Bir sonraki teorem a-integralin U iizerinde monoton bir fonksiyon oldugunu ifade et-

mektedir.
4.1.4. Teorem

f ve g birer a-iist fonksiyon olsun. Eger f § g hhy ise a- [ fdu® § a- [ gdu® saglanir.
Ozellikle f € U fonksiyonu icin f > 0, hhy ise a- [ fdu® > 04 olur.

fspat

{bn} ve {1} sirsasiyla f ve g fonksiyonlar: igin birer iireten dizi olsun. Bu durumda

On A Un % g hhy saglanir ve bu yiizden {qbn 7\@&”} de ¢ fonksiyonu i¢in iireten bir
dizidir. Teorem 3.3.5’den dolay: her bir n i¢in a- [ ¢,du® > a- ((bn A Q/Jn) du® elde
edilir. Boylece

- / fdp© > a-lima- / dud® > a-lim a- / (@ A n) du > a- / fdpe
olur.

Bir f a~iist fonksiyonu icin f > 0, hhy ise her bir 7 icin 4 = 0, hhy ve ¢, 1 f hhy
olacak bigimde bir {¢,,} a-adim fonksiyonlar dizisi oldugu goz 6niine alinmalidir. Bunu

daha iyi anlayabilmek i¢in ¢, T f iken ¢ T fT = f hhy saglandigi goriilmelidir.
4.1.5. Teorem

Bir f : Q — R, fonksiyonu icin f, 1 f hhy ve a-lima- [ f,du® < 00, sartlarini sagla-
yacak bir {f,} a-iist fonksiyonlar dizisi varsa f fonksiyonu da bir a-iist fonksiyondur

ve a- [ fdp* = a-lima- [ f,du® olur.
fspat
Her bir 7 i¢in ¢, %n fi hhy saglayacak bi¢imde bir {¢%} a-adim fonksiyonlar dizisi

secilsin. Ayrica her bir n igin ¢, = a-\/;_, ¢!, olsun. Bu arada her bir ¢, a-adim

fonksiyondur ve v, T f hhy saglanir. Ayrica Teorem 4.1.4’den dolay1 her bir n igin
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Uy, % fn hhy oldugunu g6z 6niinde bulunduralim. Bu da f fonksiyonunun bir a-iist

fonksiyon oldugu anlamina gelir.

Her bir belirli @ ve her n > i igin ¢!, < 1, olur ve bundan dolay1 herbir i i¢in a-

[ fidp® = a- lim o- [ ¢Ldp® < o- lim a- [ ¢, dp® saglanir. Boylece
n—-:uo0 n—-~od

a- lim oz—/fndpa = a- lim a_/¢ndua = Oé-/fdﬂa
n—->o0 n—:o0
elde edilir.

Integralin azalan diziler i¢in 6nemli bir yakansaklik 6zelligi vardir. Bu 6zellik aslinda

pek de yabanci olmadigimiz integralin a-sira siireklilik 6zelligidir.

4.1.6. Teorem

Bir {f,} a-iist fonksiyonlar dizisi igin f, j 0, hhy ise a-lima- [ f,du* = 0, saglanr.
fspat

Oncelikle ¢ > 0, olsun. Her bir n icgin bir ¢,, a-adim fonksiyonu secilsin. Bu ¢,, fonk-
siyonlar1 icin 0, < On < fn hhy ve a- [ (fo — ¢n) du® = o~ fodu® - a- [ ndu® <
a ()% (27") olsun. Bu arada igbn fonksiyonun da bir a-iist fonksiyon oldugunu unut-
mamak gerekir. Simdi her bir n i¢in ¢, = a-A;_, ¢; olsun. Bu durumda {¢,} bir
a-adim fonksiyonlar dizisi olur. Bu dizi her bir n i¢in oaag Uni1 gi/;n esitsizligini sag-
lar. Ayrica 1, % fn hhy ve f, j 0, oldugundan 1, i 0, hhy oldugu goriiliir. Teorem
3.3.6’den dolay1 a-lim a- [ ¢,du® = 0, elde edilir. Simdi bir & tamsayis: secilsin ve her
n =k igin a- [ ¢,dp® e saglansin. Bununla birlikte hemen hemen her yerde

«

0u < fo = tn=fama- Nydi =a- Vi, (F = 0) < Vi, (= @)
Q- Xn: (fi = 6151')

=1

VA%

ifadesinden faydalanilarak
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oz—/fnduaia—/gbnd,ua%a—ia—/(fiigbi) du® <e” (a— " a(?‘i)) =c
i=1 1

elde edilir. Bunun bir sonucu olarak her n > k icin
0, < a—/fndua < aia-/qsndm 9,%

olur bu da a- [ f,du* | 0, saglandigim gosterir.
4.2. a-Lebesgue Integrallenebilir Fonksiyonlar

4.2.1. Tanim

Bir f: Q — R, fonksiyonu i¢in f = u Ny hhy olacak sekilde u ve v a-iist fonksiyonlar:
varsa f fonksiyonuna «-Lebesque integrallenebilir fonksiyon denir ve bu fonksiyonun

a-Lebesgue integrali

oz—/fd/f“ :oz—/ud,uo‘ ia—/vd,ua

bi¢iminde tanimlanir.

Bu integral f fonksiyonunun iist fonksiyonlarla temsilinden bagimsizdir. Yani u, v, uq, vy
(0%
birer a-iist fonksiyon olmak iizere f = u—v = u; —v;hhy olsun. Boylece a- [ u® du® —

a-[v 2 dp® = a-[u” du® 2 a- [v 7 dp® esitligi saglanir,

Her a-Lebesgue integrallenebilir fonksiyon a-6l¢iilebilirdir ve her a-iist fonksiyon a-
Lebesgue integrallenebilirdir. Ayrica daha dnceden de bahsedildigi gibi f fonksiyonu
a-Lebesgue integrallenebilir ve bir g fonksiyonu hemen hemen heryerde f’e egit (f = ¢
hhy) ise g fonksiyonu da a-Lebesgue integrallenebilirdir ve a- [ f “ du® = a-[ g dp®

esitligi saglanir.
4.2.2. Teorem

Eger f a-integrallenebilir bir fonksiyon ve O, % f hhy ise f bir a-iist fonksiyondur.



42
fspat

Oncelikle f = u g hhy olacak sekilde u ve v a-iist fonksyonlari secelim. Bu u ve v
hemen hemen her yerde a-adim fonksiyonlar dizilerinin limitleri olduklar icin, v,, — f
hhy olacak gekilde bir {¢,} a-adim fonksiyonlar dizisi vardir. Ayrica f § O, hhy
oldugu igin ¢;7 — f hhy olur. Teorem 3.3.9’den dolay1 ©, % Sn % f hhy olacak sekilde
bir a-basit fonksiyonlar dizisi vardir. §imdi her bir n i¢in ¢, = s, A (VI,%,) olsun. O
halde {¢,}, O, % On % f hhy olacak sekilde bir a-adim fonksiyonlar dizisidir. Ispati
tamamlamak ic¢in a- [ ¢,du® integralinin a-sinirh oldugu gosterilmelidir. Gergekten
On —?— v f i v % u hhy oldugundan ve Teorem 4.1.4’den dolay1r a- [ ¢, du” i Q-
[ vdp®

saglanir. Bu da ispat1 tamamlar.

<
< a-[udp® olur ve bu yiizden a-[ ¢,dp® < o-[ udp® 2 a- [ vdp® < O

Bir f fonksiyonu Integrallenebilirse f* ve f~ birer a-iist fonksiyon olurlar ve f =
fr ¢ f~ biciminde iki a-iist fonksiyonun fark: seklinde yazilabilir. Ozellikle de a-
[ fdp® = a-[ frdu~ v a-[ f~dp> olur. Bu esitligi a-Lebesgue integrali tanimlamak

i¢in kullanacagz.
Bir 6nceki teoremin bir uygulamasi olarak su énemli sonug elde edilir.

4.2.3. Teorem

Eger f a-integrallenebilir bir fonksiyon ise, her e > 0, icin {x € Q:|f(x), § 5} a-

Olciilebilir kiimesi sonlu a-6l¢iiye sahiptir.

fspat

Keyfi bir ¢ > 0, icin, A = {:p e Q:|f(), § 5} kiimesi icin € < x4 % | f],, oldugunu
hatirlayalim. Simdi, (1,/¢) | f],, a-integrallenebilir fonksiyonu Teorem 4.2.2’den dolay1
bir a-iist fonksiyondur. {¢,}, ¢, % (1a/€) ©|f|, hhy olacak sekilde bir a-adim fonksi-
yonlari dizisi olsun. O halde {¢, A x4}, (¢n A X%) T x4 hhy olacak sekilde bir a-adim

fonksiyonlari dizisidir. Bu yiizden Teorem 3.3.8’den dolay1

n—o0

Pe(A) = a—lima—/(qﬁn A X%) dp % a- lima—/¢ndua = (1,/e)° / | f],, dp” < 500
n—oo
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olur ve bu da ispati tamamlar.

Siradaki teorem a-integrallenebilir iki fonksiyon arasina sikigan a-06l¢iilebilir fonksiyon-

larin a-integrallenebilir oldugunu gostermektedir.
4.2.4. Teorem

Kabul edelim ki f a-8lgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger h < f < g hhy olacak sekilde

iki tane a-integrallenebiir fonksiyon varsa, f de a-integrallenebilir bir fonksiyondur.
fspat

Oncelikle ©, < f ~ h < g — h hhy esitsizligini diisiinelim. Genelligi bozmaksizin
O, % f % g hhy saglanir. Teorem 4.2.2’den dolayi, g bir a-iist fonksiyondur. Simdi
O % On % g hhy olacak sekilde bir {¢,} a-adim fonksiyonlar1 dizisini ele alalim.
Teorem 3.3.9’den dolay1 O, % U % f hhy olacak sekilde bir v, a-basit fonksiyonlar
dizisi vardir. Fakat {¢,, A ¥, } bir a-adim fonksiyonlar: dizisidir ve tiim k degerleri i¢in
a- [ (g A g) du® < a—linrgg—fqbndua = a- [ gdu® < oo, esitsizligi saglanir. Boylece
f € U olur ve bu yiizden f a-integrallenebilir bir fonksiyondur.

Bir sonraki teoremde a-integralle ilgili bir takim oOzellikler verilecektir.
4.2.5. Teorem

Eger f ve g a-integrallenebilir fonksyonlar ise

(1) a-[|fl, du> = 0, olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f = O, hhy olmasidir.
(2) f § g hhy ise a- [ fdu~ % a- [ gdu® olur.

(3) |- [ fdu®|, < o[ |f], dp* saglanir.

fspat
(1) Acik bir sekilde, eger f = ©, hhy ise a- [ |f|, du* = 0, olur. Diger bir yandan a-

[ 1f1,, du® = 04 oldugunu kabul edelim. Teorem 4.2.2’den dolay | f|, bir a-iist fonksiyon
oldugu i¢in 6, % ®n T |fla hhy olacak gekilde bir {¢,} a-adim fonksiyonlar: dizisi
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vardir. Teorem 4.1.4’den dolay1 her bir n degeri i¢in a- [ ¢,du® = 0 olur ve bu yiizden
bu n degeri icin ¢, = O, hhy saglanir. Béylece |f|, hhy olur ve bu da f = ©, hhy
demektir

(2) f g > @ hhy oldugundan Teorem 4.2.2’den dolayl f g bir a-iist fonksiyondur.
Fakat Teorem 4.1. 4 a-[ fdu* — a- [ gdu® = a-[(f — g)du® olmasim gerektirir. Bu
yuzden a- ffd,u a- [ gdu® saglanir.

(3) — ]f|a < f < |f], esitsizligi ve (2) sonucu kullamlarak | [ fdu®| < f | f1,, du® oldugu

kolayca gériih'ir.

Simdi a-integralin temel monotonluk 6zelliginden bahseden Levi Teoremi ile devam

edecegiz.
4.2.6. Teorem

Kabul edelim ki {f,} a-adim fonksiyonlar1 dizisi, her bir n igin f, % frny1 hhy ve

o-lima- [ fodp® < 00, Olsun. O halde f, % f hhy (ve bu yiizden o- [ f,du” % Q-
n—oo

[ fdu~) olacak sekilde bir a-integrallenebilir f fonksiyonu vardur.

fspat

{fn} dizisini { fn 2 fl} dizisi ile degigtirelim ve gerekli ise, genelligi bozmaksizin her
nicin f, > O, hhy saglansm. Ayrca tim z € € icin O, < f, 1 kabul edilebilir.
I, = o-llimo-[ f,du” < 00, olsun. Her bir 2 € Q i¢in g(z) = o-lim f,(z) € R*
olsun ve £ = {x € Q: g(x) = 00, } olacak gekilde E kiimesini tamimlayalim. Acikca
Niey [Un . {x € Q: fu(x) S a(z)H saglanir ve bu yiizden E a-dlgiilebilir bir kiimedir.
Simdi de p**(F) = 0, oldugunu gosterelim.

Teorem 4.2.2’den dolay1 her bir f,, bir a-iist fonksiyondur. Bu yiizden her bir ¢ degeri
i¢in ©, % ¢ $ fi hhy olacak sekilde bir {¢’} a-adim fonksiyonlar1 dizisi vardir. Her
bir n degeri i¢in ¥, = a- \/}_, ¢!, olsun ve {,,} a-adim fonksiyonlar dizisi i¢in v, % g
hhy ayrica a-lim a- [ ¢,du® = a-lima- [ f,du® = I, oldugunu gérelim. Ozellikle her
bir £ degeri i¢in {1/% ANk X%} a-adim fonksiyonlar dizisi i¢in ¥ A k< X% % k< X% hhy
saglanir. Teorem 3.3.8’den dolay1 p**(E) < o0, olur ve her bir k degeri icin k1" (E) %
o-lim a- [, dp® = 1, < 00, saglanir. Bu yiizden pf(E) = 0, olur.



45

Simdi f: Q2 —- R, x ¢ FEise f(x) = g(z), x € FE ise f(x) = 0, olacak sekilde f
fonksiyonu tanimlayalim. Boylece f, % f hhy saglanir ve Teorem 4.1.5’i kullanilarsak

ispat1 sona erdirmis oluruz.
Bir sonraki teorem bir 6nceki teoremin seri benzegiminden bahsedecektir.
4.2.7. Teorem

Negatif olmayan bir {f, } a-adim fonksiyonlar dizisi ele alalim ve a-y >~ a- [ f,du® <

00, olsun. O halde a->" 7| f, a-integrallenebilir bir fonksiyon tanimlar ve boylece

a-f (=300 fo) dp® = a-3  a- [ fodp® olur.
fspat

Her bir n degeri i¢in g,, = a->_;_, f; olsun . Ayrica her bir g, g, % a-y_ 2, [; hhy olacak
sekilde birer a-integrallenebilir fonksiyonlardir. Simdi Levi Teoremi geregince a-y .~ f;
a—integrallenebilir bir fonksiyon tanimlar ve a- ~  a- [ fdp® = a—nlij& a- [ godp® =
a- [ (« > fn) du® saglanir.

Siradaki sonu¢ Fatou Lemmasi olarak bilinen 6nemli bir teoremdir.
4.2.8. Teorem

{fn.} a-integrallenebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. Ayrica f, ; O, hhy ve a-
liminfo- [ f,dp® < 00, saglansin. Oyleyse liminff, a-integrallenebilir bir fonksiyon

tanimlar ve a- [ lim inf f,du® % liminfa- [ f,du® olur.
ispat

Genelligi bozmaksizin, tiim = € ) ve tiim n igin f,(z) § O, oldugunu kabul edelim.
Belirli bir n ve tiim = € Q i¢in, g,(z) = inf {fi(x) :i > n} geklinde tanimlansin. O
zaman her g, a-0Olciilebilir bir fonksiyondur ve her bir n i¢in O, % n % fn saglanir.
Bu yiizden Teorem 4.2. 4’den dolayl her g, a-integrallenebilir bir fonksiyondur. Simdi

In T ve a-lim a- [ g,dp® < a-lim mfa [ fadp® < 00, oldugunu gozlemleyelim. Boylece
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«

Teorem 4.2.6’dan dolay1 g,, T g olacak gekilde bir g a-integrallenebilir fonksiyonu vardir.
Bu da g = liminf f,, hhy oldugunu gosterir ve boylece liminf f,, a-integrallenebilir bir

fonksiyon tamimlar. Ayrica o- [ a-liminff,,du® = a-[ gdu® = a-lim o [ g,dp” % a-
n—o0

lim infa- [ fadp® saglanir.

Simdi a-integral teorisinin temel taglarindan biri olan Lebesque Baskin Yakinsaklik

Teoreminden bahsedecegiz.
4.2.9. Teorem

{fn} a-integrallebilir fonksiyonlarin bir dizisi olsun. T{im n ve bazi belirli a-integrallene-
bilir g fonksiyonlart igin |f,], % g hhy olsun. f, = f hhy ise, f a-integrallenebilir bir

fonksiyon tanimlar ve o- lim a- [ f,du®* = a- [ - lim f,du® = a- lim a- [ fdu® olur.
n—oo n—oo n—oo
fspat

Acikca |f], % g hhy olur ve. Teorem 4.2.4’den dolay1 f a-integrallenebilirdir. Ayrica
{g 2 fn} dizisinin Teorem 4.2.8 nin hipotezlerini sagladig ve liminf (g - fa) =19 . S
hhy oldugu gozlemlenir. Bu yiizden

a-[ gdp® — o[ fdu® = o-[(g = fldp = o-[liminf (g — f,)du°
% limainf a-[(g 2 fn)dp®
= o[ gdu® ¢ limasup a-[ fdu®

saglanir ve béylece limsup a- [ fdp® % a- [ fdu* olur. Benzer gekilde, Fatou Lemmasi

{g ¥ fn} dizisi iizerine uygulanirsa

oof gt F o-f faue = o-[(g % e = - fltint (g T f)dpe
% limainf a-[(g ¥ fn)dp®

= o[ gdu® $ lim int a-[ fdu®

elde edilir ve - [ fdu® < liminf a- [ fdu® olur. Bu yiizden a-lima-[ f,du® € R, ve
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a-lima- [ fodp® = a-[ fodp® saglanr.

Bir sonraki teorem a-Lebesque integrallenebilir fonksiyonlar: bazi belirli 6zelliklere gore

simiflandirmamizi saglayacaktir.
4.2.10. Teorem

(2, .S, u*) bir a-6lgii uzay: olsun. (P) ézelligini a-integrallenebilir bir fonksiyonun sahip

olacagl veya olmayacag: bir 6zellik olarak alalim ve agagidaki sartlari kabul edelim.

(1) Eger f ve g, (P) 6zelligini saglayan a-integrallenebilir fonksiyonlarsa f ¥ g ve her

a € R, i¢in a B f de ayn1 6zelligi saglasin.

(2) Bir f a-integrallenebilir fonksiyonu igin ¢ > 0, iken a- S ‘ i 2 gl du® < ¢ olacak
bicimde (P) 6zelligini saglayan bir g fonksiyonu varsa f de (P) ozelligini saglasin.
(3) u(A) < 00, olacak sekilde her bir A € S icin a-karakteristik fonksiyon X% da (P)

ozelligini saglasin.
Bu sartlar saglanirsa her a-integrallenebilir fonksiyon (P) 6zelligini saglar.
fspat

A kiimesinin p**(A) < 00, olacak gekilde bir o-kiime oldugunu farzedelim. Bu yiizden
S kiimesinin (J;_, Ay = A olacak sekilde bir ayrik {4,} dizisi vardir. Her bir n i¢in
U,_, Ax = B, olsun. Bu arada B, % A oldugunu goérelim. x% = a-> X4, oldugu,
(3) ve (1) kabulleriyle birlestirilirse, her bir n i¢in x% _fonksiyonunun da (P) 6zelligine
du® = p*(A) iM‘D‘(Bn) — 04 oldugundan

«

X4 — XB

ve (2) kabuliinden dolay1 x4 da ayni sekilde (P) 6zelligine sahiptir.

sahip oldugu goriiliir. Ayrica o- [

Simdi, A kiimesi sonlu a-6lgiiye sahip herhangi bir a-6l¢iilebilir kiime ve e S 0, olsun.
O halde A C B ve u**(B) < e (A) Te olacak sekilde bir B o-kiimesi vardir. Bu da a-
[ 1xa ° XB‘ du® = pu*(B) ° 1*(A). Yukarida bahsettiklerimizden ve (2) kabuliinden
X% fonksiyo?lunun (P) ozelligini sagladigr ¢ikarihir. Bununla birlikte (1) kabuliinden

dolay1 tiim a-adim fonksiyonlarmin (P) o6zelligini sagladigi anlagilmahdir. Fakat bu

da (2) den dolay1 her a-iist fonksiyonun (P) ozelligini sagladigini bize soyler. Tiim
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a-integrallenebilir fonksiyonlar iki a-iist fonksiyonun a-fark: geklinde yazilabildiginden
ve (1) kabuliinden dolay1 her a-integrallenebilir fonksiyonunun (P) 6zelligini sagladig

anlagilir.

nin her bir E alt kiimesi i¢in F kiimesinin alt kiimelerinin bir Sp = {ENA: A€ S}
koleksiyonu E’nin alt kiimelerinin yar1 halkasidir (Sg’ye S yari halkasmin E ye kisit-
lamigi denir). Ayrica E C Q a-olciilebilir ise p** olgiisiiniin Sg ye kisitlamisi da bir
a-0l¢iidiir. Yani her F a-6lgiilebilir kiimesi i¢in (E, Sg, u**) bir a-6lgii uzayidir. Ayrica
(E, Sg, 1**) uzaymin a-6lgiilebilir kiimelerinin, E’nin {2’daki a-6lgiilebilir alt kiimele-

rinin oldugu dogrudan anlagilir.

Eger E, Q’nin a-6l¢iilebilir bir alt kiimesi ve f, (E, Sg, p**) a-6l¢ii uzayma gore a-
integrallenebilirse f : F — R, fonksiyonuna E iizerinde a-integrallenebilir denir. Eger
x ¢ Fise f(x) = 0, olarak alirsak f fonksiyonunun tanim kiimesi {2’ya genisletilebilir.
Bu gekilde tanimlanmg olan f fonksiyonu i¢in o- [, fdu® = a- [, fdu® saglanir. Eger
fx% fonksiyonu 2 iizerinde a-integrallanebilirse ya da es olarak f fonksiyonunun E’ye
kisitlams1 (E, Sg, u**) a-6l¢ii uzaymda a-integrallenebilirse bu f : Q@ — R, fonksiyo-

nuna 'nmin bir F «-0lciilebilir alt kiimesinde a-integrallenebilir denir. Bu durumda

o-[ fxpdu® = o- [, fdu® olur.
Siradaki teoremin ispati basit oldugu i¢in yapilmamigtir.
4.2.11. Teorem

Her a-integrallenebilir f fonksiyonu 2'nin her bir a-6l¢iilebilir altkiimesinde a-integral-

lenebilirdir. Ayrica ©'min her bir a-6lciilebilir £ altkiimesi icin

a- / fdue T oa- | fdu® = a- / Fdu®
E Ec° Q

ifadesi saglanir.
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5.URETILEN INTEGRALLERIN KARSILASTIRILMASI

5.1. a-Riemann integrali

Bu bélim boyunca aksi belirtilmedigi takdirde f fonksiyonu [a,b], C R, fizerinde

e} - « e}

tanimli a-sinirhh R, degerli kabul edilecektir. Eger a < 2y < 1 < ... < x, = b
olacak gekilde noktalarmn bir P = {xo, z1,...,z,} koleksiyonuna |[a, b] , araliginin bir a-
parcalamgi denir. Her bir P parcalamisi [a, b],, araligini [xg, z1], , [21, 22|, , - - - [Tn-1, Tn],

bi¢iminde n adet kapal alt araliga boler . Bu araliklardan en biiylik a-uzunluga sa-
hip olanin uzunluguna P nin o-normu adi verilir ve |P|, ile gosterilir; yani |P|, =
max {xl ¢ Tiq:1=1,... ,n}. P ve () ayn1 araligin iki a-parcalanigi olsun. Q) C P ise
P daha iyi bir a-pargalamigtir denir. Ayrica P U ) da aym araligin bir a-parcamgidir
ve P ile @’dan daha iyidir. Bir [a, b],, araliginin a-parcalanist P = {zo, z1,...,2,}, her
i=1,...,nic¢in m; = 1?1f{f(x) L € [wiy, 2]} ve My = sup {f(2):x € [xi1, 2]}

olsun. O zaman f fonksiyonun a-alt toplami
S*Oz(f? P) = Q- Zmz B (1'1 r (’L’i,l>
i=1
Biciminde tanimlanir. Benzer bir sekilde f fonksiyonun a-iist toplami ise
S*(f, P) = OC‘ZMi B <xz - xi—l)
i=1
biciminde tanimlanir.
Bir [a,b], araligimin her P a-parcalamsi icin S.o(f, P) % S*(f, P) saglandig1 agikca
goriilebilir.

5.1.1. Lemma

Eger bir P a-parcalanigi @) a-parcalanigindan daha iyiyse (yani Q C P ise) agsagidaki
esitsizlikler elde edilir.

Sealf,Q) < Sealf, P) ve S*(f, P) < S*(f,Q)
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jspat

Burada S,.(f, Q) % Sial(f, P) esitsizliginin saglandigini gosterilecektir. Digeri ise ben-
zer gekilde kolayca ispatlanabilir. Egitsizligi kurabilmek i¢in P’nin ()’dan yalniz bir tane
noktasinin fazla oldugunu varsayabiliriz. Bu noktaya t diyelim. Yani Q = {xq, 21, .....x,, }
ve P = QU {t} oldugunu kabul edelim. O halde z;_; % t % x;, olacak sekilde en azin-
dan bir k (1 < k < n) sayisi vardir, ve boylece P = {zg, x1,...,2Z_1,t, Tk, ..., 2y} Olur.
Ayrica ¢ = inf {f(z):x € lap_q,t],} ve ¢ = inf {f(z):xz etz } olsun. Agkca

«
my < ¢ ve my < ¢ oldugu goriilebilir. Bu yiizden

Swlf,Q) = a—gjlmi B (xz - 35171)

n a «a «a a «a
= a-y, m;- <xz — :ci,l) +my - <xk - :ck,1>
ik

< Oé—zmi('x <$iil’i_1> —T-Clo'[ (ti.fk_l) —(T-CQC'Y ($kit>
i#k

= S*a(f7 Q)

saglanir ki bu da ispat1 tamamlar.

5.1.2. Lemma

Herhangi iki a-parcalamig P ve Q i¢in S, (f, P) % S*(f,Q) saglanir.
fspat

Lemma 5.1.2’den faydalanilirsa

SalfsP) < Sual £, PUQ) < S™(£.PUQ) < S(,Q)

esitsizligi saglandigi kolayca goriilebilir ve bu da ispat1 tamamlar.

Lemma 5.1.2; her a-iist toplamin, f fonksiyonun a-alt toplamlarinin koleksiyonu igin
bir iist sinir oldugunu gosterir. Benzer gekilde her a-alt toplam, f fonksiyonun a-iist

toplamlarinin koleksiyonu i¢in bir alt simirdir. Bu yiizden bir f fonksiyonun alt a-
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Riemann integrali
Lo(f) = sup {S.a(f, P) : P, [a,b],, arahgmm bir a-par¢alanis:}
ve list a-Riemann integrali
I'(f) = inf {S*(f,P): P, |a,b], arahgmim bir a-parcalams:}
bi¢iminde tanimlanirsa [a, b],, araligim her bir P ve () a-pargalanisi icin
Sualfs P) < La(f) < I'(f) < §°(£,Q)
esitsizligi saglanir.
5.1.3. Tanim

Bir a-sinirh f : [a,b], — R, fonksiyonunun a-Rieman integrallenebilir olmasi

Lo (f) = I (f) olmas1 demektir. Bu degere f fonksiyonun a-Rieman integrali denir

b
ve a- [ f(x)dz bigiminde gosterilir.
5.1.4. Teorem

Bir a-sinirh f : [a,b], — R, fonksiyonunun a-Riemann integrallenebilir olmasi igin
gerek ve yeter gart her e S 0, sayist i¢in S*(f, P) 2 Sia(f, P) < ¢ olacak sekilde [a, 0],

araliginin bir P a-parc¢alanisinin var olmasidir.
fspat

Bir f fonksiyonun Riemann a-integrallenebilir ve & S 0, oldugunu kabul edelim. [ = a-
b « « (07 «
[ f(x)dz olsun. Burada I — S, (f, P1) < & ve S**(f, P,) — I < ¢ ifadelerini saglayacak

sekilde [a, b], araligmin P, ve P, a-pargalaniglar vardir. Onceki lemmadan dolayr P =
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P, U P, a-parcalanigi igin

o «

S(f,P) 2S£, P) < S, B) = Sealf. 1)

= SR S+ T2 Su(fP)] S ete=a@)®e

esitsizligi saglanir. Diger bir taraftan eger teoremin kosulu saglanirsa o zaman
0o < Fa(f) - ]*a<f) < S*a(ﬁP) - S*a(f; P)

egitsizligi [a, b], araligimin her bir P a-parcalanisi i¢in saglandigindan dolay: her € S
0q igin O % I (f) - La(f) < e elde edilir. Boylece I*(f) ° La(f) = 0, ya da
bagka bir degisle I**(f) = L. (f) oldugu goriiliir ki, bu da f fonksiyonun a-Riemann
integrallenebilir oldugu anlamina gelir.

Simdi [a, 0]

., araliginm bir parcalanist P = {zo,21,...,2,} olsun. Her biri =1,...,n

(07

icin z;_1 < t; % x; olacak sekilde bir T' = {to,t1,...,t,} noktalar koleksiyonunu

alalim.Bu koleksiyon P i¢in bir noktalar secimi diye adlandirhr ve
Oé—Rf(P, T) = (- Z f(tl) (?é (SL’I i Iifl)
i=1

ifadesine P a-parcalanigi ile iligkilendirilen a-Riemann toplami denir. Siradaki teorem

a-Riemann integrali icin giiclii bir yaklagim teklifi sunar.
5.1.5. Teorem

f :]a,b], = R, a-Rieman integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere {P,}, [a,b],

araliginin a-parcalamslarinin bir dizisi ve lim | P, |, = 0, olsun. Bu durumda

n—oo

b
a- li_)m Sea(fs Pn) = a- lim S™(f, P,) = a—/f(x)dx

olur. Ozel olarak {P,}, [a,b], araligmin a-parcalamglarmin bir dizisi, lim |P,|, = 0,
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ve T, de P, icin noktalar secimi ise

b
a- lim a-R¢(P,,T,) = a—/f(x)dx

n—o0
a

olur.
fspat

Her z € [a, b] i¢in | f(z)], < ¢ olacak sekilde bir ¢ > 0, secelim ve & > 0, olsun. Teorem
5.1.4’den dolay1 [a,b]  arahgimnin S*(f, P) ¢ Sia(f, P) < ¢ olacak sekilde bir P =

«

{zo, 1, ..., 2y} parcalamsi oldugunu biliyoruz. Her n > ng icin |B,|, < e/ [Qa “et m}

o . . . -
ve |P"|a < min {xl — X0, Ty — X1, ... Ty — xm_l} olacak sekilde bir ngy secelim. P, =

{to,t1,...,t;} olsun ve n > ng sabitleyelim. Her j = 1,2,...,m igin
M = sup {f(z):@ € [zj_1,m3],} ve mf — inf {f(z):z € [z;_1,35],}
ve her : =1,2,... k igin

M, = stip {f(2) : 2 € [tig, t],} ve my = inf {f(x) : z € [tiy, £, }

olsun. Bu durumda

«

0, < a-fbf(x)dx S Sulf P < S P 2SS, P)

k

= ay

=1

(Mz i77%) a (tz 31271) = V‘T‘W

olur. Ancak burada [t;, t;_1],, araliklar1 tamamiyla P parcalaniginin baz alt araliklarimin
icerisinde olmak iizere V, (]\4Z 2 mi) < (ti 2 ti_1> terimlerinin a-toplam iken ve W

ise kalan terimlerin a-toplamidir. V' ve W a-toplamlarini ayri ayr1 hesaplayacagiz.

«

Oncelikle V hesaplansin. Burada [ti—1,ti], C [xj—1,2;], i¢in her bir ¥, (]\4Z 2 mi> .
(ti 2 t¢_1) terimlerinin a-toplami olmak tizere V' = Eli‘ ) .iZm dir. Fakat, [t;_1,%], C

6 « (63
. P P o . « . .
[2j-1,25], ise My —m; < Mj" —m; saglanir. Ayrica [z;_y,x;], icerisindeki P, parcala-
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nmisinin bu alt arahklarinin a-uzunluklar toplami hi¢ bir zaman z; 2 xj_; dan biiyiik
olamaz. Bu yiizden, >; < (M]P . mf) ¢ (xj h xj_1> saglanir ve boylece

V<a S (M Em) ¢ (a5 ) = S P) S Sl P) S
i#k

olur. Simdi de W hesaplansin. W toplaminin bir terimi (]\4Z 2 mi> < (t,- 2 ti_l) olsun.
| P, | < min {xj imj_l cj= 1,...,m} oldugundan 1 < j < n olmak iizere x;_; <
ti—1 < x; < t; < xj41 kogulunu saglayan yalniz bir tane j vardir. Bu ytlizden W toplami

en ¢cok m terime sahiptir ve
(MZ» ° mi> 3 (ti Z ti_1> % a(2)“ e |, < a(2) “ e (e/ [a(2) ¢ cc-km]) = ¢/a(m)

oldugundan W < a(m) ° <£/a(m)) = ¢ olur. Béylece her n > ny icin

b
Oa%a—/f(m)dmis*a(f,Pn)%V—?—W%E—T—Eza@)-5

a

b
elde edilir. Yani lim S, (f, P,) = a- [ f(z) * dz olur.

a

Benzer gekilde her n > ng i¢in lim S**(f, P,) ¢ a-[ f(x)dz % Viw<ele= o €

saglanir bu yilizden

«

Sealfs By) < a-Ry(Po, T,) < S*(f, P.)

b
esitsizligi yardimyla lim S**(f, P,) = a-[ f(x)dz elde edilir. Boylece ispat tamamlan-

a
mig olur.

5.2. a-Lebesgue integrali Olarak a-Riemann integrali

Bu boliimde a-Lebesgue integralin a-Riemann integralinin bir genellestirilmesi oldu-

gundan bahsedebiliriz. Burada bir f fonksiyonunun a-Lebesgue integrallenebilir olmasi,



55

f fonksiyonun a-Lebesgue olciisiine gore a-integrallenebilir olmasi anlamina gelmekte-

dir.
5.2.1. Teorem

Her a-Riemann integrallenebilir f : [a,b], — R, fonksiyonu a-Lebesgue integrallene

bilirdir, ve bu iki integral cakisir; yani

a- /b F(2)d\ = a- /b f(a)dx

olur.
fspat

Her bir n i¢in P, = {0, 1, .....Z2n }, [a, b] , araligini esit a-uzunluga sahip 2" alt araliga
bélen bir parcalanig olsun. Bu araliklarin her birinin a-uzunlugu (b 2 a) “a (27™) ve
zi=ati® (b ° a> “a(27") olur. Ayrica m; = inf {f(z):x € [z, 1,7} ve M; =

sup {f(z) : & € [x;_1,2,],} iken

on on
o e o a o
Pn = Q_Zmi " Xfwior,i), VO n = a- Z M; - Xlzi—1,2:),
i—1 i=1

oldugunu kabul edelim. Agik bir gekilde gorebiliriz ki {¢, } ve {¢,} a-adim fonksiyonlar
dizisi her = € [a,b),, i¢in ¢, (z) % % f(zx) % () j ifadesi saglanir.

Burada ¢,(x) %g(a:) ve () j h(z) ise, Teorem 4.2.4’den dolay1, g ve h fonksiyonla-

rinm ikisi de a-Lebesgue integrallenebilirdir ve her = € [a,b),, i¢in g(z) % f(x) % h(zx)
b b
saglamr. Ayrica tammdan o- [ ¢,dA* = S.o(f, P,) ve o[ 1,d\* = S**(f, P,) saglanr.

a

Bununla birlikte v, (x) z On(x) j h(x) z g(x) § 04 oldugu icin
b

oa%a-/b(hig> dAa:a-JLrgoa-/<¢nf¢n> A\

a
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n—oo n—oo

b b
— a- lim a- / nd® = a- Tim a- / dndX®

= a- lim S*(f,P,) = a- lim S,u(f, Py) = 0,
n—oo

n—oo

elde edilir. Bu arada esitligin son kismini bir 6nceki teoremin bir sonucudur. Bu da
he g = O, hhy ve bdylece h = g = f hhy olmasim gerektirir. Ozel olarak ¢, 1 f hhy
ve ¢, | f hhy saglanir bu bize f fonksiyonun a-Lebesgue integrallenebilir oldugunu

hatta bir a-iist fonksiyon oldugunu gosterir. Sonug olarak

b

b b
oz—/fd)\o‘ = a- lim a—/gbnd)\o‘ = o- lim S, (f, P) = oz—/f(x)dx

n—oo
a

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.
5.2.2. Teorem

Bir a-smirh f : [a,b], = R, fonksiyonunun a-Lebesque integrallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter gsart hemen hemen her yerde a-siirekli olmasidir.
fspat

Her bir n icin P,, ¢,, ve ¥, bir 6énceki teoremin ispatinda oldugu gibi kabul edilsin.
Ayrica f fonksiyonunun a-Riemann integrallenebilir oldugu kabul edilsin. Bir onceki
teoremin ispatina bakildiginda her bir x ¢ A ic¢in ¢, () % f(x) ve 1, (x) j f(x) olacak
sekilde [a, b],, arahginin a-Lebesgue dlgiisiine gore bir A a-null altkiimesi oldugu anla-
sihr. Agik bir gekilde eger D = AU (|J,—, P,) ise D'nin a-Lebesgue dlgiisii 0, a esittir.

Ustelik f fonksiyonunun [a,b], \ D iizerinde a-siirekli oldugunu iddia ediyoruz.

Simdi iddiamiz1 dogrulamaya cahgacagiz. Oncelikle s € [a,b],\D ve = 0, olsun. Simdi
de f(s) Z On(S) < e ve z/Jn(s)i f(s) < ¢ olacak sekilde bazi n degerleri secelim. Béylece

s € (%1, ;), olacak sekilde P, a-parcalaniginin bir [x;_1, z;], alt araligi vardir. Acikca
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goriilebilir ki ¢, (s) = m; ve ¢,(s) = M, olur. Bu yiizden z € (z;_1,;), ise
—e<m; — f(s) < flx) — f(s) S M — f(s) <e (*)

esitsizligi saglamir. Burada (z;_1,x;), aralig1 s i¢gin bir komguluk oldugundan son esit-
sizlik f fonksiyonunun s de a-siirekli oldugunu gosterir. Bu da f fonksiyonunun hemen

hemen her yerde siirekli oldugunu anlamina gelir.

Diger bir yandan, f fonksiyonunun hemen hemen her yerde a-siirekli oldugunu kabul
edelim. Ayrica s # b, bu fonksiyonun siirekli oldugu bir nokta olsun. Bir & S 0, sayisi

o
< 0 ve

67

verilmis olsun ve bir de ¢ S 0o sayist secelim. Bu d her = € [a,b], i¢in ‘:1: %

[0}

fls) Ze < fla) < fls) Fe

esitsizliklerini saglasin. | Py, < § olacak sekilde baz1 k degerleri secelim. O halde P,’'nin
bazl [, 1, ], alt araliklari i¢in s € [z;_,2;), olmak zorundadir. Ozel olarak her

<6 saglanmak zorundadir ve (x) dan dolay:

T € [w;_1, 7], icin ‘x °4

@ «

f(s) —e <m; = ér(s) < f(s) Ye

elde edilir. Ayrica ¢y,(s) % oldugundan dolay1 ¢, (s) % f(s) elde edilir. Benzer gekilde
U (s) j f(s) saglanir.

Ayrica f hemen hemen her yerde siirekli oldugu icin ¢, T f ve ¢, | f ifadelerinin

ikisinin de saglandig1 sonucuna varilir. Bu da f fonksiyonun a-Lebesgue integrallenebilir

oldugunu gdosterir. Bununla birlikte Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoreminden dolay:
Sia(fy Pn) = /gzﬁnd)\o‘ T a- /fd/\"‘ ve S*(f,P,) = /wnd)\a 1 a- /fd)\a

saglanir. Bu yiizden lim [S*O‘(f, P,) 2 Sia(f, Py)| = 0, ve boylece Riemann kriterinden

yani Teorem 5.1.4’den dolay1 f fonksiyonu a-Riemann integrallenebilirdir.
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Bu teoremin direkt bir sonucu olarak siradaki teoremi verebiliriz.
5.2.3. Teorem

Kapali bir a-aralik iizerinde a-Riemann integrallenebilir fonksiyonlarin koleksiyonu bir

fonksiyon uzayi olusturur. Ayni1 zamanda bu koleksiyon bir fonksiyon cebiridir.

Simdi a-siirh ve a-Lebesque integrallenebilir olup a-Riemann integrallenebilir olma-

yan fonksiyon 6rnegi verecegiz.
Ornek

Bir f : [04, 1lo] = R, fonksiyonu su gekilde tanimlansin:

0o , «a () bir rasyonel say1

f(z) =

lo , a '(x) bir irrasyonel say1

Bagka bir degigle f fonksiyonu [0,, 1,] araligindaki irrasyonel sayilarin a-karakteristik
fonksiyonu olsun. Bu gekilde tamimlanan f fonksiyonu [0,,a(1)] arahgindaki herbir
noktada a-siireksizdir ve bu yiizden Lebesgue-Vitali teoremi bize f fonksiyonun -
Riemann integrallenebilir olmadigini gosterir. Diger bir yandan f(z) = 1, hhy saglanir
(rasyonel sayilarin a-Lebesque olciisii 0, oldugu icin), ve bu yiizden f «a-Lebesgue

b
integrallenebilirdir. Hatta a- [ fd\* = 1, olur.

Lebesgue-Vitali Teoreminden ¢ikarilacak bir sonug; bir f : [a, b] — R,, fonksiyonunun a-
Riemann integrallenebilir olmasi durumunda bu fonksiyonun [a, b] , arahginin herhangi
bir kapali alt araligina kisitlaniginin da a-Riemann integrallenebilir olmasidir. Ayni
teoremden dolay1, f ve g fonksiyonlar [a,c], ve [c,b], araliklar iizerinde a-Riemann

integrallenebilirlerse

flx) , xelad,

h(z) =
g(x) , z€(cb,

seklinde tamimlanan % : [a,b], — R, fonksiyonunun da a-Riemann integrallenebilir
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oldugunu séyleyebiliriz.
Lebesgue-Vitali Teoremi sayesinde, kapali bir aralikta tanimlanan her a-siirekli f fonk-
siyonunun «a-Riemann integrallenebilir oldugu acgikca goriiliir. Bir a-siirekli fonksiyo-
nunun a-Riemann (ve bdylece a-Lebesgue) integralini hesaplamak icin genellikle kal-
kiiliisiin temel teoremi kullanilir.
5.2.4. Teorem

f :]a,b], = R, bir a-siirekli fonksiyon olmak iizere

(1) A:[a,b], = R, f fonksiyonun bir alan fonksiyonu ise (yani, her z € [a, )], ve bazi

c € a,b], icin A(x) = a-[ f(t)dt saglaniyorsa) A, f fonksiyonun a-antitiirevidir.

(2) F:[a,b], — R, fonksiyonu f fonksiyonun a-antitiirevi ise,

olur.

Diger bir yandan
a b
a—/f(z)d:v: iOz—/f(as)da:
b a

dir. Ayrica o- [ f(x)dz = 0, olur. Boylece sira gozetmeksizin [a, b],, araliginda alman

¢,d ve e noktalar1 i¢in gu énemli 6zellik

a—/lf(x)dx:&—/ef(x)dw ¥ &—/le(x)dx

elde edilir.

Simdi yukaridaki sonuglar: cok degigkenli fonksiyonlar icin nasil genisletebilecegimizden
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bahsedecegiz. Genel durumda [a, b], araligy yerine J = [a1,b1], X ... X [ay, b,],, hiicresi

gelir ve onun a-Lebesgue 6l¢lisii A*(J) = a-[] (bi 2 ai> olur. Her bir i = 1,...,n i¢in
i=1

P, ai, bi]

, araligiin bir a-parcalanisi olsun. Bu durumda J'nin bir P a-parcalanig

P =P, x...x P, seklindedir. Agikca anlagilabilecegi lizere P parcalanisi J’yi sonlu

sayida alt hiicrelere boler.

Burada f : J — R, bir a-sinirh fonksiyon ve P pargalanigt J’yi Jy, ..., J; alt hiicrele-

rine boéliiyorsa m; ve M; yine benzer bir gekilde tanimlanabilir;

m; = inf{f(xq,...,2,): (x1,...,2,) € J;}

My = sip{f(er... @) (@0 2a) € Ji}
P a-parcalaniginin iligkilendirildigi alt ve iist a-toplamlar:

k

k
Sl fiP) = 0= m; " X*(J;) ve S™(f, P) = a- > M;* \(J;)

i=1 1=1
bi¢iminde tamimlanir. Bu yiizden bir f fonksiyonun alt a-Riemann integrali
Lo(f) = sup {S,a(f, P) : P, J'nin bir parcalamsi}
ve list a-Riemann integrali
I'(f) = inf {S*(f, P) : P, J’nin bir parcalanig}
bi¢iminde tanimlanir.
Ayni bir boyutlu durumda oldugu gibi

Z50a < La(f) < I**(f) < 00

saglanir. Ayrica L., (f) = I"*(f) ise f fonksiyonu a-Riemann integrallenebilir denir ve
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f fonksiyonunun a-Riemann integrali

by b

bn
a—/a—/...oz—/f(xl,...,xn)dxldxg...dxn
a1 a2 an

bi¢iminde gosterilir.

Bu béliimdeki tiim sonuclar genel durum icin de gecerlidir ve ispatlar1 bir boyutlu

durumdakine ¢ok benzer oldugundan yapilmamigtir.
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6.SONUC VE ONERILER

Bu caligma alt1 béliimden olugmaktadir. Birinci boliimde, aritmetik ve iirete¢ kavra-
mindan bahsedilmis, bunlar vasitasiyla bildigimiz klasik kalkiiliisiin bagka bir deyisle
Newtonyan kalkiiliisiin diginda kalkiiliislerin de elde edilebileceginden bahsedilmistir.
Ayrica su ana kadar yapilmis calismalardan bahsedilmis ve bu calismada neler yapi-
lacagima dair bir 6n bilgi verilmistir. Caligmanin ikinci boliimiinde bu kalkiiliislerin
yapitagi olan, « -aritmetik adi verilen sistemler daha genis bir perspektiften incelen-
mig, orneklerle zenginlegtirilmigtir ve ¢alismamizin sonraki boliimlerinde kullanmilacak
baz1 tamimlara yer verilmistir. Uciincii béliimde a-6lcii, a-dis dlcii, a-dlciilebilir kiime,
a-0Olciilebilir fonksiyon, a-basit fonksiyon ve a-adim fonksiyon gibi kavramlar tanimlan-
mig ve bu kavramlarla ilgili baz1 6zelliklere yer verilmigtir. Dordiincii boliimde ise asil
hedefimiz olan iiretilen Lebesgue integrali tanimlanmis, integrallenebilirlik kavramai ir-
delenmig bunlara ek olarak integral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan Levi teoremi,
Fatou Lemmasi ve Lebesgue Baskin Yakinsaklik Teoremi bu yeni integrale gore yo-
rumlanmigtir. Beginci boliimde ise iiretilen Riemann integrali tanimi verilip {iretilen

Lebesgue integrali ile arasindaki iligki incelenmigtir.

Caligmamizin belli bir kismindan sonra iirete¢ dedigimiz fonksiyonlar artan olarak segil-
migtir. Bu fonksiyonlarin azalan oldugu durumda benzer yapilar elde edileceginden bu
duruma ¢alismamizda yer verilmemistir. Diger bir yandan, iiretecin monoton olmadigi
durum bu konudaki ¢aligmalara farkl bir bakig agist getirebilir. Ayrica, bu caligmada
tanimladigimiz iiretilen Lebesgue integral kavrami latis teorisiyle birlegtirilerek iiretilen

L, uzaylar1 tanimlanabilir.
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