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ÖZET 

Bu çalışmada, Newtonyan olmayan kalkülüsün yapıtaşı olan, α-aritmetik adı verilen 

sistemler daha geniş bir perspektiften incelenmiş ve örneklerle zenginleştirilmiştir. Üretilen 

ölçü ve üretilen dış ölçü kavramları tanımlanmış ve bazı özelliklerinden bahsedilmiştir. Bir 

sonraki bölümde ise üretilen Lebesgue integrali tanımlanmış, integrallenebilirlik kavramı 

irdelenmiş, bunlara ek olarak da integral teorisinde önemli bir yere sahip olan Levi teoremi, 

Fatou Lemması ve Lebesgue Basın Yakınsaklık Teoremi bu yeni integrale göre 

yorumlanmıştır. Ayrıca üretilen Riemann integrali tanımlanmış ve son olarak da üretilen 

Lebesgue integrali ile arasındaki ilişki incelenmiştir.   
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ABSTRACT 

In this study, systems called α-arithmetic, which are building blocks of non-Newtonian 

calculus were investigated in a deep perspective and enriched with examples. Generated 

measure and generated outer meusere were defined, and also some properties were 

mentioned. Generated Lebesgue measure was defined. The concept of integrability was 

scrutinized. Besides, Levi’s Theorem, Fatou’s Lemma and the Lebesgue Dominated 

Convergence Theorem, which has an important role in integral theory, were interpreted 

according to these new integrals. Furthermore, generated Riemann integral was defined and 

finally the relation between generated Riemann integral and generated Lebesgue integral 

was examined.  
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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da su-

nulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

Rα α-üretecinin görüntü kümesi
α
+ α-toplama i³lemi
α

− α-ç�karma i³lemi
α· α-çarpma i³lemi
α

/ α-bölme i³lemi
α

6 α-s�ralama ba§�nt�s�

0α α-toplama i³leminin birim eleman�

1α α-çarpma i³leminin birim eleman�

R+
α α-üretecinin görüntü kümesinin pozitif k�sm�

R−α α-üretecinin görüntü kümesinin negatif k�sm�
α

max{x, y} x ve y say�lar�n�n α-maksimumu
α

min{x, y} x ve y say�lar�n�n α-minimumu

xn
α

↑ α-artan {xn} dizisi

xn
α

↓ α-azalan {xn} dizisi
α

supxn {xn} dizisinin α-supremumu
α

infxn {xn} dizisinin α-in�mumu

xnα x say�s�n�n n. mertebeden α-kuvveti
α
n
√
x x say�s�n�n n. mertebeden α-kökü

|.|α α-mutlak de§er

α-lim α-limit

∞α α-sonsuz

−∞α negatif α-sonsuz

α-
∞∑
n=1

an α-seri

S yar�halka

R halka
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Simgeler Aç�klamalar

A cebir

D δ-halka

P σ-halka

Σ σ-cebir

F s�n�f

M monoton s�n�f

sr(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen yar�halka

r(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen halka

a(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen cebir

δr(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen δ-halka

σr(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen σ-halka

σa(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen σ-cebiri

M(F) F s�n�f� taraf�ndan üretilen monoton s�n�f

B(R) Borel cebiri

B(Rα) α-Borel cebiri

(a, b)α α-aç�k aral�k

[a, b]α α-kapal� aral�k

µα α-ölçü

(Ω,S, µα) α-ölçü uzay�

µ∗α α-d�³ ölçü

Λα bütün α-ölçülebilir kümelerin koleksiyonu

P (Ω) Ω kümesinin kuvvet kümesi

χαA A kümesinin α-karekteristik fonksiyonu

α-
∫
Ω

fdµα f fonksiyonunun α-Lebesgue integrali

S∗α(f, P ) f fonksiyonunun P parçalan�³�na göre α-alt toplam�

S∗α(f, P ) f fonksiyonunun P parçalan�³�na göre α-üst toplam�

I∗α(f) S∗α(f, P ) α-alt toplamlar�n�n α-supremumu

I∗α(f) S∗α(f, P ) α-üst toplamlar�n�n α-in�mumu

α-Rf(P, T ) P parçalan�³� ile ili³kilendirilen α-Riemann toplam�
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1.G�R��

Aritmetik denildi§inde ilk olarak, say�lar aras�ndaki ili³kilerin aç�klanmas�nda ve bu

ili³kiler yard�m�yla ele al�nan problemlerin çözülmesinde geleneksel i³lemler (toplama,

ç�karma, çarpma, bölme) kullan�larak ölçme ve hesaplama yapmak akla gelir. Ancak

daha genel ve teknik bir ifadeyle aritmetik, reel say�lar kümesinin bir alt kümesi üze-

rinde s�ral� cisim ³artlar�n� sa§layan bir sistemdir. Kümeyi s�ral� cisim yapan i³lemler

(toplama, çarpma) ve s�ralama ba§�nt�s� yayg�n bilinenlerden çok farkl� tan�mlanabilir.

Bu tan�mlamalar, reel say�lar kümesinden aritmeti§in kurulaca§� alt kümesine birebir

olarak e³lenen ve ad�na "üreteç" denilen dönü³ümlerle yap�l�r. Bu dönü³ümlerin artan

olanlar� ile üretilen aritmetikler ve bu aritmetikler kullan�larak olu³turulan kalkülüsler

Grossman ve Katz'�n 1972 y�l�nda yay�mlanan Non-Newtonian Calculus isimli kita-

b�nda tan�t�lm�³t�r [1]. Klasik kalkülüse alternatif olarak geometrik, anageometrik ve

bigeometrik gibi farkl� kalkülüs çe³itlerini adland�r�p incelemi³lerdir. Bu kalkülüslerin

say�s�n�n sonsuz oldu§undan ve isteyen herkesin kendi kalkülüsünü elde edebilece§in-

den bahsetmi³lerdir. Kitaplar�nda klasik kalkülüsün odaklar�ndan olan limit, türev ve

integral tan�mlar�n�n bu yeni kalkülüslerde nas�l farkl�la³t�§�n� göstermi³lerdir. Aritme-

tiklerin cebirsel olarak denk oldu§unu görmekle birlikte, bu aritmetiklerin olu³turdu§u

kalkülüslerle daha basit �zik kurallar�n�n elde edilebilece§ini ifade etmi³lerdir. Ayr�ca

1983 y�l�nda yay�mlanm�³ olan kitab�nda Grossman, bir önceki kitab�nda oldu§u gibi

yeni kalkülüslerde kordinat sisteminin de§i³ti§inden ve uzakl�k kavram�n�n farkl�la³t�-

§�ndan bahsetmi³tir. Kitab�nda bigeometrik kalkülüsü detayl� bir ³ekilde incelemi³, bu

yeni kalkülüs vas�tas�yla bigeometrik vektör uzay�n� ve bigeometrik karma³�k say�lar�

tan�mlam�³t�r [2]. Sonraki çal�³malarda klasik kalkülüsün hemen hemen her kavram�-

n�n yeni elde edilenlere göre tekrar yorumlanabilece§i ve bu sayede mühendislik ve �zik

alan�nda bir çok kolayl�k elde edilebilece§i iki kitapta da vurgulanm�³t�r [1], [2]. Bashi-

rov, Kurp�nar ve Özyap�c� 2008'de yay�mlanan makalelerinde geometrik kalkülüsü bir

ba³ka deyi³le çarp�msal (multiplicative) kalkülüsü ele alm�³lar ve çarp�msal kalkülüste

türev ve integralin özelliklerini vermi³ ayr�ca çe³itli uygulamalar�ndan bahsetmi³lerdir.

Farkl� aritmetikleri elde etmek, koordinat sistemlerini de de§i³tirdi§inden, yap�lan i³-

lerin kutupsal veya küresel koordinat sistemlerine duyulan ihtiyaca benzer ba³ka bir

ihtiyaca cevap verdi§ini savunmu³lard�r [3]. Yine 2008 de Kurp�nar ve Özyap�c� benzer

bir çal�³ma ile çarp�msal kalkülüsde elde ettikleri farkl� sonuçlar� payla³m�³lard�r [4].

Takip eden çal�³malarda karma³�k say�lar kümesine bu yeni aritmetiklerden baz�lar�
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uygulanarak çarp�msal tipte karma³�k kalkülüs çal�³�lm�³ ve bunlar üzerinde çe³itli uy-

gulamalar yap�lm�³t�r [5�7]. Çarp�msal diferensiyel denklemlerin çözümleri ve denklem-

lerin modellemeleri ile ilgili de bir çok çal�³ma yap�lm�³t�r [8�11]. Ayr�ca Çakmak ve

Ba³ar çal�³malar�nda Newtonyan olmayan dizi uzaylar�nda baz� yeni ç�kar�mlarda bu-

lunmu³lard�r [12]. Newtonyan olmayan metrik uzaylarda büzülme dönü³ümleri ve bu

dönü³ümlerin sabit noktalar� üzerine de çal�³�lm�³t�r [12�14].

Newtonyan olmayan kalkülüslerde Riemann integrali ve onun özelliklerinden s�kl�kla

bahsedilmi³tir [1�7, 12, 15]. Ancak bu integralin daha genel hali olan Lebesgue integ-

ralinden bahsedilmemi³tir. Dolay�s�yla bu çal�³madaki amac�m�z Newtonyan olmayan

Lebesgue integralini ele almak ve onun Newtonyan olmayan Riemann integraliyle olan

ili³kisini incelemektir. Bunun için ilk önce Newtonyan olmayan ölçü teorisine ihtiyac�-

m�z vard�r. Yeni tip ölçü teorisi ve integral teorisi olu³turulurken Aliprantis ve Burkins-

haw taraf�ndan yaz�lm�³ olan Reel Analiz, Endre Pap taraf�ndan derlenen Handbook

of Measure Theory ba³l�kl� kitaplardan fazlas�yla faydalan�lm�³t�r [16], [17].

Bu çal�³mada, üreteç kavram� daha genel olarak ele al�nacak ve sadece artan üreteçler

de§il, monoton dahi olmayan üreteç örnekleri ile konuya daha geni³ bir perspektiften

bak�lacakt�r. Dolay�s�yla çal�³mam�z boyunca "Newtonyan olmayan" ifadesinin yerine

"üretilen" ifadesinin kullan�lmas� tercih edildi. "Newtonyan olmayan Lebesgue integ-

rali" ve "Newtonyan olmayan Riemann integrali" ifadeleri yerine, üreteçlerin genel

durumlar� göz önüne al�narak "üretilen Lebesgue integrali" ve "üretilen Rieman in-

tegrali" veya "α-Lebesgue integrali" ve "α-Rieman integrali" ifadeleri kullan�ld�. Tezin

ikinci k�sm�nda α-aritmetik, α-ölçü ve α-d�³ ölçü tan�mlar� verilmi³ ve baz� özellikleri

aç�klanm�³t�r. Üçüncü k�s�mda α-Lebesgue integrali tan�mlanm�³, özellikleri verilmi³ ve

bu anlamda integrallenebilirlik kavram� üzerinde durulmu³tur. Son k�s�mda ise, yuka-

r�da bahsetti§imiz gibi α-Lebesgue integrali ve α-Riemann integrali kar³�la³t�r�lm�³ ve

aralar�ndaki ili³ki incelenmi³tir.
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2.α-AR�TMET�K

Aritmetik, R'nin bir alt kümesinde s�ral� cisim ³artlar�n�n tamam�n� sa§layan bir sistem-

dir. Birbirine izomorf, yani yap�sal olarak birbirine denk olan sonsuz say�da aritmetik

vard�r. Her ne kadar herhangi iki aritmetik birbirine izomorf olsa da kullan�m olarak

farkl�l�klar� vard�r. Bir α üreteci, tan�m kümesi R ve görüntü kümesi R'nin (Rα ile gös-

terilen) bir alt kümesi olan, birebir bir fonksiyondur. Her üreteçten bir tek aritmetik

elde edilir, tersine her aritmetik bir tek üreteç taraf�ndan üretilir. Üretecin temel görevi

R üzerinde tan�mlanm�³ olan, ba³ta ikili i³lemler ve s�ralama olmak üzere, kavramlar�

farkl�la³t�rmakt�r. Rα üzerinde α üreteci yard�m�yla tan�mlanan temel olarak dört çe³it

ikili i³lemden bahsedilebilir. Bunlardan ikisi olan α-toplama ve α-çarpma i³lemleri, her

x, y ∈ Rα için

x
α
+ y = α(α−1(x) + α−1(y))

x
α· y = α(α−1(x).α−1(y))

biçiminde tan�mlan�r. Bu i³lemler göz önüne al�n�nca, 0α = α(0) say�s� α-toplamaya

göre, 1α = α(1) say�s� ise α-çarpmaya göre etkisiz elemanlard�r. Ayr�ca herhangi bir

x ∈ Rα için
α
−x = α(−1)

α· x = α(−α−1(x)) say�s�na x say�s�n�n α-negati� veya α-

toplama i³lemine göre tersi; herhangi bir x ∈ Rα\0α için

x−1α = 1
α

/x = α(1/α−1(x))

say�s�na ise x say�s�n�n α-çarpma i³lemine göre tersi denir. Yukar�da tan�mlanan i³-

lemler vas�tas�yla Rα üzerindeki α-ç�karma ve α-bölme i³lemleri her x ve y için

x
α
− y = x

α
+ (

α
−y) = α(α−1(x)− α−1(y)) x, y ∈ Rα

x
α

/ y = x
α· (1α

α

/ y) = α (α−1(x)/α−1(y)) x ∈ Rα ve y ∈ Rα\0α

biçiminde tan�mlan�r. Rα kümesi üzerinde α üreteci yard�m�yla bilinenden farkl� s�ra-

lamalar tan�mlanabilir. Ancak üretecin artan veya azalan olmas� ya da monotonlu§u

önemli bir rol oynar. Elde edilen s�ralama bilinen s�ralama ile farkl�l�k gösterebilece§i
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gibi çak�³adabilir. Bilhassa α üreteci monoton iken her x, y ∈ Rα için α-s�ralama

x
α

6 y ⇔

 α−1(x) 6 α−1(y) , α artan

α−1(x) > α−1(y) , α azalan
(2.1)

biçiminde tan�mlan�r. Yukar�da bahsedilen i³lemler ve s�ralama ile Rα görüntü kümesi

tam s�ral� bir cisim olur. Daha önceden de bahsetti§imiz gibi α üretecinin monoton

olmad�§� durumlarda da α-s�ralama tan�m� yap�labilir. Ancak bu tan�mlama Rα kü-

mesinin uygun alt kümelerine parçalan�³� ile elde edilir (Bu alt kümelere α üretecinin

k�s�tlan�³�n�n monoton olmas� halinde yukar�dakine benzer bir s�ralama olu³turulur).

Bu durumda da Rα tam s�ral� bir cisim olur.

Rα üzerinde α üreteci vas�tas�yla tan�mlad�§�m�z i³lemler ve s�ralama ile olu³turdu§u-

muz bu tam s�ral� cisimlere α-aritmetik ad� verilir.

�imdi bir kaç adet α-aritmetik örne§i inceleyelim.

Örnek

(a) I Birim fonksiyonu RI = R üzerinde klasik aritmeti§i üretir.

(b) Üstel fonksiyon exp ise Rexp = R+ üzerinde geometrik aritmeti§i üretir. Her x, y ∈

R+ için x
exp
+ y = xy, x

exp
· y = xln y = ylnx ³eklinde tan�mlanan ikili i³lemler ve

x
exp

6 y ⇔ lnx 6 ln y ile verilen s�ralama ba§�nt�s�yla R+ tam s�ral� bir cisimdir.

(c) Üreteç

α(x) =


√
x , x > 0

0 , x = 0

−
√

(−x) , x < 0

olarak al�n�rsa elde edilen aritmeti§e quadratik aritmetik ad� verilir.

Bu durumda x
α
+ y =

√
x2 + y2, x

α· y = xy ikili i³lemleri ve x
α

6 y ⇔ x 6 y s�ralama

ba§�nt�s� ile R tam s�ral� bir cisimdir.

(d) R üzerinde q-aritmetik denilen sonsuz say�da aritmetik tan�mlayabiliriz. S�f�rdan

farkl� herhangi bir q reel say�s� için R'den R'ye

α(x) =


x1/q , x > 0

0 , x = 0

−(−x)1/q , x < 0
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biçiminde tan�ml� α üreteci ele al�ns�n. Bu üretecin tersinin

α−1(x) =


xq , x > 0

0 , x = 0

−(−x)q , x < 0

oldu§u kolayca görülebilir. Burada q farkl� de§erler ald�kça birbirinden farkl� sonsuz

say�da α-aritmetik tan�mlanabilir. Örne§in q = 1 ise α-aritmetik bildi§imiz klasik arit-

metik ile çak�³�rken, q = 2 iken ise quadratik aritmetik denilen aritmetik elde edilir.

Ayr�ca q = −1 oldu§u durumda ise harmonik aritmetik üretilmi³ olur.

�imdi artan olmayan birkaç üreteç örne§ini ve bunlara göre elde edilen i³lemleri ve

s�ralamalar� inceleyelim.

Not

Bir α üreteci artan, x ve y ise Rα dan al�nan herhangi iki eleman olmak üzere, x
α

6 y

olmas� için gerek ve yeter ³art x 6 y olmas�d�r.

Örnek

(a) Bir α üreteci için α(x) =

{
−x , x ∈ [−1, 1]

x , di§er yerler
olsun. Bu durumda ikili i³lemler

ve s�ralama

x
α
+ y =


−x− y , x, y ∈ [−1, 1]

x− y , x /∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]

y − x , x ∈ [−1, 1], y /∈ [−1, 1]

x+ y , x, y /∈ [−1, 1]

x
α· y =

{
−xy , x ∈ [−1, 1], y /∈ [−1, 1] veya x /∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1]

xy , x, y ∈ [−1, 1] veya x, y /∈ [−1, 1]

x
α

6 y ⇔

{
x 6 y , x, y /∈ [−1, 1]

x > y , x, y ∈ [−1, 1]
biçiminde tan�mlan�r.
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(b) Üretecimiz α(x) =

{
1/x , x 6= 0

0 , x = 0

olarak al�n�rsa bu durumda ikili i³lemler ve s�ralama a³a§�daki gibi olur.

x
α
+ y =


xy

x+ y
, x+ y 6= 0

0 , x+ y = 0

x
α· y = xy

x
α

6 y ⇔

 y 6 x , x, y < 0 veya x, y > 0

x 6 y , x 6 0 ve 0 6 y

Bu üreteç daha önceden de bahsedilmi³ olan harmonik aritmeti§i üretir.

(c) Üreteç α(x) =

{
2x , x ∈ Q
−x , x /∈ Q

olarak al�n�rsa Rα = R olur. Ayr�ca kolayl�kla

α−1(x) =

{
x/2 , x ∈ Q
−x , x /∈ Q

oldu§u görülebilir. Bununla birlikte ikili i³lemler ve s�ralama a³a§�daki gibi tan�mlan�r.

x
α
+ y =



x+ y , x, y ∈ Q veya x, y /∈ Q;x+ y /∈ Q

−2(x+ y) , x, y /∈ Q;x+ y ∈ Q

y − x

2
, x ∈ Q, y /∈ Q

x− y

2
, x /∈ Q, y ∈ Q

x
α· y =


xy

2
, x, y ∈ Q veya x /∈ Q, y ∈ Q veya x ∈ Q, y /∈ Q

2xy , x, y /∈ Q;xy ∈ Q

−xy , x, y /∈ Q;xy /∈ Q

x
α

6 y ⇔

 y 6 x , x, y < 0 veya x, y > 0

0 6 0 , x, y = 0
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Rα üzerinde verilen α-s�ralamas�n�n monoton olmas� durumunda, herhangi iki x ve y

eleman�n�n büyü§ü ve küçü§ü s�ras�yla

α
max{x, y} =

 max{x, y} , α artan

min{x, y} , α azalan
ve

α

min{x, y} =

 min{x, y} , α artan

max{x, y} , α azalan

biçiminde tan�mlan�r ve yine bu s�ralamaya göre Rα kümesinin herhangi bir {xn} dizi-

sinin azalmayan veya artmayan olmas� s�ras�yla

xn
α

↑ =

 xn ↑ , α artan

xn ↓ , α azalan
ve xn

α

↓ =

 xn ↓ , α artan

xn ↑ , α azalan

³eklinde gösterilir. Ayr�ca bir {xn} dizisinin (e§er mevcutsa) α-supremumu ve α-in�mumu

s�ras�yla

α
supxn =

 supxn , α artan

inf xn , α azalan
ve

α

infxn =

 inf xn , α artan

supxn , α azalan

olur. Yukar�da bahsedilen tan�mlar�n ve gösterimlerin �³�§�nda a³a§�daki ifadelerin sa§-

land�§�n� görmek çok zor de§ildir.

(1)
α

max{x, y} = α(max{α−1(x), α−1(y)})

(2)
α

min{x, y} = α(min{α−1(x), α−1(y)})

(3) xn
α

↑ ⇔ α−1(xn) ↑

(4) xn
α

↓ ⇔ α−1(xn) ↓

(5)
α

supxn = α(supα−1(xn))

(6)
α

infxn = α(inf α−1(xn)).

Herhangi bir α-aritmeti§in (veya herhangi bir Rα s�ral� cisminin) s�f�r� 0α oldu§undan,

α-aritmetikte pozitif ve negatif say�lar�n kümeleri bilinenden farkl� olabilir. Ba³ka bir

deyi³le,

R+
α =

{
x | 0α

α

6 x ve x ∈ Rα
}

ve R−α =
{
x | x

α

6 0α ve x ∈ Rα
}



8

biçimindeki R+
α ve R−α kümeleri α üretecine göre farkl�l�k gösterebilir. Meselâ ilk ör-

nek (b)'de R+
exp = (1,∞) ve R−exp = (0, 1) iken (d)'de R+

q = (0,∞) ve R−q = (−∞, 0)

olur. Herhangi bir x ∈ R+
α say�s�na α-pozitif say� ve herhangi bir x ∈ R−α say�s�na ise

de α-negatif say� denir. Sadece poziti�ik veya negati�ik kavram� de§i³mekle kalmay�p

bütün koordinat sistemi farkl�la³abilir. Dolay�s�yla α-aritmeti§e göre `sonsuz' kavram�

da de§i³ebilir. Bu yüzden ∞α yani `α-sonsuz' ve −∞α yani `eksi α-sonsuz' tan�mla-

malar�na ihtiyaç vard�r. Meselâ ilk örnek (b)'de −∞exp = 0 ve ∞exp = ∞ iken (c)'de

−∞q = −∞ ve ∞q =∞ olur.

�kili i³lemlerin de§i³mesine ba§l� olarak say�lar�n kuvvetleri ve kökleri de farkl�la³abilir.

Rα daki bir x say�s�n�n α-karesi x2α = x
α· x = α

(
[α−1(x)]

2
)
olur. Tümevar�m yöntemi

yard�m�yla herhangi birm do§alsay�s� için bir x say�s�n�nm. dereceden α-kuvveti xmα =

α
(
[α−1(x)]

m) olarak tan�mlan�r. Benzer bir ³ekilde herhangi bir x ∈ Rα\{0α} say�s�

için

x−2α = 1
α

/ x2α = 1
α

/
(
x
α· x
)

= 1
α

/ α
([
α−1(x)

]2)
= α

([
α−1(x)

]−2
)
,

olur. Ayr�ca herhangi bir x ∈ R+
α ∪{0α} say�s�n�n α-karekökü

α√
x = α

(√
α−1(x)

)
biçi-

minde tan�mlan�r. Genelle³tirmek gerekirse, Rα kümesindeki bir x eleman�n�n herhangi

bir n > 2 tamsay�s� için n. dereceden α-kökü (e§er mevcutsa);
α
n
√
x = x(1/n)α = x1/nα =

α
(

n
√
α−1(x)

)
say�s�d�r.

Poziti�ik ve negati�ik kavram�n�n de§i³imine ba§l� olarak mutlak de§er kavram�nda da

de§i³iklik görülebilir. Rα kümesinin bir x eleman�n�n α-mutlak de§eri ³u ³ekilde ifade

edilir:

|x|α =
α√
x2α = α(|α−1(x)|) =


x , x

α
> 0α

0α , x = 0α
α
−x , x

α
< 0α

.

S�ralamaya ba§l� olarak Rα kümesindeki aral�klar R kümesindekilerden farkl� olabilir.

Bu durumda aral�k tan�m�n� yapmakta fayda vard�r. Rα kümesinden a ve b elemanlar�
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alal�m. O halde Rα kümesinin bir aç�k aral�§�

(a, b)α =

 (α−1(a), α−1(b)) , α artan

(α−1(b), α−1(a)) , α azalan

biçiminde tan�mlan�r. Benzer bir ³ekilde bir yar� aç�k aral�§� da ³u ³ekilde tan�mlaya-

biliriz:

(a, b]α =

 (α−1(a), α−1(b)] , α artan

[α−1(b), α−1(a)) , α azalan

�imdi (1, 2)α aç�k aral�§�n�n üretece göre nas�l de§i³ti§ine bakal�m. Bu aral�k üreteç

olarak α = I al�n�rsa (1, 2)α = (1, 2), α = exp al�n�rsa (1, 2)α = (ln 1, ln 2) , α quadratik

aritmeti§i üreten fonksiyon olarak al�n�rsa (1, 2)α =
(√

1,
√

2
)
, α harmonik aritmeti§i

üreten fonksiyon olarak al�n�rsa (1, 2)α =
(

1
2
, 1
)
haline gelir.

Teorimizde önemli bir yere sahip olan limit kavram�ndaki de§i³ime de göz atmak gere-

kir.

Rα kümesininden bir {an} dizisi al�ns�n ve a ∈ Rα olsun. Her ε
α
> 0α için n > nε iken∣∣∣an α

− a
∣∣∣
α

α
< ε olacak biçimde bir nε say�s� varsa, {an} dizisi a say�s�na α-yak�nsar denir

ve α-lim an = a veya an
α→ a yaz�l�r. Her ε

α
> 0α için n > nε iken an

α
> ε (veya an

α
<

α
−ε)

olacak biçimde bir nε say�s� varsa, {an} dizisi α-sonsuza (veya eksi α-sonsuza) yakla³�r

denir ve α-lim an =∞α (veya α-lim an = −∞α ) yaz�l�r.

Üreteç sürekli iken herhangi bir {an} reel say� dizisi için

lim an = a ⇒ α- limα(an) = α(a)

lim an =∞ ⇒ α- limα(an) =∞α

lim an = −∞ ⇒ α- limα(an) = −∞α

elde edilir. Özel olarak, limα(n) = α-limα(n) = ∞α ve limα(−n) = α-limα(−n) =

−∞α olur.
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Bu limit tan�m�yla α-serilerden ve onlar�n yak�nsakl�§�ndan bahsedilebilir. Rα içinde

verilen bir {an} dizisi için

α-
∞∑
n=1

an = a1

α
+ a2

α
+ · · ·

α
+ an

α
+ · · ·

ifadesine sonsuz α-seri denir. Genel terimi

sn = α-
n∑
i=1

ai = a1

α
+ a2

α
+ · · ·

α
+ an = α

(
n∑
i=1

α−1(ai)

)

olan {sn} dizisine ise k�smî α-toplamlar dizisi denir. Bu dizi bir L ∈ Rα say�s�na α-

yak�nsak ise α-
∞∑
n=1

an serisi L α-toplam�na sahiptir denir ve α-
∞∑
n=1

an = α-lim sn = L

biçiminde yaz�l�r.
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3.ÜRET�LEN ÖLÇÜLER�N TEOR�S�

3.1. α-Ölçüler

Ω bo³ olmayan bir küme olmak üzere, Ω kümesinin altkümelerinin bir yar�halkas�, hal-

kas�, cebiri, δ-halkas�, σ-halkas�, σ-cebiri s�ras�yla S, R, A, D, P , Σ ile gösterilecektir.

Ω kümesinin altkümelerinin bo³ olmayan bir s�n�f� S olsun. E§er her A,B ∈ S için

A ∩ B ∈ S ve bu s�n�ftan A ⊂ B ³art�n� sa§layacak ³ekilde seçilen her (A,B) çifti için

A = C0 ⊂ C1 ⊂ ... ⊂ Cn = B ve Ci \ Ci−1 ∈ S olacak ³ekilde C0, . . . , Cn ∈ S kümeleri

varsa S bir yar�halkad�r denir. Örne§in (a, b] yar�aç�k aral�klar�n s�n�f� bir yar�halkad�r.

Ω kümesinin altkümelerinin bo³ olmayan, birle³im ve fark alt�nda kapal� bir s�n�f�na

halka denir. Cebir, Ω kümesini içine alan bir halkad�r. Say�labilir kesi³im alt�nda kapal�

olan halkaya δ-halka; say�labilir birle³im alt�nda kapal� halkaya σ-halka ve Ω kümesini

kapsayan σ-halkaya ise σ-cebiri denir.

Ω kümesinin altkümelerinin bo³ olmayan bir s�n�f� M olsun. Bu s�n�f artan dizilerin

birle³imleri ve azalan dizilerin kesi³imleri alt�nda kapal�ysa monoton s�n�f diye adlan-

d�r�l�r.

Her halka bir yar�halka, her δ-halka bir halka, her σ-halka bir δ-halka ve monoton

s�n�ft�r.

Ω kümesinin altkümelerinin herhangi bir F s�n�f� için; bu s�n�f� kapsayan en küçük

yar�halka, halka, cebir, δ-halka, σ-halka, σ-cebir, monoton s�n�f vard�r. Bunlar sr(F),

r(F), a(F), δr(F), σr(F), σa(F), M(F) ile gösterilir ve F taraf�ndan üretilen yar�-

halka, halka, cebir, δ-halka, σ-halka, σ-cebir, monoton s�n�f olarak adland�r�l�r.

F , R'nin bütün aç�k aral�klar�n�n bir s�n�f� olsun. F s�n�f�n�n üretti§i en küçük σ-cebirine

Borel cebiri denir ve σa(F) veya B(R) ile gösterilir. �imdi Borel cebiri yard�m�yla Rα
üzerinde σ-cebirini olu³tural�m. R'nin herhangi bir (a, b) aral�§� Rα içinde olmayabile-

ce§inden böyle bir σ-cebiri tan�m�na ihtiyaç vard�r. Örne§in (−1, 1) * Rexp.
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Daha önceden de bahsedildi§i gibi α üretecinin artan veya azalan olmas� durumlar�na

göre α-s�ralama tan�m� farkl�l�k göstermektedir. Bundan sonra anlat�lacak k�s�mda üre-

tecimizin artan oldu§u kabul edilecektir. Azalan oldu§u durumda benzer sonuçlar elde

edilebilir. Üretecin monoton olmad�§� durum ise, sadeli§i gözetmek ad�na incelenmeye-

cektir.

3.1.1. Tan�m

Üreteç α sürekli olsun. R'nin herhangi bir (a, b) aç�k aral�§� için α((a, b)) = (α(a), α(b))

oldu§undan R'nin aç�k kümelerinin α alt�ndaki görüntülerinin s�n�f� Fα olarak tan�mla-

n�rsa, Fα'n�n üretti§i σ-cebirine α-Borel cebiri denir ve σa(Fα) veya B(Rα) ile gösterilir.

�imdi, B(Rα) içerisindeki elemanlar�n, yani kümelerin, nas�l üretildi§ini aç�klayal�m.

Burada α artan oldu§undan herhangi bir a ∈ R ve her n ∈ N+ için α
(
a− 1

n

) α
<

α(a) olur. Di§er bir yandan, α üretecinin süreklili§i kulan�l�rsa (α-)limα
(
a− 1

n

)
=

α
(
a− lim 1

n

)
= α(a) oldu§u görülür ve böylece

[a, b)α = [α(a), α(b)) =
∞⋂
n=1

(
α

(
a− 1

n

)
, α(b)

)
=
∞⋂
n=1

(
a− 1

n
, b

)
α

elde edilir. Benzer bir yolla (a, b]α , [a, b]α , {a}α elemanlar� da üretilebilir. Ayr�ca her-

hangi bir a ∈ R ve her n ∈ N+ için α (a− n)
α
< α(a) ve lim (a− n) = −∞ iken

α-limα (a− n) = −∞α oldu§undan

(−∞, a)α = (−∞α, α(a)) =
∞⋃
n=1

(α (a− n) , α(a)) =
∞⋃
n=1

(a− n, a)α

elde edilir. Benzer bir yolla (−∞, a]α , [a,∞)α , (a,∞)α ,Rα elemanlar� da üretilebilir.

B(Rα) içerisindeki di§er kümeler ise, bu kümelerin say�labilir kesi³imi veya birle³imidir.

Elde etti§imiz aritmetiklerde Lebesgue integralini tan�mlamak için öncelikle bu arit-

metiklerde bir ölçü tan�m� yapmam�z gerekmektedir.

3.1.2. Tan�m

Ω kümesinin alt kümelerinin bir yar�halkas� S olsun.
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S üzerinde tan�ml� µα : S → [0α,∞α] küme fonksiyonu için

(1) µα(∅) = 0α ve

(2) Her ayr�k (An) dizisi için µα fonksiyonu σ(α)-toplamsall�k, yani

µα

(
∞⋃
n=1

An

)
= α-

∞∑
n=1

µα (An) = α

(
∞∑
n=1

α−1µα (An)

)

özelliklerini sa§lan�yorsa µα fonksiyonuna bir α-ölçü fonksiyonu veya k�saca α-ölçü ad�

verilir. (Ω,S, µα) üçlüsü ise α-ölçü uzay� olarak adland�r�l�r.

S�radaki önerme ölçü ve α-ölçü aras�ndaki ili³kiyi anlamam�za yard�mc� olacakt�r.

3.1.3.Önerme

R üzerinde tan�ml� herhangi bir α üreteci için

(1) µα bir α-ölçü ise α−1 ◦ µα bir ölçüdür,

(2) µ bir ölçü ise α ◦ µ bir α-ölçüdür.

�spat

(1) µ = α−1 ◦ µα olsun. Tan�m 3.1.2 (1)'den µ(∅) = α−1(µα(∅)) = α−1(α(0)) = 0

olur. Di§er bir yandan, herhangi bir ayr�k {An} dizisi için Tan�m 3.1.2 (2)'den

µ

(
∞⋃
n=1

An

)
= α−1

(
µα

(
∞⋃
n=1

An

))
= α−1

(
α

(
∞∑
n=1

α−1µα (An)

))
=
∞∑
n=1

µ (An)

elde edilir.

(2) µα = α ◦ µ olsun. µα(∅) = α(µ(∅)) = 0α olur. Di§er bir yandan, α fonksiyonun
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birebir olmas�ndan dolay� herhangi bir ayr�k {An} dizisi için

µα

(
∞⋃
n=1

An

)
= α

(
µ

(
∞⋃
n=1

An

))
= α

(
∞∑
n=1

µ (An)

)
= α

(
∞∑
n=1

α−1µα (An)

)

oldu§u, yani µα fonksiyonun σ(α)-toplamsall�§� elde edilir.

Yukar�daki önerme yard�m�yla, klasik ölçü örneklerinden ilham alarak birkaç α-ölçü

örne§i verelim.

Örnek

Ω herhangi bir küme olmak üzere µα : P (Ω)→ [0α,∞α] küme fonksiyonu

µα(A) =

 ∞α , A sonsuz

α (A'n�n eleman say�s�) , A sonlu

biçiminde tan�mlans�n. (Ω, P (Ω), µα) bir α-ölçü uzay�d�r.

Örnek

Ω bo³ olmayan bir küme ve a ∈ Ω olmak üzere

µα(A) =

 0α , a /∈ A

1α , a ∈ A

biçiminde tan�mlanan µα : P (Ω) → [0α,∞α] küme fonksiyonu P (Ω) üzerinde bir α-

ölçüdür.

Örnek

Ω bo³ olmayan bir küme olmak üzere

µα(A) =

 0α , A = ∅

∞α , A 6= ∅
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biçiminde tan�mlanan µα : P (Ω) → [0α,∞α] küme fonksiyonu P (Ω) üzerinde bir α-

ölçüdür.

Örnek

B(Rα) α-Borel cebiri üzerinde tan�ml� ve aral�klar�n α-uzunlu§u (meselâ λα([a, b]α) =

b
α
− a = α(α−1(b) − α−1(a))) ile verilen λα : B(Rα) → [0α,∞α] küme fonksiyonu bir

α-ölçüdür.

3.1.4. Teorem

(Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� olsun.

(1) A1, . . . , An ∈ S kümeleri ayr�k kümeler ve
n⋃
i=1

Ai ∈ S oluyorsa

µα

(
n⋃
i=1

Ai

)
= α-

n∑
i=1

µα (Ai)

e³itli§i sa§lan�r; yani µα sonlu α-toplamsald�r.

(2) Herhangi iki A,B ∈ S kümeleri için A ⊆ B ise µα(A)
α

6 µα(B) (yani α artan

iken µα(A)
α

6 µα(B), α azalan iken µα(A)
α

> µα(B)) sa§lan�r. Ba³ka bir deyi³le µα,

α-monotondur.

�spat

(1) A1, . . . , An ∈ S ayr�k kümeler ve
n⋃
i=1

Ai ∈ S olsun. Her i > n say�s� için Ai = ∅

oldu§unu kabul edelim. Bu durumda {Ai} dizisi
∞⋃
i=1

Ai =
n⋃
i=1

Ai ∈ S ³art�n� sa§layan

ayr�k bir dizi olur. Böylece, µα fonksiyonunun σ(α)-toplamsall�§�ndan ve µα(∅) = 0α

olmas�ndan dolay�

µα

(
n⋃
i=1

Ai

)
= µα

(
∞⋃
i=1

Ai

)
= α-

∞∑
i=1

µα (Ai) = α-
n∑
i=1

µα (Ai) = α

(
n∑
i=1

α−1µα (Ai)

)

elde edilir.
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(2) A,B ∈ S ve A ⊆ B olsun. Ayr�ca B\A =
n⋃
i=1

Ci olacak ³ekilde ayr�k C1, . . . , Cn ∈ S

kümeleri seçilsin. Bu durumda B kümesi S yar�halkas�n�n ayr�k kümelerinin sonlu bir

birle³imidir, yani B = A ∪ (B\A) = A ∪ C1 ∪ . . . ∪ Cn olur. Böylece, teoremin birinci

k�sm� kullan�l�rsa

α artan ⇒ µα(B) = µα(A)
α
+ µα(C1)

α
+ · · ·

α
+ µα(Cn)

α

> µα(A)

α azalan ⇒ µα(B) = µα(A),
α
+µα(C1)

α
+ · · ·

α
+ µα(Cn)

α

6 µα(A)

elde edilir.

3.2. α-D�³ Ölçüler, α-Ölçülebilir Kümeler ve α-Ölçülebilir Fonksiyonlar

3.2.1. Tan�m

Ω kümesinin kuvvet kümesi P (Ω) olsun. P (Ω) üzerinde tan�ml� µ∗α : P (Ω)→ [0α,∞α]

küme fonksiyonu için

(1) µ∗α(∅) = 0α

(2) A ⊆ B iken µ∗α(A)
α

6 µ∗α(B) ve

(3) Her {An} dizisi için µ∗α σ(α)-alt toplamsal, yani

µ∗α

(
∞⋃
n=1

An

)
α

6 α-
∞∑
n=1

µ∗α (An) = α

(
∞∑
n=1

α−1µ∗α (An)

)

oluyorsa µ∗α fonksiyonuna bir α-d�³ ölçü fonksiyonu veya k�saca α-d�³ ölçü ad� verilir.

µ∗α α-d�³ ölçüsü P (Ω) üzerinde σ(α)-toplamsal olmak zorunda de§ildir. Ancak her

zaman µ∗α n�n üzerinde σ(α)-toplamsal oldu§u bir σ-cebiri vard�r.

Önerme 3.1.3'de ölçü ile α-ölçü aras�nda bir ili³ki oldu§undan bahsedilmi³ti. Benzer

bir ili³ki de d�³ ölçü ile α-d�³ ölçü aras�nda da vard�r.

3.2.2.Önerme
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R üzerinde tan�ml� herhangi bir α üreteci için

(1) µ∗α bir α-d�³ ölçü ise α−1 ◦ µ∗α bir d�³ ölçüdür,

(2) µ∗ bir d�³ ölçü ise α ◦ µ∗ bir α-d�³ ölçüdür.

S�radaki tan�m α-ölçülebilir kümelerden bahsedecektir.

3.2.3. Tan�m

E kümesi Ω'n�n bir alt kümesi olsun. Her A ⊆ Ω için

µ∗α(A) = µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec) = α(α−1(µ∗(A ∩ E)) + α−1(µ∗(A ∩ Ec)))

sa§lan�yorsa E kümesine α-ölçülebilir ya da µ∗α-ölçülebilir denir.

µ∗α fonksiyonu σ(α)-alt toplamsal oldu§undan her A ve E kümesi için

µ∗α(A) = µ∗α ((A ∩ E) ∪ (A ∩ Ec))
α

6 µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

sa§lan�r Bu ifade vas�tas�yla E kümesinin α-ölçülebilir olmas� için gerek ve yeter ³art

Ω daki her bir A kümesi için

µ∗α(A)
α

> µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

sa§lanmas� gerekti§i kolayca anla³�labilir.

Bütün α-ölçülebilir kümelerin koleksiyonu Λα ile gösterilsin. Yani

Λα =
{
E ⊆ Ω : her A ⊆ Ω için µ∗α(A) = µ∗α(A ∩ E)

α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

}

iste§e ba§l� olarak Λα yerine Λµα da kullan�labilir.

En basit α-ölçülebilir kümeler α-d�³ ölçüsü 0α olanlard�r.
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3.2.4. Tan�m

E kümesi Ω n�n bir alt kümesi olsun. E§er µα(A) = 0α ise E kümesine α-null küme

denir.

µ∗α fonksiyonun σ(α)-alt toplamsall�k özelli§i gere§ince α-null kümelerin say�labilir

birle³iminin yine bir α-null küme oldu§u görülür. Bu kümeler α-integral teorisinde

önemli bir role sahiptir.

3.2.5. Teorem

Her α-null küme α-ölçülebilirdir.

�spat

E ⊆ Ω ve µ∗α(A) = 0α oldu§unu kabul edelim. µ∗α fonksiyonunun monotonluk özelli§i

gere§ince her bir A ⊆ Ω için µ∗α(A ∩ E) = 0α olur. Bunun bir sonucu olarak her bir

A ⊆ Ω için

µ∗α(A)
α

6 µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec) = µ∗α(A ∩ Ec)

α

6 µ∗α(A)

elde edilir. Bu yüzden E kümesi α-ölçülebilirdir.

A³a§�daki lemma α-ölçülebilir kümelerin ba³ka özelliklerinin anla³�labilmesi için gerek-

lidir.

3.2.6. Lemma

E1, . . . , En ayr�k ve α-ölçülebilir kümeler olsun. Her A ⊆ Ω için

µ∗α

(
n⋃
i=1

(A ∩ Ei)

)
= α-

n∑
i=1

µ∗α (A ∩ Ei) = α

(
n∑
i=1

α−1µ∗α (A ∩ Ei)

)

sa§lan�r.
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�spat

�spat� n üzerinden tümevar�m yöntemini uygulayarak yapaca§�z. �fadenin n = 1 durumu

için sa§land�§� aç�kt�r. �imdi baz� n de§erleri için do§ru oldu§unu kabul edelim. Ayr�ca

E1, . . . , En+1 kümeleri ayr�k ve α-ölçülebilir olsun. E§er A ⊆ Ω ise

A ∩
[
n+1⋃
i=1

Ei

]
∩ En+1 = A ∩ En+1

A ∩
[
n+1⋃
i=1

Ei

]
∩ (En+1)c = A ∩

[
n⋃
i=1

Ei

]

elde edilir. Di§er bir yandan En+1 kümesin α-ölçülebilirli§ini kullan�l�rsa

µ∗α
(
n+1⋃
i=1

(A ∩ Ei)
)

= µ∗α
(
A ∩

[
n+1⋃
i=1

Ei

])
= µ∗α

(
A ∩

[
n+1⋃
i=1

Ei

]
∩ En+1

)
α
+ µ∗α

(
A ∩

[
n+1⋃
i=1

Ei

]
∩ (En+1)c

)
= µ∗α (A ∩ En+1)

α
+ µ∗α

(
A ∩

[
n⋃
i=1

Ei

])
= α-

n+1∑
i=1

µ∗α (A ∩ Ei)

= α

(
n+1∑
i=1

α−1µ∗α (A ∩ Ei)
)

olur. Burada son e³itlik tümevar�m hipotezinden dolay� sa§lan�r. Böylece tümevar�m

tamamlan�r ve ispat sonuçland�r�lm�³ olur.

3.2.7. Teorem

Bütün α-ölçülebilir kümelerin koleksiyonu Λα, bir σ-cebiridir.

�spat

Öncelikle α-ölçülebilir küme tan�m�ndan E ∈ Λα ise Ec ∈ Λα oldu§u aç�kt�r. µ∗α(∅) =

0α oldu§udan ∅ ∈ Λα olur, bu da Ω ∈ Λα demektir.

�imdi E1, E2 ∈ Λα iken E = E1 ∪ E2 oldu§u gösterilecektir. Gerçekten E yerine
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E1 ∪ (Ec
1 ∩ E2)yaz�l�rsa, Ω n�n her bir A alt kümesi için

µ∗α(A)
α

6 µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α

6
[
µ∗α(A ∩ E1)

α
+ µ∗α ((A ∩ Ec

1) ∩ E2)
]
α
+ µ∗α ((A ∩ Ec

1) ∩ Ec
2)

= µ∗α(A ∩ E1)
α
+
[
µ∗α ((A ∩ Ec

1) ∩ E2)
α
+ µ∗α ((A ∩ Ec

1) ∩ Ec
2)
]

= µ∗α(A ∩ E1)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec

1) = µ∗α(A)

elde edilir Bu da E1 ∪ E2 ∈ Λα olmas�n� gerektirir.

Tümevar�m yönetimi uygulan�rsa Λα s�n�f�n�n sonlu birle³im ve sonlu kesi³im alt�nda

kapal� oldu§u görülebilir. Ayr�ca E1, E2 ∈ Λα ise E1 \ E2 = E1 ∩ Ec
2 ∈ Λα olur.

Bu yüzden Λα kümelerin bir cebiridir. �spat� tamamlayabilmek için Λα n�n σ-cebiri

oldu§unu göstermeliyiz. Λα içinde al�nan bir {En} dizisi için E =
∞⋃
n=1

En oldu§unu kabul

edelim. Ayr�ca n > 1 için G1 = E1 ve Gn+1 = En+1 \
n⋃
i=1

Ei olarak tan�mlans�n. O halde

{Gn} ⊆ Λα, n 6= m iken G1 ∩G2 = ∅ elde edilir ve E =
∞⋃
n=1

Gn olur. �imdi n > 1 için

Fn =
n⋃
i=1

Gi oldu§unu kabul edelim. Ayr�ca her bir Fn kümesinin α-ölçülebilir oldu§unu

ve E =
∞⋃
n=1

Fn e³itli§inin sa§land�§�n� göz önünde bulundurmakta fayda vard�r. �imdi,

A ⊆ Ω ise her bir n için

µ∗α(A) = µ∗α(A ∩ Fn)
α
+ µ∗α(A ∩ F c

n)

α

> µ∗α(A ∩ Fn)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

=

[
α-

n∑
i=1

µ∗α (A ∩Gi)

]
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

elde edilir. Bu arada en son e³itlik Lemma 3.2.6'dan dolay� sa§lan�r. Böylece

µ∗α(A)
α

>

[
α-

∞∑
i=1

µ∗α (A ∩Gi)

]
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α

> µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α

> µ∗α(A)

ve E ∈ Λα olur. Bu yüzden Λα bir σ-cebiridir.
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Bir α-d�³ ölçünün Λα'ya k�s�tlan�³� α-ölçüdür.

3.2.8. Teorem

µ∗α küme fonksiyonu Ω üzerinde bir α-d�³ ölçü olsun. (Ω,Λα, µ∗α) üçlüsü bir α-ölçü

uzay�d�r; yani µ∗α fonksiyonu Λα üzerinde σ(α)-toplamsald�r.

�spat

{En}, Λα'nin bir ayr�k dizisi olsun. E =
∞⋃
n=1

En olmak üzere µ∗α fonksiyonunun σ(α)-alt

toplamsall�k özelli§inden

µ∗α(E)
α

6 α-
∞∑
n=1

µ∗α (En)

e³itsizli§inin sa§land�§� görülür. Lemma 3.2.6'dan dolay� her k için

α-
k∑

n=1

µ∗α (En) = α-
k∑

n=1

µ∗α (E ∩ En) = µ∗α

(
E ∩

[
k⋃

n=1

En

])
α

6 µ∗α(E)

sa§lan�r. Böylece α-
∞∑
n=1

µ∗α (En)
α

6 µ∗α(E) ve bu yüzden de α-
∞∑
n=1

µ∗α (En) = µ∗α(E)

olur.

µ∗α'n�n Λα'ya k�s�tlan�³� µ∗α α-d�³ ölçüsünün üretti§i α-ölçü biçiminde adland�r�l�r.

3.2.9. Teorem

A ve B ölçülebilir iki küme, A ⊆ B ve µ∗α(B)
α
< α(∞) olsun. O halde µ∗α(B \ A) =

µ∗α(B)
α
− µ∗α(A) sa§lan�r.

�spat

B = A∪(B\A) olarak al�narak µ∗α fonksiyonunun α-toplamsall�§� kullan�l�rsa µ∗α(B) =

µ∗α(A)
α
+µ∗α(B\A) e³itli§i elde edilir. Ayr�ca µ∗α(B)

α
< α(∞) oldu§undan µ∗α(B\A) =

µ∗α(B)
α
− µ∗α(A) elde edilir.
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Ω kümesinin alt kümelerinin bir koleksiyonu F olsun ve bu F , bo³ kümeyi içersin.

Ayr�ca µα : F → [0α,∞α]α küme fonksiyonu için µα(∅) = 0α olsun. Ω daki her bir A

kümesi için

µ∗α =
α

inf

{
α-

∞∑
n=1

µα (An) : {An} F de bir dizi ve A ⊆
∞⋃
n=1

An

}

³eklinde tan�mlans�n. E§er F koleksiyonu içinde A ⊆
∞⋃
n=1

An olacak ³ekilde bir {An}

dizisi yoksa, µ∗α(A) = ∞α olarak kabul edilecektir. Yani
α

inf∅ = ∞α oldu§unu varsa-

y�lacakt�r.

3.2.10. Teorem

µ∗α : P (Ω)→ [0α,∞α] küme fonksiyonu F 'deki her A kümesi için µ∗α(A)
α

6 µα(A) e³it-

sizli§ini sa§layan bir α-d�³ ölçüdür. Bu α-d�³ ölçü µα : F → [0α,∞α] küme fonksiyonu

taraf�ndan üretilen α-d�³ ölçü olarak adland�r�l�r.

�spat

Her A ⊆ Ω için µ∗α(A)
α

> 0α sa§land�§� aç�kt�r. Ancak her n için An = ∅ ise 0α
α

6

µ∗α(∅)
α

6 α-
∞∑
n=1

µα (∅) = 0α ve dolay�s�yla µ∗α(∅) = 0α olur.

�imdi µ∗α fonksiyonunun monotonlu§unu gösterelim. A ⊆ B oldu§unu kabul edelim.

B ⊆
∞⋃
n=1

An ve {An} ⊆ F ise A ⊆
∞⋃
n=1

An olur ve bu yüzden de µ∗α(A)
α

6 α-
∞∑
n=1

µα (An)

elde edilir. E§er F koleksiyonunda B'yi örten böyle bir An dizisi yoksa µ∗α(B) = ∞α

ve µ∗α(A)
α

6 µ∗α(B) oldu§u aç�kt�r. Bu yüzden

µ∗α(B) =
α

inf

{
α-

∞∑
n=1

µα (An) : {An} ⊆ F ve B ⊆
∞⋃
n=1

An

}
α

> µ∗α(A)

sa§lan�r.

�imdi de µ∗α'n�n σ(α)-alt toplamsal oldu§unu gösterelim. Öncelikle {An}, Ω kümesinin

altkümelerinin herhangi bir dizisi olsun. E§er α-
∞∑
n=1

µ∗α (An) =∞α ise µ∗α
(
∞⋃
n=1

An

)
α

6
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α-
∞∑
n=1

µ∗α (An) oldu§u aç�kt�r. Bu yüzden α-
∞∑
n=1

µ∗α (An)
α
<∞α oldu§unu kabul edelim.

Ayr�ca ε
α
> 0α olsun. Her bir i için F koleksiyonundan öyle {Ain} dizileri seçelim ki, bu

diziler için Ai ⊆
∞⋃
n=1

Ain ve α-
∞∑
n=1

µα (Ain)
α

6 µ∗α (Ai)
α
+
(
α (2−i)

α· ε
)
olsun. Öyleyse her

i ve n için Ain ∈ F ve
∞⋃
n=1

An ⊆
∞⋃
i=1

∞⋃
n=1

Ain olur. Böylece her ε
α
> 0α için

µ∗α
(
∞⋃
n=1

An

)
α

6 α-
∞∑
i=1

α-
∞∑
n=1

µα (Ain)
α

6 α-
∞∑
i=1

[
µ∗α (Ai)

α
+
(
α (2−i)

α· ε
)]

= α-
∞∑
i=1

µ∗α (Ai)
α
+ ε

olur Bu yüzden a³a§�daki e³itlik elde edilir.

µ∗α

(
∞⋃
n=1

An

)
α

6 α-
∞∑
n=1

µ∗α (An)

Ayr�ca A = A∪∅∪∅∪∅∪ . . . oldu§undan her A ∈ F için µ∗α(A)
α

6 µα(A) sa§land�§�

kolayca görülebilir.

Baz� A ∈ F kümeleri için µ∗α (A)
α
< µα (A) ko³ulunu sa§layan örnekler kolayca olu³-

turulabilir; yani µ∗α, µα'n�n geni³lemesi olmak zorunda de§ildir. Örnek olarak Ω =

{α(1), α(2), α(3)}, F = {∅, {α(1)} , {α(1), α(2)}} ve µα : F → [0α,∞α] fonksiyonu

µα(∅) = 0α, µα({α(1)}) = α(2) ve µα({α(1), α(2)}) = α(1) ³eklinde tan�mlan�rsa

µ∗α({α(1)}) = α(1) olur.

Ancak µα bir α-ölçü oldu§u zaman durum de§i³ir.

3.2.11. Teorem

(Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� olsun. µ∗α α-d�³ ölçüsü µα α-ölçüsünün bir geni³lemesidir.

Yani, A ∈ S ise µ∗α(A) = µα(A) sa§lan�r.

�spat

Öncelikle A ∈ S olsun. Teorem 3.2.10'dan dolay� µ∗α(A)
α

6 µα(A) oldu§unu biliyoruz.
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{An} ⊆ S bir dizi ve A ⊆
∞⋃
n=1

An olsun. µα fonksiyonunun σ(α)-alt toplamsall�k özel-

li§inden µα(A)
α

6 α-
∞∑
n=1

µα (An) elde edilir ve bu sayade µα(A)
α

6 µ∗α(A) sa§land�§�

görülür. Böylece µα(A) = µ∗α(A) olur.

µ∗α α-d�³ ölçüsü µα taraf�ndan üretilen bir geni³leme oldu§undan, µ∗α'ya µα'n�n Ca-

rathéodory geni³lemesi ad� verilir.

3.2.12. Teorem

(Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� ve µ∗α, µα taraf�ndan üretilen α-d�³ ölçü olsun. Ω kümesinin

bir E alt kümesi, için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) E kümesi µ∗α'ya göre α-ölçülebilirdir.

(2) µα(A)
α
<∞α olacak biçimde al�nan her A ∈ S için µα(A) = µ∗α(A∩E)

α
+µ∗α(A∩Ec)

sa§lan�r.

(3) µα(A)
α
<∞α olacak biçimde al�nan her A ∈ S için µα(A)

α

> µ∗α(A∩E)
α
+µ∗α(A∩Ec)

sa§lan�r

(4) Her A ⊆ Ω kümesi için µ∗α(A)
α

> µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec) sa§lan�r.

�spat

(1)⇒ (2) ve (2)⇒ (3) a³ikard�r.

(3) ⇒ (4) A ⊆ Ω olsun. µ∗α(A) = ∞α ise (4) bariz bir ³ekilde sa§lan�r. Bu yüz-

den µ∗α(A)
α
< ∞α olsun. Ayr�ca ε

α
> 0α oldu§unu kabul edelim. A ⊆

∞⋃
n=1

An ve α-

∞∑
n=1

µα (An)
α
< µ∗α(A)

α
+ ε olacak ³ekilde S den bir {An} dizisi seçelim. Böylece her

bir n için µα (An)
α
< ∞α elde edilir ve hipotez gere§ince her bir n için µ∗α(An)

α

>
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µ∗α(An ∩ E)
α
+ µ∗α(An ∩ Ec) sa§lan�r. Bu yüzden, her ε

α
> 0α için

µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α

6 µ∗α(

[
∞⋃
n=1

An

]
∩ E)

α
+ µ∗α(

[
∞⋃
n=1

An

]
∩ Ec)

α

6 α-
∞∑
n=1

µ∗α(An ∩ E)
α
+ α-

∞∑
n=1

µ∗α(An ∩ Ec)

= α-
∞∑
n=1

µ∗α(An ∩ E)
α
+ µ∗α(An ∩ Ec)

α

6 α-
∞∑
n=1

µα(An)
α

6 µ∗α(A)
α
+ ε

sa§lan�r ve böylece µ∗α(An)
α

> µ∗α(An ∩ E)
α
+ µ∗α(An ∩ Ec) oldu§u görülür.

(4)⇒ (1) µ∗α fonksiyonunun σ(α)-alt toplamsall�k özelli§inden µ∗α(A)
α

6 µ∗α(A∩E)
α
+

µ∗α(A∩Ec) oldu§unu biliyoruz. Böylece her A ⊆ Ω için µα(A) = µ∗α(A∩E)
α
+µ∗α(A∩

Ec) elde edilir. Bu yüzden E kümesi α-ölçülebilirdir.

(Ω,S, µα) α-ölçü uzay�nda al�nan bir E kümesi µα taraf�ndan üretilen µ∗α α-d�³ ölçü-

süne göre ölçülebilirse E kümesi α-ölçülebilirdir denir.

3.2.13. Teorem

S deki her bir eleman α-ölçülebilirdir. Yani, S ⊆Λα.

�spat

E ⊆ S olsun. E nin α-ölçülebilir oldu§unu göstermeliyiz. A ∈ S ise S içinde A ∩

Ec = A \ E =
n⋃
i=1

Bi olacak ³ekilde iki³er iki³er ayr�k B1, . . . , Bn kümeleri vard�r.

�unu da göz önünde bulundural�m ki A ∩ E,B1, . . . , Bn; S'in ayr�k bir s�nf��d�r ve

A = A ∩ E ∪ B1 ∪ . . . ∪ Bn sa§lan�r. µ∗α n�n σ(α)-alt toplamsall�§�, µα'n�n σ(α)-

toplamsall�§� ve Teorem 3.2.11 kullanarak

µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α

6 µ∗α(A ∩ E)
α
+ α-

n∑
i=1

µ∗α(Bi)

= µα(A ∩ E)
α
+ α-

n∑
i=1

µα(Bi) = µα(A)
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elde edilir. Teorem 3.2.12'den dolay� E'nin α-ölçülebilir oldu§u ve böylece S ⊆Λα ol-

du§u görülür.

Ω n�n altkümelerinin bir dizisi {An} olsun. An ⊆ An+1 ve her bir n için A =
∞⋃
n=1

An

oluyorsa An dizisi artarak A ya yak�nsar denir ve An ↑ A biçiminde gösterilir. Benzer

³ekilde An+1 ⊆ An ve her bir n için A =
∞⋂
n=1

An oluyorsa An dizisi azalarak A ya yak�nsar

denir ve An ↓ A biçiminde gösterilir.

3.2.14. Teorem

(Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� ve {En} α-ölçülebilir kümelerin bir dizisi ise a³a§�daki ifa-

deler sa§lan�r:

(1) En ↑ E ise µ∗α(En)
α

↑ µ∗α(E) olur.

(2) En ↓ E ve baz� k de§erleri için µ∗α(Ek)
α
<∞α ise µ∗α(En)

α

↓ µ∗α(E) olur.

�spat

(1) B1 = E1 ve n > 2 say�lar� için Bn = En \En−1 oldu§unu kabul edelim. O halde her

bir Bn kümesi α-ölçülebilirdir ve i 6= j iken Bi ∩ Bj = ∅ olur. Ayr�ca En =
n⋃
i=1

Bi ve

E =
∞⋃
i=1

Bi oldu§u görülür. Böylece Teorem 3.2.8 kullan�l�rsa

µ∗α(E) = α-
∞∑
i=1

µ∗α(Bi) = α- lim
n→∞

α-
n∑
i=1

µ∗α(Bi)

elde edilir. Fakat µ∗α(En) = α-
n∑
i=1

µ∗α(Bi) ve bu yüzden µ∗α(En)
α

↑ µ∗α(E) olur. (2)

Genelli§i bozmaks�z�n µ∗α(E1)
α
<∞α oldu§unu kabul edelim. �imdi E1 \En ↑ E1 \E ve

böylece teoremin birinci k�sm� kullan�larak α-limµ∗α(E1\En) = µ∗α(E1\E) elde edilir.

Teorem 3.2.9'den dolay� α-lim
[
µ∗α(E1)

α
− µ∗α(En)

]
= µ∗α(E1)

α
− µ∗α(E) ve böylece

µ∗α(En)
α

↓ µ∗α(E) oldu§u görülür.

3.2.15. Tan�m
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(Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� olmak üzere

(1) µ∗α(Ω)
α
<∞α ise bu uzaya sonlu α-ölçü uzay�

(2) Her bir n için Ω =
∞⋃
n=1

Ωi ve µ∗α(Ωn)
α
<∞α olacak biçimde Ω n�n alt kümelerinden

olu³an bir {Ωn} dizisi varsa bu uzaya σ(α)-sonlu α-ölçü uzay� denir.

3.2.16. Teorem

(Ω,S, µα) bir sonlu α-ölçü uzay� ve Ω kümesinin bir alt kümesi E olsun. O halde E

kümesinin α-ölçülebilir olmas� için gerek ve yeter ³art µα(Ω) = µ∗α(E)
α
+ µ∗α(Ec)

e³itli§inin sa§lanmas�d�r.

�spat

(⇒) E ölçülebilir bir küme oldu§unda e³itli§in sa§land�§� aç�kt�r.

(⇐) Di§er yönden µα(Ω) = µ∗α(E)
α
+ µ∗α(Ec) e³itli§inin sa§land� kabul edilsin.Ayr�ca

A ⊆ S olsun. A kümesinin α-ölçülebilirli§i E ve Ec üzerine uygulan�rsa

µ∗α(E) = µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(E ∩ Ac)

µ∗α(Ec) = µ∗α(A ∩ Ec)
α
+ µ∗α(Ec ∩ Ac)

oldu§u görülür. Bu e³itlikler taraf tarafa toplan�rsa

µ∗α(Ω) = µ∗α(E)
α
+ µ∗α(Ec)

= µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α
+ µ∗α(E ∩ Ac)

α
+ µ∗α(Ec ∩ Ac)

α

> µ∗α(A)
α
+ µ∗α(Ac)

α

> µ∗α(A ∪ Ac) = µ∗α(Ω)

elde edilir. Böylece

µ∗α(A)
α
+ µ∗α(Ac) = µ∗α(A ∩ E)

α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

α
+ µ∗α(E ∩ Ac)

α
+ µ∗α(Ec ∩ Ac)

olur. µ∗α(Ac)
α

6 µ∗α(E ∩ Ac)
α
+ µ∗α(Ec ∩ Ac) ve µ∗α(Ω)

α
< ∞α oldu§u son e³itlikle
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birle³tirilirse

µ∗α(A)
α

> µ∗α(A ∩ E)
α
+ µ∗α(A ∩ Ec)

elde edilir. Teorem 3.2.12'ya bak�ld�§�nda bu ifade E kümesinin ölçülebilir olmas�na

denktir.

Hemen hemen her yerde kavram� integral teorisinde önemli bir role sahiptir. µ∗α fonk-

siyonu Ω kümesinin bir α-d�³ ölçüsü olmak üzere Ω'n�n elemanlar�n� ilgilendiren bir

ba§�nt� var olsun. A kümesi bu ba§�nt�y� sa§lamayan tüm elemanlar�n kümesi olarak

kabul edilsin. E§er A kümesi α-null küme, yani µ∗α(A) = 0α ise bu ba§�nt� hemen

hemen her yerde sa§lan�r, ya da hemen hemen her x için sa§lan�r denir. Örne§in f ve

g, Ω üzerinde tan�mlanan Rα de§erli iki fonksyon ise, f
α

6 g hhy (hemen hemen her

yerde) olmas� µ∗α
({
x ∈ Ω : f(x)

α
> g(x)

})
= 0α. demektir. Benzer ³ekilde {fn} dizisi

bir f fonkisyonuna hemen hemen her yerde yak�nsakt�r denildi§inde ³u anla³�lmal�d�r:

Her x /∈ A için lim fn(x) = f(x) sa§layacak biçimde α-ölçüsü s�f�r olan bir A kümesi

vard�r.

E§er (Ω,S, µα) bir α-ölçü uzay� ise bir ba§�nt� hemen hemen her yerde sa§lan�yor de-

nildi§i zaman, bu ba§�nt� µα taraf�ndan üretilen µ∗α α-d�³ ölçüsüne göre hemen hemen

her yerde sa§lan�r denilmek istenildi§i anla³�lmal�d�r. �leride kullanaca§�m�z temel he-

men hemen her yerde ba§�nt�lar�na a³a§�da yer verilecektir. Burada (Ω,S, µα) verilen

bir α-ölçü uzay�, f ve g ise Ω üzerinde tan�ml� Rα de§erli fonksiyonlar oldu§u kabul

edilsin.

(1) f = g hhy olmas� µ∗α ({x ∈ Ω : f(x) 6= g(x)}) = 0α,

(2) f
α

> g hhy olmas� µ∗α
({
x ∈ Ω : f(x)

α
< g(x)

})
= 0α,

(3) fn → f hhy olmas� µ∗α ({x ∈ Ω : fn(x) 9 g(x)}) = 0α,

(4) fn
α

↑ f hhy olmas� her n için fn
α

6 fn+1 hhy ve fn → f hhy,

(5) fn
α

↓ f hhy olmas� her n için fn+1

α

6 fn hhy ve fn → f hhy

oldu§u anlam�na gelir.
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3.2.17. Tan�m

Bir f : Ω → Rα bir fonksiyonu için Rα'daki her bir aç�k O alt kümesi için f−1(O)

α-ölçülebilir bir küme ise f fonksiyonuna α-ölçülebilir fonksiyon denir.

Her sabit fonksiyon α-ölçülebilirdir. Gerçekten, her x ∈ Ω için f(x) = α(c) ve O

kümesi Rα'n�n bir aç�k kümesi olarak al�n�rsa, c /∈ O iken f−1(O) = ∅ ve e§er c ∈ O

iken f−1(O) = Ω olur.

3.2.18. Teorem

Bir f : Ω→ Rα fonksiyonu için a³a§�daki ifadeler denktir.

(1) f α-ölçülebilirdir.

(2) Rα'n�n her bir s�n�rl� aç�k (a, b)α aral�§� için f−1((a, b)α) α-ölçülebilirdir.

(3) Rα'n�n her bir kapal� C kümesi için f−1(C) α-ölçülebilirdir.

(4) Her a ∈ Rα için f−1([a,∞α)α) α-ölçülebilirdir.

(5) Her a ∈ Rα için f−1((−∞α, a]α) α-ölçülebilirdir.

(6) Rα'n�n Her bir B α-Borel alt kümesi için f−1(B) α-ölçülebilirdir.

3.3. α-Basit ve α-Ad�m Fonksiyonlar

3.3.1. Tan�m

Ω kümesinin bir alt kümesi A olmak üzere x ∈ A χαA(x) = 1α ve x /∈ A iken χαA(x) = 0α

(ba³ka bir deyi³le χαA = α◦χA) biçiminde tan�mlanan χαA : Ω→ Rα küme fonksiyonuna

A kümesinin α-karakteristik fonksiyonu denir.

A ve B, Ω kümesinin iki alt kümesi olsun. O halde a³a§�daki ifadeler sa§lan�r:

(1) χα∅(x) = 0α ve χαΩ(x) = 1α
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(2) A ⊆ B ⇔

 χαA
α

6 χαB , α artan

χαA
α

> χαB , α azalan

(3) χαA∩B = χαA
α· χαB =

 χαA ∧ χαB , α artan

χαA ∨ χαB , α azalan

(4) χαA∪B = χαA
α
+ χαB

α
− χαA∩B =

 χαA ∨ χαB , α artan

χαA ∧ χαB , α azalan

(5) χαA\B = χαA
α
− χαA∩B

(6) {Ai} Ω'n�n ayr�k alt kümelerinin dizisi ve A =
∞⋃
i=1

Ai ise

χαA = α-
∞∑
i=1

χαAi = α

(
∞∑
i=1

α−1χαAi

)
= α

(
∞∑
i=1

χAi

)

(7) χαA×B = χαA
α· χαB (burada B kümesi Ω'dan farkl� bir kümenin alt kümesi olabilir).

Not

Ω kümesinin tüm elemanlar�n� 0α say�s�na e³leyen fonksiyon Θα ile gösterilecektir.

3.3.2. Tan�m

Bir φ : Ω → Rα α-ölçülebilir fonksiyonunun ald�§� de§erler sonlu say�da ise bu fonksi-

yona α-basit fonksiyon denir.

Ayr�ca α-basit fonksiyonlar�n α-toplam�, α-d�³ çarp�m�, sonlu α-supremumu ve α-in�mumu

yine α-basit fonksiyonlard�r. Ba³ka bir deyi³le, α-basit fonksiyonlar�n koleksiyonu bir

fonksiyon uzay� olu³turur. Ayn� zamanda bu fonksiyonlar�n α-çarp�m� da α basit fonk-

siyon oldu§undan bu koleksiyon bir fonksiyon cebiridir.

φ bir α-basit fonksiyon ve a1, a2, . . . , an ∈ Rα α-s�f�rdan farkl� say�lar olsun. Ai = {x ∈
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Ω : φ(x) = ai} biçiminde tan�mlanan kümeler ayr�k ve α-ölçülebilir kümelerdir. Ayr�ca

φ = α-
n∑
i=1

ai
α· χαAi = α

(
n∑
i=1

α−1(ai).α
−1χαAi

)
= α

(
n∑
i=1

α−1(ai)χAi

)

sa§lan�r. Bu ifadeye φ fonksiyonunun α-standart temsili denir. Özel olarak Θα sabit

fonksiyonunun standart temsili için χα∅ kullan�lacakt�r. Genel olarak, bj ∈ Rα ve tüm

Bj kümeleri α-ölçülebilir olmak üzere, φ α-basit fonksiyonunun φ = α-
m∑
j=1

bi
α· χαBj =

α

(
m∑
j=1

α−1(bi)χBj

)
biçimindeki temsili tek de§ildir.

3.3.3. Tan�m

Bir φ α-basit fonksiyonunun standart temsili φ = α-
m∑
i=1

ai
α· χαAi olsun. Her i say�s� için

Ai kümeleri sonlu α-ölçüye sahip (yani µα(Ai)
α
< ∞α) α-ölçülebilir kümeler ise bu

fonksiyona α-ad�m fonksiyon denir.

Bahsedilen α-ad�m fonksiyonlar�n�n koleksiyonu bir fonksiyon uzay�d�r ve ayn� zamanda

da bir fonksiyon cebiridir. Bu fonksiyonlar α-integral teorisinin yap�ta³lar� olduklar� için

büyük önem ta³�rlar.

3.3.4. Tan�m

Bir φ α-ad�m fonksiyonu için Ai = {x ∈ Ω : φ(x) = ai} biçimindeki kümeler ayr�k kü-

meler, a1, a2, . . . , an ∈ Rα say�lar� φ fonksiyonunun s�f�rdan ve birbirinden farkl� de-

§erleri, ve φ fonksiyonunun standart temsili α-
∑n

i=1 ai
α· χαAi olsun. Bu durumda φ

fonksiyonunun α-Lebesgue integrali

Iα (φ) = α-
n∑
i=1

ai
α· µ∗α(Ai) = α

(
n∑
i=1

α−1(ai)α
−1µ∗α(Ai)

)

biçiminde tan�mlan�r.

Bir φ fonksiyonunun α-Lebesgue integralini ifade etmek için sonraki k�s�mlarda α-∫
Ω

φdµα ya da k�saca α-
∫
φdµα kullan�lacakt�r. Fakat bu bölüm boyunca sadeli§i koru-
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mak için Iα (φ) sembolü tercih edilecektir.

3.3.5. Teorem

φ ve ψ fonksiyonlar� birer α-ad�m fonksiyonu olsun. (1) φ
α

> Θα hhy ise Iα (φ)
α

> 0α

olur. Özellikle φ
α

> ψ hhy ise Iα (φ)
α

> Iα (ψ) sa§lan�r.

(2) φ = Θα hhy ise Iα (φ) = 0α olur. Özellikle φ = ψ hhy ise Iα (φ) = Iα (ψ) sa§lan�r.

�spat

(1) φ fonksiyonunun standart temsili φ = α-
m∑
i=1

ai
α· χαAi olsun. φ

α

> Θα hhy oldu§undan,

baz� i say�lar� için ai
α
< 0α ise bu i say�lar� için µ∗α(Ai) = 0α olur. Bu yüzden Iα (φ) = α-

n∑
i=1

ai
α· µα(Ai)

α

> 0α e³itsizli§i sa§lan�r.

Ayr�ca φ
α

> ψ hhy ise φ
α
−ψ

α

> 0α hhy olur ve böylece Iα (φ)
α
−Iα (ψ) = Iα

(
φ

α
− ψ

) α

> 0α

elde edilir. Bu yüzden Iα (φ)
α

> Iα (ψ) sa§lan�r.

(2) φ = Θα hhy ise ayn� anda hem φ
α

> Θα hem de
α
−φ

α

> Θα sa§lan�r. Bu yüzden ispat�n

(1) k�sm�ndan dolay� Iα (φ)
α

> 0α ve
α
−Iα (φ)

α

> 0α elde edilir. Böylece Iα (φ) = 0α olur.

Ayr�ca φ = ψ hhy ise φ
α
− ψ = Θα hhy olur ve böylece bir önceki durumdan dolay�

Iα (φ)
α
− Iα (ψ) = Iα

(
φ

α
− ψ

)
= 0α elde edilir. Yani Iα (φ) = Iα (ψ) sa§lan�r.

Bir sonraki teoremde α-Lebesgue integralinin temel bir süreklilik özelli§inden bahsedi-

lecektir.

3.3.6. Teorem

{φn} α-ad�m fonksiyonlar�n�n bir dizisi olsun. φn
α

↓ Θα hhy ise Iα (φn)
α

↓ 0α olur.

Özellikle φ bir α-ad�m fonksiyonu ve φn
α

↑ φ hhy ise Iα (φn)
α

↑ Iα (φ) elde edilir.

�spat

Öncelikle φn
α

↓ Θα hhy oldu§u kabul edilsin.

An =
{
x ∈ Ω : φn+1

α
> φn(x)

}
ve A0 = {x ∈ Ω : φn(x) 9 0α}
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olsun. Kabulümüz gere§ince n = 0, 1, 2, . . . say�lar� için µ∗α(An) = 0α olur.

�imdiA =
∞⋃
n=0

An olsun. µ∗α α-d�³ ölçüsünün σ(α)-alt toplamsall�§� kullan�l�rsa µ∗α(A) =

0α elde edilir ve her bir x ∈ Ac için φn(x)
α

↓ 0α ve φn+1(x)
α
< φn(x) sa§lan�r. Ayr�ca

ψn = φn
α· χαAc ise ψn bir α-ad�m fonksiyonu olur ve her bir n say�s� için ψn = φn hhy

elde edilir. Her bir x ∈ Ω için ψn(x)
α

↓ 0α ve Teorem 3.3.5'den dolay� Iα (ψn) = Iα (φn)

olur. Bu yüzden {φn} ile {ψn} yer de§i³tirilirse genelli§i bozmaks�z�n her bir x ∈ Ω için

φn(x)
α

↓ 0α sa§lad�§� kabul edilebilir.

M =
α

max {φ1(x) : x ∈ Ω} ve B =
{
x ∈ Ω : φ1(x)

α
> 0α

}
olarak al�ns�n ve ε

α
> 0α

olsun. µ∗α(B)
α
< ∞a oldu§u aç�k bir ³ekilde görülebilir. Ayr�ca Her bir n say�s� için

En =
{
x ∈ Ω : φn(x)

α
> ε
}
biçiminde tan�mlans�n. Bu durumda µ∗α(E1)

α
<∞a, her bir

En α-ölçülebilirdir ve her bir x ∈ Ω için φn(x)
α

↓ 0α oldu§u gerekçesiyle En ↓ ∅ olur.

Teorem 3.2.14'den dolay� µ∗α(En)
α

↓ 0α elde edilir. Bununla birlikte µ∗α(Ek)
α
< ε olacak

³ekilde bir k tamsay�s� seçelim. Burada n > k ise her bir x ∈ B�Ek için φn(x)
α
< ε

oldu§u göz önüne al�n�rsa

Θα

α

6 φn
α

6 φk = φk
α· χαEk

α
+ φk

α· χαB�Ek
α

6M
α· χαEk

α
+ ε

α· χαB

sa§land�§� görülür ve bu ifade kullan�larak her n > k için

0α
α

6 Iα (φn)
α

6M
α· µ∗α(Ek)

α
+ ε

α· µ∗α(B)
α
< ε

α·
[
M

α
+ µ∗α(B)

]

elde edilir. Bu yüzden lim Iα (φn) = 0α olur.

�unuda belirtmekte fayda var ki φ bir α-ad�m fonksiyonu ve φn
α

↑ φ hhy ise φ
α
−φn

α

↓ 0α

sa§lan�r. Böylece bir önceki durumdan dolay� Iα (φ)
α
− Iα (φn) = Iα

(
φ

α
− φn

)
=
α

↓ 0α

olur. Sonuç olarak Iα (φn)
α

↑ Iα (φ) elde edilir.

3.3.7. Teorem
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{φn} ve {ψn} α-ad�m fonksiyonlar dizileri olsun. Bir f : Ω → [−∞α,∞α] fonksiyonu

verilsin ve bu diziler için φn
α

↑ f hhy ve ψn
α

↑ f hhy sa§lans�n. O halde

lim
n→∞

Iα (φn) = lim
n→∞

Iα (ψn)

sa§lan�r ve yukar�daki limit muhtemelen α-sonsuz olur.

�spat

Öncelikle her bir sabit m say�s� için

φm
α
∧ ψn

α

↑n φm
α
∧ f = φm hhy

elde edilir. Böylece Teorem 3.3.6'den dolay� lim
n→∞

Iα

(
φm

α
∧ ψn

)
= Iα (φm) olur. Her bir

m ve n say�s� için φm
α
∧ ψn

α

6 ψn hhy oldu§u gerçe§inden yola ç�k�l�r ve integralin

monotonlu§u kullan�l�rsa her m say�s� için

Iα (φn) = lim
n→∞

Iα

(
φm

α
∧ ψn

) α

6 lim
n→∞

Iα (ψn)

elde dilir. Bu yüzden lim Iα (φn)
α

6 lim Iα (ψn) sa§lan�r. Benzer ³ekilde lim Iα (ψn)
α

6

lim Iα (φn) elde edilir. Böylece lim Iα (ψn) = lim Iα (φn) olur.

Bir sonraki teoremde α-ad�m fonksiyonlar�n bir ba³ka önemli özelli§inden bahsedile-

cektir.

3.3.8. Teorem

{φn} bir α-ad�m fonksiyonlar� dizisi olsun. Ω kümesinin bir alt kümesi A için φn
α

↑ χαA
hhy ise A kümesi α-ölçülebilir bir kümedir ve Iα (φn) = µ∗α(A) sa§lan�r.

�spat

A kümesinin α-ölçülebilirli§i [16] Teorem 16.6 n�n bir sonucudur. �imdi her x ∈ Ω
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için φn (x)
α

↑ χαA (x) sa§land�§�n� kabul edelim. O halde her bir n asy�s� için An ={
x ∈ Ω : φn (x)

α
> 0α

}
kümesi sonlu ölçüye sahip α-ölçülebilir bir kümedir ve An

α

↑ A

sa§lan�r. Bu yüzden χαAn
α

↑ χαA olur ve böylece

lim
n→∞

Iα (φn) = lim
n→∞

Iα
(
χαAn

)
= µ∗α(An) = µ∗α(A)

elde edilir. Bu arada son e³itlik Teorem 3.2.14'den dolay� elde edilmi³tir.

Bu k�s�ma α-ölçülebilir fonksiyonlar�n önemli bir yakla³�m özelli§iyle nokta koyulacak-

t�r.

3.3.9. Teorem

Bir f : Ω → Ra α-ölçülebilir fonksiyonu her x için f (x)
α

> Θα ko³ulunu sa§las�n.

Bu durumda her x ∈ Ω için 0α
α

6 φn (x)
α

↑ f (x) ifadesini sa§layan bir {φn} α-ad�m

fonksiyonlar� dizisi vard�r.

�spat

Her bir n ve i = 1, 2, . . .içinAin =
{
x ∈ Ω : α (i− 1)

α· α (2−n)
α

6 f (x) < α (i)
α· α (2−n)

}
olsun. Ayr�ca i 6= j iken Ain∩Ajn = ∅ oldu§unuda belirtmekte fayda vard�r. Bu f fonk-

siyonu α-ölçülebilir oldu§u için her Ain α-ölçülebilir kümelerdir.

Her bir n için φn = α-
n2n∑
i=1

α (2−n)
α· α (i− 1)

α· χαAin biçiminde tan�mlans�n. Burada {φn}

dizisinin α-basit fonksiyonlar�n bir dizisi oldu§unu göz önünde bulundurunuz. Ayr�ca

her x ve her n için 0α
α

6 φn (x)
α

6 φn+1 (x)
α

6 f(x) sa§land�§� kolayca görülebilir.

Üstelik x sabitlenirse yeterince büyük tüm n say�lar� için 0α
α

6 f(x)
α
− φn (x)

α

6 α (2−n)

e³itsizli§i sa§lan�r. Böylece her x için φn (x)
α

↑ f (x) elde edilir.

Bir f : Ω→ Ra α-ölçülebilir fonksiyonu hemen hemen bütün x elemanlar� için f (x)
α

>

Θα ko³ulunu sa§larsa φn
α

↑ f hhy olacak ³ekilde bir {φn} α-pozitif α-basit fonksiyonlar

dizisi vard�r. Bunu görmek için, bir E =
{
x ∈ Ω : f (x)

α

> 0α

}
kümesi almak ve fχαE

α-ölçülebilir fonksiyonuna Teorem 3.3.9'u uygulamak yeterlidir.
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4.ÜRET�LEN LEBESGUE �NTEGRAL�

4.1. α-Üst Fonksiyonlar

4.1.1. Tan�m

{φn} α-ad�m fonksiyonlar�n�n bir dizisi olmak üzere,

φn
α

↑ f hhy ve α- limα-
∫
φndµ

α α
<∞α

sa§lan�yorsa f : Ω→ Rα fonksiyonuna α-üst fonksiyon ad� verilir.

Burada {φn} dizisine f fonksiyonunun üreten dizisi denir. Her α-ad�m fonksiyonu bir

α-üst fonksiyondur. Her α-üst fonksiyon bir α-ölçülebilir fonksiyondur. Ancak her bir

α-üst fonksiyonunun α-pozitif fonksiyon olmas� gerekmez.

Tüm α-üst fonksiyonlar�n koleksiyonunu Uα ile gösterilsin.

Bir f α-üst fonksiyonu {φn} dizisi taraf�ndan üretilsin ve ψn
α

↑ f hhy olsun. Bu du-

rumda α-limα-
∫
φndµ

α = α-limα-
∫
ψndµ

α e³itli§i sa§lan�r. Böylece {ψn} dizisi de f

fonksiyonunu üretir ve bu yüzden bir sonraki tan�m anlaml� olur.

4.1.2. Tan�m

Bir f α-üst fonksiyonu ve {φn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi için φn
α

↑ f hhy olmak üzere

α-
∫
fdµα = α- limα-

∫
φndµ

α

ifadesine f fonksiyonunun α-Lebesgue integrali denir.

Bir α-üst fonksiyonun α-Lebesgue integrali, bu fonksiyonu üreten α-ad�m fonksiyonlar

dizisinden ba§�ms�zd�r. Ayr�ca f bir α-üst fonksiyon ve g fonksiyonu hemen hemen her

yerde f fonksiyonuna e³it (yani g = f hhy) ise g de bir α-üst fonksiyon olur ve ayn�

zamanda α-
∫
fdµα = α-

∫
gdµα e³itli§i sa§lan�r.
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4.1.3. Teorem

f ve g birer α-üst fonksiyon olsun.

(1) f
α
+ g bir α-üst fonksiyondur ve α-

∫ (
f

α
+g
)
dµα = α-

∫
fdµα

α
+ α-

∫
gdµα sa§lan�r.

(2) Her bir k
α

> 0α için k
α· f bir α-üst fonksiyondur ve α-

∫ (
k
α· f
)
dµα = k

α· α-
∫
fdµα

sa§lan�r.

(3) f
α
∨ g ve f

α
∧ g birer α-üst fonksiyondur.

�spat

f ve g fonksiyonlar� için {φn} ve {ψn} üreten dizilerini seçelim.

(1)
{
φn

α
+ ψn

}
'n�n α-ad�m fonksiyonlar�n�n bir dizisi oldu§u ve φn

α
+ ψn

α

↑ f
α
+ g hhy

sa§land�§� aç�kt�r. Böylece

α-
∫ (

φn
α
+ ψn

)
dµα = α-

∫
φndµ

α
α
+ α-

∫
ψndµ

α
α

↑ α-
∫
fdµα

α
+ α-

∫
gdµα

elde edilir.

(2) Aç�kça görülür.

(3)
{
φn

α
∨ ψn

}
ve
{
φn

α
∧ ψn

}
dizilerinin α-ad�m fonksiyonlar�n�n birer dizileri oldu§unu

göz önünde bulundural�m. Üstelik φn
α
∧ψn

α

↑ f
α
∧g hhy ve limα-

∫ (
φn

α
∧ ψn

)
dµα

α

6 limα-∫
φndµ

α
α
< ∞α oldu§undan f

α
∧ g bir α-üst fonksiyondur. �imdi f

α
∨ g'nin bir α-üst

fonksiyon oldu§unu görmek için öncelikle φn
α
∨ ψn

α

↑ f
α
∨ g hhy sa§land�§� görülmelidir.

Daha sonra φn
α
∨ ψn = φn

α
+ ψn

α
− φn

α
∧ ψn özelli§inden faydalanarak

α-
∫ (

φn
α
∨ ψn

)
dµα = α-

∫
φndµ

α
α
+ α-

∫
ψndµ

α
α
− α-

∫ (
φn

α
∧ ψn

)
dµα

elde edilir. Bu da

α-
∫ (

φn
α
∨ ψn

)
dµα

α

↑ α-
∫
fdµα

α
+ α-

∫
gdµα

α
− α-

∫ (
f
α
∧ g
)
dµα

α
< ∞α

olmas�n� gerektirir.



39

Bir sonraki teorem α-integralin U üzerinde monoton bir fonksiyon oldu§unu ifade et-

mektedir.

4.1.4. Teorem

f ve g birer α-üst fonksiyon olsun. E§er f
α

> g hhy ise α-
∫
fdµα

α

> α-
∫
gdµα sa§lan�r.

Özellikle f ∈ U fonksiyonu için f
α

> 0α hhy ise α-
∫
fdµα

α

> 0α olur.

�spat

{φn} ve {ψn} s�rsas�yla f ve g fonksiyonlar� için birer üreten dizi olsun. Bu durumda

φn
α
∧ ψn

α

↑ g hhy sa§lan�r ve bu yüzden
{
φn

α
∧ ψn

}
de g fonksiyonu için üreten bir

dizidir. Teorem 3.3.5'den dolay� her bir n için α-
∫
φndµ

α
α

> α-
∫ (

φn
α
∧ ψn

)
dµα elde

edilir. Böylece

α-
∫
fdµα

α

> α- limα-
∫
φndµ

α
α

> α- limα-
∫ (

φn
α
∧ ψn

)
dµα

α

> α-
∫
fdµα

olur.

Bir f α-üst fonksiyonu için f
α

> 0α hhy ise her bir n için ψα
α

> 0α hhy ve ψn
α

↑ f hhy

olacak biçimde bir {ψn} α-ad�m fonksiyonlar dizisi oldu§u göz önüne al�nmal�d�r. Bunu

daha iyi anlayabilmek için φn
α

↑ f iken φ+
n

α

↑ f+ = f hhy sa§land�§� görülmelidir.

4.1.5. Teorem

Bir f : Ω → Rα fonksiyonu için fn
α

↑ f hhy ve α-limα-
∫
fndµ

α
α
< ∞a ³artlar�n� sa§la-

yacak bir {fn} α-üst fonksiyonlar dizisi varsa f fonksiyonu da bir α-üst fonksiyondur

ve α-
∫
fdµα = α-limα-

∫
fndµ

α olur.

�spat

Her bir i için φin
α

↑n fi hhy sa§layacak biçimde bir {φin} α-ad�m fonksiyonlar dizisi

seçilsin. Ayr�ca her bir n için ψn = α-
∨n
i=1 φ

i
n olsun. Bu arada her bir ψn α-ad�m

fonksiyondur ve ψn
α

↑ f hhy sa§lan�r. Ayr�ca Teorem 4.1.4'den dolay� her bir n için
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ψn
α

↑ fn hhy oldu§unu göz önünde bulundural�m. Bu da f fonksiyonunun bir α-üst

fonksiyon oldu§u anlam�na gelir.

Her bir belirli i ve her n > i için φin
α

6 ψn olur ve bundan dolay� herbir i için α-∫
fidµ

α = α- lim
n−→∞

α-
∫
φindµ

α
α

6 α- lim
n−→∞

α-
∫
ψndµ

α sa§lan�r. Böylece

α- lim
n−→∞

α-
∫
fndµ

α = α- lim
n−→∞

α-
∫
ψndµ

α = α-
∫
fdµα

elde edilir.

�ntegralin azalan diziler için önemli bir yakansakl�k özelli§i vard�r. Bu özellik asl�nda

pek de yabanc� olmad�§�m�z integralin α-s�ra süreklilik özelli§idir.

4.1.6. Teorem

Bir {fn} α-üst fonksiyonlar dizisi için fn
α

↓ 0α hhy ise α-limα-
∫
fndµ

α = 0α sa§lan�r.

�spat

Öncelikle ε
α
> 0α olsun. Her bir n için bir φn α-ad�m fonksiyonu seçilsin. Bu φn fonk-

siyonlar� için 0α
α

6 φn
α

6 fn hhy ve α-
∫

(fn − φn) dµα = α-
∫
fndµ

α
α
− α-

∫
φndµ

α
α
<

α (ε)
α· α (2−n) olsun. Bu arada

α
−φn fonksiyonun da bir α-üst fonksiyon oldu§unu unut-

mamak gerekir. �imdi her bir n için ψn = α-
∧n
i=1 φi olsun. Bu durumda {ψn} bir

α-ad�m fonksiyonlar dizisi olur. Bu dizi her bir n için
α

0α 6 ψn+1

α

6 ψn e³itsizli§ini sa§-

lar. Ayr�ca ψn
α

6 fn hhy ve fn
α

↓ 0α oldu§undan ψn
α

↓ 0α hhy oldu§u görülür. Teorem

3.3.6'den dolay� α-limα-
∫
ψndµ

α = 0α elde edilir. �imdi bir k tamsay�s� seçilsin ve her

n > k için α-
∫
ψndµ

α
α
< ε sa§lans�n. Bununla birlikte hemen hemen her yerde

0α
α

6 fn
α
− ψn = fn

α
− α-

∧n
i=1 φi = α-

∨n
i=1

(
fn

α
− φi

) α

6 α-
∨n
i=1

(
fi

α
− φi

)
α

6 α-
n∑
i=1

(
fi

α
− φi

)

ifadesinden faydalan�larak
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α-
∫
fndµ

α
α
− α-

∫
φndµ

α
α

6 α-
n∑
i=1

α-
∫ (

fi
α
− φi

)
dµα

α
< ε

α·

(
α-

n∑
i=1

α
(
2−i
))

= ε

elde edilir. Bunun bir sonucu olarak her n > k için

0α
α

6 α-
∫
fndµ

α α
< ε

α
+ α-

∫
φndµ

α α
< 2α

α· ε

olur bu da α-
∫
fndµ

α
α

↓ 0α sa§land�§�n� gösterir.

4.2. α-Lebesgue �ntegrallenebilir Fonksiyonlar

4.2.1. Tan�m

Bir f : Ω→ Rα fonksiyonu için f = u
α
− v hhy olacak ³ekilde u ve v α-üst fonksiyonlar�

varsa f fonksiyonuna α-Lebesgue integrallenebilir fonksiyon denir ve bu fonksiyonun

α-Lebesgue integrali

α-
∫
fdµα = α-

∫
udµα

α
− α-

∫
vdµα

biçiminde tan�mlan�r.

Bu integral f fonksiyonunun üst fonksiyonlarla temsilinden ba§�ms�zd�r. Yani u, v, u1, v1

birer α-üst fonksiyon olmak üzere f = u− v = u1− v1hhy olsun. Böylece α-
∫
u
α· dµα

α
−

α-
∫
v
α· dµα = α-

∫
u
α· dµα

α
− α-

∫
v
α· dµα e³itli§i sa§lan�r.

Her α-Lebesgue integrallenebilir fonksiyon α-ölçülebilirdir ve her α-üst fonksiyon α-

Lebesgue integrallenebilirdir. Ayr�ca daha önceden de bahsedildi§i gibi f fonksiyonu

α-Lebesgue integrallenebilir ve bir g fonksiyonu hemen hemen heryerde f 'e e³it (f = g

hhy) ise g fonksiyonu da α-Lebesgue integrallenebilirdir ve α-
∫
f
α· dµα = α-

∫
g
α· dµα

e³itli§i sa§lan�r.

4.2.2. Teorem

E§er f α-integrallenebilir bir fonksiyon ve Θα

α

6 f hhy ise f bir α-üst fonksiyondur.
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�spat

Öncelikle f = u
α
− v hhy olacak ³ekilde u ve v α-üst fonksyonlar� seçelim. Bu u ve v

hemen hemen her yerde α-ad�m fonksiyonlar dizilerinin limitleri olduklar� için, ψn → f

hhy olacak ³ekilde bir {ψn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi vard�r. Ayr�ca f
α

> Θα hhy

oldu§u için ψ+
n → f hhy olur. Teorem 3.3.9'den dolay� Θα

α

6 sn
α

↑ f hhy olacak ³ekilde

bir α-basit fonksiyonlar dizisi vard�r. �imdi her bir n için φn = sn ∧ (∨ni=1ψn) olsun. O

halde {φn} , Θα

α

6 φn
α

↑ f hhy olacak ³ekilde bir α-ad�m fonksiyonlar� dizisidir. �spat�

tamamlamak için α-
∫
φndµ

α integralinin α-s�n�rl� oldu§u gösterilmelidir. Gerçekten

φn
α
+ v

α

6 f
α
+ v

α

6 u hhy oldu§undan ve Teorem 4.1.4'den dolay� α-
∫
φndµ

α
α
+ α-∫

vdµα
α

6 α-
∫
udµα olur ve bu yüzden α-

∫
φndµ

α
α

6 α-
∫
udµα

α
− α-

∫
vdµα

α
< ∞α

sa§lan�r. Bu da ispat� tamamlar.

Bir f fonksiyonu �ntegrallenebilirse f+ ve f− birer α-üst fonksiyon olurlar ve f =

f+
α
− f− biçiminde iki α-üst fonksiyonun fark� ³eklinde yaz�labilir. Özellikle de α-∫

fdµα = α-
∫
f+dµα

α
− α-

∫
f−dµα olur. Bu e³itli§i α-Lebesgue integrali tan�mlamak

için kullanaca§�z.

Bir önceki teoremin bir uygulamas� olarak ³u önemli sonuç elde edilir.

4.2.3. Teorem

E§er f α-integrallenebilir bir fonksiyon ise, her ε
α
> 0α için

{
x ∈ Ω : |f(x)|α

α

> ε
}
α-

ölçülebilir kümesi sonlu α-ölçüye sahiptir.

�spat

Key� bir ε
α
> 0α için, A =

{
x ∈ Ω : |f(x)|α

α

> ε
}
kümesi için ε

α· χαA
α

6 |f |α oldu§unu

hat�rlayal�m. �imdi, (1α
α

/ε)
α· |f |α α-integrallenebilir fonksiyonu Teorem 4.2.2'den dolay�

bir α-üst fonksiyondur. {φn} , φn
α

↑ (1α
α

/ε)
α· |f |α hhy olacak ³ekilde bir α-ad�m fonksi-

yonlar� dizisi olsun. O halde {φn ∧ χαA}, (φn ∧ χαA)
α

↑ χαA hhy olacak ³ekilde bir α-ad�m

fonksiyonlar� dizisidir. Bu yüzden Teorem 3.3.8'den dolay�

µ∗α(A) = α-limα
n→∞

-
∫

(φn ∧ χαA) dµ
α

6 α- limα-
n→∞

∫
φndµ

α = (1α
α

/ε)
α·
∫
|f |α dµ

α α
<∞α



43

olur ve bu da ispat� tamamlar.

S�radaki teorem α-integrallenebilir iki fonksiyon aras�na s�k�³an α-ölçülebilir fonksiyon-

lar�n α-integrallenebilir oldu§unu göstermektedir.

4.2.4. Teorem

Kabul edelim ki f α-ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E§er h
α

6 f
α

6 g hhy olacak ³ekilde

iki tane α-integrallenebiir fonksiyon varsa, f de α-integrallenebilir bir fonksiyondur.

�spat

Öncelikle Θα

α

6 f
α
− h

α

6 g
α
− h hhy e³itsizli§ini dü³ünelim. Genelli§i bozmaks�z�n

Θα

α

6 f
α

6 g hhy sa§lan�r. Teorem 4.2.2'den dolay�, g bir α-üst fonksiyondur. �imdi

Θα

α

6 φn
α

↑ g hhy olacak ³ekilde bir {φn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisini ele alal�m.

Teorem 3.3.9'den dolay� Θα

α

6 ψn
α

↑ f hhy olacak ³ekilde bir ψn α-basit fonksiyonlar

dizisi vard�r. Fakat {φn ∧ ψn} bir α-ad�m fonksiyonlar� dizisidir ve tüm k de§erleri için

α-
∫

(φk ∧ ψk) dµα
α

6 α-limα-
n→∞

∫
φndµ

α = α-
∫
gdµα

α
< ∞α e³itsizli§i sa§lan�r. Böylece

f ∈ U olur ve bu yüzden f α-integrallenebilir bir fonksiyondur.

Bir sonraki teoremde α-integralle ilgili bir tak�m özellikler verilecektir.

4.2.5. Teorem

E§er f ve g α-integrallenebilir fonksyonlar ise

(1) α-
∫
|f |α dµα = 0α olmas� için gerek ve yeter ko³ul f = Θα hhy olmas�d�r.

(2) f
α

> g hhy ise α-
∫
fdµα

α

6 α-
∫
gdµα olur.

(3)
∣∣α- ∫ fdµα∣∣

α

α

6 α-
∫
|f |α dµα sa§lan�r.

�spat

(1) Aç�k bir ³ekilde, e§er f = Θα hhy ise α-
∫
|f |α dµα = 0α olur. Di§er bir yandan α-∫

|f |α dµα = 0α oldu§unu kabul edelim. Teorem 4.2.2'den dolay� |f |α bir α-üst fonksiyon

oldu§u için Θα

α

6 φn
α

↑ |f |α hhy olacak ³ekilde bir {φn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi
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vard�r. Teorem 4.1.4'den dolay� her bir n de§eri için α-
∫
φndµ

α = 0 olur ve bu yüzden

bu n de§eri için φn = Θα hhy sa§lan�r. Böylece |f |α hhy olur ve bu da f = Θα hhy

demektir.

(2) f
α
− g

α

> Θα hhy oldu§undan Teorem 4.2.2'den dolay� f
α
− g bir α-üst fonksiyondur.

Fakat Teorem 4.1.4 α-
∫
fdµα

α
− α-

∫
gdµα = α-

∫
(f

α
− g)dµα olmas�n� gerektirir. Bu

yüzden α-
∫
fdµα

α

6 α-
∫
gdµα sa§lan�r.

(3)
α
− |f |α

α

6 f
α

6 |f |α e³itsizli§i ve (2) sonucu kullan�larak
∣∣∫ fdµα∣∣ α6 ∫ |f |α dµα oldu§u

kolayca görülür.

�imdi α-integralin temel monotonluk özelli§inden bahseden Levi Teoremi ile devam

edece§iz.

4.2.6. Teorem

Kabul edelim ki {fn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi, her bir n için fn
α

6 fn+1 hhy ve

α- limα-
n→∞

∫
fndµ

α
α
< ∞α olsun. O halde fn

α

↑ f hhy (ve bu yüzden α-
∫
fndµ

α
α

↑ α-∫
fdµα ) olacak ³ekilde bir α-integrallenebilir f fonksiyonu vard�r.

�spat

{fn} dizisini
{
fn

α
− f1

}
dizisi ile de§i³tirelim ve gerekli ise, genelli§i bozmaks�z�n her

n için fn
α

> Θα hhy sa§lans�n. Ayr�ca tüm x ∈ Ω için Θα

α

6 fn
α

↑ kabul edilebilir.

Iα = α-limα-
∫
fndµ

α
α
< ∞α olsun. Her bir x ∈ Ω için g(x) = α-lim fn(x) ∈ R∗α

olsun ve E = {x ∈ Ω : g(x) =∞α} olacak ³ekilde E kümesini tan�mlayal�m. Aç�kça⋂∞
i=1

[⋃∞
n=1

{
x ∈ Ω : fn(x)

α
> α(i)

}]
sa§lan�r ve bu yüzden E α-ölçülebilir bir kümedir.

�imdi de µ∗α(E) = 0α oldu§unu gösterelim.

Teorem 4.2.2'den dolay� her bir fn bir α-üst fonksiyondur. Bu yüzden her bir i de§eri

için Θα

α

6 φin
α

↑ fi hhy olacak ³ekilde bir {φin} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi vard�r. Her

bir n de§eri için ψn = α-
∨n
i=1 φ

i
n olsun ve {ψn} α-ad�m fonksiyonlar� dizisi için ψn

α

↑ g

hhy ayr�ca α-limα-
∫
ψndµ

α = α-limα-
∫
fndµ

α = Iα oldu§unu görelim. Özellikle her

bir k de§eri için
{
ψk ∧ k

α· χαE
}
α-ad�m fonksiyonlar� dizisi için ψk ∧k

α· χαE
α

↑ k α· χαE hhy

sa§lan�r. Teorem 3.3.8'den dolay� µ∗α(E)
α
<∞α olur ve her bir k de§eri için k

α·µ∗α(E)
α

6

α-limα-
∫
ψndµ

α = Iα
α
<∞α sa§lan�r. Bu yüzden µ∗α(E) = 0α olur.
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�imdi f : Ω → Rα x /∈ E ise f(x) = g(x), x ∈ E ise f(x) = 0α olacak ³ekilde f

fonksiyonu tan�mlayal�m. Böylece fn
α

↑ f hhy sa§lan�r ve Teorem 4.1.5'i kullan�larsak

ispat� sona erdirmi³ oluruz.

Bir sonraki teorem bir önceki teoremin seri benze³iminden bahsedecektir.

4.2.7. Teorem

Negatif olmayan bir {fn} α-ad�m fonksiyonlar dizisi ele alal�m ve α-
∑∞

n=1 α-
∫
fndµ

α
α
<

∞α olsun. O halde α-
∑∞

n=1 fn α-integrallenebilir bir fonksiyon tan�mlar ve böylece

α-
∫

(α-
∑∞

n=1 fn) dµα = α-
∑∞

n=1 α-
∫
fndµ

α olur.

�spat

Her bir n de§eri için gn = α-
∑n

i=1 fi olsun . Ayr�ca her bir gn, gn
α

↑ α-
∑∞

i=1 fi hhy olacak

³ekilde birer α-integrallenebilir fonksiyonlard�r. �imdi Levi Teoremi gere§ince α-
∑∞

i=1 fi

α-integrallenebilir bir fonksiyon tan�mlar ve α-
∑∞

n=1 α-
∫
fndµ

α = α- limα-
n→∞

∫
gndµ

α =

α-
∫

(α-
∑∞

n=1 fn) dµα sa§lan�r.

S�radaki sonuç Fatou Lemmas� olarak bilinen önemli bir teoremdir.

4.2.8. Teorem

{fn} α-integrallenebilir fonksiyonlar�n bir dizisi olsun. Ayr�ca fn
α

> Θα hhy ve α-

lim
α

infα-
∫
fndµ

α
α
< ∞α sa§lans�n. Öyleyse

α

lim inffn α-integrallenebilir bir fonksiyon

tan�mlar ve α-
∫ α

lim inffndµ
α

α

6
α

lim infα-
∫
fndµ

α olur.

�spat

Genelli§i bozmaks�z�n, tüm x ∈ Ω ve tüm n için fn(x)
α

> Θα oldu§unu kabul edelim.

Belirli bir n ve tüm x ∈ Ω için, gn(x) =
α

inf {fi(x) : i > n} ³eklinde tan�mlans�n. O

zaman her gn α-ölçülebilir bir fonksiyondur ve her bir n için Θα

α

6 gn
α

6 fn sa§lan�r.

Bu yüzden Teorem 4.2.4'den dolay� her gn α-integrallenebilir bir fonksiyondur. �imdi

gn
α

↑ ve α-limα-
∫
gndµ

α
α

6 α-lim
α

infα-
∫
fndµ

α
α
<∞α oldu§unu gözlemleyelim. Böylece
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Teorem 4.2.6'dan dolay� gn
α

↑ g olacak ³ekilde bir g α-integrallenebilir fonksiyonu vard�r.

Bu da g =
α

lim inffn hhy oldu§unu gösterir ve böylece
α

lim inffn α-integrallenebilir bir

fonksiyon tan�mlar. Ayr�ca α-
∫
α-lim

α

inffndµ
α = α-

∫
gdµα = α- lim

n→∞
α-
∫
gndµ

α
α

6 α-

lim
α

infα-
∫
fndµ

α sa§lan�r.

�imdi α-integral teorisinin temel ta³lar�ndan biri olan Lebesque Bask�n Yak�nsakl�k

Teoreminden bahsedece§iz.

4.2.9. Teorem

{fn} α-integrallebilir fonksiyonlar�n bir dizisi olsun. Tüm n ve baz� belirli α-integrallene-

bilir g fonksiyonlar� için |fn|α
α

6 g hhy olsun. fn
α→ f hhy ise, f α-integrallenebilir bir

fonksiyon tan�mlar ve α- lim
n→∞

α-
∫
fndµ

α = α-
∫
α- lim

n→∞
fndµ

α = α- lim
n→∞

α-
∫
fdµα olur.

�spat

Aç�kça |f |α
α

6 g hhy olur ve. Teorem 4.2.4'den dolay� f α-integrallenebilirdir. Ayr�ca{
g
α
− fn

}
dizisinin Teorem 4.2.8 n�n hipotezlerini sa§lad�§� ve

α

lim inf (g
α
− fn) = g

α
− f

hhy oldu§u gözlemlenir. Bu yüzden

α-
∫
gdµα

α
− α-

∫
fdµα = α-

∫
(g

α
− f)dµ = α-

∫ α

lim inf (g
α
− fn)dµα

α

6
α

lim inf α-
∫

(g
α
− fn)dµα

= α-
∫
gdµα

α
−

α

lim sup α-
∫
fdµα

sa§lan�r ve böylece
α

lim sup α-
∫
fdµα

α

6 α-
∫
fdµα olur. Benzer ³ekilde, Fatou Lemmas�{

g
α
+ fn

}
dizisi üzerine uygulan�rsa

α-
∫
gdµα

α
+ α-

∫
fdµα = α-

∫
(g

α
+ f)dµα = α-

∫ α

lim inf (g
α
+ fn)dµα

α

6
α

lim inf α-
∫

(g
α
+ fn)dµα

= α-
∫
gdµα

α
+

α

lim inf α-
∫
fdµα

elde edilir ve α-
∫
fdµα

α

6
α

lim inf α-
∫
fdµα olur. Bu yüzden α-limα-

∫
fndµ

α ∈ Rα ve
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α-limα-
∫
fndµ

α = α-
∫
fndµ

α sa§lan�r.

Bir sonraki teorem α-Lebesque integrallenebilir fonksiyonlar� baz� belirli özelliklere göre

s�n��and�rmam�z� sa§layacakt�r.

4.2.10. Teorem

(Ω, S, µα) bir α-ölçü uzay� olsun. (P ) özelli§ini α-integrallenebilir bir fonksiyonun sahip

olaca§� veya olmayaca§� bir özellik olarak alal�m ve a³a§�daki ³artlar� kabul edelim.

(1) E§er f ve g, (P ) özelli§ini sa§layan α-integrallenebilir fonksiyonlarsa f
α
+ g ve her

a ∈ Rα için a
α· f de ayn� özelli§i sa§las�n.

(2) Bir f α-integrallenebilir fonksiyonu için ε
α
> 0α iken α-

∫ ∣∣∣f α
− g
∣∣∣
α
dµα

α
< ε olacak

biçimde (P ) özelli§ini sa§layan bir g fonksiyonu varsa f de (P ) özelli§ini sa§las�n.

(3) µ(A)
α
< ∞α olacak ³ekilde her bir A ∈ S için α-karakteristik fonksiyon χαA da (P )

özelli§ini sa§las�n.

Bu ³artlar sa§lan�rsa her α-integrallenebilir fonksiyon (P ) özelli§ini sa§lar.

�spat

A kümesinin µ∗α(A)
α
<∞α olacak ³ekilde bir σ-küme oldu§unu farzedelim. Bu yüzden

S kümesinin
⋃n
k=1Ak = A olacak ³ekilde bir ayr�k {An} dizisi vard�r. Her bir n için⋃n

k=1 Ak = Bn olsun. Bu arada Bn

α

↑ A oldu§unu görelim. χαBn = α-
∑n

k=1 χ
α
Ak

oldu§u,

(3) ve (1) kabulleriyle birle³tirilirse, her bir n için χαBn fonksiyonunun da (P ) özelli§ine

sahip oldu§u görülür. Ayr�ca α-
∫ ∣∣∣χαA α

− χαB
∣∣∣
α
dµα = µ∗α(A)

α
−µα(Bn)→ 0α oldu§undan

ve (2) kabulünden dolay� χαA da ayn� ³ekilde (P ) özelli§ine sahiptir.

�imdi, A kümesi sonlu α-ölçüye sahip herhangi bir α-ölçülebilir küme ve ε
α
> 0α olsun.

O halde A ⊆ B ve µ∗α(B)
α
< µ∗α(A)

α
+ ε olacak ³ekilde bir B σ-kümesi vard�r. Bu da α-∫ ∣∣∣χA α

− χB
∣∣∣
α
dµα = µ∗α(B)

α
− µα(A). Yukar�da bahsettiklerimizden ve (2) kabulünden

χαA fonksiyonunun (P ) özelli§ini sa§lad�§� ç�kar�l�r. Bununla birlikte (1) kabulünden

dolay� tüm α-ad�m fonksiyonlar�n�n (P ) özelli§ini sa§lad�§� anla³�lmal�d�r. Fakat bu

da (2) den dolay� her α-üst fonksiyonun (P ) özelli§ini sa§lad�§�n� bize söyler. Tüm
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α-integrallenebilir fonksiyonlar iki α-üst fonksiyonun α-fark� ³eklinde yaz�labildi§inden

ve (1) kabulünden dolay� her α-integrallenebilir fonksiyonunun (P ) özelli§ini sa§lad�§�

anla³�l�r.

Ω'n�n her bir E alt kümesi için E kümesinin alt kümelerinin bir SE = {E ∩ A : A ∈ S}

koleksiyonu E'nin alt kümelerinin yar� halkas�d�r (SE'ye S yar� halkas�n�n E ye k�s�t-

lan�³� denir). Ayr�ca E ⊆ Ω α-ölçülebilir ise µ∗α ölçüsünün SE ye k�s�tlan�³� da bir

α-ölçüdür. Yani her E α-ölçülebilir kümesi için (E, SE, µ
∗α) bir α-ölçü uzay�d�r. Ayr�ca

(E, SE, µ
∗α) uzay�n�n α-ölçülebilir kümelerinin, E'nin Ω'daki α-ölçülebilir alt kümele-

rinin oldu§u do§rudan anla³�l�r.

E§er E, Ω'n�n α-ölçülebilir bir alt kümesi ve f , (E, SE, µ
∗α) α-ölçü uzay�na göre α-

integrallenebilirse f : E → Rα fonksiyonuna E üzerinde α-integrallenebilir denir. E§er

x /∈ E ise f(x) = 0α olarak al�rsak f fonksiyonunun tan�m kümesi Ω'ya geni³letilebilir.

Bu ³ekilde tan�mlanm�³ olan f fonksiyonu için α-
∫

Ω
fdµα = α-

∫
E
fdµα sa§lan�r. E§er

fχαE fonksiyonu Ω üzerinde α-integrallanebilirse ya da e³ olarak f fonksiyonunun E'ye

k�s�tlan�³� (E, SE, µ
∗α) α-ölçü uzay�nda α-integrallenebilirse bu f : Ω → Rα fonksiyo-

nuna Ω'n�n bir E α-ölçülebilir alt kümesinde α-integrallenebilir denir. Bu durumda

α-
∫
fχEdµ

α = α-
∫
E
fdµα olur.

S�radaki teoremin ispat� basit oldu§u için yap�lmam�³t�r.

4.2.11. Teorem

Her α-integrallenebilir f fonksiyonu Ω'n�n her bir α-ölçülebilir altkümesinde α-integral-

lenebilirdir. Ayr�ca Ω'n�n her bir α-ölçülebilir E altkümesi için

α-
∫
E

fdµα
α
+ α-

∫
Ec
fdµα = α-

∫
Ω

fdµα

ifadesi sa§lan�r.
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5.ÜRET�LEN �NTEGRALLER�N KAR�ILA�TIRILMASI

5.1. α-Riemann �ntegrali

Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedi§i takdirde f fonksiyonu [a, b]α ⊆ Rα üzerinde

tan�ml� α-s�n�rl� Rα de§erli kabul edilecektir. E§er a
α
< x0

α
< x1

α
< . . .

α
< xn = b

olacak ³ekilde noktalar�n bir P = {x0, x1, . . . , xn} koleksiyonuna [a, b]α aral�§�n�n bir α-

parçalan�³� denir. Her bir P parçalan�³� [a, b]α aral�§�n� [x0, x1]α , [x1, x2]α , . . . [xn−1, xn]α

biçiminde n adet kapal� alt aral�§a böler . Bu aral�klardan en büyük α-uzunlu§a sa-

hip olan�n uzunlu§una P nin α-normu ad� verilir ve |P |α ile gösterilir; yani |P |α =
α

max
{
xi

α
− xi−1 : i = 1, . . . , n

}
. P ve Q ayn� aral�§�n iki α-parçalan�³� olsun. Q ⊆ P ise

P daha iyi bir α-parçalan�³t�r denir. Ayr�ca P ∪ Q da ayn� aral�§�n bir α-parçan�³�d�r

ve P ile Q'dan daha iyidir. Bir [a, b]α aral�§�n�n α-parçalan�³� P = {x0, x1, . . . , xn}, her

i = 1, . . . , n için mi =
α

inf {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]α} ve Mi =
α

sup {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]α}

olsun. O zaman f fonksiyonun α-alt toplam�

S∗α(f, P ) = α-
n∑
i=1

mi
α·
(
xi

α
− xi−1

)

Biçiminde tan�mlan�r. Benzer bir ³ekilde f fonksiyonun α-üst toplam� ise

S∗α(f, P ) = α-
n∑
i=1

Mi
α·
(
xi

α
− xi−1

)

biçiminde tan�mlan�r.

Bir [a, b]α aral�§�n�n her P α-parçalan�³� için S∗α(f, P )
α

6 S∗α(f, P ) sa§land�§� aç�kça

görülebilir.

5.1.1. Lemma

E§er bir P α-parçalan�³� Q α-parçalan�³�ndan daha iyiyse (yani Q ⊆ P ise) a³a§�daki

e³itsizlikler elde edilir.

S∗α(f,Q)
α

6 S∗α(f, P ) ve S∗α(f, P )
α

6 S∗α(f,Q)
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�spat

Burada S∗α(f,Q)
α

6 S∗α(f, P ) e³itsizli§inin sa§land�§�n� gösterilecektir. Di§eri ise ben-

zer ³ekilde kolayca ispatlanabilir. E³itsizli§i kurabilmek için P 'nin Q'dan yaln�z bir tane

noktas�n�n fazla oldu§unu varsayabiliriz. Bu noktaya t diyelim. YaniQ = {x0, x1, .....xn}

ve P = Q ∪ {t} oldu§unu kabul edelim. O halde xk−1

α

6 t
α

6 xk olacak ³ekilde en az�n-

dan bir k (1 6 k 6 n) say�s� vard�r, ve böylece P = {x0, x1, . . . , xk−1, t, xk, . . . , xn} olur.

Ayr�ca c1 =
α

inf {f(x) : x ∈ [xk−1, t]α} ve c2 =
α

inf {f(x) : x ∈ [t, xk]α} olsun. Aç�kça

mk

α

6 c1 ve mk

α

6 c2 oldu§u görülebilir. Bu yüzden

S∗α(f,Q) = α-
n∑
i=1

mi
α·
(
xi

α
− xi−1

)
= α-

n∑
i 6=k

mi
α·
(
xi

α
− xi−1

)
α
+mk

α·
(
xk

α
− xk−1

)
α

6 α-
n∑
i 6=k

mi
α·
(
xi

α
− xi−1

)
α
+ c1

α·
(
t
α
− xk−1

)
α
+ c2

α·
(
xk

α
− t
)

= S∗α(f,Q)

sa§lan�r ki bu da ispat� tamamlar.

5.1.2. Lemma

Herhangi iki α-parçalan�³ P ve Q için S∗α(f, P )
α

6 S∗α(f,Q) sa§lan�r.

�spat

Lemma 5.1.2'den faydalan�l�rsa

S∗α(f, P )
α

6 S∗α(f, P ∪Q)
α

6 S∗α(f, P ∪Q)
α

6 S∗α(f,Q)

e³itsizli§i sa§land�§� kolayca görülebilir ve bu da ispat� tamamlar.

Lemma 5.1.2; her α-üst toplam�n, f fonksiyonun α-alt toplamlar�n�n koleksiyonu için

bir üst s�n�r oldu§unu gösterir. Benzer ³ekilde her α-alt toplam, f fonksiyonun α-üst

toplamlar�n�n koleksiyonu için bir alt s�n�rd�r. Bu yüzden bir f fonksiyonun alt α-
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Riemann integrali

I∗α(f) =
α

sup {S∗α(f, P ) : P, [a, b]α aral�§�n�n bir α-parçalan�³�}

ve üst α-Riemann integrali

I∗α(f) =
α

inf {S∗α(f, P ) : P, [a, b]α aral�§�n�n bir α-parçalan�³�}

biçiminde tan�mlan�rsa [a, b]α aral�§�n�n her bir P ve Q α-parçalan�³� için

S∗α(f, P )
α

6 I∗α(f)
α

6 I∗α(f)
α

6 S∗α(f,Q)

e³itsizli§i sa§lan�r.

5.1.3. Tan�m

Bir α-s�n�rl� f : [a, b]α → Rα fonksiyonunun α-Rieman integrallenebilir olmas�

I∗α(f) = I∗α(f) olmas� demektir. Bu de§ere f fonksiyonun α-Rieman integrali denir

ve α-
b∫
a

f(x)dx biçiminde gösterilir.

5.1.4. Teorem

Bir α-s�n�rl� f : [a, b]α → Rα fonksiyonunun α-Riemann integrallenebilir olmas� için

gerek ve yeter ³art her ε
α
> 0α say�s� için S∗α(f, P )

α
−S∗α(f, P )

α
< ε olacak ³ekilde [a, b]α

aral�§�n�n bir P α-parçalan�³�n�n var olmas�d�r.

�spat

Bir f fonksiyonun Riemann α-integrallenebilir ve ε
α
> 0α oldu§unu kabul edelim. I = α-

b∫
a

f(x)dx olsun. Burada I
α
− S∗α(f, P1)

α
< ε ve S∗α(f, P2)

α
− I

α
< ε ifadelerini sa§layacak

³ekilde [a, b]α aral�§�n�n P1 ve P2 α-parçalan�³lar� vard�r. Önceki lemmadan dolay� P =



52

P1 ∪ P2 α-parçalan�³� için

S∗α(f, P )
α
− S∗α(f, P )

α

6 S∗α(f, P2)
α
− S∗α(f, P1)

=
[
S∗α(f, P2)

α
− I
]

+
[
I
α
− S∗α(f, P1)

]
α
< ε

α
+ ε = α(2)

α· ε

e³itsizli§i sa§lan�r. Di§er bir taraftan e§er teoremin ko³ulu sa§lan�rsa o zaman

0α
α

6 I∗α(f)
α
− I∗α(f)

α

6 S∗α(f, P )
α
− S∗α(f, P )

e³itsizli§i [a, b]α aral�§�n�n her bir P α-parçalan�³� için sa§land�§�ndan dolay� her ε
α
>

0α için 0α
α

6 I∗α(f)
α
− I∗α(f)

α
< ε elde edilir. Böylece I∗α(f)

α
− I∗α(f) = 0α ya da

ba³ka bir de§i³le I∗α(f) = I∗α(f) oldu§u görülür ki, bu da f fonksiyonun α-Riemann

integrallenebilir oldu§u anlam�na gelir.

�imdi [a, b]α aral�§�n�n bir parçalan�³� P = {x0, x1, . . . , xn} olsun. Her bir i = 1, . . . , n

için xi−1

α

6 ti
α

6 xi olacak ³ekilde bir T = {t0, t1, . . . , tn} noktalar koleksiyonunu

alal�m.Bu koleksiyon P için bir noktalar seçimi diye adland�rl�r ve

α-Rf (P, T ) = α-
n∑
i=1

f(ti)
α·
(
xi

α
− xi−1

)

ifadesine P α-parçalan�³� ile ili³kilendirilen α-Riemann toplam� denir. S�radaki teorem

α-Riemann integrali için güçlü bir yakla³�m tekli� sunar.

5.1.5. Teorem

f : [a, b]α → Rα α-Rieman integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere {Pn} , [a, b]α

aral�§�n�n α-parçalan�³lar�n�n bir dizisi ve lim |Pn|α = 0α olsun. Bu durumda

α- lim
n→∞

S∗α(f, Pn) = α- lim
n→∞

S∗α(f, Pn) = α-

b∫
a

f(x)dx

olur. Özel olarak {Pn} , [a, b]α aral�§�n�n α-parçalan�³lar�n�n bir dizisi, lim |Pn|α = 0α
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ve Tn de Pn için noktalar seçimi ise

α- lim
n→∞

α-Rf (Pn, Tn) = α-

b∫
a

f(x)dx

olur.

�spat

Her x ∈ [a, b] için |f(x)|α
α
< c olacak ³ekilde bir c

α
> 0α seçelim ve ε

α
> 0α olsun. Teorem

5.1.4'den dolay� [a, b]α aral�§�n�n S∗α(f, P )
α
− S∗α(f, P )

α
< ε olacak ³ekilde bir P =

{x0, x1, . . . , xm} parçalan�³� oldu§unu biliyoruz. Her n > n0 için |Pn|α
α
< ε

α

/
[
2α

α· c α· m
]

ve |Pn|α
α
< min

{
x1

α
− x0, x2

α
− x1, . . . xm

α
− xm−1

}
olacak ³ekilde bir n0 seçelim. Pn =

{t0, t1, . . . , tk} olsun ve n > n0 sabitleyelim. Her j = 1, 2, . . . ,m için

MP
j =

α
sup

{
f(x) : x ∈ [xj−1, xj]α

}
ve mP

j =
α

inf
{
f(x) : x ∈ [xj−1, xj]α

}
ve her i = 1, 2, . . . , k için

Mi =
α

sup {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]α} ve mi =
α

inf {f(x) : x ∈ [ti−1, ti]α}

olsun. Bu durumda

0α
α

6 α-
b∫
a

f(x)dx
α
− S∗α(f, Pn)

α

6 S∗α(f, Pn)
α
− S∗α(f, Pn)

= α-
k∑
i=1

(
Mi

α
−mi

)
α·
(
ti

α
− ti−1

)
= V

α
+W

olur. Ancak burada [ti, ti−1]α aral�klar� tamam�yla P parçalan�³�n�n baz� alt aral�klar�n�n

içerisinde olmak üzere V ,
(
Mi

α
−mi

)
α·
(
ti

α
− ti−1

)
terimlerinin α-toplam� iken ve W

ise kalan terimlerin α-toplam�d�r. V ve W α-toplamlar�n� ayr� ayr� hesaplayaca§�z.

Öncelikle V hesaplans�n. Burada [ti−1, ti]α ⊆ [xj−1, xj]α için her bir Σj,
(
Mi

α
−mi

)
α·(

ti
α
− ti−1

)
terimlerinin α-toplam� olmak üzere V = Σ1

α
+. . .

α
+Σm dir. Fakat, [ti−1, ti]α ⊆

[xj−1, xj]α ise Mi

α
−mi

α

6MP
j

α
−mP

j sa§lan�r. Ayr�ca [xj−1, xj]α içerisindeki Pn parçala-
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n�³�n�n bu alt aral�klar�n�n α-uzunluklar� toplam� hiç bir zaman xj
α
− xj−1 dan büyük

olamaz. Bu yüzden, Σj

α

6
(
MP

j

α
−mP

j

)
α·
(
xj

α
− xj−1

)
sa§lan�r ve böylece

V
α

6 α-
n∑
i 6=k

(
MP

j

α
−mP

j

)
α·
(
xj

α
− xj−1

)
= S∗α(f, P )

α
− S∗α(f, P )

α
< ε

olur. �imdi de W hesaplans�n. W toplam�n�n bir terimi
(
Mi

α
−mi

)
α·
(
ti

α
− ti−1

)
olsun.

|Pn|
α
< min

{
xj

α
− xj−1 : j = 1, . . . ,m

}
oldu§undan 1 6 j 6 n olmak üzere xj−1

α
<

ti−1

α
< xj

α
< ti

α
< xj+1 ko³ulunu sa§layan yaln�z bir tane j vard�r. Bu yüzden W toplam�

en çok m terime sahiptir ve

(
Mi

α
−mi

)
α·
(
ti

α
− ti−1

) α

6 α(2)
α· c α· |Pn|

α
< α(2)

α· c α·
(
ε
α

/
[
α(2)

α· c α· m
])

= ε
α

/α(m)

oldu§undan W
α
< α(m)

α·
(
ε
α

/α(m)

)
= ε olur. Böylece her n > n0 için

0α
α

6 α-

b∫
a

f(x)dx
α
− S∗α(f, Pn)

α

6 V
α
+W

α
< ε

α
+ ε = α(2)

α· ε

elde edilir. Yani limS∗α(f, Pn) = α-
b∫
a

f(x)
α· dx olur.

Benzer ³ekilde her n > n0 için limS∗α(f, Pn)
α
− α-

b∫
a

f(x)dx
α

6 V
α
+ W

α
< ε

α
+ ε = 2α

α· ε

sa§lan�r bu yüzden

S∗α(f, Pn)
α

6 α-Rf (Pn, Tn)
α

6 S∗α(f, Pn)

e³itsizli§i yard�myla limS∗α(f, Pn) = α-
b∫
a

f(x)dx elde edilir. Böylece ispat tamamlan-

m�³ olur.

5.2. α-Lebesgue �ntegrali Olarak α-Riemann �ntegrali

Bu bölümde α-Lebesgue integralin α-Riemann integralinin bir genelle³tirilmesi oldu-

§undan bahsedebiliriz. Burada bir f fonksiyonunun α-Lebesgue integrallenebilir olmas�,
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f fonksiyonun α-Lebesgue ölçüsüne göre α-integrallenebilir olmas� anlam�na gelmekte-

dir.

5.2.1. Teorem

Her α-Riemann integrallenebilir f : [a, b]α → Rα fonksiyonu α-Lebesgue integrallene

bilirdir, ve bu iki integral çak�³�r; yani

α-

b∫
a

f(x)dλα = α-

b∫
a

f(x)dx

olur.

�spat

Her bir n için Pn = {x0, x1, .....x2n}, [a, b]α aral�§�n� e³it α-uzunlu§a sahip 2n alt aral�§a

bölen bir parçalan�³ olsun. Bu aral�klar�n her birinin α-uzunlu§u
(
b
α
− a
)
α· α (2−n) ve

xi = a
α
+ i

α·
(
b
α
− a
)
α· α (2−n) olur. Ayr�ca mi =

α

inf {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]α} ve Mi =
α

sup {f(x) : x ∈ [xi−1, xi]α} iken

φn = α-
2n∑
i=1

mi
α· χα[xi−1,xi)α

ve ψn = α-
2n∑
i=1

Mi
α· χα[xi−1,xi)α

oldu§unu kabul edelim. Aç�k bir ³ekilde görebiliriz ki {φn} ve {ψn} α-ad�m fonksiyonlar

dizisi her x ∈ [a, b)α için φn(x)
α

↑
α

6 f(x)
α

6 ψn(x)
α

↓ ifadesi sa§lan�r.

Burada φn(x)
α

↑ g(x) ve ψn(x)
α

↓ h(x) ise, Teorem 4.2.4'den dolay�, g ve h fonksiyonla-

r�n�n ikisi de α-Lebesgue integrallenebilirdir ve her x ∈ [a, b)α için g(x)
α

6 f(x)
α

6 h(x)

sa§lan�r. Ayr�ca tan�mdan α-
b∫
a

φndλ
α = S∗α(f, Pn) ve α-

b∫
a

ψndλ
α = S∗α(f, Pn) sa§lan�r.

Bununla birlikte ψn(x)
α
− φn(x)

α

↓ h(x)
α
− g(x)

α

> 0α oldu§u için

0α
α

6 α-

b∫
a

(
h

α
− g
)
dλα = α- lim

n→∞
α-

b∫
a

(
ψn

α
− φn

)
dλα
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= α- lim
n→∞

α-

b∫
a

ψndλ
α
α
− α- lim

n→∞
α-

b∫
a

φndλ
α

= α- lim
n→∞

S∗α(f, Pn)
α
− α- lim

n→∞
S∗α(f, Pn) = 0α

elde edilir. Bu arada e³itli§in son k�sm�n� bir önceki teoremin bir sonucudur. Bu da

h
α
− g = Θα hhy ve böylece h = g = f hhy olmas�n� gerektirir. Özel olarak φn

α

↑ f hhy

ve ψn
α

↓ f hhy sa§lan�r bu bize f fonksiyonun α-Lebesgue integrallenebilir oldu§unu

hatta bir α-üst fonksiyon oldu§unu gösterir. Sonuç olarak

α-

b∫
a

fdλα = α- lim
n→∞

α-

b∫
a

φndλ
α = α- lim

n→∞
S∗α(f, Pn) = α-

b∫
a

f(x)dx

elde edilir. Böylece ispat tamamlanm�³ olur.

5.2.2. Teorem

Bir α-s�n�rl� f : [a, b]α → Rα fonksiyonunun α-Lebesque integrallenebilir olmas� için

gerek ve yeter ³art hemen hemen her yerde α-sürekli olmas�d�r.

�spat

Her bir n için Pn, φn, ve ψn bir önceki teoremin ispat�nda oldu§u gibi kabul edilsin.

Ayr�ca f fonksiyonunun α-Riemann integrallenebilir oldu§u kabul edilsin. Bir önceki

teoremin ispat�na bak�ld�§�nda her bir x /∈ A için φn(x)
α

↑ f(x) ve ψn(x)
α

↓ f(x) olacak

³ekilde [a, b]α aral�§�n�n α-Lebesgue ölçüsüne göre bir A α-null altkümesi oldu§u anla-

³�l�r. Aç�k bir ³ekilde e§er D = A∪ (
⋃∞
n=1 Pn) ise D'nin α-Lebesgue ölçüsü 0α'a e³ittir.

Üstelik f fonksiyonunun [a, b]α \D üzerinde α-sürekli oldu§unu iddia ediyoruz.

�imdi iddiam�z� do§rulamaya çal�³aca§�z. Öncelikle s ∈ [a, b]α\D ve ε
α
> 0α olsun. �imdi

de f(s)
α
−φn(s)

α
< ε ve ψn(s)

α
− f(s)

α
< ε olacak ³ekilde baz� n de§erleri seçelim. Böylece

s ∈ (xi−1, xi)α olacak ³ekilde Pn α-parçalan�³�n�n bir [xi−1, xi]α alt aral�§� vard�r. Aç�kça
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görülebilir ki φn(s) = mi ve ψn(s) = Mi olur. Bu yüzden x ∈ (xi−1, xi)α ise

α
−ε

α
< mi

α
− f(s)

α

6 f(x)
α
− f(s)

α

6Mi

α
− f(s)

α
< ε (*)

e³itsizli§i sa§lan�r. Burada (xi−1, xi)α aral�§� s için bir kom³uluk oldu§undan son e³it-

sizlik f fonksiyonunun s de α-sürekli oldu§unu gösterir. Bu da f fonksiyonunun hemen

hemen her yerde sürekli oldu§unu anlam�na gelir.

Di§er bir yandan, f fonksiyonunun hemen hemen her yerde α-sürekli oldu§unu kabul

edelim. Ayr�ca s 6= b, bu fonksiyonun sürekli oldu§u bir nokta olsun. Bir ε
α
> 0α say�s�

verilmi³ olsun ve bir de δ
α
> 0α say�s� seçelim. Bu δ her x ∈ [a, b]α için

∣∣∣x α
− s
∣∣∣
α

α
< δ ve

f(s)
α
− ε

α
< f(x)

α
< f(s)

α
+ ε

e³itsizliklerini sa§las�n. |Pk|α
α
< δ olacak ³ekilde baz� k de§erleri seçelim. O halde Pk'n�n

baz� [xi−1, xi]α alt aral�klar� için s ∈ [xi−1, xi)α olmak zorundad�r. Özel olarak her

x ∈ [xi−1, xi]α için
∣∣∣x α
− s
∣∣∣
α

α
< δ sa§lanmak zorundad�r ve (∗) dan dolay�

f(s)
α
− ε

α
< mi = φk(s)

α
< f(s)

α
+ ε

elde edilir. Ayr�ca φn(s)
α

↑ oldu§undan dolay� φn(s)
α

↑ f(s) elde edilir. Benzer ³ekilde

ψn(s)
α

↓ f(s) sa§lan�r.

Ayr�ca f hemen hemen her yerde sürekli oldu§u için φn
α

↑ f ve ψn
α

↓ f ifadelerinin

ikisinin de sa§land�§� sonucuna var�l�r. Bu da f fonksiyonun α-Lebesgue integrallenebilir

oldu§unu gösterir. Bununla birlikte Lebesgue Bask�n Yak�nsakl�k Teoreminden dolay�

S∗α(f, Pn) = α-

b∫
a

φndλ
α

α

↑ α-

b∫
a

fdλα ve S∗α(f, Pn) = α-

b∫
a

ψndλ
α

α

↓ α-

b∫
a

fdλα

sa§lan�r. Bu yüzden lim
[
S∗α(f, Pn)

α
− S∗α(f, Pn)

]
= 0α ve böylece Riemann kriterinden

yani Teorem 5.1.4'den dolay� f fonksiyonu α-Riemann integrallenebilirdir.
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Bu teoremin direkt bir sonucu olarak s�radaki teoremi verebiliriz.

5.2.3. Teorem

Kapal� bir α-aral�k üzerinde α-Riemann integrallenebilir fonksiyonlar�n koleksiyonu bir

fonksiyon uzay� olu³turur. Ayn� zamanda bu koleksiyon bir fonksiyon cebiridir.

�imdi α-s�n�rl� ve α-Lebesque integrallenebilir olup α-Riemann integrallenebilir olma-

yan fonksiyon örne§i verece§iz.

Örnek

Bir f : [0α, 1α]→ Rα fonksiyonu ³u ³ekilde tan�mlans�n:

f(x) =

 0α , α−1(x) bir rasyonel say�

1α , α−1(x) bir irrasyonel say�

Ba³ka bir de§i³le f fonksiyonu [0α, 1α] aral�§�ndaki irrasyonel say�lar�n α-karakteristik

fonksiyonu olsun. Bu ³ekilde tan�mlanan f fonksiyonu [0α, α(1)] aral�§�ndaki herbir

noktada α-süreksizdir ve bu yüzden Lebesgue-Vitali teoremi bize f fonksiyonun α-

Riemann integrallenebilir olmad�§�n� gösterir. Di§er bir yandan f(x) = 1α hhy sa§lan�r

(rasyonel say�lar�n α-Lebesque ölçüsü 0α oldu§u için), ve bu yüzden f α-Lebesgue

integrallenebilirdir. Hatta α-
b∫
a

fdλα = 1α olur.

Lebesgue-Vitali Teoreminden ç�kar�lacak bir sonuç; bir f : [a, b]→ Rα fonksiyonunun α-

Riemann integrallenebilir olmas� durumunda bu fonksiyonun [a, b]α aral�§�n�n herhangi

bir kapal� alt aral�§�na k�s�tlan�³�n�n da α-Riemann integrallenebilir olmas�d�r. Ayn�

teoremden dolay�, f ve g fonksiyonlar� [a, c]α ve [c, b]α aral�klar� üzerinde α-Riemann

integrallenebilirlerse

h(x) =

 f(x) , x ∈ [a, c]α

g(x) , x ∈ (c, b]α

³eklinde tan�mlanan h : [a, b]α → Rα fonksiyonunun da α-Riemann integrallenebilir
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oldu§unu söyleyebiliriz.

Lebesgue-Vitali Teoremi sayesinde, kapal� bir aral�kta tan�mlanan her α-sürekli f fonk-

siyonunun α-Riemann integrallenebilir oldu§u aç�kça görülür. Bir α-sürekli fonksiyo-

nunun α-Riemann (ve böylece α-Lebesgue) integralini hesaplamak için genellikle kal-

külüsün temel teoremi kullan�l�r.

5.2.4. Teorem

f : [a, b]α → Rα bir α-sürekli fonksiyon olmak üzere

(1) A : [a, b]α → Rα f fonksiyonun bir alan fonksiyonu ise (yani, her x ∈ [a, b]α ve baz�

c ∈ [a, b]α için A(x) = α-
x∫
c

f(t)dt sa§lan�yorsa) A, f fonksiyonun α-antitürevidir.

(2) F : [a, b]α → Rα fonksiyonu f fonksiyonun α-antitürevi ise,

α-

b∫
a

f(x)dx = F (b)
α
− F (a)

olur.

Di§er bir yandan

α-

a∫
b

f(x)dx =
α
−α-

b∫
a

f(x)dx

dir. Ayr�ca α-
a∫
a

f(x)dx = 0α olur. Böylece s�ra gözetmeksizin [a, b]α aral�§�nda al�nan

c, d ve e noktalar� için ³u önemli özellik

α-

d∫
c

f(x)dx = α-

e∫
c

f(x)dx
α
+ α-

d∫
e

f(x)dx

elde edilir.

�imdi yukar�daki sonuçlar� çok de§i³kenli fonksiyonlar için nas�l geni³letebilece§imizden
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bahsedece§iz. Genel durumda [a, b]α aral�§� yerine J = [a1, b1]α × . . .× [an, bn]α hücresi

gelir ve onun α-Lebesgue ölçüsü λα(J) = α-
n∏
i=1

(
bi

α
− ai

)
olur. Her bir i = 1, . . . , n için

Pi, [ai, bi]α aral�§�n�n bir α-parçalan�³� olsun. Bu durumda J 'nin bir P α-parçalan�³�

P = P1 × . . . × Pn ³eklindedir. Aç�kça anla³�labilece§i üzere P parçalan�³� J 'yi sonlu

say�da alt hücrelere böler.

Burada f : J → Rα bir α-s�n�rl� fonksiyon ve P parçalan�³� J 'yi J1, . . . , Jk alt hücrele-

rine bölüyorsa mi ve Mi yine benzer bir ³ekilde tan�mlanabilir;

mi =
α

inf {f(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xn) ∈ Ji}

Mi =
α

sup {f(x1, . . . , xn) : (x1, . . . , xn) ∈ Ji}

P α-parçalan�³�n�n ili³kilendirildi§i alt ve üst α-toplamlar�

S∗α(f, P ) = α-
k∑
i=1

mi
α· λα(Ji) ve S

∗α(f, P ) = α-
k∑
i=1

Mi
α· λα(Ji)

biçiminde tan�mlan�r. Bu yüzden bir f fonksiyonun alt α-Riemann integrali

I∗α(f) =
α

sup {S∗α(f, P ) : P, J 'nin bir parçalan�³�}

ve üst α-Riemann integrali

I∗α(f) =
α

inf {S∗α(f, P ) : P, J 'nin bir parçalan�³�}

biçiminde tan�mlan�r.

Ayn� bir boyutlu durumda oldu§u gibi

α
−∞α

α
< I∗α(f)

α
< I∗α(f)

α
<∞α

sa§lan�r. Ayr�ca I∗α(f) = I∗α(f) ise f fonksiyonu α-Riemann integrallenebilir denir ve
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f fonksiyonunun α-Riemann integrali

α-

b1∫
a1

α-

b2∫
a2

. . . α-

bn∫
an

f(x1, . . . , xn)dx1dx2 . . . dxn

biçiminde gösterilir.

Bu bölümdeki tüm sonuçlar genel durum için de geçerlidir ve ispatlar� bir boyutlu

durumdakine çok benzer oldu§undan yap�lmam�³t�r.
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6.SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu çal�³ma alt� bölümden olu³maktad�r. Birinci bölümde, aritmetik ve üreteç kavra-

m�ndan bahsedilmi³, bunlar vas�tas�yla bildi§imiz klasik kalkülüsün ba³ka bir deyi³le

Newtonyan kalkülüsün d�³�nda kalkülüslerin de elde edilebilece§inden bahsedilmi³tir.

Ayr�ca ³u ana kadar yap�lm�³ çal�³malardan bahsedilmi³ ve bu çal�³mada neler yap�-

laca§�na dair bir ön bilgi verilmi³tir. Çal�³man�n ikinci bölümünde bu kalkülüslerin

yap�ta³� olan, α -aritmetik ad� verilen sistemler daha geni³ bir perspektiften incelen-

mi³, örneklerle zenginle³tirilmi³tir ve çal�³mam�z�n sonraki bölümlerinde kullan�lacak

baz� tan�mlara yer verilmi³tir. Üçüncü bölümde α-ölçü, α-d�³ ölçü, α-ölçülebilir küme,

α-ölçülebilir fonksiyon, α-basit fonksiyon ve α-ad�m fonksiyon gibi kavramlar tan�mlan-

m�³ ve bu kavramlarla ilgili baz� özelliklere yer verilmi³tir. Dördüncü bölümde ise as�l

hede�miz olan üretilen Lebesgue integrali tan�mlanm�³, integrallenebilirlik kavram� ir-

delenmi³ bunlara ek olarak integral teorisinde önemli bir yere sahip olan Levi teoremi,

Fatou Lemmas� ve Lebesgue Bask�n Yak�nsakl�k Teoremi bu yeni integrale göre yo-

rumlanm�³t�r. Be³inci bölümde ise üretilen Riemann integrali tan�m� verilip üretilen

Lebesgue integrali ile aras�ndaki ili³ki incelenmi³tir.

Çal�³mam�z�n belli bir k�sm�ndan sonra üreteç dedi§imiz fonksiyonlar artan olarak seçil-

mi³tir. Bu fonksiyonlar�n azalan oldu§u durumda benzer yap�lar elde edilece§inden bu

duruma çal�³mam�zda yer verilmemi³tir. Di§er bir yandan, üretecin monoton olmad�§�

durum bu konudaki çal�³malara farkl� bir bak�³ aç�s� getirebilir. Ayr�ca, bu çal�³mada

tan�mlad�§�m�z üretilen Lebesgue integral kavram� latis teorisiyle birle³tirilerek üretilen

Lp uzaylar� tan�mlanabilir.
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