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IKIiNCi MERTEBEDEN YARI-LINEER DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN
SALINIM VE SALINIMSIZLIGI

Aysenur ONDER
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2009
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. Pakize TEMTEK

OZET

Ikinci mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin ¢dziimlerinin davranisi uygulamali
bilim dallarinda genis yer tutmaktadir. Diferensiyel denklemleri ¢ozmeden ¢Oziimii
hakkinda konusmak ozellikle ¢oziilemeyen diferensiyel denklemler i¢in Onemlidir.
Lineer olmayan diferensiyel denklemlerin ¢6ziimiinii analitik olarak bulmak her zaman
miimkiin olmamaktadir. Bu nedenle ¢oziimiin salinimlig1 ya da salinimsizlig1 hakkinda

konusmak daha da zordur.

Bu cergevede, tezimiz salmmm ve salinimsizlik iizerine dort boliimden olusmaktadir.
Birinci bolim, giris boliimiinii ve ikinci boliim, ileriki boliimlerde kullanacagimiz temel

tanim ve kavramlar1 igermektedir.

Ugiincii boliim, ikinci mertebeden yari-lineer

(6,(0)) +a()8, (D) + b, (x)=0

diferensiyel denklemlerle ile ilgilidir. Burada ¢p(z):|z|p_2 z bir boyutlu p -Laplacian
operatorii olarak adlandirilir. Esas amacimiz, asikar olmayan tiim ¢oziimlerin salimimli
ve salmimsizligi i¢in yeni kriterler vermektir. Teoremlerimizde (a(¢),b(z)) ile verilen

parametrik egri, tim ¢Oziimlerin salmimhi veya salimimsiz olup olmadiginin
incelenmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir. Temel olarak, burada kullandigimiz metot,

ikinci mertebeden yari-lineer diferensiyel denkleminde y =4¢,(¥) donisiimii yaparak bu

diferensiyel denkleme denk olan

20,00 5= —alt)y—b, ()
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seklindeki bir sistem i¢in faz diizlem analizini yapmaktir.

Dordiincii boliim de ise, {igiincii boliimdeki ayni1 doniisiim altinda

$+a(t)x+b(t)x =0

lineer diferensiyel denklemini sisteme doniistiiriip, bu sistem i¢in faz diizlem analizini

iizerinde durduk ve ayni zamanda bu durumlara 6rnekler vererek agikladik.

Anahtar Kelimeler: Yari-lineer Diferensiyel Denklemler, Salinimlilik, Salinimsizlik,

Faz Diizlem Analizi.



OSCILLATION AND NONOSCILLATION OF SECOND-ORDER LINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS

Aysenur ONDER

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M.Sc. Thesis, July 2009
Thesis Supervisor: Yrd. Do¢. Dr. Pakize TEMTEK

ABSTRACT

The behaviour of solutions of second-order linear differential equations are researched
much in the applied sciences. To talk about the solutions of differential equations
without solving them is especially important for differential equations that can not be
solved. It is not always possible to obtain analytic solution of non-linear differential
equations. Hence, it is more difficult to talk about the solution that is oscillatory or

nonoscillatory.
This thesis consists of four chapters about oscillatory and nonoscillatory.

The first chapter includes the introduction and the second one includes the main

definitions and concepts that will be mentioned in the next chapters.

The third chapter deals with the second-order half-linear differential equation
(8,(0) +a®), () +b(1)g,(x)=0.

Here ¢p (2)= |Z|p 2 2 is the so-called one-dimensional p-Laplacian operator. Our main

purpose is to establish new criteria for all nontrivial solutions to be oscillatory and for

those to be nonoscillatory. In our theorems, the parametric curve given by (a(l‘),b(t))

plays a critical role in judging whether all solutions are oscillatory or nonoscillatory.
The method used here is mainly phase plane analysis for a system equivalent to the half-

linear differential equation. If we take, y = ¢p(5c) as a new variable, then the second-

order half-linear differential equation transform into the system

x=¢.(y), y=-a)y=-b0)p,(x) .
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In the fourth chapter, we consider that phase plane analysis for a system. We get this

system from the second order linear differential equation
X+ a)x +b(t)x=0

to use the same transformation in the third chapter. Global phase portraits are attached.

Also some suitable examples are included to illustrate the main results.

Keywords: Half-Linear Differential Equation, Oscillation, Nonoscillation, Phase Plane

Analysis.
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1. BOLUM

GIRIS
Ikinci mertebeden yari-lineer
(4,() +a)g, (%) +b1)g,(x) =0 (H)

seklindeki diferensiyel denklemleri ele alalim, burada, :% ; a(t) ve b(t), [0,:)

araligi tzerinde siirekli fonksiyonlar; p>1 sabit bir reel say1 olmak {izere
¢,(2) =|2" 22, reel degerli bir fonksiyondur. Ayrica ¢,(z) fonksiyonu bir-boyutlu

p - Laplacian operatorii olarak adlandirilir. Belirtelim ki (H) denklemi degisken

katsayili
X+ a(t)x +b(t)x=0 (L)
lineer diferensiyel denklemini igerir.

Buradan (H) denkleminin asikar olmayan tiim ¢0zlimlerini iki tipe ayrabiliriz.

x(t,)=0 olacak sekilde sonsuza yakinsayan bir {t,} dizisi varsa, (H) denkleminin

asikar olmayan bir x(¢) ¢0zlimiine salinimlidir denir. Aksi takdirde salinimsizdir denir.

Caligmalarm biiyikk ¢ogunlugu (H) (veya (L)) denkleminin salinimlilik kriterlerini
vermek igin yapilmistir. Ornegin, bu sonuglar [1-21] ¢alismalarida ve bu ¢alismalara
ait referanslarda bulunabilir. Salinimlilik ve / veya salinimsizlik i¢in sartlar adim adim

gelistirilmis fakat, bununla birlikte daha fazla karmasik hale gelmistir.



Burada (H) (veya (L)) denklemine ait salinimlilik problemini biraz daha farkli bir

acidan ele alip inceleyecegiz. Bunu kisaca ifade edecek olursak a(f) ve b(¢) katsayi
giftinin bir parametrik egrisini ¢izebiliriz. Buradan (a(¢),b(¢)) ile tanmlanan

fonksiyonlarin geometrik sekilleri iizerine dikkatimizi toplayarak, egrinin grafiginden

(H) denkleminin tiim ¢6ziimlerinin salinimli olup olmadigina karar vermeye ¢alisacagiz.

Sonuglarimizi elde etmek amaci ile (H) denklemine denk olan bir sistem i¢in faz diizlem

analizi kullanacagiz. Bunun i¢in yeni bir deg§isken olarak y:¢p()'c) alalim. Bu

durumda (H) denklemini

x=¢.(y), y=-at)y=-bH)p,(x) (L.1)

« 1 1 ) T
sistemi seklinde yazabiliriz. Burada p°, —+—-=1 i saglayan sayidir. Belirtelim ki

¢p*(y), y:(bp()'c) nm ters fonksiyonudur ve p ile p* sayilari (p—l)(p*—l):l

esitligini saglar. p >1 oldugundan ayn1 zamanda p* sayisi da 1 den biiyiiktiir.

Son zamanlarda, aragtirmacilar [22] de a ve [ reel sayilar olmak iizere,
x=¢,.0»), y=-ay-p¢,(x) (1.2)

planar sistemi ele aldilar ve bu sistemin orijininin bir saddle (eyer), bir center (merkez),
bir node (diiglim) veya bir focus (odak) olmasi durumlarinda gerek ve yeter sartlar
verdiler. Bu arastirmacilarin sonuglari, diferensiyel denklemlere ait elemanter kitaplarda
yer alan iki boyutlu otonom lineer sistemler ic¢in bilinen sonuglarin dogal bir

genellemesidir. Ozel olarak, a =0 ve B>0 ise, (1.2) sisteminin orijini bir global
center (merkez) dir. Yani, (1.2) sisteminin her pozitif yoriingesi orijini ¢evreleyen kapali
bir egridir. Eger >0 ve > (a/p)” ise, (1.2) sisteminin orijini bir focus (odak) tur,

Ayni zamanda (1.2) sisteminin sifir ¢ozliimii, global asimptotik olarak kararhdir.
Boylece, (1.2) sisteminin her pozitif yoriingesi orijin etrafinda saat yoniinde doner ve

artarak orijine yaklasir.



(1.1) sisteminin pozitif yoriingeleri ve ayni noktadan baslayan (1.2) sisteminin pozitif
yoriingeleri karsilastirildiginda, cesitli sonuglar1 elde edecegiz ve bu tezimizde de bunlar

iizerinde duracagiz.



2. BOLUM
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
Bu bolimde amacimiza uygun olarak kullanacagimiz temel tanim ve kavramlara yer
verecegiz.

IIk olarak kisaca yiiksek mertebeden lineer diferensiyel denklemlerin birinci mertebeden

lineer denklem sistemine doniistiiriilmesi lizerinde duralim.

Bir x bilinmeyen fonksiyonu i¢in » inci mertebeden

d"x d"'x dx
py +a,(¢) P +..+a,, (t)z+an Ox=F(1) (2.1

lineer diferensiyel denklemini ele alalim, burada g (?),a,(?),...,a,(t) ve F fonksiyonu
reel degerli siirekli fonksiyonlardir. Verilen denklemde
dx d*x d"*x d"'x

X=X, X, ZE’ X3 =_dt2 sy Xy = YR X, = = (2.2)

seklinde alalim. (2.2) den

dx _dx d’x _dx, d"'x dx,, d"x _dx, 2.3)
Catt de a4t dr '

dt  dt’ gt dt’

elde ederiz. (2.2) ve (2.3) ifadelerinin her ikisinin de kullanilmas1 ile #» inci mertebeden

olan (2.1) denklemi



(2.4)

= _an(t)xl _an—l(t)XZ T _al(t)xn +F(t)

seklinde » bilinmeyenli n denklemden olusan birinci mertebeden lineer denklem

sistemine doniisiir. [23]

Genel olarak denklem yapilarmi belirtmek gerekirse

(4,(0) +a()g, () +b@)p, (x) =0 2.5)

seklindeki denklemler yari-lineer denklemlerdir, yani en yiiksek mertebeden tiireve gore
lineer olan denklemler yari-lineer denklem olarak adlandirilir, burada ¢,(z) :|z|p 22

dir. Ayrica ¢,(z) fonksiyonu bir-boyutlu p -Laplacian operatdrii olarak bilinir.

Yukarida belirttigimiz yiiksek mertebeden diferensiyel denklemlerin sistem seklinde
yazilmast durumu ikinci mertebeden lineer olmayan ve vyari-lineer diferensiyel

denklemler i¢in de yazilabilir. Buna gore

(a(@)x(2)) +h(t,x(2), (1)) +q @) f (x(2)) g (x(2)) = (2, x(2),%(?)) (2.6)

ikinci mertebeden lineer olmayan denklemi g6z Oniine alalim. Burada
a(t),q(t) e C([to,oo),IEV), /,.g€C(R,R) ve hee C([to,oo)sz,R) ve her yeR

icin g(y) >0 dur. (2.6) denklemini kendisine denk olan

X=y

y= %[—d(t)y —h(t,x,y)—q(t) f(x)g(y) +e(t,x, )]



sistemi seklinde yazabiliriz. Ayrica (2.5) yari-lineer denklemi

X=¢,(y)
y=-a(t)y—b(t)$,(x)

sistemine denk olarak yazilir.

Simdi ikinci mertebeden en genel
F(1,x(1),x(1),%(t)) =0 (2.7)

denklemini gbz Oniine alalim, burada F eC([tO,oo)xR3,R) dir. [z,,00) araligs
iizerinde iki kez stirekli tiirevlenebilen ve (2.7) denklemini saglayan bir x(¢)
fonksiyonuna (2.7) denkleminin bir ¢oziimii denir, burada ¢ €[z,,0) < [¢5,0) dur ve

t, 2t, =0 sayis1 x(f) ¢oziimiine baglhdir.

(2.7) denkleminin asikar olmayan bir x(¢)¢oziimii keyfi ¢oklukta (sayida) sifira sahip

ise, salinimhdir denir. Yani (2.7) denkleminin asikar olmayan bir x(z) ¢oziimiine

x(t,) =0 olacak sekilde oo a giden (veya lim 7, =0 ) bir {z,} dizisi varsa salimmhdur.
n—»0

Aksi takdirde x(¢) cOziimiine salinimsizdir denir. Eger #2>7, i¢in x(¢#)#0 olacak
sekilde bir # >¢, mevcutsa, x(¢) ¢ozimii salinimsizdir. Baska bir ifadeyle, saliimsiz

bir ¢6ziim belli bir yerden sonra pozitif veya negatif olmalidir.

Cozliimiin salinim ve salmimsizligi tanimmdan yola ¢ikarak denklemin salinim ve
salinimsizligindan s6z edebiliriz. Eger (2.7) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimli ise,

denkleme salinimlidir denir. [4]

Simdi de ileride kullanacagimiz denklem sistemleri ile ilgili birkag¢ tanim ve kavram

verelim.

Iki boyutlu birinci mertebeden



dx
E:F(xay)

2.8
D oo (2.8)
dt ’

sistemini gz Oniine alalim.

(2.8) sisteminde oldugu gibi ¢ bagimsiz degiskeninin acik olarak goriilmedigi sistemlere
otonom sistem, aksi takdirde yani ¢ bagimsiz degiskeninin ag¢ik olarak goriildigi

sistemlere nonotonom sistem denir.

(2.8) sisteminin sag tarafinda ¢ nin olmayis1 sistemi kolayca analiz etmeyi ve ¢oziimleri

kolaylikla g6z 6niinde canlandirmay1 miimkiin kilar.

F  ve G fonksiyonlarinin xy dizleminin bir R  bolgesinde siirekli
diferensiyellenebildigini kabul edelim. Bu durumda, bu xy diizlemine (2.8) sistemi i¢in

faz diuzlemi denir.

ty ve R nin herhangi bir (xo, yo) noktasi verildigi zaman Varlik ve Teklik Teoremine

gore (2.8) sisteminin
x(t)) =xp,  ¥(ty) = (2.9)

baslangi¢ sartin1 saglayan #, 1 igeren bir (a,b) acik araliginda tanimlanmis bir tek

x=x(t), y=y(t) ¢coziimii vardir.

Bu durumda x=x(¢), y=y(¢t) denklemleri faz diizleminde bir parametreli ¢6ziim
egrisi tanimlar. Bu tip ¢0ziim egrisine, (2.8) sisteminin bir yoriingesi ( trajektor, orbit,

path ) ad1 verilir.

(2.8) sisteminde

F(x*ay*): G(-x*ay*) =0

esitligini saglayan (x*, y*) noktasi, (2.8) sisteminin bir kritik noktasi olarak adlandirilir.



) a
Ozel olarak katsay1 matrisi 4 = { } olmak iizere

C

X =ax+by
: (2.10)
y=cx+dy

iki boyutlu lineer diferensiyel denklem sistemine (ad —bc #0) ait kritik nokta (0,0)

dir. Bu noktanin kararliligmi belirlemek i¢in lineer sistemin {istel fonksiyonlardan

olusan genel ¢6ziimiinii elde etmek gerekir. Burada

ﬂ]t
2

x=cpe y:cze’w (2.11)

iistel coziimlerinin diferensiyel denklemlerde yerine yazilmasi ile

=0 (2.12)

karakteristik denklemi ile birlikte bir 6zdeger problemi ortaya ¢ikar. (2.12) den
A? —(a+d)A+(ad —bc)=0 (2.13)

kuadratik denklemi elde edilir. Boylece (2.10) sisteminin (0,0) noktasi iizerine kurulan

¢Ozlimiiniin yapisi, (2.13) karakteristik denklemin koklerine baglidir. Biz burada, (2.10)

iki boyutlu lineer sistemin A4 katsayr matrisinin 6zdegerlerini 4, ve A, alarak, kisaca
(0,0) kritik noktasinda lineer diferensiyel denklem sisteminin kararhilik tiplerini

belirtelim. Bir lineer sistem en ¢ok bir kritik noktaya sahip olacagi i¢in, sistem ile kritik
noktasinin kararlilik tipi aynidir. Bir kritik noktanin {i¢ farkli kararlilik tipinden s6z
edilebilir: kararli, kararsiz ve asimptotik kararli. Bu {ic durum i¢in kritik nokta civarinda

sistemin faz sekilleri ¢izilebilir.

Tamm 2.1. Eger, (2.10) denklem sisteminin (x,, y,) noktasi (x.,y.) kritik noktasina

yeterince yakm iken, her >0 i¢in (x(s),y(t)) de (x.,y.) a yakn kaliyorsa, bu



durumda (x.,y.) kritikk noktasma kararhdir denir. X (r)=(x(¢),y(t)) vektor

gosteriminde, X, =(x),¥,) ve X« =(x.,y.) arasndaki uzakhk

(- ) + (3o -»-)

| Xy — X.

dir. Boylece, her € >0 ve her bir ¢ > 0 igin,

| Xy — X

<& oldugunda |X(1)-X.

<e (2.14)

olacak sekilde bir 6 >0 var ise, X, kararhdir. (x*, y*) kritik noktas1 kararli degilse, bu

denklem sistemi kararsiz olarak adlandirilir.

Tamm 2.2. Eger (x*, y*) kritik noktas1 kararli ise ve bu noktaya yeterince yakin olarak
baglayan her yoriinge ¢— oo iken yine bir noktaya yakimsiyor ise (x.,y.) kritik

noktasina asimptotik kararlidir denir, yani

| X - X.

<0 oldugunda lim X(¢)= X. (2.15)

[—0

saglanacak sekilde &>0 mevcuttur. Burada X;=(x;,)0), Xe=(x, ) ve

X(1)=(x(@),y(1)), X(0)=X, dzelliginde bir ¢oziimdiir.

Teorem 2.1. iki boyutlu (2.10) lineer sisteminin (ad —bc #0) A katsayr matrisinin

6zdegerleri 4, ve A, olsun. Bu durumda (0,0) kritik noktasi;

1) Eger A, ve A, nin reel kisimlarmin her ikisi negatif ise, asimptotik kararli,
1) Eger A, ve A, nin reel kistmlarmin her ikisi sifir (yani 4,, 4, =Fpfi) ise,
kararli fakat asimptotik kararli degil,

111) Eger A, ve A, bir pozitif reel kisma sahip ise, kararsiz

dir. [24]
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(2.10) 1iki boyutlu lineer sistemlerin faz sekillerinin (2.13) ifadesi ile verilen

0zdegerlerin durumuna gore asagidaki gibi siniflandirilabilir.
a) Reel Farkh Ozdegerler

Ay, A, Ozdegerleri reel, farkli ve ayni isaretli ise, xy diizleminin (0,0) kritik noktasma
diizensiz diigiim ( improper node ) denir. Sistem Teorem 2.1 e gére 4, >4, >0 iken

kararsiz, 4, <4, <0 iken asimptotik kararlidir. Bu durumda faz sekilleri Sekil 2.1 deki

4 /
f& L
/

gibi olur.

i
b\

(a) Kararsiz (4, > 4, >0) (b) Kararli (4, <4, <0)

Sekil 2.1 Diigiimleri olusturan ayni isaretli, reel, farkli 6zdegerler.

Ornek 2.1.

x=-3x+y

. (2.16)
y=x-=3y

lineer sisteminin genel ¢ozlimiinii bularak faz seklini ¢izelim.

(2.16) sisteminde det(A4—2A7)=0 esitliginde 4 =—-2, A, =—4 seklinde negatif isaretli,
reel, farkli 6zdegerler elde edilir. Sistemin kritik noktast (0,0) noktasidir ve asimptotik

kararli bir diiglime sahiptir. Sistemin faz seklini bulmak i¢in (A -l )u =0 esitliginden

1
ozvektorler 4, i¢in u; = L} ve A, i¢in u, :{ J elde edilir. Burada genel ¢oziim



11

1 1
xX=q L} e+ Cy { J e

seklindedir. ¢; ve ¢, nin durumlarma gore asagidaki sonuglar bulunabilir.

q>0vec,=01inx=y
q=0vec,>0i¢cin x=-y
q<0vec,=01mnx=y
q=0vec,<0igin x=-y

t > o iken x(¢) ve y(¢) ¢coziim egrileri orijine yaklasmaktadir. Boylece (2.16) sistemi

asimptotik kararl olup ¢oziimiin faz sekli asagidaki gibidir.

e

Sekil 2.2 (2.16) nin faz sekli.

Eger 4 ve A, ozdegerleri reel, farkli ve zit isaretli ise (0,0) kritik noktasma eyer
noktasi (saddle point). Bu takdirde Teorem 2.1 e gore lineer sistem kararsizdir. 4; ve
A, zit isaretliler ise Sekil 2.3 deki faz sekli meydana gelir. Sekilde oldugu gibi, orijin
hari¢ koordinat eksenleri ayirag adi1 verilen 6zel trajektorlerin birlesimlerinden meydana
gelir. Bunlar sadece 1sinsal ( diiz ) dogrular olan trajektdrlerdir. Ozdeger negatif ise

orijine dogru yonelen, pozitif ise orijinden uzaklasan ayiraglar1 gosterirler. Geri kalan

trajektorler, asimptot olarak ayiraglara yaklagir.



<

N

PN

Sekil 2.3 Zit isaretli reel 6zdegerler.
b) Esit Ozdegerler

Ay ve A, dzdegerleri reel ve esit ise bu durumda (0,0) kritik noktasi ya kararh ya da
kararsiz diiglim ( node ) noktasidir. Kritik nokta; Teorem 2.1 e gore 4, =4, >0 i¢in

kararsiz, 4, =, <0 i¢in kararhdur.

(2.10) lineer sisteminin 4 katsayr matrisi diagonal ise A, =1, =4, #0 olmak iizere
sistemin kritik noktas1 ( A, <0 iken kararli, A, >0 iken kararsiz ) yildiz (star) adi

verilen 6zel bir noktaya karsilik gelir. Boylece trajektorlerin hepsi 1sinsal dogrulardan

meydana gelir (Sekil 2.4).

Eger A diagonal degil ise, orijine diizensiz diigim adi1 verilir (4, <0 iken kararly,

Ao > 0 iken kararsiz ).

1
Y

Y
J 3

(a) Kararsiz (b) Kararli

Sekil 2.4 A diagonal iken yildiz diigiimleri olusturan esit 6zdegerler.
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¢) Kompleks Ozdegerler

Ay ve A, Ozdegerlerinin reel kisimlari sifirdan farkli, eslenik ve kompleks ise (0,0)
kritik noktasina odak ( focus ) denir. 4, = Fif8 olmak lizere reel kisimlar negatif ise

sistem Teorem 2.1 e gore asimptotik kararli, pozitif ise kararsizdir. Bu durumda faz
sekilleri kararli veya kararsiz spirallerden olusur. @ =0 oldugu zaman orijine bir
merkez (center) denir. Burada sistem kararli olup faz sekli ayn1 merkezli ¢gemberlerin
sirekli bir dizisinden olusur. Sistemlerin bu iki tiirii kutupsal koordinat diizlemine

tagmarak ¢oziilebilir. Ornek faz sekilleri Sekil 2.5 gibidir.

e 1hh""--:-‘""'
(a) Kararsiz odak (o >0) (b) Merkez (a=0) (c¢) Kararli odak (o <0)

Sekil 2.5 Kompleks 6zdegerlere ait faz sekilleri.

Ornek 2.2.

X=—x+y

. (2.17)
y=-x-y

det(4—AI)=0 esitliginden 4, =—1+i, 1, =—1-i eslenik kompleks 6z degerleri elde
edilir ve bu degerlerin reel kisimlar1 negatif oldugundan (2.17) sistemi (0,0) kritik

noktasinda kararli bir odaga sahiptir. x=rcos@, y=rsinf kutupsal koordinatlar

kullanilarak (2.17) sistemi
F=—r, =1

sekline doniisiir. ¢; ve ¢, reel sabitler olmak tlizere bu denklemlerin ¢6ziimiinden
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rt)y=ce™, 0(t)=—t+c,

elde edilir. ¢, =cje™ olmak sartiyla r=cye’ spiral denklemi bulunur ve sistem (0,0)

noktasinda odak noktasina sahiptir. Sistemin faz sekli Sekil 2.6 da goriiliir.

*-_-..-""'"

Sekil 2.6 (2.17) sisteminin faz sekli.



3. BOLUM
IKIiNCi MERTEBEDEN YARI-LINEER DIiFERENSIYEL DENKLEMLERIN

SALINIM VE SALINIMSIZLIGI

Ikinci mertebeden yari-lineer

(8,(0)) +a()g, (%) +b(t)p, (x) =0 (H)
seklindeki diferensiyel denklemi ve bu denklemin igerdigi degisken katsayil
X+ a(t)x +b(t)x=0 (L)
lineer diferensiyel denklemini ele alalim.

Burada (H) diferensiyel denkleminin tiim c¢oziimleri (L) diferensiyel denkleminin
cozlimlerinde oldugu gibi siirekli ve verilen baslangi¢ sartlar1 i¢in tektir. Biz (H)
denklemine denk olan bir sistem i¢in faz diizlem analizi kullanacagiz. Bu amagla ikinci

boliimde belirttigimiz gibi y = ¢p(5c) yeni bir degisken olarak alalim. Bu durumda (H)

denklemini
x=¢.(y) y=-a)y=b1)$,(x) 3.1
sistemi seklinde yazabiliriz. Buradan

¥=¢.(»), y=-ay-f¢,(x) (3.2)

planar sistemi ele alinir, burada a ve S reel sayilardir.
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(a,p) dizleminin ilk ¢eyregini iki bolgeye ayralim. Buna gore

D, :{(a,ﬂ) ca>0 ve O§ﬂ§((x/p)p}

\

seklinde alalim.

(3.1) sisteminin pozitif yoriingeleri ve ayni noktadan baslayan (3.2) sisteminin pozitif

yoriingeleri karsilastirildiginda, asagidaki sonuclar1 verebiliriz.

Teorem 3.1. §, D, de smirli, kapali ve konveks bir climle ve yeterince biiyik 7 ler
igin ¢>T olmak lizere (a(),b(t))e S olsun. (H) denkleminin asikar olmayan tiim

¢cOzlimleri salinimsizdir.[25]

Teorem 3.2. S, D, de smirli ve kapali bir ciimle ve yeterince biyik 7 ler igin #>T

olmak iizere (a(r),b(t))e S olsun. (H) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri

salinimlidir.[25]

Uyan 3.1. Eger S, eksenini igeriyorsa, b(¢) 6zdes olarak sifira esittir. Bu durumda
Teorem 3.1 in dogru oldugu agiktir. Boylece Teorem 3.1 den kabul edelim ki §', D, de
herhangi bir cimledir. Kabulden ve ¢>T7 i¢in (a(t),b(t))eS c D, olmasindan,

SUp;s a(t) > 0oldugu goriliir.

Uyan 3.2. Teorem 3.1 de S nin konveksligi kabulii esastir. Eger bu kabul atilirsa, (H)
denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimlerinde salmimlilik meydana gelebilir. (Bkz.

Ornek 4.3)

Belirtelim ki Teorem 3.1 ve 3.2 tiim durumlar1 kapsamaz. Ornegin; bir (a(z‘),b(t))

parametrik egrisi herhangi bir noktaya yakmsadiginda ve S :(a/ p)p egrisi 1ile
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cakistiginda veya D, ve D, arasindaki sinirda, her iki teoremde kullanilamaz. Siradaki

sonu¢ bu duruma uygulanabilir.

Teorem 3.3. D>, D, nin kapanis1 olmak tlizere §, D> de smirl bir ciimle ve a(t)

periyodik, sabit olmayan ve yeterince biiyik 7 ler i¢in ¢>7 olmak tizere

(a(t),b(t))eS olsun. Bu durumda (H) denkleminin agikar olmayan tiim ¢oziimleri

salinimlidir.[25]

Yukarida s6z edildigi gibi, (a(z‘),b(t)) nin geometrik sekillerini géz dniine aldigimizda,

Teorem 3.1-3.3 6nceki sonuglardan farklidir. Teoremlerimizdeki sartlar, niimerik analiz
ile kontrolii kolay olmanin avantajma sahiptir. Bir bilgisayar program hesaplamasi ile,
(H) denkleminin yaklasik olarak ¢dziimlerini bulabilmemize ragmen, (H) denkleminin
tiim ¢oziimlerinin salmimli olup olmadigina karar vermek her zaman miimkiin degildir.

Ornegin,
)'c'+(2+sint))'c+%(2+sint)2x=O (3.3)

lineer denklemini goz Oniine alalim. Bu durumda ¢oziimlerin yapis1 azalir ve hizli bir
sekilde ortadan kaybolur. Boylece, sadece sekilden herhangi bir ¢oziimiin sonsuz sayida
sifirlara sahip olup olmadigma karar veremeyiz. Bununla birlikte Teorem 3.3 den
kolaylikla gorebiliriz ki (3.3) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri salmimlidir.

(Daha fazla detay icin, Bkz. Ornek 4.3)

[lerleyen sayfalarda, Teorem 3.1 in ispatini verecegiz ve D, deki S konveks ciimlesi ile

B=(a/p)’ egrisinin ortak tanjantmi inceleyecegiz. Ortak tanjantm, S =(a/p)”

egrisinin altinda ve S konveks climlesinin iistiinde yer aldigim1 gosterdik. Bu bdliim
icerisinde Teorem 3.2 ve 3.3 ii ispatlayacagiz. (3.1) in pozitif yoriingelerinin hareketini
dikkatli bir sekilde gozden gecirmek icin, (3.1) sistemini, genellestirilmis kutup
koordinatlarin1 kullanarak belli bir sisteme doniistiirecegiz. Yani sistemler arasinda
gecis yapacagiz. Bolim 4 te, (L) denklemi i¢in salinimlilik problemi iizerine

yogunlasacagiz. Teorem 3.1-3.3 te a(¢) ve b(¢) katsayilarini non-negatif fonksiyonlar
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olarak kisitlayacagiz. Ayrica (L) denklemi i¢in bdyle bir kisitlamanin gerekli olmadigini
gosterecegiz. Ayni1 zamanda Liouville doniisiimiiniin, sonug¢larimizin etkili oranda
gelistirilmesine yardimci oldugunu gosterecegiz. Sonuglarimizi agiklamak i¢in Boliim 4

de bazi 6rnekler ele alacagiz.

Pozitif sabit katsayili (3.2) sistemine denk olan
(¢,(0)) +ag, )+ B, (x)=0 (3.4)

yar1 lineer diferensiyel denklemini goz Oniine alalim. x(¢) = e gerekli tiirevler alinarak

(3.4) denkleminde yerine yazilirsa
(p—D¢, (M)A -ag,(A)+p=0 3.5)

denklemi elde edilir. (, ) € D ise, (3.5) denklemi 0<A <a/p<A, (A4, =0 ancak
ve ancak S =0) olacak sekilde A, ve A, gibi iki reel koke sahiptir. Bunun
dogrulugunu basit bir hesaplamayla gosterebiliriz. Belirtelim ki 4, ve A, kokleri a ve
B Xkatsayillarma baghdir. Sinirli, kapali ve konveks bir §'c D, ciimlesi lizerinde
4 (oc, ,B) kokiiniin maksimum degerini alalim, yani

= e ()

olarak tanimlayalim. Uyar1 3.1 de bahsettigimiz gibi sadece § nin «a eksenini
icermedigi durumu gbéz Oniine alalim. Boylece u degeri pozitiftir ve buradan da

asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Lemma 3.1. §, D, de smirli, kapali ve konveks bir ciimle olsun. Kabul edelim ki

(a, )€ S dir. Budurumda B <au? —(p-1u? dir.

Ispat. S ciimlesi kapali ve smirli oldugundan (o, B3)€S ve A(ay,B)=p olacak

sekilde o ve B, cifti bulabiliriz. o, ve B, sayilar1 pu<a, ve
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B =au’ —(p-Du” (3.6)
saglar. Tersine kabul edelim ki,
au’ = (p-Du’ < B, (3.7)

olacak sekilde (c,,f,) €S mevcut olsun. (a,,f,) € D, oldugundan, A (a,,f,) koki

pozitiftir. Kolaylk olmast i¢in pg=A(a,,B,) olarak alalim. (3.5) den

B, = azﬁp_l —(p-Du? elde edilir. Boylece, (3.7) den

(W’ =" Nay <(p-D(u” - 1)

olur. ¢ niin tanimindan u <y oldugunu goriiriiz. Burada Cauchy ortalama deger

teoremini kullanarak

p_zp
u-p
o <(p-D—g——7<pru
Ty
elde ederiz. Ayrica
B -p
I:p="1"Z(a-a)+p
a —a,

dogru denklemini goz 6niine alalm. (o, B,) €S, (,,B,)€S ve § ciimlesi konveks

oldugundan, / dogru pargast S nin i¢inde kalr. f=(B8,-p,)/(o,—a,) olsun. Bu

durumda (3.6) ve (3.7) taraf tarafa ¢ikarilirsa 0< 1< u” ' olur. Gergekten yukarida

gosterildigi gibi 0 <a, < pu < dir. Boylece, (3.6) dan ve pu <« oldugundan
Bz puu”™ =(p-Du”

B,z pu” —(p-Du’ =p”
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elde ederiz. Diger taraftan (,,f,) € D, oldugundan, B, <(a,/p)’ <(pu/p)’ =u"’

oldugunu goriiriiz. Bundan bagka (3.6) ve (3.7) yi tekrar kullanarak
=By <au” —(p=Dp’ —apu” +(p =D = (@ —ay)u”
elde ederiz.

x>0 igin  f(x)=(x/p)! - fix—(u’" = Do, +(p-Du” fonksiyonu tammlansm.

Boylece

d [ x - -
Ef(x)_[;] —H

ve f(pu)=pu’ - piu—(u”" - i), elde ederiz. Burada o, > pu ise, bu durumda

~ g .
f(pwy < pu’ —pip—(u”" = ppp=0

olur. Eger o, = pu ise, f(pu)=0 ve

9| =u a0
dx x=pu

olur. Diger durumda f(a;) <0 olacak sekilde o, <a, < pu i¢in o, degeri vardir. Bu,

[ dogru pargasmin 3 =(a/p)” egrisini kesmesi demektir. Bu da / nin S< D, de

icerilmesi durumuyla ¢elisir.
Lemma 3.1, Teorem 3.1 in ispatinda 6nemli bir rol oynar.

Teorem 3.1. in Ispati. Tersini kabul edelim, yani x(#) (H) denkleminin salmimli bir

¢0zimi olsun. Lemma 3.1 denve £ >T i¢in (a(z),b(¢)) €S kabuliinden

b(t) < 1" a(t) - (p—u” (3.8)
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t>T i¢in oldugunu goriiriiz, burada u Lemma 3.1 de verilen degerdir.

ay=supa(t) ve Py=oauu’" —(p-Hu’

(=T

olarak tammlayalim. Uyar1 3.1 de belirtildigi gibi ¢, >0 dir. a(f) =a, (¢, o olabilir)
olacak sekilde bir 7 >T segebiliriz. S kapalt oldufundan goriiriiz ki (,b(t))) € S

dir. Boylece (3.8) den
0<b(t) S oo’ —(p—Du’ = B,

x>0 igin g(x)=(p-Dx” —ax" " +(a, /p)” olsun. Bu durumda

%g(x) = (p-Dx"2(px—ay) ve gla,/p)=0

elde ederiz. Burada x>0 i¢cin g(x)=0 sonucuna variriz. u bir pozitif say1 oldugundan

(a,/p)’ =By =g(1)20 olur.
Simdi

$=6,.0), =By, () (3.9)
planar sistemini géz Oniine alalim. Yukarida da gosterildigi gibi («,,,) noktast D,
icindedir. (p—Du” —oyu” et B, =0 oldugunu dikkate alirsak (3.9) sisteminin bir

(—e*".¢,(ue™")) gbziimiine sahip oldugunu goriiriiz. Coziim egrisi x<0 igin

y=—0¢ ), ( ux) seklinde verilsin. Buradan, ¢oziim ikinci ¢eyrektedir.

)= 1 =B+ (p=D) > L

0 o

oldugundan bolgeyi
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R= {(x,y):x< 0 ve —ﬂ0¢p(x)/a0 <y< —¢p(,ux)}

olarak tanimlayabiliriz.

(3.1) sitemine esit olan (H) denklemini tekrar hatirlayalim. (3.1) in vektor alanindan
yola ¢ikarsak x(¢#) ¢Oziimiine karsilik gelen (3.1) in yoriingeleri saat yoniinde orijin
etrafinda sonsuz kez rota cizer. Buradan (3.1) in yoriingesi =7 27 i¢in aldigimiz bir

P € R noktasindan geger. P =(x;,y,) olsun. Bu durumda
X <0<y <=¢,(ux)=—u""'¢,(x) (3.10)

dur. t=7 da bir P noktasindan baslayan (3.1) in pozitif yoriingesi I'"(P) ile

gosterelim.

I'"(P) ile karsilastrmak igin P noktasinda baslayan (3.9) un y'(P) pozitif
yoriingesini géz Oniine alalim. (3.9) sistemi otonom oldugundan ve baslangic deger
probleminin ¢dziimiiniin tekliginden y*(P) , y =—¢,(ux) ¢ozim egrisinden gegmez.
R de (3.9) un vektor alanin1 goz Sniine alirsak goriiriiz ki ¥ (P) x — 0~ iken orijine
yaklasir. Diger taraftan, I'"(P) R bolgesini ayirir, bu durumda pozitif y ekseniyle
karsilagir, ¢iinkii T'"(P) orijinde saat yonii etrafinda doner. I'"(P) ve y (P) nin

hareketlerinden, P noktasinda y*(P) nin egiminin ayn1 noktada I'"*(P) nin egiminden

daha biiylik olmadigini tahmin edebiliriz, yani;

o+ B, () < a(r)y, +b(7)¢,(x))

3.11
¢,+(3) (1) G1D

(Gerekirse, R bolgesinde ki baska bir P noktasi ile degistirebiliriz). (3.8) den
By—b(@) = o’ —(p—Nu” ~b(z)

> u”a(r)~(p-Du” —b(z) 20



23

elde ederiz. Boylece, a(r)y, +b(r),(x,) ifadesine Byp,(x) ve gy, terimleri bir

eklenir bir ¢ikarilirsa,
a(t)y +b()$,(x))
=0y t ﬂo¢p (xl )= (ao - a(T))yl - (ﬂo - b(T))¢p (xl)

elde ederiz ve bu esitlikte (3.10) kullanilirsa,

a(?)y; +b(0)p, (x)) > gy + By, (%) = (g —a(D)) y; + (B —b(7)) il_l

u

-1
u?

b(r
— gy + B, () + {a(r)—(p - 20 }
elde ederiz. Tekrar (3.8) kullanilirsa, yani b(r) < u”'a(t)—(p—1)u” alinirsa,

a(r)y, + b(z—)¢p (x)Zagny + ﬂo¢p (x;)

p-1 (o p
+y1{a(f)—(p—1)u—” ““L,,ff’ L }=aoy1+ﬁo¢,,<xl>

bulunur. Bu (3.11) ile celisir. Bu durumda (H) denkleminin asikar olmayan tiim

¢Oziimleri salinimsizdir.

Ikinci geyrekteki (3.1) denklem sisteminin pozitif yoriingelerinin hareketini incelemek

icin, (3.1) sistemini

x=rcosf ve y=¢,(rsinb)

genel kutup koordinatlarina doniistiirelim, burada %< 0 <z dir. Bu durumda
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j=pSmOCSOl 1y atang)-—20
p-1 |tan9|p
(3.12)

)
g__sin 0 pol- a(t) N b(t)
p—l |tan9| |tan9|p

elde ederiz. Gergekten, agsagidaki elemanter islemleri yaparak (3.12) nin elde edildigini

goruruz.
¢,(z)= |Z|p_2 z oldugundan,

y=9, (rsin®)=(rsin 9)p_1

seklindedir ve tiirevi,
y= (p—l)(rsin@)lr2 (fsin@ +r9cos9)

seklinde bulunur. (3.1) siteminden,

7sin @+ r cos O = ( 1)(;:n9)p_2 [a(t)(sing)P‘l +b(t)(cose)P‘1J (3.13)
-

elde edilir. Ayrica, y =4, (rsin6) oldugundan, ¢, ters fonksiyonu isleme tabii

tutulursa,
¢ (v)=rsin
olur. (3.1) sisteminde X =¢, (») oldugundan =rsin@ dir. Diger taraftan,
X =rcos®—rOsin0
tlirevi ele alinirsa,

7cosO—rfsind =rsin (3.14)
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oldugu goriiliir. (3.13) ve (3.14) esitliklerinde, (3.13)sin @ ve (3.14)cos @ ile garpilip

taraf tarafa toplanir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

j=pSMOCOSO) 1y a(n)ftane]-—20
p-1 |tan9|p

buluruz. Benzer sekilde, (3.13)cos@ ve (3.14)(—sin@) ile carpilip taraf tarafa toplanir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

.2
g _sin 0 p1- a(t) N b(t)
p-1 |tan9| |tan9|p

buluruz. Dolayisiyla (3.12) yi elde etmis oluruz.
Bu doniistimii kullanarak asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Lemma 3.2. Teorem 3.2 de ki ayn1 kabuller altinda, eger (3.1) in bir pozitif yoriingesi

orijinde saat yonii etrafinda donmezse, y ekseni boyunca orijine yaklasir.

Ispat. ¢ >T icin (a(?),b(t))e S D, ve D,, B =(« /p)? egrisini igermediginden dolayi

P
b(t) > [@] to (3.15)
p

i saglayan bir o > 0 sayis1 bulabiliriz. Elbette a(¢) ve b(¢) nin her ikisi de sinirhidir.

Kabul edelim ki, (3.1) sistemi belli bir yerden sonra ikinci ¢eyrekte kalan bir pozitif

yoriingeye sahip olsun. (r(¢),0(r)) (3.1) in yoringesine karsihik gelen (3.12) nin
¢Oziimii olsun. Bu durumda, ¢ 2>¢ i¢in %< 0(t) < r olacak sekilde bir # 27 vardur.
(3.12) ve (3.15) ten ¢ 2 ¢, i¢in

_sin® () e b

b -
== 17" anoq) [tan 0(0)]”
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<_M p—1- a(t) +( at) ]p+ -
-1 [tan ()] | pltan6®)])  |tan0(1)|"

olur. x>0 i¢in A(x)=(x/p)” —x+ p—1 olarak tamimlayalim. Bu durumda
p-1
) {1] ~1 ve h(p)=0
dx p

elde ederiz. Buradan goriiriiz ki x >0 i¢in A(x) > 0dir. Bu nedenle ¢ > ¢, i¢in

o sin” 0(¢) _ o|cosO(1)|”
(p-Dlano@)|”  (p-Dsin”?0()

0(t) < — <0 (3.16)

sonucuna ulasiriz, yani ¢ > ¢, i¢in 6(¢) azalandwr. 2>t igin %< 0(t) < © oldugundan

t > iken Q(t)\.éo olacak sekilde % <0,<n araliginda bir 6, vardir. (3.16)

esitsizligi #, den ¢ ye integre edilirse,

J-COSB(t) (1 —uz)(p_3)/2

o
cosO(1)) |P du > p_l(t_tl)

lu

elde ederiz. t—>o iken bu ifade oo a gider. Buradan goriiriiz ki #—> oo iken
cos@(t) /0 dir. Boylece 9():% dir. (3.12) den ve 6(t), t—>oo iken % ye

yakinsamasindan, yeterince biiyiik ¢ ler i¢in,

sin@(¢)cos O(¢) p—1+a(t) |tan 9(t)| b

(t)=r(t A P
r(t)=r(t) -1 |tan9(t)|p_2

oldugu goriiliir. (3.1) sisteminin yapisindan pozitif yoriinge orijin hari¢ herhangi bir i¢
noktaya yakinsamaz. Buradan (3.1) in pozitif yOriingesi, pozitif yekseni boyunca

orijine yakinsar. Ayni durum dordiincii ¢eyrek icin de meydana gelir.
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(3.2) sistemini (3.1) in 6zel durumu ile tekrar ele alalim. Birinci bolimde bahsedildigi
gibi eger (a,B) e D, ise, (3.2) nin orijini bir center veya bir focustur, diger bir deyisle
(3.2) nin tiim pozitif yoriingeleri orijin etrafinda saat yoniinde rota ¢izer. Bu nedenle ve

Lemma 3.2 den Teorem 3.2 yi ispat edebiliriz.

Teorem 3.2 nin ispati. Ispat icin tersini kabul edelim. Yani (H) denklemi salmimsiz
bir ¢6ziime sahip olsun. Bu durumda belli bir yerden sonra ¢oziim ya pozitiftir ya da
negatiftir. Sadece burada negatif durumu goz oniine alacagiz, diger durum da ayni yolla
goriilebilir. (H) denkleminin negatif ¢oziimii belli bir yerden sonra ikinci ¢ceyrekte kalan
(3.1) in bir pozitif yoriingesine tekabiil eder. Boylece Lemma 3.2 den, (3.1) in pozitif

yoriingesinin pozitif y ekseni boyunca orijine yaklastigi sonucunu ¢ikaririz. Burada,

a,=supa(t) ve B,=(oy/p)’ +o
12T

olarak tanimlayalim. Bu durumda (¢, 3,) € D, dir. Burada ki [, degerinin Teorem 3.1

in ispatinda verilen [, degerinden farkli olduguna dikkat edelim. P(x,,y,), (3.1) in
pozitif yoriingelerinde herhangi bir nokta olsun. (3.1) in bu pozitif yoriingesini I"" (P)
olarak ele alalm. 7 , P noktasi boyunca I'" (P) den ge¢me sayisi olsun ve I'" (P) ye

karsilik gelen (x(t), y(t)) ve (r(z‘),@(z‘)) sirastyla (3.1) in ve (3.12) nin ¢éziimleri olsun.
Bundan dolay:, I""(P) ikinci geyrek boyunca hareket ettiginden ve pozitif y ekseni
boyunca orijine yaklastigindan, ¢ — ooiken Q(I)\% oldugunu ve bu ylizden de

t > woiken

) s (r(t)sin@(t)

¢, (x(2)) 7 (@) cos 9(;)] =¢,(tan0(¢)) > —0

oldugunu goriirtiz. Boylece genelligi bozmaksizin 727 ve

0<—(%) _ 8,(x) <, (3.17)
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oldugunu kabul edebiliriz.
x=¢.(y), y=-0yy—Bp,(x) (3.18)

sistemini gdz Oniine alalim. (¢, B,) € D, oldugundan, (3.18) in tiim pozitif yoriingeleri
saat yoniinde orijin etrafinda hareket eder. P noktasindan baslayan (3.18) in pozitif
yoriingesini ¥ (P)ile gosterelim. I (P) orijinde saat yonii etrafinda dondiigiinden, P

noktasinda y " (P)nin egimi ayn1 noktada I'"" (P) nin egiminden daha kiigiik degildir.
Fakat bu imkansizdir. Gergekten (3.15) den

a(r)y, +b(7)¢, (%)

=0t ﬂ0¢p (x)—(ag—a(@)y, — (B, — b(T))¢p (%)
<atyy, + o, () (at —a(0))y, —{[ﬂ] —(@] }qb,,(x])
p p

oldugunu goriiriiz. Eger a(r) = q, ise,

a(t)y, +b(7)9,(x) <ayy, + Bd,(x)
elde ederiz, aksi taktirde Cauchy’nin ortalama deger teoremi ve (3.17) den

a(r)y, +b(7)¢p (x) <epy, + ﬂo(bp (%) —(a, —a(r))y,

—(ay —a(7)) (%] ¢p (x)=aw + ﬂ0¢p (x,)

~(@t, (1)) {y, + (“;] 4, (x»} <agy+ B, (x)

elde ederiz. Buradan,
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o+ B, () - a(r)y, +b(7)¢,(x))
¢,+(3) ¢,+(3)

celiskisine sahip oluruz. Boylece (H) denkleminin asikar olmayan tim c¢oziimleri

salmimlidir.

Lemma 3.2 nin ispatinda gordiiglimiiz gibi, burada onemli olan Teorem 3.2 nin

ispatinda ¢ > 7 i¢in,

b(t) > (i’)]p to
p

ifadesini saglayan bir pozitif o sayisi bulmaktir. Bu (a(?),b(f)) €S < D, kabulii ile

birlikte, eger (a(t),b(t)) D, nin smri olan B =(a/p)” egrisinde kaliyorsa, bu
durumda boyle bir pozitif o sayisi segmemize gerek yoktur. Bu sebepten (a(t),b(t))

nin B =(a/p)” smirinda karsilastigi durumda, bazi ilave kabuller yapmak zorundayiz.

Buna gore, Teorem 3.3 de a(¢) nin periyodik oldugunu kabul edelim.

Teorem 3.3 iin Ispati. Tersini kabul edelim, yani (H) denkleminin salmimsiz bir
¢Oziimii mevcut olsun. Bu durumda (H) denklemi belli bir yerden sonra negatif olan bir
¢Ozlime sahiptir. (H) denkleminin negatif ¢oziimii, belli bir yerden sonra ikinci ¢eyrek

icinde kalan (3.1) in pozitif yoriingesine karsilik gelir.(r(t),@(t)), (3.1) i pozitif
yoriingesine karsilik gelen (3.12) nin ¢dziimii olsun. ¢>7 icin, (a(t),b(t))eBz

kabuliinden, 7 > 7" i¢in
P
bit) 2 (i’)]
p

oldugunu goriiriiz. Boylece Lemma 3.2 nin ispatinda oldugu gibi %< 0(t) < olacak

sekilde 7 = T segebiliriz ve ¢ > Tjigin,
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9(t):_sin29(t) e b
p-1 [tan O(1)]  |tan ()|

é_sin29(t) po0 [ aw g
p-1 |tan 9(t)| p |tan 9(t)|

dir. x>0 i¢in A(x) =(x/p)” —x+ p—1 olsun. Buradan

: sin® 0(7) ., a(t)
0(r) < — o h(|tan9(t)| (3.19)

elde ederiz. A(p)=0 ve x# p i¢in ve h(x)>0 oldugunu biliyoruz. Béylece 7 >7) i¢in

6(¢) nin artmayan oldugu ve ¢ — oo iken

0(t) 0, (3.20)

oldugu sonucu ¢ikaririz. Burada 6,, %< 0, < yisaglayan bir sayidir.

Kabul edelim ki 6, :% olsun. Bu durumda (3.20) den, sinf(¢) >1 ve t - oo iken

|tan 9(t)| — 0 oldugunu goriiriiz. a(?) smirli oldugundan 7 > 7, i¢in

sin@(t)gl ve a(t) <
2 |tan9(t)|

saglanacak sekilde 7, > 7, vardir. Cinkii p>1, 7> 7, icin,

a(t)
h(|tan9(t)| ] 2h()>0

bu esitsizlik ortaya ¢ikar. Bu nedenle, (3.19) dan 7 > T, i¢in
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- )
0(t) s ———
D=3

elde ederiz. Boylece ¢ — oo iken (3.20) ye bir ¢eligki olan, 8(¢) —6(7,) — —oo sonucunu

cikaririz. Buradan da 6, >% oldugunu goriiriiz.

a(t) non-negatif, pozitif periyotlu periyodik bir fonksiyon oldugundan a(¢) nin

maksimum ve minimumu mevcuttur. Buna gore,

[= 3121? at) ve m= }rzl%‘a(t)

olsun. Bu durumda 0 <m </ dir. O halde,

l+2m<|tan(90+g)|<1
2l+m ‘ tan 6,

(3.21)

olan yeterince kiigiik bir &>O0bulabiliriz. (3.20) den >T7; i¢in 6, <0(1)<6,+¢

olacak sekilde bir 73 > 7 segebiliriz. Buradan da, # > T3 i¢in
sin(0, + &) <sinQ(r)<sinf, ve |tan(6, +¢)|<|tanO(r)|<|tanb|  (3.22)
elde ederiz.

a(t,)=a(s,)=Q2I+m)/3 ve t, <t <s, i¢in,

n+l 2

{t,}ve {s,}: Ty <t,<s, <t

2l+m
3

a(t) > (3.23)

ile birlikte sonsuza giden iki dizi olsun. Benzer sekilde, 7, <f<o, olmak iizere,
sonsuza giden {r,} ve {o,} gibi iki dizi segebiliriz oyle ki, a(r,)=a(o,)=(I+2m)/3
icin

ve I;<7,<0,<T

n+l
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[+2m
3

a(t) < (3.24)

olsun. 7, =[z,,s,] ve J,=[r,,0,]olsun. a(s)periyodik oldugundan I, ve J, in
uzunluklar1 » den bagimsizdwr. d, =s,—¢, ve d,=0,—17, olsun. (3.22)-(3.24) ten,
tel, igin

a(t) _ 2+m
|tan O(7)| ~ 3tan 6|

(3.25)

ve teJ, igin

a(t) < [+2m
|tan O(1)| ~ 3|tan(6, + ¢)|

(3.26)

elde ederiz. (3.21) den

[+2m - 2l+m
3|tan(90 +8)| 3|tan 90|

oldugunu gbriiriiz. Burada, ne (2/+m)/(3|tan§,|) nede (I+2m)/(3|tan(6,+¢))) p ye

esit degildir.

Durum (i): (2/+m)/(3|tan6,|) > p. (3.25) ten ve h(x) in 8zelliginden ¢ € I, igin

) a(t) > 20+ m 50
tanO(¢)| )~ | 3|tan(6,)|

sonucuna variriz. Buradan (3.19) ve (3.22) birlikte ele alinirsa, ¢ € /, i¢in

[IA

é(t)é_sin2(90+6) h( a(t) ]

_sin2(90 +2) [ 2l+m
p-1 |tan 6(7)|

p—1 3‘tan90‘

elde ederiz. Bu esitsizligi 7, den ¢ = s, ne integre ederek, n — coiken —o0 a giden
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) n
9(t)—9(T3)§—Sln (90+g)h 2l+m z dr
p—1 3|tan90| =k

)
0,
_sin ( 0+6)h 2l +m dn
p—1 3‘tan90‘

elde ederiz. Bu (3.20) ile ¢elisir.

Durum (ii): (/+2m)/(3|tan(6, +¢)|) < p. (3.26) ve h(x) in dzelliginden ¢ € J, igin

h a(t) >h [+2m -0
|tan 6(7)| 3|tan(6, +¢)|
oldugunu goriiriiz. Bu nedenle tekrar (3.19) ve (3.22) den f e J, i¢in

01 <-

sin2(90 +¢€) I [+2m
p—1 3|tan(6, + )|

elde ederiz. Bu esitsizligi 7, den ¢ > o, ye integre edersek, n — coiken —o0 ’a giden

) n
9(t)—9(T3)§—Sln (90+g)h [+2m ZJ- dr
p-1 3|tan(6, +¢)| )=

_sin2(90+g)h [+2m ;
p—1 3|tan(6, +¢)| |

elde ederiz. Bu (3.20) ile ¢elisir.

Her iki durumda da bir ¢eliski elde ederiz. Boylece (H) denkleminin asikar olmayan tiim

¢Oziimleri salinimlidir.



4. BOLUM
IKiIiNCi MERTEBEDEN LINEER DiFERENSIYEL DENKLEMLERIN

SALINIM VE SALINIMSIZLIGI

Bu boliimde
X+a)x+b(t)x=0 (L)

seklindeki lineer diferensiyel denklemler iizerinde duracagiz ve bunlarla ilgili birkag

ornek verecegiz, burada >0 i¢in a(z) siirekli tiirevlenebilir ve b(¢) de siirekli

fonksiyonlardir. Daha once verdigimiz Teorem 3.1-3.3 ten direkt olarak asagidaki

sonugclar1 ifade edebiliriz.

Sonug 4.1. §' ciimlesi,
R, :{(a,ﬂ) ca>=0ve O§ﬂ§a2/4}

bolgesinin sinirli, kapali ve konveks bir alt climlesi ve yeterince biiylik ¢ igin
(a(t),b(t))e S olsun. Bu durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim g¢6ziimleri

salimimsizdir.

Sonug¢ 4.2. §' cilimlesi,

R, ={(a.p) : a20ve p>a’/4)
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bolgesinin smurli ve kapali bir alt ciimlesi ve yeterince biyiik ¢ igin (a(r),b(r)) € S

olsun. Bu durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri salinimlidir.

Sonug¢ 4.3. S cilimlesi,
R> :{(a,ﬂ) a0 ve ﬂga2/4}

bdlgesinin sinirlt bir alt climlesi ve a(¢) periyodiktir ve sabit olmasin ayrica, yeterince
bityiik ¢ igin (a(¢),b(t))e S olsun. Bu durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim

¢Oziimleri salinimlidir.

(L) denklem,
y:xexp(%jéa(s)dsj (4.1)

konumu yapilarak,
V+c(t)y=0 (4.2)

standart formuna doniistiirtilebilir, burada c(t)=b(t)—a2(t)/4—c'z(t)/2 dir. Gergekten
(4.1) ve gerekli tirevleri hesap edilip (L) denkleminde yerine yazilirsa, (4.2)
denkleminin elde edilecegi kolaylikla goriiliir. (L) ve (4.2) denklemlerinin ayni sifirlara
sahip olduklar1 aciktir. Baska bir deyisle, (L) denkleminin asikar olmayan tiim
coziimleri salmimhidir, ancak ve ancak (4.2) denkleminin ¢6zlimleri salinimli ise.
Boylece (L) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oztimleri salinimli olmasi i¢in, gerek ve

yeter sart,
$+a(0)x+b)x=0 (4.3)

denkleminin ¢6ziimlerinin salmimli olmasidir. Burada a(¢) ve I;(t)

b(t) —%az(r) —%5 =b(?) —%az(l‘) —%d(t) (4.4)
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i saglar.
Burada belirtelim ki,

(1) t20 icin a(t) ve b(¢) her zaman pozitif degildir;
(i) 720 icin (5@),15(;)) € R, (veyaR,) olsa bile, £ 0 igin (a(r),h(r)) her

zaman R, (veyaR,) e ait degildir.

Bu demektir ki; Sonug 4.1-4.3 katsayilarinin isareti tanimli olmayan lineer diferensiyel
denklem i¢in bile faydalidir. Ayn1 zamanda, Sonu¢ 4.1-4.3 1 su sekilde yeniden

yazabiliriz:

Teorem 4.4. a(t) ve I;(t), (4.4) sartin1 saglayan fonksiyonlar olmak tizere, # >0 igin
a(t) siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon ve I;(t) stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul
edelim ki, yeterince biiyiik ¢ i¢in (d(t),lg(t)) € S c R, dir, burada S ve R, Sonug 4.1 de

verilen bolgelerdir. Bu durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri

salinimsizdir.[25]

Teorem 4.5. a(t) ve I;(t), (4.4) sartin1 saglayan fonksiyonlar olmak tizere, # >0 igin
a(t) siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon ve I;(t) stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul
edelim ki, yeterince biiyiik ¢ igin (d(t),lg(t)) € S c R, dir, burada § ve R, Sonug 4.2

de verilen bolgelerdir. Bu durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri

salinimhidir. [25]

Teorem 4.6. a(t) ve I;(t), (4.4) sartin1 saglayan fonksiyonlar olmak tizere, # >0 igin
a(t) siirekli tiirevlenebilen bir fonksiyon ve I;(t) stirekli bir fonksiyon olsun. Kabul
edelim ki a(t) periyodiktir ve sabit degildir ve ayrica yeterince biiyiikk ¢ igin
(5(f),5(f))€SC§z olsun, burada S ve R» Sonug¢ 4.3 de verilen bolgelerdir. Bu

durumda (L) denkleminin asikar olmayan tiim ¢oziimleri salinimlidir.

Ornegin,
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X+(—14+2cos2t)x=0 4.5)

denklemini goz Oniine alalim. Bu bir Mathieu denklemidir. Ek olarak belirtelim ki
X(t)+(a+bcos2t)x(r) =0 seklindeki denklemler Mathieu denklemi olarak adlandirilir.
(Emile Leonard Mathieu (1805-1890)) (4.5) denkleminde a(z) =0ve b(t) =—1+2cos2t
oldugundan her >0 i¢in pozitif degildirler. Boylece Sonu¢ 4.1, (4.5) denklemine

uygulanamaz. Bununla birlikte, asagida (4.5) denkleminin asikar olmayan tiim

coziimlerinin salinimsiz oldugunu gorecegiz. Simdi,

a(f)y=4-sin2t ve b() :3+cos2t—2sin2t+%sin22t (4.6)
olsun.
I
: /
4
2 1/
"'/ “/ k
0 P 4 6 8
Sekil 4.1 (4.6) denklemi ile verilen parametrik egri.
Bu durumda,

15(;)—%&2 (t)—%fz(t) =—1+2co0s 2t =b(t) —%az(t) —%d(r)
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oldugunu kontrol etmek kolaydir; yani (4.4) sartt saglanir. >0 i¢cin 3<a(f) <5 ve

I;(t) >0 oldugu agiktir. Ayni zamanda 7> 0 i¢in,
1., ~
Za (t)-b(t)=1-cos2t 20

oldugunu goriiriiz. a =a(t) ve p = I;(t) koyalim, buradan

B=3+\1-(4-a) —2(4—a)+%(4—a)2

elde ederiz.

3<a <5 igin,

fu(@)=3+1-(4-a)’ —2(4—0¢)+%(4—a)2

fa)=3-J1-(4-a) —2(4—a)+%(4—a)2

seklinde tanimlayalim ve

S={(a.p):3sas5ve f () B< fi(a)}
olsun. Bu durumda 7> 0 i¢in (d(t),lg(t)) € S ¢ R, dir. Basit bir hesaplamayla, 3<a <5
i¢in

2 2

d d
=2 —_— a)<0<
ve da2f+( ) do’

d
g @ J-(@)

a=4

elde ederiz. Boylece, S ciimlesinin R, de simnirli, kapali ve konveks oldugu sonucunu
cikaririz. Ayrica f :a2/4 ve B =f.(a) egrilerinin (a,f)=(4,4) de bir tek ortak

tegetleri oldugunu goriiriiz. Ortak teget f =2a —4 ile verilir (Bkz. Sekil 4.1). Boylece
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Teorem 4.4 den, (4.5) denkleminin asikar olmayan tiim ¢6ziimlerinin salinimsiz oldugu

goriiliir.
Bir baska ornek olarak,

X+(sint)x+(cost)x=0 4.7)
ve

X+(cost)x+(cost)x=0 (4.8)

denklemlerini goz Oniine alalim. (4.7) denkleminin asikar olmayan tiim ¢dziimlerinin
salinimsiz ve (4.8) denkleminin ¢oziimlerinin de salmimli olduklar1 biliniyor

[12,13,17]. Sonuglarimizi kullanarak bu gercegi kolaylikla gosterebiliriz.

(4.7) denkleminde, sirasi ile a(¢) ve b(¢)yi sint ve cost olarak alabiliriz.
a(t)y=2-sint ve I;(t) =1-sint

olsun. Boylece,

5(;)—% ~2(t)—%§(t) = —%sin2t+%cost =b(1) —%az(t) —%d(r)

oldugu agiktir. Bu durumda (4.4) sart1 saglanur. I;(t) =da(t)—1 oldugundan (&(t),lg(t))
parametrik egrisi (1,0) ve (3,2) noktalarmin birlestigi dogru pargasim belirtir. Bu

dogru pargast R, de smirli, kapali ve konvekstir. Boylece Teorem 4.4 ile (4.7)

denkleminin agikar olmayan tiim ¢éziimlerinin salinimsiz oldugunu goriiriiz. Burada,
2r
W= IO e San'dG

olsun.
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Liouville doniisiimiinii kullanarak ve y(s) = x(¢) yazarak, (4.8) denklemi,

d2

2
e +( > ] > cos 7! (5)y =0 (4.9)

27

sekline doniisiir, burada ¢ '(s), s =¢(¢) nin ters fonksiyonudur. Belirtelim ki, # — oo

iken s=@(f)—>o ve s—>ow iken t=@ '(s) > dur. Boylece (4.8) denkleminin

asikar olmayan tiim ¢6ziimleri salinimhdir, ancak ve ancak (4.9) denkleminin ¢oziimleri

salmiml ise.

2
a(s) = 2(9 _esin(p_l(s)) ve b(s)= 1(2] (e _etine () )2
T 4\
olsun. Bu durumda,

5(s)—%a~2(s>—%%éz(s> -2 e ) cosqo“(s)%co“(s)

2
w ineo ! _
| %Y eZsm(p (s) cosQ I(S)
2r

elde ederiz. Bundan dolayi1 (4.9) un asikar olmayan tiim ¢6ztimleri salinimhidir ancak ve

ancak,

d? d

Ey+az(s)$y+5(s)y=0 (4.10)

denkleminin ¢oziimleri salmimli ise. a(s) ve I;(s) fonksiyonlarmin, I;(s):d2 (s)/4 i

saglayan, non-negatif ve sinirli fonksiyonlar oldugu aciktir. Dolayisiyla #>0 igin

(&(t),g (t)) € R, dir. Ayrica, a(s) nin periyodik oldugunu gériiriiz. Gergekten ¢ >0 igin,

_27[ ! _sino 27 _sino
go(t)+27r—;{ J.Oe dO'+J.0 e dO'}
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2
N 2r

27 _sino 27 _sino
J. e d0'+J. e do =@(t+21)
w 0

elde ederiz. s =o(¢) oldugundan, s>0 igin ¢ '(s+27)=¢ '(s)+2x seklindedir. Bu

durumdan s >0 igin,
sing™ (s+27) =sin(p ' (s)+27) =sin @' (s)

sonucunu ¢ikaririz. Bu, sing ™' (s)nin, 27 periyotlu bir periyodik fonksiyon oldugu ve
dolayistyla a(s) nin periyodik oldugu anlamina gelir. Bdylece Teorem 4.6 dan, (4.10)

un tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugu ve bu nedenle de (4.9) ve (4.8) denklemlerinin

¢coziimlerinin salmimli oldugu goriiliir.

Bir bagka ornek olarak (4.2) denklemini bir kez daha goz Oniine alalim. ¢(z), ortalama
T
sifir degeri ( yani T periyodik olmak tizere Jo c(t)dt =0 ) ile periyodik ve c(t)#0

ise bu durumda (4.2) nin asikar olmayan tiim ¢oziimleri salinimlidir [26]. Teorem 4.6 y1

kullanarak, bu gercek kolayca goriiliir.
t
P@t)=| ,c(9)ds

olarak tanimlansin. c(¢) iizerindeki kabulden dolayi, ayni zamanda P(¢) integrali

periyodiktir ve sabit degildir.

L= rg)x P(7)
olsun ve
a(t)=2(L-P(0) ve b(t)=(L-P()) 4.11)

olmak tizere (4.3) denklemini goz Oniline alallm. Bu durumda a(s) ve I;(s)

fonksiyonlari,
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b0~ (0~ 0 =<0

yi saglar. Boylece (4.2) nin asikar olmayan tiim ¢oziimleri salinimlidir, ancak ve ancak,

(4.11) ile birlikte (4.3) {in ¢oziimleri saliniml ise. Bu takdirde, a(f) non-negatif pozitif

bir periyotla periyodik bir fonksiyondur ve I;(t) = dz(t)/ 4 tiir. Boylece Teorem 4.6 dan

asikar olmayan tiim ¢oziimlerin salinimli oldugunu goriiriiz.
Simdi Sonug 4.1-4.3 ile ilgili baz1 6rnekler verelim ve (L) denklemine denk olan
x=y, y=—a(t)y—b(t)x (4.12)

sistemi i¢in global faz portrelerini alalim.

,.f
5 _

Ck

0 1

Sekil 4.2 Ornek 4.1-4.3 ve Gozlem 4.4 {in parametrik egrileri.

Asagida Ornek 4.1-4.3 de ve Gozlem 4.4 de, a(t) ve b(t) katsayilar1 olarak siniis ve
cosiniis fonksiyonlarini sececegiz. Boylece a(t) ve b(¢) periyodiktir. Bununla birlikte

a(t) ve b(t) nin periyodikligi Sonug 4.1 ve 4.2 i¢in gerekli degildir. Sekil 4.2 de
a=a(t) ve p[=>b() (4.13)

seklinde verilen parametrik egrileri ¢izdik.



43

Ornek 4.1.
1 1 . )
a(t):3+z(3cost+cos3t) ve b(t):1+z(3s1nt—s1n3t)

olmak tizere (L) denklemini g6z Oniine alalim. Buradan asikar olmayan tiim ¢oziimler

saliimsizdir.

Sekil 4.2 de gosterildigi iizere, (4.13) parametrik egrisi (3,1) merkezi etrafinda bir
hiposikloid egri tanimlar. Belirtelim ki, hiposikloid egrinin (2,1) noktasinda B =a? / 4
parabolii ile bir iliskisi vardir ve 8 =a —1 dogrusu bu noktada parabole tegettir ve bu

B =a—1 dogrusu (2,1) noktas: harig parabolii ve hiposikloid egriyi ayirir.

S:{ (a,B) : |a=3|+|B-1<1 }

olsun. Bu durumda § eskenar dortgeni hiposikloid egriyi igerir; yani ¢t >7 =0 i¢in
(a(t),b(t))eS dir. §' ciimlesinin D; de sinirh, kapali ve konveks bir ciimle oldugu

aciktir. Boylece Sonug 4.1 den asikar olmayan tiim ¢6ziimlerin salinimsiz oldugunu

goriirliz. Belirtelim ki, Boliim 3 de verilen sabitler asagidaki sekildedir:

U= (a%a))ésil (a.B8)=4(21)=2(3,2)=1

aozsgga(t):4 ve By=ogul —(p-1)u” =3,
t:

Buna gore,

xX=y

) 1 1, . )

y=- 3+Z(3cost+cos3t) y— 1+Z(3s1nt—s1n3t) x
sistemi

X=y
y=-4y-3x
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seklini alir. Verilen sisteme ait kritik nokta (0,0) dir. Bolim 2 de belirttigimiz gibi

lineer olan bu sistemi ¢ozersek

seklinde olmak iizere 4 nin 4, ve A, 6zdegerleri

det(A—M):‘ s 4

‘ =12 +44+43=0
karakteristik denkleminin ¢oziimleridir. Buradan aym isaretli A4, =-3 , 4,=-1

ozdegerleri bulunur. 4, ve A, ayn isaretli ( negatif’) ve reel oldugundan kritik nokta bir

1 1
node ( diigiim ) belirtir. A =-3 i¢in 6zvektor { } ve A =-1 i¢cin 6zvektor { J olur.

[

(a) (b)
Sekil 4.3 Ornek 4.1 in (4.12) sistemi i¢in faz resmi.
Sekil 4.3 te gorildiigii gibi, her pozitif yoriinge orijin etrafinda donmeksizin orijine

yaklagir, yani asikar olmayan tiim ¢oztimleri salinimsizdir. Sekil 4.3(a) da verilen her

pozitif yoriinge, —2<i<2, ieNigin (2i,6), (2i,-6) ve 0<,;<3, jeN iin
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(6,-2j), (—6,2/) noktalarmdan birinden baslar. Her bir pozitif yoriingenin baslangici
sifirdir. (L) denklemi nonotonom oldugundan, pozitif yoriingeler ayni noktadan

baslasalar bile ¢esitli sekillere sahiptir. Sekil 4.3(b), srrasiyla 0<¢, <5, #, € N olmak
iizere, #, da baslayan pozitif yoriingeleri gosterir. Pozitif yoriingeler ayni (—4,-5)

noktasindan baglarlar.

Ornek 4.2.
1 2 1 2
a(t)=—+—cost ve b(t)=—+—sint
() 73 () 73

seklinde olmak {tizere, (L) denklemini ele alalim. Bu durumda asikar olmayan tiim

¢Oziimler salinimlidir.

Bu ornekte, (4.13) parametrik egrisi, merkezi (1/ 2,1/ 2) ve yarigapt 2/5 olan gember

tanimlar. Belirtelim ki, bu ¢cember f = a’ / 4 paraboliiyle karsilasmaz; yani ¢ember ile

parabol arasinda kiigiik bir mesafe vardir (Bkz. Sekil 4.2).
s={(@.B): (a-1/2) +(B-1/2)" 4/25 |

olsun.

Bu durumda S diski ¢ >7 =0 i¢in (a(¢),b(t))yi igerir ve S, D, de smurli ve kapal bir

climledir. Boylece, Sonu¢ 4.2 den dolay1 asikar olmayan tiim ¢oziimlerinin salmimli

oldugunu goriiriiz. Bolim 3 de tanimlanan sabitler su sekildedir:

o =1/50, a,=supa(t)=9/10 ve B,=(ay/2)’ +o =89/400.
>0

Ornek 4.1 e benzer sekilde

p = — l+gcost - l+%sint X
PRSP TS
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sistemi
9 89

seklinde yazilir. Sisteme ait kritik nokta (0,0) dir. Karakteristik denklemin koklerinden

9 2 9 2

=——+—1, =————i kompleks 6zdegerleri bulunur. Dolayisiyla (0,0
A=t 0 2TT0 0 P 8 ysyla (0,0)

kritik noktasi bir spiraldir.

Sekil 4.4 Ornek 4.2 igin (4.12) sisteminin faz resmi.

Yukarida Sekil 4.4 de kabaca ¢izildigi gibi, tiim pozitif yoriingeler, orijin etrafinda
sonsuz kez saat yoniinde hareket eder ve orijine yaklasir. Dolayisiyla asikar olmayan
tim ¢oziimler salmimlidir. Sekil 4.4(a) da, swrasiyla —1<i<1 , ieN igin (3i,6),
(3i,-6) ve 0<,<2, jeN igin (6,-3/), (=6,3/) noktalarindan baslayan pozitif
yoriingeler ¢izeriz. Her bir pozitif yoriingenin baslangici sifirdir. Sekil 4.4(b) de (—6,0)
noktasindan baslayan pozitif yoriingeleri cizdik. Her bir pozitif yoriinge sirasiyla,

0<t,<5, t, e Nde farkl bir ¢,a sahiptir.

Daha sonra, S nin konveksligini Sonug 4.1 de ihmal edemeyecegimizi gésterecegiz.
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Ornek 4.3.
. 1 . N\2
a(t)=2+sint ve b(t):Z(2+s1nt)

bu sekilde olmak iizere (L) denklemini ele alalim. Bu durumda, asikar olmayan tiim

¢Oziimler salinimlidir.

(4.13) parametrik egrisinin f = a? / 4 parabolii i¢ine yerlestigi agiktir. a(t) periyodiktir
ve sabit degildir. Dolayisiyla Sonu¢ 4.3 iin tiim kabulleri saglanir. Boylece asikar

olmayan tiim ¢ozlimlerinin salinimli oldugunu goriiriiz.

Yukaridaki durumun dogrulugunu bagka bir metotla gosterelim.
.. . .1 . N2
x+(2+s1nt)x+z(2+s1nt) x=0

denkleminde

1
y= xexp(t —Ecostj

doniisiimii yapilarak, c¢(f)=—cos?/2 olmak iizere verilen denklemi (4.2) denklemine
dontistiirebiliriz. c(¢) ortalama sifir degeri ile periyodik ve c(f)#0 oldugundan, tim

¢Oziimleri salinimlidir.

Ornek 4.3 deki (4.13) parametrik egrisinin grafigini ¢izersek, bu durumda (1,1/4) ve
(3,9/4) noktalarindan gegen B =o’ /4 in yaymi elde ederiz. Bu yay D, in
icerisindedir. Bununla birlikte, bu yay1 igeren D, in bir konveks alt ciimlesi yoktur. Bu

demektir ki, bu 6rnek Sonug 4.1 e uygulanamaz. O halde S nin konveksligi Sonug 4.1

de ¢cok onemli bir kabuldiir.

Sonu¢ olarak ¢oziimleri salinimsiz olan bir denklem verdik, fakat Sonu¢ 4.1 1

kullanmadik.
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Gozlem 4.4.
1 2
a(t)y=2+sint ve b(t)= (5+ sin t]

seklinde olmak tizere (L) denklemini ele alalim. Bu durumda, asikar olmayan tiim

¢Oziimler salinimsizdir.

Gozlem 4.4 de, (4.13) parametrik egrisi (1,1/4) ve (3,9/4) iki noktadan gegen
kuadratik bir egri tanimlar. Kuadratik egri D, de olmasina ragmen, Sonug¢ 4.1 in

kabullerini saglayan konveks bir § cilimlesi bulamayiz ( Bkz. Sekil 4.2 ). Yukarida
Sekil 4.5 de goriildiigii gibi, bununla birlikte her bir pozitif yoriingenin sadece ikinci ve
dordiincii c¢eyrek daire i¢inden orijine yaklastigini tahmin edebiliriz. Yani asikar

olmayan tiim ¢6ziimler salinimsizdir. #, =0 baslangi¢ zamaninda, Sekil 4.5(a) sirasiyla,
—2<i<2, ieN igin (2,6), (2i,-6) ve 0<,<3,jeN icin (6,-2/), (-6,2/)
noktalarindan baslayan pozitif yoriingeleri gosterir. Sekil 4.5(b) de gosterilen pozitif
yoriingeler, smasiyla 0<¢,<5, f{,eN i¢in ¢, dan baglar. Pozitif yoriingeler ayni

(—4,-5) noktasindan baslar.

Yeniden (4.4) kabulii altinda, (L) denkleminin agikar olmayan tiim ¢6ziimlerinin

salmimsiz olmasi i¢in, (4.3) denkleminin ¢dziimlerinin salmimsiz olmasi gerektigini

dikkate alalm. Gozlem 4.4 deki (a(r),b(t)) yi (4.4) i kullanarak (&(t),g(t)) ye

doniistiirelim. (&(r),E(r)) ile elde edilen parametrik egrinin, (a(t),b(t)) ile elde edilen
parametrik egriden farkli bir sekle sahip oldugunu sdylemek gereksizdir. Yeterince

biiyiik ¢ icin (&(t),g(t)) € S c R, 1saglayan sinirl, kapali ve konveks bir § ciimlesi

varsa bundan dolayr Gozlem 4.4 (a(7),b(t)) 1i (L) denkleminin asikar olmayan tiim

¢Oziimleri salimimsizdir. Bununla birlikte, Teorem 4.4, Gozlem 4.4 teorik sartlarini

vermek i¢in yardimlar1 biiylik 6l¢iide siirlidir. Dolayisiyla, ne yazik ki Teorem 4.4 iin

kabullerini saglayan (a(s),b(¢)) fonksiyonlarmm uygun bir ciimlesini bulamay1z.
y
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8
B
bt

(2) (b)

Sekil 4.5 Gozlem 4.4 igin (4.12) sisteminin faz resmi.
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