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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler ve kisaltmalar agiklamalar ile birlikte asagida

sunulmustur.

Aciklama

Genellestirilmis iki degiskeni Fibonacci polinomlari
Iki degiskenli Fibonacci polinomlari

Iki degiskenli Lucas polinomlari

Fibonacci polinomlari

Fibonacci Sayilari
Pell polinomlari

Pell Sayilar1
Jacobsthal polinomlari
Jacobsthal Sayilar1
Lucas polinomlari
Lucas Sayilar1
Pell-Lucas polinomlar1

Pell-Lucas Sayilar1

Jacobsthal-Lucas polinomlari

Jacobsthal -Lucas Sayilari



1. GIRIS

Leonardo Fibonacci, Leonardo Pisano veya Pisali Leonardo olarak da bilinen
Fibonacci ortacag Avrupa’sinin en ¢ok goze batan matematik¢isidir. Matematiksel
yazilar1 haricinde onun hayat1 hakkinda az sey bilinmektedir. Fibonacci, 1170 yilinda
zengin ticaret kenti olan Pisa da Bonacci ailesinin bir ferdi olarak diinyaya gelmistir.
1190 yillinda babasi Cezayir'e atanmis ve oglu Fibonacci'yi hesaplama sanatini
O0grenmesi i¢in beraberinde gotiirmiistiir. Fibonacci ilk derslerini Cezayir’deki
hocalardan almistir. Burada Hint-Arap say1 ve sistemini ve hesaplama tekniklerini
Ogrenir. Fibonacci bu déonemde Harezmimin "Hesap el Cebr vel Muhakemat" adli
kitabi ile tanigir, 1202 yilinda Liber Abacci "The Book of the Abacus" adli ilk
kitabin1 yazmistir. Aritmetik ve temel cebire adanan Liber Abacci, Avrupa”ya bu
yeni sistemi ve aritmetik algoritmay1 tanitmistir. Fibonacci, Liber Abacci'den sonra
“Geometri Alistirmas1” Flos (Cicek) ve Liber Quadratorum (The Book of Square
Numbers) adl iki kitap yayinlamstir.

Fibonacci, Liber Abacci adli kitabinda tavsan ¢iftligi olan bir arkadasiyla ilgili
oldugunu iddia ettigi bir soru sorar. Bu probleme gore arkadasinin ciftligindeki
tavsanlar dogduklan ilk iki ay yavru yapamazlar Ugiincii aydan itibaren her ¢ift
tavsan her ay bir ¢ift yavru yapar. Tavsanlarin 6lmedikleri kabul edilecek olursa,

herhangi n.ayda ciftlikte toplam kag c¢ift tavsan vardir?

[Ik ay yeni dogmus bir ¢ift tavsan olsun. Ikinci ayda bu tavsanlar heniiz
yavrulamadiklar1 i¢in hala bir ¢ift tavsan olacaktir. Ugiincii ay bu tavsanlar bir ¢ift
yavru verecek ve iki ¢ift tavsan olacak. Yeni dogan ¢ift dordiincii ay yavrulamayacak

ancak ana babalar1 yeniden bir ¢ift yavru yapacak ve toplam ii¢ ¢ift tavsan olacak.

Buna gore Fibonacci dizisi sdyle tanimlanir. Eger n. aydaki tavsan giftlerinin sayisini

F, ile gosterirsek, Fibonacci dizisi



F ,=F  +F

n+2 n+l no I’ZZI (11)
bagintist ile tanimlanir. Buna gore Fibonacci sayilarinin ilk bir kag¢ tanesi asagida

verilmistir.

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610.

Bir ayciceginin gobegindeki spiraller incelendiginde, saat yoniindeki spirallerin
sayis1 55, ters yondekilerin sayisi 34 veya 89 dur. Kozalakta bu oran 5'e¢ 8 olup,

bunlar ardisik Fibonacci sayilaridir.

Fibonacci sayilar1 ile Altin Oran arasinda ilging bir iliski vardir. Dizideki ardisik iki

sayinin orani, sayilar biiylidiikce Altin Oran'a yaklasir.

Altin oran, dogada sayisiz canlinin ve cansizin seklinde ve yapisinda bulunan 6zel bir
orandir. Dogada bir biitlinlin parcalar1 arasinda gdzlemlenen, yiizyillarca sanat ve
mimaride uygulanmis, uyum agisindan en yetkin boyutlar1 verdigi sanilan geometrik

ve sayisal bir oran bagintisidir.

Bu sayilar arasinda daha pek cok iligki vardir. Fibonacci bu say1 dizilerini aslinda
yeniden kesfetmistir. Bunun nedeni, antik Yunan ve Misirli matematikgilerin 1,618
ya da 0,618 oranini biliyor olmalaridir. Oran, Altin Oran1 ya da Altin Ortalama
olarak biliniyordu. Bu sayilar miizikte, sanatta, mimaride ve biyolojide kullanilmisti.
Yunanlilar Altin Ortalama’y1 Parthenon tapmaginin yapiminda kullanmislardi.
Misirhilar, Altin Oran’t Gize Piramidinin yapiminda kullandilar. Oranin 6zellikleri

Pisagor, Plato ve Leonardo da Vinci tarafindan da biliniyordu.

Fibonacci ve Lucas sayilarinin ve polinomlarinin bircok genellestirmeleri
tanimlanmis, bu konuda cesitli kitaplar ve “The Fibonacci Quarterly” adli yilda dort
say1 basan bir dergi dahi basilmaktadir.



Biz bu yiiksek lisans calismamizda, Fibonacci ve Lucas sayilarmin bir cesit
genellemesi olan ve iki degiskenli Fibonacci Lucas polinomlarin ¢esitli 6zelliklerinin
inceledik. Bu polinomlarda, x ve y degiskenleri yerine cesitli sayilar segilerek
Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas poinomlar1 ve
sayilariin elde edilebilecegi gosterdik. Ayrica iki degiskenli bu polinomlar i¢in elde

edilen cesitli 6zellik ve sonuglar, bu sayilar ve polinomlar i¢in de gecerli olacaktir.



2. BAZI TEMEL KAVRAMLAR VE REKURANS BAGINTILARI

2.1. Tanim

a,b,x,yei ,x#0, y#0 ve x’+4y >0 olmak iizere,

G,(x,y)=a G/(x,y)=b

G,,(x,y)=xG,,(x,y)+yG,(x,y), n=0 2.1)

indirgeme bagintisi ile tanimli polinomlara genellestirilirmis iki degiskeni Fibonacci

polinomlar1 denir.

Ozel olarak, Es.2.1 indirgeme bagmtisinda a =0, b =1 secilerek tanimlanan

Fy(x,»)=0, F(xy)=1

Fo(x%,y)=xF (x.y)+yF,(x,y), n20, (22)

polinomlara, iki degiskenli Fibonacci polinomlar1 denir.

Es.2.1 indirgeme bagintisinda a =2, b = x secilerek tanimlanan

Ly(x,y)=2, L(x,y)=x

L.,(xy)=xL, (x,y)+yL,(xy), n=0 (2.3)

polinomlarina iki degiskenli Lucas polinomlar1 denir.

Asagidaki tabloda iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlar1 gosterilmektedir.



2.1. Cizelge Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlari

n | Fibonacci F, (x,) Lucas L, (x,y)

0 |0 2

I |1 x

2 | x X +2y

3 X +y X +3xy

4 | X +2xy xt+axty+2y°

50 ¥ +3x%y+y? X +5x°y +5x)°

6 | X’ +4x’y+3x° x*+6x'y+9x°y* +2)°

T | x*+5uxt+6y°x* +y° x' + 7y’ +14y°x° +7y°x

8 | X' +6yx° +10y°x’ +4y°x x* +8yx® +20y°x* +16)°x72y*

9 | X +7x’+21y*x* +10y°x* +p* | X" 49’ +27y°x +30)°x’ +9y*x
10 | »” +8yx” +213°x° +20)°x° +5y*x | x"° +101x® +35)°x° +50)°x* +25y*x* +2)°

Iki degiskenli Fibonacci ve Lucas polinomlarindan, Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-
Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas polinomlarina ve sayilarina gecis yapabiliriz.

Eger, Es. 2.2 ve Es. 2.3 ifadelerinde y =1 alinirsa

F (x,1)=f,(x) ve L, (x1)=1,(x)

Fibonacci ve Lucas polinomlari elde edilir.

Eger, Es. 2.2 ve Es.2.3 ifadelerinde x = y =1 alinirsa

F (L1)=F,ve L (L1)=L,

Fibonacci ve Lucas sayilari elde edilir.



Eger, Es. 2.2 ve Es. 2.3 ifadelerinde x yerine 2x ve y =1 alinirsa

F,(2x,1)=P,(x) ve L, (2x,1)=0, (x)

Pell ve Pell-Lucas polinomlari elde edilir.

Eger, Es. 2.2 ve Es. 2.3 ifadelerinde x =2 ve y =1 alinirsa

F,(2,1)=P, ve L,(2,1)=0,

Pell ve Pell-Lucas sayilar1 elde edilir.

Eger, Es. 2.2 ve Es.2.3 ifadelerinde y yerine 2y ve x =1 alinirsa

F;; (152y) = Jn(y) ve Ln (152,)/) = .]n(y)
Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas polinomlar: elde edilir.

Eger, Es.2.2 ve Es. 2.3 ifadelerinde x =1 ve y =2 alinirsa

F,(12)=J, ve L (1,2)=},

Jacobsthal ve Jacobsthal-Lucas sayilar elde edilir.



2.2. Cizelge Fibonacci, Pell, Jacobsthal polinomlar1 ve sayilari

Fibonacci polinomlari F, (x,1)= f,(x)

Fibonacci Sayilar1 F, (1,1)=F,

0,1, x, x*+1, X’ +2x, x*+3x* +1,
X +4x° +3x, X +5x" +6x° +1,
x+6x° +10x° +4x,
x*+7x°+21x* +10x* +1,

X +8x" +21x° +20x° +5x

0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34

Pell polinomlar1 F, (2x,1) =P, (x)

n

Pell Sayilart F,(2,1)=P

n

0,1,2x,4x*+1,8x* +4x,

16x* +12x* +1, 32x° +32x° +6x,
64x° +80x* +24x> +1,

128x7 +192x° +80x” +8x,

256x° +448x° +240x" +40x” +1

0,1,2,5,12,29,70, 169, 408, 985

Jacobsthal polinomlar1 F, (1,2y) = J, (y)

Jacobsthal Sayilan F, (1,2)=J,

0,1,1, 142y, 1+4y, 1+6y+4)>,
1+8y+12y*, 1+10y +24y” +8y°,
1+12y+40y° +32y°,

1+14y+60y° +80y° +16y*

0,1,1,3,5,11,21,43,85,171




2.3. Cizelge Lucas, Pell —Lucas, Jacobsthal —Lucas polinomlar1 ve sayilari

Lucas polinomlar1 L, (x,1)=1,(x)

2, x, x> +2, X +3x, x" +4x+2,
X 4+5x +5x, x*+6x*+9x7 +2,
x +7x° +14x° +7x,
x®+8x° +20x" +16x° +2,

X’ +9x" +27x° +30x° +9x,

0 +10x° +35x° +50x* +25x* +2

Lucas Sayilan L (1,1)=L,

2,1,3,4,7,11, 18, 29, 37, 66

Pell-Lucas polinomlari L, (2x,1) = O, (x)

Pell-Lucas Sayilar1 L, (2,1)=0,

2, 2x, 4x* +2, 8x’ +6x, 16x* +16x* +2,
32x° +40x° +10x, 64x° +96x* +36x>+2,
128x7 +224x° +112x° +14x,

256x" +512x° +320x" +64x” +2

2,2,4,11, 24,52, 115, 254, 560

Jacobsthal-Lucas polinomlari

L,(1,2y)=j,(»)

Jacobsthal -Lucas Sayilari

L (L2)=,

2,1, 1+4y, 1+6y, 1+8y+8y2,
1+10y+20y7, 1+12y+36)° +16)°,
1+14y+56)° +56y°,

1+16y +80y” +128y° +32y"

2,1,5,7,17,31, 65, 127, 257




Es.2.2 ile taniml1 rekiirans bagintisi
yF:'l (x’y) = Eq+2 (X,y)—XF;Hl (X,y)

biciminde diizenlenerek Fibonacci polinomlar, negatif indisler i¢in tanimlanabilir.

Benzer islem iki degiskenli Lucas polinomlar1 i¢in de yapilabilir. Boylece asagidaki

ozelligi verebiliriz.
2.1 Ozellik

Her n >0 igin

i P, (xy) =252 (2.4)

(=)

Ln (x’y) (25)

i) L, (x,y) = .
(=)
dir [6].

2.1. Teorem

Iki degiskenli Fibonacci ve iki degiskenli Lucas polinomlarinin Binet formiilleri

a'(x,y)=p"(x,y) (2.6)
a(xay)_ﬂ(xay)

F,(x,y)=

Ve
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L (x,y)=a"(x,y)+ B"(x,y) (2.7
dir.
Ispat

F (x,y) ve L,(x,y) Tanmm 2.1 ile tamml iki degiskenli Fibonacci ve Lucas

polinomlar1 olsun. Indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi
£ —xt—y=0 (2.8)

dir. Tanim 2.1’den x #0, y # 0 ve x° +4y >0 oldugundan bu denklemin

xX+Jx +4y , ﬂ(x’y):x—\/x2+4y 2.9)

a(x,y)=
(x,») > 2

gibi farkli iki kokii vardir. Ustelik
a(x,y)B(x,y)=-y ve a(x,y)+p(x,y)=x
dir. O halde

F,(x,y)=A4a"(x,y)+ Bf"(x,)

Ve

L, (x,y)=Ca"(x,y)+ DB"(x,y)

bicimindedir. Tanim 2.1 deki baslangi¢ sartlar1 kullanilirsa
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— an(x’y)_ﬂn(x’y)
a(xay)_ﬂ(xay)

F,(x.»)

n

ve
L (xy)=a"(x,y)+B"(x,y)
elde edilir.

2.2. Ozellik

Her n tamsayisi i¢in
L (xy)=F,(x»)+yF, (x,) (2.10)

fspat

F (x,y) ve F_ (x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin Binet formiilleri

am(an/)_,Bm(xa)/) ve F_ (x y):an_l(an’)_ﬂn_l(an’)

F . (xy)=
n+ (X y) a(x,y)_ﬂ(x’y) Ol(x,y)—ﬂ(x’y)

olup

anﬂ(x’y)_ﬂnﬂ(x’y) +yan71(x’y)_ﬂn71(x’y)
a(xay)_ﬂ(xay) a(an/)_,B(an’)

F;H] (xay)+yEzfl (x’y) =

dir. a(x,y)B(x,y)=—y oldugundan
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a" (x, )= (xn0) = Bl y) e (6 p) +a(x, ) B (x, p)
a(xvy)_ﬂ(xsy)

F;,+1 (-xay)+yF;1—l (x’y):

=a"(x,y)+ " (x,9)

=L,(x,y)
dir.
2.3. Ozellik
Her n tamsayisi i¢in
(x* +40)F, (x,9) =L, (x, )+ y L, ,(x,) (2.11)

ispat

Lo (x,0)+y L, (x,3) = F,,(x, )+ VE,(x, ) + y (F,(x, ) + YF, ,(x, ) )
= F,,(X,0)+2YF,(x,y) + y'F, ,(x, )
= xF,,,(x, )+ YF,(x,y) + 2yF,(x, )+ y*F,_,(x,y)
= xF, (%, ) +3yF,(x, )+ y (¥F, ,(x,))
= xF,, (x,y)+3YF,(x,y)+ y(F,(x,y) = xF,_(x,y))
=xF,, (x,y) = yxF,_ (x,y) +4yF,(x, )
=x(F,,(x,y) = yF,_ (x,y)) +4yF,(x, )
= x(xF,(x,y) + yF, (x,) = YF, ,(x,¥)) + 4F,(x, y)
= x'F,(x,y)+4yF,(x,y)
=(x* +4y)F,(x,y)

2.4. Ozellik

A ve B reel sayilar ve 4 # B olsun. Her n dogal sayis1 igin
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) An+l _Bn+l %@) i n_k k Y

—=> (-1 AB) (A+B 2.12
) LB (" Jan (am) @)
. &2 n (n—k n-2k k . e
ii) A"+ B" = z (A+B) (—AB) (Waring formiilii) (2.13)

=n—k\ k

dir [7].
2.5. Ozellik

x#0, y#0 ve x* +4y =0 olsun. Her n>0 igin

. & n—i n-2i i

D) F,(xny)=>, A (2.14)
i=0
&e o

i) Ln(x,y)=2i.[".ljx"‘”yf 2.15)
o h—1\ 1

dir.

jspat

i) Ozellik 2.4 (i)’de A yerine a(x,y) ve B yerine S(x,y) yazilirsa

a™ (x.v) = 8" (x 29 L (n— X n-2k
( ’y) p ( =y): (_1) ( kj(a(x,y)ﬁ(xay)) (a(x,y)+,3(x,y))

elde edilir.

a(x,y)ﬂ(x,y):—y ve a(x,y)+,8(x,y):x (2.16)



oldugundan

Iki degiskenli Fibonacci polinomlarinin Binet formiiliinden

San_k
Pt =3[
k=0

elde edilir.

ii) Ozellik 2.4.(ii) de 4 yerine a(x,y) ve B yerine B(x,y) segilirse

n n %é n I’l—k n—2k k
() + (B )) = [ j(au,y)w(x,y)) (cae ) B ))

=n—-k\ k

Es.2.16 ifadesinden

:h
Il
bl ':;‘
o ®1
S
| |3
bl
TN
S
E |
N
~—
=
b
N
"~

elde edilir.

14
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3. TEMEL OZDESLIKLER
3.1. Teorem

F,(x,y), iki degiskenli Fibonacci polinomu ve G,(x,y), Es.2.1 ile tammh

genellestirilmis Fibonacci polinomu olmak {izere her m,n € Z igin

Gy (%)= VF, . (%.2)G, (x.9)+F, (x.7) G, (x.) 3.1)
dir.

jspat

n sabit bir say1 olsun. Ispatimiz m iizerinde tiimevarimla yapalim.

a) Once negatif olmayan tamsayilar i¢in ispatlayalim

m =0 i¢in, Es.2.4’den

olup,

VE (%), (%,9)+ F(%,9) G, (x.y) = (%) G, (x,y)+ F(x,5) G, (x,7)

dir. F, (x,y)=0 ve F (x,y)=1 oldugundan

yF—] (x:y)Gn (x,y)+FO(x,y)Gn+, (xsy):Gn (xay)
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olur.

m=1 i¢in

VE (%,7)G, (%, 3) + F (%.3) Gyt (%.7) = F (%,7) Gt (%) = G, (%.7)

olup dogrudur. Kabul edelim ki m =0,1,2,K ,k i¢in dogru olsun. Yani

Gt (0,9)=VF L, (%,9)G, (x%,3)+ F, (%, )G, (%) (3.2)
ve
G,k (%,3)=VF (%) G, (%, 9)+ F,(x,¥)G,., (x,») (3.3)

olsun. m =k +1 i¢in inceleyelim

VE (%) G, (%, 3)+Fy (2,9) G,y (x,9) = 0 (5Fy (%, 9) + 7 (x,9)) G, (%, )
+(xF (x,)+ ¥F 4 (%)) G, (x,7)
=k, (x,9)G, (%) +V’F (%) G, (%)
+3F, (%,9) G, (%) + ¥E (%) G, (%,7)
=y (¥ (.9)G, (%.9)+F (x.5) G, (x.9))
+x(3F, (%,9) G, (%3)+ F (%,7) G, (%))

dir. Es.3.2 ve Es.3.3’den
yEt (x’ y)Gn (x’ y) + Ec+l ('x’ y)Gn+l (x’ y) = yGn+k—l (x’ y) + XG)z+k (x’ y) = G}z+k+l (x’ y)

elde edilir. Boylece m =k +1 i¢in dogru oldugu goriiliir. O halde m >0 tamsayilar

i¢cin
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G, (%, 9)=¥F, (x,7)G,(x,y)+F,(x¥)G,.(x.»)
dir.
b) Negatif tamsayilar igin ispatlayalim.

m =—1 olsun. Es.2.4’den

olup,

|
VF,(%,)G,(x,y)+F (x,)G,. (xy)= yy—fG,, (x,») +;Gn+1 (x,)

= l(—xGn (x, y) +G,, (x’y))

(J’G,H (x,y))

n—1 (‘x’y)

<= e

Q

olur. m =-1 i¢in dogrudur

m =—2 olsun. Es.2.4’den

-F (x,y) F(x,y) x*+
F—3(X,y): (3_()})3): 3()/3 ): y3y
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2
VF,(%,)G, (%, )+ F,(x,y)G,, (x.y)= y[x g, (x,y)]—%GM (x,»)
(x2 +y)Gn (x,y)—xG,H1 (x,y))
szn (x’y) + yGn (x’ y) _XGnJrl (‘x’ y))

(
(
(x(G, (%.%)= G, (x.9))+ G, (x.7))
(
(
(

dir. Yani m =2 igin dogrudur.

Kabul edelim ki; iddiamizda her —k +1<m <—1 igin dogru olsun. Yani
Gt (0,9) =V, (x,9)G, (%, )+ F oy (x,9) G, (x,9)

Ve

G (%)= VF 1 (%) G, (%, 3)+ F, (x.)G,, (x.)

olsun. m = —k —1 i¢in inceleyelim.
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I (1) (%:3) G, (6, 3)+ F oy (%) Gt (2,9) = 0F 1 (%,3) G, (2, 9) +F i, (%,) G,  (x,9)
=§(_yEH (52)+F,(x.7))G,(x.y)
+i(—yFk(x,y)+Fk+1(x,y))Gn+1(xay)
:i[_yzF_k_l (3,2)G, (%,3)+F, (x.5)G, ()]
%[_yp_ (53) G (%, 3)+ F oy (%,3) G (%)
1

=;[—y(nyk71 (%2)G,(x.y)+F,(%y)G,, (x,y))}

%[F_k (5.9)G, (63)+F 1y (%) G,y (.3)]

Tiimevarim hipotezden

1 1
;(_yGn—k ('x’ y))+;Gn—k+] (x9 y) = (_yGn—k (x’y) + G77—k+] (x’y))

xG, (st’)

=0, (x’y)

dir. Boylece her. O halde m <0 tamsayilari i¢in iddiamiz dogru olur.
(a) ve (b) den n,m € Z i¢in

G,.. (x,y) =yF, (x,y)Gn (x,y)+ F, (x,y)Gn+l (x,y)

oldugu ispatlanmis olur.

3.2. Teorem

F,(x,y), iki degiskenli Fibonacci polinomu ve G, (x,y), genellestirilmis Fibonacci

polinomu olmak iizere her m,n € Z igin
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G, (%3)=(=2) " (Fi (%.2)G, (%)= F,(%.7) G, (7)) (3.4)
dir.
jspat

Es. 3.1 ve Es.2.4’den

xay)G xoy)_{_FEfm)(x’y)Gnﬂ(x’y)

=yF . (%,9)G,(x,y)+F,(x¥)G,., (%)
:yF’”“(x:ny)Gn(x,y)+(_1)F'"(x’y) (x,y)

(_y (_y)m n+l

2)G, (x2)+ (=) () " (1) £, (%) G,y (%.7)

elde edilir.

3.1. Sonug

Her m,n e Z icin

B (2 9)= 0, (5, 0) F, (%, 0)+ F, (%,9) By (x,) (3.5)
dir.

Ispat

Teorem 3.1 de G, (x,y)=F,(x,y) almrsa



Fyon (5.3) = YF, (x.9) F, (x.3)+ F, (x.3) F,.,(x.y)
elde edilir.

3.2. Sonug

Her m,neZ icin

Ly, (%)= YF,  (x,¥)L,(x,y)+ F,(x,¥) L, (x,»)
dir.

Ispat

Teorem 3.1 de G, (x,) = L, (x,y) almirsa

Ly (%.3)=YF, (x.9)L,(x,y)+ F, (x,y) L, (x.)
elde edilir.

3.3. Sonug

Her m,neZ icin

Fp(20)=(=0) " (Fu (0. 2) E, (%, 3) = F, (%, 9) F (x,7))

dir.
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(3.6)

(3.7)



fspat

Teorem 3.2 de G, (x,y)=F,(x,y) almrsa

F;t—m ('x’ ) = (_y)im (Fm+l (x’y) F;z (x’y)_Fm (x’y)F;Hl (x’y))
elde edilir.
3.4. Sonug

Her m,n e Z igin

Ln—m ('x’ y) = (_y)_m (Fm+1 (x’ y)Ln ('x’ y) _Fm (x’ y)LnH ('x9 y))
dir.
jspat

Teorem 3.2 de G, (x,y)=L,(x,y) almirsa

L"*m (X, ) = (_y)_m (Fm+l (x7 y)Ln (X, y) _F;n (xv y)L,H_] (x, y))
elde edilir.
3.5. Sonug

Her neZ i¢in

F, (%.9)=F,(x.y)L,(x.7)
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(3.8)

(3.9)



Ispat

Es.3.5°de n=m alinirsa

Fy (%)= F, (x.p) (0, (5.) + F,,, (x.))
Es.2.10°dan

B, (x.y)=F,(x.y)L,(x.y)

elde edilir.

3.6. Sonug

Her neZ i¢in

‘XF2n (x’y):Ezz-*—l (x’y) yZEzzl(x’y)
dir.
jspat

Sonug 3.5, Es.2.10 ve Tanim 2.1 kullanilarak

Xan( ) (x, )Ln(x, )
—xF x, )(yF
y

n— 1

+E1+1( :y))
( w1 (K> ) yE:l(x y))(F;Hl(x y)+yF 1(x y))
=F.(xy)=y'FL (%)

elde edilir.
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(3.10)



3.7. Sonug

Her neZ i¢in

Fyp (%,9) = YF; (x,3)+ F, (x.y)

dir.

Ispat

Teorem 3.1 de n=s+1 ve m =y alinirsa

Fros (5:3) = ¥E (6 2) F (5, 0) + Fy (% 0) Fy (5,9)
olup, s yerine n alinirsa

Py (x,3) = 0E] (x.9)+ FL (x.9)

elde edilir.

3.8. Sonug

Her neZ igin

Ly, (x.3) = F, (x,3) L, (x.9)+ F, (%) L, (x.7)

dir.

24

(3.11)

(3.12)



fspat

Es.3.6’da her m =n+1 alinirsa

Ln+n+l (x’ y) = F:Hl—l ('x’ y)Ln (x’ y) + EHI ('x’ y)LnJrl (x’ y)
= yF:1 (x’y)Ln (x,y)+F,,+1 (x’y)LnJrl (x’y)

olur, boylece
L, (xy)=yF,(x,»)L,(x,y)+F, (%)L, (x)
elde edilir.

3.3. Teorem

Her n,m € Z i¢in

Gn+m (x’y)+(_y)m Gn—m ('x’y) = Gn (x’y)Lm (x’y)
jspat

Es.3.1, Es.3.4 ve Es 2.10 dan
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(3.13)



3.9. Sonug

Her n,m € Z icin

F,.(x.9)+(=y)"F,_,(x.y)=F,(xy)L,(x.y)

Ly (x3)+(=»)" L, (%)=L, (x.»)L,(x.)

dir.

Ispat

Es3.13'de sirasiyla G, (x,y) = F, (x.) ve G, (x,y)=L, (x,y) alinirsa

Es.3.14 ve Es.3.15 elde edilir.
3.10. Sonug

Her neZ i¢in

n

L,, (x:y) =L, (x=y)_2(_y)
dir.
fspat

Es.3.15°de m =n alimirsa Es.3.16 elde edilir.
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(3.14)

(3.15)

(3.16)
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3.4. Teorem
Her n,m € Z icin

m

G (2.3)=(-3)" G, (x.9) = F, (2,9)(G,. (%.9)+ G, (x.7)) (3.17)
Ispat

Es.3.1 ve Es.3.4°den
G,..(%y)=(=)" G, (%.y) =y, (x,

)
)
)4G, (x.) (Vs (5.3) = Fp (2.9))
)

3.11. Sonug

Her n,m € Z icin

Fn+m(x’y)_(_y)an—m(x’y):Fm(x’y)Ln(x’y) (318)
jspat

Es.3.17°de G, (x,y)=F,(x,y) alimrsa Es.3.18 elde edilir.
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3.12. Sonug

Her n,m € Z icin

L..(xy)=(=»)"L_,(xy)=("+4y)F, (x,y)F,(x,y) (3.19)
jspat

Es.3.17°de G, (x,y)=L,(x,y) alinirsa

L., (x’y) _(_y)’" L, (x’y) =F, (x’y)(LnH (x’y)+ YL, (x’y))
olur. Es.2.11°den
(x2 +4y)F;l (x’y) = Ln+1(an’)+yLn—1(an/)

olup,

m

L. (x,y)=(=»)"L_,(x,y)=(x*+4y)F, (x,y)F,(x,)
Es.3.19 elde edilir.
3.13. Sonug

Her n,m €Z igin

L, (%,y)=y'L,,(x,y)= (" +4p)xF,(x,) (3.20)
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fspat

Es.3.19°da m =2 secilirse (3.20) 6zdesligi elde edilir.

3.14. Sonug

Her n,m €Z igin

2F,,, (%,y)=F,(xy)L,(x,y)+F,(x,y)L, (%) (3.21)
(=»)"2F,., (x.y)=F,(x,y)L,(x.y)-F,(x,y)L,(x.y) (3.22)
jspat

Es.3.14 ve Es.3.18 toplanirsa/gikarilirsa Es.3.21 ve Es.3.22 elde edilir.

3.15. Sonug

Her n,m €Z igin

2L, (x,y) = ()c2 + 4y)Fm (x,y)Fn (x,y) +L (x,y)Lm (x,y) (3.23)
(—y)m 2L, (x,y) =L, (x,y)Lm (x,y) —(x2 + 4y)Fm (x,y)F; (x,y) (3.24)
fspat

Es.3.15 ve Es.3.19 toplanirsa/gikarilirsa Es.3.23 ve Es.3.24 elde edilir.
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3.5. Teorem

F,(x,y) iki degiskenli Fibonacci polinomu, G, (x,y) ve H,(x,y), (2.1) ile tammh

genellestirilmis Fibonacci polinomlari olmak tizere her /,k,n € Z igin

G,. (xay)Hmk (x’y)_Gn (x7y)Hn+h+k (st’)
=(-») (Gh(x,y)Hk (x.9)=G,(x,y)H,,, (x,y))

(3.25)
dir.

jspat

G, (x,y) ve H,(x,y) genellestirilmis Fibonacci polinomlari olmak iizere J, (x,y)

polinomlar1
Jn (x’y) = Gn+h (x’y)Hn+k (x’y)_Gn (x’y)Hn+h+k (x’y)
ve

Jn+1 (X, y) = Gn+l+h ()C, y)Hn+l+k (X, y)_GnH (X, y)Hn+l+h+k (X, y)

ile tammlayahm. Bu ifadedeki G,,,(x,y) ve H,,,, (x,») i¢in Teorem 3.1

kullanilirsa
Gn+h (x9y) = yF;1—1 (x’y)Gn (x’y)+F;1 (x’y)GnH (x’y)

ve

Hn+h+k (X, y) = yF;t—l (x’ y)HnJrk (x’ y) + F;1 (x’ y)Hiz+k+1 (x’ y)
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olup, bunlar J, (x,y) yerinde yazilirsa

J, (x,y) =F, (x’y)(Gm (x,y)HM (x,y)—Gn (x,y)H,HkH (x,y))

olur. Benzer sekilde G,.,., (x,») ve H,.,.,., (x,) igin Teorem 3.1 uygulanirsa
Gy (%)= YF, (%,3)G, (%, )+ F,, (%,7) G, (x,¥)

Ve

H,pr (,9) = 9F, (0, 9) H o (6,0) + F (x,0) H o (30 9)

olup, bunlar J,, (x,y) de yerlerine yazilirsa

Sy (63)==VF, (6, 9)(G o (5, 3) H,o (%) =G, (%, 3) H 1 (%))

olur. Buradan

Ty (x.9)= (=), (x,)

oldugu gorilliir.

Ji(x3) = (=) (2.9)s T (x9)=(=2) Ty (x.9).K T, (5 0) =(=9)" Ty (x.)
dir. O halde

G, ('x’y)H)z+k ('x’y)_Gn ('x’y)Hn+h+k (x,y)
:(_y)n (Gh (xi'y)Hk (xay)_Go (x>y)Hh+k (xay))
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Es.3.25 elde edilir.
Simdi bu 6zdesligin ¢esitli 6zel durumlarini inceleyelim
3.16. Sonug

Her h,k,neZ i¢in

Loy (2,3) o (x.3) =L, (35,3) Fpor (2, 9) = (=) F, (x,3) L, (x,9) (3.26)
jspat

Es.3.25°de sirasiyla ve Es 3.21°den G, (x,y)=L,(x,y) ve H, (x,y)=F,(x,»)

alinirsa Es.3.26 elde edilir.
3.17. Sonug

Her h,k,neZ i¢in
By (6 3) Lyt (%, 3) = B, (%,9) Ly (%, 9) = (=2) B, (%,9) L (x,») (3.27)
Ispat

Es.3.25'de G, (x,y)=F, (x.y) ve H, (x,y)=L, (x,y) almrsa Es.3.27 elde edilir.
3.18. Sonug

Her h,k,neZ i¢in

F:wh (xoy)Ewk (x’y)_Eq(x’y)F;Hthk (xay):(_y)th(x’y)Ec (xay) (328)
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fspat
Es.3.25°de G, (x,y)=H,(x,y)=F,(x,y) alimrsa Es.3.28 elde edilir.

3.19. Sonug

Her h,k,neZ i¢in
Ln+h (x’y)LnJrk (x9 y)_Ln (‘x’y)LnHHk (‘xﬂy) = (_y)n+1 (x2 +4y)F;z (x9 y)F;c (x9y)(329)

jspat

Es.3.25°de G, (x,y)=H,(x,y)=L,(x,y) alnirsa

Ln+h ()C, y)Ln+k (xa y) _Ln (xo y)Ln+h+k (xa y) = (_y)” (Lh (xa y)Lk (xo y)_th+k (xo y))
olur. Buradan
2L, (x,y)= (xz + 4y)Fh (x,3)F (%, 9)+L, (%, y) L, (x,¥)

olup, yerine yazilirsa

Ln+h (x’y)Liz+k (‘x’ y)_Ln (xﬁy)LnJthrk (x7y) = (_y)n+1 (x2 +4y)F}z (x’ y)F;c (xﬁy)
Es.3.29 elde edilir.
3.20. Sonug

Her k,neZ igin
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E12 (x9 y)_F:1—k (‘x’ y)F:Hk (x7 y) = (_y)n_k F}c ('x’ y) (330)
jspat

Es.3.28’da h=—k segilirse

E, o (x,3)F (x,y)=-F (x.9)=(-y) F,(x,y)F (x,)
= (=)' D(-») " F (%)
= (-1 (=y)"" F (x,9)

olup, denklem diizenlenirse

F:12 (x9 y)_F:1—k (‘x9 y)F:Hk (x’ y) = (_y)n_k F}c ('x7 y)

elde edilir. Bu 6zdeslige Catalan 6zdesligi denir. Catalan 6zdesliginde k£ =1 segilirse

F}(x0)=F (5,0) B (3,0) = (=) (3.31)
Cassini 6zdesligi elde edilir.
3.21. Sonug

Her k,neZ igin

L(x,y) =L, (x,3) Ly (x.9)=(=y)" " (x> +4y) B (x.y) (3.32)

fspat

Es.3.29°da h = —k secilirse
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(—y)n+l (xz + 4y)F7k (x,»)F, (x,»)
(=) (D) (5 +4p)F, (x,3) F, (x.9)
(=) D (x +4y) F (x.9)

Ln—k (x’ y)LII+k (‘x’ y) _Li (x9 y)

olup son ifade diizenlenirse
L(x,y) =L (x,y) Ly (x.9)=(=y)" " (x> +4y) B2 (x,y)

Es.3.32 clde edilir.
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4. TOPLAM OZELLIiKLERI

4.1. Ozellik

Her n>1 ve s € Z i¢in asagidakiler dogrudur

i) ix”_iLi (x,») =§(Ln+2 (x,y)—x"L, (x,y)) 4.1)
i) 3 E (5,0) = (B (1) F (1) 42)
dir [6].

fspat

1) Tanim 2.1 den her n >1 tamsayis1 igin
1
Ln—l (x’ y) = ;Ln-#l (x’ y) _iLn (x’ y)

olup, buradan

xn—lLl (x,y) — X

XLy (x,y)= al

M

X X
xL, (x,y)=—L,  (x,y)——L, (x,y
()= 2L (1) -, (1)

1
Ln (x’ y) = ;Ln+2 (‘x’ y)_iLnJrl (x’ y)



dir. Taraf tarafa toplanirsa
n . 1 n

> XL (x,) :;(Ln+2 (x,y)—x"L, (x,y))
i=1

elde edilir.
ii) Ispat (i) sikkina benzer sekilde yapilabilir
4.2. Ozellik

Her n>1 tamsayisi i¢in

R 1

)Yy Ly (x,y) = ;(LGn (x.y)-y"x)
=

c o 1

ii) zyn_kl'zkfl (x,y)= ;(Lz,, (Xa y) - Zy")
=1

vl & 1
111) Zyn_kF;k (X,y) z;(F'2n+1 (x’y)_y")
=1

dir [6].
Ispat

1) Tanim 2.1 den n >1 tamsayist i¢in

1
Ln (‘x’ y) :;Ln-%—l (x’y)_iLn—l (‘x’ y)

olup, buradan
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(4.3)

4.4

(4.5)



n-1 n
L (1) = L))

X X
n-2 el
n— y L X,y y L X,y
y 2L4(x,y): ;( )_ 3x( )
M
yL i WX Y yzL (% y
Loy (%, y) == lx( e ;( )
LG (x’y) — L2n+1 (-xa J/) _ yLZn—l (x,y)
x X

dir. Taraf tarafa toplanip, L, (x,y)=x oldugu kullanilirsa

n 1
Z)’nikl‘zk (x,y)= ;(LGn (x, y) - xy”)
k=1

elde edilir.
11) (1) ‘nin ispatina benzer olarak yapilabilir

1i1) Tanim 2.1 den n >1 tamsayis1 i¢in

1
F(00) = o (60)=2 F (3)

olup, buradan

n-1 n
Y7, (x,y) =2 Llxy) SA(x)

X X
A P LR A )
X X
M
2
yF,, (x’y) _ Y, (x,y) P4 E, (x,y)
X

szn (x,y) — F'2n+1)Ex: y) _ yF’Zn—l (x’y)

X

38
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dir. Bu ifadeler taraf tarafa toplanirsa
1
V' (x,0)+ ¥ F, (x,0)+L 4 yE,, , (x ,y)+FZn(x,y)=;(anH (an/)—y"E(x,y))

dir. F;(x,y)=1 oldugundan

Zyn szk(x y)=— (zn+1(xy) yn)

elde edilir.
4.3. Ozellik

Her neZ igin

i) xL, (x,y)=L,(x,y) L., (x,»)=yL,(x,¥) L, (x,») (4.6)
ii) xF,; (x,y) = F, (x,9) F,., (x.») = yF, (x,») F, ., (x.7) (4.7)
dir [6].

Ispat

1) Tanim 2.1 kullanirsa

xL, (x, y) (x’ )L ( )
x, )( n+l yLn 1(x J’))

(, ) n+( ) L, (%)L, (%)

elde edilir.
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1) Tanim 2.1 den

xXF} (x,y)=xF,(x,y)F,(x,»)

=F, (x,2) (£, (x.2) = VE,., (x,))

= F,(2,9) F,y (x.9) =~ YF, (%, ) F,_, (x.7)
elde edilir.
4.4. Ozellik

Her n>1ve seZ

) 20 L (1) = (L, (5,0) L (5.9)-200") @)

k=1

i) D (3,3) = (5.9 (500) 4.9)

k=1
dir [6].
ispat

1) Es.4.6’dan

YL (x9) == (v L (% 2) L (5, 9) = "L (x,¥) Ly (%, )

Y7L (6 y) == (v L (6 y) Ly (% 0) =Ly (% 0) L (%, 7))

vy (%) ==(L (% 2) L, (%.2) =¥ L, (x,¥) L, (x,¥))

><|>—¢><|>—az><|>—‘><|>—a

L (x,y)=—(L,(x.»)L,..(x.y)=¥L,(x.¥) L, (x. )



olup, taraf tarafa toplanirsa

S L (50) = (L, (59) Ly (5.3) =L (5.9) 4 (3.)

k=1

elde edilir. L,(x,y)=2 ve L (x,y)=x oldugundan

n 1
2" L () = (L (5.0) Lyt (3 7) - 20"

k=1
bulunur.

ii) Ispat1 (i) benzer sekilde yapilabilir
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5. BOLUNEBILME OZELLIKLERI

Kabul edelim ki y ve x sifirdan farkli tamsayilar, Fn(x, y) ve L (x, y) dogal

sayilar olsun.

5.1 Teorem

Eger (y,x)=1iseher ne¥ igin

i) (F,(x.y).y)=1 (5.1)
i) (L, (x,»),»)=1 (5.2)
dir [8].

Ispat

1) Kabul edelim ki (Fn (x, y) , y) =t #1 olsun. O zaman p |t olacak sekilde bir p asal

say1 vardir. plt boler ise p|y ve p|F,(x,y) dir. Buise n=1,2 igin miimkiin

x"" olsun. (2.14) den

degildir. n >3 icin kabul edelim ki; p

& n—i n=2i i
E1+l(xﬂy):z i X Y

i=0

olup,

e _1-
X" —F,,(x,y)[f[n ; ZJ X””"y’}y
i=1
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dir. Buradan p|x olmalidir. Bu ise hipotez ile celisir. Boylece

(F,(x).y)=1

elde edilir.

ii) Kabul edelim ki (Ln (x,»), y) =t#1 olsun. O zaman pl|t olacak sekilde bir p

asal say1 vardir.
p|t ise p|y ve p‘Ln (x, )

dir. Buise n =1 i¢in miimkiin degildir. n > 2 i¢in p|x” olsun. Es.2.15’den

& n—i -
Ln(x’y):zi[ i jxn_zzyl

i n—I

olup,

& n—i -
x" :Ln (x,y)—[z%( ; jx”21y1:|y
i=1

dir. Buradan p |x olmalidir. Bu ise hipotez ile ¢elisir. O halde

(Ln (x,y),y) =1

dir.



5.2 Teorem

Eger (y,x):l, her n €¥ i¢in

D) (F, (%), F (%,9)) =1

I, x tek say1ise

ii) (Ln (x,y),Lm (x,y)) - {2,

x ¢ift say1 ise

dir [6].

jspat

i) (y,x)=1, ne¥ olsun.

n =1 icin

E(x,y)zl ve Fz(x,y):x

olup iddiamiz dogrudur. Kabul edelim ki » =k > 2 dogru olsun yani
(F (%) Fy (x3)) =1

olsun. n =k +1 i¢in dogru mudur?

(Fk+l (%), Fpps (, y)) =¢ olsun. Buradan

t|F (x.9) ve t|F,, (x,)

44

(5.3)

(5.4)
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Tanim 2.1°den

Fio (%,9) = xF (%) + yF (x,)
olup,

B (x,p) dse t]xFy, (x, )

Ayrica 1|F,,,(x,y) oldugundan ¢|yF, (x,y) olur. Buradan

tly veya t|F, (x,y)

Kabul edelim ki; ¢|F, (x,») olsun. Ayrica t|F,, (x,») oldugundan. Hipotezimiz

geregice

(F (%) Fr (x3)) =1

oldugunda 7 =1 olur.

Eger 1|y ise t|F,,, (x,») oldugundan

t‘(Em(an’)’J’)

dir. Oysa Teorem 5.1’den (Fk+l (x, y), y) =1 olup, ¢t =1 olmak zorundadir. Boylece

(Foa (5:3). Bz (5:7)) =1

elde edilir. Boylece n=k+1 i¢in iddiamiz dogru olur. O halde (y,x)=1, ve her

ne¥ igin
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(£, (%), Fo (x%,9)) =1

dir.

ii)

x gift olsun. Bu durumda L, (x, y) de gifttir. Her n >0 igin 2|(Z, (x, )L, (x.y))
dir. n =1 igin

(L (x,9). Ly (%, 0)) = (.07 +2y) =t

olsun. Eger p, ¢ yi bolen bir asal say1 ise

plx ve p‘(xz +2y)

olmalidir. Buradan p|2y olmalidir. Teorem 5.1’den p /|y oldugundan p|2
olmalidir. Boylece ¢ =1 veya ¢t =2" olur. Eger x c¢ift say1 n>01¢in L, (x, y) cift

olup, (x,y)=1 oldugundan

(L (%)L, (x,)) = (x> +2y) =2

dir.

Eger x tek say1 L (x,y) ve L,(x,y) tek olup,

(L1 ()c,y),L2 (x,y)) =1
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olur. Kabul edelim ki n>2 i¢in (Ln (x,y),LM (x,y)) =t olsun. Eger p, ¢ yi bdlen

bir asal say1 ise. O zaman

p‘Ln('x’y) ve p Ln+1 ('x’y)

dir. Tanim 2.1°den p‘yLH(x, y) olup, p/|y oldugundan p|L,  (x,y) olmak

zorundadir. Boylece

p|L,_ (x,y) ve p|L,(x,v)

dir. Bu sekilde davam edilirse
p|L (x.y) ve p|L,(x.y)

elde edilir. Boylece p|2 olur. O halde 7 =2" veya ¢ =1 dir. Buradan x cift ise

() (59) 2

bulunur.

Eger x tek ve y ¢ift ise o zaman her n>1 dogal sayisi igin Ln(x, y) bir tek

tamsay1dir.

Eger x ve y tek say1 ise o zaman her n>1 tam say1 i¢in L, (x,y) veya L, (x,»)

bir tek tamsay1 olmak zorundadir. Kabul edelim ki L, (x,y) ve L, (x,y) ¢ift ise o

zaman Tanim 2.1’den

yLn—l (x: y) = Ln+1 (x,y)—an (x: y)
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de bir cift say1 olur. Bu sekilde davam edilirse L, (x, y) =x de ¢ift say1 olur. Bu ise

geliskidir. O halde L, (x,y) veya L, (x,y) tek sayidir. Son olarak. x tek say1 iken

(L" (x’y)’Ln+l (xay)) =1
olur.
5.3 Teorem

m,ne¥ ve m|n olsun.

F, (x,y) F (x,y) (5.5)
dir [2].

ispat

m|n ise n = km olacak sekilde bir k£ € ¥ vardir.

mln = F, (x,y)|F, (x.)

oldugunu tiimevarim ile ispatlayalim. £ =1 olsun. O zaman

E,(x,3)|F, (%)

olur. b bir tam say1 olmak iizere kabul edelim ki k£ =b icin dogru olsun. Bu

durumda

E,(x.y)|F, (x.7)
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olur. Simdi £ =b +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim. Teorem 3.1 den
Fyyn (5:3) = B (%) = VE, (5, 9) F, (%,9) + Fy,, (5. 9) F, i (%, )
dir.

F,(x,p)|F, (x.y) ve F,(x,y)|F, (x.»)

oldugundan

Fm (x’y) Fibﬂ)m ('x’y)

olur. Boylece k£ =b +1 i¢in dogru olur. O halde m,n € ¥ igin

m|n ise F, (x,y)|F,(x,)

elde edilir.
5.4. Teorem

y.xe¥ ve (y,x)=1 olsun. Her n,m €¥ i¢in

(F;q (x’y)’F:n(x’y)):Fin,m)(x’y) (56)
dir [9].
jspat

Eger m =n igin oldugunu biliyoruz



Kabul edelim ki 7 >m igin dogru olsun. Oklid algoritmasindan

n=mq,+r,0<r <m

m=rq,+r,0<r, <n

dir. Teorem 3.1 ve Teorem 5.3 den

(F, (5 0) F (3.9)) = (Frgyor, (x:3), F, (2.7))
(VP (2o 2)E, (2.9) 4 By (3.9) F o (2,9),F (3,7))
(PPt (x.9) F, (2,9).F, (x.9))

olup, Teorem 5.1 den

(3 F, (7)) =1

dir. Teorem 5.2 den

(quo—l (%), F,, (x,y)) -1

ve Teorem 5.3 den

(P (x.).E, (x.9)) =1

olur. Boylece

(£, (x).F, (x.3)) = (F, (x).F, (x.))



elde edilir. Boylece

= Fin,m) (x’y)
bulunur.
5.5. Teorem

v, xe¥, (y,x):l olsun.m#2 veya x # 1 olmak lizere
m|n = (x,y)|Fn (x,y)

dir [6].

fspat

a) m|n =F, (x,y)

b) F, (x,y)|Fn (x,y)= m|n

oldugunu ispatlayalim. Kabul edelim ki F

m

olsun. O zaman

(£ (.2)-F, (%.9)) = F, (%)

F (x, y) oldugu Teorem 5.3 de ispatlandi.
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(5.7)

(x,y)|Fn(x,y) ve m#2 veya x#1
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dir. Ayrica Teorem 5.4’den

(£, (6. 0).F, (x:0)) = B (%,7)

dir. O halde

F,(x,y)=F,, (%)

dir. x,y €¥ olmak iizere ¢ iizerinde timevarimile ## 1 ve x #1 igin
F(x,y)<F(x)

oldugu goriilebilir. Eger =1 veya x=1 ise

E(xy)=F(xy)

olur. x,ye¥ ve (x,y)=11igin =1 veya x =1 olursa Tanim 2.1 den
F(xy)=F(xy)

elde edilir. Boylece 7 #1 veya x #1 igin

F(%y)<F.(xy)

oldugu ¢ {izerinde tiimevarim ile gosterebiliriz. O halde ¢ #1 veya s #2 veya x #1

i¢in

t<s ise F(x,y)<F,(x,)



olur. Eger 7 #1 veya s #2 veya x =1 olacak sekildeki 7,s,x dogal sayilar igin
F(x.y)=F (xy)et=s

dir.

F,(x.5)=F,, (%)

oldugundan m # 2 veya (m,n)#1 veya x#1 igin

F,(x.)=F,, (x.y) < m=(m,n)

olup, bu ise m |n dir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
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