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ÖZET 

 

Regresyonda etkili gözlem ve gözlem grupları, tahmin de�erlerinde önemli 

derecede farklıla�malara neden olabilir. Bu farklıla�malar modelin 

açıklanabilirli�ini azalttı�ı için verideki etkili gözlem veya gözlem gruplarının 

saptanması regresyon analizinin verimlili�i açısından önemlidir. Bu çalı�mada 

etkili gözlem ve gözlem gruplarının saptanması için kullanılan DFFITS, 

DFBETAS, COVRATIO, Cook Uzaklı�ı, S tanı istatistikleri ve grafik yöntemi 

incelenmi�tir. Bu yöntemler etkili bir gözlem veya iki gözlemden olu�an etkili 

bir gözlem grubu içeren veride bu gözlem ve gözlem grubunu etkili gözlem 

olarak saptama oranı bakımından kar�ıla�tırılmı�tır. 
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ABSTRACT 

 

In regression, an influential observation and influential sets would cause 

noticeable differentiations on fitted values. Since these differentiations decrease 

explainable of model, detecting the influential observation or the influential sets 

in data is important for efficiency of regression analysis. In this study DFFITS, 

DFBETAS, COVRATIO, Cook Distance, S statistics and graphical technique 
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S�MGELER VE KISALTMALAR 

 

Bu çalı�mada kullanılmı� bazı simge ve kısaltmalar, açıklamaları ile birlikte a�a�ıda 

sunulmu�tur. 

 

Simgeler  Açıklama 

 

n   Örnek hacmi 

p   Tahmin edilecek parametre sayısı 

H   Hat (Projeksiyon) matrisi 

hii    Hat matrisinin i. Kö�egen elemanı 

ir    Dahili studentle�tirilmi� artıklar 

it    Harici studentle�tirilmi� artıklar 

   Veriden .i  gözlemin silinmesiyle elde edilen X  matrisi 

   Veriden .i  gözlemin silinmesiyle elde edilen Y  matrisi 

ˆ    Veriden .i  gözlemin silinmesiyle elde edilen β̂  vektörü 

 

Kısaltmalar  Açıklama 

 

EKK   Enküçük kareler  

EIC   Deneysel etki e�risi (Empirical influence curve) 

SIC   Örnek etki e�risi (Sample influence curve) 

(i)EIC    Gözlem silme tekni�ine dayalı deneysel etki e�risi 

RSF   Göreli duyarlılık faktörü (relative sensitivity factor)  
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1. G�R�� 

 

Regresyonda, gözlemlerden biri veya birkaçı verinin geneline uymayabilir. Bu tip 

gözlemler aykırı gözlemler (outliers) olarak adlandırılır. Bazı aykırı gözlemler ise 

mutlak de�erce anormal büyüklükte artıklara sahip olabilir ve bunlar regresyon 

sonuçlarını olumsuz yönde etkileyebilir. Bir veride, regresyon parametrelerinin en 

küçük kareler, EKK, tahminlerinde önemli derecede farklıla�malara neden olan 

gözlemler, etkili gözlemler olarak tanımlanır[1-3]. 

 

Etkili gözlemlerin artıkları mutlak de�erce oldukça büyük oldukları için, bunlar artık 

kareler toplamı de�erinin büyümesine neden olur. Bundan dolayı bu gözlemler, 

belirleme katsayısı ve regresyon katsayılarının standart hataları gibi modele ili�kin 

istatistikler üzerinde olumsuz yönde etkide bulunur. Bu yüzden etkili gözlemlerin 

saptanması ve saptandıktan sonra bu gözlemlerin etkisinin azaltılması için gerekli 

a�ırlıklandırmaların yapılması, yapılan regresyon analizinin daha verimli olması 

açısından önemlidir. 

 

Etkili gözlemlerin incelenmesi ilk kez Cook (1977) tarafından çalı�ılmı�tır. Son otuz 

yılda bu alanda birçok çalı�ma yapılmı�tır. Bu süreç içerisinde etkili gözlemlerin 

saptanması için birimlerin tek tek incelenmesinin yanı sıra birimlerin gruplar halinde 

incelenmesinin de önemi ortaya çıkmı�tır. Literatürde etkili gözlemlerin saptanması 

için önerilen tanı istatistikleri be� ba�lık altında toplanabilir. Bunlar 

 

• Artıklara dayalı tanı istatistikleri, 

• Hat (projeksiyon) matrisine dayalı tanı istatistikleri, 

• Güven elipsoitlerinin hacmine dayalı tanı istatistikleri, 

• Etki e�risine dayalı tanı istatistikleri ve 

• Kısmi etkilili�e dayalı tanı istatistikleri  

 

biçiminde ifade edilmi�tir[4]. Bu tanı istatistiklerinin ço�unda gözlem silme tekni�i 

kullanılmaktadır. Gözlem silme tekni�inde, bir gözlem veya gözlem kümesi veriden 
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çıkartıldıktan sonra regresyon modeline ili�kin istatistiksel sonuçların nasıl 

etkilendi�i incelenir. 

 

Verideki i. birimin ba�ımlı de�i�ken bakımından ölçüm de�eri iY  ve bu birimin 

regresyon modeli ile elde edilen tahmin de�eri îY  olmak üzere ˆ
i i ie Y Y= −  olarak 

tanımlanan, bilinen ie  artıklarına dayalı olan ve aykırı gözlemlerin saptanmasında 

kullanılan tanı istatistiklerinden biri Studentle�tirilmi� Artıklar’ dır. 

Studentle�tirilmi� Artıklar, aykırı gözlemleri belirlemenin yanında etkili gözlemlerin 

belirlenmesi için de kullanılır. Bu yöntemde önemli derecede büyük de�erli 

Studentle�tirilmi� artıklara sahip gözlemler etkili gözlemler olarak 

de�erlendirilebilir. Dahili ve harici olarak ikiye ayrılan studentle�tirilmi� artıklar 

Margolin (1977) ve David (1981) tarafından tartı�ılmı�tır[5,6]. 

 

Hoaglin ve Welsch (1978) aykırı gözlemlerin ve etkili gözlemlerin belirticisi olan 

yüksek dereceli kaldıraç noktalarını (high leverage points) saptamak için projeksiyon 

matrisi olarak da bilinen Hat matrisinin kö�egen elemanlarının kullanılabilece�ini 

belirtmi�lerdir. Bu matrisin kö�egen elemanları iih  ile gösterilir ve kaldıraç de�eri 

olarak bilinir. Ayrıca Hoaglin ve Welsch (1978), tahmin edilecek parametre sayısı p  

ve örnek çapı n  olmak üzere, iih  de�eri 2 p n ’den büyük olan gözlemleri yüksek 

dereceli kaldıraç noktası olarak tanımlamı�lardır. Buna ek olarak iih  de�erleriyle 

beraber Studentle�tirilmi� Artıklar da incelenerek ilgili gözlemin etkili olup 

olmadı�ına daha iyi karar verilebildi�ini de belirtmi�lerdir[7]. Hat matrisi ikinci 

bölümde ayrıntılı bir biçimde tanıtılacaktır. 

 

Güven elipsoitlerinin hacmine dayalı tanı istatistiklerine Andrews-Pergibon (1978) 

tarafından önerilen Andrews-Pergibon istatisti�i örnek verilebilir [8]. Ayrıca Belsley 

ve di�. (1980) tarafından önerilen kovaryans oranlarına dayalı COVRATIO istatisti�i 

oldukça kullanı�lıdır [9]. COVRATIO istatisti�iyle, regresyon parametrelerinin 

tahminleri üzerinde hem tek ba�ına etkili olan gözlemler hem de ortak bir etkilili�e 

sahip gözlemler incelenebilir. Cook ve Weisberg  (1982) tarafından geli�tirilen iki 
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tanı istatisti�i olan Ençok Olabilirlik Uzaklı�ı ve Cook-Weisberg �statisti�i de güven 

elipsoitlerin hacmine dayalı istatistiklerdendir[10]. 

 

Uygulamada sıkça kullanılan ve Cook (1977) tarafından önerilen Cook Uzaklı�ı, etki 

e�risi (influence curve/function) kavramının örnek versiyonu olan örnek etki e�risi 

(sample influence curve/function) kavramına dayalı bir istatistiktir[2]. Etki e�risi ve 

etki e�risinin örnek versiyonları ikinci bölümde ayrıntılı bir biçimde anlatılmı�tır. 

Gözlem silme tekni�ine dayalı olan Cook Uzaklı�ı hem tek ba�ına etkili olan 

gözlemleri hem de ortak etkilili�e sahip gözlem kümelerini saptamada kullanılır. 

Ayrıca bu tanı istatisti�inin de�i�tirilmi� bir biçimi olan Düzeltilmi� Cook Uzaklı�ı 

da etkili gözlemlerin tespit edilmesinde kullanılan di�er bir istatistiktir[2,10]. 

Bunlara ek olarak etkili gözlemlerin saptanmasında Belsley ve di�. (1980) tarafından 

geli�tirilen ve gözlem silme tekni�ine dayalı iki kullanı�lı tanı istatisti�i olan 

DFBETAS ve DFFITS istatistikleri de etki e�risinden türetilmi� 

istatistiklerdir[9,11,12].  

 

Yüksek dereceli kaldıraç noktalarının ve etkili gözlemlerin incelenmesinde, Hat 

matrisinin ayrı�tırılmasıyla elde edilen .j  de�i�kenin .i  gözlemin iih  de�erine 

katkısını ölçmeye yarayan kısmi kaldıraç de�eri (partial leverage) ve bu katkının 

görsel olarak incelenebildi�i kısmi artık grafi�i (partial residuals plot) de 

kullanılmaktadır. Hoaglin ve Welsch (1978)  ve Chatterjee ve Hadi (1986) kısmi 

kaldıraç de�erleri ve kısmi artık grafi�i ile etkili gözlemlerin bulunması konusu 

üzerine çalı�mı�lardır[4,7]. 

 

Hem bir etkili gözlem hem de etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan bir 

ba�ka istatistik de Hadi (1992) tarafından önerilen 2
iH  tanı istatisti�idir. Bu istatistik 

x-uzayında, y-uzayında veya xy-uzayında potansiyel olarak etkili olan gözlemlerin 

aykırı de�er olup olmadı�ını saptamada kullanılır[13,14]. Ayrıca tek ba�ına etkili 

olan gözlemlerin saptanması için kullanı�lı bir ba�ka istatistik Pena (2005) tarafından 

önerilmi�tir. Bu tanı istatisti�i ise tahmin de�erlerine dayalı Cook uzaklı�ının 
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geli�tirilmi� bir biçimidir ve verideki her bir gözlemin silinmesiyle i. gözleme ili�kin 

tahminin duyarlılı�ını ölçmektedir[15]. 

 

Etkili gözlemlerin saptanması için bir ba�ka yöntem de ba�ımlı de�i�kene kar�ı 

ba�ımsız de�i�ken için olu�turulan serpme diyagramının incelenmesidir. Basit 

do�rusal regresyonda bu serpme diyagramı iki boyutlu oldu�u için etkili gözlemler 

açık bir �ekilde belirlenir. Fakat ba�ımsız de�i�ken sayısı 2 oldu�unda, ba�ımlı 

de�i�kene kar�ı ba�ımsız de�i�ken için olu�turulan üç boyutlu serpme 

diyagramından, gözlemlerin genel e�ilimine uymayan noktalar görsel olarak 

saptanamayabilir. Çünkü bu üç boyutlu diyagramda bir hacim söz konusudur. 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının ikiden fazla oldu�u durumlarda ise, serpme diyagramı 

boyut sorunu oldu�u için olu�turulamaz. 

 

Bu zorlulu�u gidermek için Li ve di�. (2001) çoklu regresyonda etkili gözlemlerin 

saptanması için bir grafiksel yöntem geli�tirmi�lerdir. Bu yöntemdeki ana fikir 

yüksek boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu tanı grafiklerinin bir setine 

indirgeyerek, bu grafiklerin görsel olarak incelenmesine dayanır. Li ve di�. (2001) bu 

metodolojiyi hem daha kolay bir yorumlamayı elde etmek, hem de hesaplamalarla 

di�er yöntemlere göre daha az u�ra�mak amacıyla geli�tirmi�lerdir[16]. 

 

Etkili gözlem grupları incelenirken veride regresyon tahminleri üzerinde ortak etkisi 

olan gözlemler mevcut olabilece�i gibi bu tahminler üzerinde ko�ullu olarak etkili 

olan gözlemler de bulunabilir. Son yıllarda ortak etkililik (joint influence) ve ko�ullu 

etkililik (conditional influence) kavramlarına ba�lı olarak maskeleme (masking) ve 

yanılgıya-dü�ürme (swamping) sorunları üzerinde durulmaktadır. Lawrance (1995) 

etkili gözlemlerin analizinde maskelemeyi ve yanılgıya dü�ürme sorunlarını 

incelemi�tir ve etkili gözlemler için bu sorunların aykırı gözlemlerdeki orijinal 

tanımlarıyla aynı olmadı�ını vurgulamı�tır[17]. Maskeleme ve yanılgıya dü�ürme 

sorunları üçüncü bölümde ayrıntılı olarak anlatılmı�tır. 

 

Regresyon katsayıları üzerinde ortak etkisi olan gözlem grupları ara�tırılırken 

kar�ıla�ılacak bir ba�ka sorun da gözlemlerin yüksek boyutlu kombinasyonlarını 
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incelerken hesaplama zorlu�unun olu�masıdır. Bundan dolayı uygulamada 

gözlemlerin en çok 5’ li kombinasyonları dikkate alınarak etkili gözlemler tespit 

edilmektedir. 

 

Çalı�manın ikinci bölümünde bu çalı�mada kullanılan tanı istatistikleri için temel 

kavramlara yer verilmi�tir. Üçüncü bölümde etkili gözlemlerin saptanması için 

kullanılan Cook uzaklı�ı, DFBETAS, DFFITS, COVRATIO, Pena’ nın iS  tanı 

istatisti�i ve maskeleme (masking) ile yanılgıya dü�ürme (swamping) hakkında bilgi 

verilmi�tir. Dördüncü bölümde ise çoklu regresyonda etkili gözlemlerin saptanması 

için kullanılan ve yeni bir yöntem olan grafik yöntemi tanıtılmı�tır. Be� tanı istatisti�i 

ve grafik yönteminin simülasyon çalı�masıyla kar�ıla�tırılması be�inci bölümde 

verilmi�tir. Son olarak altıncı bölümde de sonuç ve öneriler sunulmu�tur. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR 

 

Bu bölümde do�rusal regresyon modeli ile tanı istatistiklerine ili�kin temel 

kavramlardan Etki E�risi, Etki E�risinin Sonlu Örnek Uyarlamaları, Hat Matrisi ve 

Studentle�tirilmi� Artıklar kısaca tanıtılacaktır. 

 

2.1. Do�rusal Regresyon Modeli 

 

Verideki gözlem sayısı n  ve regresyon modelindeki parametre sayısı da p  olmak 

üzere, 1n×  boyutlu yanıt vektörü Y, n p×  boyutlu ve p ranklı tasarım matrisi X, 

1p ×  boyutlu parametre vektörü β  ve  1n×  boyutlu 0 ortalamalı ve 2σ  varyanslı 

hata de�i�kenlerinin vektörü ε  ile gösterilsin. Bu durumda do�rusal regresyon 

modeli 

 

Y X β ε= +                     (2.1) 

 

biçiminde yazılır. Hata de�i�kenine ili�kin varsayımlar altında, bu modele ili�kin β  

parametre vektörünün EKK tahmin edicisi 

 

( ) 1ˆ T TX X X Yβ
−

=         

 

ile bulunur. β̂  vektörü kullanılarak elde edilen tahmin de�erleri Ŷ  vektörüyle 

gösterilirse bu vektör 

 

ˆŶ X β=                     (2.2) 

 

ile bulunur. Artık vektörü olan e  ise 

 

ˆe Y Y= −          
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ile verilir. Hata de�i�kenlerinin varyansı olan 2σ  için yansız bir tahmin edici 

a�a�ıdaki gibidir. 

 

( )2ˆ Te e n pσ = −  

 

Regresyon analizine ba�lamadan önce etkili gözlem(ler) olup olmadı�ının 

belirlenmesi gerekir. Çünkü önceki bölümde bahsedildi�i gibi bu gözlem(ler) 

regresyon sonuçlarını de�i�tirme e�ilimindedir. Etkili gözlemlerin saptanması için 

kullanılan tanı istatistiklerine ili�kin temel kavramlardan bazıları kısaca 

incelenecektir. 

 

2.2. Hat Matrisi 

 

EKK yöntemiyle olu�turulan bir regresyon modelinde her bir gözlemin parametre 

tahminleri üzerinde ve buna ba�lı olarak ˆiy  tahmin de�erleri üzerinde ne kadar bir 

aykırılı�a veya etkilili�e sahip oldu�unun belirlenmesi oldukça önemlidir. 

Projeksiyon matrisi olarak da bilinen Hat matrisi bu bilgiyi verir ve Studentle�tirilmi� 

Artıklarla beraber verinin geneline uymayan noktaları bulmayı sa�lar. 

 

E�. (2.2), 

 

1

ˆˆ

  ( )
  

T T

Y X

X X X X Y

HY

β
−

=
=
=

 

 

biçiminde tekrar yazılırsa, buradaki n n×  boyutlu olan H  matrisi Hat Matrisi olarak 

adlandırılır [7]. Bu durumda H  matrisi a�a�ıdaki formülle elde edilir. 

 
1( )T TH X X X X−=         
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Simetrik ve idempotent bir matris olan H matrisinin .i  kö�egen elemanına kar�ılık 

gelen de�er iih  ile gösterilir ve kaldıraç de�eri olarak adlandırılır. Hoaglin ve Welsch 

(1978) .i  gözleme kar�ılık gelen kaldıraç de�erinin 2 p n ’ den büyük olması 

durumunda, bu gözlemi yüksek dereceli kaldıraç noktası olarak tanımlamı�lardır. Bu 

nokta ba�ımsız de�i�ken de�eri bakımından verinin geneline uymayan bir gözlemdir. 

Bundan dolayı yüksek dereceli kaldıraç noktaları aykırı veya etkili gözlem olabilir 

[7]. Hoaglin ve Welsch (1978) .i  gözleme kar�ılık gelen kaldıraç de�erinin 

hesaplanması için alternatif bir formülü 

 
1( )     ,             ( 1, 2,..., )T T

ii i ih x X X x i n−= =      

 

olarak tanımlamı�lardır [7]. 

 

H  matrisinin önemli bir özelli�i de kö�egen elemanlarının yani iih  de�erlerinin 

toplamının tahmin edilecek parametre sayısı p ’ ye e�it olması ve 0 1iih≤ ≤  

olmasıdır. Ayrıca H  matrisinin rankı tasarım matrisi X ’ in rankına e�ittir [7]. 

 

2.3. Etki E�risi ve Etki E�risinin Örnek Uyarlamaları 

 

2.3.1. Etki e�risi 

 

Etki e�risi ilk kez Von Misses (1947) tarafından önerilmi�tir. Hampel (1968) ve 

Andrews ve ark. (1972) etki e�risini tahmin edicileri kar�ıla�tırmak ve mevcut 

tahmin tekniklerini geli�tirmek amacıyla kullanmı�lardır. Özellikle, Hampel (1974) 

etki e�risinin sa�lam (robust) tahmin edicilerdeki rolü üzerine çalı�mı�tır[10,18]. 

 

Etki fonksiyonu olarak da bilinen etki e�risinin genel bir tanımı, sonsuz boyutlu bir 

uzayda tanımlı ve belli bir da�ılıma sahip bir tahmin edicinin fonksiyonel bir 

gösterili�le ilk türetili�i biçiminde yapılabilir [18].  
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Birikimli da�ılım fonksiyonu F  olan ve mR ’ de tanımlı bir yı�ından çekilen 

ba�ımsız ve aynı da�ılımlı örnek 1 2, ,..., nz z z  olsun ve bu örne�e dayalı k  boyutlu 

vektörel de�erli istatistik nT  ile gösterilsin. nT  istatisti�ine ili�kin parametre θ  ile 

gösterilirse bu parametre fonksiyonel olarak ( )T Fθ =  biçiminde yazılabilir. Ayrıca 

deneysel birikimli da�ılım fonksiyonu F̂  ile gösterilirse nT  istatisti�i fonksiyonel 

olarak ( )ˆT F  biçiminde gösterilebilir. Bunu bir örnekle göstermek gerekirse 

1m k= =  iken örnek ortalaması 

 

1
n iT z z

n
= =�  

 

olsun. Bu durumda ( )ˆT F  fonksiyoneli 

 

( )ˆ ˆT F zdF z= =�  

 

ile verilir [10]. 

 

Herhangi bir 0
mz R∈  noktasında belirlenen birikimli da�ılım fonksiyonu 

0zδ  olsun 

ve 

 

( )
0

0
0

0

1,   
;

0,   z

z z
F z z

z z
δ

≥�
= = � <�

 

 

ile gösterilsin. τ , bozulma katsayısı olmak üzere, F  ve ( )
0

1 zFτ τδ− +  birikimli 

da�ılım fonksiyonları için nT  istatisti�ine kar�ılık gelen fonksiyoneller sırasıyla 

{ }T F  ve ( ){ }
0

1- zT Fτ τδ+  olsun. Bu durumda F  birikimli da�ılım fonksiyonu 

üzerindeki T  istatisti�inin etki e�risi 
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( )
( ){ } { }

0

0

1
lim     ,        (0 1)

zT F T F
IC z

τ

τ τδ
τ

τ+→

− + −
= < <                        (2.3) 

 

olarak tanımlanır. Burada limitin her mz R∈  noktası için tanımlı olması zorunlulu�u 

vardır [10,18].  

 

Etki e�risi, asimptotik varyansın bulunmasında kullanılmasının yanı sıra sezgisel 

de�erlendirmelerde kullanılan birçok sa�lam istatisti�in türetilmesinde de 

kullanılmaktadır. Bununla birlikte bir istatisti�in her bir gözleme kar�ı duyarlılı�ını 

etki e�risinin sonlu örnek uyarlamalarıyla incelemek daha kullanı�lıdır. 

 

2.3.2. Etki e�risinin örnek uyarlamaları 

 

Hampel (1974) Etki E�risi’ nin tanı yöntemleri için kullanı�lı oldu�unu öne 

sürmü�tür. Fakat Mallows (1975) bunun F  birikimli da�ılım fonksiyonuna göre 

yapılan bir tahmin tekni�i oldu�unu ve etki e�risinin sonlu bir örnek uyarlamasına 

ili�kin bir yöntemin, F  birikimli da�ılım fonksiyonunu kullanmaya ba�ımlı olmayı 

gidererek daha fazla bilgi sa�layaca�ını belirtmi�tir. Böylece Mallows (1975), 

regresyon parametrelerinin EKK tahminlerini etki e�risine uygulayarak, bir örne�e 

ili�kin gözlem de�erlerine dayalı etki e�risinin sonlu örnek uyarlamaları olan 

deneysel etki e�risi (empirical influence curve, EIC) ve örnek etki e�risi (sample 

influence curve, SIC) yöntemlerini bulmu�tur. Bu fikir geneldir ve di�er durumlara 

uygulanabilir. Bundan dolayı gözlem silme yakla�ımında, etki e�risinin sonlu örnek 

uyarlamaları dikkate alınmaktadır. Çünkü bu yakla�ımla her bir gözlem de�erini 

de�erlendirerek etkili gözlemleri saptamak, sonlu örnek uyarlamalarıyla daha 

kullanı�lı olur [10]. 

 

i. gözleme ili�kin ba�ımsız de�i�ken de�erleri ix  vektörüyle ve ba�ımlı de�i�ken 

de�eri de iy  ile gösterilsin ve ( ),
TT

i i iz x y=  vektörü (i=1,2,…,n) ilgili birime ili�kin 

gözlem de�erlerinin bir vektörü olsun. (2.1) modeli dikkate alınırsa, β̂  tahmin 
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edicisi için örnek birikimli da�ılım fonksiyonu F̂ , E�. (2.3)’ te yerine konursa 

deneysel etki e�risi (EIC) 

 

( ) ( ) 1T
i i iEIC z n X X x e

−
=        

 

biçiminde yazılır [10]. .i  birimin silinmesiyle elde edilen örnek birikimli da�ılım 

fonksiyonu ( )
ˆ

iF , E�. (2.3)’ te β̂  tahmin edicisi için yerine konursa, gözlem silme 

tekni�ine dayalı olan yeni deneysel etki e�risi 

 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1

( )
ˆ1 T T

i i i i ii i iEIC z n X X x y x β
−

= − −     

 

ile elde edilir [10]. Burada ( ) ( )1 1

( ) ( )
T T T
i i i iX X X X x x

− −
= −  olur. ( )

ˆ
iβ  ise .i  birimin 

silinmesiyle elde edilen β  parametre vektörünün EKK tahmin edicisidir ve  

 

( ) 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ T T

i i i i iX X X Yβ
−

=  

 

ile verilir.  

 

Etki e�risinin örnek uyarlamasının daha arzu edilen bir biçimi, E�. (2.3)’ te β̂  

tahmin edicisi için F yerine F̂  ve τ  yerine 1/( 1)n− −  alınarak elde edilen örnek etki 

e�risi (SIC)’ dir ve 

 

( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

1

ˆ ˆˆ ˆ( 1)

ˆ ˆ       ( 1)

( 1)( )
       

1

i i

i

T
i i

ii

SIC z n F F

n

n X X x e
h

β β

β β
−

= − − −

= − −

−=
−

                            (2.4)
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olarak elde edilir. Burada iih  terimi H matrisinin .i  kö�egen elemanıdır.  

 

Etkili gözlemlerin saptanması için uygulamada sıkça kullanılan Cook uzaklı�ı SIC 

kullanılarak türetilir. 

 

Etki e�risinin sonlu örnek uyarlamaları olan her bir gözleme ili�kin ( )iEIC z , 

( ) ( )iiEIC z  ve ( )iSIC z , p boyutlu birer vektördür. Bu vektörlerin normları ilgili 

gözlemin etkili gözlem olup olmadı�ına ili�kin bir kanıya varmak için kullanılabilir. 

 

2.4 Studentle�tirilmi� Artıklar 

 

Bilinen artıkların varyansı hem 2σ  parametresinin hem de iih  istatisti�inin bir 

fonksiyonu oldu�undan bu artıklar ölçe�e dayalı bir da�ılıma sahiptir. Birçok tanı 

yöntemi için bu niceliklerin ikisine de ba�lı olmayan, artıkların studentle�tirilmi� bir 

biçimini kullanmak daha kullanı�lıdır. Margolin (1977) Studentle�tirme terimini, 

ölçe�e dayalı bir istatistik olan U  istatisti�inin, bir T  tahminine bölümü �eklinde 

tanımlamı�tır. Bu bölümle elde edilen S U T=  oranı, ilgilenilmeyen 

parametrelerden (nuisance parameters) ba�ımsız bir da�ılıma sahip olacaktır. Ayrıca 

Studentle�tirilmi� Artıklar U  ve T   istatistiklerinin genellikle aynı veriden 

türetildi�i ve ba�ımlı oldu�u Dahili Studentle�tirme ve U  ve T   istatistiklerinin 

ba�ımsız oldu�u Harici Studentle�tirme kavramları altında ikiye ayrılır [10,19,20]. 

 

2.4.1. Dâhili studentle�tirilmi� artıklar 

 

EKK regresyonunda Standartla�tırılmı� Artıklar olarak da isimlendirilen Dahili 

Studentle�tirilmi� Artıklar a�a�ıdaki formülle elde edilir. 

 

( )
        ,           ( 1,2,..., )

ˆ 1
i

i

ii

e
r i n

hσ
= =

−
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Burada 2 2

1

ˆ ( )
n

i
i

e n pσ
=

= −�  olarak tanımlanır ve artık kareler ortalaması olarak 

adlandırılır [10].  

 

Do�rusal bir modelde, Dahili Studentle�tirilmi� Artıklar ortalaması 0 ve varyansı 1 

olan normal da�ılıma sahiptir. Birçok durumda, özellikle büyük çaptaki veri 

setlerinde, artıkların varyansı dengede tutulur. Bu durumda, Dahili Studentle�tirilmi� 

Artıklar ve Harici Studentle�tirilmi� Artıklar arasında önemsiz derecede küçük 

farklılıklar mevcut olabilir. Böylece bu iki istatistik ço�u kez denk bilgileri verir. 

Bununla birlikte büyük Dahili Studentle�tirilmi� Artık de�erine ve büyük iih  

de�erine sahip herhangi bir nokta potansiyel olarak regresyon tahminlerini 

de�i�tirme e�ilimine sahiptir [1,10]. 

 

2.4.2. Harici studentle�tirilmi� artıklar (RSUDENT) 

 

Harici Studentle�tirilmi� Artıklar için ba�ımsız ie  de�erlerinden hesaplanan 2σ  

parametresinin bir tahmin edicisine gerek vardır. Hataların normalli�i varsayımı 

altında .i  gözlemin silinmesiyle hesaplanan varyansın tahmin edicisi olan 2
( )ˆ iσ  

istatisti�i a�a�ıdaki �ekilde tanımlanır. 

 
2 2

2
( )

2
2

ˆ( ) (1 )ˆ
1

ˆ               ,             ( 1,2,..., )
1

i ii
i

i

n p e h
n p

n p r
i n

n p

σσ

σ

− − −=
− −

� �− −= =� 	− −
 �

               (2.5) 

 

E�. (2.5)’ ten yararlanarak Harici Studentle�tirilmi� Artıklar a�a�ıdaki gibi 

tanımlanır. 

 

( )( )

        ,           ( 1,2,..., )
ˆ 1

i
i

i ii

e
t i n

hσ
= =

−
                (2.6) 
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Burada 2
( )ˆ iσ  ve ie  ba�ımsızdır [10]. Bu durumda ( )ˆ iσ  terimi, E�. (2.6)’ da yerine 

konursa harici studentle�tirilmi� artıkların bir ba�ka biçimi 

 
1/ 2

2

1
     ,             ( 1, 2,..., )i i

i

n p
t r i n

n p r
� �− −= =� 	− −
 �

     

 

ile verilir [10]. 

 

it  istatisti�i n p−  serbestlik dereceli student-t da�ılır. Her bir it  de�eri ilgili kritik 

de�erle kar�ıla�tırılarak aykırı gözlemler belirlenir[10,20]. Buna ba�lı olarak mutlak 

de�erce oldukça büyük R-SUDENT de�erine sahip gözlemler etkili gözlem olabilir. 
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3. ETK�L� GÖZLEMLER�N SAPTANMASI �Ç�N TANI �STAT�ST�KLER�  

 

Bir verideki gözlemlerden biri veya birkaçı verinin genel yapısına uymuyor ve bunlar 

regresyon modeli parametrelerinin EKK tahminlerinde dikkate de�er farklıla�malara 

neden oluyorsa bu tür gözlem veya gözlem kümeleri etkili gözlemler olarak 

tanımlanır. Bundan dolayı etkili gözlem veya etkili gözlem kümelerinin saptanması, 

regresyon modeli olu�turma sürecinde önemli bir adımdır. 

 

Etkili gözlemler verinin genel yapısına uymayan gözlemler oldukları için, literatürde 

aykırı gözlemlerin belirlenmesi için kullanılan istatistiklerin bazıları etkili 

gözlemlerin tespiti için de kullanılabilir. Bunlardan ikisi, kaldıraç de�eri olarak da 

bilinen H matrisinin kö�egen elemanları olan iih  ve Dahili Studentle�tirilmi� Artıklar 

olan ir  istatistikleridir. Oldukça büyük iih  ve ir  de�erleri ilgili gözlemin etkili 

gözlem oldu�unun belirtisidir. Bu yöntemler dı�ında, etkili gözlemleri saptamanın 

daha iyi bir yolu .i  gözlemi veya verinin alt kümesi olan bir gözlem grubunu veriden 

çıkartarak regresyon sonuçlarının nasıl de�i�ece�inin incelenmesidir. Gözlem silme 

yöntemi olarak adlandırılan bu yönteme dayalı tanı istatistikleri etkili gözlemlerin 

saptanmasında oldukça kullanı�lıdır. Bu tanı istatistikleri iki ba�lık altında 

toplanabilir. Bunlar içinde bir etkili gözlemi saptamaya dayalı tanı istatistiklerine 

DFBETAS, DFFITS ve Pena’ nın iS  istatisti�i örnek gösterilebilir. Hem bir etkili 

gözlemi hem de etkili gözlem gruplarını saptamaya dayalı tanı istatistiklerine de 

Cook Uzaklı�ı ve COVRATIO  istatisti�i örnek verilebilir. 

 

Bazı durumlarda iki veya daha fazla gözlem tek ba�larına regresyon katsayıları 

üzerinde etkili gözükmüyorken bu gözlemlerin tahminler üzerinde ortak etkisi 

mevcut olabilir. Buna ba�lı olarak bu iki gözlem bir etkili gözlemi saptamak için 

kullanılan ve gözlem silme tekni�ine dayalı olan tanı istatistikleriyle tespit edilemez. 

Bu durumda maskeleme (masking) söz konusudur. Maskeleme sorununun tam zıttı 

ise etkili bir gözlemin etkili olmayan bir gözlemle beraber regresyon 

parametrelerinin tahminlerini de�i�tirme e�iliminde oldu�u durumdur. Böylece etkili 
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olmayan bu gözlem, saptanan etkili gözlem grubunun elemanı olarak belirlenir. Bu 

durum ise yanılgıya dü�ürme (swamping) olarak bilinir[17]. 

 

Bu bölümde Cook uzaklı�ı, DFBETAS, DFFITS, COVRATIO ve Pena’ nın iS  

istatisti�i tanıtıldıktan sonra maskeleme ve yanılgıya-dü�ürme sorunları hakkında 

bilgi verilecektir. 

 

3.1. Bir Etkili Gözlemi Saptamaya Dayalı Tanı �statistikleri 

 

Bir gözlemin tek ba�ına etkili bir gözlem olup olmadı�ı, bu gözlemin veriden 

atılmasıyla geri kalan veriden hesaplanan tahminlerin nasıl de�i�ti�ini gözleyerek 

saptanabilir. E�er elde edilen tahminlerde dikkate de�er bir de�i�me varsa bu gözlem 

etkili bir gözlemdir. Bu yönteme dayalı tanı istatistikleri, bir etkili gözlemi 

saptamaya dayalı tanı istatistikleri ba�lı�ı altında toplanır. 

 

Belsley ve ark. (1980) tarafından önerilen, bir gözlem silme tekni�ine dayalı iki 

kullanı�lı tanı istatisti�i DFBETAS ve DFFITS istatistikleridir. Ayrıca Pena (2005) 

tarafından önerilen iS  tanı istatisti�i regresyon katsayıları üzerinde tek ba�ına etkili 

olan gözlemin belirlenmesinde kullanı�lıdır. Bu bölümde tek etkili gözlem 

saptamaya dayalı bu üç tanı istatisti�i tanıtılacaktır. 

 

3.1.1. DFBETAS tanı istatisti�i 

 

Belsley ve ark. (1980) tarafından önerilen ijDFBETAS  istatisti�i, .i  gözlemin 

veriden silinmesiyle buna kar�ılık gelen standart sapmaya ba�lı olarak .j  regresyon 

katsayısı ˆ
jβ  tahmininin ne kadar de�i�ece�ini gösteren bir istatistiktir. 

 

.i  gözlemin veriden silinmesiyle elde edilen β  parametre vektörünün EKK tahmin 

edicisi ( )
ˆ

iβ  vektörüyle gösterilsin. Orijinal veriden elde edilen β  parametre 
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vektörünün EKK tahmin edicisi β̂  ile ( )
ˆ

iβ  arasındaki fark iDFBETA  ile gösterilirse 

bu fark istatisti�i 

 
1

( )

( )ˆ ˆ     ,        ( 1, 2,...., )
1

T T
i i

i i
ii

X X x e
DFBETA i n

h
β β

−

≡ − = =
−

              (3.1) 

 

ile verilir [9]. Fakat iDFBETA  sadece vektörel de�erli bir sonuç vermektedir ve 

skaler de�erli sonuç veren bir istatistik ile etkili gözlemleri saptamak daha kolaydır. 

Bu durumda E�. (3.1)’ in geli�tirilmi� bir biçimi olan ijDFBETAS  istatisti�i 

kullanılır[9]. 

 

β̂  vektörünün .j  elemanı ˆ
jβ  ve ( )

ˆ
iβ  vektörünün .j  elemanı da ( )

ˆ
j iβ  olsun. 

1( )T TC X X X−=  matrisi dikkate alınırsa ˆ
jβ   tahmini ile ( )

ˆ
j iβ  tahmini arasındaki fark 

 

( )
ˆ ˆ      ,    ( 1, 2,..., ;  1, 2,..., )

1
ji i

j j i
ii

c e
i n j p

h
β β− = = =

−
    

 

biçiminde yazılır [9]. Burada ijc , C matrisinin .j  satır .i  sütun elemanıdır. Veriden 

bir gözlemin silinmesiyle elde edilen sonuçlarda ço�u kez ˆ
jβ  istatisti�inin varyansı 

da kullanılır. Bu durumda ˆ
jβ  istatisti�inin varyansı 

 

2 1

2 2

1

ˆ( ) ( )

            

T
j jj

n

jk
k

Var X X

c

β σ

σ

−

=

=

= �
 

 

ile verilir. Buna göre ˆ
jβ  tahminindeki de�i�imin ölçüsü 
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( )

( )

1
( )

( )2

1

ˆ ˆ

ˆ ( )

                   
ˆ 1

j j i
ij T

i jj

ji i

n
i ii

jk
k

DFBETAS
X X

c e
h

c

β β

σ

σ

−

=

−
≡

= ⋅
−

�

 

 

biçiminde elde edilir [9]. Burada ( )ˆ iσ  terimi .i  gözlemin silinmesiyle elde edilen 

standart sapmadır ve 

 

( )2

( ) ( )

1 ˆˆ i k k i
k

y x
n p

σ β= −
− �  

 

ile verilir [9]. C matrisinin .j  satırı jc  ve Harici Studentle�tirilmi� Artıklar it  olmak 

üzere ijDFBETAS  istatisti�inin alternatif bir formülü 

 

      ,          ( 1,2,..., ;  1, 2,..., )
1

ji i
ij T

iij j

c t
DFBETAS i n j p

hc c
= ⋅ = =

−
 

 

olarak bilinir. Belsley ve ark. (1980) tarafından önerilen kritere göre, e�er 

2ijDFBETAS n>  ise .i  gözlem etkili bir gözlemdir [9]. 

 

3.1.2. DFFITS tanı istatisti�i 

 

Tek ba�ına etkili olan gözlemi saptamak için kullanılan bir di�er tanı istatisti�i 

Belsley ve ark. (1980) tarafından önerilen DFFITS  istatisti�idir. Gözlem silme 

tekni�ine dayalı olan bu istatistik .i  gözlemin tahmin de�erindeki de�i�imine 

dayanır.  
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DFFITS  istatisti�i tüm birimlerden elde edilen tahmin de�eri ile .i  gözlemin veriden 

silinmesiyle elde edilen yeni tahmin de�eri arasındaki farkın büyüklü�üne dayalı 

olarak bu gözlemin etkili bir gözlem olup olmadı�ını belirlemek için kullanılır [9]. 

 

Bu iki tahmin de�eri arasındaki fark iDFFIT  ile gösterilirse bu istatistik 

 

( ) ( )( )ˆ ˆˆ ˆ     ,           ( 1, 2,..., )
1

ii i
i i ii i i

ii

h e
DFFIT y y x i n

h
β β≡ − = − = =

−
             (3.2) 

 

ile verilir. Bu tanı ölçüsünün avantajı regresyon modelinde kullanılan özel koordinat 

sistemlerine ba�lı olmamasıdır [9]. Ölçeklendirmeden kurtulmak amacıyla E�. (3.2)’ 

deki farkı ( )ˆ i iihσ  terimine bölmek gerekir. Bu durumda bu farkın standartla�tırılmı� 

biçimi iDFFITS  ile gösterilir ve 

 

( )

( )

1/2

( )

ˆ ˆ

ˆ

                   ,             ( 1,2,..., )
1 ˆ 1

i i i
i

i ii

ii i

ii i ii

y y
DFFITS

h

h e
i n

h h

σ

σ

−
=

� �
= =� 	− −
 �

              (3.3) 

 

biçiminde elde edilir [9]. E�. (3.3)’ teki formülde sol taraf, yani ( ) 1/ 2
1ii iih h−� 
� �  

fonksiyonu, .i  gözlemin kaldıraç gücüne kar�ılık gelmektedir. Sa� taraftaki oran ise 

.i  gözleme ili�kin Harici Studentle�tirilmi� Artık de�eridir. Böylece bu iki kısmın 

çarpımı olan iDFFITS  istatisti�i a�a�ıdaki gibi yeniden yazılabilir [9]. 

 
1/ 2

    ,      ( 1, 2,..., )        ( 1)
1

ii
i i ii

ii

h
DFFITS t i n h

h
� �

= = ≠� 	−
 �
   

 

Burada büyük iih  de�erine ve büyük Harici Studentle�tirilmi� Artı�a sahip 

gözlemlerin etkili gözlem olaca�ı açıkça görülmektedir. Buna dayanarak Belsley ve 
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ark. (1980) iDFFITS  istatisti�iyle etkili gözlemleri belirlemek için bir karar kuralı 

önermi�lerdir. Buna göre 2iDFFITS p n>  ise .i  gözlem etkili gözlemdir [9]. 

 

3.1.3. Pena’ nın ( )iS  tanı istatisti�i 

 

Gözlem silme tekni�ine dayalı olarak tahmin de�erlerindeki farklıla�manın 

incelendi�i di�er bir istatistik Pena (2005) tarafından önerilen ( )iS  istatisti�idir. Bu 

istatistik .i  gözlemin tahmininin her bir gözlemin tek tek silinmesiyle nasıl 

de�i�ece�ini ölçen alternatif bir yöntemdir. Böylece etkili gözlemler verideki di�er 

gözlemlerin yardımıyla belirlenir.  

 

(2.1) modeli dikkate alındı�ında tüm veriden elde edilen ˆ
jβ  istatistikleriyle 

hesaplanan .i  gözlemin tahmin de�eri ˆiy  ile veriden bir gözlemin çıkartılmasıyla 

elde edilen ( )
ˆ

j kβ  istatistikleriyle hesaplanan .i  gözlemin tahmin de�eri ( )ˆ
i ky  

arasındaki farka ili�kin vektör 

 

( ) ( )( )1
ˆ ˆ ˆ ˆ,...,

T

i i ii i ns y y y y= − −        

 

biçiminde tanımlansın [15]. Bu .i  gözlemin tahmin de�erinin verideki her bir 

gözlemin silinmesine kar�ı duyarlılı�ını göstermektedir. Böylece ( )iS  istatisti�i, is  

vektörünün standartla�tırılmı� karesel normu olacak biçimde 

 

( )
ˆ( )

   ,                ( 1,..., )
ˆ

i

T
i i

i
y

s s
S i n

p σ
= =

⋅
                (3.4) 

 

ile verilir [15]. Burada ( )( )ˆ ˆ 1i i k ki k kky y h e h− = −  ve 2
ˆ( )ˆ
iy iis hσ =  alınırsa E�. (3.4)’ te 

tanımlanan istatistik 
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( ) ( )
2 2

22
1

1
    ,                ( , 1,..., )

1

n
ki k

i
kii kk

h e
S i k n

ps h h=

= =
−

�   

 

biçiminde yeniden yazılır [15]. ( )iS  istatisti�i için alternatif bir formül Cook Uzaklı�ı 

istatisti�inin de kullanıldı�ı 

 

( )
2

1

     ,                       ( , 1,..., )
n

ki ii
k

S D i k nρ
=

= =�  

 

formülü ile verilir [15]. Burada ( )1/ 22 1ik ik ii kkh h hρ = ≤  olur ve bu ˆiy  ile ˆky  arasındaki 

korelasyona kar�ılık gelir. ( )
ˆ

kβ  tahmin vektörü kullanılarak elde edilen .k  gözleme 

ili�kin artık de�eri  

 

 
( )

( ) ( )
ˆ

       1
k k k k k

k kk

e y x

e h

β= −

= −
  

 

ile verilsin [15]. Bu artık de�eri kullanarak ( )iS  istatisti�i 

 

( )
2
( )2

1

1
     ,                    ( , 1,..., )

n

ki k ki
k

S w e i k n
ps =

= =�  

 

ile gözlem silme tekni�ine dayalı olarak elde edilen tahminlere ili�kin artıkların 

a�ırlıklı kombinasyonu biçiminde yeniden yazılabilir. Buradaki kiw  terimi 

 

( )
2

2
1

ik
ki

ii kk

h
w

ph h
=

−
 

 

ile verilir [15]. 
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Hiçbir aykırı gözlem olmaması ve iih  de�erlerinin tümünün küçük olması 

durumunda ( )iS  istatisti�inin beklenen de�eri yakla�ık olarak 1 p  olur. Di�er bir 

deyi�le yüksek dereceli kaldıraç noktalarının olmadı�ı bir veride gözlemlerin 

tümünün aynı duyarlılı�a sahip olması beklenir. Bu beklenen de�er kaldıraç 

noktalarına oldukça ba�lı olan Cook uzaklı�ına göre önemli bir avantajdır [15].  

 

Pena (2005) etkili gözlemlerin saptanması için önerdi�i iS  istatisti�ine ili�kin 

 

( ) ( ) ( )( )med 4.5 MADi iS S S− ≥ ×                  (3.5) 

 

karar kuralını önermi�tir. E�er bu e�itsizlik sa�lanırsa .i  gözlem etkili gözlemdir. 

(3.5) e�itsizli�inde ( )med S  de�eri ( )iS  de�erlerinin medyanı, ( )( )MAD iS  ise ( )iS  

de�erlerinin medyandan sapmalarının mutlak de�erlerinin medyanıdır [15]. 

 

3.2. Hem Bir Etkili Gözlemi Hem de Etkili Gözlem Gruplarını Saptamaya 

Dayalı Tanı �statistikleri 

 

Herhangi bir gözlem veriden atıldı�ında, regresyon tahminleri üzerinde önemli 

derecede bir de�i�ime neden oluyorsa bu gözlem tek ba�ına (bireysel) etkili 

gözlemdir. Bununla birlikte bazı veriler için birden fazla gözlemin yani bir gözlem 

grubunun regresyon tahminleri üzerinde etkisi söz konusu olabilir. Etkili bir gözlem 

grubu, etkili bir gözlemin do�al bir genelle�tirilmi� halidir. Bu durumda bu grubu 

olu�turan ve regresyon tahminleri üzerinde ortak etkisi olan her bir gözlemin bireysel 

olarak da etkisi vardır. Bu tip durumlarda çoklu gözlem silme tekni�i, bir gözlem 

silme tekni�inden daha güvenilir sonuçlar verir [21]. Fakat gözlemlerin ortak 

etkilerini incelerken maskeleme (masking) ve yanılgıya dü�ürme (swamping) 

problemlerine dikkat etmek gerekir. Bu bölümde uygulamada çokça kullanılan Cook 

uzaklı�ı ve COVRATIO tanı istatistikleri tanıtılacaktır. 
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3.2.1. Cook uzaklı�ı 

 

Cook (1977) tarafından önerilen tanı istatisti�i Cook Uzaklı�ı iD  ile gösterilir. Bu 

istatistik tüm veriye dayalı EKK tahmin vektörü β̂  ile verinin bir alt kümesinin 

silinmesiyle hesaplanan EKK tahmin vektörü ( )
ˆ

iβ  arasındaki karesel uzaklı�ın bir 

ölçüsüdür.  

 

Cook Uzaklı�ı istatisti�inin türetilmesinde kullanılan ve E�. (2.4)’ te verilen β  

parametre vektörünün tahmin edicisi için örnek etki e�risi  

 

( )( )
ˆ ˆ( ) ( 1)    ,                   ( 1, 2,..., )i iSIC z n i nβ β= − − =               (3.6) 

 

ile verilir. Örnek etki e�risi 1p×  boyutlu bir vektör oldu�undan dolayı etkili 

gözlemlerin belirlenmesi için kullanı�lı de�ildir. Bununla birlikte skaler sonuç veren 

bir istatistik etkili gözlemlerin saptanmasında daha kullanı�lıdır. Bundan dolayı β̂  

ile ( )
ˆ

iβ  arasındaki karesel uzaklık etkili gözlemlerin saptanmasında kullanılabilir.   

E�. (3.6), β̂  ile ( )
ˆ

iβ  arasındaki fark biçiminde yazılırsa 

 

( ) ( )1
( )

ˆ ˆ1    ,            ( 1, 2,..., )i in SIC z i nβ β−− = − =  

 

ile verilir [10]. Burada e�itli�in sa� tarafı ( 1)n −  sabitinden kurtulmu� olur. Böylece 

simetrik ve pozitif tanımlı (veya pozitif yarı tanımlı) p p×  boyutlu bir M matrisine 

ve pozitif de�erli bir c faktörüne dayalı olarak β̂  ile ( )
ˆ

iβ  arasındaki karesel uzaklık 

( , )iD M c  normları ile hesaplanır. Bu durumda ( , )iD M c  normu 
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( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

2

( ) ( )

( , ) 1

ˆ ˆ ˆ ˆ
                   ,                 ( 1, 2,..., )

T

i i
i

T

i i

SIC z M SIC z
D M c n

c

M
i n

c

β β β β

−= −

− −
= =

             (3.7) 

 

ile elde edilir [10]. Cook (1977) tarafından önerilen prosedüre göre TM X X=  ve 
2ˆc pσ=  alınırsa ve E�. (3.7)’ de yerine koyulursa Cook Uzaklı�ı 

  

( ) ( ) ( )( ) ( )2
2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ,    ,    ( 1,2,..., )

ˆ

T
T

i iT
i

X X
D X X p i n

p

β β β β
σ

σ

− −
= =   

 

ile verilir [10]. Bu tanı istatisti�i, TX X  matrisine ba�lı olarak β̂  tahmininden ( )
ˆ

iβ  

tahminine olan karesel uzaklı�ı vermektedir. Ayrıca bu istatisti�e kar�ılık gelen 

güven aralıkları, merkezi β̂  olan ve TX X  matrisinin özde�erleri ve özvektörleriyle 

belirlenen elipslere kar�ılık gelmektedir. 

 

Cook Uzaklı�ı, Dahili Studentle�tirilmi� Artıkların ve Hat matrisinin kö�egen 

elemanlarının yer aldı�ı 

 
2

2

ˆ( )
( )

        ,              1, 2,...,
1

i i
i

i

i ii

ii

r Var y
D

p Var e

r h
i n

p h

=

= =
−

     

 

formülüyle de hesaplanabilir [10]. Bu oran ix  vektörünün geri kalan verinin kitle 

merkezine olan uzaklı�ını ifade etmektedir. Ayrıca büyük artıklara sahip gözlemler 

de etkili gözlem olarak yorumlanabilece�i için, Dahili Studentle�tirilmi� Artıklarla 

hesaplanan iD  de�erlerinden oldukça büyük olanlar etkili gözlemlerin göstergesidir. 
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Cook Uzaklı�ı için alternatif bir formül gözlem silme yakla�ımıyla hesaplanan 

tahmin de�eriyle verinin tümüne dayalı tahmin de�eri arasındaki farka dayalı olan 

 

( ) ( )( ) ( )

2

ˆ ˆ ˆ ˆ
     ,             ( 1, 2,..., )

ˆ

T

i i i i
i

y y y y
D i n

pσ
− −

= =     

 

ile verilir [10].  

 

Cook Uzaklı�ı ( )
ˆ

iβ  ile β̂  arasındaki karesel uzaklı�a dayalı bir istatistiktir. Bu 

durumda bu istatistik için kritik de�er ( )
ˆ

iβ  ile β̂  arasındaki karesel uzaklı�ı temel 

alarak çıkartılır. 

 

Verinin tümünden elde edilen β  parametre vektörünün EKK tahmin edicisi β̂  

vektöründen olu�turulan bir elipsoid klasik anlamdaki bir güven elipsoidine kar�ılık 

gelmektedir. E�er .i  gözlemin veriden çıkartılmasıyla elde edilen β  parametre 

vektörünün EKK tahmin edicisi ( )
ˆ

iβ  vektörü, β̂  vektörü kullanılarak olu�turulan 

%50’ lik güven elipsoidinin sınırında ya da bu sınırın dı�ında ise bu durumda 

oldukça büyük bir sapma söz konusudur ve bu gözlemin etkili oldu�u söylenebilir. 

Çünkü normal �artlarda etkili olmayan bir gözlem veriden çıkartıldı�ında verinin geri 

kalanından elde edilen ( )
ˆ

iβ  vektörü %10 ile %20 civarında olu�turulan bir güven 

elipsoidi içinde olmalıdır. Buna bir örnek vermek gerekirse [ ]0 1,β β β=  parametre 

vektörü dikkate alınsın. Bu parametreler için olu�turulan %10’ luk ve %50’ lik güven 

elipsoidleri �ekil3.1’ deki gibi olsun. 



 26 

 
 
�ekil 3.1. �ki regresyon katsayısının bulundu�u bir model için 0( )

ˆ
iβ  ve 1( )

ˆ
iβ  

tahminlerine ait grafik 
 

�ekil 3.1’ de tüm veriden elde edilen regresyon katsayıları merkezi olu�turmak üzere 

her bir gözleme ili�kin gözlem silme tekni�ine dayalı olarak hesaplanan tahmin 

de�erlerinin grafi�i verilmi�tir. Burada içteki elipsoid %10’ luk bir güven 

elipsoidine, dı�taki elipsoid %50’ lik bir güven elipsoidine kar�ılık gelmektedir. 2 ile 

gösterilen gözlem veriden silindikten sonra verinin geri kalanından elde edilen (2)β̂  

tahmini %50’ lik güven elipsoidi dı�ındadır. Dolayısıyla bu gözlemin regresyon 

tahminlerini olumsuz yönde etkileyece�i söylenebilir. Bir di�er gözlem olan 1. 

gözlem ise %10’ luk güven elipsoidi içinde kaldı�ı için regresyon tahminlerini 

dikkate de�er bir �ekilde de�i�tirme e�iliminde de�ildir. Bir ba�ka deyi�le bu gözlem 

verinin geneline uydu�u için etkili gözlem de�ildir.  

 

( )
ˆ

iβ  vektörünün güven elipsoidinin dı�ında oldu�u, grafikte bu vektörün 

elemanlarıyla belirlenen noktanın güven elipsoidinin merkezine olan uzaklı�ı ile 

belirlenir. Bu uzaklık .i  gözlem için hesaplanan iD  de�erine kar�ılık gelmektedir. 
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Bir ba�ka deyi�le bu uzaklık Cook Uzaklı�ı istatisti�iyle hesaplanır. E�er .i  

gözlemin veriden silinmesiyle elde edilen ( )
ˆ

iβ  vektörünün grafikteki koordinatı %50’ 

lik güven elipsoidinin sınırında ise 0.50, ,i p n pD F −≅  olacaktır. Bu durumda 

0.50, ,i p n pD F −>  ise grafikte ( )
ˆ

iβ  vektörüne ili�kin nokta güven elipsoidinin dı�ında 

olacaktır. Bundan dolayı verideki herhangi bir gözlem için hesaplanan Cook Uzaklı�ı 

0.50, ,p n pF −  kritik de�erinden büyükse bu gözlem etkili bir gözlemdir. Burada dikkat 

edilmesi gereken nokta Cook Uzaklı�ı istatisti�inin F da�ılımına yakınsadı�ıdır [10]. 

 

0.5, , 1p n pF − ≅  oldu�undan dolayı Cook Uzaklı�ı için kritik de�erin 1 alınması etkili 

gözlemlerin incelenmesinde pratiklik sa�lar. Bundan dolayı uygulamada Cook 

Uzaklı�ı istatisti�i için kritik de�er 1 alınmaktadır [10]. 

 

Daha önce belirtildi�i gibi Cook Uzaklı�ı’ nın bir ba�ka özelli�i etkili gözlem 

gruplarının saptanması için de kullanılabilmesidir. Bu durumda veriden .i  gözlemin 

silinmesi yerine, hacmi örnek hacminden küçük olmak üzere, verinin m  

büyüklü�ünde ve I  ile gösterilen bir alt kümesi silinir. Bu gözlem gruplarına ili�kin 

Cook Uzaklı�ı de�erleri hesaplandıktan sonra bu de�erler 0.50, ,p n pF −  ile 

kar�ıla�tırılarak ilgili gözlem kümesinin regresyon sonuçlarını de�i�tirme e�iliminde 

olup olmadıkları incelenir. 

 

3.2.2. Kovaryans oranı (COVRATIO) 

 

Cook uzaklı�ı, DFBETAS ve DFFITS tanı istatistikleri sadece tahmin edilen 

regresyon katsayıları ve tahmin de�erleri üzerinde etkili olan gözlemleri saptamada 

kullanılır. Fakat bu istatistikler tam olarak tahminin kesinli�ine (precision of 

estimation) ili�kin herhangi bir bilgi sa�lamaz. Varyans-kovaryans matrisinin 

determinantı, kesinli�in uygun bir sayısal ölçüsü olarak oldukça yaygın 

kullanılmasından dolayı, genelle�tirilmi� varyans olarak tanımlanmı�tır [1,9]. Bu 

durumda β̂  tahmininin genelle�tirilmi� varyansı a�a�ıdaki gibidir. 
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( ) ( ){ }
{ }2 1

ˆ ˆGVar det Var

ˆ               det ( )TX X

β β

σ −

=

=
 

 

Veriden .i  gözlemin silinmesiyle elde edilen ( )
ˆ

iβ  tahmininin kovaryans matrisi 

( ) 12
( ) ( ) ( )ˆ T
i i iX Xσ

−
 ile hesaplanır. ( )

ˆ
iβ  tahmininin genelle�tirilmi� varyansının β̂  

tahmininin genelle�tirilmi� varyansına oranı .i  gözlemin etkili bir gözlem olup 

olmadı�ına ili�kin bir sonuca varmak için kullanılabilir. Gözlem silme tekni�iyle 

elde edilen bu oran, kovaryans oranı ( iCOVRATIO ) olarak tanımlanır ve   

 

( ){ }
{ }

12
( ) ( ) ( )

2 1

ˆdet
    ,             ( 1,2,..., )

ˆdet ( )

T
i i i

i T

X X
COVRATIO i n

X X

σ

σ

−

−
= =              (3.8) 

 

ile verilir [9]. E�. (3.8)’ de ( ) ( ) ( )1 1

( ) ( )det 1 detT T
i i iiX X h X X

− −
= −  oldu�undan dolayı 

bu oran için alternatif bir formül 

 

( )

2
( )
2

2

ˆ 1
ˆ 1

1
                    

1
1

p

i
i

ii

p

i
ii

COVRATIO
h

tn p
h

n p n p

σ
σ

� � � �
= � 	 � 	� 	 −
 �
 �

=
� �− − + −� 	− −
 �

    

 

ile verilir. Burada it  terimi, .i  gözleme kar�ılık gelen Harici Studentle�tirilmi� Artık 

terimidir [9].  

 

.i  birime ili�kin COVRATIO de�erinin 1’ den büyük olması durumunda bu gözlemin 

tahminin kesinli�ini arttıraca�ı ve COVRATIO de�erinin 1’ den küçük olması 

durumunda da .i  gözlemin tahminin kesinli�ini bozaca�ı açıktır. Belsley ve ark. 
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(1980), 1 3iCOVRATIO p n− >  olması durumunda .i  gözlemin etkili gözlem 

olabilece�ini öne sürmü�lerdir [1,9].  

 

Kovaryans oranı, Cook uzaklı�ı gibi etkili gözlem gruplarını saptamak için de 

kullanı�lı bir ölçüdür. E�. (3.8)’ deki formül genelle�tirilirse verinin m  

büyüklü�ünde ( m n< ) bir alt kümesi olan ve I ile gösterilen alt kümesinin 

silinmesiyle elde edilen ICOVRATIO  de�eri, 

 

( ) ( )( ){ }
( ){ }

1
2
( )

12

ˆdet

ˆdet

T
I I I

I
T

X X
COVRATIO

X X

σ

σ

−

−
=       

 

ile verilir[9]. Tek gözlem için COVRATIO  istatisti�inde kullanılan karar kuralı, 

gözlem grupları COVRATIO  ile incelenirken de kullanılmaktadır. 

 

3.3. Maskeleme ve Yanılgıya-Dü�ürme 

 

Bazı verilerde etkili bir gözlem di�er gözlem veya gözlemler veriden atılmadan 

saptanamaz. Bu durumda tek etkili gözlemi saptamaya dayalı tanı istatistikleri 

ba�arısız olur. Bu tip veriler için maskeleme söz konusudur. 

 

Literatürde maskelemeye ili�kin farklı tanımlar vardır. Chatterjee ve Hadi (1986), iki 

veya daha fazla gözlem tek ba�larına regresyon katsayıları üzerinde etkili 

gözükmüyorken bu gözlemlerin tahminler üzerinde ortak olarak etkisi olması 

durumunu maskeleme olarak tanımlamı�lardır [4]. Rousseeuw ve Leroy (1987) da 

maskelemeyi, bir etkili gözlemin veriden atılmasından sonra ilk ba�ta etkili 

görünmeyen bir gözlemin regresyon parametre tahminleri üzerinde etkili bir gözlem 

olarak ortaya çıkması �eklinde tanımlamı�lardır [20]. Bu iki tanımlama aynıdır ve 

ko�ullu etkililikle ilgilidir. Aynı tanımlamalar verideki ikiden fazla etkili gözlem için 

de yapılabilir. Maskelemeye ili�kin iki örnek durum �ekil 3.2’ de verilmi�tir. 
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                                               (a) 

 
                                               (b) 

 
�ekil 3.2. Maskelemeye ili�kin iki örnek durum 

(a) Maskelemeye ili�kin birinci örnek durum 
(b) Maskelemeye ili�kin ikinci örnek durum 

 

�ekil 3.2(a)’ daki örnekte ko�ullu etkililik söz konusudur. Bu durumda bireysel 

olarak etkili olan A ve B noktaları ayrı ayrı incelendi�inde tek etkili gözlemi 

saptamaya dayalı tanı istatistikleri bu gözlemleri etkili gözlem olarak saptayamaz. 

Çünkü bunlar birbirlerini gizlemektedir. Fakat bu iki gözlemin ortak etkileri 

incelenirse regresyon tahminlerini dikkate de�er bir biçimde de�i�tirebilece�i 

gözlenir. Bu durumda A ve B noktaları birbirlerini maskelemektedir. 

 

�ekil 3.2(b) incelenirse { }C,D  ve { }E,F  nokta çiftlerinin regresyon sonuçları 

üzerinde ortak olarak etkili olmadı�ı görülmektedir. Bununla birlikte C ve F 

noktaları bireysel olarak etkili gözlemlerdir. Bu durumda tek ba�ına etkili olan F 
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noktası C noktasını gizlemektedir. Aynı �ekilde tek ba�ına etkili olan C noktası da F 

noktasını gizlemektedir. Bu durumda bu iki nokta birbirini maskelemektedir. Bu 

verideki gözlemlerin ikili alt kümeleri etkili gözlem kümelerini saptamak için 

kullanılan tanı istatistikleriyle incelenirse { }C,F  nokta çifti etkili gözlem grubu 

olarak saptanır. 

 

Gray ve Ling (1984) maskelemeyi belirlemek için Hat Matrisi’ nin kö�egen olmayan 

elemanlarından ve alt matrislerinden yararlanabilece�ini öne sürmü�lerdir [21]. 

Ayrıca maskelemenin belirlenmesi için Atkinson (1986) en küçük medyan kareler 

yöntemine dayalı Unmasked yöntemini bulmu�tur [22].  

 

Etkili gözlem grupları incelenirken kar�ıla�ılabilecek di�er bir problem 

maskelemenin kar�ıtı olarak bilinen yanılgıya-dü�ürme (swamping) durumudur. 

Etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan tanı istatistikleri ço�u zaman etkili 

olan bir gözlemle etkili olmayan bir gözlemi etkili gözlem grubu olarak saptayabilir. 

Bu durumda etkili olmayan gözlemin etkili gözlem oldu�u yorumuna varılır. Bu 

durum yanılgıya dü�ürme olarak bilinir [17]. Yanılgıya-dü�ürmeye ili�kin bir örnek 

durum �ekil 3.3’ te verilmi�tir. 

 

 
�ekil 3.3. Yanılgıya-dü�ürmeye ili�kin bir örnek durum 

 

Yanılgıya-dü�ürmeye ili�kin yukarıdaki örnek durum incelendi�inde, tek ba�ına 

oldukça etkili olan A noktasıyla gözlemlerin genel e�ilimine uyan B noktasının 

regresyon tahminleri üzerinde ortak bir etkiye sahip olup olmadı�ı etkili gözlem 

gruplarını belirlemek için kullanılan tanı istatistikleriyle incelenirse, bu iki gözlem 
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etkili gözlem grubu olarak saptanır. Bu durumda etkili olmayan B noktası etkiliymi� 

gibi de�erlendirilir. 

 

Hem maskeleme hem de yanılgıya-dü�ürme, etkili gözlem gruplarının saptanması 

için kullanılan ço�u tanı istatisti�inde yanlı� kararlar almaya sebep olabilir. Bu da 

ara�tırmacının yapaca�ı regresyon analizini olumsuz bir biçimde etkiler. Bu durumda 

etkili gözlemler incelenirken maskeleme ve yanılgıya-dü�ürme sorunlarının mevcut 

olup olmadı�ı da incelenmelidir. 
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4. ÇOKLU REGRESYONDA ETK�L� GÖZLEMLER�N SAPTANMASI �Ç�N 

GRAF�KSEL YÖNTEM 

 

Grafiksel yöntemler veri analizinde özellikle de do�rusal modellerin 

olu�turulmasında önemli rol oynarlar. Çünkü grafiksel yöntemler veriye ili�kin bazı 

ön bilgileri ve modelleme yapıldıktan sonra modelin yapısına ili�kin bilgileri 

sunması nedeniyle çok kullanı�lıdır. Bu yöntemlerin kullanılma nedenleri 

 

• Verideki hataları saptamak (örne�in aykırı gözlemler tipografik hatanın bir 

sonucu olabilir), 

• Verinin biçimini (desenini) tanımak (verideki gözlem gruplarını, aykırı 

gözlemleri, etkili gözlemleri görmek), 

• De�i�kenler arasındaki ili�kileri ara�tırmak, 

• Ola�anüstü durumları ke�fetmek, 

• Varsayımların sa�landı�ını veya reddedildi�ini görmek, 

• Olu�turulan modelin uygunlu�unu de�erlendirmek, 

• Gerekiyorsa veriyi iyile�tirici eylemleri önermek (gerekli dönü�ümlerin 

yapılması, deneyin tekrarlanması, daha fazla veri toplanması gibi), 

• Yapılan analizin sonuçlarını genelle�tirmek, 

olarak sınıflandırılabilir [14]. 

 

Grafiksel yöntemler iki grupta sınıflandırılır. Bunlardan birincisini, verideki hataları 

düzeltmek ve olu�turulan modelin uygunlu�unu de�erlendirmek amacıyla yapılan 

modelleme öncesi grafikler olu�turur. Bunlar, tek boyutlu grafikler (histogram, dal-

yaprak grafi�i, dot grafi�i, box-plot), iki boyutlu grafikler, rotating (üç boyutlu 

serpme) grafikleri ve dinamik grafikler ba�lıkları altında toplanabilir. �kincisini ise 

varsayımların sa�lanıp sa�lanmadı�ının incelenmesi gibi amaçlarla kullanılan 

modelleme sonrası grafikler olu�turur. Bu tip grafikler,  do�rusallık ve normallik ile 

ilgili varsayımların incelenmesi için kullanılan grafikler, aykırı gözlemlerin ve etkili 

gözlemlerin saptanması için kullanılan tanı grafikleri (diagnostic plots) ve 
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de�i�kenlerin etkililiklerinin incelenmesi için kullanılan tanı grafikleri ba�lıkları 

altında toplanabilir [14].  

 

Basit do�rusal regresyonda aykırı ve etkili gözlemlerin görsel olarak tespit edilmesi 

için kullanılan grafiksel yöntem, ba�ımlı de�i�kene kar�ı ba�ımsız de�i�ken için 

olu�turulan serpme diyagramının incelenmesine dayanır. Ba�ımlı de�i�ken tahmin 

de�erlerine kar�ı artıklar için olu�turulan serpme diyagramı incelenerek de verinin 

geneline uymayan gözlemler hakkında bir kanıya ula�ılabilir. Fakat ba�ımsız 

de�i�ken sayısı 2 iken olu�an üç boyutlu serpme diyagram ile verinin geneline 

uymayan gözlemleri saptamak görsel yolla mümkün olmaz. Ba�ımsız de�i�ken 

sayısının ikiden büyük oldu�u durumlarda ise ba�ımlı de�i�kene kar�ı ba�ımsız 

de�i�kenlerin serpme diyagramı boyut sorunu yaratır. Bu sorunu gidermek için, Li ve 

ark. (2001) çoklu regresyonda etkili gözlemleri saptamak için kullanılan bir grafiksel 

yöntem önermi�lerdir. Tanı grafiklerine (diagnostic plots) dayalı olan bu grafiksel 

yöntem hem daha kolay yorumlayabilmeyi sa�lamak hem de hesaplamalarla di�er 

yöntemlere göre daha az u�ra�mak amacıyla geli�tirilmi�tir [16]. Bu yöntem adımsal 

bir yöntemdir ve her bir öz de�ere kar�ılık gelen tanı grafiklerinin belli bir 

algoritmaya göre olu�turulup, ayrı ayrı incelenmesine dayanır. Bu bölümde Li ve ark. 

(2001) tarafından önerilen bu grafiksel yöntem tanıtılacaktır. 

 

�kinci bölümde de bahsedildi�i gibi .i  gözleme ili�kin deneysel etki e�risi olarak 

ifade edilen ( )iEIC z  bir vektöre kar�ılık gelmektedir. Bu vektörün normu ilgili 

gözlemin etkili olup olmadı�ı konusunda bilgi verir. a bir vektör ise, bu vektörün 

normu a  ile gösterilir. Buna göre etkili gözlemi belirlemek için 

 

( )max ii
EIC z                     (4.1) 

 

bir kriter olarak kullanılabilir. 

 

Tüm örnek noktaları için bir S uzayı  
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[ ]TT
1

1

| ;       ,...,
n

i i n
i

S z z Z w w z w w w
=

� �= = = =� �
� �

�  

 

olarak tanımlansın. Burada p  tahmin edilecek parametre sayısı olmak üzere 

1 2 1, ,..., ,i pz x x x y−� 
= � �  ile verilir. Bu durumda (4.1) ifadesi  

 

( )
2

21
max
w

EIC z w
=

� 
� �                    (4.2) 

 

biçiminde tekrar yazılır [16]. (4.2) ile verilen maksimum probleminin optimum 

çözümü olan 1n×  boyutlu *w  vektörünün elemanları, birimlerin regresyon 

parametrelerinin EKK tahminleri üzerinde etkilerine ili�kin en büyük oranları verir 

[16]. (4.2) maksimum problemi, gerekli matematiksel i�lemler yapıldıktan sonra  

 

( )( ) ( ){ }1/ 22T T T

0w
Max w Ew w Uw w w

≠
                 (4.3) 

 

biçiminde yeniden yazılabilir. Burada TE ee= , ( )( )1T Tˆe Y X I X X X X Yβ
−

= − = −  

ve ( ) 2T TU X X X X
−

=   ile elde edilir [16].  

 

Li ve ark. (2001), E�. (4.3)’ teki maksimum problemi için *w  vektörünün 

hesaplanı�ına yardımcı olan Teorem 1’ i öne sürmü�lerdir. Ayrıca bu teoremde grafik 

yönteminde kullanılan 2n×  boyutlu ( )jw  matrisinin, *w  vektöründen yararlanarak 

elde edili�i de verilmektedir. Bu teoremde kullanılmak üzere, Li ve ark. (2001) 

Lemma 1 ve Lemma 2’ yi de önermi�lerdir. Lemma 1, E  matrisi ve U  matrisinin 

tekil de�er ayrı�tırmasına (singular value decomposition, SVD) ili�kindir. Lemma 2 

de *w  vektörünün bulunmasında kullanılan *T  vektörünün optimum de�erlerinin 

çıkartılı�ını göstermektedir. 
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Lemma 1: nRY ∈ , X n pR ×∈  ve rank( )X p=  için TE ee= , ( ) 2T TU X X X X
−

=  ve 

( )( )1T Te I X X X X Y
−

= −  olmak üzere, P  bir dik matris olsun. 

 

{ }T T
( 1) ( 1), ,pxp n p x n pP EP diag O O e e− − − −=  

 

{ }T
( 1) ( 1), , 0pxp n p x n pP UP diag A O − − − −=  

 

Burada { }1diag ,..., pA a a=  ile gösterilir ve 1 ... 0pa a≥ ≥ >  de�erleri TX X  

matrisinin özde�erlerine kar�ılık gelmektedir[16]. 

 

Lemma 2: [ ]T
1,..., nT t t=  için 1 ... 0pa a≥ ≥ >  olsun ve birbirinden farklı J  sayıda  

ja  özde�erleri için js  çoklu�u verilsin (
1

J

j
j

s p n
=

= <� ). Böylece  
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==≠
 

 

maksimum problemi tanımlansın. Elemanları sıfırdan farklı olmak üzere herhangi 

bir keyfi olarak belirlenen 11 ×s  boyutlu vektör r  ile gösterilirse, bu maksimum 

probleminin en uygun çözümleri ( )
T1/ 21/ 2 T T* 2 , ,1T r r r O− � 
= � �� �

 vektörüne e�ittir. 

Pratikte optimum çözüm vektörleri 1 *T  ve 2 *T  ile gösterilir. E�er 11 =s  ise 

[ ]T* 1/ 2
1 2 1,0,...,0,1T −=  ve [ ]T* 1/ 2

2 2 1,0,...,0,1T −= −  olur [16].  

 

Lemma 1 ve Lemma 2’ nin ispatları için [16]’ e bakınız. 
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Teorem : nRY ∈ , X nxpR∈  ve rank( )X p=  için TE ee= , ( ) 2T TU X X X X
−

=  ve 

( )( )1T Te I X X X X Y
−

= −  verilsin. 1 ... 0pa a≥ ≥ >  olmak üzere ( )1diag ,..., pA a a=  

matrisi ve Lemma 1’ deki P  matrisi verilmi� olsun. J  sayıda birbirinden farklı ja  

özde�eri için 

 

i) E�. (4.3) ile verilen maksimum probleminin sonucu 

 

( )( ) ( ){ }1/ 22T T T
10

/ 4
w

Max w Ew w Uw w w a
≠

=  

 

olur. Bu durumda normalle�tirilmi� en uygun çözümler )1()1( PTw =  olarak verilir. 

E�er 11 =s  ise, (1)
1w  ve (1)

2w  sırasıyla (1)
1PT  ve (1)

2PT  ile elde edilir. Burada 

(1) *T T= , (1)
1 1 *T T=  ve (2)

2 2 *T T= , Lemma 2’ de verilmi�tir. 

   

ii) B matrisi, n j×  boyutlu ve P  matrisinin ilk j sütununu kapsayan bir matris 

olsun. Bu durumda E�. (4.3) ile verilen maksimum problemi 

 

( )( ) ( ){ }T

1/ 22T T T
1

0,B 0
/ 4   ,          ( 1,..., 1)j

w w
Max w Ew w Uw w w a j p+

≠ =
= = −  

 

olur. Keyfi olarak belirlenen elemanları sıfırdan farklı 1 1js + ×  boyutlu bir r  vektörü 

için ( )
T1/ 2( 1) 1/ 2 T T

1 1
1

2 , / , ,1j
Lx mx

nx
T O r r r O+ − � 
= � �� �

 ile gösterilir(
i

j
j

L s=�  ve 

11 jm n L s += − − − ). Böylece normalle�tirilmi� en uygun çözüm ( ) ( )1 1j jw PT+ +=  ile 

elde edilir. E�er 1 1js + =  ise ( 1)
1

jw +  ve ( 1)
2

jw +  vektörleri sırasıyla ( 1)
1

jPT +  ve ( 1)
2

jPT +  

ile elde edilir ve burada ( 1)
1

jT +  ve ( 1)
2

jT +  de�erleri sırasıyla [ ]T1/ 2
1 12 ,1, ,1L mO O−

× ×  ve 

[ ]T1/ 2
1 12 , 1, ,1L mO O−

× ×−  ile verilir[16]. 
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Bu teoremde belirtilen ve saptama matrisi olarak da tanımlanan ( )jw  matrisi, E�. 

(4.3) ile verilen maksimum probleminin optimum sonucu olan *w  vektörünün 

dönü�türülmü� bir biçimidir. Bu matris ( ) ( )
1 2,j jw w� 


� �  olmak üzere iki vektörün 

birle�tirilmi� biçimidir ve gözlemlerin en küçük kareler tahmini β̂  vektörünü 

de�i�tirme e�ilimlerine ili�kin oranları verir[16]. Li ve ark. (2001), ( )j
lw  vektörlerini 

( 1, 2l = ) hesaplamak amacıyla bu teoremi bir algoritmaya çevirmi�lerdir. Bu 

algoritma EK-1’ de verilmi�tir.  

 

TX X  matrisinin özde�erleri sırasıyla 1 ... 0pa a≥ ≥ >  olmak üzere bu teoremin 

geometrik açıklaması �u �ekilde yapılır. 2n×  boyutlu olan saptama matrisi ( )jw , 

artık vektörüyle birle�ik bir matristir ve açıklayıcı de�i�ken de�erlerinin süper-

elipsoidinin .j  ana ekseninin izdü�ümüne kar�ılık gelir. ( )jw  matrisinin en duyarlı 

yanı aykırı gözlemleri, olu�turulan süper elipsoidin sınırları içinde tutmasıdır. 

 
( )j
lw  vektörünün ( 1,2,...,j p= ; 1, 2l = ) özellikleri  

• ( )j
lw ’ lerin örnek ortalamaları sıfır, 

• ( )j
lw ’ lerin örnek varyansları 1/(n-1), 

• ( )
1

jw  ve ( )
2

jw  için örnek kovaryanslar sıfır 

olarak sıralanabilir[16]. 

 

.j  tanı grafi�i ( )
1

jw  ve ( )
2

jw  vektörlerinin elemanlarıyla olu�turulur ve bu grafik 

özde�erler 1 ... 0pa a≥ ≥ >  olmak üzere .j  özde�ere kar�ılık gelir. Bu durumda 

özde�er sayısı kadar mevcut olan tanı grafi�inin her birinin ayrı ayrı incelenmesi 

yoluyla verinin yapısı hakkında bilgi elde edilir. Fakat burada bir sorun söz konusu 

olmaktadır. Herhangi bir tanı grafi�inde etkili görünmeyen bir gözlem di�er grafikte 

etkili gözüküyorsa bu durum ilgili gözlemin etkili gözlem olup olmaması konusunda 

bir kararsızlı�a neden olabilir. Bu sorunu engellemek için Li ve ark. (2001) her bir 

tanı grafi�ine ili�kin iki tane gösterge de�i�keni geli�tirmi�tir. Gösterge de�i�keni 
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bakımından büyük de�erli olan grafikler verinin yapısına uymayan gözlemleri açık 

bir �ekilde sunar. A
F

 de�eri A matrisinin Frobenius normu olmak üzere gösterge 

de�i�kenleri 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2( ) / ( )j j j j

F F
d M M L M L= −     , ( 1,2,...,j p= )              (4.4) 

 

( ) ( )
0

j jwδ =  , ( 1,2,...,j p= )                 (4.5) 

 

ile verilir[16]. E�. (4.4)’ te belirtilen gösterge dikkate alınırsa ( )jM  ve ( )
2( )jM L  

matrisleri sırasıyla kovaryans matrisinin sa�lam tahminini ve en çok olabilirlik, 

EÇOB, tahminini ifade etmektedir. E�. (4.5)’ te belirtilen gösterge de�i�keni için 
T( ) ( ) ( )

0 01 02,j j jw w w� 
= � �  vektörü, 
T( ) ( )

1 2,j jw w� 
� �  matrisinin sütun vektörlerinin konum 

parametrelerinin sa�lam tahminleridir [16].  

 

Li ve ark. (2001) tarafından önerilen, .j  tanı grafi�inin etkili gözlemleri içerip 

içermedi�inin anla�ılması amacıyla kullanılan di�er bir gösterge de�i�keni göreli 

duyarlılık faktörü (relative sensitivity factor, RSF) olarak tanımlanır. .j  özde�er ja  

olmak üzere 

 
1/ 2

( )

1/ 2

1

    ,         ( 1, 2,..., )jj
p

j
j

a
j p

a
λ

=

= =
�

                 (4.6) 

 

ile verilir [16]. Bu faktör .j  özde�ere kar�ılık gelen tanı grafi�i için hesaplanır. 

Göreli duyarlılık faktörü de�eri en büyük olan tanı grafi�i, etkili gözlem veya gözlem 

gruplarının en açık �ekilde saptanabilece�i grafiktir [16]. 
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Li ve ark. (2001) tanı grafiklerinde verinin geneline uymayan gözlemlerin tespit 

edilebilmesi için ρ  yarıçaplı deneysel güven elipslerinin olu�turulabilece�ini 

belirtmi�lerdir. Deneysel güven elipsleri 

 

( ) ( )1( ) ( ) ( )
0 0

Tj i jw w M w w ρ
−

� 
− − =� �                             

 

ile elde edilir [16]. �lgili tanı grafi�i için güven elipsi olu�turulduktan sonra her bir 

gözleme kar�ılık gelen noktalar görsel olarak incelenir. Güven elipsinin dı�ında olan 

noktalar etkili gözlem olarak saptanır. 

 

Güven elipslerinin olumsuz bir özelli�i, bu elipslerin olu�turulmasında kullanılan 

sa�lam tahminlerin adımsal metodlarla hesaplanı�ının zaman almasıdır. Ayrıca 

adımsal olmayan metodlar da aykırı ve etkili gözlemlere kar�ı duyarlıdır. Böylece 

etkililik potansiyeli olan herhangi bir gözlem güven elipsinin içine girebilir ve buna 

ba�lı olarak da bu gözlem grafik yöntemi ile saptanamayabilir. Bundan dolayı aykırı 

ve etkili gözlemlerin çok oldu�u veri türleri için güven elipslerinin kullanılması 

uygun de�ildir.  

 

Etkili gözlemlerin saptanması için önerilen bu grafiksel yöntem küçük bir uygulama 

üzerinden gösterilmek istenirse, literatürde etkili gözlemlerin saptanması için 

kullanılan yöntemlerin de�erlendirilmesi için yaygın olarak kullanılan ve etkili 

gözlem içeren Fare Verisi (Rat Data) ele alınabilir [10]. Veri seti, farelerin 

karaci�erine uygulanan bir ilacın miktarının incelenmesi suretiyle yapılan bir 

deneyden elde edilmi�tir. 19 fare rastgele seçilmi�tir ve yanıt de�i�keni karaci�erdeki 

dozun oranı (y) ve üç ba�ımsız de�i�kenler vücut a�ırlı�ı (x1), karaci�er a�ırlı�ı (x2) 

ve vücuda verilen doz oranı (x3) olarak belirlenmi�tir. Veri seti Çizelge 4.1’ de 

sunulmu�tur. 

 

 

 

 



 41 

Çizelge 4.1. Fare verisi (Rat data) 

 
Gözlem 

no 
- vücut 

A�ırlı�ı(gr) 
- karaci�er 

a�ırlı�ı(gr) 
- doz oranı y - karaci�erdeki 

dozun oranı 
1 176 6,50 0,88 0,42 
2 176 9,50 0,88 0,25 
3 190 9,00 1,00 0,56 
4 176 8,90 0,88 0,23 
5 200 7,20 1,00 0,23 
6 167 8,90 0,83 0,32 
7 188 8,00 0,94 0,37 
8 195 10,00 0,98 0,41 
9 176 8,00 0,88 0,33 

10 165 7,90 0,84 0,38 
11 158 6,90 0,80 0,27 
12 148 7,30 0,74 0,36 
13 149 5,20 0,75 0,21 
14 163 8,40 0,81 0,28 
15 170 7,20 0,85 0,34 
16 186 6,80 0,94 0,28 
17 146 7,30 0,73 0,30 
18 181 9,00 0,90 0,37 
19 149 6,40 0,75 0,46 

 

Cook ve Weisberg (1982) bu veri için a�a�ıdaki do�rusal modeli olu�turmu�lardır. 

 

0 1 1 2 2 3 3    ,               1,...,19i i i i iy x x x iβ β β β ε= + + + + =  

 

3.  gözlemi etkili olan bu veri seti için serpme diyagramları �ekil 4.1’ de verilmi�tir. 

�lk üç diyagram, ba�ımsız de�i�kenlerin ikili kombinasyonları ile yanıt de�i�keni 

dikkate alınarak olu�turulan üç boyutlu diyagramlardır. Bu diyagramların üçünde de 

üçüncü gözlem etkili gözlem olmasından ziyade aykırı gözlem olarak 

gözükmektedir. �ki boyutlu serpme diyagramında ise gözlemlere ili�kin yorumlama 

zorlu�u do�maktadır. Çünkü çoklu regresyonda, özellikle de yüksek boyutlu 

problemlerde, ba�ımlı de�i�kene kar�ı ba�ımsız de�i�ken için olu�turulan iki boyutlu 

serpme diyagramlarının tek tek incelenmesiyle verinin yapısı hakkında açık bir bilgi 

elde etmek zordur. 
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�ekil 4.1. Fare verisi için serpme diyagramları. 

 

Tanı grafikleri olu�turulmadan önce ham veri standartla�tırılmı�tır. Sonra her bir 

özde�ere kar�ılık gelen grafiklere ili�kin gösterge de�i�ken de�erleri hesaplanıp 

Çizelge 4.2’ de verilmi�tir. 
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Çizelge 4.2. Tüm tanı grafikleri için gösterge de�i�kenlerinin de�erleri 
 

Grafik no   

1 0,517 0,059 

2 0,034 0,018 

3 0,045 0,008 

 

Çizelge 4.2’ de verilen ( )jd  ve ( )jδ  gösterge de�i�keni de�erleri incelendi�inde (1)d  

ve (1)δ  de�erlerinin di�erlerine göre oldukça büyük olması 1.  tanı grafi�inin etkili 

gözlemleri açık bir biçimde sunabilece�ini ortaya koymaktadır. Bununla birlikte 

verinin yapısını ayrıntılı bir �ekilde görmek istenirse di�er tanı grafikleri de 

incelenebilir.  

 

 
 
�ekil 4.2. Fare verisi için tanı grafikleri 
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Li ve ark. (2001) tarafından geli�tirilen algoritmaya göre olu�turulan grafikler 

�ekil4.2’ de verilmi�tir. Birinci grafik incelendi�inde (1)
1w  ve (1)

2w  arasında do�rusal 

ili�ki oldu�u açık bir �ekilde görülebilir. Ayrıca bu grafikteki noktalar incelendi�inde 

3. gözlem verinin geneline uymadı�ı gözlenmektedir. Li ve ark. (2001) tarafından 

önerilen kritere göre, bu nokta olu�turulan deneysel güven elipsinin dı�ında oldu�u 

için regresyon tahminlerini de�i�tirme potansiyeline sahiptir [16]. Di�er grafiklerde 

ise gözlemler düzgün bir yayılım göstermektedir. Yani di�er grafiklerde 3.  gözlem 

dı�ında verinin geneline uymayan ba�ka gözlem yoktur. Bu durumda 3.  gözlemin 

verideki tek etkili gözlem oldu�u sonucuna varılır. 
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5. S�MÜLASYON ÇALI�MASI 

 

Bu bölümde önce etkili gözlemlerin saptanması için kullanılan DFBETAS , 

DFFITS , Cook Uzaklı�ı, COVRATIO , ( )iS  istatistikleri ve grafik yöntemi, örnek 

hacminin ve ba�ımsız de�i�ken sayısının farklı durumları için simülasyon 

kullanılarak etkili gözlem içeren verideki etkili gözlemi saptama oranı bakımından 

kar�ıla�tırılmı�tır. Sonra örnek hacmi ve ba�ımsız de�i�ken sayısı sabit iken, etkili 

gözlem ve etkili gözlem gruplarının hata terimleri mutlak de�er olarak daha da 

büyültülerek bunların verinin merkezinden uzakla�tırıldı�ı durumda, bu yöntemler 

etkili gözlem içeren verideki etkili gözlemi saptama oranı bakımından 

kar�ıla�tırılmı�tır. Bu iki simülasyon çalı�masında hem bir etkili gözlemi saptamak 

için kullanılan tanı yöntemleri hem de etkili gözlem gruplarını saptamak için 

kullanılan tanı yöntemleri ele alınmı�tır.  

 

DFBETAS , DFFITS  ve COVRATIO  tanı istatistiklerine ili�kin karar kuralında yer 

alan kritik de�erler tahmin edilecek parametre sayısı olan p  ve örnek hacmi olan n  

de�erlerinin bir fonksiyonu olup örnek hacmi arttıkça bu kritik de�erler küçülür. 

Böylece ilgili tanı istatisti�i, verinin geneline uymamasıyla birlikte EKK tahminlerini 

de�i�tirme e�ilimi dü�ük olan bir gözlemi bile etkili gözlem olarak saptayabilir. Bu 

sorunu dikkate alan Belsley ve ark. (1980) DFBETAS , DFFITS  ve COVRATIO  

tanı istatistiklerinin hacmi 100’ den büyük örnekler için kullanı�lı olmadı�ını 

belirtmi�lerdir[9]. Bu nedenle simülasyon çalı�masında örnek hacimleri 20, 30 ve 40 

olarak alınmı�tır. Ba�ımsız de�i�ken sayısı da 2, 3 ve 4 olarak belirlenmi�tir. 

 

Bu bölümde yapılan simülasyon çalı�malarında veri üretmek için Hadi ve Simonoff 

(1993) tarafından yapılan çalı�madaki veri üretme yönteminden yararlanılmı�tır[23]. 

Hadi ve Simonoff (1993) tarafından yapılan çalı�mada veri aykırı gözlem içermek 

amacıyla üretildi�i için bu çalı�mada aynı yöntemle veri etkili gözlem içerecek 

biçimde MATLAB2008a programı kullanılarak üretilmi�tir.  
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Birden fazla etkili gözlemin bulundu�u bir veride etkili gözlem veya gözlem grupları 

tanı istatistikleri kullanılarak saptanırken kar�ıla�ılabilecek sorunlardan ikisi 

maskeleme ve yanılgıya dü�ürmedir. Bu çalı�mada, simülasyon maskeleme ve 

yanılgıya dü�ürmeyle kar�ıla�ılmayacak biçimde tasarlanmı�tır. 

 

Etkili bir gözlemin kaldıraç de�eri etkili olmayan gözlemlerinkine göre daha 

büyüktür. Bu tanımdan yararlanarak 1 indisi ile gösterilecek olan etkili gözleme 

ili�kin kaldıraç de�erini büyütmek amacıyla bu gözlemin 1p −  sayıda ba�ımsız 

de�i�kenlerin de�erleri, verinin geneline uyan gözlemlere ili�kin ba�ımsız 

de�i�kenlerin de�erlerinin türetildi�i [ ]0,15  aralı�ının en uç de�eri olan 15 olarak 

belirlenmi�tir. Bu gözlemin hata de�i�ken de�eri ise 1 5ε = −  olarak alınmı�tır. 

Buradaki amaç bu gözlemin hata de�i�ken de�erini mutlak de�erce arttırarak, bu 

gözlemin artık de�erini mutlak de�erce büyültmektir. Sonra parametrelerinin 

de�erleri 1 olan 

 

1 11 1 1 11 ... pY X X ε−= + + + +  

 

modeline göre etkili gözlemin ba�ımlı de�i�ken de�eri türetilmi�tir. Simülasyon 

boyunca etkili gözleme ili�kin ba�ımsız de�i�kenlerin de�erleri ve ba�ımlı de�i�ken 

de�erleri sabit kalmı�tır. 

 

Verinin geneline uyan 1n −  sayıda gözlem için 1p −  sayıda ba�ımsız de�i�ken 

de�erleri [ ]0,15  aralı�ında tekdüze da�ılımdan türetilmi�tir. Sonra simülasyon 

a�a�ıdaki adımlar do�rultusunda yapılmı�tır.  

 

Adım 1: Ba�ımsız de�i�ken sayısı 1p −  olmak üzere, 1p ×  boyutlu β   parametre 

vektörünün tüm elemanlarına 1 de�eri atanır. 

 

Adım 2: Hata de�i�kenlerinin de�erleri, ( )0,1i Nε �  da�ılımından üretilir. 
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Adım 3: 1p −  sayıda ba�ımsız de�i�kenlerin de�erleri ve hata de�i�kenlerinin 

de�erleri kullanılarak ilgili modele yani  

 

0 1 1 1  1...i i p i p iY X Xβ β β ε− −= + + + +   ( 2,3,..., )i n=  

 

 modeline göre ba�ımlı de�i�ken de�erleri türetilir.  

 

Adım 4: Türetilen verideki her bir gözlem için DFBETAS , DFFITS , COVRATIO , 

iD  ve iS  istatistiklerinin de�erleri hesaplanır ve her bir tanı istatisti�ine ili�kin karar 

kuralına göre 1 indisi ile gösterilen gözlemin etkili bir gözlem olup olmadı�ına karar 

verilir.  

 

Adım 5: Aynı veri için grafik yöntemine göre tanı grafikleri olu�turulur. E�. (4.6)’ da 

verilen ve göreli duyarlılık faktörü olarak tanımlanan karar de�i�kenine göre etkili 

gözlemi belirleme gücü en yüksek olan grafik alınır. Bu grafikte etkili gözlem 

haricindeki di�er gözlemlere ili�kin noktaların merkeze uzaklıkları  

 

( ) ( )1( ) ( ) ( )
0 0

Tj j jr w w M w w
−

� 
= − −� �  

 

ile hesaplanıp en büyük uzaklık deneysel güven elipsinin yarıçap uzunlu�u olan ρ  

olarak alınır. E�er 1 indisi ile gösterilen gözleme ili�kin noktanın elipsin merkezine 

uzaklı�ı, ρ  de�erinden büyük ise bu nokta deneysel güven elipsinin dı�ındadır ve 

grafik yöntemine göre bu gözlem etkili bir gözlemdir.  

 

Her 1 000  tekrarda verinin geneline uyan gözlemler için ba�ımsız de�i�kenlerin 

de�erleri yeniden üretilmek üzere bu deneme 100 000  kez tekrarlanmı�tır. Sonra 

etkili gözlem içeren veride, bir etkili gözlemi saptamak için kullanılan bu tanı 

yöntemlerinin etkili bir gözlemi tespit etme oranları hesaplanmı�tır.  
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5.1. Ba�ımsız  De�i�ken Sayısı ve Örnek Hacminin Farklı De�erleri için Tanı 

Yöntemlerinin Kar�ıla�tırılması 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısı ve örnek hacminin farklı de�erleri için tanı yöntemlerinin 

kar�ıla�tırılmasında önce etkili gözlem içeren bir veride bir etkili gözlemi saptamaya 

dayalı tanı yöntemleri, etkili gözlemi saptama oranı bakımından kar�ıla�tırılmı�tır. 

Sonra aynı ba�ımsız de�i�ken sayıları ve örnek hacimleri için etkili bir gözlem grubu 

içeren veride etkili gözlem grubunu saptamaya dayalı tanı yöntemleri, bu etkili 

gözlem grubunu saptama oranı bakımından kar�ıla�tırılmı�tır. 

 

5.1.1. Bir etkili gözlem için tanı yöntemlerinin kar�ıla�tırılması 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının ve örnek hacminin farklı de�erleri için ilk olarak bir 

etkili gözlem için tanı yöntemleri ele alınmı�tır. �ki ba�ımsız de�i�kenin oldu�u bir 

model, yani 3p =  durumu, için bölümün ba�ında belirtilen adımlar do�rultusunda 

yapılan simülasyonla elde edilen sonuçlar Çizelge 5.1’ de verilmi�tir. 

 

Çizelge 5.1. 3p =  iken bir etkili gözlem için tanı yöntemlerinin etkili bir gözlem 
içeren veride etkili gözlemi saptama oranları 

 
3p =  

 

 20n =  30n =  40n =  

(1)DFFITS  0,9995 0,9997 0,9997 

1(1)DFBETAS  0,9994 0,9997 0,9998 

2(1)DFBETAS  0,9947 0,9994 0,9998 

3(1)DFBETAS  0,9948 0,9996 0,9998 

(1)D  0,8759 0,7744 0,6027 

(1)COVRATIO  0,9641 0,9955 0,9996 

(1)S  0,9614 0,9820 0,9870 

Grafik Yöntemi 0,9440 0,9852 0,9949 
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Çizelge 5.1’ deki sonuçlar incelendi�inde, farklı örnek hacimleri altında ( )iDFFITS  

ve ( )j iDFBETAS  istatistiklerinin etkili gözlemi saptama oranlarının büyük oldu�u 

görülmektedir. Bununla birlikte, Cook Uzaklı�ı istatisti�inin etkili gözlemi saptama 

oranı örnek hacmi arttıkça dü�mektedir. ( )iCOVRATIO , ( )iS  istatistiklerinin ve grafik 

yönteminin etkili gözlemi saptama oranları ise örnek hacmi arttıkça büyümektedir.  

 

Modelde üç ba�ımsız de�i�kenin oldu�u durum yani 4p =  iken bir etkili gözlem 

için tanı istatistikleri ve grafik yöntemini kar�ıla�tırmak amacıyla yapılan simülasyon 

bölümün ba�ında belirtilen adımlar do�rultusunda olu�turulmu�tur. Elde edilen 

sonuçlar Çizelge 5.2’ de verilmi�tir. 

 

Çizelge 5.2. 4p =  iken bir etkili gözlem için tanı yöntemlerinin etkili bir gözlem 
içeren veride etkili gözlemi saptama oranları 

 
4p =   

 20n =  30n =  40n =  

(1)DFFITS  0,9993 0,9995 0,9998 

1(1)DFBETAS  0,9994 0,9995 0,9995 

2(1)DFBETAS  0,9623 0,9922 0,9978 

3(1)DFBETAS  0,9647 0,9921 0,9979 

4(1)DFBETAS  0,9645 0,9926 0,9984 

(1)D  0,8431 0,7228 0,5634 

(1)COVRATIO  0,8978 0,9839 0,9967 

(1)S  0,9935 0,9988 0,9993 

Grafik Yöntemi 0,8372 0,9486 0,9809 

 

Yukarıdaki çizelgede verilen sonuçlara göre örnek hacminin tüm durumları için 

( )iDFFITS , ( )j iDFBETAS  ve ( )iS  istatistiklerinin etkili gözlemi saptama oranları 

yüksektir. Fakat örnek hacmi 20 iken ( )j iDFBETAS  istatisti�inin etkili gözlemi 

saptama oranı ( )iDFFITS  ve ( )iS  istatistiklerine ili�kin oranlara göre daha dü�üktür. 
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Ayrıca bu sonuçlara göre örnek hacmi arttıkça etkili gözlemi saptama oranı artan 

yöntemler ( )iCOVRATIO  istatisti�i ve grafik yöntemidir. Cook Uzaklı�ı istatisti�i 

için sonuçlar incelendi�inde örnek hacmi arttıkça bu istatisti�e ili�kin etkili gözlemi 

saptama oranının dü�tü�ü görülmektedir. 

 

Bir etkili gözlemi saptamak için kullanılan tanı yöntemlerine ili�kin son simülasyon 

ba�ımsız de�i�ken sayısı 4 iken, bölümün ba�ında belirtilen adımlar do�rultusunda 

yapılmı�tır. Simülasyon sonuçları Çizelge 5.3’ te verilmi�tir. 

 

Çizelge 5.3. 5p =  iken bir etkili gözlem için tanı yöntemlerinin etkili bir gözlem 
içeren veride etkili gözlemi saptama oranları 

 
5p =   

 20n =  30n =  40n =  

(1)DFFITS  0,9994 0,9996 0,9998 

1(1)DFBETAS  0,9998 0,9995 0,9998 

2(1)DFBETAS  0,9221 0,9709 0,9885 

3(1)DFBETAS  0,9171 0,9678 0,9889 

4(1)DFBETAS  0,9206 0,9702 0,9895 

5(1)DFBETAS  0,9168 0,9714 0,9895 

(1)D  0,7831 0,6843 0,5234 

(1)COVRATIO  0,7926 0,9593 0,9895 

(1)S  0,9967 0,9998 0,9995 

Grafik Yöntemi 0,7139 0,8851 0,9500 

 

Çizelge 5.3’ te verilen sonuçlar incelendi�inde, 4p =  durumunda oldu�u gibi 

( )iDFFITS , ( )j iDFBETAS  ve ( )iS  istatistiklerinin etkili olarak üretilen gözlemi 

saptama oranlarının ele alınan tüm örnek hacimlerinde büyük oldu�u görülmektedir. 

Fakat örnek hacmi 20 iken ( )j iDFBETAS  istatisti�inin bu etkili gözlemi saptama 

oranı, ( )iDFFITS  ve ( )iS  istatisti�i için elde edilen oranlara göre daha dü�üktür. 

( )iCOVRATIO  istatisti�i ve grafik yöntemine ili�kin etkili gözlemi saptama oranları 
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incelendi�inde 20n =  iken bu yöntemlere ili�kin etkili gözlemi saptama oranlarının 

küçük olmasıyla birlikte örnek hacmi arttıkça bu yöntemlere ili�kin oranların arttı�ı 

görülmektedir. Son olarak örnek hacmi arttıkça Cook Uzaklı�ı istatisti�inin etkili 

gözlem olan ve 1 indisi ile gösterilen gözlemi saptama oranının dü�tü�ü 

gözlenmektedir. 

 

Örnek hacmi artarken ( )iDFFITS , ( )j iDFBETAS  ve ( )iCOVRATIO  istatistiklerinin 

etkili bir gözlemi saptama oranlarının artmasının nedeni bu istatistiklere ili�kin karar 

kuralında yer alan kritik de�erlerin örnek hacminin azalan bir fonksiyonu olmasıdır. 

Özellikle bu artı� ( )iCOVRATIO  istatisti�i için daha açık bir �ekilde görülmektedir. 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının tüm durumlarında örnek hacmi arttıkça Cook Uzaklı�ı 

istatisti�inin etkili gözlemi saptama oranı dü�mektedir. Çünkü gözlem silme 

tekni�ine dayalı olarak etkili bir gözlem için elde edilen ( )
ˆ

iβ  tahmini, örnek hacmi 

arttıkça ( )
ˆ

iβ  tahminleri için olu�turulan ve bir elipsoide kar�ılık gelen güven 

bölgesine yakla�ır. Bu durumda etkili gözlem için elde edilen ( )
ˆ

iβ  tahmininin güven 

elipsoidinin merkezine uzaklı�ının karesi olan bu gözleme ili�kin Cook Uzaklı�ı 

istatisti�i de�eri küçülür. Böylece Cook Uzaklı�ı yöntemiyle etkili gözlemin 

saptanma oranı dü�er. 

 

Pena’ nın ( )iS  istatisti�ine ili�kin sonuçlar incelendi�inde ba�ımsız de�i�ken 

sayısının ve örnek hacminin tüm durumlarında bu istatisti�e ili�kin saptama 

oranlarının büyük oldu�u gözlenmektedir. Bunun nedeni ( )iS  istatisti�ine ili�kin 

karar kuralından kaynaklanmaktadır. Bu istatisti�e ili�kin karar kuralı 

 

( ) ( ) ( )( )med 4.5 MADi iS S S− ≥ ×  

 

ile verilir. Burada ( )( )MAD iS  ifadesi ( )iS  de�erlerinin medyandan sapmalarının 

mutlak de�erlerinin medyanıdır. Yukarıdaki karar kuralına ba�lı olarak etkili gözlem 
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için hesaplanan ( )iS  de�erinin medyandan mutlak de�er bakımından sapması, verinin 

geneline uyan gözlemlerinkine göre büyüktür. Ba�ımsız de�i�ken sayısının tüm 

durumlarında örnek hacmi artarken ( )med S  ve ( )( )MAD iS  de�erlerinde büyük bir 

de�i�im olmamaktadır. Böylece örnek hacmi arttıkça etkili gözlem için hesaplanan 

( )iS  de�erinin medyandan mutlak de�erce sapması büyük bir de�i�im göstermedi�i 

için bu istatisti�in etkili gözlemi saptama oranı yüksek olacaktır. 

 

Grafik yöntemine ili�kin sonuçlar incelendi�inde ba�ımsız de�i�ken sayısının tüm 

durumlarında örnek hacmi arttıkça bu yönteme ili�kin etkili gözlemi saptama 

oranının arttı�ı görülmektedir. E�er veride etkili gözlem yoksa tüm grafiklerde 

gözlemlere ili�kin noktalar geni� bir yayılım gösterecektir. Fakat veride en az bir 

etkili gözlem varsa göreli duyarlılık faktörüne ba�lı olarak belirlenen grafikte verinin 

geneline uyan noktalar grafi�in merkezi olan ( )0,0  noktası etrafında kümelenecektir 

ve etkili gözlem ili�kin nokta da verinin geneline uyan noktaların olu�turdu�u bu 

kümeden uzak bir konumda bulunacaktır. Veride en az bir etkili gözlem varken 

ba�ımsız de�i�ken sayısının tüm durumları için örnek hacmi arttıkça verinin geneline 

uyan gözlemler grafi�in merkezine daha da yakla�makta ve buna ba�lı olarak güven 

elipsleriyle belirlenen güven bölgesi daha da daralmaktadır. Böylece grafik 

yönteminin bir etkili gözlemi saptama oranı örnek hacmi arttıkça artmaktadır. 

 

Örnek hacmi sabit tutuldu�unda ele alınan tanı yöntemlerinin Çizelge 5.1, Çizelge 

5.2 ve Çizelge 5.3’ teki sonuçlara göre incelenmesi bu tanı yöntemlerinin ba�ımsız 

de�i�ken sayısındaki artı�a göre de�erlendirilmesi açısından önemlidir. Örnek hacmi 

sabit iken ( )iDFFITS  ve ( )iS  tanı istatistiklerinin etkili gözlemi saptama oranlarının 

büyük de�i�imler göstermedi�i açıkça görülmektedir. Bununla birlikte ba�ımsız 

de�i�ken sayısı arttıkça ( )j iDFBETAS , ( )iCOVRATIO , Cook Uzaklı�ı istatistikleri ve 

grafik yöntemine ili�kin etkili gözlemi saptama oranları azalmaktadır. Özellikle bu 

azalma grafik yöntemi için di�er yöntemlerinkine nazaran büyüktür. Bu da regresyon 

probleminin boyutu arttıkça grafik yönteminin etkili gözlemi saptama duyarlılı�ının 

azaldı�ını göstermektedir. 
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5.1.2. Etkili gözlem grupları için tanı yöntemlerinin kar�ıla�tırılması 

 

Etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan tanı yöntemlerinden ( )ICOVRATIO , 

Cook Uzaklı�ı istatistikleri ve grafik yöntemini kar�ıla�tırmak amacıyla yapılan 

simülasyon bir etkili gözlemi saptamak için kullanılan tanı yöntemlerini 

kar�ıla�tırmak amacıyla yapılan simülasyona benzer biçimde yapılmı�tır. Fakat bu 

simülasyonda iki etkili gözlemden olu�an etkili bir gözlem grubunun bulundu�u 

veriler üretilmi�tir. Bu amaç do�rultusunda, üretilen verilerde etkili gözlem grubunun 

elemanları 1 ve 2 indisleri ile gösterilirse bu gözlemlerin ba�ımsız de�i�kenlerinin 

de�erleri 15 ve hata de�i�kenlerinin de�erleri 1 5ε = −  ve 2 5,5ε = −  olarak 

belirlenmi�tir. Sonra  

 

0 1 1 1  1...i i p i p iY X Xβ β β ε− −= + + + +   ( 3,4,..., )i n=  

 

modeli dikkate alınarak bölümün ba�ında belirtilen adımlar do�rultusunda 

simülasyon yapılmı�tır. 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının iki oldu�u durum yani 3p =  durumu için etkili gözlem 

grubu içeren bir veride etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan üç tanı 

yöntemine ili�kin simülasyon sonuçları Çizelge 5.4’ te verilmi�tir. 

 

 
Çizelge 5.4. 3p =  iken etkili gözlem grupları için tanı yöntemlerinin iki gözlemden 

olu�an etkili gözlem grubu içeren veride etkili gözlem grubunu saptama 
oranları 

 
3p =   

 20n =  30n =  40n =  

{ }1,2D  0,9989 0,9997 0,9998 

{ }1,2COVRATIO  0,9790 0,9991 0,9995 

Grafik Yöntemi 0,7450 0,8913 0,9253 
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Çizelge 5.4’ teki sonuçlar incelendi�inde Cook Uzaklı�ı ve { }ICOVRATIO  

istatistiklerinin bu etkili gözlem grubunu saptama oranlarının ele alınan tüm örnek 

hacimlerinde oldukça büyük oldu�u görülmektedir. Bununla birlikte tüm örnek 

hacimleri için di�er yöntemlere nazaran grafik yöntemin etkili gözlem grubunu 

saptama oranının dü�ük oldu�u gözlenmektedir. Ayrıca örnek hacmi arttıkça grafik 

yönteminin bu etkili gözlem gurubunu saptama oranı da artmaktadır. 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının üç oldu�u durum yani 4p =  durumu için etkili gözlem 

gruplarını saptamaya dayalı tanı yöntemlerine ili�kin simülasyon sonuçları Çizelge 

5.5’ te verilmi�tir. 

 

Çizelge 5.5. 4p =  iken etkili gözlem grupları için tanı yöntemlerinin iki gözlemden 
olu�an etkili gözlem grubu içeren veride etkili gözlem grubunu saptama 
oranları 

 

4p =  
 

 20n =  30n =  40n =  

{ }1,2D  0,9992 0,9996 0,9998 

{ }1,2COVRATIO  0,9389 0,9937 0,9993 

Grafik Yöntemi 0,3130 0,5917 0,7232 

 

Çizelge 5.5’ teki sonuçlar incelendi�inde Cook Uzaklı�ı istatisti�ine ili�kin etkili 

gözlem grubunu saptama oranının örnek hacminin tüm durumları için yüksek oldu�u 

açıkça görülmektedir. { }ICOVRATIO  istatisti�i ve grafik yöntemine ili�kin etkili 

gözlem grubunu saptama oranları ise örnek hacmi arttıkça artmaktadır. Buna ek 

olarak grafik yöntemi 20n =  iken etkili gözlem grubunu oldukça küçük bir oranla 

saptamaktadır. 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısının dört oldu�u durum yani 5p =  durumu için etkili 

gözlem grupları için tanı yöntemlerine ili�kin simülasyon sonuçları Çizelge 5.6’ da 

verilmi�tir. 
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Çizelge 5.6. 5p =  iken etkili gözlem grupları için tanı yöntemlerinin iki gözlemden 
olu�an etkili gözlem grubu içeren veride etkili gözlem grubunu saptama 
oranları 

 

5p =   

 20n =  30n =  40n =  

{ }1,2D  0,9986 0,9991 0,9996 

{ }1,2COVRATIO  0,8733 0,9855 0,9980 

Grafik Yöntemi 0,1826 0,3340 0,5654 

 

Çizelge 5.6’ daki sonuçlar incelendi�inde, farklı örnek hacimleri altında Cook 

Uzaklı�ı istatisti�inin etkili gözlem grubunu saptama oranının dikkate de�er biçimde 

büyük oldu�u görülmektedir. Bununla birlikte { }ICOVRATIO  istatisti�i ve grafik 

yöntemine ili�kin oranlar farklı örnek hacimleri altında Cook Uzaklı�ı istatisti�i için 

elde edilen oranlara göre daha küçüktür. Ayrıca bu iki yöntem için elde edilen etkili 

gözlem grubunu saptama oranları örnek hacmi arttıkça sayısal olarak büyümektedir. 

 

Örnek hacmi 20n =  iken etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan tanı 

yöntemlerine ili�kin Çizelge 5.4, Çizelge 5.5 ve Çizelge 5.6’ daki sonuçlar 

incelendi�inde ba�ımsız de�i�ken sayısı arttıkça { }ICOVRATIO  istatisti�i ve grafik 

yöntemi için bulunan etkili bir gözlem grubunu saptama oranlarının küçüldü�ü 

gözlenmektedir. Özellikle bu küçülme grafik yöntemi için daha da açık bir �ekilde 

görülmektedir. Bununla birlikte ele alınan tüm örnek hacimleri ve ba�ımsız de�i�ken 

sayıları için Cook Uzaklı�ı istatisti�ine ili�kin etkili gözlem grubunu saptama 

oranları di�er yöntemler göre büyüktür. 

 

Cook Uzaklı�ı istatisti�inin etkili bir gözlem grubunu saptama oranının ele alınan 

tüm örnek hacimleri ve ba�ımsız de�i�ken sayıları için yüksek olması, etkili bir 

gözlem grubunun etkili bir gözleme göre EKK tahminlerini de�i�tirme e�iliminin 

daha yüksek olmasından dolayıdır. Bir ba�ka ifadeyle m  hacimli etkili bir gözlem 
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grubunun bulundu�u veride bu etkili gözlem grubunun silinmesiyle geri kalan 

gözlemlerden elde edilen EKK tahmini ( )
ˆ

Iβ  ile tüm gözlemlere dayalı olarak elde 

edilen β̂  arasındaki karesel uzaklık, bir etkili gözlemin bulundu�u veride bu etkili 

gözlemin silinmesiyle di�er gözlemlerden elde edilen ( )
ˆ

iβ  tahmini ile β̂  tahmini 

arasındaki karesel uzaklıktan büyük olacaktır. Bundan dolayı etkili gözlem gruplarını 

saptamaya dayalı Cook Uzaklı�ı istatisti�i, bir etkili gözlemi saptamaya dayalı olarak 

kullanılan Cook Uzaklı�ı istatisti�inden daha yüksek bir saptama oranına sahiptir. 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısı sabitken, örnek hacmi arttıkça { }ICOVRATIO  istatisti�i için 

bulunan etkili gözlem grubunu saptama oranlarının artmasının nedeni ise bu 

istatisti�e ili�kin karar kuralında yer alan kritik de�erin örnek hacminin azalan bir 

fonksiyonu olmasıdır.  

 

Grafik yöntemi, çok boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu bir probleme 

dönü�türmek suretiyle olu�turulan p sayıda tanı grafikleri setinin, her bir grafikteki 

noktalar için olu�turulan güven bölgesi kriterine ba�lı olarak incelemesine dayalıdır. 

Veride bir etkili gözlem grubu bulundu�unda bu etkili gözlem grubunu saptama 

oranı bakımından grafik yönteminin incelenmesi, bu yöntemin regresyon problemini 

nasıl dönü�türdü�ünü de�erlendirmek açısından önemlidir. Ba�ımsız de�i�ken sayısı 

sabitken grafik yöntemiyle etkili gözlem grubunu saptama oranlarına ili�kin sonuçlar 

incelendi�inde örnek hacminin artmasıyla bu yöntemin etkili gözlem grubunu daha 

iyi saptadı�ı açıkça görülmektedir. Fakat örnek hacmi sabit iken ba�ımsız de�i�ken 

sayısı arttıkça grafik yönteminin etkili gözlem grubunu saptama oranı dü�mektedir. 

Buna ba�lı olarak regresyon probleminin boyutu arttıkça grafik yönteminin 

regresyon problemini dönü�türme e�iliminin azaldı�ı sonucuna varılır. 
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5.2. Ba�ımsız De�i�ken Sayısı ve Örnek Hacmi Sabitken Tanı Yöntemlerinin 

Kar�ıla�tırılması 

 

Bu simülasyonda, ba�ımsız de�i�ken sayısı ve örnek hacmi sabit iken etkili gözlemin 

ve etkili gözlem grubunu olu�turan gözlemlerin hata de�i�ken de�erleri mutlak 

de�erce arttırılarak, bunların verinin merkezinden uzakla�tırıldı�ı durumlarda, tanı 

yöntemlerinin etkili gözlem içeren veride etkili gözlemi ve etkili gözlem grubunu 

saptama oranları elde edilmi�tir. Buradaki amaç etkili gözlem veya etkili gözlem 

grubundaki gözlemlerin hata de�i�ken de�erleri daha da arttı�ı durumlarda tanı 

yöntemlerini kar�ıla�tırmaktır.  

 

�lk olarak bir etkili gözlemi saptamak için kullanılan tanı yöntemleri örnek hacmi 20 

ve ba�ımsız de�i�ken sayısı 2 iken bölümün ba�ında belirtilen adımlar do�rultusunda 

simülasyonla incelenmi�tir. Simülasyonda önce etkili gözlem olarak belirlenen ve 1 

indisi ile gösterilen gözleminin hata de�i�ken de�eri 1 5ε = −  alınmı�tır. Döngü  

 

0 1 1 1  1...i i p i p iY X Xβ β β ε− −= + + + +   ( 2,3,..., )i n=  

 

modeli dikkate alınarak bölümün ba�ında verilen adımlar do�rultusunda, her 1 000  

tekrara da bir verinin geneline uyan gözlemlerin ba�ımsız de�i�kenlerinin de�erleri 

yeniden üretilmek üzere 100 000  kez tekrar edilmi�tir ve tanı yöntemlerinin etkili 

olan bu gözlemi saptama oranları elde edilmi�tir. Sonra etkili gözlemin hata de�i�ken 

de�eri önce 1 7,5ε = −  sonra da 1 10ε = −  alınıp bu de�erler için aynı simülasyon 

tekrarlanmı�tır. Sonuçlar Çizelge 5.7’ de verilmi�tir. 
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Çizelge 5.7. 20n =  ve 3p =  iken bir etkili gözlem için tanı yöntemlerinin farklı 
hata de�i�ken de�erlerine göre üretilen etkili gözlemi saptama oranları 

 
20n = , 3p =    

 1 5ε = −  1 7,5ε = −  1 10ε = −  

(1)DFFITS  0,9995 1 1 

1(1)DFBETAS  0,9994 1 1 

2(1)DFBETAS  0,9947 0,9985 0,9989 

3(1)DFBETAS  0,9948 0,9985 0,9990 

(1)D  0,8759 0,9958 0,9997 

(1)COVRATIO  0,9641 0,9996 1 

(1)S  0,9614 0,9886 0,9932 

Grafik Yöntemi 0,9440 0,9943 0,9989 

 

Ba�ımsız de�i�ken sayısı ve örnek hacmi sabitken, veride kaldıraç de�eri di�er 

gözlemlerinkine göre büyük olan herhangi bir gözlemin hata de�i�ken de�eri 

arttıkça, bu gözlemin regresyon tahminlerini de�i�tirme e�iliminin artması beklenir. 

Çizelge 5.7’ deki sonuçlar da bunu do�rulamaktadır. Çünkü etkili gözlemin hata 

de�i�keni de�eri arttıkça etkili bir gözlemin saptanması için kullanılan bu altı tanı 

yönteminin verideki etkili gözlemi saptama oranları artmaktadır. Özellikle bu artı� 

Cook Uzaklı�ı istatisti�i için daha açık bir �ekilde görülmektedir.  

 

20n =  ve 3p =  iken etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan tanı 

yöntemlerine ili�kin simülasyon bir öncekine benzer biçimde bölümün ba�ında 

belirtilen adımlar do�rultusunda yapılmı�tır. Simülasyon yapılırken etkili gözlem 

grubunu olu�turan iki gözlemin hata de�i�keni de�erleri sırasıyla 1 5ε = −  ve 

2 5,5ε = −  alınıp bu gözlemlerin ba�ımsız de�i�ken de�erleri de kullanılarak ba�ımlı 

de�i�ken de�erleri elde edilmi�tir. Sonra bölümün ba�ında verilen adımlar 

do�rultusunda, her 1 000  tekrara da bir verinin geneline uyan gözlemlerin ba�ımsız 

de�i�kenlerinin de�erleri yeniden üretilmek üzere 
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0 1 1 1  1...i i p i p iY X Xβ β β ε− −= + + + +   ( 3,4,..., )i n=  

 

modeli dikkate alınıp, bu deneme 100 000  kez tekrar edilmi�tir ve etkili bir gözlem 

grubu içeren veride etkili gözlem gruplarını saptamak için kullanılan tanı 

yöntemlerinin bu etkili gözlem grubunu saptama oranları elde edilmi�tir. Aynı 

simülasyon bu iki gözlemin hata de�i�keni de�erleri önce 1 7ε = − , 2 7,5ε = −  için 

sonra 1 10ε = − , 2 10,5ε = −  için yapılıp sonuçlar Çizelge 5.8’ de verilmi�tir. 

 

Çizelge 5.8. 20n =  ve 3p =  iken etkili gözlem grupları için tanı yöntemlerinin 
farklı hata de�i�ken de�erlerine göre üretilen iki etkili gözlemin 
olu�turdu�u etkili gözlem grubunu saptama oranları 

 
20n = , 3p =   

 1 5ε = −  

2 5,5ε = −  
1 7ε = −  

2 7,5ε = −  
1 10ε = −  

2 10,5ε = −  

{ }1,2D  0,9989 1 1 

{ }1,2COVRATIO  0,9790 0,9987 1 

Grafik Yöntemi 0,7450 0,8829 0,9094 

 

Çizelge 5.8’ deki sonuçlar incelendi�inde verideki etkili gözlem grubunu olu�turan 

gözlemlerin hata de�i�keni de�erlerinin artmasıyla ( )ICOVRATIO , Cook Uzaklı�ı 

istatistikleri ve grafik yönteminin bu gözlem grubunu saptama oranlarının arttı�ı 

gözlenmektedir. ( )ICOVRATIO  ve Cook Uzaklı�ı istatistiklerinin etkili gözlem 

grubunu saptama oranlarının ele alınan tüm örnek hacimlerinde yüksek olmasıyla 

birlikte grafik yöntemi için deneysel olarak elde edilen oran bu iki istatisti�e göre 

daha küçüktür. 
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6. SONUÇ VE ÖNER�LER 

 

Bu çalı�manın birinci bölümünde aykırı ve etkili gözlemler tanıtılıp, veride etkili 

gözlem veya etkili gözlem grupları bulundu�unda regresyon sonuçlarının nasıl bir 

de�i�im gösterece�i hakkında bilgi verilmi�tir. Ayrıca literatürdeki bu konu ile ilgili 

bazı çalı�malara da yer verilmi�tir. 

 

�kinci bölümde regresyon analizi ve tanı yöntemlerine ili�kin temel kavramlar 

verilmi�tir. Etkili gözlemlerin mutlak de�erce artıkları ve kaldıraç de�erleri büyük 

oldu�u için do�al olarak tanı yöntemleri bunlara ili�kin de�i�kenlere ba�lıdır. 

Bundan dolayı tanı yöntemlerinin temelini olu�turan bu de�i�kenler etkili 

gözlemlerin saptanması için yapılan analizlerde tanı yöntemlerine yardımcı bir rol 

üstlenir. 

 

Üçüncü bölümde bir etkili gözlemi ve etkili gözlem gruplarını saptamak için 

uygulamada sıkça kullanılan tanı istatistiklerine yer verilmi�tir. Ayrıca bu 

istatistiklere ili�kin karar kuralları da belirtilmi�tir. Bunlara ek olarak tanı 

istatistikleri kullanılırken kar�ıla�acak iki sorun olan maskeleme ve yanılgıya 

dü�ürme hakkında bilgi verilmi�tir. 

 

Dördüncü bölümde çoklu regresyonda etkili gözlem veya gözlem gruplarının 

saptanması için kullanılan yeni bir yöntem olan grafik yöntemine yer verilmi�tir. 

Grafik yöntemi yüksek boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu tanı 

grafiklerinin bir setine indirgeyerek, bu grafiklerin görsel olarak incelenmesine 

dayalı bir tekniktir. Bu dönü�türme i�lemi hesaplama bakımından benzer grafiksel 

yöntemlere nazaran daha kolaydır. 

 

Bu çalı�manın be�inci bölümünde ise Cook uzaklı�ı, DFBETAS, DFFITS, 

COVRATIO, iS  istatistikleri ve grafik yöntemi simülasyon çalı�masıyla, etkili 

gözlem veya gözlem grubu içeren veride bu gözlem veya gözlem grubunu saptama 

oranı bakımından kar�ıla�tırılmı�tır. Elde edilen sonuçlara göre ba�ımsız de�i�ken 
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sayısı ve örnek hacminin tüm durumları için bir etkili gözlemi saptamaya dayalı tanı 

istatistiklerinden ( )iDFFITS  ve ( )iDFBETAS  istatistikleri etkili gözlemi yüksek bir 

oranla saptamaktadır. Fakat 3p =  durumu için örnek hacmi küçük iken ( )iDFFITS  

istatisti�inin ( )iDFBETAS  istatisti�ine göre etkili gözlemi daha yüksek bir oranla 

saptadı�ı gözlenmektedir. Di�er bir tanı istatisti�i olan ( )iCOVRATIO  istatisti�i, 

gerek bir etkili gözlemi gerekse etkili bir gözlem gurubunu saptamak için kullanılsın, 

örnek hacmi arttıkça bu istatisti�ine ili�kin saptama oranının arttı�ı açıkça 

görülmektedir. Bu çalı�mada incelenen etkili bir gözlemi saptamaya dayalı tanı 

yöntemlerinden üçü olan ( )iDFFITS , ( )iDFBETAS  ve ( )iCOVRATIO  istatistiklerinin 

örnek hacmi arttıkça etkili gözlemi saptama oranlarının artmasının nedeni bu 

istatistiklere ili�kin kritik de�erlerin örnek hacminin azalan bir fonksiyonu olmasıdır. 

Çünkü n  teriminin de�erinin artmasıyla bu istatistiklere ili�kin kritik de�erler sayısal 

olarak dü�mektedir. Buna ba�lı olarak da bu üç tanı istatisti�i etkili gözlemi daha 

dü�ük bir oranla saptamaktadır.  

 

Bir etkili gözlemi saptamak için kullanılan tanı yöntemlerinden Pena’ nın ( )iS  

istatisti�i ise etkili gözlemi saptama oranı yüksek olan di�er bir istatistiktir. Bunun 

nedeni ( )iS  istatisti�ine ili�kin karar kuralından kaynaklanmaktadır. Örnek hacmi kaç 

olursa olsun ( )iS  de�erlerinin medyanı sayısal olarak küçük de�i�imler gösterir. .i  

gözlemin etkili oldu�una, bu gözlem için elde edilen ( )iS  de�erinin, medyandan 

sapmasına dayanarak karar verilir. Etkili gözleme ili�kin ( )iS  de�eri, de�er 

aralı�ındaki en uç de�er oldu�undan dolayı örnek hacmi kaç olursa olsun bu istatistik 

ilgili gözlemi etkili olarak saptayacaktır. 

 

Verinin tümünden hesaplanan EKK tahmin vektörü β̂  ile verinin bir alt kümesinin 

silinmesiyle hesaplanan EKK tahmin vektörü ( )
ˆ

iβ  arasındaki karesel uzaklı�a 

dayanan Cook Uzaklı�ı istatisti�inin bir etkili gözlemi saptama oranı aynı örnek 

hacmi ve aynı ba�ımsız de�i�ken sayısı altında di�er yöntemlerin saptama oranlarına 



 62 

göre daha dü�üktür. Ayrıca örnek hacmi arttıkça Cook Uzaklı�ı istatisti�inin etkili 

gözlemi saptama oranı dü�mektedir. Çünkü etkili bir gözlem için elde edilen ( )
ˆ

iβ  

tahmini örnek hacmi arttıkça ( )
ˆ

iβ  tahminleri için olu�turulan ve bir elipsoide kar�ılık 

gelen güven bölgesine yakla�maktadır. Fakat veride etkili bir gözlem gurubu 

mevcutsa, bu etkili gözlem gurubunun etkili bir gözleme nazaran regresyon 

tahminlerini de�i�tirme e�ilimi daha fazla oldu�u için bu grubun veriden silinmesiyle 

geri kalan gözlemlerden elde edilen ( )
ˆ

Iβ  tahmini ( )
ˆ

Iβ  tahminleri için olu�turulan 

güven bölgesine uzak olacaktır. Böylece Cook Uzaklı�ı istatisti�iyle bu etkili gözlem 

grubu daha kolay saptanmaktadır. Simülasyon sonuçları da bunu desteklemektedir. 

 

Bu çalı�mada incelenen son yöntem olan grafik yöntemi için elde edilen simülasyon 

sonuçlarına göre, ba�ımsız de�i�ken sayısının tüm durumlarında örnek hacmi 

arttıkça bu yöntem için elde edilen, bir etkili gözlemi saptama oranları da 

artmaktadır. Bunun nedeni grafik tekni�i yöntemi gere�ince, yüksek boyutlu bir 

regresyon probleminin iki boyutlu bir probleme indirgenmesi sonucu elde edilen ( )j
lw  

vektörlerinin ( 1,2;  1, 2,...,l j p= = ) de�erlerine ba�lı olarak olu�turulan grafiklerde, 

örnek hacmi arttıkça, verinin geneline uyan gözlemlere ili�kin noktaların, ( )j
lw  

vektörünün konum parametreleriyle belirlenen güven bölgesinin merkezinde 

kümelenmesi ve etkili gözleme ili�kin noktanın bu kümeden konumca uzak 

kalmasıdır. 

 

Örnek hacmi ve ba�ımsız de�i�ken sayısı sabit tutulup etkili gözlemin mutlak 

de�erce hata de�i�ken de�erini arttırarak bu gözlemin verinin merkezinden 

uzakla�tırıldı�ı durumlar için yapılan simülasyon çalı�masının sonuçları 

incelendi�inde bir etkili gözlemi saptamaya dayalı tanı yöntemlerinin, etkili gözleme 

ili�kin hata de�i�keni de�erine ba�lı olarak bu gözlemin mutlak de�erce artık 

de�erinin artmasıyla, bu gözlemi saptama oranının daha büyük oldu�u 

gözlenmektedir. Aynı durum etkili gözlem grubunu saptamaya dayalı yöntemler için 

de geçerlidir. Etkili bir gözlem, tanımı gere�i kaldıraç de�eri ve mutlak de�er 

bakımından artık de�eri di�er gözlemlerinkine nazaran büyük olan gözlemdir. 
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Kaldıraç de�eri büyük olan bir gözlemin hata de�i�ken de�erine ba�lı olarak mutlak 

de�erce artı�ını büyütmek bu gözlemin regresyon sonuçlarını de�i�tirme e�ilimini 

güçlendirmektedir. Buna ba�lı olarak da ilgili tanı yöntemine ili�kin etkili gözlemi 

saptanma oranı büyük olacaktır. Aynı durum etkili gözlem gruplarının saptanması 

için kullanılan tanı yöntemleri için de geçerlidir. 

 

Bu çalı�mada incelenen tanı yöntemlerinden ( )iDFFITS , ( )iDFBETAS  ve 

( )iCOVRATIO  istatistiklerine ili�kin kritik de�erlerin örnek hacmine ba�lı olarak 

azalan bir fonksiyon oldu�u önceki bölümde belirtilmi�ti. Örnek hacmi büyük olan 

bir veride, kaldıraç de�eri ve mutlak de�erce artı�ı büyük olan bir gözlem regresyon 

sonuçlarını de�i�tirme e�iliminde olmasa bile bu istatistiklere ili�kin karar 

kurallarında yer alan kritik de�erlerin küçük olmasından dolayı bu istatistiklere göre 

etkili gözlem olarak saptanabilir. Bundan dolayı ( )iDFFITS , ( )iDFBETAS  ve 

( )iCOVRATIO  istatistikleriyle verideki gözlemlerin etkili olup olmadı�ı incelenirken 

aynı zamanda bu gözlemlerin kaldıraç de�erlerinin ve studentle�tirilmi� artık 

de�erlerinin de incelenmesi etkili gözlemin daha iyi saptanması açısından kolaylık 

sa�lar. 

 

Sonuç olarak bir etkili gözlemin saptanmak için kullanılan yöntemlerden verinin 

geneline uymayan bu gözlemi saptama bakımından en duyarlı tanı yöntemleri 

( )iDFFITS  ve Pena’ nın ( )iS  istatistikleridir. Bu iki yöntemden sonra ( )iDFBETAS  ve 

( )iCOVRATIO  yöntemlerinin de etkili gözlemi saptama bakımından duyarlılı�ı 

yüksektir. Cook Uzaklı�ı istatisti�i ise etkili gözlem gruplarını saptamak için 

kullanılan yöntemler içinde bu gözlem gruplarını saptama bakımından en iyi 

yöntemdir. Son olarak yüksek boyutlu bir regresyon probleminin iki boyutlu bir 

probleme indirgenmesi amacıyla veriye bir dönü�üm uygulandı�ı grafik yöntemi ise 

regresyon probleminin boyutu arttıkça etkili gözlem ve gözlem gruplarını saptama 

bakımından duyarlılı�ı azalmaktadır. 
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EK-1. Grafik yönteminde ( )j
lw  vektörünün hesaplanı�ı için algoritma 

( )1, 2;   1,2,...,l j p= =  

 

Adım 1: X matrisinin faktöriyel QR ayrı�tırması, n n×  boyutlu [ ]1 2,Q Q Q=  matrisi 

için X QR=  biçiminde elde edilir. Burada tüm elemanları sıfır olan matris O  

olmak üzere 1 ( ),
TT T

n p pR R O − ×� 
= � �  matrisi n n×  boyutlu bir üst üçgen matrisi, 1R  tekil 

olmayan p p×  boyutlu bir üst üçgen matrisi ve 1Q  matrisi n p×  boyutlu bir dik 

matristir. 

 

Adım 2: p p×  boyutlu 1R  matrisinin tekil de�er ayrı�tırması  

 

{ }1/ 2 1/ 2
1 1 1 2,...,T T

pR Pdiag a a P− −=   

 

ile hesaplanır. Burada p p×  boyutlu 1P  ve 2P  matrisleri dik matrislerdir.  

 

Adım 3: { }( ) ( ), T
p p n p n pQdiag O I Q Yφ × − × −=  ve 1/ 2

0 ( )Tφ φ φ φ=  hesaplanır. 

 

Adım4: Keyfi olarak belirlenen 1js ×  boyutlu lr vektörü için, 1 ,
TT R

j j lu Q G O r� 
= � �  

hesaplanır. Burada jG  vektörü 1P  matrisinin .j  sütunudur.  

 

Adım 5: ( ) 1/ 2
0( ) 2j

l jw uφ= +  hesaplanır. 
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