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CAUCHY SERILERI iLE NORMLU UZAYLARIN BAZI
KARAKTERIZASYONLARI

Lale CONA
Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Yiiksek Lisans Tezi, Temmuz 2009
Tez Damsmani: Yrd. Dog. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

OZET

Normlu uzaylar ve normlu uzaylarin tamligi Fonksiyonel Analizde genis uygulama
alanina sahiptir. Bir normlu uzay tam ise bu uzaya Banach uzay adi verilir.Bu kavram
ilk olarak 1922 lerde Stefan Banach tarafindan tanitilmistir. Banach uzaylari
matematigin bir cok sahasinda kullanilmis ve yapilan calismalarda ©6nemli rol
oynamistir. Bu yiizden bu alanda caligan bir ¢cok matematik¢i farklt metodlarla normlu

uzaylarin karekterizasyonu iizerine 6nemli ¢alismalar yapmislardir.

Son donem caligmalara bakildiginda o6zellikle zayif sartsiz ve sartsiz Cauchy serileri
vasitasiyla normlu uzaylarin tamhigi karekterize edilmistir. Bu seriler ile toplanabilme
metodlar1 birlestirilerek  yapilan c¢alismalar normlu uzaylarin karekterizasyonu

acisindan oldukca 6nemlidir.

Bu tez de zayif sartsiz ve sartsiz Cauchy serileri vasitasiyla normlu uzaylarin
karekterizasyonu iizerine kapsamli bir ¢alisma yapilmistir. Bunun i¢in Oncelikle tez
boyunca kullanacagimiz bazi temel tanim ve teoremler verildi. Genel olarak

(. ,c, Cy (smirh, yakinsak ve sifir )dizi uzaylar1 kullanilarak normlu uzaylarin
tamlig1 karekterize edildi. Sonraki calismalarda normlu uzaylar yerine Barrelled uzayzi,

(. ,c, Cy dizileri yerine de reel sayilarin keyfi dizileri alinarak yeni ¢aligmalar

yapild1.

Buna ilaveten herhangi bir normlu uzayinda zayif sartsiz Cauchy serisine Cesaro
toplanabilme metodu uygulanarak normlu ve Banach wuzaylarm yeni bir
karekterizasyonu elde edildi.

Nihayetinde Cesdro matrisi yerine A=(a, ) regiiler matrisi almarak yukaridaki

sonuclar genellestirildi.

Anahtar Kelimeler: Banach Uzay, Barrelledness, Sartsiz ve Zayif Sartsiz Cauchy

Serileri, Cesdro yakinsaklik, Matris Toplanabilirlik.
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SOME CHARACTERIZATIONS OF NORMED SPACES WITH CAUCHY
SERIES

Lale CONA
Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
M. Sc. Thesis, July 2009
Thesis Supervisor: Assist.Prof. Dr. Abdulcabbar SONMEZ

ABSTRACT

Normed space and completeness of normed spaces have broad amplication in
Functional Analysis.

If a normed space is complete, then it is called a Banach Space. This notion was
introduced by Stefan Banach in 1922. Banach spaces have been used in many fields in
mathematics and has played an importent roles in studies. For this reason , many
mathematicians working in this area have done many studies on different methods of
characterizations of normed spaces.

In recent studies, particularly, the completeness of normed spaces was characterized by
using weakly unconditionally Cauchy series.

The studies combining these series and summability methods are important for the
charecterizations of normed space.

In this thesis, a comprehensive studying of the charecterizations of normed space are
investigated by means of weakly unconditionally and unconditionally Cauchy.

First of all, some basic definetions and theorems that will be used throught the thesis are
given.

In generally, the completeness of a normed space is characterized by using squences
space /_,c, ¢, (bounded sequence, convergent sequence and null sequence ).

In later studies, Barrelled space and any real sequences are taken instead of normed
spaces and /_,c , ¢, sequences spaces, respectively.

Moreover, in any normed space by applying Cesdro summability method to weakly
unconditionally Cauchy series, the new charecterizations of normed spaces and Banach
spaces are given.

Finally, by taking reguler matrix A=(q,, ) instead of Cesdro matrix ,the above results
are generalized.
Keywords: Banach Space, Barrelledness, Unconditionally and weakly unconditionally

Cauchy series, Cesaro convergent, Matrix summabality.
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KISALTMALAR

N : Dogal Sayilarin Ciimlesi

R : Reel Sayilarin Ciimlesi

C : Kompleks Sayilarin Ciimlesi

3 : En az ( varlik, var olmak )

A : Her

S : Gerek ve yeter kosul

EY : Oyleki

l : Tiim smirh dizilerin ciimlesi

c : Tim yakinsak dizilerin ciimlesi

[N : Tim sifira yakinsayan dizilerin ciimlesi

inf A : A climlesinin en biiyiik alt sinir1, infimumu
sup A : A climlesinin en kii¢iik iist sinir1, supremumu
(X - ) : Normlu uzay

le. : in serisi
i=1



1. BOLUM

GIRIS

Zayif sartsiz Cauchy ve sartsiz Cauchy serileri ve bu seriler vasitasiyla normlu uzaylar
izerine c¢esitli karekterizasyonlar ile ilgili caligmalar 20. yiizyilin sonlarinda hiz
kazanmaya baslamistir. Bu sahada soz sahibi olan matematik¢ilerden A. Aizpuru, F.J.
Pérez-Fernandez ve F. Benitez-Trujillo zayif sartsiz Cauchy serileri iizerine 6nemli
caligmalar yapilmistir [1], [2]. Bu caligmalar bu alanda yapilan ¢calismalarin temeli olma

niteligi tagimaktadir.

X normlu bir uzay ve(x,) X de bir dizi olsun. Vfe X  i¢in f((x,)) Cauchy dizisi

ise (x,) dizisine X de zayif Cauchy dizisi denir.

X reel normlu bir uzay ve X de bir seri { = le. olsun. N nin her 7 permiitasyonu
i=1

icin eger an(i) yakinsak ise ¢ = le. serisi sartsiz yakinsaktir denir. Eger N nin her
i i=1

7 permiitasyonu i¢in (Z x”(i)j dizisi zayif Cauchy dizisi ise ¢ = in serisine zayif
i=1 . i=1

sartsiz Cauchy serisi denir.

Calismalarimizda kullanacagimiz smirli, yakinsak ve sifira yakinsak normlu dizi

uzaylar1 supremum normlu ile donatilmistir. X reel normlu uzayinda verilen her hangi

bir ¢'=) x serisi igin,

i=1



§S=S)= {(ai)i el : iaixi yaklnsak} ,

i=1

Sy =8, ()= {(ai)e 0, :Zaixi zayif yakinsak },

i=1

S, =8,(0)= {(ai)e l :Zal.xi *zayif yakinsak }
i=1

uzaylar1 tanimlansin. Bu uzaylar g6zoniinde bulundurularak bir normlu uzayin dual

uzayr ve Banach uzayindaki zayif sartsiz ve sartsiz Cauchy serilerinin yeni

karakterizasyonu elde edildi.

Bu ¢alismalarin neticesinde X normlu uzayinda herhangi bir { = in serisi i¢in reel
i=l1

sayilarin sinirh dizileri yerine keyfi dizileri alinarak

S

LS ={(ai)ie R": > ax X de yakmsak}

BS ={(ai)i eR": sup

Z a;X;
i

LS, = {(ai)i eR":> ax X de zaylf yakinsak }
LS, = {(ai)i eR":> ax, X" da *zayif yakinsak }

dizi uzaylar1 elde edildi. A. Aizpuru, F.J. Pérez-Fernandez tarafindan bu dizi uzaylar1
vasitasiyla barrelled normlu uzaylarin ve tamligin yeni karekterizasyonu elde edildi [3].

Bu ¢alismalar ve literatiirdeki diger ¢caligmalar incelenerek, normlu ve Banach uzaylarin
farkli yontemlerle karakterize edilip edilemeyecegi {izerinde duruldu. Analizin 6nemli
bir caligma alami olan toplanabilme metodu dikkate alinarak normlu ve Banach

uzaylarin yeni karakterizasyonu incelendi. En temel toplanabilme metodu olan Ceséro

toplanabilme metodunu hatirlayalim:“* Bir topolojik vektdr uzayinda bir seri ¢ = le.

n
olsun. ne N i¢in ¢ serisinin kismi toplamlar dizisi s, =le. olmak iizere eger
i=1



.1 . . .
lim— (s, +...+s,)=x, ise ¢ serisi x, a Ceséro yakinsaktir denir. O halde { =in

n—o n

serisi x, a Cesaro yakinsak ise C —Zx[ = x, seklinde gosterilir.”’

1

Bu toplanabilme metodu kullanilarak A. Aizpuru, A. Gutiérrez-Dévila, A. Sala

tarafindan bir X normlu uzayindaki supremum normu ile donatilan ¢ = le. serisi i¢in

1

SC(in) = {(ai)i el :Zaixi Ceséro yaklnsak}
SWC(in) = {(ai)i el :Zaixi w—Cesdro yaklnsak}

SW,ﬁC(Z f)= {(ai)i el : Zai f. *wCesdro yakmsak}

yakinsaklik uzaylar1 tamimlandi. Boylece Cesaro toplanabilme metodu ile normlu

uzaylarin tamlig1 karakterize edilmis oldu [4].

Son zamanlarda yapilan caligmalarda ise Cesaro toplanabilme metodu yerine regiiler bir

A=(a, ) matrisi almarak en genel anlamda matris toplanabilme metodu ile normlu

uzaylarinin tamhig1 karakterize edildi [5]. Bu konuda ¢alismalar devam ettirilmektedir.



2. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez boyunca kullanacagimiz temel kavramlara yer verecegiz.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir ciimle, K da kompleks ya da reel sayilarin bir cismi

olsun. Bu taktirde Vx,y,ze X ve VA,ue€ K igin
+: XXX >X ve KxX-—oX
fonksiyonlar1
L (x+y)+z=x+(y+x)
1. x+86=x olacak sekilde bir tek 8€ X mevcut
iii. x+(—x) =60 olacak sekilde bir tek (—x)e X mevcut
v. x+y=y+x
v. Ax+y)=Ax+Ay
vi. (A+u)x=Ax+ ux
vii.  (Au)x = A(ux)
viil.  lx=x

ozelliklerini sagliyorsa X cilimlesine K cismi iizerinde bir vektor uzay: veya bir lineer

uzay denir [6].

Burada K ya X vektor uzayimin skaler cismi ( veya katsayilar cismi ) denir. Eger

K =Rise X e reel vektor uzayr, K =Cise X e kompleks vektor uzayr denir [6].



Tanim 2.2. X bir K cismi iizerinde vektor uzay olsun
H:X >R xe ]

fonksiyonu, eger Vx,ye X ve VAe K igin,

(N1) [ >0

(N2) o] =0 x=6

(N3) ax=14] I

(N4) |lx+y|<|x|+]y| Ciggen esitsizligi)

ozelliklerini saghiyorsa X iizerinde norm adimi alir ve bu durumda (X ,||||) ikisine de bir

normlu vektér uzayr denir. (N1)—(N4) 6zelliklerine norm aksiyomlart denir[7].

Tanim 2.3. (Denk Normlar) (X ,||||) Ve(X ,|||| 0) herhangi iki normlu uzay olsun. Eger
Vxe X igin

all, << <]+,

olacak sekilde a,b >0 varsa bu iki norma denk normlar denir [6].

Tammu 2.4. (X.|[|) normlu uzay, (x,) X de bir dizi ve x,€ X olsun. Eger

hme,Z - x0|| =0

n—»eo

ise, bu taktirde (x,) dizisi x, noktasina yakinstyor denir ve

x, —>x, yada limx, = x,

n—>o0

seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsama

(kuvvetli yakinsama) adi verilir [8].



Tanmm 2.5. (X ,

: ) normlu bir uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Ve >0 igin

m,n>n, oldugunda Hxn—xm||<8 olacak sekilde & a bagh bir n, dogal sayisi
bulunabiliyorsa (x,) dizisine bir Cauchy dizisi denir [8].
Bu tanim1 daha kisa olarak asagidaki gibi ifade edebiliriz.
(x,) bir Cauchy dizisidir & Ve>O0 i¢in In,e N vardir dyle ki Vm,n>n, icin

||x,Z - xm” <€ dr.

Tanim 2.6. (X ,

) normlu bir uzay olsun. X deki her Cauchy dizisi uzayin bir

elemanina yakinsiyorsa, bu taktirde X e tam normlu uzay veya Banach uzay: denir

[7].

Tanmm 2.7. Deger ciimlesi R veya C olan bir doniisiime bir fonksiyonel denir.

Fonksiyoneller f,g,h gibi kii¢iik harflerle gosterilir [6].

Tanmm 2.8. (Lineer Fonksiyonel) Tanim ciimlesi X vektor uzaymnin iginde

(D(f)c X) ve goriintii ciimlesi X in skaler cismi olan K(R(f) - K) da olan

lineer doniisiime bir lineer fonsiyonel denir. Bu yiizden bir lineer fonksiyonel
f:D(f)—>K

seklinde tanimlidir. X reelise K =R ve X kompleks ise K =C dir [9].

Tammm 2.9. (Smirh Lineer Fonksiyonel) f bir lineer fonksiyonel olsun. Eger

Vxe D(f) i¢in

|[feo|< el
olacak sekilde bir ce R varsa bu taktirde f e swurl lineer fonksiyonel denir.

Boylece bir f lineer fonksiyonelinin normu,



Irl=sup 5 vesa =gl o

€
=1

x#0

seklinde tanimlamir. Buradan her xe D( f) igin,

@<

oldugu agiktir [9].

Teorem 2.1. (Siireklilik ve Stmirhhik) Normlu bir uzayda f lineer fonksiyonelinin

stirekli olmast icin gerek ve yeter sart f nin simirlt olmasidir [6].

Tanim 2.10. X normlu bir uzay olsun. X iizerindeki biitiin sinirli lineer

fonksiyonellerin ciimlesine X in dual uzay: denir ve X ile gosterilir. Yani

X ={f|f:x —m5R.C}

lineer

* L, .
dir. X tzerinde,

I-sup - sopl o

[+4=1

kural1 ile tanimlanan |||| fonksiyonu bir norm olup, boylece (X " ) bir normlu uzaydir

[6].

Teorem 2.2. X normlu bir uzay olsun. Bu taktirde X~ bir Banach uzayidir [6].

Tamm 2.11. X normlu bir uzay olsun. X iizerinde tamimlanmis lineer
fonksiyonellerin ciimlesine de X in ikinci dual uzay: denir ve (X")" seklinde

gosterilir. Boylece,

g :X*—>R,(C}

o

x) ={s,



dir. Burada
g, X" SRC, g (H=Ff(x)

seklinde tarif edersek 8. lineerdir [6].

Tanmm 2.12. X # herhangi bir ciimle olsun 7, X in alt ciimlelerinin bir simnif1

olsun. Eger,

(T1) X, Ger
(T2) U,,U,e7 i¢in U,NU,e7T

(T3) U,er,(iel) igin (JU,e7

iel

ozellikleri saglamyorsa 7 ya X iizerinden bir topoloji ve (X,7) ikilisine de bir

topolojik uzay denir [7].

(x.

) bir normlu uzay olsun. Herhangi bir ae X, f,...f, € X " veher £>0 icin,

U(a,fl,...,fn,e‘)z{xe X :suplf, (x—a)‘<€}

1<k<n

ciimlesi tanimlansin. U =U (a, f,,..., f,,€) climlesine ae€ X in zayif komsulugu denir.

Tanim 2.13. G, X in bos olmayan bir alt climlesi olsun. Eger, her ae G ve her £ >0
icin,
Ua, f,,.... f,,€) G

olacak sekilde f,..., f,€ X~ varsa bu taktirde G ye zayif acik ciimle denir.

X in tiim zayif acik alt ciimlelerin sinifi o(X,X") ile gosterilir. Bos ciimle X in zayif
acik bir alt ciimlesi oldugu i¢cin o(X,X ) smifinda yer alir. Bu taktirde o(X,X") X

iizerinde bir topoloji olup bu topolojiye X iizerinde X tarafindan belirlenen zayif

topoloji denir [6].



Teorem 2.3. o(X,X") zayif topoloji X normlu uzayt icin bir topolojidir[6].

Tanim 2.14. G, X in bos olmayan bir alt ciimlesi olsun. Eger her ge G ve her £>0
icin ,
V=V(g,x,..x,,6)CG

olacak sekilde x,...,x, € X varsabu taktirde G ye *zayif acik ciimle denir [6].

Burada V cumlesi

Vz{fe X*:sup‘f(xk)—g(xk)‘<8}

I<k<n

seklinde tanimlidir.

%
9

X" mtim *zayif acik alt ciimlelerin sinifi O'(X X ) ile gosterilir. Bos ciimle X~ 1n

%
9

*zayif acik bir alt cltimlesi oldugu igin O'(X X) smifinda yer alir.Bu taktirde
O'(X *,X) X "iizerinde bir topoloji olup bu topolojiye X iizerinde X tarfindan

belirlenen *zayif topoloji denir [6].

Tammm 2.15. X normlu bir uzay olsun.(x,) X de bir dizi olmak iizere eger (x,)
dizisi Vfe X igin lim f(x, —x) =0 ya da bir bagska deyisle lim f(x,)= f(x) olacak

sekilde xe X varsa (x,) dizisi x degerine zayif yakinsaktir denir. Burada x e

dizinin zayif limiti adi verilir [6].

Tanmm 2.16. X normlu bir uzay ve (f,) X normlu uzay: iizerinde smirh lineer
fonksiyonellerin bir dizisi olsun. Vxe X i¢in f,(x) — f(x) olacak sekilde bir fe X"
fonksiyoneli varsa, (f,) dizisi f ye *zayif yakinsaktir denir ve bu durum f, —= f

seklinde gosterilir. f ye (f,) dizisinin zayif limiti ad1 verilir.
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Tanim 2.17. Reel veya Kompleks degerli bir serisi an olsun. Eger Z|xn| <o ise bu

n=1 n=l1

taktirde ) x, serisine mutlak yakinsaktir denir [1].

n=1

1 n
Ornek 2.1. " )2 mutlak yakinsaktir. Gergekten;
1+ n

8

Ly

1+n2

<o olup Z serisi mutlak yakinsaktir.

1+n®

‘—Z

Teorem 2.4. X uzay: tamdir < X de mutlak yakinsak her seri yakinsaktir[6].

Tanim 2.18. Reel veya Kompleks degerli bir seri an olsun. Eger Z|xn| =oo iken
n=1 n=1

an yakinsak ise, bu taktirde an serisine sartli yakinsak denir[1].

n=1 n=1

n—1
.. = (-1
Ornek 2.2. z (=) serisi sarth yakinsaktir. Gergekten;
n=1 n

Serinin genel terimini a, = ile gosterelim. Leibnizt kriteri geregi

n

_ln—l
) _‘( )71
n

n

9

(i) Vne N icin

=——  oldugundan |an|> a

n+l

monoton azalan.

(i1) hm|a |—11ml—0 dir.
=7

verilen seri yakinsaktir. Fakat
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n=1 n=1 n n=l1 n
n-1
5 = (=1) .
oldugundan Z— serisi sarth yakinsaktir.
n=1 n

Tanim 2.19. X reel normlu bir uzay olsun. Eger N nin her # permiitasyonu icin

me) yakinsak ise z x, serisine sartsiz yakinsaktir denir [2].
i=1 i=1

Bir baska sekilde bu tanimi ifade edersek;

an serisi sartsiz yakinsaktir < &, ={-1,+1} olacak sekildeki V(g,)", dizisiigin

n=1

Zé‘nxn serisi yakinsaktir.

n=1

Teorem 2.5. X bir Banach uzay ve an de X de mutlak yakinsak bir seri olsun. Bu

taktirde serinin terimleri arasinda istenilen coklukta bir yer degistirme iglemi serinin

karakterini degistirmeyecegi gibi toplamnmi da degistirmez [6].
Sonug 2.1. Bir Banach uzayinda mutlak yakinsak her seri sartsiz yakinsaktir.

Tanim 2.20. (X ,

) bir Banach uzay, p=(p,) de pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun.
Vne N i¢cin x, € X olmak iizere x=(x,)olarak yazacagiz. X - degerli dizi uzaylar1

olan ¢ (x, p), c(x, p), {_(x, p), {(x, p) asagidaki gibi tanimlanir [8].

¢ (6, p) ={x=(x,): lim x| =0}

xﬂ

c(x, p) ={x =(x,): ling”xn —a||Pn =0, baz1 ae X i¢in }



12

{_(x,p)= {x =(x,): sup||xn||P" < oo}

Tanim 2.21. X lineer uzaymin bos olmayan bir alt ciimlesi £ olsun [9].

(i) E konvekstir © x,ye E ve 120, >0 ; A+u=1igin Ax+uyeE ise
(i) E dengelidir & xe E ve |/1|S1 icin Axe E ise.

(ili) FEemicidir < X vektor uzayr reel veya kompleks K cismi {izerinde

verilsinVxe X ve re Rvardir 6yle ki VAe K igin |/1| > r olacak sekilde
Vxe AE veya (A'xe E) Ae={Ae:ec E}dir.

(iv)  Bir topolojik uzayda bir ciimle kapalidr < Bu ciimle biitiin yigilma

noktalarini (limit noktalarini) igeriyorsa.

Tamm 2.22. Bir X lokal konveks lineer topolojik uzayinda eger herhangi bir ciimle
konveks, dengeli, emici ve kapali ise bu climleye barrelled ya da barrelldir denir. Bu

barrell ciimlelerin her biri O(sifir) 1n komsulugunda ise X e bir barrell uzay adi verilir

[9].

Tammm 2.23. x=(x,) reel veya kompleks terimli bir dizi be A=(a,) reel veya

kompleks terimli sonsuz bir matris olsun. Vrne N igin
z a, Xy
k
yakinsak olmak kaydiyla

tn = zank'xk
k

esitligi ile (z,)dizisi tammmlansin. (¢,)dizisine (x,)nin doniisiim dizisi denir. A ya da

limitleme veya toplanabilme metodu adi verilir [4].
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Tanmm 2.24. Bir A =(a,, ) matrisi verilmis olsun. Eger A matrisi yakinsak bir diziyi

yakinsak bir diziye doniistiiriiyor ve ayni zamanda limiti koruyorsa A matrisine

regiilerdir denir [4].

Tanmm 2.24. (( C,k ) Limitleme metodu) : (S, )dizisi verildiginde

k-1 k n+k—1
S, + S+t So
W = k-1 k-1 k-1

esitligi ile tanimlanan diziye (S, )dizisinin k inci mertebeden doniisiim dizisi denir [2].
k=1 icin

S,+S, +...+S,

c =
! n+l

1-inci mertebeden Cesdro ortalamasi adm alir [4].



3. BOLUM

ZAYIF SARTSIZ CAUCHY SERILERI VASITASIYLA NORMLU ve BANACH
UZAYLARIN KARAKTERIZASYONU

Reel sayilarin sinirl, yakinsak ve sifir dizilerinin normlu uzaylar1 supremum normu ile

donatilarak genel olarak /_,c,c, olarak tanimlanacaktir.

Tanim 3.1. X reel normlu uzayinda alinan bir seri in olsun. Eger Nnin her «
i=1

permiitasyonu igin (Z x”(k)J zayif Cauchy dizisi ise in serisine zayif sartsiz Cauchy

k=1 i=1

denir. Alternatif olarak Z)ci bir zayif sartsiz Cauchy serisidir < Vfe X igin
i=1

oo

2| <.

i=1

X reel normlu bir uzay ve X de bir seri in olsun. Bu taktirde
i=1

1. Bir Banach uzayinda Z)ci serisi zayif sartsiz Cauchy serisi olarak karekterize
i=1

edilebilir & V(t,), € ¢, icin ZIixl. serisi yakinsaktir.
i=1

2. Bir X normlu uzayinda, le. serisi zayif sartsiz Cauchy dir. <

i=1

Ez{zn:al.xi :ne N,

i=1

a|<1, ie {1,...,n}} (3.1)

ciimlesi sinirhdir.
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3. Eger X bir Banach uzayi ise asagidaki ifadeler denktir. ( [6], [7], [8] )

(a) X de bir zayif sartsiz Cauchy serisi yakinsaktir. Fakat sartsiz yakinsak

degildir. < X,c¢, 1ihtiva ediyorsa.

(b) X de bir zayif sartsiz Cauchy serisi zayif yakinsaktir. Fakat sartsiz
yakinsak degildir. < X, ¢, 11htiva ediyorsa.

(c) X de bir zayif sartsiz Cauchy serisi zayif yakinsak degildir < X, ¢, 1

ihtiva ediyorsa.

(d) X'de bir zayif sartsiz Cauchy serisi sartsiz yakinsak degildir.

& X', ¢_ uihtiva ediyorsa.

srtlarinin oldugu bilinmektedir.

X normlu uzayinda herhangi bir { = le. serisi verilmis olsun.
i=1

1.5 =5({) uzayr Zaixl. serisini yakinsak yapacak sekildeki (a,), € /_ dizilerinin

i=1

cumlesidir.

S=8() :{(ai)i el :iaixi yaklnsak}
i=1

2.5, =S,({) uzayr Za[xi serisini  zayif yakimsak yapacak sekildeki
i=1

(a;), € 1, dizilerinin ctimlesidir.

Sy, =8,(0)= {(ai)e (. :Zaix,. zayif yakinsak }

i=1
3. S, =5,({) uzayi Zaixl. serisini  *zayif yakisak yapacak sekildeki

(a;), € ¢ dizilerinin climlesidir.

S, =8,(O)= {(ai)e L, :Zal.xl. *zayif yakinsak }

i=1
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(yani (Z aixl.j serisi o(X ", X") topolojisine gore yakmsak]
i=1 N

Supremum normu ile donatilan bu ciimleler ¢ serilerinin yakinsak, zayif yakinsak ve

*zayif yakinsak uzaylari olarak adlandirilacak.

Burada sunu da belirtelim ki eger X Banach uzay1 ¢, 1 ihtiva etmiyorsa bu takdirde her
zayif sartsiz Cauchy serisi sartsiz yakinsaktir ve § =S =S, =/_ olur. Dahas1 6zel bir
durum olmadig siirece X Banach uzayminc, a izomorf bir alt uzay1 oldugunu kabul

edecegiz.

4. X uzayinda herhangi bir { = le. serisi verilmis olsun
i=1

Suy =Sy () uzayr Zaixf serisini *zayif yakinsak yapacak sekildeki sinirli dizilerin

i=1

cumlesidir.

i=1

Suy =8y (O) = {(ai)i el :Zaix: *zay1f yakinsak }

(yani z al.xf o (X", X)topolojisiicin yakznsakj

i=1

S.w uzayl supremum normu ile donatildiginda bir normlu uzaydir.

Onerme 3.1. X bir Banach uzay ve X de bir ¢ =2xl. serisi verilmis olsun. { serisi

sartli yakinsak ve zayif sartsizCauchy dir & cG ScS, & /..

Ispat: (a,), dizisi ae R ye yakinsak olan cde bir dizi olsun. Zaixl. serisinin yakinsak
oldugu aciktir. Dolayisiylac < S dir. Diger taraftan ink serisi le. serisinin agikar
k i

mutlak yakinsak olmayan bir alt serisi olsun. (b,),

L keNigini=i ise
o, aksi taktirde
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seklinde tanimlanan ¢_\ ¢, de bir dizi olsun.

Zbixi serisi yakinsaktir. Dolayisiyla ¢ & S dir.

Bir dizi yakinsak ise zayif yakinsak olacagi i¢in asikar olarak S c S, dir. Zayif

yakmsak olmayan Z)ci serisinin  bazi inj alt serileri bulunabildigi i¢in biz
i j

S, & ¢ elde ederiz.

Tersine olarak ¢ < S olsun. Bu durumda ¢,  coldugu i¢in ayni zamanda ¢, < S olur.

Yukarida belirttigimiz 3. maddenin (a) sart1 dikkate alinirsa in serisi yakinsaktir ve
i=1

zayif sartsiz Cauchy dir fakat sartsiz yakinsak degildir. Bu ise ispati tamamlar.

Eger bir in zayif sartsiz Cauchy serisi yakinsak degil ise (bu seri zayif yakinsak

olabilir de olmayabilir de)bu takdirde (x;), dizisi ya O (sifir) a yakinsak bir alt diziye

sahiptir yada hic¢bir yakinsak diziye sahip degildir.

Ornek 3.1. (e"), dizisi c,1n baz1 olmak iizere, c, da Zx(i) serisi

1

g - b1 :
x(2; D _ 6(21 1) , x(Zz) :?e(zz) , > 1,
l

seklinde tanimlansin.

Burada me serisinin bir zayif yakinsak seri olmadigi aciktir. Fakat zayif sartsiz

1

Cauchy dir. Ayrica (x*”). alt dizisi O (sifir) a yakmsaktir. Gercekten;

. . . P e
i>1 icin x* =—e®
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Ornek 3.2. c,da le. serisi asagidaki gibi tanimlansin

1 N .
M 2 ZgM D 2 2 i gD

, i>1,
2 2

X

Bu taktirde in serisi agikar olarak zayif yakinsak olmayan zayif sartsiz Cauchy

serisidir. Dahas1 bu (x"), dizisinin hi¢bir yakinsak alt dizisi yoktur.

Ornek 3.3. c,da in serisi

XD = o0

1
2 2
x( ) e( ),
(2i+1) (2i-1) (2i+1) ’ i>1

1 - 1 5 )
e 2)+—'ez’, i>2

JRCh —
2i—2 2i

seklinde tanimlansin.

Burada le. serimiz sifira zayif yakisak fakat yakinsak olmayan bir zayif sartsiz

Cauchy serisidir. Fakat (x(Zi))i dizisi sifira yakinsak olan (x(i))i dizisinin bir alt

dizisidir. Gercekten;

. 1 -~ 1 .
(x(zz))i __ — 2D (2i)

i=22 igin
2i-2 2i

seklinde tanimlanmis olsun
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> x" serisi sifira zayif yakinsak ve yakinsak olmayan bir zayif sartsiz Cauchy serisidir.

1

Fakat (x"') dizisi higbir yakinsak alt diziye sahip degildir.

Teorem 3.1. X bir Banach uzay ve X de bir seri ¢ :le. olsun. S =S({) uzay

i=1
tamdir < ¢ zayif sartsiz Cauchy serisidir.

Ispat:

(&) (Sart yeterdir): Kabul edelim ki ¢ zayif sartsiz Cauchy serisidir. E (3.1) de
tanimlanan ciimle olsun. E nin tanimindan Vxe Eicin ||x||<M olacak sekilde

M > 0sayis1 vardir.
{(aik )i} dizisi (al.o ), € (. a yakinsak olan S de bir dizi olsun. /_uzayi tam oldugundan
aldigitmiz Cauchy dizisi uzayda bir degere yakinsaktir. Yakisaklik geregince;

Ve >0 igin Ik, e N vardir > Vk >k, ve ie Nigin ‘a(") —al.(o)‘ <ﬁdir. Eger k > k,ise

i

a0
Zai Xi

i=q

bu takdirde i, =i, (k,€)e Nvardrr dyleki Vp >g>i i¢in < % dir (Cauchy

*) _ ,©

£ .. 2M . . <.
sarty). ‘al | ‘ <o oldugu igin —‘af" ' — al.(o)‘ <ldir. Enin tanim geregi
13

2M & . 2M & ..
—> (@ -a"xeE dir. ——) (a”-a”)x eEoldugundan k> k,igin
& 5 £ i

ifadesine a,' bir eklenip bir ¢ikartilirsa;

o 0
Zai Xi

i=q

P
k 0
2. —a”|x,

i=q

<& dir.
2

o
Zai X

i=q

P
Z a'”x —a“x +a"x,

i=q

< +

)4
Z (' - afo))xl.
i=q
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<& dur. Buise S =5({)tamhgmi ispatlar.

" O
24",

i=q

Bu durumda

(=) (Sart gerektir.) :Kabul edelim ki S = 5({’) tam olsun.
(a,), € S({)de bir dizi olsun. S(¢)tam oldugundan (a,), — (a,), € S(¢)dir.

(a;); bir Cauchy dizisi oldugu i¢in her Cauchy dizisi smirh olacagmdan 6zel olarak

|al.| <1secebiliriz boylece Zaixi dizisi yakinsak olur. O halde E climlesi sinirlidir bu ise
i=1

bize { = in serisinin zayif sartsiz Cauchy olugunu gosterir.
i=1

Teorem 3.2. X normlu bir uzay olsun. X tamdir < X deki her =ixi zayif
i=1

sartsiz Cauchy serisi icin S = S(¢) tamdir.

Ispat:

(=) (Sart gerektir):Kabul edelim ki X tam olmasm. Bu takdirde X de yakinsak

olmayan fakat mutlak yakinsak olan bir { =le. serisi vardir Oyleki ie Nigin
i=l1

<= dir
i2

§'= Zzi serisi i€ Nig¢in  z, , =ix;, z,, =—ixolarak tammlansin ¢ 'serisinin
i=1

tanimlanis1 geregi zayif sartsiz Cauchy oldugu agiktir.

1 . S
=— olarak tamimlansm. Bu takdirde Zaizi
l i=1

1

(a,),€c,dizisi ie Nigin a,, | =%, ay,
i

yakinsak degildir. Dolayisiyla (a;), ¢ S({") dir. Bu da bize S =S({") tam olmadigmi

verir. O halde ' serisi zayif sartsiz Cauchy olmasina ragmen S = S({ ") tam degildir.

(<) (Sart yeterdir) Sartin yeterliligi (Teorem 3.1.) den agiktir.
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Eger X Banach uzayinda bir seri yakinsak ise bu seri zayif yakimsaktir. Fakat bu durum

genelde yakinsaklik i¢in yanlistir. Bir zayif yakinsak in serisi genelde bir zayif

i=1

sartsiz Cauchy serisi degildir.

Biz simdi bir X normlu uzaymmn S =S, ({)ciimleleri yoluyla karekterizasyonunu

inceleyecegiz.

Lemma 3.1. Eger X bir Banach uzay ve { = le. serisi X de bir seri ise bu takdirde

i=1

¢ bir zayif sartsiz Cauchy serisidir < c, < S,,({)

Ispat:

(=) (Sart gerektir): X bir Banach uzay ve in serisi zayif sartsiz Cauchy oldugu ic¢in
i=1

V(t,), € c¢,0lmak iizere Ztl.xi yakinsaktir. Bu ise (7,)€ S, ({) olmas1 anlamina gelir.

i=1
O halde ¢, c S,, ({) dir.

(&) (Sart yeterdir) Kabul eldim ki ¢, = S,,({) ve (q,), keyfi bir sifir dizisi olsun. Bu

takdirde Zaixl. serisi zayif yakinsaktir. (i ),pozitif tam sayilarmn artan bir dizisi ve
i=l1

M ={i, : k € N} seklinde tanimli bir ciimle olsun. (b,), dizisi

a,, ieM
b)), = .
0, ieM

olarak tanimlansin.

Bu takdirde Zbi = Zaikxik serisi zayif yakinsaktir ve le. serisi zayif sarsiz Cauchy

i=l k=1 i=1

dir.
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Teorem 3.3. X bir Banach uzay ve X de bir seri { = le. olsun S,,({) tamdir < ¢

i=1

serisi zayif sartsiz Cauchy dir.

Ispat:

(&) (Sart yeterdir): Kabul edelim ki serisi zayif sartsiz Cauchy dir. Biz ispat
edecegiz kiS,, (¢) tamdur. {(ai("))i}kdizisi (a'”). e (. a yakinsak olacak sekilde

S, (&) de bir dizi ve (z,), diziside X de Vfe X “icin

iai‘“f (x)=/(z,) (3.2)

olacak sekilde bir dizi olsun.

E (3.1) de tanimlanan ciimle olsun. E nin tanimi1 geregi Vxe E igin ||x|| < M olacak

sekilde M>0 vardir.
Ve>0 igin k >k olacak sekilde Tk, e Nvardir dyleki H(af"))i —(al.(o))l.H <ﬁ dir.

) _ g®

Boylece ie Nve k 2k, icin ‘al , ‘ < ﬁ dir. Bu ispat eder ki m >1icin

m

k 0
2@ =),

i=1

£
— 3.3
<3 (3.3)

i(ai" —al)

i=1

dir ve p>g=k,ve m=1ligin < 2—38 diyebiliriz.

Dahas1 (3.2) geregince”f” =1olacak sekilde ki Vf e X" ve m>1licin

m

S @ -a) f(x) <2
3
dir.

Burada || f, || = 1olacak sekilde f, e X" vardir ve Vp > g >k, igin

|z =2 = 2@ = fix)
i=1
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dir.

m
(p) (q)
Z(ail _aiq )xi

i=1

S (@ —a) f,(x) <

i=1

< 2—; oldugu icin Hzp - zq” < € oldugu aciktir.
Bu durumda X de bir z, elemani vardir Oyleki ]11_>mm 7, = Z,dir.Bunun anlami ise
Ve > 0igin k >k, olacak sekilde Tk, € N vardir dyle ki ||z, -z, < gdﬁr.

Eger fe X ve ||f|| =1 ise (3.3) geregince me N ve k >k, i¢in

<£
3

3 (@ —a) £ (x)
i=1

ifadesini

S a0 f(x)- f(z)

i=1

diir. Eger k > max{k,,k } ise bu takdirde me N igin

f(z,)ve a¥ f(x,)terimlerini ekleyip gikararak diizenleyelim.

> Fn)- f(z)

_ iafm FO)=F @)+ £(z)= F(z)+a” f(x)—a £ (x)

+ +

<[> @” —a¥) £ (x)
i=1

Y F G- F )| HY A f )~ £ ()

£ €
<=+=+
3 3

> a fen)- £z

Buradan

2e
<—+

> a F() - £ (z)

> a fx)- £ (z)

elde edilir.
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> a" f(x)=f(z,) oldugundan ((3.1) den) Ve>O0 icin m>mjolacak sekilde

i=1

dm, € N vardir Oyle ki

> a f(x)— flz)|< % dir. O  halde
i=1

z a” f(x.)— f(z,)| < € oldugu kolayca goriiliir.. Boylece ispat tamamlanur.
i=1

(=) (Sart gerektir): (Teorem 3.1.) den agiktir.

Lemma 3.2. X normlu bir uzay olsun. Eger { = in serisi X de bir sartsiz Cauchy
i=1

serisi ise bu takdirde S(§)=S,,(¢) dir.
Ispat:

Bir dizi yakinsak ise zayif yakinsak oldugu i¢inS S, oldugu asikardir. Simdi

(a),€ S, alahm fe X igin xe X vardir dyleki f(Zaixij — f(x)dir. { sartsiz
i=1

Cauchy serisi oldugu icin ge X vardir oSyleki Zaixi = g dir. Boylece fe X~ igin
i=1

f(Zaixij — g(f)dir. Bu da ispat eder ki g=xve (@,),€ S dir. O halde S, S dir.
i=1

Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.4. Bir X normlu uzay: tamdir. < X deki her { = in zayif sartsiz Cauchy

i=1
serisi icin S, () tamdur.
Ispat:

Kabul edelim ki X tam olmasin. Biz (Teorem 2.2.) nin ispatinda mutlak yakinsak olan

bir {'= zZi zayif sartsiz Cauchy serisi bulduk dyleki ¢,  S({'") idi dahas1 S({')tam

i=1
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degildi. O halde ¢' serisi zayif sartsiz Cauchy serisi oldugu i¢in (Lemma 3.2.)
geregince S({)=S,, (") diyebiliriz.



4. BOLUM

TAM VE BARRELLED NORMLU UZAYLARIN KARAKTERIZASYONU

Daha onceki boliimde gecen soz konusu uzaylar vasitasiyla normlu bir uzaydaki bir
serinin ¢esitli yakinsaklik tiplerini incelendi. Ayn1 zamanda bu uzaylar vasitasiyla bir
normlu uzayimn tamlig1 karekterize edildi. Bu boliimde ise yukarida belirtmis oldugumuz
caligmalarin bir sonucu olarak X in barrelled bir uzay olmasi durumunda, uzaymin

tamlig1 yeniden karekterize edildi ve S, tamdir < S., =/_ sonucuna ulasild1.

X normlu uzayinda verilen ¢ = in serisi icin biz sinirh dizilerini kullanmak yerine
i=1

reel sayilarin keyfi dizilerini goz 6niinde bulundurarak dizilerin yeni uzaylarini elde

edecegiz.

n
Z ;X

i=1

1. BSz{(al.)ieRN: sup

n

< oo} (kismi toplamlar dizisi sinirh tiim diziler)

2. LS =LS({)uzayr Zaixi serisini X de yakisak yapacak sekildeki (q,), € R"

i=1

dizilerin ciimlesidir.

LS = {(ai),. eR":> ax X de yakinsak }

3. LS, =LS,({) uzayt Zaixl. serisini X de zayif yakinsak yapacak sekildeki

i=1

(a,), € R" dizilerin ciimlesidir.

LS, = {(al.)l. eR" :Zal.xl. X de zayif yakinsak }
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4. LS,=LS,({)uzay1 Zaix, serisini X~ de *zayif yakinsak yapacak sekildeki

i=1
(a,),€ R" dizilerin ciimlesidir.
LS, = {(ai)i eR" :Zaixi X" da *zayif yakinsak }

Bu dort uzayda

n
Z a;X;

i=1

@), ], = sup

seklinde taniml1 supremum normu ile donatilacak.

Burada LScLS, cLS,cBS, S=LSn/(_, S,=LS,nl(_, ve S§S,=LS,N/{_

oldugu agiktir.

5. X da bir seri Zaixi olsun.

i=1

LS., =LS., ({)uzay Zaix; *zayif yakinsak yapacak sekildeki (a,),€ R" dizilerinin

i=1

climlesidir.
LS., ()= {(ai)i eR":D> ax, X' da *zayf yakinsak }
Burada LS({)c LS, ({)c LS., ({) kapsam agiktir.

Biz simdi genelligi bozmadan ie Nve x, #0i¢in X de { =2xi serilerini goz
i=1

Oniinde bulunduracagiz.

Tamlik ve barrelled normlu uzaylarin karekterizasyonunu elde etmek icin yukarida

tanimladigimiz dizi uzaylarini kullanacagiz.
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Teorem 4.1. X normlu bir uzay olsun. Bu takdirde

) Eger §=2xl. X de bir seri ise bu takdirde BS({) ve LS,({)Banach

i=1

uzayudur.

(ii) X tamdir & X deki her { serisi icin LS({) tamdir.

(iii) X tamdir& X deki her § serisiicin LS, () tamdir.

(iv)  Eger { =) x X dabir seri ise bu takdirde LS.,,({)NBS({) tamdur.
i=1
Ispat:
(i) 1lk olarak BS({) nin tam oldugunu ispatlamak istiyoruz. k€ Nicin BS({) de bir

Cauchy dizisi a, =(a'"’), olsun.

je Nve p,qge Nigin

J j-1
H(aj’ —af)xjH:‘ Z(ai” —a’)x, —Z(ai” —a’)x,
i=l i=1

<2fa” -a’],

yazabiliriz. Bu ispat eder ki (a?), bir Cauchy dizisidir ve dyle bir a? € R vardrr ki
je N icin lima;? =a?d1r. Ve>0igin dn,e N vardir 5> p,q =n, i¢in Ha” —a"”b <&

n—co

dur. O halde ne N i¢in

<&

n n
Py _ q
Z a@; X; Z a; X;
i=1 i=1

diyebiliriz. g — o giderken <e elde edilir. Buradan a° e BS({) dir

n n

4 _ 0
E a; x; E a x;
i=1 i=1

ve lima" =a” dir. Bu ise bize BS({)nin tamligimi ispat eder.

n—oo

Simdi de LS,({) nin tam oldugunu ispat etmek istiyoruz.
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(a"), dizisi lli_lgak =a"e BS({) olacak sekilde LS,({) de bir dizi olsun. ke N

icin 77 e X vardir dyleki *WZ a'x, =z, dr.
i=1

Cauchy sarti geregi £>0 i¢cin p,q=n, olacak sekilde dn,e Nvardrr Oyleki

Ha” —a"”b < % dir. Biz x" € S - Oyle segelim ki

E ok

E * ok ok
Z, =%, —5< x(z,—-z,) (4.1
olsun. ne N i¢in
\ " £
a’ —al)x (x)|<|la” —a’|| <—
2! ~a)x (x) <[’ ~a], <7
yazabiliriz. Dahas1 (4.1) de g6z Oniine alinirsa
> (! v ()< |-z <e
a’ —al)x (x =3 ve Z, = Z,||S
i=1

dur. Bu ise ispat eder ki %im z, =z, olacak sekilde z, vardur.
—oo

£>0 olsun. Sabit bir pe N i¢in ‘

a”—aqH <—ve Hz -2, H<— yazabiliriz. x € X
b3 g 3

icin n 2 n, olacak sekilde n, € N vardir dyleki

Zaf’x (x)—x(z,)|<=
i=1 3

diir. n = n,i¢in

Y @) (5) = (5;)

n n n

0 * F s s s F et s s

- Zaix (x,)—x (z, )—Zai”x (xl.)+2al.”x (x)—x(z,)+x (z,)
i=1 i=1 i=1

IA

+ +

x(z,)—x (z)

n n
0 * *®
Zai x (xl.)—Zaf’x (x;)
i=1 i=1

n
Zaip-x (-x,')_-x (Zp)
i=1
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£ € ¢
<—+—+—

3 3 3
=€

elde ederiz ki bu ise ispat1 tamamlar.

(ii) (=) (Sart gerekdir): X de bir seri ¢ ve (a*) da lima*=a"e BS(() olacak

sekilde LS(¢) de bir dizi olsun. ke N igin z, € X vardir dyleki Y a'x, =z, dur.

i=1
Diger taraftan 7, :*wz“ai0 x, olacak sekilde z, € X~ vardir. Boylece X tam
i=1

oldugundan 6yle bir z,€ X vardir ki li{n 7, =27, =2, du.
e>0 icin pe N vardr oyleki Ha” —a°H<§ ve Hzp 'Z0H<§ dir. Zafxi =z, oldugu
i=1

n
Py
2.4/% =2,

i=1

icin 3n, e N vardir 6yleki

<§ dir. Boylece n > n, i¢in

n
0
z a; X; — %,
i=1

n n n

o, _ , _ P Py _
zai Xi — % Zai X +zai X, —z,%tzg,
i=1 i=1 i=1

IN

+ ﬂ

& ZOH

n n n

0, _ r Py _
E a x, E a; x E a; x;,—z,
i=1 i=1 i=1

& & &
<—+—+—
3 3 3
=g

dur. Bu ise sartin gerekliligini ispat eder.

(&) (Sart yeterdir): Kabul edelim ki X tam olmasin, bu takdirde X de mutlak yakinsak

olan fakat yakinsak olmayan bir { = le. serisi vardir ve dyleki ie N icin ||xl|| <%
i

i=1

dir. ne N icin ¢" e R" dizisi
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an(i):{l, i<n

0, i>n
olarak tanimlansin.
ieN ic¢in a’eR" dizisi a’(i)=1 olacak sekilde tamimlansmn. ne N igin biz

1 ..
a”—aOH <— dir.
b pn

a’e BS(O)\LS({) ve a"e LS({) diyebiliriz. Buradan agiktir ki

Boylece BS({) de lima" =a’ dir.

(iii) (=) (Sart gerektir): ¢ X de bir seri ve (ak)k dizisi LS, ({) de

li{n a* =a’e BS({) olacak sekilde bir dizi olsun.

(ak)k e LS, ({) ise ke N icin z,=w) a'x, ve z, =*w) a)x,€ X" dir bu taktirde

i=1 i=1

li{n 7, =z, dr.
X tam oldugundan X de Oyle bir z elemam vardrr ki z,=z, dir. O halde

wY a)x, =z, oldugu agiktir. Béylece a’ € LS,, () dir.

i=1
(<) (Sart yeterdir): Kabul edelim ki X tam olmasin{ serisi ve (a”) eR", a"eR"
dizileri (ii) deki gibi se¢ilmis olsun. Bu taktirde lima" =a”e BS({) de olacak sekilde

(a") € LS, (¢) dir fakat o’ ¢ LS, (¢) dir.

(ivy X da bir seri (=) x ve (a")k da lilfnakzaoeBS(C) olacak sekilde

i=1

LS., ({)NBS(¢) de bir dizi olsun.
p.q 2n, i¢in Ha” -a"” <% dir ve
b2

* *
p 4y

olacak sekilde xe §, vardir 6yleki buradan

-2 @
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‘ (al.” -al )xl (x)< Ha” - aqu << (4.3)

diyebiliriz. Oyleki (4.2) ve (4.3) gz oniine alindiginda p,q > n, igin zp - qu <e¢ kalir.

Béylece X~ da dyle bir z, vardir ki li,fn z, =z, dir.
F e N0 4 g . o
%= Wz a; x;, dogrulugunu gosterebiliriz.
i=1

e>0 icin sabit bir pe Nsayist vardir dyleki Ha” —a°H<§ diir ve HZP Z0H<§ diir.

Sarx (x)-2, (x)

i=1

xe S, i¢in n > n, olacak sekilde n,e N vardir 6yleki <§ diir.

Nihayetinde n > n, i¢in

gwﬁu»4U)

=3 % (x)- 55 ()= Sl (1) + Yl ()2, (x) 2, (x)

IA
g
S

(=)
=
—_~~
=

|
g
S

<
=
Py

=

N—

2. a'x (x)=z,(x)

+[z, (2) -2 ()

elde edilir.

Teorem 4.2. X bir normlu uzay olsun ve X da bir seri { = le olsun.
i=1

1) & zayif sartsiz Cauchy serisidir.
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2) S (O)=1t...

3) Vxe X igin i‘x;‘ (x)‘<+oo
i=1

1) = 2) = 3) mevcuttur. X daki her ¢ =2xf serisi i¢in bu ii¢ sart denktir & X

i=1

barrelled normlu uzaydir.

Ispat: 1) = 2). Eger { = le* zayif sartsiz Cauchy serisi ve (ai)i € (_ da bir dizi ise

i=1

bu taktirde Zaixi* serisi zayif sartsiz Cauchy dir. X~ iizerinde ki *zayif topoloji i¢in
i=1

(Z aixi*j dizisi bir Cauchy dizisidir 6yleki (Zaixfj smirhdir. Dolayisiyla Zaixi*
i=1 n n

i=1 i=1

serisi *zayif yakinsaktir.

2)=3) Vxe X icin fo(x) serisini  gdz Oniine alahm. V(q,), € c,dizisi ig¢in
i=1

Z a,x; (x) yakmsaktir. Boylece Z ‘xj(x)‘ < +ooelde edilir.
i=1

i=1
Kabul edelim ki X bir barrelled normlu uzay ve X da bir seri 3)sartin1 saglayacak

sekilde ) x; olsun. Biz

i=1

E={i0{ixi*: me N,
i=1

a|<1, ie {1,...,m}}

ciimlesini g6z 6niine alalim. E ciimlesinin noktasal smirli oldugu agiktir ve dahast X~

tizerinde tarif edilen topolojik norma gore sinirlidir Bu ise Z x; serisinin zayif sartsiz
i=1

Cauchy oldugunu ispat eder.

Eger X barrelled degil ise bu taktirde smirli olmayan fakat *zayif smirli olan bir

F c X  ciimlesi vardrr. ie N igin H v, H >2% olacak sekilde y, € F vardir. ie N igin

*

X, =% y.  yazabiliriz. Vxe X igin Z‘x, (x)‘ < +oo oldugu aciktir .Fakat Vie Nicin
i=1
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fo H >2'" oldugu igin Z%xi serisi yakinsak degildir ve le serisi bir zayif sartsiz
i=1

i=1

Cauchy degildir.Bu ise tamlig1 ispat eder.

Uyan 4.2. Eger X bir barrelled normlu uzay ise bu taktirde S.,, tamdir& S, =/{_dir.

Uyan 4.3. (Teorem 4.2.) nin ispatindan da anlastlacagi gibi X barrelled normlu uzayi
dire X' da zayif sartsiz Cauuchy serilerinin ciimlesi *zayif sartsiz Cauchy serilerinin

ctimlesi ile ortiigiir.

Eger X bir Banach uzay ise bu taktirde X~ da bir zayif sartsiz Cauchy serisi vardir

oyleki sartsiz yakinsak degildir< X~ , ¢_ u ihtiva ediyorsa.

Uyan 4.4. X normlu uzayinda herhangi bir sabit seri { = le. olsun. Biz ispat etmek
i=1

istiyoruz ki
T,:LS,(H)—> X", T,(a),)=*w) ax,
i=1
seklinde tanimli T, lineer doniisiimii siirekli ve ||T0|| =1 dir.

(@), € LS,({) ve  T,((a))=*wY ax =z, olsun. Ve>0 icin Hzg*u—e <x(zy)
i=l1

olacak sekilde bir xe X~ vardir. ne N icin

Zaix*(xi)s Zaix,. S”(ai)i”h ve ||T0||S1
i=1 i=1
elde ederiz.Diger taraftan Haoub =1 olacak sekilde ¢° = ﬁel € LS,({) vardrr dyleki
xl
HTO(aO)H = 1dir.
Eger T =T;|, . veT'= TO‘LSW(;) ise bu taktirde ||T|| = ||T '|| =1 dir.




35

n
le. <oo olacak

i=1

Uyan 4.5. Biz bir X Banach uzayini goz oniine alalim ve sup

n

sekilde X de bir seri { = Zx,. olsun.Bu taktirde (a,), € ¢, da alinan her monoton
i=1

n
in

i=1

dizi icin Zaixi nin yakinsakligini dogrulamak icin sup

i=1 n

<o oldugunu

gostermemiz yeterlidir.

Eger [Z xl} serisi s1nirsiz ise
i=1 n

k=1ve aq,

Tl n+1<i<n,, i¢in

S x> k1) + k+1)

i=n; +1

4.4)

1y
Z QX
i=1

olacak sekilde (n,), € N de ve (a,), € ¢, da iki dizi vardir.

Buradan
Mgy Ny e
ax| 2 Z ax|— Zaixl.
i=1 i=ny+1 i=1

Ny 1y Ny
Za.x + Zaixi > Z a.x,
i=1

[
i=1

i=n; +1

et M et 1
Za.x + Zaixl. 2 Z — X
i=1 i=n; +1 k +1

ny 1
Za.x + Zaixl. >—
i=1
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e

Z aX;

i=1

a1

2%

i=n; +1

M4

Z ax;
i=1

(k+1) +(k+1) >

(4.4) den dolay1

Ty

Z aX;

i=1

i

Z aX;

i=1

et

Z ax;
i=1

(k+1) +(k+1) >(k+D*+(k+1)

My
ax,
i=1

> (k+1)

elde edilir.

<o olacak sekildeki ¢ :le. serilerinin karekterizasyonunu
i=1

n
in

i=1

Bu uyar1t sup

n

Vertir.

Teorem 4.2. X normlu uzayinda bir seri { :le. olsun.
i=1

(a)Asagidaki sartlar denktir.

(1) inf x| >0

(2) LS(§)=S(0)
3) S e,

||D°) ozdes doniisiimii stireklidir.

4) 1:(S({),

I,) = (S,

(b)Asagidaki sartlar denktir.
(1) LSW(g) = SW (;)

(2) inf x>0

||D°) ozdes doniisiimii siireklidir.

(3) 1:(8, ().

|,) = Sy (),
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Ayrica S, ({) ve LS, () uzaylarinin yerine S,(¢) ve LS,({) uzaylari alindiginda da

bu ii¢ sart denktir.
Ispat: Biz yalmzca (a) nin sartlarinin denkligini gosterelim.(b) deki sartlarin denkligi

benzer diisiince ile gosterilebilir. Ilk olarak (1) e denk olan sartlar1 gosterelim.
(He Q) a=inf||x|>0 ve (a),€LS({) olsun. Burada 0< l”aixl.” ve
i a

lim”aixl. || =0 oldugu agiktir. Dolayisiyla (g,), € S(¢) dir.
Tersine olarak eger inf ||xl|| =0 ise bu taktirde N de bir (n;); artan dizisi vardir 6yleki

xﬂ

<% dir. Ayrica (q,), dizisi

j

(ai)i:{ /- =

0, diger durumlarda
olarak tanimlansin. Bu durumda (g,), € LS({)\S(¢) dir. Yani (q,), dizisi ¢ serisini

yakinsak yaptigi icin LS,({) nin elemani fakat smirli olmadig i¢in S({) nin eleman:
degildir.

(1) & (3) Eger v =inf x| ve (a,), € S({) ise bu taktirde (a,), € ¢, dir.

Tersine olarak eger inf ||xl|| = (Oise bu taktirde Nde |x,

J

< % olacak sekilde artan bir

(n;); dizisi vardir. (a;), dizisiise je N igin

1, i=n,
(ai)i={ .

0, diger durumlarda
olarak tanimlansin. Buradan (a,), € S({)\ ¢, oldugu agikdur.

(1) & (@) a=inf|x|>0 olsun.Biz biliyoruz ki LS(¢) < S({)dir.O halde

(a,),€ S({)olsun. €>0 icin je Nvardir 6yleki

1 2
||(ai)i||w —-£< ‘aj‘ SEH“J‘XJH SE”(ai)i”b
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dir,
Tersine olarak (a,), € S({) igin k >0 vardir 8yleki |(a,),|. <k <|(a,),], dir.
Vje Nigin biz |e,| =1<kle,| =k|x,| yazabiliriz. Oyleki inf |x| z% dir. Bu da

ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3. X normlu uzayinda bir seri { = le. olsun.
i=1

I: (S(é’),” ||m) - (S(é‘),” ||b) ozdes doniisiimii siireklidir < { serisi bir zayif sartsiz

Cauchy serisidir.

Ayrica bu denklik S({) uzayi yerine S, (¢)ve S,({) uzaylar: alinmast durumunda da

dogrudur.
Ispat: E :{iaixi meN, |g|<1, ie {1,...,n}} ve (a,); € S({)igin
i=1
(@, <kl@)].

olacak sekilde k& >0 olsun. x = Za'l.xl. € E olsun ve (a,), dizisi
i=1

@) a,, i<n
a. ). =
v 0, i>n

olarak tanimlansin.

O halde

n
DX,
i=1

< ||(a,.),.||b < k||(ai)i||w <k yazabiliriz. Bu ise bize ¢ serisinin bir

zayif sartsiz Cauchy serisi oldugunu verir.

Tersine olarak xe E i¢in ||x|| < H olacak sekilde H >0 vardir. (a,), € S({)olsun. Bu

taktirde ne N i¢in < H dir. Burada ||(a ), || < H||(a ), || elde edilir. Bu

e

ise ispat1 tamamlar.
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Sonug 4.1. Bir X normlu uzayinda bir seri § = Zx,. olsun.
i=1

(a) Asagidaki sartlar denktir.

(1) S(&) de || ||w ve” ||h normlart denktir.
(2) S)=LS, (D) =c, .
(3) ¢ bir zayif sartsiz Cauchy serisidir ve ir}f ||xl|| >0 drir.
(b) Asagidaki sartlar denktir.
(1) S, (&) de || ||w ve || ||h normlart denktir.
(2) Sy ()=LS, (&)
(3) & bir zayif sartsiz Cauchy serisidir ve ir}f ||xl|| >0 dir.
Bu denklikler ayrica S, () nin yerine S,({) ve LS, () nin LS,({) uzaylarinin

getirilmesi halinde de gecerlidir.



5. BOLUM

ZAYIF SARTSIZ CAUCHY SERiSi VE CESARO TOPLANABILIRLIiK

X bir normlu uzay olsun. Uciincii ve dordiincii boliimde X normlu uzaymnin tamlhigini
X deki zayif sartsiz Cauchy serilerinin yakinsakligi, zayif yakinsakligi ve*zayif
yakinsakligi g6z oniinde bulundurulmak suretiyle karakterize edildi. Hatta bir X
normlu uzaymn Barrelled olmasi durumunda X normlu uzay1 ve X dual uzayinin
tamlig1 karkterize edildi. Bu boliimde ise Cesdro toplanabilme metodunu kullanarak
bir X normlu uzaymm tamhigini yeniden karakterize edecegiz. Bunun igin

faydalanacagimiz Cesdro toplanabilme metodunu hatirlatalim. Bir topolojik vektor

uzayinda bir seri{ =in olsun. ne N i¢in ¢  serisinin kismi toplamlar dizisi

1

n 1
s, =2xl. olmak iizere eger lim—(s, +...+s,)=x, ise ¢ serisi x, a Cesédro

P n—e p

yakinsaknir denir. O halde ¢ = le. serisi x, a Cesdro yakinsak ise C —Z)c[ =X,

seklinde gosterilir.

Bir X Banach uzayinda bir seri le. olsun ve supremum normu ile donatilsin. Bu

1

taktirde
SC(Z X)) = {(ai)i el : Za,.xi Ceséro yakmsak}

seklinde tanimlanan uzay in serisinin Cesdro yakinsaklik uzay: olarak adlandirilir.

L

Simdi verecegimiz teorem ile S, (z x,)uzaymin tamligini karakterize edecegiz.
i
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Teorem 5.1. Asagidaki sartlar denktir:

1) Z x, bir zayif sartsiz Cauchy serisidir.
2) S. (z x,) bir tam uzaydir.

3) ¢S, .

Ispat: 1) = 2) Z x, bir zayif sartsiz Cauchy serisi ve

H=sup{

n
Z a;x;
i=1

:|ai|Sl, 1<i<n, ne N}

olsun. (a"), € S, (Z x,) de bir Cauchy dizisi olsun. (a"), € ¢_ ve /_ tam oldugundan

lima" =a’ e ¢_ olacak sekilde a’ e /_ da bir eleman mevcuttur. Biz ispat edecegiz ki

a’e S.(Q x) dir.
Herhangi bir me N ve ke N i¢in S;" k 1nc1 kismi toplamlar dizisi olmak {iizere

k k n
S = Zalf" x, ve benzer olarak S = Zal.o x, dir. Bu ise (lZSZO j nin bir Cauchy dizi
i=1 n i n

i=1

oldugunu ispat etmek i¢in yeterlidir.

my

Hao —-a H < % olacak sekilde m, e N olsun.

Si'eS. (z x,) oldugu icin S;" Cesdro yakinsak olup ayni zamanda Cauchy dizisidir. O

halde p,ge N, p>g=n, icin

p q
m my
p 4 q t
i=1 i=1

£
<_
3

olur. je N icin,
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P q
<|L 0o _ oMo 1 0o _ oMo 1 ny 1 ny
Sl 22088 =87+l 2o (8P =8|+ 2o s s
i=1 i=1 i=1 i=1
£
<S—4+=+—
3 3 3
=€
elde edilir.
0 m g - o . SH 0 my . . - . o .
a —a “H<§ oldugu i¢in TH“ -a H<1 dir. Hnin tanimi geregi je N icin
. 0 0 Lo £ .
2 (a; —a)x,|| < H dir. Boylece HSj -8 H= D (a)—a)x, Sg dir. Dolayistyla
i=1 i=1

P q
1 o _1 0
pzsi qzsi

i=1 i=1

<¢elde edilir. Bu ise (lz sloj dizisinin bir Cauchy dizisi
ni= n

oldugunu dogrular.

2) = 3)oldugu aciktir.

3) = 1) ispat etmek icin olmayan ergi metodunu kullanalim.

le. serisi zayif sartsiz Cauchy olmasin. Bu taktirde (Tanim 3.1.) geregi fe X vardir
oyleki Z|f(x,.)| = oo dur.

Tiimevarimsal olarak biz z a.f(x)=c ve af(x))=0 olmak iizere (&), € ¢,da bir

1

dizi insa edecegiz. Bu taktirde C — 26!1. f(x,)=0c0 elde edecegiz ki bu ise bir ¢eliskidir.

m, Y | f(x)]>2.2 olacak sekilde segilsin. (a,), dizisini i€ {1,....,m} icin
i=1
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—, f(x)=0

N | =

(@), =
— <o

olacak sekilde tanimlayalim.

Buradan i€ {l,...,m }i¢in @ f(x)20 ve Y a,f(x)>2 elde edilir.

i=1
m,

m, >m, z | f (xl.)| >2%2% olacak sekilde segilsin.

i=my;+1

(@), dizisini i€ {m, +1,...,m,} i¢in

1
S fGe0
(@), =
T

olacak sekilde tanimlayalim.

Benzer olarak i€ {m, +1,...m,}i¢in @ f(x)20 ve > af(x)>2" elde edilir.

i=m; +1

Bu sekilde ard arda islemler devam ettirilmek suretiyle yukarida 6zellikleri verilen s6z

konusu (&), dizisi kolayca elde edilir. Bu ise tamligin ispatidir.

Uyan 5.1. X bir Banach uzay: olsun ve X de bir seri { =2xl. olsun. Asagidaki

ifadeler denktir.

1) z x, bir zayif sartsiz Cauchy serisidir.
2) S(z x,)=S({) bir tam uzaydur.

3) ¢ cS().

4 S. (Z x,)=S8.(&) bir tam uzaydir.

5) ¢ cSc(8)
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6) Vfe X icin Z| f (x[)| Cesdro yakinsaktir.

ispat: 1), 2), 3) iin denkligi Boliim iki de goriilebilir. Diger 6zellikler ise (Teorem 5.2)

in sonucudur.

Uyan 5.2. X normlu bir uzay ve X de bir seri in olsun. Asagidaki iki uzay dikkate

alacak olursak:

SO x) = {(ai)i € (_: Y x Cauchy serisi},

SeQ x)= {(ai)i € (_: Y x Cesiro Cauchy serisi}.

Buradan su sonuglar ¢ikartilabilir:

A. Z x, zayif sartsiz Cauchy < SC(Z x.) tamdrr & ¢, <S¢ (z x,).
B. le. zayif sartsiz Cauchy < S (z x,) tamdir < ¢, < S¢ (z x,).

Simdi S, (Z x;) uzayini kullanarak bir normlu uzayin tamhigini karakterize edelim.

l

Teorem 5.2. X bir normlu uzay olsun. X bir Banach uzayir < in herhangi bir zayif

1

sartsiz Cauchy serisi icin S, (Z x,) tamdur.

Ispat: (Teorem 5.1 ) den sartin gerekliligi aciktir. Tersine olarak eger X bir tam uzay

degil ise ie Nigin ||xl|| < o olacak sekilde X de bir seri le. vardir ve
l i

le. =x" e X dir. O halde C— le. =x" oldugu agiktir.

ie N i¢in zZi serisini  z,, , =ix, ve Zz, =—ix, olarak tammlayalim. ZZI. serisi

L 1

tanimlanmis1 geregi bir zayif sartsiz Cauchy serisidir. ie Nigin (q,), € ¢, da bir diziyi

a,. :i ve a .=—i olarak tanimlayalim. Biz C—Za.z.e X"\ X elde ederiz
2i—1 21 2i 21 - [
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Oyleki bu ise bize SC(ZZ[) uzaymin tam olmadigim1i gosterir. Boylece ispat

tamamlanir.

X normlu uzayinda bir Z x, serisi supremum normu ile donatilsin. Bu taktirde

Swe (Z X,)= {(ai)i el :Zaixi w—Cesaro yaklnsak}

seklinde tanimlanan uzay in serisinin zayif Cesard yakinsaklik uzayi olarak

1

adlandirilir.

Biz simdi zayif Cesaro yakinsaklik uzayimi kullanarak bir X normlu uzayini karekterize

eden teoremi verecegiz.

Teorem 5.3. Bir X Banach uzaywnda bir seri in olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) Z x, zayif sartsiz Cauchy serisidir.
2) Sye (Z x,) bir tam uzaydur.
3) ¢cC SWC(in).

Ispat: 1)=2) Z x, bir zayif sartsiz Cauchy serisi ve

n

S ax):

i=1

ne N,

aJSl}

olsun. (a*), dizisi lim a" =a’e ¢ olacak sekilde S,.(D x,) de bir dizi olsun. Biz ispat

H:sup{

edecegiz ki a’ e S, (Q_x,) dir.

a* =(af), ve keNolacak sekilde z, =wc)_af'x, tanimlansm. (z,), nmn bir Cauchy

1

dizisi oldugunu gostermek istiyoruz. (a"), dizisi SWC(le.) uzaymda a° a yakinsak

L
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oldugundan Ve >0igin k 2k, olacak sekilde Jk,e N vardir oyleki ||a* —a'| <

SH
dir. p.q 2k, olacak sekilde p,.qe N ve fo€ S, vardir oyleki

|e = 27| = iz, =2 =C = (@ —a!) £,(x,) dir.Biz kabul edelim
kiHa” - aqH #0olsun (egera’e SC(Z x;)ise (a,),nmn sabit bir alt dizisi vardir) ve

me Nicgin

lZ(m—iH)(a;’—af)x,. <H

mj—;

1
|

=

oldugu agiktir. Dahast p, g >k, icin Hz" - z"” < ?g dir. Bu ise (z,), nin bir Cauchy dizisi

oldugunu ispat eder.
. . . . 0 . .. £
2= hl{n z, olsun. Biz ispat edecegiz ki z,= chai x, dir. ke Nigin ||zk - z0|| <§Ve

Hak —aOH < % g0z Oniine alalm. f € B . ve m 2molacak sekilde m, € N vardir dyleki

€
< —

1 & . i B
H;;(m_l'FDGi f(xi) f(Zk) 5

dir. Bu taktirde

1 & 0
H;Z((m—i+1)ai Fx)—f(zy)

1 o 1 & . k
=HZZ((m—i+1)al.f(xl->>—f<zo>—;z((m—z+1>al-f(xJ)

1 & k
+ZZ((m—i+1)a,.f(x,-))—f(zk)+f(zk)

m

1 k
+ ;Z((m—”l)a,.f(x,-))—f(zk) +

1 & 0 k
:H;Z(m—l#l)(al. - f(x)

£ (z) = f(z))|

3¢

5
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dir. Boylece a’€ S, (Z x;) elde edilir.

2) = 3) oldugu agiktir.
3) = 1) in ispat1 (Teorem5.1) in ispatina benzer bir yol izlenerek elde edilir.

Simdide S, (z x;) uzaymm tamligini karakterize eden teoremi verelim.

Teorem 5.4. X bir normlu uzay olsun. X Banach uzayidir< X deki herhangi

birz x, zayif sartsiz Cauchy serisi i¢in Sy, (z X,) uzayt tamdr.

Ispat:(Teorem5.3)den dolay: sartin gerekliligi acikdir . Sartin yeterliligini ispat etmek

icin ise (Teorem5.2.)deki notasyonlar goz Oniinde bulundurulmak suretiyle
C- Za[f(z[) =x (f) oldugu icin (a,), & Swe (z z;) dizisi elde etmek miimkiindiir. Bu
ise ispat1 tamamlar.

(X",0(X",X)) dual uzayinda bir seriyi yakinsak uzaylar ile birlikte ele alarak

caligmalarimiza devam edecegiz.

X bir normlu uzay ve X~ da bir seri z f; olsun. Supremum normu ile donatilan

SWYﬁC(Zfi) = {(ai)i el :Zaifi *wCesdro yakmsak}

seklinde taniml1 uzay z f; serisinin *zayif Cesdro yakinsaklik uzayi olarak adlandirilir.

1

Boliim iicde ki c¢alismalarimizi hatirlayacak olursak *zayif yakinsaklik uzayini

asagidaki gibi tanimlamistik
SW* (Z f)= {(ai)l. el : Zal.fl. *zayif yakinsaklik } .

Burada
SW*(Zfi) c SW*C(Zf,.)

kapsam1 mevcuttur.[2,teorem 4.1.]



48

Teorem 5.5. X normlu bir uzay ve X da bir seri z f; olsun.
1) z f; zayif sartsiz Cauchy serisidir.
2) S,..Q f)=t..

3) Eger xe X ve M C N ise bu taktirde z f:(x) Ceséro yakinsak.

ieM

Bu taktirde 1) = 2) = 3) diir. X barrelled bir uzaydir < 3) = 1) dir.

1

Ispat: 1) = 2) .Eger (a,), € /., ise bu taktirde Zai f. serisi X" da *zayif yakinsaktir

oyleki Zai f; serisinin * Cesdro toplami da mevcuttur.

4

2) = 3) kolayca dogrulanabilir.

3) = 1) Son durumu ispat edelim. Kabul edelim ki X barrelled normlu bir uzay olsun.

ai|S1}

olarak tamimlansin. 3) = 1)ispat etmek i¢in E ciimlesinin noktasal sinirli oldugunu

Ez{ia[fi: ne N,
i=1

gostermek yeterlidir. Tersine olarak, kabul edelim ki Z| ﬁ(x0)| wraksak olacak sekilde

x,€ X vardir. M ={ie N: f(x,)=0}ve R={ie N: f/(x,)<0}olsun. Bu ciimlelerin

belirlenisi geregi ya z f:(x,) yada Z(— f)(x,) waksaktir. Bu ise 3)sartinin tersi bir

ieM ieR

ifadedir. Boylece ispat tamamlanmis olur.



6. BOLUM

MATRIS TOPLANABILIRLIK VE ZAYIF SARTSIZ CAUCHY SERILERI

Son bolim de tezimizin asil amaci olan bir X normlu uzaymnin tamli§i matris

toplanabilirligi kullanilarak karakterize edilmektedir.

X bir reel Banach uzay olsun. A=(¢;), . regiiler bir matris ve S de ¢, 1ihtiva eden

i,je
¢, un bir alt vektor uzayi olarak verilsin. Bu durumda vektor dizilerinin uzayi asagidaki

gibi tanimlanir:

X(S,A)= {(xk )i € X 1 AD a.x, meveuttur V(a,),.y € Sigin }

k=1

burada

oo oo j
A ax, = }g{}ZOMZam)
= =1 k=1

dir.

Biz X deki zayif sartsiz Cauchy serilerinin uzaymni X(c,)ve ayrica X deki sartsiz

yakinsak serilerinin uzaymi X (/) ile gosterelim. Her iki uzayda

() een a | <1, ke{l,...n}, ne N} (6.1)

n
—up HZakxk
k=1

normuna gore bir reel Banach wuzay belirtir. Dahasi bu uzaylar arasinda
X, )< X(S,A) < X(c,) seklinde bir kapsam mevcuttur. Ayrica sunu da belitmeliyiz
ki A matrisi 6zdes bir matris ise bu taktirde X (S,A) [13] de ¢alisilan X (S) uzaymin

kendisidir.
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Teorem 6.1. X reel bir Banach uzay olsun. V(a(k))kEN el icin X({_) da oyle bir
(x”) Ndizisi vardir ki limZa(k)x”(k) limiti mevcuttur. Bu taktirde X (/) da oyle
ne o

=0dr.

bir x° elemani vardir dyleki li

n—o0

Oncelikle (6.1) de verilen norma gore X (S,A) uzaymin tamligin1 karekterize edelim.

Teorem 6.2. X bir Banach uzay olsun. A= ( U) . regiiler bir matris ve S de c, 1
ije

ihtiva edecek sekilde (_ un bir alt vektor uzayr olsun. Bu taktirde (6.1) de verilen

norma gore X (S,A) uzay: tamdur.

Ispat: Biz gosterecegiz ki X (S, A) uzayr X (c,)da kapalidir. Bunun igin

—sup{ ‘ ‘ieN}

climlesini tanimlayarak baglayalim. A regiiler oldugu icin 0< M <o dur.Simdi

X(S,A) da bir (x") . dizisi alalm ve bu dizi X(c,)yakinsak olsun.Yani bir

ne

x"e X(c,) vardir  dyleki n—> o iken Hx” - xOH — 0 dir.Gostermek  istiyoruz ki

x"e X(S,A)d. a=(a(k)) _,€S de sabit keyfi bir dizi olsun. Vne Nigin

x€ X vardir oyleki
- i
lim) e, (Z a(k)x" (k)j =X,
e k=1

dir.

Biz gostermek istiyoruz ki (x,)  dizisi X de bir Cauchy dizisidir. (x,)  dizisi

n

X(c,)da bir Cauchy dizisi oldugu i¢in Oyle birn,e Nvardr kip,qg=n, icin

‘ P

dir. Bu taktirde keyfi p,q = n, sabitleri ve Vie Nigin biz

H_ |a||+1))

=)

<2,

S atk) (x” (k) - 2* (k))H

> aﬁ(z]:a(k)(x"(k)—x"(k))j
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<M ||a||”x” —qu
<&

elde edilir. O halde

b

xP—=x? H =1lim
[—>o0

iqj (Z]:a(k)(x”(k)—xq(k))j

normunu hesapladigimiz i¢in p,q = n, igin pr —qu < €oldugunu elde edilir ve boylece
(x, )HGN dizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugu ispatlanmis olur. X tam oldugu i¢in

X de bir x,eleman: vardir yleki (x, )neN dizisi x, a yakinsaktir. Bunu gostermek igin

limiogj (Zj: a(k)xo(k)j =X,
=] k=1

limitini hesaplamamiz yeterlidir.

£

(38 (Jal+1))

£>0 ve pe Nsabiti igin Hx" —xOHS ve Hx —xOHS— dir. Vi2>i, olacak
g 3

sekilde i, € N vardir 6yleki

L€
3

i o; (Zj: a(k)x? (k)j -x,

diir. Dahas1 Vi 21 icin

i% (Zj: a(k)xo(k)J — X,

=)

D« Zj:a(k)xo(k)j—xo—i%(iu(k)x"(k)}+2aﬁ[ j a(k)x”(k)}—xp+xp

j=1

+

< i‘ay‘ Zj:a(k)(x”(k)—xp(k))

S [ atow |-,

e, =

S£+£+£
3 3 3
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elde edilir.
Boylece teoremin ispat1 tamamlanir.

Simdi son olarak vektor uzaylarinin diger bir bir uzayindan bahsedecegiz. X bir reel

Banach uzay olarak tanimlanmig olsun. A= (O(ij) . regiiler bir matris ve §,c, 1 ihtiva

ije
eden /_ un bir alt vektdr uzay: olarak verilmis olsun. Bu durumda vektor dizilerinin

=)

uzay1 agagidaki gibi tanimlanir:

X, (S,A)= {(xk)keN € X :wA)_a,x, meveuttur V(a,),.y €S igin }

k=1

Burada

o o i
WA a,x, = W%EEZ &; (Zakxk j
k=1 j=1 k=1
dir.

Bir Zxk serisi zayif sartsiz Cauchydir & V(q,),.€c¢, dizisi icin wAZakxk
k=1 k=1

mevcuttur.[14] X (/) € X(S,A) < X, (S,A) € X(¢,) kapsami mevcuttur. Bir sonraki
ispatlayacagimiz teorem ile (6.1) de verilen norma gore X, (S,A) uzaymim tamhgmi

karekterize edecegiz.

Teorem 6.3. X bir reel Banach uzay: gostersin A = (%) N regiiler bir matris ve S de

ije
¢, 1 ihtiva eden (_ un bir alt vektor uzayr olsun. Bu taktirde X, (S,A)uzayt (6.1) de
verilen norma gore bir tam uzaydir.

Ispat : Bir onceki teoremin ispatinda yapildigi gibi 6celikle X, (S,A)mn X(c,) da
kapali oldugunu gostererek ispata baslayalim.O halde tekrar

M =sup{i‘aij‘: ie N}

j=1
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climlesini tanimlayalim. X, (S,A)da oyle bir (x") _, dizisi alahm ki X(c,)da

yakmsak olsun.Yani bir x”e X(c,)vardir dyleki n—> oo iken

X" — xOH — 0 dir.Biz
gosterecegiz ki x° € X, (S, A) dir.

a=(a(k)),.y € S de sabit keyfi bir eleman olsun. Vne Ni¢inx, € X vardir dyleki

wh_g}i o (Zj: a(k)x" (k)j =x, .

Biz (x"),ydizisinin X de bir Cauchy dizisi oldugunu gostermek istiyoruz. & >0 olsun.
(x"),ondizisi X (¢,)da yakmsak oldugu i¢in p,q=n, olacak sekilde bir n,e N

bulunabilir 06yleki Hx" —x"” S; dir. Ayrica g€ S .vardir Oyleki

(M (Jal +1))

pr —qu = ‘g(xp —xq)‘ dir. Bu taktirde keyfi p,q 2 n, ve Vie N i¢in

e, (imk)g((x"(k)—xq(k)) ‘

k=1

<

Y, Ytk (k)= (k)

IN

>l ia(k)(xﬁ(k)—x"(k))”

IN

M ||a|| Hx" —x1 H
E

IN

elde edilir.

O halde Vp,q = n,icin

pr _XqH :‘g(xp _xq)‘

lim" e (Za(k)g (G ) —x"(k))]‘

i—>o0
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oldugundan |x, x| <& elde edilir ki bu ise bize (x"),., dizisinin X de bir Cauchy

dizisi oldugunu verir. X tam oldugu i¢in (x"),_,dizisi X de x,€ X gibi bir degere

= j
yakinsaktir. Son olarak biz gosterecegiz ki Wl.imZ%- (Z a(k)x’ (k)j =x, dir. Bunun
=

k=1

icin £>0ve feS§ .olsun. peN ise Hx"—XOH<W H H

verilen sabit bir deger say1 olsun. $imdi Vi =i, olacak sekilde 3i, e N vardir dyleki

Y, (Za(k)f(xp(k))j e B3

j=1

dir. O halde Vi > i i¢in

o

e, (Za(k)f(x )(k)j f(x)

j=1

oo

=2 (Za%)f (x°>(k>J—f (-2, (Za(k)f(x")(k)j

J=1

Sa, (Za(k)f(x")(k)j—f(x,,Hf(x,,)

j=1 k=1

=)

SZ‘%

=)

Z (Za(k)f(xp)(k)j f(x,)

+|F G- x|

D" ak)(x’ (k) — x" (k)| +

S£+£+£
3 3 3

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Ispat1 ile birlikte vermis oldugumuz son iki teorem zayif sartsiz Cauchy serisi icin

(Teorem 6.1.) in genel versiyonudur.

Lemma 6.1. X bir reel Banach uzay olsun. A = (% ) . regiiler bir matris ve S de c, 1
ije

ihtiva eden (_un bir alt vektor uzayi olsun. x = (x(k))kEN € X, (S,A) daki her vektor

dizisi igin ”0}” <M ||x|| ile verilen
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c:S5—->X
a=(a(k)), - 0. (a)= Ai a(k)x(k)

lineer doniisiimii siireklidir.

Ispat: Biz ilk olarak
M :sup{i‘%‘: ie N}
J=1

climlesini gbz Oniine alahm. a = (a(k)),., € S olsun.

o) =|f (0,(@)|

- i
lim> (Za(k)f(X(k))j‘
j=1 k=1
esitligini saglayan fe€ S, . vardwr. Simdi Vie Nigin

<

>a [iaa«)f(x(k))j

Y, [Za(k)x(k)j

<M al |

elde ederiz.

oM ||a||||x|| bir sonucu olarak ||0'x||SM ||x|| diyebiliriz ki bunun anlami o, in

siirekli olmasidir.

Sonug¢ 6.1.

(1) (Lemma 6.1.) deki notasyonlar korunmak suretiyle ¥/x = (x(k)) L€ X(S,4)

ke

vektor dizisi i¢in ”0}” <M ||x|| ile verilen
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c:S5—->X
a=(a(k)),_, > 0,(a)=AY a(k)x(k)
k=1
lineer doniisiimii siireklidir.

(2) Eger Z:xk:xO ve A regiiler bir matris ise bu taktirde Az:xkzx0

k=1 k=1

dir.Bununla birlikte tersi genelde dogru degildir.Ayrica wAZxk mevcut olmast
k=1

miimkiin fakat wak min mevcut olmast miimkiin degildir.Dahasi Zakxk mevcut
k=1 P
olmast  (x(k)),_ . € X(S,A) igin miimkiin fakat bazi (@))€ S icin miimkiin
degildir.Benzer olarak wAZakxk meveut olmast (x(k)) . € X, (S,A) igcin miimkiin
k=1

fakat bazi(a,), . € S i¢cin miimkiin degildir.
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