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1. GIRIS

Clebsch-Gordan ve Gaunt katsayilar niikleer fizik, fiziksel kimya, astrofizik, atom ve
molekiil fizigi gibi alanlarda (Wei, 1999) 6zellikle atom ve molekiillerin fiziksel ve
kimyasal 6zelliklerinin belirlenmesi sirasinda sik¢a karsimiza cikarlar. Dolayisiyla bu
katsayilar dogru hesaplanmalidir. Bununla birlikte basit bir durum igin mesela bir
molekiiliin toplam enerjisini hesaplarken ortaya c¢ikan s6z konusu katsayilarin sayisi
binlerle ifade edilir. Bu yiizden katsayilarin dogru ve hizli hesaplanmasi oldukga
onemlidir. Ornegin NH; molekiiliiniin toplam enerjisini hesaplarken 10000 tane terimin
hesab1 gerekmektedir. Her bir terimde de 1830 tane Clebsch-Gordan katsayis1 vardir.
Dolayisiyla toplam 18300000 tane Clebsch-Gordan katsayisinin hesaplanmasi
gerekmektedir. Her bir katsaymin hesabimi 1 ms kisaltigimizi diistintirsek tim

katsayilarin hesap siiresini 5 saat kisaltmis oluyoruz.

Arzettigi 6nem yiiziinden giincel bir ¢aligma konusu olan Clebsch-Gordan ve Gaunt
katsayilar1 ile 3j, 6j sembolleri ile ilgili olarak literatiirde faktoriyeller kullanilarak
tamimlanmis analitik formiiller (Wei, 1999; Varshalovich, 1988; Edmonds, 1957;
Condon ve Shortly, 1935) mevcuttur. Ancak kiiciik kuantum sayilart ig¢in
hesaplamalarda ¢ok zorluk olmasada biiyiik kuantum sayilan i¢in degisik giicliikler
ortaya ¢cikmaktadir. Ciinkii Clebsch-Gordan ve Gaunt katsayilart ve 3j, 6j sembollerinin
kullanildigr ¢ok merkezli integrallerin (Guseinov, 1970; 1995) seri acilimlarinda ve
diger uygulamalarda faktoriyeller son derece biiyiik argiimanlara ihtiya¢ duyar. Bu
katsayilarin hesabinda 6zellikle biiyiik kuantum sayilari icin faktoriyellerden kagcinmak
adina literatiirde yineleme bagintilarn kullanilmistir (Schulten ve Gordon, 1976;
Guseinov, 1995; Guseinov ve Mamedov, 2005; Weniger ve Steinborn, 1982). Burada
oncelikle konu ile ilgili olan temel kavramlar aciklandiktan sonra bu katsayilarin
nereden kaynaklandigin1 gosterilmis, daha sonra katsayilarin binomial ifadeleri
(Guseinov ve ark., 2009) verilerek bu denklemler ile yapilan hesaplamalar sonug olarak

sunulmustur.



2 GENEL BIiLGIiLER

2.1 Acisal Momentum ve Spin Kavramlari

“Spin sadece elektronlara 0zgii degil maddenin yapisin1 olusturan, kuarklarla
mezonlarin ve kuvvet tasityan pargaciklarin da spini var (Cizelge 2.1°e bakiniz). Bir
nokta etrafinda donen bir cismin, o nokta etrafinda ‘agisal momentum’a sahip oldugu
soylenir. Ornegin diinyanuz giines etrafindaki hareketinden dolayi, bir agisal
momentuma sahiptir. A¢isal momentum, tipki dogrusal momentum gibi korunan bir
biiyiiklitk oldugundan dolay1, 6nemli bir kinetik degiskendir. Pargaciklarin birbirleriyle

etkilesimini inceleyen 'pargacik kinematigi'nde de boyle...

Diinyamiz giinesin etrafinda oldugu gibi, kendi ekseni etrafinda da doniiyor. Bu dénme
hareketinden kaynaklanan bir a¢isal momentum bileseni daha var: Buna veya genelde
bir cismin kendi etrafinda donmesinden kaynaklanan ac¢isal momentuma, spin deniyor.
Spin, aslinda acisal momentumdan farkli bir sey degil. Onunla ayn1 birime sahip ve ikisi
vektorel olarak toplanabiliyor. Korunan biiyiiklilk de bu toplam zaten. Ancak acisal
momentum bazen, sadece spin bileseninden olusabiliyor. Tipki piiriizsiiz bir ylizeyde,
degme noktasini degistirmeksizin, siirtiinmesiz donen ideal bir topagta oldugu gibi. Bu
terim o zaman daha ¢ok ise yariyor. Ciinkii bu durumda spin, toplam agisal momentumu
olusturuyor ve tek basina korunuyor. Aksi halde agisal momentum bilesenleri, korunum

hesaplarina, birlikte katiliyor.

Yukarida soziinii edegeldigimiz parcaciklardan bazilari, deneysel gozlemler sirasinda,
bdyle birer spin bilesenine sahipmis gibi davraniyorlar. Aslinda bu parcaciklar kendi
etraflarinda donmiiyor, yalnizca sanki oyleymis gibi davraniyorlar. Isin bir o kadar
ilging diger bir yani; 6rnegin belli bir topacin spin vektoriiniin biiyiikliigli, donme hizina
bagh olarak degisebilirken, belli bir par¢acigin spin biiyiikligii hep aym oluyor:
Parcaciktan pargaciga, Planck sabiti bolii 2n’nin (7 ); ya Kkesirli katlar (72/2, 3 7/2,...),
ya da tamsay1 katlar1 (0, 7, 27,...) seklinde degiserek. Birincilere fermion, ikincilere

boson sinift parcaciklar deniyor. Dolayisiyla parcacik spini de, diger fizik degiskenleri



gibi kuantum sicramalar1 gosteren bir degisken. Varliginin nedeni bilinmiyor.
Parcaciklarin i¢ yapisindan kaynaklandig: diisiiniiliiyor ve bu nedenle bazen, ‘icyapisal

acisal momentum’ olarak adlandiriliyor.

Parcaciklar spin biiyiikliiklerine bagh olarak, onemli davrams farkliliklan sergiliyorlar.
Ornegin; birbirleriyle etkilesim halindeki parcaciklarin icinde bulunduklari fiziksel
kosullar, genellikle bu parcaciklarin her birine; fiziksel degiskenlerinin sahip olabilecegi
degerler acisindan, birer dizi segcenek sunuyor. Fiziksel degiskenlerin olas1 deger
kiimelerinden olusan bu secenekleri veya 'kuantum durumlarini, bir otelin farkh
katlarindaki odalara benzetecek olursak; spini 7 'in tamsayi katlariyla orantili (0, 7,
2%, ..) olan benzer pargaciklar; birbirlerine daha 'yakin' olabiliyor ve ayni odayi
paylasabiliyorlar. Yani, aym1 kuantum durumunda oturmaya hicbir itirazlann yok.
Bunlara 'bozon' deniyor. Halbuki, spini 7 'in kesirli katlariyla orantili (%/2, 37/2,...)
olan pargaciklar, aynm1 odayi asla paylagsmiyor ve farkli kuantum durumlarinda
bulunmay1 tercih ediyorlar. Bunlara da fermion simifi parcaciklar deniyor ve
aralarindaki gecimsizlik iliskisi, bulucusunun adiyla, "Pauli'nin diglama ilkesi" olarak

aniliyor.

Ormnegin elektronla, iiclii kuark gruplarindan olusan proton ve ndtron birer fermion.
Kuark ikililerinden olusan mezonlarsa, bozon oluyor. Fotonlar da keza bozon.
Cekirdeklerin hangi siniftan oldugu ise, i¢erdikleri ndtron ve proton sayilarinin tek veya
¢ift olmasina bagli. Ornegin, ikiser proton ve nétrondan olusan He* ¢ekirdegi bir bozon.
Benzer parcacik kiimelerinden, bozon niteligi tasiyanlarin ortalama davranislar1 Bose-
Einstein, Fermion niteligi tagiyanlarinki ise Fermi-Dirac istatistigi denilen kurallar
climlesiyle belirleniyor. Bozonlarin ayni kuantum durumunu paylasabilmeleri cok

onemli sonuglara veya sasirtici olgulara yol agiyor.

Helyum bu 6zelligi nedeniyle, mutlak sifirin 2 derece iistiine (2 K) kadar sogutulsa dahi
kristallesmiyor. Akiskanlik katsayis1 ve ylizey gerilimi sifir olan bir 'siiper akigkan'a
doniisiiyor. Mutlak sifira mikrokelvin diizeyinde yaklasildiginda ise, ilging 6zellikler
sergileyen 'sliperkati’ He' halini aliyor. Ileride diger bozon kiimelerinin de, benzeri

sekilde sasirtic1 6zelliklerinin kesfedilecegine kesin goziiyle bakiliyor.



Ornegin uyarilmis durumdaki bir atom veya molekiil grubu birbirini, aym frekansh
fotonlar 1s1yacak sekilde tetikleyebiliyor ve ayn1 kuantum durumunda biriktirilebilen bu
fotonlar, lazer 1ginlarmin iiretimine imkan taniyor. Ote yandan, mutlak sifira yakin
derecelere kadar sogutulan bozon niteligindeki benzer atom kiimeleri, en diisiik enerjili
ayni kuantum durumuna ge¢meye basliyorlar. Bu diisiik sicakliklardaki hizlarin ¢ok
diisitk olmasi, momentumlarin sifira yakin ve dolayisiyla da olduk¢a kesin degerlere
sahip olmasit anlamina geldiginden, Heisenberg'in ilgili belirsizlik ilkesi geregince

(AxAp, 21 /2), atomlarin konumlar1 belirsizlesiyor. Konumlarindaki bu belirsizlik,

atomlarin parcaciktan ¢ok, bulutumsu yapilara benzemesine yol aciyor ve ayni kuantum
konumuna gegen bu bulutumsu yapilar, bir parcaciklar kiimesi olmaktan ¢ikip, tek bir
'siiperparcacik’ gibi davranmaya basliyor. '‘Bose-Einstein yogusmasi' denilen bu durum
maddenin; kati, s1vi, gaz veya plazma gibi, fakat bunlarin hepsinden farkli ve ilging
ozellikler sergileyen bir halini olusturuyor. Ornegin bu yogusmalarin optik
yogunlugunun tiirevini, yani kirilma indisini (n) ¢ok yiiksek degerlere c¢ikarmak ve
dolayistyla, 15181in ortamdaki hizin1 (c/n), saniyede birka¢ metre diizeylerine kadar
indirmek miimkiin. Bu durum, 151k atimlarinin yogusmalarda hapsedilip, daha sonra
kullanilmak iizere serbest birakilabilecekleri anlamina geliyor ve bu olgunun, 'isikla
calisan bilgisayarlar'in yapimina temel olusturabilecegi diisiiniiliyor. Bir bagka
uygulama olasiligi; donen yogusma ortamlart olusturup, fotonlar1 sadece soguran ve
fakat disar1 kacmalarina izin vermeyen yapilar insa ederek, bunlar 'kara delik' modelleri

olarak kullanmak diisiincesi.

Ote yandan, bir bozon kiimesi olusturan He* atomlar1, 2.17 K'in (-270.98 °C) altina
kadar sogutulsa dahi kristallesmeyip, sivi halini koruyor. Bu 'sivi' akis halinde iken
atomlar birbirlerinin iizerinden kaymak yerine, hep birlikte hareket ediyor ve sonug
olarak He®, akiskanhik katsayisi ve yiizey gerilimi sifir olan bir 'siiper akiskan'a
doniisiiyor. Mutlak sifira milikelvin diizeyinde yaklasildiginda ise, 'uzayda dizinlenmis
siiperakiskan' niteligindeki 'stiperkatr’ He* halini aliyor. Hatta He® atomlar1 dahi, birer
Fermion olmalaria karsin, 2.6 milikelvine kadar sogutuldugunda siiperakiskan halini
aliyor. Clinki, He' kiimesinde elektronlar ciftler halinde esleserek ('Cooper pairing')
tamsay1 spine yol agarken, He” kiimesinde atomlar ciftler halinde eslesip, tamsay1 spinli

bozon taneciklere viicut veriyor.



Fakat Bose-Einstein yogusmalar cok kirillgan yapilar. Dis diinya ile en ufak bir
etkilesme, 1sinarak yogusma durumundan ¢ikmalarina ve atomlarin tekrar bagimsiz
parcaciklar haline gegmesine yol agiyor. Bu nedenle, sz konusu uygulamalarin ancak

uzun vadede gerceklesebilecegi kanaati yaygin” ( Altin, 2009).

Fermiyonlar Bozonlar
Leptonlar ve 1 . Kuvvet Tastyici
Kuarklar Spin = 2 Spin =1 Parcaciklar
1
Baryonlar Spin = E,%,%,.... Spin=0, 1, 2,.... | Mezonlar

Cizelge 2.1 Fermiyon ve Bozonlarin spin degerleri

2.2 Acisal Momentumun Toplami

Tek elektronlu atomlarda [ ve s, bireysel acisal momentumlarn j bileske acisal
momentumunu verecek sekilde bir araya gelir. Aym atomdaki farkli acisal
momentumlar arasinda da benzer etkilesimler vardir. Onemli bir deneysel spektral
analiz sonucu olarak, kapali kabuklarin toplam acgisal momentumlan sifira esittir. Bu
biitin soy gaz atomlarinin taban hallerinin 'Sy hali oldugu goézleminden
kaynaklanmaktadir. Bir atomun toplam acisal momentumunun hesabinda bu sebeple
sadece degerlik, yani doldurulmamis kabuklarin elektronlarinin agisal momentumunu
ele almak gereklidir. Bu acisal momentumlar, atomdaki elektronlar arasindaki manyetik
ve elektrik etkiler yoluyla etkilesirler, Bunlar, atomun J toplam agisal momentumunu
iireten 0zel kuantum mekanik kurallarina gore bir araya gelirler. Vektor modeli acisal
momentumun icerigi hakkinda bir fikir kazanmamizi saglar. Ac¢isal momentum toplami
i¢in iki limit durum vardir: L-S (Russell-Saunders) ciftlenimi ve j-j ¢iftlenimi (Haken ve

Wolf, 2000).

Atomlarda elektronlarin ve ¢ekirdek i¢inde niikleonlarin agisal momentumlariin (ya da
manyetik dipol momentlerin) c¢iftlenim sekillerini, c¢iftlenimin olustugu yerdeki
manyetik alan siddetleri belirler. Burada s6z konusu olan manyetik alan yerel (sistemin
i¢ yapisindan kaynaklanan) veya disaridan uygulanan bir dis alan da olabilir. Ornegin

hidrojen atomunda elektronun yoriinge hareketinden kaynaklanan ve atomun



merkezinde olusan yerel alan 10* gauss mertebesindedir. Cok elektronlu bir atom i¢inde
spin-spin, spin-yoriinge, spin-diger yoriinge, dipol-dipol ve c¢ekirdek icinde de benzer
sekilde niikleonlar arasinda spin-spin etkilesmeleri s6z konusudur. Burada bir atom
icinde olugabilecek tiim etkilesmeler, yani ciftlenim sekilleri (sanki ¢iftlenim “kipleri”

dense yeridir) incelenerek bir siniflandirmaya tabi tutulacaktir.

Atom ve atom cekirdeklerinde ciftlenim sekillerini aciklamadan oOnce, (yani yerel
alanlardan kaynaklanan ¢iftlenim sekillerini agiklamadan 6nce) disaridan uygulanan dig
manyetik alanin siddetine gore bolgelere ayrilmasini bilmekte fayda vardir. Hidrojen

atomunun merkezinde olusan yerel alan degeri referans alinarak dis alan siddetinin
0<B, <10"gauss bolgesi zayif alan ya da Zeeman bolgesi olarak bilinir. Dis manyetik

alamin 10* < B < oo gauss bolgesi de siddetli alan ya da Paschen — Back bolgesi olarak
bilinir. Cogu atomlar L-S-ciftlenim tiiriine, iyi yada koti Ornek olustururlar. L-S
ciftlenimi o6zellikle hafif atomlarda olusurken, agir atomlara dogru gidildik¢e j-j
ciftlenimine az da olsa rastlamr. Ote yandan atomun cekirdegindeki proton ve
notronlarda ise j-j ciftlenimi oldugu goriiliir. Niikleer kabuk modelinde manyetik
kabuklar j-j ciftlenimi sonucu olusur (Aygiin ve Zengin, 1992). Simdi bu ciftlenim

tiirlerini daha yakindan inceleyelim.

L-S ve j-j Ciftlenim Bicimleri: Varsayalim ki elimizde 1 ve 2 seklinde iki sistem var,
ornegin bir elektron ve bir ¢ekirdek gibi. Her birinin tanimi, uzayda bazi noktalar
civarinda kendi kiitle merkezinin donmesiyle ilgili olarak bazi simetrileri icerir. Boylece
yoriinge agisal momentum sayisi /;, i=1,2 diyelim. Her bir sistemin i¢ donme simetrisi
olabilir, ki buna da spin dedigimizi biliyoruz ve s;, i=1,2 degerleriyle tanmimlayalim,
ornegin bir elektron icin s; = 1/2 ve bir dueteron i¢in s, = 1 gibi. Bu durum dort acisal
momentum igerir ve operatdrleri ve dzdurumlar birlestirmek i¢in en azindan iki yol
vardir.

L=L1+L2; S=S1+Sz; J=L+S (21)

gibi operatorleri L-S ciftlenimi biciminde birlestirmek. Halbuki j-j ciftleniminde

birlestirme yontemi,



Ji=Li+Si; jpo=L+Sy J=ji+j) (2.2)

seklindedir. Sekil 2.1°de birlestirilen acisal momentum operatorleri icin iki etkilesim

bicimi sematik olarak gosterilmistir.

I; I St S2

Sekil 2.1 L-S ciftlenim bi¢imi(solda) ve j-j ¢iftlenim bigimi (sagda)

Peki bu etkilesim bicimlerinden birini digerine tercih ettirecek sebep nedir?
Matematiksel agidan baktigimizda (ki sarfedilecek yeterli beyin ve bilgisayar giiciiyle)
cok da bir fark yoktur. Fiziksel bir bakis acisiyla, etkilesim bi¢imlerinden birinin
kullanimi digerine gore hesaplamalar ve model yaklagimlar1 acisindan daha gercek¢i ve
kolay olacaktir. Ornegin, sistemin Hamiltonyeninin, spin-yoriinge operatorii Li.S;, i=1,2
ile orantili olarak her bir pargacik icin spin-yoriinge etkilesimlerinin toplami olan
merkezi etkilesimler yoluyla modellendigini varsayalim. Sistem enerjileri ki
Hamiltonyenin o6zdegerleridir, acisal momentum sayilart /, s ve ji den j-j bigcimi
kullanilmak sartiyla hemen verilir. O zaman spin-yoriinge operatorleri bu gosterimde
diagonaldir. Diger taraftan eger Hamiltonyen L.S ile orantili bir spin-yoriinge
etkilesimine sahip ise iki operator de denklem (2.1)’deki gibidir, o zaman da L-S sekli
tercih edilir. Dikkat edilirse her iki spin-yoriinge etkilesiminin icerdigi Hamiltonyen (ki
ara ¢iftlenim olarak adlandirilir) karmakarisik olmaktansa hesaplanir olacaktir. Her iki

etkilesim biciminde spin-yoriinge operatdriiniin indirgenmis matris elemamn
()T NWL.SU(s )Ty =6,.8,0 [J(T+1)=1(1+1)— s(s+1)] (2.3)

ile verilir (Thompson, 2004).



2.3 2x2 Matris Gosterimi: Pauli Matrisleri

Bir ¢cok atom alt1 pargacigin (elektron,proton.nétron gibi) 1/2 spine sahip oldugunun
gozlemlenmesiyle birlikte Pauli matrisleri kuantum mekaniginde genis bir kullanim
alam buldu. Ayrica Pauli matrisleri ¢ok elektronlu karmasik bir atomu gostermek igin
kullanilabilecegi gibi, matematiksel olarak agisal momentumu gelistirmek ve daha
biiyiik acisal momentum sayilarindan olusan bir sistemin dénmelerini agiklamak icin de

kullanabilir.

Acisal Momentum Operatoriiniin  Bilesenleri Olarak Pauli Matrisleri: Kartezyen

koordinatlarda Pauli matrisleri,

{0 1} {0 —l'j| {1 0}
o, = o, =|. o,= (2.4)
10 Y lio0 0 -1

olarak verilir. Matrisleri x,y ve z koordinatlarina uygun olarak ilgili alt indislerle
gosterdik ancak bu ii¢ matris ortak olarak 6=(cy,0y,6,) biciminde de gosterilir. Spin

matrisi s Pauli matrisleri cinsinden,
S=—0 (2.5)

olarak tanimlanir.

Pauli Matrislerinin Ozellikleri: Hesaplama terimleri iginde Pauli matrisleri (2.4)’l
kullanmak spin matrisleri (2.5)’i kullanmaktan daha kolaydir ¢iinkii her bir Pauli

matrisi,

o; =1, i=xynz (2.6)

ozelliklerine sahiptir. Burada I,, 2x2’lik bir birim matristir. Pauli matrislerinin bir diger

ozelligi de antikomiitasyon 6zelligi olup,



0,0,+0,0,=0 Jj#k 2.7

seklinde gosterilir. Burada j veya k x, y ve z koordinatlarindan biridir. Spin degeri ile
ilgili olarak yeni bir eksen dikkate alalim ve Sekil 2.2’de gosterildigi gibi x ve y

eksenleri arasinda tam orta kisimda yer alan bu eksene x’ diyelim.

»
>
X

Sekil 2.2 Referans ekseni x veya y eksenine n/4 uzaklikta segildiginde x’ boyunca x ve y spin
bilesenleri esit bir katki saglar.

Eksenlerin esitligi dolayisiyla, x ve y spin bilesenleri esit bir bicimde katki saglar.

Boylece,

o, (2.8)

yazariz. Burada matrislerin oniindeki katsayilar toplam olasiligin birimselliginden emin
olmamizi saglar. Cebirsel olarak bu matrislerin karesini alabiliriz. Bu durumda
1
o= E[af +0) & (axay +0,0, )] (2.9)

oldugunu gormek hi¢c de zor degildir. Yalniz burada operatdrlerin sirasina dikkat

edilmelidir.
Pauli Matrislerinin Ozvektorleri: A¢isal momentum operatorleri arasinda

IxJ=iJ (2.10)
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biciminde temel bir yer degistirme bagintis1 vardir (Thompson, 2004). Bu sart yiiziinden
verilen bir eksen se¢imi i¢in sadece bir dogrultuda kdsegen gosterimi yapabiliriz. (2.4)
Pauli matrisleri tanimindan bu ekseni z ekseni olarak seceriz. Dogrusu, acisal

3

momentumu ele alirken “z eksenine” bakarsak, taniminin genellikle “kosegensel

gosterimin yoni” oldugunu goriiriiz.

o, Pauli matrisinin Ozvektorleri nelerdir? Aslinda ig(skaler) carpimlart miimkiin
kilabilmek igin 2x1(siitun) matrislerinin olusturulmast gerekir. Bunlan a, ve a.

elemanlan ile yazalim. Boylece 6zvektorler icin matris cebri bilgilerimizi kullanarak

b L]l ]

yazabiliriz. Burada M. seklinde iki 6zdegerdir. Sol taraf digindaki ¢arpanlar yoluyla iki

=1 =O 2.12
/Z,Jr_o /1/7_1 ( )

gibi iki 6zvektor tanimi yapmak miimkiindiir. Ilgili 6zdegerler ise M, = +1, M. = -1 dir.

0zvektor igin,

Cinkii (2.11) a, genliklerinde lineerdir, yx, 'nin katsayilar1 da 0zdegerlerdir.

(2.12)’daki se¢imler ortonormal 6zvektorler yapilir, yani,

XX =1 XX =0 (2.13)

Bu bagintilardan ikincisi Hermitik operatorlerin 6zvektorlerinin ortogonallik bagintisini

gosterir.

. Ozvektorleri agisal momentum matrisi s; = 0-/2 i¢in de uygundur. s;’nin dzdegerleri

bu matrisin kdsegen elemanlart1 olup *1/2 dir. Bu ylizden yx, ve y_ matris
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gosterimlerini sirasiyla “spin yukar1’” ve “spin asag1r” durumlart olarak adlandirmak
yerinde olacaktir.

Spin Ozdurumlarimin Matris Gosterimleri: Yukarida Pauli matrisinin 6zvektorlerini
(2.12) bi¢ciminde gosterdik. Bunlarin spin izdiistimleri de y, icin m = £1/2 dir. j(j+1)
ozdegerine sahip J* ve m dzdegerine sahip J, nin 6zvektdrii i¢in siitun matrisi gosterimi

X Seklinde gosterilir ve

Zw=| o) =8, (2.14)

ile verilir (Thompson, 2004).
2.4 Spinor Uzayi ve Operatorleri

Spinorlerin Tammi: Spindriin tanimi i¢in matematiksel bir ifade olarak S kullaniriz.

Eger 2 donmesi altinda isaret degistiriyorsa S bir spindrdiir denir. Yani,
S(@+27)=-5(0) (2.15)

Bu sart $’nin onunla ilgili bir isarete sahip olabilecegine dair bir varsayimdir. Ornegin,
geometrik bir seklin ( meseld bir ¢okgen) isareti yoktur, dolayisiyla bir spindr olamaz.
Halbuki matrisler isaretlenebilir, bu sebeple spinérler icin aday olabilirler. (2.15)’den
goriilebilecegi gibi bir spindr 47 kadar bir donme sonrasinda kendi baslangi¢c degerine
doner. Dikkat edilirse bu (2.15) spinor tanimi ¢ok da acik bir tamim degildir fakat bir
spindre sahip olup olmadiginiz test etmede kullanilabilir. Yoksa bir spinor olugturmak
icin bir yol saglamaz.

Spinor Uzayt ve Matris Gosterimi: Farzedelim ki uzayda birim vektor gibi etkiyen ve

koordinatlar1 y, ve yx_ nicelikleri cinsinden tammlanan, bir soyut uzayimz olsun.



Teknik olarak boyle bir uzaya Hilbert uzay1 diyoruz. Bu spindr uzaymm Sekil 2.3’de

gdrmek miimkiindiir.

(as,a.)

012

v

A+

Sekil 2.3  Dénmeler igin spinor uzayi, birim vektorler y, ve y_ eksenleri boyuncadir.

Spini 1/2 olan sistemler i¢in donmeleri bu uzayda tamimlamak istiyoruz. Bu uzaydaki

noktalarin koordinatlari olan a, ve a. ‘nin kompleks olmasina izin verilir ve

la, > +la_ I’=1

olmasi gerekir. Boylece spindr uzayinda noktalarin donmeleri Sekil 2.3’de gosterildigi

gibi bir cembere bagl olarak tanimlanir.

Ozellikle spinoér—uzay koordinatlar1 6 = 27 iken isareti degisir ve 6 = 47 donmesi altinda
kendi baslangi¢ degerine doner. Bu, konfigiirasyon uzayindan spindr uzayina verilen bir

eslemedir.

Simdi spin 6zdurumlarini tanimlamak i¢in spindr gosterimini nasil kullanacagimizi
gosterelim. Spinor gosterimini Sekil 2.4’deki gibi resmetmek miimkiindiir (Thompson,

2004).



4
-
g j+m=5 spin yukari

/\r‘kk NAANA

—
i Jj—m=3 spin asagl

Sekil 2.4 (j,m) durumunun spindr gosterimi. Toplam agisal momentum sayisi j = 4 ve
izdiisiim sayist m = 1 olan bir durumun spindr-uzay gosteriminin yariklasik vektér modeli
gosterimi. Burada j + m = 5 yukari spin spinorii ve j — m = 3 asag1 spin spinorii vardir.

Sekildeki her bir ok ve disk spini 1/2 olan agisal momentum vektoriinii temsil eder.
Bunlar, agisal momentumun x ve y bilesenlerinin kdsegen elemanlar1 (beklenen
degerleri) sifir olacak sekilde z ekseni etrafinda diizgiin bir sekilde presesyon yaparlar. z
bileseni degerleri de ya +1/2 (spin-yukar1) veya -1/2 (spin-asag1)’dir. j + m spin-yukari
durumlarinin her biri ¥, spinorii ile ve j — m durumlarinin her biri de y_ ile temsil

edilir. Acisal momentumun spindr uzayi gosterimleri boylece,

' Zj+mlj—m
X 2.16
)= i) (210

ile verilir (Thompson, 2004). Bu, ortonormaldir ve agisal momentum islemcileri altinda
ozdegeri j(j+1) olan J* ve m olan J,'nin 6zfonksiyonlar1 gibi davranir. Bunlar (j,m)

olarak etiketlenmis durumlardir.

Spinor Gosteriminde Acisal Momentum Operatorleri: Geleneksel olarak (x,y) gibi
degiskenler icin yaptigimiz bi¢cimde, spindr uzayinda da (y,,y ) parcal diferansiyel

operatorler tanimlayacagiz.
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d 3 d

a = — =
. Iy

+

2.17)

bu operatorler ¢ok kullanilishi 6zelliklere sahiptir. Kiiresel bazda acisal momentum

operatorleri iligkisini

1
Ja=2.9. J0=5(z++—z_8_) J,=x0, (2.18)

yazabiliriz. Bunlar gercekten de agisal momentum operatoriidiirler ciinkii
Jsz_Jer = igm‘ Jt (2'19)

seklindeki komiitasyon kuralina uyarlar. Ayrica y, ve yx ’e uygun olarak da

davranirlar, yani,

1
JuXe =X JoXs=J_ X :i§Z+ (2.20)

Dikkat ederseniz Sekil 2.3’de gosterildigi gibi y, ve x_’nin lineer bir kombinasyonu

genellikle J, nin bir 6zdurumu degildir.
2.5 Acqsal Momentum Ozdegerleri ve Matris Elemanlari

J ? ve J.'nin Ozdegerleri: Ozdegerleri tammlayarak ise baslayalim. P = J, biciminde
Hermitik bir operator dikkate alalim. Boylece Pln)= p, In) seklindeki 6zdeger

denklemine benzer olarak,
J N Ay = pl Aw) (2.21)

yazabiliriz. Burada bir n—»Ay yazdik. Her bir 6zdurum igin iki etiket olmas1 gerektigini
kestirebiliriz. ( Geleneksel olarak, eger belirsizlik yoksa yani durum acik ve belirgin ise

etiketler bir virgiil ile ayrilmaz.) J, = -i[Jx,Jy] komiitasyon bagintimiz olduguna gore,
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a = Jy ve B = Jy, tammlarim yapmamuzda bir sakinca yok. Kuantum fizigi

bilgilerimizden acisal momentum icin basamak operatorlerinin
+iJ) (2.22)
oldugunu biliyoruz. Burada antisimetrik ve simetrik bilesimler sirasiyla

A=-a pl=ili . J,|=-1,

(2.23)
S=a’+p> > J+J; =) -J;
olacaktir. J* ve J, nin 6zdegerlerinin de yine kuantum fizigi bilgilerimizden
2 . o . . .
I = jlj+1)I =01/2],....
1 jmy = jU+01jmy 2.24)

J, | jmy =m]| jm) m=—j—j+1,..,j-1]j

oldugunu biliyoruz.
2.6 Basamak Operatorlerinin Matris Elemanlari

Burada verecegimiz bilgiler yine kuantum fizigi bilgilerimiz kullanilarak hazir olarak

verilecektir.

Kiiresel Koordinatlarda: Basamak operatérlerinin J* ve bilesenleri cinsinden
JoJ.,=02=12%17) (2.25)

yazildigim biliyoruz. Bu basamak operatérlerinin ¢arpim matrisi m ve j’nin ikisi i¢in de
kosegendir. Mademki bir operator birimsellik yoluyla m degerini degistirir ve digeri

yine birimsel 6zelligi ile diger dogrultuda m degerini degistirir. O halde
J o | jmy =T, (jm)| jm*1) (2.26)

yazabiliriz. Buradaki /", degerlerini bulalim. Bu son ifade (2.24) ifadesi de dikkate

almarak (2.25) bagintisinda yerine yazilirsa,
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Jud o jmy =T jmF 1) L (jm)| jm)

2.27
=[i(+1)-m> £ m|t jm) (227

bulunur. Eger I", degerleri pozitif kabul edilirse, /", degerleri i¢in uygun ¢dziimleri

I, (jm)=4j(j+1)—m(m1)

= JGFm)jtm+1) 229

olarak bulunur. Boylece agisal momentum basamak operatorleri J.; igin matris

elemanlari,

m
= \/.](.]+ 1)_ n/l’(’/n,i 1) 5m,m't1

o

B
= \/(.] + n/l,)(.]i m/+ 1) 5m,m't15j,j/
=J(jEm)jFm+1)5,,.6,;

mm’'*

(2.29)

olarak ifade edilebilir (Thompson, 2004).

Kartezyen Koordinatlarda: Basamak operatorii yaklagimi, agisal momentum matris
elemanlarinin kiiresel koordinatlarda hizli bir tiiretimini saglamasa da yinede J’nin
kartezyen bilesenlerinin matris elemanlarini bulmak isteriz. Jy ve Jy, J4 ve J.; ‘nin lineer
bir bilesimidir. Birimsellik yoluyla m’nin al¢altma ve yiikseltme degerlerinin her ikisini
iceren matris elemanlarini alirnz. Boylece kartezyen bazda x bileseni matris elemanlar

icin

(mlJ, | jm"

1 (2.30)
=3 [\/ (j+m)(j—m+1) 3, +/(j—m)j+m+1) 3, | ]5“.,

aliriz ki bu x bileseni elemanlar1 agik bir sekilde reeldir. y bileseni degerleri ise

tamamen sanaldir.
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(mlJ 1 jm’)

= WG m =m0 8+ X me 6,., J6,

2.31)

Son olarak kuantizasyon ekseni se¢imimiz yiiziinden — ki bu, z ekseni boyuncadir — z

bileseni i¢in gosterim, 6zellikle basit ve kdsegendir, yani

(JmlJ 1 jm’y=mé¢,, 9, (2.32)

mm =, j'

Acisal momentumu gosteren matrisler Hermitik’tir.



3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iki Acisal Momentumun Toplamu ve Clebsch-Gordan Katsayilar

Her biri acisal momentum 6zdeger ve 6zdurumlar ile karakterize edilen iki alt sistem
varsayalim. Burada iki alt sistemin dinamik olarak bagimsiz oldugunu, yani birinin
donmesinin digerinden bagimsiz olarak gerceklestigini varsayacagiz. Analitik olarak bu,
sistemlerin donme operatorlerinin yer degistirdigi anlamina gelir ki operatér cebri
acisindan bu daha basittir. Ornegin spin (alt sistem 1) ve yoriinge (alt sistem 2) agisal
momentumu arasindaki farka vurgu yapalim. Bunun i¢in asagidaki cebrin kullanimi

uygun olacaktir. Bu birlestirmenin nasil oldugu Sekil 3.1°de gosterilmistir (Thompson,

2004).
182
1
g, N\

Sekil 3.1  Solda alt sistemler 1 ve 2, kendi donme 6zelliklerine sahiptir. Sagda biitiin sistemin
donme o6zellikleri dikkate alinmaktadir.

3.1.1 Toplama icin Yar Klasik Vektor Modeli

Farzedelim ki sistem 1 i¢in acisal momentum “vektor’ii (agik konusmak gerekirse bir
vektor operatorii) j; ve z ekseni iizerindeki izdiisiimii (J,'nin 6zdegeri) m; olsun. Benzer
bicimde sistem 2 icin vektor j, ve kendi izdiisiimii de m; olsun. Sonucgta J'yi ve
izdiisiimii M’yi verecek sekilde j; ve j, vektorleri igin vektor toplam diyagrami Sekil
3.2’de gosterilmistir. Burada vektorlerin toplamim  klasik mekanikteki gibi

varsay1yoruz.
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Farzedelim ki Sekil 3.2’deki gibi (Thompson, 2004), J vektoriiniin biyiikliigii J ve

izdiisiimii M ile verilsin ve j; ve j, biiyiikliikleri de sabitlensin. Biz boyle bir durumu

| j,j,JM) seklinde yazacagiz. Ustelik bu siirlandirmalarla bile alt sistem vektorleri

Sekil 3.2 Klasik mekanikte j; ve j, gibi iki acisal momentumun J’yi verecek bicimde
birlestirilmesi. Bunlarin z ekseni iizerindeki izdiisimii sirasiyla m;, m, ve M’dir. Yariklasik
modelde her bir vektor z ekseni etrafinda doner(presesyon yapar).

( ki her biri z ekseni etrafinda presesyon yapar) M = m; + my toplam izdiisiimii

korunumu ile tutarh bir izdiisiimler bolgesine sahip olabilir. Bu yiizden birlestirildiginde
| j,Jj,JM) ketini veren | jm,) ve | j,m,) alt sistem ketlerinin bir bolgesi vardir. Klasik

olarak izdiisiimler bolgesi, vektorlerin presesyon dongiilerinin farkli evrelerinde var
olan iki bilesen gibi yorumlanabilir fakat bir bakima bdyle bir se¢cim J’nin izdiistimii

M’ nin sabit olmas1 demektir.
Bu vektdr modeli tanimi dogrudan dogruya J’nin bolgesi i¢in de segim kurallarim

onerecektir. Simdi iki agisal momentumun birlesiminin tam cebirik islemini

tiiretebiliriz.

3.1.2. Ucgen ve izdiisiim Secim Kurallari

Simdi yukaridaki vektér modelinde sunulan agisal momentum birlesiminin davranisini
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formiile edelim. Ik olarak 1 ve 2 alt sistemlerini ayri sistemler olarak tanimlamak

zorundayiz. Yani,

|j1m1> = |0{j1m1> |j2m2> = Iﬂj2m2> a#p 3.1

diyelim. Burada « ve 8 vektor uzaylarim ayiran etiketlerdir. Bu ayiricilar eger asikéar ise
biz genellikle @ ve S etiketlerini kullanmayacagiz. Ornegin bir cisim icin @ spin uzaymi
(i¢ serbestlik derecesi) ve 8 yoriinge acisal momentum uzayim gostermelidir, bdylece
B = (6,¢) olur. Diger bir 6rnek, « ve § farkli cisimleri gosterebilir, 6rnegin iki elektronu

veya bir ¢ekirdek ve yoriingesindeki bir elektron.

Makroskobik seviyede ilk agisal momentum Diinya’nin giines etrafindaki yoriingesinin
sekli ( hemen hemen dairesel bir yoriinge oldugundan cogunlukla /; = 0) olarak
tanimlanabilir, ikinci agisal momentum Ay’in Diinya etrafindaki yoriingesinin sekli
(¢cogunlukla da I, = 0) olabilir. Bu drnekte toplam a¢isal momentum Ay’in yoriingesinin
seklinin giinesten goriindiigi sekli gibi tanimlanabilir ki ayr1 ayr her bir yoriingeden
daha az simetrik olacaktir (birlestirilen /; ve [, den daha biiyiilk maksimum acisal
momentum). Burada, kullanilan kii¢iik acisal momentum sayilart i¢in uygun yoriinge

geometrisini tartisacagiz.

Acisal Momentum Operotorlerinin Birlestirilmesi: Simdi agisal momentum toplami

icin formiilii sunacagiz.
J=Jli+) (3.2)
Operatoriinii dikkate alalim. Eger 1 ve 2 alt sistemleri bagimsiz ise o zaman J; ve J»

operatorleri yer degistirir. Boylece her bir operator ayri ayri agisal momentumun temel

komiitasyon kurali olan,

JxJ=i (3.3)

kurala uyar. Boylece
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I x3, =i, J,xJ, =i, JIxJ=i) (3.4)

yazilabilir. Kavramsal olarak tiim sistemin (J) sonsuz kii¢ciik donmeleri, Sekil 3.1’de
gosterildigi gibi bagimsiz alt sistemlerin (J; ve J,) sonsuz kiiciik dénmelerinin bir

karigimadir.

J’nin etkin oldugu uzay bir dogrudan carpim Hilbert uzayidir. J’nin bilesenleri igin

uygun ketler, asagidaki gibi alt sistem ketlerinin dogrudan ¢arpimi bigiminde olacaktir.

T jm) jmyy = (I, 1 jm))1 jomy)+ 1 jim )Ty, 1 j,m,)) (3.5)

Burada i bir operatoriin bilesenlerini gosterir, ornegin i = x, y, z (Kartezyen bazda) veya

i=+1,0, -1 (kiiresel bazda) gibi.

J?nin izin verilmis 6zdegerleri bolgesini tamimlayalim. Bunun igin klasik mekanikten
bildigimiz iki vektoriin toplami iglemini hatirlayalim. Sekil 3.2’e dikkat edelim. Klasik
mekanikte vektorlerin toplami icin kullanilan {iggen kurali burada da gegerlidir. j; ve j»
vektorleri ile bunlarin toplami olan J vektorii bir ticgenin kenarlarimi olustururlar. Bu
durumda, toplam vektoriin biiyiikliigii J = j; + j» ( paralel durum) ile J=lj; — jal
(antiparalel durum) arasinda olabilir. Ancak bu kez, toplam agisal momentum da

kuantalandigindan, tamsayi veya yarim tamsayr degerler alabilir. Yukaridaki bu

tartismanin sonucu olarak, J = j,— j, LI j— j, |=1,..., j,+ j,—L j,+ j, yada,

lj—L!<J < ji+ ], (3.6)

yazilabilecegi agiktir. Ayrica toplam vektoriin z-bileseni, bu iki vektoriin z-bilesenleri

toplamina esittir. Yani,
JZ=J12+J22 (37)

olur. O halde toplam agisal momentumun M kuantum sayis1 da
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M=m; +my (38)

olur ki bu, M’nin korunum sartidir. J°nin her bir degerine karsihik M = J,J-1,....,-J olan

2J + 1 durum vardir (Karaoglu, 2003). Béylece durumlarin sayist

jf(z J+1)=02j,+1)@2j,+1)

J=i= i)
olur.

Eger ji, j» ve J biiyiikliikleri bir tiggenin kenar uzunluklarin1 gosterseydi, (3.6) bagintisi
s6z konusu uzunluklarin bir iiggen olusturabilme sart1 olurdu. jj, j, ve J biiyiikliiklerinin
bir iicgen olusturabilme sartina iicgen kurali adi verilir ve A(jj.J) ile gosterilir. Ucgen
kurali siiphesiz s6z konusu biiyiikliiklere gore simetriktir ve Clebsch-Gordan
katsayilarinin  sifirdan farkli olabilme sartidir. Aksi halde, yani {iggen kural

gerceklenmedigi takdirde Clebsch-Gordan katsayilar sifir olur.

3.1.3. Clebsch-Gordan Katsayilari: Tanimlar ve Genel Ozellikler

Iki Acisal Momentumun Birlestirilmesi: Cok parcacikli sistemlerin agcisal
momentumlarinin etkilesmesine temel olusturmak iizere agisal momentumlan J; ve J,
olan iki parcacig1 gdz Oniine alalim Bu pargaciklarin durumlarini iki sekilde ifade etmek
miimkiindiir. Bunlar pargaciklarin serbest olarak diisiiniildiigii ¢iftlenimsiz gosterim ile
parcaciklarin birbirine bagh olarak diisiiniildiigii ciftlenimli gosterim denilen sekillerdir

ve Sekil 3.3’de (Brink ve Satchler, 1968) gosterilmistir.

a) Serbest (ciftlenimsiz ) Gosterim: Bu gosterimde her parcacik serbest birbirinden
bagimsiz olarak diisiiniiliir. Her parcacigin acisal momentumu ve momentumun Zz
bileseni sirasiyla; J; ve Ji, ve Jo, Jo,; Ozvektorleri de ljym;j,my> seklinde ifade edilir.

S6z konusu acgisal momentumlarin beklenen degerleri, k= 1,2 olmak iizere
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TV jmy jymyy =17 i (i + 1)1 jymy jom,)

jkz | jymy jomy) =10l jimy j,m,)

(3.9)

seklinde ifade edilir (Aygiin ve Zengin, 1992).

e
]

Sekil 3.3  a) (jimj,m,) gosteriminde j; ve j,, O. etrafinda serbestce presesyon yapar. J de
belirsizlik hakimdir. b) (JM) gosteriminde j; ve j,, J'yi verecek sekilde birlesmistir ve O,
etrafinda presesyon yapar. m; ve m, kararsizdir.

b) Ciftlenimli Durum: Bu gosterimde parcaciklarin etkileserek baglandigi seklinde
diisiiniiliir. Her parcacigin agisal momentumu (J;,J») toplam acisal momentum (J=
Ji+J>2) ve toplam agisal momentumun z bileseni (J,= Ji,+J2,) olur. Ozvektorii de
ljij2JM> seklinde ifade edilir. Toplam agisal momentumun karesi ile z bileseninin

beklenen degerleri de;

P jpIMy =102 j(j+1)1 j, j,dM) (3.10)
3,0 jjp My =t j j,JM)

olur (Aygiin ve Zengin, 1992).

Farkli iki matris temsilinin taban vektorleri birbirlerine bir {initer (birimsel) doniisiim

yardimi ile doniistiiriilebilir. Ve bu doniisiim;
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lem = Z Um'mq)jm' (31 1)

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde, serbest (ciftlenimsiz) temsilin taban vektorleri bagh

(¢iftlenimli) temsilin taban vektorlerine

.. 3.12
Wy = zC(]I.IZJ;mlmZM)lelmllezmz ( )
mm,
veya
L j1 M) = Z<j1m1j2m2 L1 M) jymy jymy) (3.13)
myn,

Uniter doniisiimii ile doniistiiriilebilir (Cansoy, 1994). Bu iiniter doniisiim matrisinin
C(jlng;m<J'1m1J'2m2 | j1Jj2IM) seklindeki elemanlarina CLEBSCH-GORDAN (veya
WIGNER) katsayilari ad1 verilir.

Acisal momentum operatoriiniin 6zdurumlarini dogrudan ¢arpim gosterimi seklinde

| ji MYy =D 1 jyjymm, )y jymmy |y j, M) (3.14)

mym,

yazariz. Burada teknik olarak biitiin islemlerin birim operator agilima,

DliXel=1

birim operator acilimi kullamilarak yapilmistir. Ket durumlarinin dogrudan c¢arpimi

asagidaki sekilde verilir.
| j1j2m1m2> =| 0{j1m1> | ﬁj2m2> =l j1m1> | j2m2> (3.15)

Burada ortadaki ifade kistm 3.1.2°de tartisildigr gibi dogrudan carpimin sekillendirdigi
durumlarin farkli Hilbert uzaylarindan olmast gerektigini amimsatir. Son bigim

kullanildiginda anlam belirsizligi olmaz. Dikkat edilirse bu sonu¢ icin en azindan

| jym) 1 j,m,) vel j,m,) | jim;) durumlari arasinda bir fark vardir.
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(3.14ydaki (j, j,;m, | j, j,JM) Kkatsayilar1 Clebsch-Gordan veya vektor toplam

katsayilar1 olarak adlandirilan bu katsayilar birlestirilmis durumlarda her bir ¢arpim

durumu i¢in genligi verir.

Dogrudan Carpim Acilimlari: Acisal momentumla ilgili ¢aligmalarda (3.14) agilimu,
toplam aralig1 ve katsay1 notasyonu sebebiyle farkli sekillerde karsimiza ¢ikar. Ozellikle
bicimsel caligmalarda bazen toplamada en biiyiikk miimkiin serbestlik istenir. O zaman

(3.14) agikea,

Ji 2
1 j,j,IM) = z zlj1m1>|j2m2>5m,+mz,M<j1j2m1m2|j1j2JM> (3.16)

m==jj my==j,

olarak yazilabilir. Bazen 6 fonksiyonu agiktir veya ciftlenim katsayilart icine dahil

edilmis olabilir. Sol taraftaki M’ nin sabit olduguna dikkat edin.

Clebsch-Gordan Katsaylarimn Birimselligi:

a. Birimsel J Toplami: Ag¢isal momentum operatorlerinin Hermitik olma 6zelliklerinden
biliyoruz ki ozfonksiyonlar (ag¢isal momentumun Ozfonksiyonlar1) ortogonaldir ve
ortonormal olarak secilebilirler. Bu, alt sistem 1 ve alt sistem 2 nin her ikisi i¢in dogru

ise onlarin dogrudan carpimi i¢in de dogrudur. Boylece,
(rammy | jy jymymy )y = (Gimi | jimy ) jamy | jmy) = 5_,-;_,-;5,”{,,,1 5,3,”2 5m'2m2 (3.17)

yazabiliriz. Bu ¢ogu zaman uygulanir. Bununla birlikte uygun j bilesenleri ve sonra
(/,M) durumlarn cinsinden bir birim operator ifadesi eklersek, Clebsch-Gordan

katsayilari i¢in J toplam birimsel bagintisin1 buluruz.

Z<J1J2ml,m; I JIJZ‘]M><.]1.]2JM I jlj2mlm2> = é‘mlm’ mym} (318)
J

Burada M iizerinden bir toplam olacaktir. Fakat boyle bir toplama sadece bir terim katki

saglar, yani
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m+m, =M =m+m, (3.19)

Ciftlenim katsayilar1 gercek (reel) olarak secilebilir. (3.18)’daki ikinci bra-ket atilabilir.
O zaman bir ciftlenim katsayis1 ortaya cikar. Bu iligski bu yiiziinden Clebsch-Gordan

katsayilarinin ortonormalligi olarak da agiklanir.

b. Birimsel m-Bilesen Toplami: Clebsch-Gordan katsayilarinin diger bir birimsel
ozelligi bagh | JM ) durumlarmin ortonormalligini dikkate alarak tiiretilebilir. Bra ve
ketlerde bu agilimlar ile ve onlarin hesaplanan skaler carpimlari, dogrudan ¢arpim
durumlan cinsinden Onceki tiiretime benzer olarak Clebsch-Gordan katsayilar icin m-

toplama iligkisi icin,

Z(jljsz/l JrJammy )y jommy |y j,JM) =6, 6, (3.20)

mymy

buluruz (Thompson, 2004). Ayrica bu 0=0 seklinde ilgimizi ¢cekmeyen bir baginti
degildir. Gergek ciftlenim katsayilarinin kullanimiyla ilk katsayilar atilabilir. Boylece

ortonormal bir m-toplam elde ederiz.

Spinor Gosterimleriyle Clebsch-Gordan Katsayllarimin Tanumlanmasi: Clebsch-
Gordan katsayilarinin formuliinii tiiretmek i¢in acisal momentum durumlarinin spindr

uzayr temsillerini ve indirgenmis dénme matris elemanlarimi kullanacagiz. Boylece
tiretimimiz temel spin-yart durumlarn arasinda j, gibi kavramsal bir birime sahip

olacaktir. Tek alt durumun sonlu donmesini ve baghh durumlarin sonsuz kiiciik

donmelerini kullanacagiz.

Acisal momentum (j,71)’in spindr uzay1 temsili,

Zj+ij—m
(j+m) (j—m)

u( jm) = (3.21)
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ile verilmisti. Burada

=1 =O 3.22
X+_O X__l ( )

oldugu Boliim 2’de gosterilmisti. ¥, Ozvektorleri agisal momentum matrisi s, =0, /2
icin de uygundur. s,’nin (Pauli matrislerinin z-bileseni) 6zdegerleri bu matrisin kosegen

elemanlar1 olup *+1/2 dir. Boylece X, ve X sirasiyla spin-yukari ve spin-asagi

durumlarimin 6z vektorleridir ve ortonormallik 6zellikleri de,

XX =1 %:Xi =0 (3.23)
dir.

Bu j-m spin-asagi durumlariyla birlestirilmis bir spin-1/2 sisteminin j+m spin-yukari
durumlar1 seklinde Sekil 3.4 deki (Thompson, 2004) gibi gosterilebilir. Mademki
mevcut uygulamalarda agisal baglihik simdilik ilgimizi ¢ekmiyor, spinorlerdeki S’y1

ihmal edebiliriz.

Amacimz {j, j,mm, | j, j,JM) Clebsch-Gordan katsayilarini bulmak. Oyle ki,

w(IM) =" "uljm, Ju(j,m, X j, jmm, | j, j,JM) (3.24)

my . ny

yazalim. Buradaki her bir u (3.21) bicimindedir. (3.24)’ten anlasilacagt gibi u(j;m;) alt
sistem 1’i, u(jomy) alt sistem 2’yi, (j, j,mm,| j,j,JM) ise iki sistemi baglayan matris

elemanlarini temsil etmektedir.

Biz 6nce gergin-M Ozfonksiyonunu (burada “gergin” ile kastedilen durum acisal
momentum vektorlerinin ayn1 dogrultuda zit yonelimlerinin oldugu durumdur.) ve

onunla iligkili katsayilar1 dogrudan bulalim, sonra daha kiiciik M degerlerine basarili bir



28

sekilde uygulayacak ve alcaltma operatorii J_;’in uygulamalarini tekrarlayip yapacagiz.

Notasyonu hafifce iki alt sistem spinorleri

z z
A
~
\\\f
N 3
h . LJ f‘
N e
7 ; /{ 5 y

Sekil 3.4 Yar klasik vektor modelinin spindr-uzay: temsilinin bir goriintiisii. Once sistem
dondiiriliir (sol taraf) ve sonra y ekseni etrafinda £ boyunca dondiiriiliir (sag taraf). Burada 5
spin-yukar1 spin-1/2 altsistemi ve 3 spin-asag1 spin-1/2 altsistemi vardir. Boylece sol taraf m =
(5-3)/2 =1 ve j = (543)/2 = 4 olan bir sistemi gosterir. Sag tarafta goriiniin bir m bolgesi vardir
fakat hala j = 4 ‘tiir.

kapsayacak sekilde genisletecegiz. Bunu %, ve X, ile yapacagiz. Karma sistem i¢in

basamak operatorleri,

Jy = (Xltalx + X2i82$) (3.25)

olarak tamimlanir. Eger yiikseltme operatoriinii gergin duruma uygularsak sifira

esitlemek durumundayiz. Boylece
(105 +Xps0ns Ju(JT) =0 (3.26)
olur. Bu denklemin ¢6ziimii,

u(JT) = 000 Xos = Ao Kosr X X)) (3.27)
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olur. Burada ¢ belirtilen degiskenlerin herhangi bir fonksiyonudur. Halbuki u(JJ) %, X,_

de 2j; dereceden ve Y,,X,. de 2j, dereceden homojendir, bu durumda,
wl7) =20 0 Xae = %o ) 20”07 € (3.28)
k

biciminde belirli olmak zorundadir. Burada Cy katsayilardir. (3.28)’deki parantez igiyle
J, komiitatiftir (yer degistirir) ve k = j; + j» — J olmadik¢ca Cx = 0 olur. Boylece

(3.28)’deki toplamda sadece bir terim vardir, bu yiizden,

u(]]) = (Xl—X2+ X2 X )jl+j2_] X1+J+jl _j2X2+J_jl+j2 C (3.29)

olacaktir. Terimlerde bir tek katsay1r vardir o da C’dir ve asagida tanimlanacaktir.
(3.28)’1in sag tarafim1 genisletmek ve altsistem Ozfonksiyonlarma uyan terimleri birlikte

toplamak i¢in (3.21) kullanilirsa,

)= C X1y \/ gjfz }j Ejf i ;: X (i o= I Y iy Juloms) - (3.30)

bulunur (Thompson, 2004). Buradaki sabit ile farkina vardik ki altsistem durumlarinin
katsayilar1 (3.24)’a gore sadece gerekli Clebsch-Gordan katsayilaridir. Bu katsayilar

ortonormal olup C’yi miimkiin kilar ve gergin-M ciftlenim katsayisini tanimlar.

Bu noktada Condon ve Shortley faz korunumundan bahsedelim. (3.30)’deki C gercek ve
pozitif olarak secilir. Boylece biitiin agisal momentum ciftlenim katsayilan gercek
olacak ve birimsel bagmtilar, ortonormallik bagintilart olacaktir. Bu diinya ¢apinda

kullanilir (belki de evrenseldir). Yapilacak biraz islem ile C’yi,

\/ (27+1)
U+ =i =i+ i) Gt h=I YU+ ji+ j+1)

(3.31)
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buluruz. (3.30) i¢indeki bu degiskenler yoluyla J = M icin uygun Clebsch-Gordan

katsayilarin1 tamimlayabiliriz. Fakat simdi genel katsayilan tiiretelim.

Genel Clebsch-Gordan Katsayuari: Aslinda J = M katsayilarimiz oldugundan biz
digerlerini u(JJ) iizerine (3.25)’deki alcaltma operatorii J_;’in etkisini deneme yoluyla
iretebiliriz. J — M kere uygulanan operatér u(/M) durumunu iiretir ve onun c¢iftlenim
katsayilar1 cinsinden ifadesi (3.24)’dur. Baz1 ustaca cebirik islemlerden sonra standart

Clebsch-Gordan katsayisi icin

<j1j2m1m2 l ]1]2‘]M> = Smlerz,M v 2‘]+1

><\/(J+ jl_jz)/(‘]_ j1+j2)/(j1+jz_J)'/(J+M)/(J_M)/ (3.32)

(it got T+ Gi=m Gyt m, Y (= my ) (i + my )

oy VT o T m = )= k).
k\NT=ji+ j,= k) T+ M—=k)(k+ j,— j,—M)!

ile verilen bir ifade bulunur (Thompson, 2004). Faktoriyeller negatif olmadigindan k
izerinden toplam tiim tamsayilar iizerindedir. Bu ciftlenim katsayilar i¢in iki 6zel deger

bulalim.
j2 = 0 icin Clebsch-Gordan Katsayisi: Bekledigimiz gibi ikinci agisal momentum sifir

oldugunda, iicgen kurali ve vektor-toplam modelinin her ikisi de sadece J = j; gerektirir,

o zaman M = m olur. Bu degerler (3.32) genel formiiliinde yerine yazilirsa,
<j10m10|j1-]m1>:1 (3.33)

toplamda sadece bir terim oldugundan (3.20) ortonormallik sartiyla tutarli bir sonug

buluruz.

J = 0 icin Clebsch-Gordan Katsayisi: Varsayalim ki J = 0, bu, (3.6) iicgen kurali ve

Sekil 3.2 vektor-toplama modelinin her ikisine gore eger j, = j; ve my = - my ise
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miimkiindiir. (3.32) genel formiiliindii yerine konursa toplamda sadece k = 0

terimlerinin kaldigim goriiriiz ve

—1)im
Chgimy,—my |, 00) = L (3.34)

V2 j,+1

olur. Bu “paralel olmayan” ¢iftlenim dizilimi i¢in bir olasilik verir.

Clebsch-Gordan katsayilarinin yaygin kullanimina ragmen ¢ok daha simetrik bir bigimi

3-j katsayisidir. Simdi bunu aciklayalim.
3.1.4 3-j Katsayilar1 ve Ozellikleri

Simdiye kadar iki a¢isal momentum 6zdurumlarim birlestirmeyi gdz Oniine alip 6zel bir
yontemle iigiincii acisal momentum (J,M)’i bulmak i¢in islem yaptik. Daha simetrik bir
davranig, benzer terimlerde ii¢ acisal momentum dikkate alip 3-j katsayilar cinsinden

ifade etmektir.

Semboller iizerine bir not: Simdiye kadar toplam agisal momentum sayilarini gésteren
cesitli indisler yoluyla j harfini ve izdiisiim sayilarimi gostermek igin ise m etiketini
kullandik. Her acisal momentum ve donme 6zelliklerini vurguladigimizda bu pratigi
devam ettirecegiz. Diger taraftan, katsayilarin cebirik islemleri i¢in indisleme yapmadan
degiskenler kullanmak daha kolaydir, 6rnegin a,b,c gibi. Bunlann izdiisim kuantum

sayilari ise Yunan alfabesi harfleriyle gosterilir, 6rnegin &, /3, y gibi.

Jj1 ve j» gibi iki acisal momentum durumunu (j3, -m3) gibi iigiincii bir bigimi olusturacak
sekilde birlestirdigimizi varsayalim. Ayrica ayni1 j3’ii bu durum ile birlestirelim fakat z
izdiisiimii m3 zit tarafta olsun, bu durumda toplam izdiisiim sifir olur. Bu ciftlenim
durumunda toplam j = 0 demektir. Biz simdi sifira esitlenen {i¢ ac¢isal momentum

yoluyla bi¢imlenmis izotropik bir nicelige ( bir skaler) sahibiz. Ciftlenim katsayilarinin
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yerini tutan ifade Wigner tarafindan bulundu ve 3-j katsayist olarak adlandirildi. 3-j

katsayisinin simetri 6zellikleri Clebsch-Gordan katsayilarina nispeten daha basittir.

3-j Katsayisimn Tiiretimi: 3-j katsayisini tiiretmek icgin, daha Onceki paragrafta

tanmimlanan acisal momentum ciftleniminin cebiriyle oynayalim. ilk kombinasyon,

1(ia) Jsmmsy = D 1 jim) 1 jymy) Gy jymmy |,y jy.immy) (3.35)

mymy

dir. (0,0) durumunu iireten ikinci birlesim,

| (j1j2j3 )00> = Zl (jljz)j3’_m3> | jsmy) {Js Jymmymy | s j; 00) (3.36)

ny

dir. Gerekli katsayilar (3.34)’dan (—1)"™ /,/2 j,+1 olarak bulunmustu. Eger biz

simdi (3.36) de bunu kullanirsak ve (3.35) ile birlestirirsek ii¢ acisal momentumu sifira

esitleyen ifadeyi buluruz. Yani,

m, my

1y j.J J00) o< zljlml>|jzmz>|jsm3>[i; 2l j (337)

mymyig

olur. Burada orant1 sabiti sadece bir asamadir. U¢ agisal momentumun sifir olacak
sekilde toplanmasiyla tanimlanan, Wigner’in 3-j  katsayis1 olarak adlandirdig

katsayilar1 agikladik.

(jl j2 j3 Jz (_ l)jl’jz’mz <j1j2mlm2 I j1j2j3’_m3> (3.38)

m, m, my N2 75+1

3-j katsayist,

m,+m,+m; =0 (3.39)



33

olmadik¢a sifirdir ve (3.37) iicgen kurallarim1 saglamak zorundadir. (3.38) icine
Clebsch-Gordan katsayisi i¢in verilen (3.32) formiiliiniin dahil edilmesiyle, 3-j katsayis1

i¢in bir formiilii hemen buluruz.

(.]1 Jo T3 J: §n1]+,,12+n13,()(_l)j]_jz_ms

m, m, m,

X\/(13+j1—j2)!(j3—j1+jz)!(j1+jz—jg)!(jg—mg)!(mmn! (3.40)
(j1+jz+j3+1)!(j1_m1)!(j1+m1)!(jz_mz)!(j2+mz)!
» (1) (4 jyrm— k) (j,—m,+k)!

= KW= i+ o= k)1 (s = my— k) Wk+ j,— j,+my)!

Bu formiilden 3-j katsayisinin ¢esitli dzelliklerini ¢ikarabiliriz.

3-j Notasyonunda Temel Formiiller: Simdi 3-j kullamlarak birlestirilen iki acisal
momentum icin temel formiilii asagiya yazacagiz, sonraki formiiller genellikle bu

bicimde verilecektir. 3-j notasyonunda temel dogrudan carpim genislemesi (3.14)

Ji J2
| ]1]2JM> = Z ZI jlml> | j2m2>5ml+mz,M

my==jy my==j,

B : Ly
x(=1) \/2J+1(]1 /2 j

m, m, —M

(3.41)

yoluyla agiklanir. Bu ifade baslangi¢c olarak (3.14) Clebsch-Gordan tanimindan ¢ok
daha kullanigsiz sikici olmasina ragmen 3-j katsayisinin daha simetrik olmas1 onu er gec

daha uygun duruma getirecektir.

Birimsel J toplami (3.18) ve (3.32)’nin birlestirilmesiyle

Z(Z .]3+ 1)( Jl/ Jf J3 j{ Jl J2 Jgj = 6m1m1' 5m2m; 5m] +my,—ny (342)
n/Ll 2 2

Js m, m; \m; m, nj

olarak bulunur. (3.20) de yerine yazilirsa, birimsel m toplami,
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z (2J.3+1)(J1 J> ij(]l J2 Jsj _ §j§‘j3§m3m; (3.43)

my,my m s \my i, Ny

olur. Boylece J ve m toplaminin her ikisinde, 3-j katsayis1 ortogonallik sartlart 2j; + 1

agirlik faktorlerini gerektirir.

Bir 3-j katsayisinda acisal momentumun birinin sifir olmasi halinde ilk sdylenecek,

(3.34)’un benzerine sahip oldugumuzdur. Yani,

o0 s (=)™
=5 5 L 3.44
[’nl 0 n"g] JJz T my,—img l2j1+1 ( )

dir. Yine, bu Clebsch-Gordan katsayr bagintisindan daha ¢ok karmagsiktir fakat j; ve

Jj3’iin degisimi altinda daha basittir.

3-j ve Clebsch-Gordan Katsaylarumin Karsilastirilmasi: Cebirsel baginti (3.38)’iin
disinda iki c¢iftlenim katsayist arasindaki farki goz Oniine alalim, Sekil 3.5°de
gosterildigi gibi acisal momentumun kendi kombinasyonlart icin yar1 klasik vektor

modeli (Kisim 3.1) ¢izmeyi kolaylastirir.

Toplam agisal momentumun sifira esitlenmesi 3-j katsayisini iiretir ve Clebsch-Gordan

katsayisindan daha simetriktir. Simdi 3-j katsayilarinin simetri 6zelliklerine bakalim.

J Yerdegisimi ve Izdiisiim Isaretinin Degismesi Altinda Simetriler: Clebsch-Gordan

katsayilar ile karsilastinldiginda 3-j katsayilarinin dort onemli simetri 6zelligi vardir.
flk olarak 3-j katsayisi igin verilen (3.40) ifadesinde k" =k— j,+ j,+m,+m, yazalim, o

zaman toplam yeniden diizenlenir ve dogrudan

Ja Ji J
-m, —m -y

[ o) Jsj (3.45)

mm, Iy
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Sekil 3.5 Bir Clebsch-Gordan katsayis1 (solda) ile bir 3-j katsayisinin (sagda) arasindaki
farkin gosterimi. Sag ve soldaki gosterimlerde j; ve my’tin dogrultularinin ters cevrildigine
dikkat edin ve m toplam kurali iki katsay1 arasindaki farktir.

oldugu goriilebilir. ikinci simetri 6zelligi benzer olarak tiiretilebilir.

[J] J5 jzj:(_l)j]+jz+j3 [jl ) j3j (3.46)

m. m; m, m.m, m,

Ugiincii  simetri  ozelligi (3.40)’'te k"= j,+ j,— j—k yazilir ve toplam yeniden

diizenlenirse

(_ Ji J> .]3] — (_ 1)./1"'./2‘*’./3 ( S ) J3] (347)

m —m, —ny mym, m

olacaktir. Dordiincii simetri 6zelligi (3.46) ve (3.47)’nin birlesimiyle

( V) J3j _ (_ 1)j1+jz+js ( Jioh J3j (3.48)

m, m Iy m._m, Iy

olarak bulunur. Bu ve (3.47)’deki simetri bir 3-j katsayisinin siitunlarinin degisimi igin

genel simetri sartini verir:
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3-j katsayisinin siitunlarinin ¢ift permiitasyonu onu degismez birakir.

3-j katsayisinin siitunlarinin tek permiitasyonu (— l)j‘+j2+j3 nin bir faz (3.49)

degisimini tiretir.

Acisal Momentumun Birlestirilme Diizeninin Anlami: Birlestirme diizeninin
I( Ji jZ)JM> veya I( b jl)JM> olmasinin 6nemsiz olmasini iimit ediyoruz. Yinede

genellikle bir fark sdzkonusudur. (3.48)’teki permiitasyon 6zelliginin

| (o )IM )y = (= 1) 7" 1(5,j, ) IM ) (3.50)

oldugu goriiliir. Bu ylizden iki acisal momentumun birlesim diizeni 6nemlidir. Ciftlenim
diizeninin yer degistirmesi bagli ve serbest durumlarin toplam agisal momentumunun
her ikisine bagli olarak bir faz degisimini ortaya cikarabilir. Ornegin yoriinge (/) ve spin
(s) Ozketlerini toplam acisal momentumu (J) verecek sekilde birlestirdigimizi
farzedelim. Gergin ve katlamali (“katlamali” durum ile kastetdigimiz acisal momentum

vektorlerinin ayn1 yonde paralel yonelimleridir.) durum igin sirasiyla,

|(s1)J =1+ s, M) =l (Is)J =1+5,M)

2min(Ls) (351)
|(s1)J D I-s, M) =(=1"""" 1(1s)J D I-s1,M)

yazabiliriz. O nedenle s = 1/2 (niikleonlar veya elektronlar) katlamali durumu icin eger

[ = 0 ise ciftlenim diizeninin yer degistirmesi altinda isaret degismez, fakat daha biiyiik /

degerleri i¢in degisir.
Iki agisal momentum birlesme diizenine operatérlerin matris elemanlar: da duyarlidir.

Ornegin aynt J'nin durumlar1 arasinda bir O operatoriinii dikkate alalim fakat /; ve

yoriinge agisal momentumlari farkl olabilir. (3.50)’1 kullanarak hemen,

((s1))IM" 101 (sL,)IM )y = (= 1) ((1,5) IM" 10| (L,5) JM ) (3.52)
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oldugu goriiliir. Matris elemanlarinda benzer bir faz degisimi oldugundan béyle bir faz
degisiminin etkisi Ozellikle kafa karnistirici olabilir. Ciftlenimlerin yeniden
diizenlenmesiyle artan faz degisimleri, e8er biri hesaplama siiresince ciftlenim
diizeniyle tutarli ise sorun olusturmaz. Bununla birlikte biiyiilk hesaplamalarda bu
duyarliligr siirdiirmeksizin farkli bilim adamlan tarafindan farkli islemler yapilabilir,
bilhassa biiyiik bilgisayar programi iceren durumlarda. Dolayisiyla parite islemlerini
taklit eden sahte etkiler kolaylikla gosterilebilir. iki agisal momentum birlestirildiginde
yeniden etkilesme durumunda faz ¢ogunlukla bir sikintidir. U¢ veya daha ¢ok acisal
momentum ile yeniden etkilesme ¢ok daha ilgi cekici bir problemdir. Sonraki kisimda

bunu ele alacagiz.

Tiim Izdiisiimlerin Sifir Yapilmasiyla Bagh Durumlar: Eger bir 3-j katsayisinin kendi
manyetik altdurum izdiistimlerinin tiimii sifira esitlenirse (3.40) genel ifadesi basit bir
sekle indirgenir. Ilk olarak (3.47) deki tiim m degerlerinin isaretinin degisimi icin kural,

eger m degerleri sifir ise 6zdes ¢iftlenim katsayis1 ortaya ¢ikar. Bu yiizden,

a b c
=0 a+b+c tek (3.53)
0 0O

olmalidir. Sifir olmayan katsayilar iizerindeki bu sinirlama kendi sayilarini, verilen a ve
b icin her zamanki 2min(a,b)+1 degerinden min(a,b) +1’e indirger. Sifirdan farkli

katlamali durum ¢ = |6 — al ve gergin durum ¢ = a +b durumlar da dahildir.

Ciftlenim katsayis1 tartigmalan ile ilgili (3.53) sart1 “parite korunumu” na yol acar.
Ciinkii bu katsay1 bir sistemde parite korunumu ile ilgili olarak bir genlik faktorii olarak
sikca goriiniir. Bununla birlikte bu durum yansima simetrisinden ¢ok donme simetrisi
ile ilgilidir. z—-z altinda parite ile bu katsayi iliskisi bize m—-m’yi verir, oyleki m = 0
ise katsay1 degismez. Bu sartin bir sonucu dénme simetrisinin parite simetrisinin yerini
almasidir. Dolayisiyla parite korunumu testi niyetiyle tasarlanan deneylerin en basiti

sadece (3.53)’in dogrulugunun gosterilmesi olabilir.

Sifirdan farkli katsayilar icin a+b+c cift i¢in (3.40)’in basitlestirilmesiyle,
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a b c)_ _1)¢ g/ (2g-2a)(2g-2b)(2g-2¢)
(0 0 OJ_( 1 (g—a)-’(g—b)/(g—c)f\/ (2 g+1) (3.54)

elde edilir (Thompson, 2004). Burada g = (a+b+c) / 2 bir tamsayidir. Bu 3-j
katsayilarinin tiim izdiisiimlerin sifir olmasi pratik uygulamalarda yaygin olarak ortaya

cikar.

3.2 6-j Katsayilari

3.2.1 Uc Acisal Momentumun Toplanm

Burada ii¢ acgisal momentumun birlestirilerek dordiincii bir bi¢cime ulasildigi cesitli
ciftlenim sekillerini gosterecegiz. Siiphesiz c¢iftlenim sekilleri arasindaki iliskiyi
anlamak pratik hesaplamalar ag¢isindan 6nemlidir. Aksi halde ciftlenim siras1 degisirse

tiim hesab1 yeniden yapmak gerekir.

Uc Acisal Momentumun Toplamu Icin Racah ve 6-j Katsayilari: Burada ii¢ acisal
momentumun aralarinda dordiincii bir bi¢ime doniistiiriilme problemini tesis edecegiz.
Bilesenler ve bileskeler arasindaki fark anlamini yitirecek ve bir onceki kisimda
kullandigimiz bazi j ifadeleriyle, indislerini burada kullanmayacagiz. Toplam acisal
momentum icin (a, b, ¢, d, ...) gibi Latin alfabesinin harflerini ve izdiisiimler i¢in

onlarin Yunan alfabesindeki benzerleri olan (&3 %4, ...) gibi harfleri kullanacagiz.

Iki A¢isal Momentumun Toplami: Kisim 3.1.3’te a ve b gibi iki acisal momentumun
ciftlenimini tiiretirken, yerdegistiren a ve b’nin ¢iftlenim durumlar1 fazinin, 3.45’e gore,
(— l)”b_c ile ¢ seklinde degistigini gosterdik. Bu faz dnemsiz olmasina ragmen ihmal

edilemez. Asagidaki tartismamizda da dolayl olarak ima edilecektir. Meselda J, +J5

ciftlenim durumu J, + J, gibi 6zdes bir durumu vermez.
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Uc Acisal Momentumun Toplamu: Spin ve yoriinge agisal momentumu veya bagimsiz
yoriinge acisal momentumlarimi gosteren farkli Hilbert uzaylarina etkiyen {ii¢ acisal

momentumun birlesimini dikkate alalim.

J.=J,+J,+J, (3.55)
Burada ii¢ operatoriin farkli Hilbert uzaylarma etkidigini varsaydik. Ornegin, spin ve
yoriinge acisal momentum veya bagimsiz yoriinge acisal momentumu gibi. J. 'nin bir

acisal momentum operatorii oldugu aciktir. Bunu gostermek i¢in
J.=J,+J, (3.56)

seklinde bir ifade dikkate alalim. Ciftlenim i¢in 3-j katsayilariyla gosterilen (3.36)

ifadesinin kullanimiyla 6zdurumlar;

a—b+e a b e
|(ab)ee) = laaylbB)(-1) \/2g+1(0{ 5 _Ej (3.57)

seklinde yazilabilir. Burada toplam « + 8 = € seklinde @ ve 8 iizerindendir. Daha sonra
J.=J.+]J, (3.58)

seklinde agisal momentum operatériinii dikkate alalim. Bu operatér,

|(ed)c;/>=2|eg>|d5>(—1)f‘”%/2&1(6 d CJ (3.59)

e 0 —y

seklinde  Ozdurumlara sahiptir.  Operator ve Ozdurumlarin neden farkh

kombinasyonlarini se¢miyoruz? Su kadarini sdyleyelim ki bunun belirli bir sebebi yok.

J,=1,+], (3.60)
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secebiliriz. Bunun 6zdurumlar da,

I(bd)f¢>=2|bﬁ>|d5>(—l)h‘”¢1/2f+1(; ;l _;j (3.61)

olarak diizenlenir. Burada toplam 8 + 6 = ¢ seklinde 8 ve ¢ iizerindendir. Boylece
toplam acisal momentum operatorii,

J.=J,+J, (3.62)

ve 0zdurumlar da,
laf)eyy = laoy | f )(=1)"""2c+ 1[“ ; C] (3.63)

olur.
Racah ve 6-j Katsaylariun Tammi: (3.59) ve (3.63) daki |(ed)c y ve l(af)cy)
Ozketleri arasindaki iliski nedir? Mademki her bir ciftlenim bir birimsel doniisiim

yoluyla tarif edildi, bu iki ¢iftlenim arasinda da bir birimsel doniisiim olmak zorundadir.

Bu iligkiyi Wile gosterecegimiz Racah katsayilar1 cinsinden,

[(ed)c y) =D af ) )| 2e+1)2 f+1)W(abcd:;ef ) (3.64)
f
olarak yazanz. Wigner 6-j katsayilar1 da Racah katsayilar1 cinsinden,

a b e - '
{d . f}:(—l) W (abed; ef) (3.65)

olarak tanimlanir. 2 ile gosterilen faz

X =atbtctd (3.66)
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ile verilir (Thompson, 2004). Boylece e ve f araciligiyla bu iki yeniden ciftlenim

katsayis1 arasindaki baginti asagidaki gibidir.

l(ed)ery =Dl af)e pRex N2 f+1) (—1)2{2 i ;} (3.67)

Bu ikinci acilim biraz karmagik olmasina ragmen, 6-j katsayis1 W katsayisindan daha

simetriktir (Thompson, 2004).

6-j Icin Geometrik Bicimler: Kistm 3.1.1°de iki acisal momentum bir ii¢iinciisiinii
verecek sekilde toplandiginda (Clebsch-Gordan katsayilar1) veya ii¢ acisal momentum
sifir olacak sekilde (3-j katsayilar1) toplandiginda tiggenlerle nasil temsil edildigini ve
bilhassa bu katsayilarin simetrilerini gordiik. Simdi ii¢ agisal momentum arasinda
yeniden etkilesimler icin 6zellikleri ortaya ¢ikarmak ve goziimiizde canlandirmak igin
benzer geometrik temsiller kullanacagiz. Bu durum alti agisal momentumun toplamini

icerir. Ciinkil iki arac1 terim ve bir de bilegke terim vardir.

d

o
—
(on
n

a

Sekil 3.6 e veya f acisal momentum araci terimleriyle ¢ bileskesini elde etmek i¢in a, b ve d
gibi {i¢ acisal momentumun toplamina gore dort ¢iftlenim iiggeni.

a, b ve d’'nin e veya f araci terimi araciligiyla yeniden etkilesim durumu (3.66) ve
(3.67)’de verildigi gibi bileske acisal momentum c’yi verir. Sekil 3.6 de gosterildigi gibi
bu durum dort ¢iftlenim iiggeni igerir. 1, 2, 3 ve 4 seklinde gosterilen ve dort iicgen ile

temsil edilen ciftlenim (3.56) — (3.62) de yapildi (Thompson, 2004).
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Dortyiizlii ve Dortgen Gosterimleri: Racah veya 6-j katsayilarinin yeniden etkilesimi
icin katsayilarin iki geometrik goOsterimi vardir. Biri iic boyutlu dortylizli ve

diizlemdeki izdiisiimii, digeri ise bir dortgen ve kosegenleridir (Thompson, 2004).

Sekil 3.7  Racah ve 6-j katsayilarinin geometrik gosterimi, bir dortyiizlii (solda) veya bir
dortgen ve kosegenleri (sagda).

Her ikisinde de birbirine bagh alti ¢izgi vardir ve katsayilarin simetri 6zelliklerini
Ozetler ve 6-j katsayilarin1 gostermek icin kullanilabilir. Sekil 3.7°de gosterilen
geometrik bicimler Sekil 3.6’daki dort iicgenin birbirine yapistinlmis hali gibi

diistiniilebilir.

Sekil 3.7°deki sekiller W(abcd;ef) Racah katsayilarin1 kendi iiggenleri A(abe), A(edc),
A(bdf), A(afc) kullanilarak gosterebilir. Benzer sekilde 6-j katsayis1 {abe,dcf}’yi de
gosterebilir. Burada matbaa diizenine uygun olmast icin katsayilarin ikinci sirasi

birincisinden bir virgiil ile ayrilmistir.

Karma gosterim: Yeniden etkilesim katsayilarinin diger bir grafik temsili Sekil 3.8 de
gosterildigi gibi matematik ve bilgisayar alaninda karma gosterim denilen gosterimdir

(Thompson, 2004).

Karma gosterimin bu agamada belirli bir avantaji olmamasina ragmen dokuz acisal

momentumun etkilesimi s6z konusu oldugunda oldukga faydalidir.
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Sekil 3.8  Racah ve 6-j katsayilan ile ilgili olan alti agisal momentum ciftleniminin agac
temsili. Siirekli ¢izgiler (3.64) esitliginin sol tarafindaki ketler ile ilgilidir. Kesikli ¢izgiler ise
(3.64)’un sag tarafini temsil eder.

Ucgen Sartlari: Racah veya 6-j katsayilarinin her birinin sifirdan farkli olmasi icin
Sekil 3.9 te kabaca gosterildigi gibi dort iiggen sartin1 saglamalidir. Bu sekilde degerleri
A ile gosterilen dort iicliiden her biri katsaymnin sifirdan farkli olmasi i¢in Sekil 3.7°de

de gosterildigi gibi kapali bir iiggen biciminde olmak zorundadir (Thompson, 2004).
a b e
d ¢ f
A A A A A A
A A A A A A

Sekil 3.9 Bir 6-j katsayisi i¢in dort liggen sarti.
3.2.2 6~ Katsayllarimin Formiilleri

3-j Katsayilar: Cinsinden A¢ilim: 3-j ve 6-j katsayilarinin ¢arpimlan {izerinden birkag
acilimi asagida tiiretip daha sonra kademeli olarak bunlari ayrracagiz. Ik agilim
(3.67)’deki bagint1 ile yapalim. 3-j katsayilarinin bir ¢iftini iceren orijinal durumlar

laay, |b ) ve |dd) icine her bir durumu genisletelim. Her bir durum farkli bir Hilbert

uzayinda cizilir ve her bir uzayda agisal momentum 6zdurumlar ortogonaldir. Her iki

yanda carpimlarinin katsayilarin esitleyebiliriz. Boylece ilk kurali,
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;(2f+1)(—1)2{3 ‘C’ :H‘; ; _;j[z ; _ch(_l)f_e_a_a

s s )

buluruz. Bu formiilde izdiisiimler @, 8 ve vy ile verilir. Halbuki (3.34)’deki ¢, v ve €, 3-j

(3.68)

katsayilarinin m-toplam sarti araciligiyla tiiretilmisti. Sonraki formiillerde m-toplam

sartlart ve 6-j ve W katsayilar1 arasindaki bu iligski devam ettirilecektir.
Ikinci formiil i¢in (3.68)’iin sol tarafindan f toplami ve bir 3-j katsayist kaldirilir ve

(3.38) m ortogonallik sartinin kullanilmasiyla sag tarafda 3-j katsayilariyla bir toplam
carpilir. Boylece ikinci kural,

a+b+c+d | A b e a f Y
(_1) {d C f} (0{ (1) —7}
fe—a—sfa b e) (e d c) (b d f
=20 [0{ B —ej (6 s —VJ [ﬁ 5 —wj

bulunur. Yukaridaki ifade ii¢ 3-j katsayisinin carpimlan iizerinden toplama icin bazen

(3.69)

uygundur. Son toplama kuralimiz 6-j katsayisi i¢in agik bir ifadedir ve

atbic b e
_1 atbtctd |
( ) {d c f }

=3 (1) (2e41) [‘; b ej (Z ; CJ (3.70)

aps B —€ -7
X[b d fj [a f cj
B 6 -o)\a ¢ -y

olarak bulunur. Burada «, 8 ve ¢ ilizerinden toplam, sabit bir toplam gerektirdiginden
zoraki bir ifadedir. Temel ifade olan (3.67)’ten goriilebilecegi gibi bu, iki ciftlenim
durumu bra-ketinin kendi bilesen durumlarinin genisletilmesiyle bulunacak sonucun
aymdir. Bu yontemle goriilecegi gibi 6-j katsayisi manyetik alt durumlardan

bagimsizdir, yani z ekseni i¢in se¢ilen dogrultuya baglh degildir (Thompson, 2004).



45

Bir 6-j katsayisimin acilimi dort 3-j katsayisinin carpimlan iizerinden bir toplam
biciminde olmasi istenilmesine ragmen, mesela (3.70)’deki gibi, sayisal igslemlerde ¢ok
da etkili degildir. Clebsch-Gordan ve Racah katsayilar1 arasindaki bagintiya 6zdes tek

bir cebirsel toplam ifadesinin olusturulmasina Racah onciiliik etti. Bu cebirsel ifade,

_ (a+b—c) (a+ c=b) (b+c—a)
Alabe) = \/ (a+b+c+1) S

seklinde tanimlanan A fonksiyonuyla yazilabilir. Bu ve asagidaki ifade de katsayinin alti

elemaninin da iicgen bagintilarini sagladigimi farzediyoruz. Bu durumda 6-j katsayist

d ¢ f
x> (=1) (a+ b+ c+d+1-k) (3.72)

x[ke+ f—a—d+k)(e+ f—b—c+ k)"
x[(a+ b—e— kN (c+ d— e— k) (a+ c— f— kW (b+d— f— k)]

{a b e}=(_1)“*”*”" Alabe)A(acf )A(bdf )A(cde)

seklinde olur (Thompson 2004). (3.72)’de k iizerinden toplam bdolgesi, toplamdaki
faktoriyel elemanlar1 negatif olmayacak sekilde secilir. (3.72)’deki ilk faz faktorii eger
ihmal edilirse, Racah katsayis1 W(abcd; ef) icin bir ifade bulunur.

3.2.3 6-j Katsayillarimn Ozellikleri

6-j katsayilar icin ifadeler tiiretmis olmamiza ragmen bazi sadelestirmeler olmaz ise
katsayilardaki degerlerin biiyiimesi nedeniyle bu ifadeler ¢ok kullanigsizdir. Bu

sadelestirmeler i¢in ortogonallik ve simetri iliskileri kullanilir.

6-j Katsaydarimin Ortogonallik Bagintilari: 3-j katsayilarinin j toplami ortogonallik
bagintis1 olan (3.37)’yi c¢iftlenmis durumlarin ortogonalligini dikkate alarak tiirettik.

lcy) ile leeg) ciftlenmis durumlar: i¢in benzer bir analiz birim operatorle yapilir. O

zaman 6-j katsayilar arasindaki ortogonallik bagintisini;
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2(26+1)(2f+1){2 ’ eHa ’ e}=5fg (3.73)

. c flld c g

buluruz. Eger her bir 6-j katsayisi ilgili oldugu Racah katsayisi ile yer degistirirse ayni
toplama kuraliyla sonuglanir. W ve 6-j katsayilar1 sadece (3.66) fazi1 kadar birbirinden
farklidir ve (3.73) daki her iki faktore benzer. Toplama i¢in ¢esitli ara durumlarin
kullanilmasiyla 6-j ve Racah katsayilarinin carpimlari i¢in bir ¢ok toplam kurali

bulabiliriz.

3.3. Clebsch-Gordan, Gaunt, 3-j ve 6-j Katsayllarimin Binomial Katsayilar

Cinsinden ifadesi

Neden Binomial Katsayilar: Binomial katsayilar kullanilarak yapilan hesaplamalarda
bir katsayinin hesaplanmasi i¢in gecen siirede kayda deger kisalmalar goriilmiistiir. Bu
stire kisalmasini, dogrudan faktoriyelli hesaplarda yer almayan fakat binomial katsayilar

icin tanimlanan tekrarlama bagintisi saglamaktadir.

Clebsch-Gordan Katsayilart

1
Ll — (_ 1)5(m1+‘m1‘+m2+‘m2‘+m3+‘m3‘)<lll

mymymy 2m1m2|lllzl3m3>

<l1lzm1m2|l1lzl3m3> =90,

3.1+,
1
(21, +1)° Fy,, (1, +1, +15 +1)Fl3+m3 (213) 2
(21, +1)(21, +1)F11+12—13 (1, +1, +1, +1)F12—11+13 (l,+1, +1, +1)E1+m1 (21, )F12+m2 (2,)
x Z 1) F (@ +1, -1 )Fll—ml—t (1; —my )Flz+m2—t (13 +m;)
t
(3.74)

Burada t
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dir (Guseinov ve ark., 2009).
Gaunt Katsayilar

Gaunt katsayilar iki Clebsch-Gordan katsayisinin veya 3j katsayisimin ¢arpimi olarak

tanimlanir.

\/( 211 + 1) (212 + 1) Cl1lzl3 C11/2/3 (3.75)

c (llml’lsz): (21 +1) 000 & om—mym,
3

LoL o LY(L L
I _ (_1\mtm, 1 2 3 1 2 3
Ch (Lm,Lm,) = (1) \/(211+1)(212+1)(0 . Oj(ml Cm _mj 3.76)

En genel durumda ise Gaunt katsayilari,

Fy (28 - -1 )Fl3 (g)
(2¢ "'1)F213 (2¢)

Cls (lll/n1 R lzmz ) - (_ 1)8‘(12 —m, )+%(‘ml ‘+‘m2‘+‘m3 ‘)

(21, +1)(21, + I)le +m (1, +1, +my )le +y -+ L +1,+1,+my) 2
F (t, +1, —m, )Fl3—m3 (21, )Fl3 +my (2L +2m, )Fll +ly—my L +1, +1,+m;)

Xz(_ 1) Fl3—m3—z(lz —my =L —my—1)F,(, +m +t)Fll—m1—t(ll +1 _13)Fll+12—13 (4, +1,+ms)
Fom, (4, +1,+ms)

t

(3.77)

1
burada g=5(11+lz+l3), my=m; —my ve L —m —1, <t <(l, —my,l, +m, —m,) dir.

olarak tanimlanir (Guseinov ve ark., 2009).
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3-j Katsayilart
1
ll lz l3 _ [ —l, —m; Fll —lp+l3 (211 )Fl1 + =13 (212 )F—l1 +h+l (213 ) 2
- 5—m3 My 41y (_ 1) A(111213 )
my o, my Fyom QL)F, 1, 25)F, (L)
X 2(— l)ka (t,+1, -1, )Fll—ml—k (=L +1 )F12+m2—k (L +5+13)
k
(3.78)

burada (0,1, =I5 +my, L, =1, —m; )< k < (I, + I, — Ly, —m,, 1, + m,) dir (Guseinov ve ark.,

2009).

6-j Katsayilar
a b c|_Alabc)Acde)Albdf)ia b c (3.79)
d e f Alaef) d e f
burada
A(abc)z\/(a+b—c)!(a—b+c)!(—a+b+c)! (3.80)
(a+b+c+1)!
ve
Alabc) = ! (3.81)
F.., (a+b+c+1)F, (2c+1)F,,. (2c)

dir (Guseinov ve ark., 2009).

Burada yer alan F,,(n) nicelikleri binomial katsayilar1 olup,
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!
S L for 0<m<n
F,(n)={m!(n-m)! (3.82)
0 for m<0Qand m>n.

seklinde tamimlanirlar. Burada biitiin katsay1 ve semboller binomial katsayilar cinsinden
ifade edilip bilgisayar hafizasinda depolanmistir. Binomial katsayilari i¢in asagidaki

tekrarlama bagintis1 kullanilmistir.

n+1

F, (n)= (
m

= 1) F,_(n) (3.83)

Binomial katsayilar1 hafizadan alip Clebsch-Gordan ve Gaunt katsayilarinda, 3-j ve 6-j

sembollerinde yerlestirmek i¢in F,,(n) katsayisinin tam pozisyonu,

F(n,m)= ”(”2”) +m+l (3.84)

bagintisiyla tanmimlanmistir (Guseinov ve ark., 2009).



4. BULGULAR

Denk. (3.74) Mathematica
l; I, m L mo stiresi (s)
i¢in sure (S)
35 20 |15 25 10 0. 0.
115 |60 (55 65 50 0. 0.
180 |90 (85 95 90 0. 0.016
380 [190 | 185 195 |-190 0. 0.031
480 290 | 185 295 |-190 0.015 0.094
580 {390 |285 395 |-290 0.016 0.125
680 (390 |285 395 (290 0.031 0.141
900 |500 (400 550 [410 0.031 0.156

Cizelge 4.1 Clebsch-Gordan katsayilarinin hesaplanmasi (Guseinov ve ark., 2009).

Cizelge 4.1 dende goriildiigii gibi Clebsch-Gordan katsayilarinin binomial katsayilar
cinsinden ifade edilmis bagmtis1 olan Denklem (3.74) ile yapilan hesaplama siiresi ile
Mathematica’nin Clebsch-Gordan katsayilari icin hazirladigi kendi programi ile yapilan
hesaplamanin siiresi karsilastirildiginda belirgin  bir fark vardir. Kiiciik agisal
momentum degerlerinde, goriildiigii gibi kayda deger bir fark yoktur. Ancak acisal
momentum degerleri biiylidilkce hesaplama siireleri degismektedir. Her iki programin
hesaplama siireleri karsilastirldifinda binomial katsayilar kullamilarak yapilan

programin, katsayilarin hesaplama siiresini % 80- 87 arasinda azalttig1 goriilmiistiir.
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L ; - L m Denk. Denk. Denk. M:élrl:glz(l;i)ca
(3.75) (s) | (3.76) (s) | (3.77) (5)

404 2 04 1 2 0 0016 | 0015 0. 0.

4 118 2 1 14 ] 2 0. 0.016 0. 0.

60 | 60 | 35 | 52 | 32 | o. 0.016 0. 0.016
110 [ 88 | 75 [ 90 | 68 | 0.015 | 0.031 0. 0.

540 [450 [ 380 | 350 | 320 | 0.031 | 0.171 0.016 0.047
940 | 650 | 580 | 750 | 520 | 0.124 | 0324 | 0.031 0.140
1394]965 | 458 | 975 | 452 | 0.141 | 0.656 | 0.187 0.499

Cizelge 4.2 Gaunt katsayilarinin hesaplanmasi (Guseinov ve ark., 2009).

Cizelge 4.2’de ii¢ farkli denklem icin karsilagtirma gosterilmistir. Bunlardan Denklem

(3.75), Gaunt katsayisimin iki Clebsch-Gordan katsayisinin ¢arpimi, Denklem (3.76)

Gaunt katsayisinin iki 3-j katsayisinin carpimi olarak verildigi denklemlerdir. Denklem

(3.77) ise Gaunt katsayillarimin binomial katsayilarla ifade edildigi denklemdir.

Cizelgeden de goriildiigi gibi binomial katsayilarin kullanildigi Denklem (3.77) ile

yapilan hesaplamalarin siiresi Matematicanin kendi programu ile karsilastirildiginda %

63-77 daha kisadir. Denklem (3.75) ve (3.76) ile karsilastirildiginda ise % 48-71 daha

kisa hesaplama siirelerine sahiptir.

: L L - m m, Denk. Denk. (3.78, Mat::;?;ﬁca
(3.78,3.80) | 3.81,3.84)
143 {100 60 | -10 | 60 |-50 0. 0. 0.016
160 | 100 | 60 | -10 | 60 |-50 0. 0. 0.016
300 | 300 | 400 | -100 | 160 | -60 0.016 0. 0.016
300 | 300 | 400 | -200 | 260 | -60 0.016 0. 0.047
400 | 450 | 700 | -300 | -360 | 660 0. 0.016 0.078
800 | 700 | 900 | -50 | 80 | -30 0.094 0.078 0.140
750 | 650 | 1000 | -50 | -100 | 150 0.125 0.109 0.265

Cizelge 4.3 3-j sembollerinin hesaplanmasi (Guseinov ve ark., 2009).
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Cizelge 4.3’de Denklem (3.78, 3.80) grubunda, temel denklemimiz (3.78)’deki iigcgen
kuralinda faktoriyelli ifade kullanildi. Denklem (3.78, 3.81, 3.84) grubunda ise iigcgen
kuralim gosteren ifade de binomial katsayilar cinsinden ifade edildi. Ayrica binomial
katsayilarin hafizadaki yerlerini belirleyen (3.84) bagintis1 programa dahil edildi.
Sonugta Denklem (3.78, 3.81, 3.84) grubu ile yapilan hesaplama siireleri Matematica
programina gore % 58-79, Denklem (3.78, 3.80) grubuna gore ise % 13-17 daha kisadir.

Denk. Denk. (3.79, | Mathematica
a | b|c|d]e|]f siiresi
(3.79,3.80) | 3.81,3.84)

8 8 8 8 8 8 0. 0. 0.

20 | 20 | 20 | 20 | 20 | 20 0. 0. 0.016
128 | 120 | 72 | 112 | 48 | 80 0. 0. 0.
330 | 280 | 250 | 290 | 230 | 220 0.016 0.016 0.202
600 | 600 | 600 | 600 | 600 | 600 0.078 0.046 13.728
800 | 700 | 750 | 800 | 760 | 700 0.187 0.141 16.911
850 | 800 | 750 | 900 | 860 | 700 0.156 0.125 17.831

Cizelge 4.4 6-j sembollerinin hesaplanmasi (Guseinov ve ark., 2009).

Cizelge 4.4’de Denklem (3.79, 3.80) grubunda, temel denklemimiz (3.79)’deki iiggen
kurallarimi gosteren ifadelerde faktoriyelli ifade kullanildi. Denklem (3.79, 3.81, 3.84)
grubunda ise iiggen kuralim gosteren ifade de binomial katsayilar cinsinden ifade edildi.
Ayrica binomial katsayilarin hafizadaki yerlerini belirleyen (3.84) bagintis1 programa
dahil edildi. Sonugta Denklem (3.79, 3.81, 3.84) grubu ile yapilan hesaplama siireleri
Matematica programina gore % 92-99.3, Denklem (3.79, 3.80) grubuna gore ise %
19.8-41 daha kisadir.



S. TARTISMA ve SONUC

Binomial katsayilar kullanildiginda Clebsch-Gordan, Gaunt, 3j ve 6j katsayilarinin
hesaplanma siiresinin daha kisa oldugu goriilmiistiir. Bu kiyaslama i¢in Matematica
programi kullanilmistir. Bu katsayilarin hesaplanmasi ile ilgili olarak Matematica’da
hazir programlar mevcuttur. Bu programlar soézii gegen katsayilarin hesabi igin
faktoriyelli formiilleri kullanmaktadir. Esasen binomial katsayilarinin tamimi da ve
buradaki binomial fonksiyonlarda birer faktoriyel fonksiyondur. O halde binomial

ifadeler bu katsayilarin daha hizli ve hassas hesaplamasini nasil saglamaktadir?

Hesaplamalar icin gecen bilgisayarin hesaplama siiresi, bilgisayarin ozelliklerine
baghdir. Clebsch-Gordan ve Gaunt katsayilar ile 3j ve 6j sembollerinin hesabi i¢in iyi
bir bilgisayar hafizasina ihtiya¢ oldugu gibi 6zellikle biiyiik yapili atom ve molekiillerin
analizinde bilgisayarin islemcisi iizerine de agwr bir yiik bindirmektedir. Clebsch-
Gordan ve Gaunt katsayilari ile 3j ve 6j sembolleri binomial katsayilar cinsinden ifade
edildiginde bilgisayarin hesaplama siiresinin azaltilmasinda O©Onemli bir Kkatki
saglamaktadir. F,,(n) binomial katsayilarina, s6zii gecen katsay1 ve sembollerin hesabi
sirasinda defalarca ve tekrar tekrar ihtiya¢ duyulur. Eger F,(n)’lerin kullanim sirasi
bilinirse (Tablo 5.1’e bakinmz) hesaplamadan Once sirali olarak girilebilir. F,(n)
binomial katsayilarimi hafizaya girmek veya hafizadan geri ¢agirmak icin belirli bir
katsayinin yeri Denklem (3.84) kullamilarak tanimlanmaktadir. Kodun farkli kisimlar
icin hafiza kullanim isletim sistemi yoluyla bildirilen sanal hafizadir. Sanal hafiza
kullanimi program i¢in kullanilan sabit hafizanin iist siniridir. Bu yiizden Clebsch-
Gordan ve Gaunt katsayilar ile 3j ve 6j sembolleri ile ilgili ortaya ¢ikan hesaplama
probleminin iistesinden gelmenin en yaygin yolu bunlar1 hesaplamak ve bunlar1 sonraki
hesaplamalar icin bilgisayarin hafizasina depolamaktir. Ornegin 0’dan 1394’e kadarki
bolgede (0 < m < n) n icin binomial katsayilarmin yerlerinin kaynagi hafiza
bilesenlerinin 973710 degerini icerir. Dahas1 kaynak islemci zamam Denklem (3.84)
kullanildiginda 4.3 saniyedir. Bu yontemle yapilan hesaplamalar, bu konuyla ilgili olan

(Wei, 1998; Wei, 1999; Varshalovich, 1988; Guseinov, 1995) deki formiiller ile
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karsilastirlldiginda islemci zamanini azaltma avantajina sahiptir (Guseinov ve ark.,

2009).

n | m | F(nm)
0 0 1
0 2
1
1 3
0 4
2 1 5
2 6
0 7
1 8
3
2 9
3 10

Cizelge 5.1 F,(m) binomial katsayilar1 i¢cin konumlarinin kaynag: (Guseinov ve ark.,
2009).
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