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ONUR SÖZÜ

Yüksek Lisans Tezi olarak sunduğum ”FK Uzayları Üzerine” başlıklı bu

çalışmanın bilimsel ahlak ve geleneklere aykırı düşecek bir yardıma başvurmaksızın

tarafımdan yazıldığını ve yararlandığım bütün kaynakların, hem metin içinde hem de

kaynakçada yöntemine uygun biçimde gösterilenlerden oluştuğunu belirtir, bunu onu-

rumla doğrularım.

Mahmut KARAKUŞ



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

FK Uzayları Üzerine

Mahmut KARAKUŞ

İnönü Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

46+vii sayfa

2009

Danışman: Doç. Dr. Bilal ALTAY

Dört bölümden oluşan bu tezin birinci bölümünde, K- ve FK-uzayları ile ilgili genel

bilgiler verildi.

İkinci bölümde, diğer bölümlerin daha kolay anlaşılmasını sağlayacak temel

tanımlar ve teoremler verildi. Lokal konveks uzay ve dizi uzayları gibi kavramlardan

bahsedildi.

Üçüncü bölümde, K- ve FK- uzayları tanıtılarak bu uzayların sahip olduğu bazı

özellikler incelendi.

Dördüncü bölümde ise kesim operatörleri yardımıyla K- ve FK- uzaylarının bazı alt-

uzayları incelendi. Bu altuzayların sahip olduğu özellikler kullanılarak dualler arasındaki

ilişkiler verildi. Daha sonra Cesàro dönüşümü yardımıyla elde edilen bazı altuzaylar in-

celendi.

ANAHTAR KELİMELER: Dizi uzayı, K-uzay, FK-uzay, AK, AB, SAK, FAK ve

AD özellikleri.
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ABSTRACT

Graduate Thesis

On the FK Spaces

Mahmut KARAKUŞ
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Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

46+vii pages

2009

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bilal ALTAY

The present thesis consists of four chapters. In the first chapter, brief history of K-

and FK-spaces and general knowledge were given.

In the second chapter, for understand other chapters some basic definitions and the-

orems and basic concepts such as locally convex space and sequence spaces were men-

tioned.

In the third chapter, K- and FK-space were defined and some properties of these

spaces were examined.

In the fourth chapter, some subspaces of K- and FK-spaces were examined by section

operators. Using the properties of these subspaces, relation among the dual spaces were

given. Then, some subspaces generated by Cesàro means were investigated.

KEYWORDS: Sequence space, K-space, FK-space, AK, AB, SAK, FAK and AD

property.
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esirgemeyen sayın hocam Doç. Dr. Bilal ALTAY’ a, yalnızca ilim alanında değil aynı
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SEMBOLLER

N : Doğal sayılar cümlesi,

R : Reel sayılar cümlesi,

C : Kompleks sayılar cümlesi,

K : C veya R

||x||λ : λ uzayındaki x elemanının normu,

δk : k. terimi 1, diğer terimleri 0 olan dizi,

δ : Bütün terimleri 1 olan dizi,

x[n] : (xk) dizisinin,
n
∑

k=1
xkδk ile elde edilen n−li kısmı,

w : Tüm dizilerin lineer uzayı,

λ : w dizi uzayının herhangi bir altuzayı,

φ : Sonlu adette sıfır olmayan terimlerden oluşan dizilerin uzayı,

φ : φ uzayının kapanışı,

Hom(λ,μ) : λ uzayından μ uzayına lineer dönüşümlerin uzayı,

B(λ,μ) : λ uzayından μ uzayına lineer ve sürekli dönüşümlerin uzayı,

λ∗ : λ uzayının cebirsel duali,

λ′ : λ uzayının sürekli duali,

λA : A matrisinin λ− etki alanı,

cA : A matrisinin yakınsaklık alanı,

λα : λ dizi uzayının α−duali,

λβ : λ dizi uzayının β−duali,

λγ : λ dizi uzayının γ−duali,

λ f : λ dizi uzayının f−duali,

�∞ : Sınırlı dizilerin uzayı,

c : Yakınsak dizilerin uzayı,

c0 : Sıfıra yakınsayan dizilerin uzayı,

bs : Kısmi toplamı sınırlı seri oluşturan dizilerin uzayı,

cs : Kısmi toplamı yakınsak seri oluşturan dizilerin uzayı,
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� : Mutlak yakınsak seri oluşturan dizilerin uzayı,

�p : p−mutlak yakınsak seri oluşturan dizilerin uzayı,

bv : Sınırlı-salınımlı dizilerin uzayı,

bv0 : bv∩ c0
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1. GİRİŞ

Fonksiyonel analiz çalışmaları, özellikle 20.yy. başlarında biraz da modern düşünce

etkisiyle ciddi şekilde metot değişikliğine uğramıştır. Özellikle S. Banach’ın lineer ope-

ratörler teorisine yaptığı katkılar metodolojik açıdan bir dönüm noktası oluşturmuştur. İlk

zamanlar, yalnızca bazı geometri problemleri için kullanılmış olan topoloji ise, zamanla

diğer matematik dalları ile olan yakın ilişkisi ile her alanda bir metot değişikliğine yol

açmış ve kulanıldığı alanlara güçlü temeller kazandırmıştır.

Fonksiyonel analitik düşünce ile beslenen ve temellerini de topolojiden alan bir

program olarak FK-uzaylar teorisi, 20. yüzyılın ilk yarısında Mazur, Orlicz gibi

matematikçiler tarafından temelleri atılan, ikinci yarısında ise, Zeller’in, 1951 yılında

[34] ve [35] çalışmalarıyla başlattığı bir teori olarak bilinir. Bu teori, toplanabilmedeki,

özellikle matris alanları ile ilgili problemlerin büyük çoğunluğuna çözüm bulabilmesinin

yanısıra, topolojik dizi uzayları gibi bazı alanların gelişiminde de büyük bir rol

üstlenmiştir.

Vektör uzayı işlemlerini sürekli kılan topolojiye sahip lineer uzay, topolojik vektör

uzayı olarak bilinir. Bu vektör uzayı bir tam metrik uzay yapısına sahip ise Fréchet

uzay ve üstelik koordinat fonksiyonellerinin sürekli olduğu bir topoloji ile donatılmışsa

Fréchet-Koordinat uzay (FK-uzay ) adını alır.

FK-uzayları teorisi, Zeller’in [35] çalışmasıyla biraz daha önem kazanmış ve

böylece sonraki yazarların da bu konuda çalışmaya başlamalarıyla farklı uygulama alan-

ları edinmiştir.

Bugün özellikle, dizi uzayları ve matris dönüşümleri çalışmalarında K- ve FK-

uzayları önemli bir yer tutar. FK-uzaylardan edindiğimiz tecrübe ile daha önceden bilinen

dizi uzayları tarafından ihtiva edilen veya bunları kapsayan yeni dizi uzayları inşa ede-

biliyor, bu uzaylar arasındaki matris karakterizasyonlarını verip, uzayların α−, β−, γ−
ve f− duallerini ve bunlar arasındaki ilişkiyi, varsa kapsama veya eşitlik bağıntılarını in-

celeyebiliyoruz. Toplanabilme teorisinde, topolojik dizi uzayları kadar uzayların çeşitli

dualleri de önemli rol oynar. K- ve FK-uzaylarının belirli bazı özellikleri taşıyan ele-

manlarının cümlesi, uzayın özelliklerini incelemede kullanılır. FK-uzaylarının bazı alt-
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uzayları yardımıyla uzayın dualleri arasındaki ilişkileri belirlemek mümkündür. Mesela,

SAK(zayıf kısmi yakınsak) özelliğine sahip bir FK-uzayının topolojik duali β−duali ile

tanımlanır ve AK özelliğine sahip FK-uzayının α−,β− ve γ− dualleri çakışıktır.

Tarihsel gelişimine baktığımız zaman bu projenin gerçek mimarları arasında, teoriyi

ilk defa ortaya atan Zeller [34, 35], halen konuyla ilgili zengin çalışmalar veren Boos

[5, 6], özellikle toplanabilme ve matris teorisi boyunca bu uzaylardan faydalanmamızı

sağlayacak çalışmalar veren Wilansky [31–33], dizi uzayları ve matrislerde konül ve ko-

regüler olma ile ilgili önemli çalışmalar yapan Snyder [29, 30], Bennet [2–4], yine Cesàro

metodu ile yeni türden FK-uzaylar inşa eden ve özelliklerini inceleyen Buntinas [7–11] ve

Goes [17, 18], daha çok topolojik metod kullanan Mcgivnes, Ruckle [22, 26–28], Garling

[16], D. J.Fleming [14, 15] ve D. Noll [23, 24]; son zamanlarda Altay-Başar [1], Dağadur

[12], İnce [20] ve K.G. Grosse-Erdmann [19] isimleri sayılabilir.

1.1 Çalışmanın Kapsamı

Yüksek lisans tezi olarak hazırlanan bu çalışmada önce fonksiyonel analizin bazı

temel tanım ve teoremleri, dizi uzayları ve özelikleri verilecektir. K- ve FK-uzayları

tanıtılarak bazı altuzayları belirlenecektir.

Son olarak, Cesàro matrisi yardımıyla inşa edilen FK-uzaylarının yeni bazı altuzay-

ları incelenecektir.
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2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu bölümde, sonraki bölümlere temel teşkil edecek olan bazı tanım ve teoremler

verilmiştir. Vektör uzayı, topolojik uzay, normlu uzay, alt uzay, Banach uzayı gibi bazı

temel kavramların bilindiği kabul edilmektedir.

2.1 Temel Kavramlar

Bu kısımda, bazı genel topoloji bilgileri ve fonksiyonel analizde kullanılan bazı

tanım ve teoremler verilmiştir.

Vektör uzaylarının skalar K cismi, C kompleks veya R reel sayılar cismi, uzayın

birim(sıfır) elemanı θ, doğal sayılar cümlesi N = {0, 1, 2, 3, . . .} olarak alınmıştır.

Diziler ve serilerin indisleri belirtilmemişse sınırlar daima 0 dan ∞ ’a kadar alınacaktır.

Tanım 2.1.1. [5] λ bir lineer uzay ve τλ topolojisi bu uzay üzerindeki adi toplama ve

skalarla çarpma işlemlerini sürekli kılan topoloji olsun. Bu takdirde , (λ,τλ) ikilisi, lineer

topolojik uzay veya topolojik vektör uzayı (TVU), τλ topolojisi de λ üzerindeki lineer

topoloji olarak adlandırılır.

λ topolojik vektör uzayındaki sıfırın her komşuluğu, sıfırın konveks bir

komşuluğunu ihtiva ediyorsa λ uzayına lokal konveks uzay (LKU) denir.

λ, K cismi üzerinde bir vektör uzay ve P = {pi : i ∈ I}, λ uzayı üzerinde yarınormlar

ailesi olsun. U p
ε = {x ∈ λ : p(x) ≤ ε} olmak üzere

B =
{∩n

i=1U pi
εi : n ∈ N,εi > 0, pi ∈ P, i = 1,2,3, . . . ,n

}
cümlesi, λ üzerinde lokal lonveks bir topoloji için sıfırın komşuluklar tabanını oluşturur. λ

üzerinde B komşuluklar tabanı yardımıyla üretilen topolojiye, P = {pi : i∈ I} yarınormlar

ailesinin λ uzayı üzerinde ürettiği lokal konveks topoloji denir. Tersine, (λ,τ) lokal kon-

veks uzay ve B ailesi de λ uzayının kapalı mutlak konveks alt cümlelerinden oluşan sıfırın

bir komşuluklar tabanı olsun. Bu durumda, U ∈ B olmak üzere, U cümlesinin Minkowski

fonksiyoneli adı verilen ve

PU(x) = inf{r > 0 : x ∈ rU} (x ∈ λ)

3



ile tanımlı yarınormların P = {pU : U ∈ B} ailesi lokal konveks τ topolojisini üretir.

Normlu uzaylar lokal konveks uzaylardır.

Tanım 2.1.2. [5] (λ, p) ve (μ,q) aynı K cismi üzerinde yarınormlu uzaylar ve T : λ → μ

bu iki uzay arasındaki bir dönüşüm olsun. Her x, y ∈ λ ve α ∈ K için,

T (αx+ y) = αT (x)+T (y) (2.1.1)

eşitliğini sağlayan T dönüşümüne λ dan μ ye bir lineer dönüşüm denir. μ uzayı özel olarak

R veya C cismi olarak alınırsa, T lineer dönüşümü lineer fonksiyonel olarak adlandırılır.

λ dan μ ye lineer dönüşümlerin cümlesini Hom(λ,μ), sürekli lineer dönüşümlerin

cümlesini B(λ,μ) ile gösterilir. Hom(λ,K) cümlesine λ uzayının cebirsel duali denir ve

λ∗ ile gösterilir. B(λ,K) cümlesine λ uzayının sürekli duali(veya kısaca duali) denir ve λ′

ile gösterilir.

Teorem 2.1.1. [5] (λ,P) ve (μ,Q) birer LKU ve T : λ −→ μ bir lineer dönüşüm olsun.

Bu takdirde aşağıdaki önermeler denktir.

(i) T süreklidir.

(ii) T sıfır noktasında süreklidir.

(iii) Her q ∈ Q için q◦T bileşkesi süreklidir.

(iv) Her q ∈ Q, ∃n ∈ N, p1, p2, ..., pn ∈ P, ∀x ∈ λ için

q(T x) ≤ M
n

∑
j=1

p j(x)

olacak şekilde en az bir M > 0 sayısı vardır.

(λ, p) bir yarınormlu uzay ve ψ∈ λ∗ dönüşümünün sürekli olması için gerek ve yeter

şart her x ∈ λ için |ψ(x)| ≤ Mp(x) olacak şekilde M > 0 sayının mevcut bulunmasıdır.

Tanım 2.1.3. (λ, p) ve (μ,q) yarınormlu uzaylar ve T bu uzaylar arasında bir lineer op-

eratör olsun. Eğer her x ∈ λ için,

q(T x) ≤ K p(x) (2.1.2)
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eşitliğini sağlayacak şekilde bir K pozitif sayısı varsa T operatörüne ”sınırlı lineer opera-

tör” denir. Sınırlı bir lineer operatörün normu,

||T || = sup
θ �=x∈λ

q(T x)
p(x)

(2.1.3)

olarak tanımlanır.

Yarınormlu uzaylar arasında tanımlı lineer dönüşümlerin sınırlılığı ile sürekliliği

kavramları denktir. Bu denklik aşağıdaki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 2.1.2. (λ, p) ve (μ,q) yarınormlu uzaylar ve T : λ → μ bir lineer operatör olsun.

Bu takdirde:

(a) T , a ∈ λ noktasında süreklidir.

(b) T süreklidir.

(c) ||T || < ∞.

(d) Her x ∈ λ için q(T x) ≤ Mp(x) olacak şekilde M pozitif sayısı vardır.

önermeleri denktir.

Fonksiyonel analizde önemli bir yere sahip olan Hahn-Banach Teoremini ve bazı

sonuclarını verelim.

Teorem 2.1.3 ( Hahn-Banach Teoremi). [5] (λ, p) bir yarınormlu uzay, μ uzayı λ uzayının

bir altuzayı ve f : μ → R,

| f (x)| ≤ Mp(x), ∀x ∈ μ,M > 0

şartını sağlayan bir lineer fonksiyonel olsun. Bu takdirde; f fonksiyonelinin,

| f̃ (x)| ≤ Mp(x), ∀x ∈ λ

olacak şekilde μ’ den λ’ ya bir f̃ genişlemesi vardır.

Sonuç 2.1.1. (λ, p), bir yarınormlu uzay ve μ uzayı λ uzayının bir altuzayı olsun. Bu

durumda f ∈ μ′ fonksiyonelinin

f (x) = f̃ (x) (x ∈ μ) ve ‖ f‖ = ‖ f̃‖

eşitliklerini sağlayan bir f̃ ∈ λ′ genişlemesi vardır.
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Sonuç 2.1.2. (λ, p), bir yarınormlu uzay ve μ, λ uzayının kapalı bir altuzayı olsun. Bu

durumda, her x0 ∈ λ\μ için

g(x0) = 1 ve g|μ = 0

şartlarını sağlayan bir g ∈ λ′ fonksiyoneli vardır.

Bu sonucun, bir cümlenin yoğunluğu ve kapanışı tartışmalarında kullanılan iki

sonucu aşağıdaki gibidir.

Sonuç 2.1.3. [32] (λ, p) bir yarınormlu uzay ve μ uzayı λ uzayının bir altuzayı olsun. Her

f ∈ λ′ için f (μ) = {0} olması f ’nin sıfır fonksiyoneli olmasını gerektiriyorsa μ altuzayı

λ uzayında yoğundur, yani μ = λ eşitliği mevcuttur.

Sonuç 2.1.4. [33] (λ, p) bir yarınormlu uzay ve μ uzayı λ uzayının bir altuzayı olsun.

f (μ) = {0} olan her f ∈ λ′ için f (x) = 0 oluyorsa x ∈ μ önermesi geçerlidir.

Teorem 2.1.4 (Banach-Steinhaus Teoremi). [5], (λ, p) yarı normlu tam uzay, (μ,q) yarı

normlu uzay ve (Tn) ⊂ B(λ,μ) olsun. Eğer (Tn) dizisi

T : λ → μ

x → T (x) = lim
n

Tn(x)

şeklinde tanımlı T dönüşümüne noktasal yakınsak ise, T ∈ B(λ,μ) ve

||T || ≤ lim
n

inf ||Tn|| ≤ sup
n∈N

||Tn|| < ∞

eşitsizlikleri geçerlidir.

Teorem 2.1.5 (Düzgün Sınırlılık Prensibi). [5] (λ, p) ve (μ,q) yarınormlu uzaylar, (λ, p)

tam ve /0 �= Φ ⊂ B(λ,μ) olsun. Φ noktasal sınırlı ise, düzgün sınırlıdır.

Teorem 2.1.6. [33] (λ, P), topolojisi, P yarınormlarından elde edilmiş bir uzay, ψ ∈ λ′

ve pi, (i = 1,2, ...,m) yarınormları da P yarınormlar ailesinden seçilen bir koleksiyon

olsun. Bu takdirde, ∀x ∈ λ için,

|ψ(x)| ≤ M∑
k

pk(x) (2.1.4)

olacak şekilde M pozitif sayısı vardır.
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Tanım 2.1.4. T : λ → μ fonksiyonunun grafiği ,

G(T ) = {(x,y) ∈ λ×μ : y = T x}

şeklinde tanımlanır. G(T ) ⊂ λ×μ kapalı ise T dönüşümüne kapalı dönüşüm denir.

Teorem 2.1.7. (λ,P) ve (μ,Q) yarmetriklenebilir iki uzay olmak üzere, T : λ → μ

dönüşümünün kapalı olması için herbir (xn) ⊂ λ,x ∈ λ,y ∈ μ için

xn → x(λ,P)

T xn → y(μ,Q)

⎫⎬⎭ ⇒ y = T x

önermesinin geçerli bulunması gerek ve yeterdir.

Tanım 2.1.5 (Fréchet Uzay). Tam lineer metrik uzaya Fréchet Uzay adı verilir. Kısaca F

ile gösterilir.

Bir F- uzayın, alt uzay topolojisiyle elde edilmiş topolojiye sahip, kapalı her alt uzayı

yine bir F- uzaydır.λ, τ ve τ∗ topolojilerine sahip bir F- uzay olsun. Bu takdirde, τ ⊂ τ∗
ise τ = τ∗ olur.

Teorem 2.1.8 (Kapalı Grafik Teoremi). T : λ → μ, Fréchet uzayları arasındaki kapalı bir

lineer dönüşüm süreklidir.

Tanım 2.1.6. (λ,τλ) ve (μ,τμ) iki topolojik uzay ve T : λ → μ bir dönüşüm olsun. Eğer

T dönüşümü, λ uzayındaki her açık cümleyi, (T (λ),τμ|T (λ)) uzayındaki açık bir cümleye

dönüştürüyorsa, T dönüşümüne açık dönüşüm denir.

Mesela,

π j : (w,τw) → (K, | · |)

ile verilen koordinat fonksiyonelleri kullanışlı bir açık dönüşüm örneğidir.

Teorem 2.1.9. λ ve μ iki Fréchet uzay olsun. T : λ→ μ lineer, sürekli ve örten bir dönüşüm

ise, T açıktır.

T dönüşümü aynı zamanda birebir ise T−1 dönüşümü de süreklidir.
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Tanım 2.1.7. [5] λ, μ aynı K cismi üzerinde iki lineer uzay ve <,>: λ×μ → K bilineer

dönüşümü,

(D1) Sıfırdan farklı herbir x ∈ λ için < x,y >�= 0 olacak şekilde bir y ∈ μ vardır.

(D2) Sıfırdan farklı herbir y ∈ μ için < x,y >�= 0 olacak şekilde bir x ∈ λ vardır.

önermelerini sağlıyorsa, (λ,μ) ikilisi <,> bilineer dönüşümü ile dual çifttir denir.

(λ,P) lokal konveks Hausdorff uzay olmak üzere

<,>: λ×λ′ → K

(x, f ) → < x, f >= f (x)

bilineer dönüşümü ile (λ,λ′) bir dual çifttir.

(λ,μ) bir dual çift olsun. Herbir y ∈ μ için

py : λ → K

x → py(x) = | < x,y > |

şeklinde tanımlı dönüşümler λ üzerinde birer yarınormdur. P = {py : y ∈ μ} yarınormlar

ailesinin λ üzerinde ürettiği topoloji, lokal konveks olup, bu topolojiye λ üzerindeki zayıf

topoloji ((λ,μ) dual çiftine göre) denir ve σ(λ,μ) ile gösterilir.

2.2 Dizi Uzayları

Çalışmamız boyunca terimleri kompleks sayılar olan tüm dizilerin lineer uzayını w

ile gösterip, bu uzayın λ ⊂ w olacak şekildeki bir alt uzayına λ dizi uzayı diyeceğiz.

Sonlu adette terimi dışındaki terimleri sıfır olan dizilerin φ uzayı,

φ = {x = (xk) : sonlu adette terim hariç, ∀k ∈ N için, xk = 0}

ile verilir. Bu uzayın, {δk} cümlesinin gerdiği uzay olduğu açıktır. Burada, δk, k.terimi 1

diğer terimleri 0 olan dizi, δ ise (1, 1, . . . , 1, . . .) ile verilen tüm terimleri bir olan dizidir.

Dizi uzayları teorisinde sıklıkla kullanılan dizi uzayları, standard dizi uzayları olarak

adlandırılan sınırlı dizilerin �∞, yakınsak dizilerin c, sıfıra yakınsak dizilerin c0 ve p-
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mutlak toplanabilen dizilerin �p (1 ≤ p < ∞) uzaylarıdır. �∞, c ve c0 uzayları

‖x‖∞ = sup
k∈N

|xk|

normu ile ve �p uzayı

‖x‖p =

(
∞

∑
k=0

|xk|p
)1/p

normu ile Banach uzaylardır. Bu uzaylardan elde edilebilen bazı dizi uzayları, kısmi

toplamlar dizisi sınırlı bs, kısmi toplamlar dizisi yakınsak cs, sınırlı-salınımlı seri teşkil

eden dizilerin bv ve bv0 = bv∩ c0 uzaylarıdır. bs ve cs uzayları

||x||bs = sup
n
|

n

∑
k=1

xk|

normu ile, bv ve bv0 uzayları da

||x||bv =
∞

∑
k=1

|xk − xk+1|

normu ile Banach uzaylardır.

Tanım 2.2.1. (λ, ||.||λ) normlu uzayındaki {bn} ⊂ λ dizisini alalım. ∀x ∈ λ için,

lim
n

∣∣∣∣∣∣∣∣x− n

∑
k=0

αkbk

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ

= 0

olacak şekilde bir tek (αn)⊂ K dizisi mevcut ise {bn} cümlesine λ uzayının bir Schauder

bazı denir. {δ k} cümlesi, c0 ve �p uzayları için, {δ,δk} cümlesi de c uzayı için bir

Schauder bazıdır.

Tanım 2.2.2. λ ⊂ w dizi uzayı, her x = (xk) ∈ λ için,

πk(x) = xk, ∀k ∈ N

ile tanımlı πk koordinat fonksiyonellerinin sürekli olduğu topolojiye sahip ise K- uzay

adını alır.

Örnek 2.2.1. [5] w dizi uzayı,

d(x,y) = ∑
k

2−k |xk − yk|
1+ |xk − yk| (2.2.1)
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metriğinden elde edilen τw topolojisiyle bir K- uzay teşkil eder. (w,τw) topolojik dizi

uzayının bir x∈w noktasına yakınsayan x(n) = (x(n)
k ) dizini gözönüne alalım. Bu takdirde;

x(n) → x = (xk) ∈ (w,τw) ⇔ (x(n)
i ) → xi ∈ w, (koordinatsal)

önermesi geçerlidir. Yani, (x(n)) dizisinin x = (xk) dizisine yakınsaması için gerek ve

yeter şart ∀k ∈ N için

lim
n

x(n)
k = xk

olarak yakınsamasıdır. Bu yakınsama koordinatsal yakınsaklık olarak bilinir. τw topolojisi

de w üzerindeki koordinatsal yakınsaklık topolojisi adını alır. Bu topoloji, w üzerindeki

πk koordinat fonksiyonellerini sürekli kılan en zayıf topolojidir.

(λ, τλ) bir K- uzay ve μ ⊂ λ olsun. Bu takdirde (μ, τμ) de bir K- uzaydır. λ uzayı,

τ topolojisiyle bir K- uzay oluyorsa, bu topolojiden daha ince topolojilerle de bir K- uzay

teşkil eder.

Tanım 2.2.3. A = (ank) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve x = (xk) ∈ w

olsun. Eğer her n ∈ N için

(Ax)n =
∞

∑
k=0

ankxk

serileri yakınsak ise Ax = ((Ax)n) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen dönüşüm

dizisi denir.

λ ve μ herhangi iki dizi uzayı ve A bir sonsuz matris olsun. Eğer her x ∈ λ için Ax

dönüşüm dizisi mevcut ve μ uzayına ait ise A matrisi, λ uzayından μ uzayına bir matris

dönüşümü tanımlar denir. λ uzayından μ dizi uzayına tanımlı bütün matris dönüşümlerinin

cümlesi, (λ;μ) ile gösterilir.

Teorem 2.2.1. Bir A = (ank) sonsuz matrisinin (c, �∞) sınıfında olması için gerek ve yeter

şart,

||A|| = sup
n

∑
k
|ank| < ∞

bulunmasıdır.
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Tanım 2.2.4. [33] Bir λ dizi uzayındaki A sonsuz matrisinin λA matris alanı,

λA =
{

x = (xk) ∈ w : Ax ∈ λ
}
.

olarak tanımlanır. Bu durumda bir matrisin yakınsaklık alanı,

cA =
{

x = (xk) ∈ w : Ax ∈ c
}
.

şeklindedir.

Tanım 2.2.5. x, y ∈ w dizileri için

xy =
(
xkyk

)
k∈N

şeklindeki çarpımı, koordinatsal çarpım olarak adlandırılır. x ∈ w ve λ ⊂ w için,

x ·λ =
{

xy : y ∈ λ
}

ve λ,μ ⊂ w için

λ ·μ =
{

xy : x ∈ λ, y ∈ μ
}

(2.2.2)

olarak tanımlanır.

Tanım 2.2.6. λ ⊂ w, μ ⊂ w ve x ∈ λ, y ∈ μ dizileri verilmiş olsun. Bu dizilerin

x+ y =
(
xk + yk

)
, ∀k ∈ N

şeklindeki toplamı, koordinatsal toplam olarak adlandırılır. λ, μ ⊂ w uzayları için

toplama,

λ+μ =
{

x+ y
∣∣ x ∈ λ, y ∈ μ

}
şeklindedir.

Teorem 2.2.2 (Du Bois-Reymond Testi[5]). x = (xk) ∈ bv ve y = (yk) ∈ cs ise xy =

(xkyk) ∈ cs.

Teorem 2.2.3 (Dedekind Testi [5]). x = (xk) ∈ bv0 ve y = (yk) ∈ bs ise xy = (xkyk) ∈ cs.
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Teorem 2.2.4 (Abel Kısmı Toplamlar Formülü [5]). a = (ak),b = (bk) ∈ w, xn = ∑n
ν=0 aν

ve x−1 = 0 olsun. Bu durumda, her n,k ∈ N için

n+k

∑
ν=n

aνbν =
n+k

∑
ν=n

xν(bν −bν+1)− xn−1bn + xn+1bn+k+1

eşitliği geçerlidir.

Tanım 2.2.7. [28] λ,μ ⊂ w alalım. Çarpım uzayları olarak da bilinen λμ dual uzayı,

M(λ, μ) = λμ =
{

y ∈ w|xy ∈ μ,∀x ∈ λ
}

şeklinde tanımlanır. Kolaylık olması bakımından

λλ = M(λ)

ve

(λμ)μ = λμμ

yazılışları kullanılır. M(λ), λ uzayının çarpım cebiri olarak bilinir.

Tanım 2.2.8. Herhangi bir λ ⊂ w dizi uzayının α−,β−,γ− dualleri, sırasıyla

M(λ, �) =
{

y ∈ w : ∑
k
|xkyk| < ∞,∀x ∈ λ

}
,

M(λ, cs) =
{

y ∈ w : ∑
k

xkyk < ∞,∀x ∈ λ
}

,

M(λ, bs) =
{

y ∈ w : sup
n

∣∣ n

∑
k=0

xkyk
∣∣ < ∞,∀x ∈ λ

}
şeklinde tanımlanır ve λα, λβ ve λγ ile gösterilir.

Bu uzayların herbirisi yine bir dizi uzayı olup bunlar arasında,

φ ⊂ λα ⊂ λβ ⊂ λγ ⊂ w (2.2.3)

kapsaması geçerlidir. λ ⊂ μ ve ζ ∈ {α,β,γ} olmak üzere,

μζ ⊂ λζ
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kapsaması geçerlidir.[16]

φ uzayını kapsayan bir λ K-uzayının f -duali,

λ f =
{
{ f (δk)}| f ∈ λ′

}
olarak tanımlanır.

Birbirlerini kapsayan dizi uzaylarının f dualleri arasındaki ilişkiyi veren bir teoreme

yer verelim.

Teorem 2.2.5. [33] λ ve μ uzayları için λ ⊂ μ ise μ f ⊂ λ f kapsaması geçerlidir. λ uzayı

μ uzayı içinde kapalı ise μ f = λ f eşitliği geçerlidir.

Tanım 2.2.9. ζ ∈ {α,β,γ} alalım. λζζ = λ eşitliğini sağlayan λ dizi uzayına, ζ− uzay ;

ζ = α özel halinde ise Köthe uzay(mükemmel dizi uzayı) denir.

λ dizi uzayı için

{(yk) ∈ w| ∃(xk) ∈ λ,∀k ∈ N : |yk| ≤ |xk|} ⊂ λ

kapsaması geçerli ise, λ uzayına solid uzay denir.
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3. K- ve FK-UZAYLAR

Bu bölümde K- ve FK-uzaylarının tanımı ile bu uzayların bazı temel özelliklerini

vereceğiz.

3.1 K-uzayları

Bölüm 2.2 de, w uzayını, koordinat fonksiyonellerini sürekli kılan τw topolojisi ile

vermiştik. Herbir j ∈ N için

q j : w → R, x = (xk) → |x j|

fonksiyonları birer yarınorm ve (q j : j ∈N) ailesiyle tanımlı τw lokal konveks topolojisini

göstermek üzere, τw topolojisi:

1. Herbir j ∈ N için

π j : w → K, x = (xk) → x j

fonksiyonları süreklidir.

2. (w,τw) uzayındaki bir dizinin yakınsaklığı koordinatsal yakınsaklığa denktir.

3. τw topolojisi, π j( j ∈ N) fonksiyonlarını sürekli kılan en zayıf topolojidir.

4. (w,φ) dual çifti bakımından τw = σ(w,φ) eşitliği geçerlidir.

özeliklerine sahiptir.

Tanım 3.1.1 (K-uzay). Lokal konveks τλ topolojisi, τw topolojisinden daha kuvvetli olan

w uzayının λ altuzayına bir K-uzay ve τλ topolojisine de λ üzerinde bir K-topoloji denir.

Bu tanımdan,

1. (w,τw) uzayı bir K-uzaydır.

2. (λ,τλ) bir K-uzay ve μ, λ uzayının bir altuzayı ise (μ,τλ|μ) bir K-uzaydır.

14



3. (λ,τλ) bir K-uzay ise τλ topolojisinden daha kuvvetli olan lokal konveks topoloji-

lerle λ uzayı yine bir K-uzay teşkil eder.

4. Herbir (λ,τλ) lokal konveks dizi uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir.

(a) (λ,τλ) bir K-uzaydır.

(b) iλ : (λ,τλ) → (w,τw) içerme fonksiyonu süreklidir.

(c) Herbir j ∈ N için π j|λ : (λ,τλ) → (K, | |) fonksiyonları süreklidir.

(d) Herbir j ∈ N için q j yarınormları (λ,τλ) üzerinde süreklidir.

5. Her K-uzay Hausdorff uzayıdır.

sonuçları çıkarılır.

q j(x) = |x j| ≤ 2‖x‖ eşitsizliği geçerli olduğundan, �∞,c ve c0 dizi uzayları ‖ ‖∞

normu ile , bv ve bv0 uzayları ‖ ‖bv normu ile birer K-uzay teşkil ederler. 1 ≤ p < ∞

olmak üzere (�p,‖ ‖p) uzayı da bir K-uzayıdır.

Tanım 3.1.2 (Normal Topoloji). λ ve μ iki dizi uzayı ve φ ⊂ μ ⊂ λα kapsaması geçerli

olsun. Bu durumda her bir y = (yk) ∈ μ için

qy(x) = ∑
k
|xkyk| (x = xk) ∈ λ)

ile tanımlı fonksiyon λ üzerinde bir yarınormdur. Bu Qμ = {qy : y∈ μ} ailesinin λ üzerinde

ürettiği η(λ,μ) topolojisine (μ uzayına göre) normal topoloji denir.

φ ⊂ μ, λα ⊂ λβ ve py(x) ≤ qy(x) olduğundan, τw|λ ⊂ τPμ ⊂ η(λ,μ) kapsaması

geçerlidir. Bu nedenle (λ,η(λ,μ)) bir K-uzaydır. Her x ∈ λ için x = ∑
k

xkek (η(λ,μ)

topolojisine göre) eşitliği geçerli olduğundan φ uzayı λ uzayında yoğundur. Her f ∈ λ′

fonksiyoneli

f (x) = ∑
k

xk f (ek)

gösterimine sahiptir.

T : μ → λ′

y = (yk) → Ty = fy , fy(x) = ∑
k

xkyk
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ile tanımlı T dönüşümü için T (μ) ⊂ (η(λ,μ))′ kapsaması geçerlidir. T dönüşümünün

izomorfizm olması için gerek ve yeter şart μ uzayının solid bulunmasıdır.

η(λ,μ) topolojisinin (λ,μ) dual çiftinin bir topolojisi olması için μ uzayının solid

bulunması gerek ve yeterdir.

3.2 FK uzayı

Tanım 3.2.1. Tam lineer metrik uzaya, F- uzay, topolojisi, H, Hausdorff uzayının topolo-

jisinden daha ince ve λ ⊂ H olan λ lineer uzayına FH- uzay denir. Sürekli koordinat

fonksiyonellerine sahip tam lineer metrik uzay ise FK- uzay olarak adlandırılır. Topolo-

jisi normdan elde edilebilen FK- uzaya BK- uzay denir. F, FH, FK, BK kısaltmaları

Fréchet, Fréchet-Hausdorff, Fréchet-Koordinate, Banach-Koordinate kelimelerinden elde

edilmiştir.

Mesela w uzayı,

d(x,y) = ∑
k

2−k |xk − yk|
1+ |xk − yk|

metriği ile bir tam lineer metrik uzayı yapısına sahip olup üstelik bir koordinat uzay yapısı

da sergiler. İşte bu yüzden FH- uzayların H = w kabul edilmiş şekli FK- uzay gözüyle

görülür. Bu uzay, topolojisi normlanamadığı için bir BK- uzay değildir.

Daha önce standart dizi uzayları olarak ele aldığımız uzaylar, üzerinde tanımlanan

normlar ile birer BK- uzaydır [33].

3.3 Lineer Dönüşümler ve Matrisler

Teorem 3.3.1. (λ,τλ) ve (μ,τμ) sırasıyla F- ve FK- uzaylar, T : λ→ μ bir lineer dönüşüm

olsun. Bu takdirde aşağıdaki önermeler denktir.

(a) T süreklidir.

(b) iμ : (μ,τμ) → (w,τw) içerme dönüşümü olmak üzere iμ ◦T süreklidir.

(c) Tj = π j ◦ iμ ◦T : (λ,τλ) → (K, |.|), x → T [(x)] j , ∀ j ∈ N için süreklidir.
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Burada, T [(x)] j ile T (x) dönüşümünün j. koordinatı, π j ile de j. koordinat

fonksiyoneli kastedilmektedir.

İspat. (μ,τμ) bir K- uzay ve iμ sürekli olduğundan (a) ⇒ (b) açıktır. Yine, koordinat

fonksiyonellerinin sürekliliğinden (b) ⇒ (c) olduğu da kolayca görülebilir. (c) ⇒ (a)

olduğunu gösterelim.

x(n) → x, x ∈ (λ,τλ)

ve

T x(n) → y, y ∈ (μ,τμ)

olsun. Bu yakınsaklıklar koordinatsal olduklarından, Tj sürekliliğinden

y j =
[

lim
n

T x(n)
]

j

= lim
n

[
T x(n)

]
j

= lim
n

Tjx(n)

= Tj

(
lim

n
x(n)

)
= Tjx

= [T x] j

elde edilir ki bu ise y = T x olduğunu gösterir. Teorem 2.1.7 ve Kapalı Grafik Teoreminden

istenen elde edilir.

Sonuç 3.3.1. (λ,τλ) ve (μ,τμ) iki FK- uzay ve λ ⊂ μ olsun. Bu takdirde τμ|λ, τλ topolo-

jisinden daha zayıftır. Yine, λ bir dizi uzayı ve τ ve τ∗ bu dizi uzayı için lokal konveks

topolojiler olmak üzere eğer (λ,τ) ve (λ,τ∗) ikisi birden FK- uzay oluyorlarsa bu takdirde

τ = τ∗ olur.

Teorem 3.3.2. FK-uzaylar arasındaki matris dönüşümleri süreklidir.
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İspat. (λ,τλ) ve (μ,τμ) iki FK-uzay ve A : λ → μ bir matris dönüşümü olsun. A

dönüşümünün sürekli olduğunu göstermek için Teorem 3.3.1’den her bir n ∈ N için

An = πn ◦ iμ ◦A : λ → K

dönüşümlerinin sürekli olduğunu gösterelim.

Anv : λ → K

x → Anv(x) =
v

∑
k=0

ankxk

dönüşümlerini gözönüne alalım. Herbir v ∈ N için Anv ∈ λ′ olup, Banach-Steinhauss

Teoreminden,

(Ax)n = lim
v

Anv(x)

ile tanımlı An dönüşümü süreklidir.

Teorem 3.3.3. Herhangi bir FK- uzayının kapalı her altuzayı yine bir FK- uzaydır.

İspat. F-uzayların kapalı her altuzayının yine bir F-uzay ve K- uzay her altuzayının da

bir K- uzay olduğunu biliyoruz. Şu halde bir FK- uzayının kapalı her altuzayı yine bir

FK- uzaydır.

Şimdi, her biri yarınormlar tarafından üretilen sayılabilir çokluktaki FK- uzayların

herhangi kesişimlerinin ve sonlu toplamlarının yine bir FK- uzay olduğunu söyleyen iki

teoreme, ispatlarına değinmeden yer vereceğiz. Bu teoremlerde yarınormlar yerine norm-

lar alınırsa aynı özelliklerin BK- uzaylar için geçerli olabileceğini söyleyebiliriz.

Teorem 3.3.4. Sayılabilir çokluktaki FK- uzayların kesişimi yine bir FK- uzaydır. Yani;

her n∈N ve P =
⋃
n

Pn de {P1,P2, ...} yarınormlar ailesinin birleşimi olmak üzere, (λn,Pn)

her biri FK- olan uzayların λ =
⋂
n

λn kesişimi de bir FK- uzaydır.

Teorem 3.3.5. Her birinin topolojisi sayılabilir Pk yarınormlar ailelerinden üretilmiş

(λi,Pi) FK- uzayların

λ =
n

∑
k=1

λk
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toplamı,

qp(1),p(2),...,p(n)(x) = inf

{ n

∑
k=1

p(k)(x(k))
∣∣x =

n

∑
k=1

x(k), x(k) ∈ λk, p(k) ∈ Pk

}
ile verilen q yarınormlar ailesinin ürettiği FK topolojisiyle yine bir FK- uzaydır.

Yukarıda vermiş olduğumuz teoremin iki lineer topolojik uzay bakımından ifadesi

aşağıdaki gibidir.

Teorem 3.3.6. λ, μ, topolojileri sırasıyla p, q paranormlarından elde edilen FK-uzaylar

olsunlar. Bu durumda, λ + μ = {x+ y : x ∈ λ,y ∈ μ} uzayı da

r(z) = inf{p(x)+q(y)
∣∣x ∈ λ,y ∈ μ,z = x+ y}

paranormuyla bir FK- uzay olur.

Teorem 3.3.7. Herbir n ∈N için λn FK- uzayları arasında λn ⊂ λn+1 olsun. Bu uzayların

λ =
⋃

n λn şeklindeki birleşimlerinin de bir FK- uzay olması için gerek ve yeter şart λ = λn

olacak şekilde bir n ∈ N sayısının olmasıdır.

Bir FK- uzayının sürekli bir lineer dönüşümünün tersi altında görüntüsünün yine

bir FK- uzay olduğunu biliyoruz. Bu özellik, bir bakıma FK- uzay elde etme işleminde

kullanılan bir metot olarak ele alındığında, topolojik dizi uzaylarında olduğu gibi topla-

nabilme teorisinde de önemli bir rol oynar. Şimdi bu özellik ile ilgili teoremimize yer

vereceğiz.

Teorem 3.3.8. (λ,P) ve (μ,Q) iki FK- uzay, T : λ −→ w sürekli lineer bir dönüşüm,

μT = T−1(μ) =
{

x ∈ λ
∣∣ T (x) ∈ μ

}
ve

T̂ : μT −→ μ

x −→ T (x)

olsun. Bu takdirde aşağıdaki önermeler geçerlidir.
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(i) μT uzayı,

P∗ = P∪{q◦ T̂
∣∣ q ∈ Q

}
şeklinde tanımlı yarınormlar ailesiyle üretilen topoloji ile bir FK- uzaydır.

(ii) T̂ : μT −→ μ dönüşümü lineer ve süreklidir.

(iii) T̂ dönüşümü birebir ve örten ise, μT uzayının FK- topolojisi,

Q∗ =
(

q◦ T̂
∣∣ q ∈ Q

)
ailesi tarafından üretilir.
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4. BİR K- ve FK- UZAYININ BAZI ALTUZAYLARI

Bu bölümde, K- ve FK-uzayı yapısına sahip herhangi bir λ ⊃ φ uzayının bazı

özellikler taşıyan altuzaylarına yer vereceğiz. [33]’de bu altuzayların çeşitli özellikleri

incelenmişve çeşitli uygulamalarına yer verilmiştir. Bazı dizi uzaylarının ve matrislerin

etki alanlarının altuzayları çeşitli yazarlar tarafından incelendi [1, 5, 7, 9, 13, 17, 21, 25,

33]. Bu özellikleri verirken uzayın, φ uzayını kapsayan bir BK-uzayı olduğunu kabul

edeceğiz.

4.1 Kesim Operatörleri

Bu kısımda, bir x = (xn) dizisinden, sonlu terimi sıfır olmayan ve dizinin n-li kesimi

dediğimiz yeni diziler elde etmek için kullanılan bazı kesim operatörlerine değineceğiz.

Tanım 4.1.1 (Dizilerde n-li Kesim ). λ ⊂ w bir dizi uzayı olsun. Bu uzaydaki x = (xk)

dizisinin n-li kesimi,

Pn =
n

∑
k=1

δk

kesim operatörü olmak üzere,

Pn · x = x[n] =
n

∑
k=1

xkδk (4.1.1)

şeklinde tanımlanır. {Pn ·x}= {x[n]} cümlesini de x dizisinin n-li kesimler cümlesi olarak

adlandırır ve P · x ile gösteririz.

Bu durumda açıkça görüleceği üzere, bir x = (x1,x2, ...,xn,xn+1, ...) dizisi böyle bir

operatör altında yalnızca ilk n terimini muhafaza edebilecektir. Yani;

x[n] = (x1,x2, ...,xn,0,0, ...)

olur.

Tanım 4.1.2 (Cesàro n-li Kesim). Bir x = (xk) dizisi için Cesàro dönüşümü;

yn =
1

n

n

∑
k=1

xk
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ile verilir. y = (yn)n∈N dizisine, x dizisinin Cesàro metodu altındaki görüntüsü olarak

bakılır. Bu metoda karşılık gelen matris ise,

cnk =

⎧⎨⎩ 1
n , (k ≤ n)

0 , (k > n)

şeklindeki terimlerden oluşur. x dizisini Cesàro metodu ile düşündüğümüzde, bu dizinin

Cesàro n-li kesimi,

σn =
1

n

n

∑
k=1

Pk (4.1.2)

Cesàro kesim operatörü olmak üzere,

σn · x = x[n]σ =
1

n

n

∑
k=1

Pkxk

şeklinde tanımlanır. Bu ise,

x[n]σ =
n

∑
k=1

xk(1− k−1

n
)δk (4.1.3)

eşitliğini verir. Benzer şekilde, {σn ·x}= {x[n]σ} cümlesi x dizisi için Cesàro n-li kesimler

cümlesi olarak adlandırılır ve σ · x ile gösterilir [7].

Tanım 4.1.3 (Şartsız Kesim). N
n pozitif sayıların sonlu bir cümlesi ve

hN
n
= ∑

k∈Nn
δk

şartsız kesim operatörü olmak üzere, şartsız kesim

hN
n · x = xN

n
= ∑

k∈Nn
xkδk (4.1.4)

ile verilir. {hN
n · x} = {xN

n} cümlesi, şartsız kesimler cümlesi şeklinde adlandırılır. Ve

h · x ile gösterilir.

Tanım 4.1.4 (Toeplitz Kesimi). T = (tnk) satır sonlu, regüler bir sonsuz matris olsun.

x[n]T = Tnx = ∑
k

tnk

k

∑
j

x jδ j

ile bir x dizisinin n-li T -kesimi elde ederiz.
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Tanım 4.1.5 (Şartsız Toeplitz Kesimi). T = (tnk) satır sonlu bir sonsuz matris ve t [n] bu

matrisin n. sütunu olmak üzere, bir x dizisinin şartsız n-li T-kesimi

H(x) = xN
n

T = ∑
i∈Nn

(t [i]− t [i−1])x

ile verilir. Burada, t0 = 0 olarak değerlendirilecektir. [15]

Yukarıda, muhtelif operatörler altında bir x dizisi için n-li kesimlere yer verdik. Bu

kesimlerin ortak amacı, dizinin ilk n terimiyle ilgilenerek, bu dizinin ait olduğu uzaylar,

uzayların dualleri, uzaylar arasındaki matris karakterizasyonları gibi bazı özellikleri in-

celemektir. Standart dizi uzayları için çeşitli incelemeler yapılmış ve yapılmaya da devam

edilmektedir.

4.2 K Uzayının Bazı Altuzayları

Bu kısımda, bir K-uzayın n-li kesimlerle oluşturulan altuzaylarına ve bu uzayların

bazı topolojik özelliklerine yer vereceğiz.

Tanım 4.2.1 (AB, AK, SAK, FAK Özellikleri). λ, φ uzayını kapsayan, τλ topolojisiyle

bir K- uzay olsun. Bir x ∈ λ için

{x[n]|n ∈ N}

cümlesi (λ,τλ) uzayında sınırlı oluyorsa, x dizisi AB özelliğine sahiptir denir. λ uzayının

her elemanı AB özelliğine sahip ise, uzaya AB-uzay denir.

λ uzayının AB özelliğine sahip dizilerin cümlesini Bλ ile göstereceğiz. Buna göre,

Bλ = {x ∈ λ : x, AB özelliğine sahiptir }
=

{
x ∈ λ : {x[n] : n ∈ N} ⊂ (λ,τλ) sınırlı

}
şeklindedir.

Bir x ∈ λ için

x[n] → x(λ,τλ) (4.2.1)
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oluyorsa, x dizisi AK özelliğine sahiptir denir. λ uzayının her elemanı AK özelliğine

sahip ise, uzaya AK-uzay denir.

λ uzayının AK özelliğine sahip dizilerin cümlesini Sλ ile gösterilir ve

Sλ = {x ∈ λ : x, AK özelliğine sahiptir}
=

{
x ∈ λ : x[n] → x(λ,τλ)

}
şeklindedir. Benzer şekilde, (4.2.1) yakınsaması σ(λ,λ′) zayıf topolojiye göre ise x dizisi

SAK özelliğine sahiptir denir. λ uzayının her elemanı SAK özelliğine sahip ise, uzaya

SAK-uzay denir. SAK özelliğine sahip λ uzayındaki dizilerin cümlesi Wλ ile gösterilir ve

Wλ = {x ∈ λ : x, SAK özelliğine sahiptir}
=

{
x ∈ λ : x[n] → x(λ,σ(λ,λ′))

}
şeklindedir. Her f ∈ λ′ için,

∑
k

xk f (δk)

serisi τλ topolojisine göre yakınsaksa, x dizisi FAK özelliklerine sahiptir denir, λ uzayının

her elemanı FAK özelliğine sahip ise, uzaya FAK-uzay adı verilir. FAK özelliğine sahip

λ uzayındaki dizilerin cümlesi Fλ ile gösterilir ve

Fλ = {x ∈ λ : x, FAK özelliğine sahiptir.}
=

{
x ∈ λ : ∑

k
xk f (δk) yakınsak ,∀ f ∈ (λ,τλ)

′
}

şeklindedir.

Burada AB, AK, SAK ve FAK kısaltmaları, Alman dilindeki;

AbschnittsBeschränktheit, AbschnittsKonvergenz, Schwache AbschnittsKonvergenz,

Funktionale AbschnittsKonvergenz kelimelerinden elde edilmiştir.

(λ,τλ) K-uzayının altuzayları arasında aşağıdaki kapsamalar geçerlidir.

φ ⊂ Sλ ⊂Wλ ⊂ Fλ ⊂ Bλ ve Wλ ⊂ φ (4.2.2)

Burada φ ⊂Wλ , Wλ ⊂ φ ve diğer kapsama bağıntıları sonlu terimi sıfır olmayan dizilerin

φ uzayının ve altuzayların tanımı dikkate alınarak kolayca ispat edilebilir.
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Tanım 4.2.2 (AD Uzay). (λ,τλ) uzayı φ⊂ λ olacak şekilde bir K- uzay olsun. Eğer, λ = φ

eşitliği sağlanıyorsa (λ,τλ) uzayına AD-uzay denir.

Burada AD kısaltması, yine Alman dilinde, kesimsel yoğunluk anlamına gelen

AbschnittsDichte kelimesinden elde edilmiştir.

Teorem 4.2.1. (λ,τ) sürekli duali λ′ olan bir SAK-uzay olsun. Bu durumda λ′ = λ f

eşitliği sağlanmakla birlikte λ f ⊂ λβ kapsaması geçerlidir ve her f ∈ λ′, her x = (xk) ∈ λ

için

f (x) = ∑
k

xk f (δk) (4.2.3)

temsili geçerlidir. λ f ⊂ λβ kapsaması λ uzayı FAK- uzay iken de geçerlidir.

İspat. (λ,τ) uzayı SAK uzay ise üstelik bir FAK- uzay ve bu yüzden λ f ⊂ λβ olur. (4.2.3)

eşitliği, SAK-uzay tanımından elde edilir.

Teorem 4.2.2. λ, φ uzayını kapsayan bir FK-uzay ise λ f = (φ) f eşitliği geçerlidir.

İspat. Bunun için λ f ⊂ (φ) f ve λ f ⊃ (φ) f kapsamalarının geçerli olduğunu gösterelim.

f ∈ λ′ ve yk = f (δk) olmak üzere y = (yk) ∈ λ f olsun. f fonksiyonelinin φ uzayına

kısıtlanışı f |φ = g alalım. Bu durumda yk = g(δk) olup, g ∈ (φ)′ olduğundan y ∈ (φ) f elde

edilir.

Tersine, g ∈ (φ)′ ve yk = g(δk) olmak üzere, y = (yk) ∈ (φ) f olsun. Hahn-Banach

Teoreminden g fonksiyonelinin λ uzayına f |φ = g olacak şekilde bir f genişlemesi mev-

cuttur. f ∈ λ′ olup, yk = f (δk) eşitliği geçerlidir. Bu ise y = (yk) ∈ λ f olduğunu

gösterir.

AK- uzay olan her λ dizi uzayı AD- uzaydır. Yani,

Sλ = λ ⇒ λ = φ

dir. ⇒ yerine ⇔ gelmesi için λ = φ uzayının üstelik AB- uzay olması gerekir.

Şimdi bazı dizi uzayları için yukarıda tanımladığımız altuzaylarını belirleyelim.
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K- uzay olan bir λ ⊃ φ uzayının bir η ∈ {S, W, F, B} özelliğine sahip olduğunu

göstermek için

ηλ = λ ⇔ (ηλ ⊂ λ Λ ηλ ⊃ λ)

önermesi dikkate alındığında, her seferinde, ηλ ⊂ λ kapsaması açık olduğundan biz

yalnızca ηλ ⊃ λ kapsamasının geçerli olduğunu göstermeye çalışacağız.

1. (w,τw) uzayı bir AK-uzaydır. w uzayı için

w = Sw = Ww = Fw = Bw ve w f = φ (4.2.4)

eşitlikleri geçerlidir.

2. (1 ≤ p < ∞) için (�p, ||.||p) uzayı bir AK- uzaydır. �p uzayı için

S�p = W�p = F�p = B�p = �p

eşitlikleri geçerlidir.

S�p = �p olduğunu gösterelim.

x = (xk) ∈ �p alalım. x dizisinin Pn n-li kesim dönüşümü altında görüntüsü,

Pn · x = x[n] = (x1,x2, · · ·,xn,0,0, · · ·)

olup

x[n]− x = (0,0, · · ·,0,−xn+1,−xn+2,−xn+3, · · ·)

olur. ‖x[n]− x‖p normunun n üzerinden limiti alınırsa

lim
n

∣∣∣∣x[n]− x
∣∣∣∣

p = lim
n

(
∑

k≥n+1

|xk|p
) 1

p

= 0

bulunur. Bu ise x ∈ S�p , yani x dizisinin AK özelliğine sahip olduğunu gösterir. Her

x = (xk) ∈ �p için bu tartışma geçerli olacağından �p ⊂ S�p kapsaması geçerlidir. Şu

halde, S�p = �p eşitliği geçerli olup �p bir AK-uzaydır.
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3. Benzer şekilde,

S�∞ = Sc = Sc0
= c0

eşitlikleri geçerlidir.
(
c0, || · ||∞) uzayı bir AK- uzay olup, c ve �∞ uzaylarının AK-

özelliğine sahip dizilerinin uzayı ise c0 uzayıdır.

x ∈ �∞ için

lim
n

∣∣∣∣x[n]− x
∣∣∣∣

∞ = lim
n

(
sup

k≥n+1

|xk|
)

= 0

olması için x = (xk) ∈ c0,(k ∈ N) olması gerektiğini anlarız. Bu da S�∞ = c0

olacağını gösterir.

Bununla birlikte,

S�∞ = W�∞ = c0 ve F�∞ = B�∞ = �∞

eşitlikleri geçerli olup,
(
�∞ , || · ||∞

)
uzayı bir FAK- uzaydır. Buradan, c0 ⊂ λ ⊂ �∞

olacak şekildeki her (λ, || · ||∞) dizi uzayı için,

Sλ = Wλ = c0 ve Fλ = Bλ = λ

olduğunu söyleyebiliriz.

4. bv0 ve bv uzayları || · ||bv normu ile sırasıyla AK- uzay ve AB- uzaydır.

bv0 uzayının AK-uzay olduğunu gösterelim.

x ∈ bv0 olsun. Bu durumda, x ∈ bv∩ c0 olup

∑
k
|xk − xk−1| < ∞

önermesi geçerlidir. Buna göre∣∣∣∣x− x[n]∣∣∣∣
bv = lim

n

( ∞

∑
k=n+1

∣∣xk − xk+1

∣∣)
= 0

bulunur. Bu ise x ∈ Sbv0
olduğunu gösterir. Şu halde Sbv0

= bv0 eşitliği geçerlidir,

yani bv0 uzayı bir AK- uzaydır.
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5.
(
bs, || · ||bs) uzayının Sbs = cs olacak şekilde bir AB- uzay ve

(
cs, || · ||bs) uzayı ise

bir AK- uzaydır.

Şimdi, bir FK- uzayının AK- veya AD- uzay olduğu takdirde dualleri arasındaki

ilişkiyi veren teoremine yer verelim.

Teorem 4.2.3. [33] λ⊃ φ bir FK- uzay olsun. Bu takdirde aşağıdaki önermeler doğrudur.

(i) λ uzayının β, γ ve f dualleri arasında,

λβ ⊂ λγ ⊂ λ f

kapsaması geçerlidir.

(ii) λ uzayı AK özelliğine sahip ise bu takdirde λβ = λ f olur.

(iii) λ uzayı AD özelliğine sahip ise bu takdirde λβ = λγ olur.

İspat. (i) Herhangi bir λ dizi uzayı için λβ ⊂ λγ kapsamasının geçerli olduğunu biliyoruz.

Bu yüzden yalnızca λβ ⊂ λ f ve λγ ⊂ λ f olduklarını göstereceğiz.

y ∈ λβ olsun. Bu durumda her x ∈ λ için

∑
k

xkyk

serileri yakınsaktır. Bu seri yardımıyla

f : λ → K

x = (xk) → f (x) = ∑
k

xkyk

fonksiyonelini tanımlayalım. f fonksiyoneli λ üzerinde noktasal sınırlı olup Banach-

Steinhaus Teoreminden f ∈ λ′ elde edilir. Özel olarak x = δn ∈ λ aldığımızda, f (δn) = yn

olup buradan y ∈ λ f olduğu sonucuna varırız. Böylece λβ ⊂ λ f kapsaması sağlanmış olur.

λγ ⊂ λ f kapsaması benzer şekilde gösterilebilir.

(ii) λ uzayı AK özelliğine sahip bir FK- uzay olsun. λβ ⊂ λ f kapsaması (i) den

dolayı geçerlidir. Şimdi ise λ f ⊂ λβ kapsamasının geçerli olduğunu gösterelim.
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Bunun için y ∈ λ f alalım. Bu takdirde yn = f (δn) olacak şekilde bir f ∈ λ′ vardır. λ

uzayı bir AK- uzay olduğundan her x ∈ λ için x = ∑
k

xkδk olur. Böylece her f ∈ λ′ için

f (x) = ∑
k

xk f (δk)

= ∑
k

xkyk

elde edilir. f ∈ λ′ olduğundan son seri yakınsaktır. Bu ise y ∈ λβ olduğunu gösterir. O

halde λβ = λ f eşitliği sağlanır.

(iii) λβ ⊂ λγ olduğunu biliyoruz. Şimdi λ uzayı AD özelliğine sahip bir FK- uzay

iken λγ ⊂ λβ olacağını gösterelim.

Bunun için y ∈ λγ ve her x ∈ λ için fn(x) =
n
∑

k=1
ykxk alalım. O halde { fn} noktasal

sınırlıdır, dolayısıyla eşsüreklidir. Her x ∈ φ için, lim
n

fn(x) mevcut olduğundan, bu limit

her x ∈ λ için mevcut olmalıdır. Şimdi,

E =
{

x ∈ λ : lim
n

fn(x) mevcut
}

şeklindeki cümleyi alalım. Bu cümle λ uzayının kapalı bir alt cümlesidir.

φ ⊂ E ⊂ λ olup, uzayın bir AD-uzay olduğu dikkate alınırsa

φ ⊂ E = E ⊂ λ = φ

elde edilir. Buna göre, E = λ = φ sonucu elde edilir. O halde, her x ∈ λ için limn fn(x)

mevcuttur. Her x ∈ λ için ∑k ykxk serisi yakınsak olacağından y ∈ λβ olur. Bu ise iste-

nendir.

Aşağıda AD- uzay olan bir λ, FK- uzayı ile herhangi bir μ, FK- uzay için; bu uzay-

ların f dualleri arasındaki ilişkiyi veren teoreme ispatsız yer vereceğiz.

Teorem 4.2.4. [33]. λ bir AD- uzay olsun. Bu takdirde, herhangi bir μ FK- uzayı için

λ ⊂ μ olması için gerek ve yeter şart λ f ⊃ μ f olmasıdır.

29



Teorem 4.2.5. Aşağıda bazı dizi uzaylarının dualleri ile ilgili verilen önermeler doğrudur.

(a) bvβ
0 = bvγ

0 = bv f
0 = bs

(b) bvβ = cs

(c) bvγ = bv f = bs

(d) csβ = csγ = cs f = bv

İspat. (a) bvβ
0 = bvγ

0 = bv f
0 = bs.

bv0 uzayı bir AK- uzay olduğundan bir AD- uzaydır. Teorem 4.2.3 gereği

bvβ
0 = bvγ

0 = bv f
0

eşitlikleri geçerlidir.

y ∈ bs ve x ∈ bv0 olsun. Teorem 2.2.3’den xy = (xkyk) ∈ cs dir. Bu ise bs ⊂ bvβ
0

olduğunu gösterir.

Diğer taraftan u ∈ bv f
0 alalım. Bu takdirde, uk = f (δk) olacak şekilde bir f ∈ bv′0

vardır. δ[n] =
n
∑

k=1
δk olmak üzere, ∣∣∣∣ n

∑
k=1

uk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ n

∑
k=1

f (δk)
∣∣∣∣

olduğuna göre
∣∣∣∣δ[n]

∣∣∣∣
bv = 1 olur. f lineer ve sürekli olduğundan,∣∣∣∣ n

∑
k=1

uk

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ f

( n

∑
k=1

δk
)∣∣∣∣ =

∣∣ f (δ[n])
∣∣ ≤ || f ||.∣∣∣∣δ[n]∣∣∣∣ = || f ||

elde edilir. O halde sup
n

∣∣∣∣ n
∑

k=1
uk

∣∣∣∣ < ∞ olur. Yani u ∈ bs elde edilmiş olur.

bs ⊂ bvβ
0 = bvγ

0 = bv f
0 ⊂ bs olduğundan istenen eşitlik, yani bvβ

0 = bvγ
0 = bv f

0 = bs

elde edilir.

(b) bvβ = cs.
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δ ∈ bv olduğundan {δ} ⊂ bv kapsaması geçerlidir. {δ}β ⊃ bvβ olur. Ve {δ}β = cs

olduğundan, bvβ ⊂ cs kapsaması geçerli olur.

cs ⊂ bvβ kapsaması Teorem 2.2.2 den görülür.

Buna göre bvβ = cs eşitliği geçerlidir.

(c) bvγ = bv f = bs.

bv = bv0 ⊕δ olduğundan,

bvγ = bvγ
0 ∩{δ}γ

eşitliği geçerlidir. bvγ
0 = bs olduğunu (a) dan biliyoruz.

{δ}γ =
{

x ∈ w : sup
n

∣∣∣∣ n

∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣ < ∞, ∀y ∈ {δ}
}

=
{

x ∈ w : sup
n

∣∣∣∣ n

∑
k=1

xk

∣∣∣∣ < ∞
}

= bs

eşitliğinden, bvγ = bs elde edilir. bv0 ⊂ bv ve bv0 uzayı bv uzayının kapalı alt uzayı

olduğundan Teorem 2.2.5 gereği bv f
0 = bv f eşitliği elde edilir. (a) dan bv f

0 = bs olmasıyla

ispat tamamlanmış olur.

(d) csβ = csγ = cs f = bv.

cs uzayı bir AK- uzay olduğundan Teorem 4.2.3(ii) den csβ = csγ = cs f eşitlikleri

geçerlidir. (b)’den bvβ = cs olduğundan, bvββ = csβ eşitliğine sahip oluruz. bv ⊂ bvββ

kapsamasından

bv ⊂ csβ

elde edilir.

u ∈ csγ ve x ∈ cs alalım. yn =
n
∑

k=0
xk olmak üzere, y ∈ c olup, Abel kısmi toplamından

n

∑
k=0

ukxk =
n

∑
k=0

(uk −uk+1)yk +ukyk
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eşitliği geçerlidir. A = (ank) matrisini,

ank =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
uk −uk+1 , k < n

un , k = n

0 , k > n

olarak tanımlayalım. Bu durumda,

n

∑
k=0

ukxk = (Ay)n

olup, (ukxk) ∈ bs olduğundan,
{
(Ay)n

}
dizisi �∞ uzayına aittir. Her y ∈ c için Ay ∈ �∞

olacağından A ∈ (c, �∞) olup,

∣∣∣∣A∣∣∣∣ = sup
n

{n−1

∑
k
|uk −uk+1|+ |un|

}
< ∞

şartından,

∑
k
|uk −uk+1| < ∞

bulunur. Buna göre u ∈ bv olup, csγ ⊂ bv kapsaması geçerlidir.

Böylece ispat tamamlanmış olur.

4.3 Cesàro FK Altuzaylar

Bu kısımda, bazı yeni dizi uzaylarını ve bunların dual uzaylarını tanımlayıp, Cesàro

kesim operatörü yardımıyla [7] ve [12] çalışmalarında elde edilen FK-altuzaylarını ve

bazı özelliklerini inceleyeceğiz.

Cesàro dönüşümü altında, sıfıra yakınsayan

σ0 =
{

x ∈ w : lim
n

1

n

n

∑
j=1

x j = 0

}
kısmi toplamları sınırlı dizi teşkil eden

σb =
{

x ∈ w : sup
n

∣∣∣∣1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j

∣∣∣∣ < ∞
}
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ve kısmi toplamları yakınsak dizi teşkil eden

σs =
{

x ∈ w : lim
n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j mevcut
}

cümleleri tanımlayalım. σ0 uzayı

‖x‖σ0
= sup

n

1

n

∣∣∣∣∣ n

∑
k=1

xk

∣∣∣∣∣
ile ve σb ve σs uzayları da

‖x‖σs = sup
n

∣∣∣∣∣1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j

∣∣∣∣∣
normlarıyla birer BK-uzaydır. Bir λ dizi uzayının σ ve σb dualleri sırasıyla

λσ =
{

x ∈ w
∣∣ lim

n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x jy j mevcut, ∀y ∈ λ
}

= {x ∈ w
∣∣xy ∈ σs, ∀y ∈ λ}

ve

λσb =
{

x ∈ w
∣∣sup

n

∣∣∣∣1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x jy j

∣∣∣∣ < ∞, ∀y ∈ λ
}

= {x ∈ w
∣∣xy ∈ σb, ∀y ∈ λ}.

olarak tanımlanır.

Bir x ∈ λ dizisi için, (4.1.3) ile verilen, n-li Cesàro kesimi

x[n]σ =
n

∑
k=1

xk(1− k−1

n
)δk

=
1

n

n

∑
k=1

x[k]

şeklinde idi. Bu kesim yardımıyla aşağıdaki altuzayları tanımlayalım.

Tanım 4.3.1. λ, φ uzayını kapsayan, τλ topolojisiyle bir FK-uzay olsun. Bir x ∈ λ için

{x[n]σ : n ∈ N}
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cümlesi (λ,τλ) uzayında sınırlı oluyorsa, x dizisi σB özelliğine sahiptir denir. λ uzayının

her elemanı σB özelliğine sahip ise, uzaya σB-uzay denir. λ uzayının σB özelliğine sahip

dizilerin cümlesini C1Bλ ile göstereceğiz. Buna göre,

C1Bλ = {x ∈ λ : x, σB özelliğine sahiptir }
=

{
x ∈ λ : {x[n]σ : n ∈ N} ⊂ (λ,τλ) sınırlı

}
şeklindedir.

Bir x ∈ λ için

x[n]σ → x(λ,τλ)

önermesi geçerli ise, x dizisi σK özelliğine sahiptir denir. λ uzayının her elemanı σK

özelliğine sahip ise, uzaya σK-uzay denir. λ uzayının σK özelliğine sahip dizilerin

cümlesini C1Sλ ile göstereceğiz. Buna göre,

C1Sλ = {x ∈ λ : x, σK özelliğine sahiptir }
=

{
x ∈ λ : x[n]σ → x(λ,τλ)

}
şeklindedir.

Benzer şekilde FσK ve SσK özellikleri de FAK ve SAK özelliklerine paralel olarak

tanımlanabilir. λ ⊃ φ bir FK-uzayının FσK ve SσK altuzayları

C1Fλ =
{

x ∈ λ : x, Fσ K özelliğine sahiptir

}
=

{
x ∈ λ : x = lim

n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j f (δ j),∀ f ∈ λ′
}

,

C1Wλ =
{

x ∈ λ : x, Sσ K özelliğine sahiptir

}
=

{
x ∈ λ ::

1

n

n

∑
k=1

x[k] → x (zayıf)

}
=

{
x ∈ λ : f (x) = lim

n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j f (δ j),∀ f ∈ λ′
}

şeklinde tanımlanırlar.
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Bir x = (xk)∈ w için Δxk = xk−xk+1 ve Δ jxk = Δ j−1xk−Δ j−1xk+1 olmak üzere; her

k ∈ N için Δ2xk ≥ 0 (Δ2xk ≤ 0) olan reel terimli x = (xk) dizisine konveks (konkav) dizi

denir.

Lemma 4.3.1. [7] (νk), pozitif reel sayıların kesin artan bir dizisi ve (ϑk), ϑ1 = 1 olacak

şekilde pozitif sayıların kesin artan bir dizisi olmak üzere,

ϑk+1(νk −νk−1) ≥ ϑk(νk+1 −νk−1)−ϑk−1(νk+1 −νk)

eşitsizliği sağlansın. y dizisi de ϑk ve ϑk+1 arasında lineer olacak şekilde yϑk = νk

şeklinde verilsin. Bu takdirde, y konkav ve αn = y−1
n ile verilen α dizisi α ∈ c0 olan bir

konveks dizidir.

Lemma 4.3.2. Her α ∈ w için,

α[n] =
n−1

∑
k=1

kΔ2αkσk +(n−1)Δαnσn−1 +αn

n

∑
k=1

δk

=
n−1

∑
k=1

kΔ2αkσk +nαnσn − (n−1)αn+1σn−1,

eşitliği geçerlidir.

Teorem 4.3.1. ∀x ∈ w için, σb bir σB uzaydır. Yani,

∣∣∣∣x∣∣∣∣σb = sup
n

∣∣∣∣x[n]σ
∣∣∣∣

σb.

İspat. Herbir y ∈ φ için,

s(y) =
∣∣∑

k
yk

∣∣
alalım. x ∈ w için

‖x‖σb = sup
n

s(x[n]σ)

= sup
n

lim
m

s(σmx[n]σ)

≤ sup
n
‖x[n]σ‖σb

elde edilir.
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Tersine, α = σnσm alalım.

σnx = x[n]σ =
1

n

n

∑
k=1

x[k]

olmak üzere; Lemma 4.3.2 ile,

sup
n

∣∣∣∣x[n]σ
∣∣∣∣

σb = sup
m≤n

s(σnσmx)

= sup
m≤n

s
(m−1

∑
k=1

kΔ2αk(σkx)+mαm(σmx)
)

≤ sup
m≤n

(
2

mn

m−1

∑
k=1

k +
(
1− m−1

n

))
sup

k
s(σkx)

= sup
k

s(σkx)

=
∣∣∣∣x∣∣∣∣σb

olacağından σb = C1Bσb olur. Böylece σb bir σB uzay olur.

Bu uzaylar standart dizi uzaylarına paralel bir şekilde inşa edilmiş olduklarından,

üzerlerinde tanımlı normlar ile taşıdığı özellikler standart dizi uzaylarınını özelliklerine

benzerler. Aşağıdaki teorem bu açıklama doğrultusunda ispatsız bir şekilde yer alacaktır.

Teorem 4.3.2. σs uzayı, || · ||σb normu ile bir σK uzaydır.

C1Sσb = C1Sσs = σs ve C1Bσs = σb eşitlikleri geçerlidir.

Teorem 4.3.3. [16]λ ⊃ φ bir FK- uzay olsun. Bu takdirde,

(i) λβ ⊂ λσ ⊂ λσb ⊂ λ f ,

(ii) λ bir σK- uzay ise λ f = λσ eşitliği geçerlidir.

(iii) λ bir AD- uzay ise λσ = λσb eşitliği geçerlidir.

İspat. Öncelikle (ii) ve (iii) ifadelerini ispat edelim. Böylelikle, bunlar yardımıyla (i)

ifadesini ispat edebileceğiz.

(ii) Bunun için, λ f ⊂ λσ ve λσ ⊂ λ f olduklarını göstermeliyiz. O halde,

y ∈ λσ olsun ve her x ∈ λ için,

f (x) = lim
n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x jy j
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olarak tanımlayalım.

Banach-Steinhaus teoremi gereğince f ∈ λ′ olur.

Ayrıca,

f (δm) = lim
n

1

n

(
n− (m−1)

)
ym = ym, (m < n)

olup, y ∈ λ f olur. Bu ise λσ ⊂ λ f olması demektir.

Şimdi de λ f ⊂ λσ olduğunu gösterelim. Bunun için, y ∈ λ f alalım. λ bir σK- uzay

olduğundan, her x ∈ λ için,

f (x) = lim
n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x j f (δ j)

= lim
n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x jy j

eşitliği sağlanır. Bu da y ∈ λσ olması demektir. O halde, bu iki durum dikkate alındığında,

λ f = λσ sonucu okunur.

(iii) Bunun için, y ∈ λσb alalım ve her x ∈ λ için,

fn(x) =
1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

x jy j

olsun. Bu takdirde, { fn} noktasal sınırlıdır ve dolayısıyla da eşsüreklidir.([33], 7.0.2)

Şimdi, (m < n) için limn fn(δm) = ym olduğundan φ ⊂ {x : limn fn(x) mevcut }
içermesi geçerli olur. Böylece, yakınsaklık lemması kullanılarak, ([33], 1.0.5, 7.0.3 )

{x : limn fn(x) mevcut } cümlesi λ uzayının kapalı bir altuzayı olur. λ bir AD- uzay

olduğundan,

λ = {x : lim
n

fn(x) mevcut } = φ

eşitliği sağlanır ve her x ∈ λ için limn fn(x) mevcut olacağından y ∈ λσ bulunur.

Diğer içerme aşikar olduğundan, λσ = λσb eşitliği geçerlidir.

(i) Hipotezden φ ⊂ λ olur. φ bir σK- uzay olduğundan, ([33], 7.2.4) ve az önce

ispatını vermiş olduğumuz (ii) ve (iii) önermelerinin doğruluğu da kullanılarak

λσb ⊂ (φ)σb = (φ)σ = (φ) f λ f

eşitliği sağlanır. Böylece ispat tamamlanmış olur.
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Tanım 4.3.2. C1F+
λ ve C1B+

λ altuzayları,

C1F+
λ =

{
x ∈ w

∣∣(1

n

n

∑
k=1

x[k]
)

(λ-zayıf cauchy)
}

=
{

x ∈ w
∣∣(xn f (δn)) ∈ σs, ∀ f ∈ λ′},

C1B+
λ =

{
x ∈ w

∣∣(1

n

n

∑
k=1

x[k]
)

( λ-sınırlı)
}

=
{

x ∈ w
∣∣(xn f (δn)) ∈ σb, ∀ f ∈ λ′}.

şeklinde tanımlanır. Ayrıca, C1Fλ = C1F+
λ ∩λ ve C1Bλ = C1B+

λ ∩λ eşitlikleri geçerlidir.

Kolaylık olsun diye, C1S,C1W,C1F+,C1B+,C1F,C1B gösterimlerini kullanacağız.

Teorem 4.3.4. λ ⊃ φ bir FK uzay olsun. Bu takdirde,

φ ⊂C1S ⊂C1W ⊂C1F ⊂C1B ⊂ λ

ve

φ ⊂C1S ⊂C1W ⊂ φ

kapsamaları geçerlidir.

İspat. Açık olmayan tek içerme C1W ⊂ φ içermesidir. Bunun için φ uzayı üzerinde f =

0 olan f ∈ λ′ fonksiyonelini gözönüne alalım. C1W uzayının tanımı gereğince f = 0

fonksiyonelidir. Sonuç 2.1.4’ten istenen elde edilir.

Teorem 4.3.5. Λ = C1S, C1W, C1F+, C1B+, C1F, C1B alalım. Bu takdirde,

λ ⊂ μ ⇒ Λλ ⊂ Λμ

önermesi geçerlidir.

İspat. İçerme dönüşümünün sürekli olduğunu biliyoruz. Teoremin ifadesi dikkate

alındığında eğer x ∈ λ alındığında x ∈ μ olacağından x ∈C1Sλ olduğu takdirde,

1

n

n

∑
k=1

x[n] → x

yakınsaması μ uzayı için de geçerli olur. Yani, x ∈ C1Sμ olur. C1W için içerme

dönüşümünün zayıf sürekliliğini (zayıf topolojilere göre sürekliliği) dikkate aldığımızda
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sonuç hemencecik okunur. Şimdi x ∈ C1F+, C1B+ alalım. Bu takdirde, her f ∈ λ′

için sırasıyla
(
xn f (δn)

) ∈ σs, σb olup bu kez her g ∈ μ′ için g fonksiyonunun g|λ ∈ λ′

şeklindeki kısıtlanışı için de
(
xng(δn)

) ∈ σs, σb elde edilir ([33], 4.2.4). Bu sonuç

x ∈C1F, C1B için benzer olarak elde edilebilir.

σ0 uzayı AK-uzay olduğundan aşağıdaki teoremleri elde ederiz.

Teorem 4.3.6. λ ⊃ φ FK-uzay olsun. Bu durumda, σ0 ⊂ C1S ⊂ C1W kapsamaları

geçerlidir.

Teorem 4.3.7. λ ⊃ φ FK-uzayı için

C1B+ = λ f σb

eşitliği geçerlidir.

İspat. z ∈C1B+ olması için gerek ve yeter şartın
(
zn f (δn)

) ∈ σb olduğunu biliyoruz. Bu

ise bizi her f ∈ λ′ için f (δn)∈ λ f olacağından ve σb dualin tanımından z∈ λ f σb sonucuyla

buluşturur.

Teorem 4.3.8. λ ⊃ φ bir FK uzay ve φ, φ uzayının λ uzayındaki kapanışı olsun. Eğer,

herhangi bir μ FK uzayı için

φ ⊂ μ ⊂ λ

ile verilen kapsama geçerli ise bu takdirde

C1B+
μ = C1B+

λ

eşitliği sağlanır.

İspat. Teorem 4.3.5 yardımıyla C1B+(φ) ⊂ C1B+(μ) ⊂ C1B+(λ) olacağını görürüz.

Diğer taraftan, Teorem 4.3.7 ve ([33], 7.2.4) ile istenen eşitlik elde edilir.

Teorem 4.3.9. λ ⊃ φ, C1B ⊃ φ kapsamasının sağlandığı bir FK uzay olsun. Bu takdirde,

φ σK özelliğine sahip olup

C1S = C1W = φ

eşitliği sağlanır.
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İspat. λ bir σB özelliğine sahip olsun ve fn : λ → λ dönüşümünü de

fn(x) = x− 1

n

n

∑
k=1

x[n]

olarak tanımlayalım. Bu takdirde, ([33], 7.0.2)’den { fn} noktasal sınırlı olduğundan

eşsürekli olur. ([33], 7.0.3)’ den φ için fn → 0 olunca, φ için de fn → 0 olacağından

böylece

C1S = C1W = φ

eşitliği sağlanır.

Aşağıdaki iki teoremi, sırasıyla Teorem 4.3.7 (σb yerine σs alınır) ve Teorem 4.3.8

ile benzerliklerinden dolayı ispatsız vereceğiz.

Teorem 4.3.10. λ ⊃ φ FK uzayı için

C1F+ = λ f σ

eşitliği geçerlidir.

Teorem 4.3.11. λ ⊃ φ ve μ uzayları φ ⊂ μ ⊂ λ kapsamalarının geçerli olduğu FK

uzaylar olsun. Bu takdirde,

C1F+
μ = C1F+

λ

eşitliği sağlanır.

Lemma 4.3.3. λ uzayı φ uzayının σK özelliğine sahip olduğu bir FK uzay olsun. Bu

takdirde,

C1F+ = φ σσ

eşitliği geçerlidir.

İspat. C1F+ = λ f σ olduğunu Teorem 4.3.10 ile belirtmiştik. Yine ([33], 7.2.4)’ den λ f =

(φ) f eşitliği sağlanıp burada her iki tarafın σ dualini alınırsa λ f σ = (φ) f σ elde edilir. [18,

Teorem 1.9] dan istenen sonuca ulaşılır.
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Teorem 4.3.12. λ ⊃ φ bir FK uzay olsun. λ uzayının FσK özelliğine sahip olması için

gerek ve yeter şart, φ uzayının σK özelliğine sahip olması ve λ ⊂ φ σσ kapsamasının

sağlanmasıdır.

İspat. λ uzayı C1F ⊂C1B olduğundan σB özelliğine sahip olup Teorem 4.3.9 gereğince

de σK özelliğine sahiptir. Bu durum Lemma 4.3.3 ile birlikte düşünülünce gereklilik

sağlanmış olur. Yeterlilik ise Lemma 4.3.3 ile verilmiştir.

Teorem 4.3.13. λ ⊃ φ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, aşağıda verilenler denktir.

(i) λ, FσK özelliğine sahiptir,

(ii) λ ⊂C1Sσσ,

(iii) λ ⊂C1W σσ,

(iv) λ ⊂C1Fσσ,

(v) λσ = C1Sσ,

(vi) λσ = C1Fσ.

İspat. Açık olarak, (ii) ⇒ (iii) ve (iii) ⇒ (iv) olması C1S ⊂ C1W ⊂ C1F gerçeğinden

ileri gelir. Şimdi (iv) doğru olsun. Bu takdirde,

λ f ⊂C1Fσ = λ f σσ ⊂ λσ

olacağından [18, Theorem 1.9] dan (i) doğru olur. Eğer (i) sağlanırsa Teorem 4.3.12

gereğince φ = C1S ve böylece (ii) gerçeklenir. (v) ve (vi) önermelerinin denkliği ise

açıktır.

Teorem 4.3.14. λ ⊃ φ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, aşağıda verilenler denktir.

(i) λ, SσK özellikli,

(ii) λ, σK özellikli,

(iii) λσ = λ′.

İspat. Açık olarak, (ii) ⇒ (i) gerektirmesi geçerlidir. Karşıt olarak eğer λ uzayı SσK

özelliğine sahip ise, Teorem 4.3.4 ile C1W ⊂ φ olup AD özelliğine sahip olmalıdır.
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Ayrıca C1W ⊂C1B kapsaması ile λ uzayının üstelik σB özelliğine sahip olduğunu anlarız.

Böylece de Teorem 4.3.9 ile λ uzayı σK özelliğine sahiptir. Bu ise (i) ⇔ (ii) olduğunu

gösterir. Şimdi (iii) önermesinin doğru olduğunu kabul edelim. Bu takdirde, f ∈ λ′ için

öyle bir u ∈ λσ vardır ki her x ∈ λ için,

f (x) = lim
n

1

n

n

∑
k=1

k

∑
j=1

u jx j

eşitliği geçerlidir. f (δ j) = u j olduğundan her x ∈ C1W için (iii) ⇒ (i) olduğu görülür.

Son olarak, (ii) ⇒ (iii) ise [17]’ den görülür.

Teorem 4.3.15. λ ⊃ φ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, aşağıda verilenler denktir.

(i) C1W, λ uzayında kapalıdır ,

(ii) φ ⊂C1B,

(iii) φ ⊂C1F,

(iv) φ = C1W,

(v) φ = C1S,

(vi) C1S, λ uzayında kapalıdır .

İspat. Teorem 4.3.9 gereğince φ uzayının σK özelliğine sahip olması ile φ ⊂ C1S

olacağından (ii) ⇒ (v) sağlanır. Karşıt kapsama ise Teorem 4.3.4 ile görülür. Diğer

taftan,

C1S ⊂C1W ⊂ φ, C1W ⊂C1F ⊂C1B;

olduğundan da (v) ⇒ (iv), (iv) ⇒ (iii) ve (iii) ⇒ (ii) gerçeklenir. Yine,

φ ⊂C1S ⊂C1W ⊂ φ

olduğundan (i) ⇒ (iv) and (vi) ⇒ (v) olur. Son olarak (iv) ⇒ (i) ve (v) ⇒ (vi) gerek-

tirmelerinin sağlandığını da görmek zor değildir.
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görevlisi olarak çalışmaktadır.

46


