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ONUR SOZU
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Dort boltimden olusan bu tezin birinci boliimiinde, K- ve FK-uzaylar ile ilgili genel
bilgiler verildi.

Ikinci boliimde, diger boliimlerin daha kolay anlasiimasini saglayacak temel
tanimlar ve teoremler verildi. Lokal konveks uzay ve dizi uzaylar1 gibi kavramlardan
bahsedildi.

Uciincii boliimde, K- ve FK- uzaylar1 tanitilarak bu uzaylarin sahip oldugu bazi
ozellikler incelendi.

Dordiincii boliimde ise kesim operatorleri yardimiyla K- ve FK- uzaylarinin bazi alt-
uzaylari incelendi. Bu altuzaylarin sahip oldugu 6zellikler kullanilarak dualler arasindaki
iligkiler verildi. Daha sonra Cesaro doniisiimii yardimiyla elde edilen bazi altuzaylar in-
celendi.
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The present thesis consists of four chapters. In the first chapter, brief history of K-
and FK-spaces and general knowledge were given.

In the second chapter, for understand other chapters some basic definitions and the-
orems and basic concepts such as locally convex space and sequence spaces were men-
tioned.

In the third chapter, K- and FK-space were defined and some properties of these
spaces were examined.

In the fourth chapter, some subspaces of K- and FK-spaces were examined by section
operators. Using the properties of these subspaces, relation among the dual spaces were
given. Then, some subspaces generated by Cesaro means were investigated.
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SEMBOLLER

: Dogal sayilar ciimlesi,

: Reel sayilar ciimlesi,

Q = Z

: Kompleks sayilar climlesi,

K: CveyaR

||x[|5 : A uzayindaki x elemaninin normu,

&k : k. terimi 1, diger terimleri O olan dizi,

4 : Biitiin terimleri 1 olan dizi,

A+ () dizisinin, ¥ x,8* ile elde edilen n—li kismi,

w : Tiim dizilerin li;:eér uzayl,

A : w dizi uzaymin herhangi bir altuzay1,

0 : Sonlu adette sifir olmayan terimlerden olusan dizilerin uzayz,
0 : ¢ uzayinin kapanist,

Hom(A,u) : A uzayindan u uzayina lineer doniigiimlerin uzayi,
B(\,u) : A uzayindan y uzayma lineer ve siirekli doniisiimlerin uzayi,
A* . A uzaynn cebirsel duali,

A\’ : A uzayinn siirekli duali,

A4 : A matrisinin A— etki alani,

c4 : A matrisinin yakinsaklik alani,

A% : A dizi uzayinin o.—duali,

AP . A dizi uzaymim B—duali,

AY : A dizi uzayimnin y—duali,

A+ A dizi uzaymin f—duali,

lo : Sinirh dizilerin uzayi,

¢ : Yakinsak dizilerin uzayi,

co : Sifira yakinsayan dizilerin uzayz,

bs : Kismi toplamu sinirlt seri olusturan dizilerin uzayz,

cs : Kismi toplami yakinsak seri olugturan dizilerin uzayz,



¢ : Mutlak yakinsak seri olusturan dizilerin uzayz,
¢, : p—mutlak yakinsak seri olugturan dizilerin uzay,
bv : Sinirli-salinimli dizilerin uzayz,

bvg : bvNcy

vi



1. GIRIS

Fonksiyonel analiz calismalari, 6zellikle 20.yy. baglarinda biraz da modern diisiince
etkisiyle ciddi sekilde metot degisikligine ugramistir. Ozellikle S. Banach’in lineer ope-
ratorler teorisine yaptig1 katkilar metodolojik acidan bir doniim noktasi olusturmustur. 1k
zamanlar, yalnizca bazi geometri problemleri i¢in kullanilmis olan topoloji ise, zamanla
diger matematik dallar1 ile olan yakin iligkisi ile her alanda bir metot degisikligine yol
acmis ve kulanildig alanlara giiclii temeller kazandirmisgtir.

Fonksiyonel analitik diisiince ile beslenen ve temellerini de topolojiden alan bir
program olarak FK-uzaylar teorisi, 20. yiizyilin ilk yarisinda Mazur, Orlicz gibi
matematikciler tarafindan temelleri atilan, ikinci yarisinda ise, Zeller’in, 1951 yilinda
[34] ve [35] calismalariyla baglattig1 bir teori olarak bilinir. Bu teori, toplanabilmedeki,
ozellikle matris alanlar ile ilgili problemlerin biiyiik cogunluguna ¢6ziim bulabilmesinin
yanisira, topolojik dizi uzaylar1 gibi bazi alanlarin gelisiminde de biiyiik bir rol
istlenmistir.

Vektor uzayi iglemlerini siirekli kilan topolojiye sahip lineer uzay, topolojik vektor
uzay1 olarak bilinir. Bu vektor uzayi1 bir tam metrik uzay yapisina sahip ise Fréchet
uzay ve listelik koordinat fonksiyonellerinin siirekli oldugu bir topoloji ile donatilmissa
Fréchet-Koordinat uzay (FK-uzay ) adim alir.

FK-uzaylan teorisi, Zeller’'in [35] calismasiyla biraz daha Onem kazanmis ve
boylece sonraki yazarlarin da bu konuda ¢alismaya baslamalariyla farkli uygulama alan-
lar1 edinmistir.

Bugiin ozellikle, dizi uzaylar1 ve matris doniisiimleri caligmalarinda K- ve FK-
uzaylar1 onemli bir yer tutar. FK-uzaylardan edindigimiz tecriibe ile daha 6nceden bilinen
dizi uzaylan tarafindan ihtiva edilen veya bunlar1 kapsayan yeni dizi uzaylar1 insa ede-
biliyor, bu uzaylar arasindaki matris karakterizasyonlarini verip, uzaylarin oo—, p—, y—
ve f— duallerini ve bunlar arasindaki iligkiyi, varsa kapsama veya esitlik bagintilarini in-
celeyebiliyoruz. Toplanabilme teorisinde, topolojik dizi uzaylar1 kadar uzaylarin ¢esitli
dualleri de 6nemli rol oynar. K- ve FK-uzaylarinin belirli baz1 6zellikleri tasiyan ele-

manlarinin ciimlesi, uzayin 6zelliklerini incelemede kullanilir. FK-uzaylarinin bazi alt-



uzaylar1 yardimiyla uzayin dualleri arasindaki iligkileri belirlemek miimkiindiir. Mesela,
SAK(zayif kismi yakinsak) 6zelliine sahip bir FK-uzayinin topolojik duali B—duali ile
tanimlanir ve AK 6zelligine sahip FK-uzaymin o.—,3— ve y— dualleri ¢akigiktir.

Tarihsel gelisimine baktigimiz zaman bu projenin gercek mimarlari arasinda, teoriyi
ilk defa ortaya atan Zeller [34, 35], halen konuyla ilgili zengin ¢aligmalar veren Boos
[5, 6], ozellikle toplanabilme ve matris teorisi boyunca bu uzaylardan faydalanmamizi
saglayacak caligmalar veren Wilansky [31-33], dizi uzaylar1 ve matrislerde koniil ve ko-
regiiler olma ile ilgili onemli caligmalar yapan Snyder [29, 30], Bennet [2—4], yine Cesaro
metodu ile yeni tiirden FK-uzaylar insa eden ve 6zelliklerini inceleyen Buntinas [7-11] ve
Goes [17, 18], daha ¢ok topolojik metod kullanan Mcgivnes, Ruckle [22, 26-28], Garling
[16], D. J.Fleming [14, 15] ve D. Noll [23, 24]; son zamanlarda Altay-Basar [1], Dagadur
[12], Ince [20] ve K.G. Grosse-Erdmann [19] isimleri sayilabilir.

1.1 Cahsmamn Kapsamm

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu caligmada once fonksiyonel analizin bazi
temel tamim ve teoremleri, dizi uzaylar1 ve ozelikleri verilecektir. K- ve FK-uzaylari
tanitilarak bazi altuzaylar1 belirlenecektir.

Son olarak, Cesaro matrisi yardimiyla inga edilen FK-uzaylariin yeni bazi altuzay-

lar1 incelenecektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boliimde, sonraki boliimlere temel teskil edecek olan bazi tanim ve teoremler
verilmigtir. Vektor uzayi, topolojik uzay, normlu uzay, alt uzay, Banach uzay1 gibi bazi

temel kavramlarin bilindigi kabul edilmektedir.
2.1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, bazi genel topoloji bilgileri ve fonksiyonel analizde kullanilan bazi
tanim ve teoremler verilmistir.

Vektor uzaylarinin skalar K cismi, C kompleks veya R reel sayilar cismi, uzayin
birim(sifir) eleman1 0, dogal sayilar ciimlesi N = {0, 1, 2, 3, ...} olarak alinmgtir.

Diziler ve serilerin indisleri belirtilmemigse sinirlar daima 0 dan oo ’a kadar alinacaktir.

Tanim 2.1.1. [5] A bir lineer uzay ve T, topolojisi bu uzay iizerindeki adi toplama ve
skalarla carpma iglemlerini siirekli kilan topoloji olsun. Bu takdirde , (A, Ty ) ikilisi, lineer
topolojik uzay veya topolojik vektor uzayr (TVU), T, topolojisi de A iizerindeki lineer
topoloji olarak adlandirilir.

A topolojik vektor uzayindaki sifirrn her komsgulugu, sifirn konveks bir
komsulugunu ihtiva ediyorsa A uzayina lokal konveks uzay (LKU) denir.

A, K cismi iizerinde bir vektor uzay ve P = {p; : i € I}, A uzay1 iizerinde yarinormlar

ailesi olsun. UY = {x € L : p(x) < €} olmak iizere
B={N_ U :neNg>0,p;ePi=123,...,n}

ciimlesi, A iizerinde lokal lonveks bir topoloji i¢in sifirin komguluklar tabanini olugturur. A
tizerinde B komsuluklar tabani yardimiyla iiretilen topolojiye, P = { p; : i € I'} yarmormlar
ailesinin A uzay: iizerinde iirettigi lokal konveks topoloji denir. Tersine, (A, ) lokal kon-
veks uzay ve ‘B ailesi de A uzayimin kapali mutlak konveks alt ciimlelerinden olusan sifirin
bir komguluklar taban1 olsun. Bu durumda, U € B olmak iizere, U climlesinin Minkowski

fonksiyoneli ad1 verilen ve

Py(x) =inf{r >0:x€rU} (xel)



ile taniml1 yarinormlarin P = {py : U € B} ailesi lokal konveks T topolojisini iiretir.

Normlu uzaylar lokal konveks uzaylardir.

Tamm 2.1.2. [5] (A, p) ve (u,q) aymt K cismi iizerinde yarinormlu uzaylar ve 7 : A — u

bu iki uzay arasindaki bir doniisiim olsun. Her x, y € A ve o € K i¢in,
T(ax+y)=aTl(x)+T(y) (2.1.1)

esitligini saglayan T doniisiimiine A dan u ye bir lineer doniisiim denir. y uzay1 6zel olarak

R veya C cismi olarak alinirsa, T lineer doniisiimii lineer fonksiyonel olarak adlandirilir.

A dan yu ye lineer doniisiimlerin ciimlesini Hom(A, u), siirekli lineer doniisiimlerin
ciimlesini B(A, u) ile gosterilir. Hom(A,KK) ciimlesine A uzayinin cebirsel duali denir ve
A* ile gosterilir. B(A,K) ciimlesine A uzayinin siirekli duali(veya kisaca duali) denir ve A/

ile gosterilir.

Teorem 2.1.1. /5] (A, P) ve (u,Q) birer LKU ve T : A — u bir lineer doniisiim olsun.
Bu takdirde asagidaki 6nermeler denktir.

(i) T siireklidir.

(ii) T sifir noktasinda siireklidir.

(iii) Her g € Q icin qo T bileskesi siireklidir.

(iv) Herg€ Q, An € N, py,p2,...,pn € P, Vx € A icin

() <M Y0
j=

olacak sekilde en az bir M > 0 sayist vardr.

(A, p) bir yarinormlu uzay ve ¥ € A* doniisiimiiniin siirekli olmasi igin gerek ve yeter

sart her x € A i¢in |y(x)| < Mp(x) olacak sekilde M > 0 sayinin mevcut bulunmasidir.

Tamim 2.1.3. (A, p) ve (u,q) yarmormlu uzaylar ve T bu uzaylar arasinda bir lineer op-

erator olsun. Eger her x € A i¢in,

q(Tx) < Kp(x) (2.1.2)



esitligini saglayacak sekilde bir K pozitif sayisi1 varsa T operatoriine “sinirlt lineer opera-
tor” denir. Sinirh bir lineer operatoriin normu,

q(Tx
17l = sup 40
0#xeN p(x)

(2.1.3)

olarak tanimlanir.

Yarinormlu uzaylar arasinda tanimli lineer doniigiimlerin sinirlilify ile siirekliligi

kavramlar1 denktir. Bu denklik asagidaki teoremde ifade edilmektedir.

Teorem 2.1.2. (A, p) ve (u,q) yarmormlu uzaylar ve T : A — u bir lineer operator olsun.
Bu takdirde:

(a) T, a € A noktasinda siireklidir.

(b) T siireklidir.

(c) [|T[| <ee.

(d) Her x € A icin q(Tx) < Mp(x) olacak sekilde M pozitif sayist vardur.

onermeleri denktir.

Fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahip olan Hahn-Banach Teoremini ve bazi

sonuclarini verelim.

Teorem 2.1.3 ( Hahn-Banach Teoremi). [5] (A, p) bir yarinormlu uzay, p uzayr h uzaymn
bir altuzayive f: u— R,

lf(x)| < Mp(x), Vx e u,M >0
sartint saglayan bir lineer fonksiyonel olsun. Bu takdirde; f fonksiyonelinin,
|7 (x)] < Mp(x), Vx €A
olacak gekilde u’ den A’ ya bir f genislemesi vardir.

Sonug 2.1.1. (A, p), bir yarmormlu uzay ve u uzayi A uzayinin bir altuzay: olsun. Bu

durumda f € u/ fonksiyonelinin

f)=F(x) (xeu) ve llfll =7

esitliklerini saglayan bir f € A’ genislemesi vardir.



Sonug 2.1.2. (A, p), bir yarmormlu uzay ve u, A uzayinin kapali bir altuzayi olsun. Bu
durumda, her xo € A\ u icin
8(x0) =1 ve g, =0

sartlarin1 saglayan bir g € A’ fonksiyoneli vardir.

Bu sonucun, bir ciimlenin yogunlugu ve kapanisi tartismalarinda kullanilan iki

sonucu asagidaki gibidir.

Sonug 2.1.3. [32] (A, p) bir yarinormlu uzay ve y uzayi A uzayimin bir altuzayi olsun. Her
f €N igin f(u) = {0} olmasi f ’nin sifir fonksiyoneli olmasini gerektiriyorsa u altuzay1

A uzayinda yogundur, yani u = A esitligi mevcuttur.
Sonug 2.1.4. [33] (A, p) bir yarinormlu uzay ve u uzayr A uzayin bir altuzayi olsun.
f(u) = {0} olan her f € X i¢in f(x) = 0 oluyorsa x € i 5nermesi gegerlidir.
Teorem 2.1.4 (Banach-Steinhaus Teoremi). [5], (A, p) yart normlu tam uzay, (u,q) yart
normlu uzay ve (T,) C B(A,u) olsun. Eger (T,,) dizisi

T: A —u

x — T(x) =1mT,(x)
n
seklinde tanumly T déniisiimiine noktasal yakinsak ise, T € B(A,u) ve

||IT[| < liminf||7,[| < sup [T, < ee
n neN

esitsizlikleri gecerlidir.
Teorem 2.1.5 (Diizgiin Sinirlilik Prensibi). [5] (A, p) ve (u,q) yarinormlu uzaylar, (A, p)

tamve 0 # ® C B(A,u) olsun. ® noktasal sinirly ise, diizgiin sinirldir.

Teorem 2.1.6. [33] (A, P), topolojisi, P yarmmormlarindan elde edilmis bir uzay, y €
ve pi, (i =1,2,...,m) yarinormlart da P yarmormlar ailesinden secilen bir koleksiyon

olsun. Bu takdirde, Vx € \ icin,

W) <MY pilx) 2.1.4)
k

olacak sekilde M pozitif sayist vardir.



Tamim 2.1.4. T : A — u fonksiyonunun grafigi ,
G(T) ={(x,y) EAxpu:y="Tx}
seklinde tamimlanir. G(7T') C A x u kapali ise T doniisiimiine kapalr doniisiim denir.

Teorem 2.1.7. (A,P) ve (u,Q) yarmetriklenebilir iki uzay olmak iizere, T : A — u
doniigiimiiniin kapalt olmasi i¢in herbir (x,) C A, x € A,y € u icin
xn — x(AP)

Tx, — y(u,Q)

=y=Tx

onermesinin gecerli bulunmasi gerek ve yeterdir.

Tanmm 2.1.5 (Fréchet Uzay). Tam lineer metrik uzaya Fréchet Uzay ad1 verilir. Kisaca F

ile gosterilir.

Bir F- uzayin, alt uzay topolojisiyle elde edilmis topolojiye sahip, kapali her alt uzay1
yine bir F- uzaydir.A, T ve T* topolojilerine sahip bir F- uzay olsun. Bu takdirde, T C T«

ise T = T* olur.

Teorem 2.1.8 (Kapali Grafik Teoremi). T : A — u, Fréchet uzaylart arasindaki kapalr bir

lineer doniisiim siireklidir.

Tamm 2.1.6. (A,7y) ve (u,7,) iki topolojik uzay ve T : A — u bir doniisiim olsun. Eger
T doniisiimii, A uzayindaki her acik ciimleyi, (7' (A), Tu|7(n)) uzayindaki acik bir cimleye

doniistiiriiyorsa, 7 doniisiimiine acik doniigiim denir.

Mesela,
T (w,Tw) — (K[ -])

ile verilen koordinat fonksiyonelleri kullanigh bir acik doniisiim 6rnegidir.

Teorem 2.1.9. A ve u iki Fréchet uzay olsun. T : A — u lineer, siirekli ve orten bir doniisiim

ise, T aciktir.

T doniisiimii ayn1 zamanda birebir ise 7! doniisiimii de siireklidir.



Tanmim 2.1.7. [5] A, y aym K cismi iizerinde iki lineer uzay ve <,>: A x u — K bilineer
doniigiimii,
(D1) Sifirdan farkli herbir x € A igin < x,y > 0 olacak sekilde bir y € u vardir.
(D2) Sifirdan farkli herbir y € pi¢in < x,y > 0 olacak sekilde bir x € A vardir.
onermelerini saglhiyorsa, (A, u) ikilisi <, > bilineer doniisiimii ile dual ¢ifttir denir.

(A, P) lokal konveks Hausdorff uzay olmak iizere
<,>AxAN — K
(6 f) — <xf>=f()

bilineer doniisiimii ile (A,A’) bir dual ¢ifttir.

(A, u) bir dual ¢ift olsun. Herbir y € u i¢in

py A — K
x = px)=|<xy>|

seklinde tanimli doniistimler A iizerinde birer yarinormdur. P = {p, : y € u} yarinormlar

ailesinin A iizerinde {iirettigi topoloji, lokal konveks olup, bu topolojiye A izerindeki zay1f

topoloji ((A,u) dual ciftine gore) denir ve 6(A,u) ile gosterilir.
2.2 Dizi Uzaylan

Calismamiz boyunca terimleri kompleks sayilar olan tiim dizilerin lineer uzayini w
ile gosterip, bu uzayin A C w olacak sekildeki bir alt uzayina A dizi uzay1 diyecegiz.

Sonlu adette terimi disindaki terimleri sifir olan dizilerin ¢ uzayz,
& = {x = (x¢) : sonlu adette terim hari¢, Yk € N icin, x; =0}

ile verilir. Bu uzayin, {8} ciimlesinin gerdigi uzay oldugu aciktir. Burada, 8%, k.terimi 1
diger terimleri O olan dizi, d ise (1, 1,..., 1,...) ile verilen tiim terimleri bir olan dizidir.
Dizi uzaylar teorisinde siklikla kullanilan dizi uzaylar, standard dizi uzaylar: olarak

adlandirillan sinirh dizilerin /., yakinsak dizilerin ¢, sifira yakinsak dizilerin ¢ ve p-



mutlak toplanabilen dizilerin £, (1 < p < co) uzaylaridir. 4o, ¢ ve cq uzaylari

[[%lee = sup x|
keN

- 1/p
xllp = (Z IXkI”)
k=0

normu ile Banach uzaylardir. Bu uzaylardan elde edilebilen bazi dizi uzaylari, kismi

normu ile ve £, uzay1

toplamlar dizisi sinirh bs, kismi toplamlar dizisi yakinsak cs, sinirli-salimimli seri teskil
eden dizilerin bv ve bvg = bv N cp uzaylaridir. bs ve cs uzaylari
n
[l lbs = sup] Y x|
nook=1

normu ile, bv ve bvy uzaylar1 da

oo

[xl [y = Y Ik — Xt
k=1

normu ile Banach uzaylardir.
Tamim 2.2.1. (A, |].||;) normlu uzayindaki {b,} C A dizisini alalim. Vx € A i¢in,

=0

lim
n A

X — i ouby
k=0

olacak sekilde bir tek (o) C K dizisi mevcut ise {b, } ciimlesine A uzayinin bir Schauder
bazi denir. {8} ciimlesi, co ve £, uzaylari igin, {3,8} ciimlesi de ¢ uzay1 igin bir

Schauder bazidr.
Tamim 2.2.2. A C w dizi uzayi, her x = (x;) € A igin,
T (x) = x, VkEN

ile taniml1 7; koordinat fonksiyonellerinin siirekli oldugu topolojiye sahip ise K- uzay

adim alir.
Ornek 2.2.1. [5] w dizi uzayr,

dley) = Y ok PVl 22.1
R N T P (2.2.1)



metriginden elde edilen t,, topolojisiyle bir K- uzay teskil eder. (w,T,,) topolojik dizi

(n)

uzayinin bir x € w noktasina yakinsayan x(n) = (x; ) dizini gozoniine alalim. Bu takdirde;

("))

X o x= () € (W Ty) & (x;)) = x; € w, (koordinatsal)

6nermesi gegerlidir. Yani, (x") dizisinin x = (x;) dizisine yakinsamasi icin gerek ve
yeter sart Vk € N icin
(n) _

limx, ” = x;
n

olarak yakinsamasidir. Bu yakinsama koordinatsal yakinsaklik olarak bilinir. T,, topolojisi
de w iizerindeki koordinatsal yakinsaklik topolojisi adin1 alir. Bu topoloji, w iizerindeki

T; koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan en zayif topolojidir.

(A, T) bir K- uzay ve u C A olsun. Bu takdirde (u, 7,) de bir K- uzaydir. A uzayz,
T topolojisiyle bir K- uzay oluyorsa, bu topolojiden daha ince topolojilerle de bir K- uzay

teskil eder.

Tamm 2.2.3. A = (a,;) reel veya kompleks terimli bir sonsuz matris ve x = (x;) € w

olsun. Eger her n € N i¢in

(Ax), = Z Ank X
k=0

serileri yakinsak ise Ax = ((Ax),) dizisine x dizisinin A matrisi ile elde edilen doniigiim
dizisi denir.

A ve u herhangi iki dizi uzay1 ve A bir sonsuz matris olsun. Eger her x € A igin Ax
doniisiim dizisi mevcut ve u uzayina ait ise A matrisi, A uzaymdan u uzayina bir matris
doniisiimii tammmlar denir. A uzayindan u dizi uzayina taniml biitiin matris déniisiimlerinin

ciimlesi, (A;u) ile gosterilir.

Teorem 2.2.1. Bir A = (a,x) sonsuz matrisinin (c, ) sinifinda olmast icin gerek ve yeter

sart,
1A]| = sup}_|au| < o
nok

bulunmasidir.
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Tamim 2.2.4. [33] Bir A dizi uzayindaki A sonsuz matrisinin A4 matris alant,

M={x=(x)ew:Axer}.
olarak tanimlanir. Bu durumda bir matrisin yakinsaklik alant,

ca={x=(x;) Ew:Ax € c}.
seklindedir.
Tanim 2.2.5. x, y € w dizileri i¢in

xy = (%K) e
seklindeki carpimi, koordinatsal ¢arpim olarak adlandirilir. x € w ve A C w igin,
X-A= {xy:yek}
ve A, u C wigin
Mu={xy:xek yeu} (2.2.2)
olarak tanimlanir.
Tanmm 2.2.6. A Cw, uCwve x €A, y € udizileri verilmig olsun. Bu dizilerin
x+y=(xx+y), VkeN

seklindeki toplami, koordinatsal toplam olarak adlandirihir. A, u C w uzaylan igin
toplama,

Au= {x-l—y‘xE?u, y € u}

seklindedir.

Teorem 2.2.2 (Du Bois-Reymond Testi[S]). x = (xx) € bv ve y = (y) € cs ise xy =

(Xeye) € cs.

Teorem 2.2.3 (Dedekind Testi [5]). x = (xx) € bvo ve y = (yk) € bs ise xy = (xxyx) € cs.

11



Teorem 2.2.4 (Abel Kism1 Toplamlar Formiilii [5]). a = (ax),b = (bx) € w, x, = Yo_pay
ve x_1 = 0 olsun. Bu durumda, her n,k € N icin

n+k n+k
Z ayby = Z Xy (by = by+1) = Xn—1bn + Xnt1Dp k41
v=n v=n

esitligi gecerlidir.
Tanim 2.2.7. [28] A,u C w alalim. Carpim uzaylari olarak da bilinen A* dual uzayi,
M(A, ) :N‘:{yEw|xy€,u,Vx€7u}
seklinde tanimlanir. Kolaylik olmas1 bakimindan
A =M

veE

()M = pum
yaziliglari kullanilir. M(A), A uzayinin ¢arpim cebiri olarak bilinir.

Tanim 2.2.8. Herhangi bir A C w dizi uzayinin o.—, B—,y— dualleri, sirasiyla

M\, 0) = {yE w:Z|xkyk| <°°,Vx€7u},
k
M(\, cs) = {ye w:Zxkyk < oo Vx € k},
k
M(A, bs) = {y Ew: sup| Zxkyk| < oo Vx € 7»}
no k=0

seklinde tanimlanir ve A%, AB ve AY ile gosterilir.

Bu uzaylarin herbirisi yine bir dizi uzay1 olup bunlar arasinda,
dpcA*cA P cw (2.2.3)
kapsamasi gecerlidir. A C u ve € € {a, B,y} olmak iizere,

12



kapsamasi gecerlidir.[16]

¢ uzayini kapsayan bir A K-uzaymin f-duali,

W ={rehiren)

olarak tamimlanir.
Birbirlerini kapsayan dizi uzaylarinin f dualleri arasindaki iligskiyi veren bir teoreme

yer verelim.

Teorem 2.2.5. [33] A ve u uzaylart icin A C y ise ' C M kapsamasi gecerlidir. \ uzay:
u uzayt icinde kapali ise p/ = N\ esitligi gecerlidir.

Tanmm 2.2.9. { € {a,B,y} alam. A% = A esitligini saglayan A dizi uzayma, { — uzay ;
€ = a ozel halinde ise Kothe uzay(miikemmel dizi uzayt) denir.

A dizi uzay1 i¢in
{k) €w| ) €A VEEN: yi| < |xl} C A

kapsamasi gecerli ise, A uzayina solid uzay denir.

13



3. K- ve FK-UZAYLAR
Bu boliimde K- ve FK-uzaylarinin tanimi ile bu uzaylarin bazi temel 6zelliklerini

verecegiz.
3.1 K-uzaylan

Boliim 2.2 de, w uzayini, koordinat fonksiyonellerini siirekli kilan 7,, topolojisi ile
vermistik. Herbir j € N i¢in

qj:w—Rox=(x) = |xj|

fonksiyonlari birer yarmorm ve (g; : j € N) ailesiyle tanimli 7,, lokal konveks topolojisini

gostermek iizere, T,, topolojisi:

1. Herbir j € Nigin

jiiw— K, x=(x) — x;
fonksiyonlar siireklidir.
2. (w,ty,) uzayindaki bir dizinin yakinsaklig1 koordinatsal yakinsakliga denktir.
3. 1, topolojisi, T;(j € N) fonksiyonlarini siirekli kilan en zayif topolojidir.
4. (w,0) dual ¢ifti bakimindan t,, = o(w, 0) esitligi gegerlidir.
ozeliklerine sahiptir.

Tanmm 3.1.1 (K-uzay). Lokal konveks T, topolojisi, T,, topolojisinden daha kuvvetli olan

w uzayinin A altuzayina bir K-uzay ve T, topolojisine de A iizerinde bir K-topoloji denir.

Bu tanimdan,
1. (w,Ty) uzay1 bir K-uzaydir.

2. (A, 7)) bir K-uzay ve y, A uzaymin bir altuzayz ise (u, Ty |,) bir K-uzaydir.
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3. (A1) bir K-uzay ise T), topolojisinden daha kuvvetli olan lokal konveks topoloji-

lerle A uzay1 yine bir K-uzay teskil eder.
4. Herbir (A,T) ) lokal konveks dizi uzay1 i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(a) (A,7y) bir K-uzaydir.
(b) iy : (A, 1)) — (w,T,) icerme fonksiyonu siireklidir.
(c) Herbir j € Nigin 7tj|y : (A, 7)) — (K, | |) fonksiyonlar siireklidir.
(d) Herbir j € Nigin ¢; yarmormlar (A, ty,) lizerinde siireklidir.
5. Her K-uzay Hausdorff uzayidir.
sonuglart ¢ikarilir.
qj(x) = |xj| < 2|x|| esitsizligi gegerli oldugundan, e,c ve ¢ dizi uzaylar || ||
normu ile , bv ve bvy uzaylari || ||, normu ile birer K-uzay teskil ederler. 1 < p < oo

olmak tizere (¢,,]| ||,) uzay1 da bir K-uzayidir.

Tanim 3.1.2 (Normal Topoloji). A ve u iki dizi uzay1 ve ¢ C u C A* kapsamasi gegerli

olsun. Bu durumda her bir y = (y;) € pi¢in
ay(x) =) okl (x=x) €l

k
ile tanimli fonksiyon A iizerinde bir yarmormdur. Bu Q,, = {g, : y € u} ailesinin A iizerinde
tirettigi n (A, u) topolojisine (u uzayina gore) normal topoloji denir.

0 Cu, A% C AP ve py(x) < gy(x) oldugundan, 1, C Tp, C N(A,u) kapsamast
gecerlidir. Bu nedenle (A,M(A,u)) bir K-uzaydir. Her x € A igin x = ¥ xzek (n(A,u)
k

topolojisine gore) esitligi gegerli oldugundan ¢ uzay1 A uzayinda yogundur. Her f € A/
fonksiyoneli

FO) =Y nf (")

k
gosterimine sahiptir.
T:u — XN

y=0k) — Ty=fy,  Hlx)=Y %
k
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ile tamimh 7' doniigiimii i¢in 7'(u) C (M(A,u)) kapsamasi gegerlidir. 7 doniisiimiiniin
izomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter sart u uzayinin solid bulunmasidir.
N(A,u) topolojisinin (A,u) dual ¢iftinin bir topolojisi olmasi i¢in g uzayinin solid

bulunmasi gerek ve yeterdir.
3.2 FK uzayl

Tanim 3.2.1. Tam lineer metrik uzaya, F- uzay, topolojisi, H, Hausdorff uzayinin topolo-
jisinden daha ince ve A C H olan A lineer uzayina FH- uzay denir. Siirekli koordinat
fonksiyonellerine sahip tam lineer metrik uzay ise FK- uzay olarak adlandirilir. Topolo-
jisi normdan elde edilebilen FK- uzaya BK- uzay denir. F, FH, FK, BK kisaltmalari
Fréchet, Fréchet-Hausdorff, Fréchet-Koordinate, Banach-Koordinate kelimelerinden elde
edilmistir.

Mesela w uzayi,

22 k yk‘

1 + |xk — Ykl
metrigi ile bir tam lineer metrik uzayi yapisina sahip olup iistelik bir koordinat uzay yapisi

da sergiler. Iste bu yiizden FH- uzaylarin H = w kabul edilmis sekli FK- uzay goziiyle

goriiliir. Bu uzay, topolojisi normlanamadig i¢in bir BK- uzay degildir.

Daha Once standart dizi uzaylari olarak ele aldigimiz uzaylar, tlizerinde tanimlanan

normlar ile birer BK- uzaydir [33].
3.3 Lineer Doniisiimler ve Matrisler

Teorem 3.3.1. (A, 7)) ve (u,7y) sirastyla F- ve FK- uzaylar, T : . — u bir lineer doniigiim
olsun. Bu takdirde asagidaki onermeler denktir.

(a) T siireklidir.

(D) iy : (u,%) — (W,Tw) igerme doniisiimii olmak iizere iy, o T siireklidir.

(c)Tj= mjoiyoT: (A7) — (K,|.|), x = T[(x)];, Vj € Nigin siireklidir.
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Burada, T[(x)]; ile T'(x) doniisiimiiniin j. koordinati, 7; ile de j. koordinat

fonksiyoneli kastedilmektedir.

Ispat. (u,t,) bir K- uzay ve i, siirekli oldugundan (a) = (b) agiktir. Yine, koordinat
fonksiyonellerinin siirekliliginden (b) = (c¢) oldugu da kolayca goriilebilir. (c¢) = (a)

oldugunu gosterelim.

X Sx xe (W)

Ve

Tx" =y, ye (u1)

olsun. Bu yakinsakliklar koordinatsal olduklarindan, 7; siirekliliginden

n

yj = [lime(”)}
J

= lim [Tx(”)]

" j

= limTx™

= T (limx(”)>

= zj

= [Tx];

elde edilir ki bu ise y = T'x oldugunu gosterir. Teorem 2.1.7 ve Kapali Grafik Teoreminden

istenen elde edilir. O

Sonug 3.3.1. (A,7y) ve (u,7,) iki FK- uzay ve A C p olsun. Bu takdirde 1,

2, Ty, topolo-
jisinden daha zayiftir. Yine, A bir dizi uzay1 ve T ve T° bu dizi uzayi i¢in lokal konveks
topolojiler olmak iizere eger (A,T) ve (A,t*) ikisi birden FK- uzay oluyorlarsa bu takdirde

T=1"olur.

Teorem 3.3.2. FK-uzaylar arasindaki matris doniisiimleri siireklidir.
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Ispat. (A,7)) ve (u,t,) iki FK-uzay ve A : A — u bir matris doniigiimii olsun. A

doniistimiiniin siirekli oldugunu gostermek i¢in Teorem 3.3.1°den her bir n € N i¢in
Ap=m,0i,0A: A=K
doniigiimlerinin siirekli oldugunu gosterelim.

Ap:Ah — K

\4
x — Apx)= Z Ak Xk
k=0

doniigiimlerini gozoniine alalim. Herbir v € N i¢in A, € A’ olup, Banach-Steinhauss
Teoreminden,

(Ax), = limA,(x)
1%
ile tantml1 A, dontisiimii siireklidir. O

Teorem 3.3.3. Herhangi bir FK- uzaymin kapali her altuzay: yine bir FK- uzaydur.

Ispat. F-uzaylarin kapali her altuzaymin yine bir F-uzay ve K- uzay her altuzayinin da
bir K- uzay oldugunu biliyoruz. Su halde bir FK- uzayinin kapali her altuzay1 yine bir
FK- uzaydir. 0

Simdi, her biri yarinormlar tarafindan iiretilen sayilabilir ¢okluktaki FK- uzaylarin
herhangi kesisimlerinin ve sonlu toplamlarinin yine bir FK- uzay oldugunu soyleyen iki
teoreme, ispatlarina deginmeden yer verecegiz. Bu teoremlerde yarinormlar yerine norm-

lar alinirsa ayn1 ozelliklerin BK- uzaylar i¢in gegerli olabilecegini sdyleyebiliriz.

Teorem 3.3.4. Sayilabilir cokluktaki FK- uzaylarin kesisimi yine bir FK- uzaydir. Yani;
hern € Nve P=\JP, de {Py,P,,...} yarinormlar ailesinin birlegimi olmak iizere, (A, P,)
n

her biri FK- olan uzaylarin A = (A, kesisimi de bir FK- uzaydir.
n

Teorem 3.3.5. Her birinin topolojisi sayilabilir P, yarinormlar ailelerinden iiretilmig

(Ai, P;) FK- uzaylarin
n
A=Y M
k=1



toplami,

qp0) p2) . pm (X) = inf{ Y PO x =Y x®, xW ey, p e Pk}
co k=1 k=1

ile verilen q yarinormlar ailesinin iirettigi FK topolojisiyle yine bir FK- uzaydur.

Yukarida vermis oldugumuz teoremin iki lineer topolojik uzay bakimindan ifadesi

asagidaki gibidir.

Teorem 3.3.6. A, u, topolojileri sirastyla p, q paranormlarindan elde edilen FK-uzaylar

olsunlar. Bu durumda, A + u={x+y:x € N,y € u} uzayr da

r(z) = inf{p(x) +q(y) ‘x cENy€Euz=x+y}
paranormuyla bir FK- uzay olur.

Teorem 3.3.7. Herbir n € N icin A, FK- uzaylart arasinda A, C A1 olsun. Bu uzaylarin
A= U, A, seklindeki birlegsimlerinin de bir FK- uzay olmast i¢in gerek ve yeter sart A = A,

olacak sekilde bir n € N sayisinin olmasidur.

Bir FK- uzayimnin siirekli bir lineer doniislimiiniin tersi altinda goriintiisiiniin yine
bir FK- uzay oldugunu biliyoruz. Bu 6zellik, bir bakima FK- uzay elde etme isleminde
kullanilan bir metot olarak ele alindiginda, topolojik dizi uzaylarinda oldugu gibi topla-
nabilme teorisinde de 6nemli bir rol oynar. Simdi bu 6zellik ile ilgili teoremimize yer

verecegiz.

Teorem 3.3.8. (A, P) ve (u,Q) iki FK- uzay, T : A — w siirekli lineer bir déniisiim,

pr =T ' (u) = {x €| T(x) € u}

ve
T:ur —
x — T(x)

olsun. Bu takdirde asagidaki onermeler gecerlidir.
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(i) ur uzayr,
P*=PU{qoT|q€Q}

seklinde tanimli yarinormlar ailesiyle iiretilen topoloji ile bir FK- uzaydir.
(ii) T: ur — u doniisiimii lineer ve siireklidir.

(iii) T doniisiimii birebir ve orten ise, ur uzaymin FK- topolojisi,
Q" = (qu\qu)

ailesi tarafindan tiretilir.
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4. BIR K- ve FK- UZAYININ BAZI ALTUZAYLARI

Bu bolimde, K- ve FK-uzay1 yapisina sahip herhangi bir A O ¢ uzayinin bazi
ozellikler tasiyan altuzaylarina yer verece8iz. [33]’de bu altuzaylarin cesitli ozellikleri
incelenmigve cesitli uygulamalarina yer verilmistir. Bazi dizi uzaylarinin ve matrislerin
etki alanlarinin altuzaylarn cesitli yazarlar tarafindan incelendi [1, 5, 7, 9, 13, 17, 21, 25,
33]. Bu oOzellikleri verirken uzayin, ¢ uzayini kapsayan bir BK-uzay1 oldugunu kabul

edecegiz.
4.1 Kesim Operatorleri
Bu kisimda, bir x = (x,) dizisinden, sonlu terimi sifir olmayan ve dizinin n-li kesimi

dedigimiz yeni diziler elde etmek icin kullanilan baz1 kesim operatorlerine deginecegiz.

Tamim 4.1.1 (Dizilerde n-li Kesim ). A C w bir dizi uzay1 olsun. Bu uzaydaki x = (xy)

dizisinin n-li kesimi,
n
Pr=Y38
k=1
kesim operatorii olmak iizere,

Py = M — Zka" 4.1.1)
k=1

seklinde tanimlanir. {P"-x} = {x"} ciimlesini de x dizisinin n-li kesimler ciimlesi olarak
adlandirir ve P - x ile gosteririz.
Bu durumda agikga goriilecegi tizere, bir x = (x1,X2,...,Xp,Xp+t1, .-.) dizisi boyle bir

operator altinda yalnizca ilk n terimini muhafaza edebilecektir. Yani;
X = (x1,X2,...,Xn,0,0,...)
olur.

Tanim 4.1.2 (Cesaro n-li Kesim). Bir x = (x;) dizisi i¢in Cesaro doniigimii;

1 n
)’n:_zxk
=
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ile verilir. y = (y)nen dizisine, x dizisinin Cesaro metodu altindaki goriintiisii olarak

bakilir. Bu metoda karsilik gelen matris ise,

Cnk =
seklindeki terimlerden olusur. x dizisini Cesaro metodu ile diigiindiigiimiizde, bu dizinin
Cesaro n-li kesimi,

1 n
o' =-Y P 4.1.2)
=1

Cesaro kesim operatorii olmak iizere,

seklinde tanimlanir. Bu ise,

k—1
n

)k (4.1.3)

xlMo = Y x(1-
k=1

esitligini verir. Benzer sekilde, {c"-x} = {x"lo} ciimlesi x dizisi i¢cin Cesaro n-li kesimler

ciimlesi olarak adlandirilir ve ¢ - x ile gosterilir [7].

Tanim 4.1.3 (Sartsiz Kesim). N pozitif sayilarin sonlu bir ciimlesi ve

hN" — Z Sk
keN"

sartsiz kesim operatorii olmak iizere, sartsiz kesim

A==} s (4.1.4)
keN"

ile verilir. {AYN"-x} = {xN'} ciimlesi, sartsiz kesimler ciimlesi seklinde adlandirilir. Ve

h - x ile gosterilir.

Tamim 4.1.4 (Toeplitz Kesimi). T = (#,4) satir sonlu, regiiler bir sonsuz matris olsun.

k
K = T = ZtnkajSJ
k J

ile bir x dizisinin n-li T-kesimi elde ederiz.
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Tamim 4.1.5 (Sartsiz Toeplitz Kesimi). T = (t,;) satir sonlu bir sonsuz matris ve 11 bu

matrisin n. slitunu olmak iizere, bir x dizisinin sartsiz n-li T-kesimi
H(x)=xN7= Y (1l -7 1)y
ieNn

ile verilir. Burada, ° =0 olarak degerlendirilecektir. [15]

Yukarida, muhtelif operatorler altinda bir x dizisi i¢in n-li kesimlere yer verdik. Bu
kesimlerin ortak amaci, dizinin ilk » terimiyle ilgilenerek, bu dizinin ait oldugu uzaylar,
uzaylarin dualleri, uzaylar arasindaki matris karakterizasyonlar1 gibi baz1 6zellikleri in-
celemektir. Standart dizi uzaylari i¢in ¢esitli incelemeler yapilmis ve yapilmaya da devam

edilmektedir.
4.2 K Uzaymn Baz Altuzaylar

Bu kisimda, bir K-uzayin n-1i kesimlerle olusturulan altuzaylarina ve bu uzaylarin

baz1 topolojik 6zelliklerine yer verecegiz.

Tanim 4.2.1 (AB, AK, SAK, FAK Ozellikleri). A, ¢ uzaymm kapsayan, T, topolojisiyle
bir K- uzay olsun. Bir x € A i¢in
{x"|n e N}

ciimlesi (A, Ty ) uzayinda sinirh oluyorsa, x dizisi AB 6zelliine sahiptir denir. A uzaymin
her eleman1 AB 6zelligine sahip ise, uzaya AB-uzay denir.

A uzaymin AB 6zelligine sahip dizilerin ciimlesini B, ile gosterecegiz. Buna gore,

By, = {x€A:x, AB ozelligine sahiptir }
= {x er:{:neNyc (A1) smlrh}

seklindedir.

Bir x € A i¢in

K= x (0, (4.2.1)
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oluyorsa, x dizisi AK 6zelligine sahiptir denir. A uzaymin her eleman1i AK 6zelligine
sahip ise, uzaya AK-uzay denir.
A uzaymin AK ozelligine sahip dizilerin ciimlesini Sy, ile gosterilir ve
S, = {x€A:x, AK ozelligine sahiptir}
= {x er:xll - x(k,rk)}
seklindedir. Benzer sekilde, (4.2.1) yakinsamasi 6(A, 1) zayif topolojiye gore ise x dizisi
SAK ozelligine sahiptir denir. A uzaymin her eleman1 SAK 6zelligine sahip ise, uzaya
SAK-uzay denir. SAK 6zelligine sahip A uzayindaki dizilerin ctimlesi W) ile gosterilir ve
Wy, = {x€A:x, SAK ozelligine sahiptir}
= {x el:xll— x(k,c(k,l’))}
seklindedir. Her f € A igin,
Y xf(8)
k
serisi Ty, topolojisine gore yakinsaksa, x dizisi FAK 6zelliklerine sahiptir denir, A uzayinin

her eleman1 FAK o6zelligine sahip ise, uzaya FAK-uzay ad1 verilir. FAK 6zelligine sahip

A uzayindaki dizilerin ciimlesi F ile gosterilir ve
F, = {x€\:x, FAK ozelligine sahiptir.}
= {x eEN: Zxkf(ﬁk) yakinsak ,Vf € (A, Tx)/}
k
seklindedir.

Burada AB, AK, SAK ve FAK kisaltmalari, Alman  dilindeki;
AbschnittsBeschrdanktheit, AbschnittsKonvergenz, Schwache AbschnittsKonvergenz,
Funktionale AbschnittsKonvergenz kelimelerinden elde edilmistir.

(A,T).) K-uzaynin altuzaylar arasinda asagidaki kapsamalar gecerlidir.
OCS, CW,CF CByveW, Co (4.2.2)

Burada ¢ C Wy , Wy C ¢ ve diger kapsama bagintilar1 sonlu terimi sifir olmayan dizilerin

¢ uzaymnin ve altuzaylarin tanimi dikkate alinarak kolayca ispat edilebilir.
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Tanmim 4.2.2 (AD Uzay). (A, T;) uzay1 ¢ C A olacak sekilde bir K- uzay olsun. Eger, A = ¢
esitligi saglanmyorsa (A, T; ) uzayina AD-uzay denir.
Burada AD kisaltmasi, yine Alman dilinde, kesimsel yogunluk anlamina gelen

AbschnittsDichte kelimesinden elde edilmigtir.

Teorem 4.2.1. (A7) siirekli duali ' olan bir SAK-uzay olsun. Bu durumda N' = A/
esitligi saglanmakla birlikte N/ C \P kapsamasi gecerlidir ve her f € X, her x = (xi) € A

icin
) =Y xf (&) (4.2.3)
k

temsili gecerlidir. M C AP kapsamast A uzayr FAK- uzay iken de gecerlidir.

ispat. (A,7)uzay1 SAK uzay ise iistelik bir FAK- uzay ve bu yiizden A/ C AP olur. (4.2.3)

esitligi, SAK-uzay tanimindan elde edilir. 0
Teorem 4.2.2. A, ¢ uzayi kapsayan bir FK-uzay ise M = (0)/ esitligi gecerlidir.

Ispat. Bununicin A/ C (§)/ ve A/ O (¢)/ kapsamalarmin gecerli oldugunu gosterelim.
f €N ve y, = f(8) olmak iizere y = (y;) € A/ olsun. f fonksiyonelinin ¢ uzayina
kisitlanist |5 = g alalim. Bu durumda yy = 2(8%) olup, g € (0)’ oldugundan y € (¢)/ elde
edilir.
Tersine, g € (¢)' ve yr = g(8") olmak iizere, y = (yx) € (¢)/ olsun. Hahn-Banach
Teoreminden g fonksiyonelinin A uzayma f ‘5 = g olacak sekilde bir f genislemesi mev-
cuttur. f € X olup, yx = f(8%) esitligi gecerlidir. Bu ise y = (y;) € A/ oldugunu

gosterir. 0

AK- uzay olan her A dizi uzay1 AD- uzaydir. Yani,
Sk =A=A= 6

dir. = yerine < gelmesi i¢in A = ¢ uzaymn iistelik AB- uzay olmasi gerekir.

Simdi bazi dizi uzaylar i¢in yukarida tanimladigimiz altuzaylarini belirleyelim.
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K- uzay olan bir A D ¢ uzaynn bir n € {S, W, F, B} ozelligine sahip oldugunu
gostermek icin

m=As(MmCAAMmDA)

onermesi dikkate alindifinda, her seferinde, m; C A kapsamasi agik oldugundan biz

yalnizca 1y D A kapsamasinin gegerli oldugunu gostermeye ¢alisacagiz.
1. (w,7y,) uzay: bir AK-uzaydir. w uzay1 i¢in
w=3S8,=W, = W:Bwvewf:q) 4.2.4)
esitlikleri gecerlidir.
2. (1 < p<e)igin (€,,]|.||p) uzay: bir AK- uzaydir. ¢, uzayi i¢in
Se, =Wy, =F, =By, =1¢)

esitlikleri gecerlidir.
S¢, = ¢p oldugunu gosterelim.

x = (x¢) € £, alahm. x dizisinin P" n-li kesim doniisiimii altinda goriintiisii,
Plx= x"'= (x1,x2, -+, %,,0,0,- ")
olup
A x = (0,0, -0, =g 1, —Xn425 —Xnt3, )

olur. [[x"l — ||, normunun 7 iizerinden limiti alinirsa

=

lim|[x" ]|, = Tim( Y |al”)
k>n+1
=0
bulunur. Buise x € §y,, yani x dizisinin AK 6zelligine sahip oldugunu gosterir. Her
x = (x¢) € £, icin bu tartigma gegerli olacagindan ¢, C S ¢, kapsamasi gegerlidir. Su

halde, Sy, = ¢), esitligi gegerli olup £, bir AK-uzaydur.
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3. Benzer sekilde,
St., =S¢ =S¢y = o

esitlikleri gegerlidir. (co, ||-||) uzay1 bir AK- uzay olup, ¢ ve fw uzaylarmin AK-
ozelligine sahip dizilerinin uzayi ise co uzayidir.

x € l igin

lime[”} —x||, = lim( sup |x])
n T k>n+1
=0
olmast i¢in x = (x¢) € co, (k € N) olmas1 gerektigini anlariz. Bu da S, = ¢

olacagini gosterir.

Bununla birlikte,
Se.=Wi,_.=coveF_= By.= lw
esitlikleri gegerli olup, (&0 NIE Hoo) uzay1 bir FAK- uzaydir. Buradan, ¢) C A C /e
olacak sekildeki her (A, || ||«) dizi uzayi icin,
S,=Wy=coveF = B = A

oldugunu sdyleyebiliriz.

4. bvy ve bvuzaylan ||-||5, normu ile sirasiyla AK- uzay ve AB- uzaydir.
bvg uzayinin AK-uzay oldugunu gosterelim.

x € by olsun. Bu durumda, x € bv N cp olup

Z\xk—xk_ll < o
k

onermesi gecerlidir. Buna gore

sl = tim( E s

k=n+1
=0

bulunur. Bu ise x € Sj,,, oldugunu gosterir. Su halde Sy, = by esitligi gecerlidir,

yani bvgy uzayi bir AK- uzaydir.
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5. (bs, || |lps) uzaymn Sy = cs olacak sekilde bir AB- uzay ve (cs, ||-||ps) uzay1 ise

bir AK- uzaydir.

Simdi, bir FK- uzayinin AK- veya AD- uzay oldugu takdirde dualleri arasindaki

iligkiyi veren teoremine yer verelim.

Teorem 4.2.3. [33] A D ¢ bir FK- uzay olsun. Bu takdirde asagidaki énermeler dogrudur.

(1) A uzaywmun B, yve f dualleri arasinda,
AP carca

kapsamasi gecerlidir.
(ii) A uzayi AK ozelligine sahip ise bu takdirde \B = A olur.
(iii) \ uzayt AD ozelligine sahip ise bu takdirde \P = \Y olur.

ispat. (i) Herhangi bir A dizi uzayi icin AP  AY kapsamasinin gegerli oldugunu biliyoruz.
Bu yiizden yalnizca AP € A/ ve AY € A/ olduklarin1 gosterecegiz.

y € AP olsun. Bu durumda her x € A i¢in

Y vk
k

serileri yakinsaktir. Bu seri yardimiyla

f:A — K
x=(x) — flx)=) xw
%

fonksiyonelini tanimlayalim. f fonksiyoneli A iizerinde noktasal sinirli olup Banach-
Steinhaus Teoreminden f € A’ elde edilir. Ozel olarak x = §" € A aldigimizda, f(8") =y,
olup buradan y € A/ oldugu sonucuna variriz. Béylece AP S kapsamasi saglanmis olur.
AY C A kapsamasi benzer sekilde gosterilebilir.
(i) A uzayr AK 6zelligine sahip bir FK- uzay olsun. AP ¢ A/ kapsamasi (i) den

dolay1 gecerlidir. Simdi ise A/ C AP kapsamasinin gecerli oldugunu gosterelim.
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Bunun igin y € A/ alalm. Bu takdirde y, = £(8") olacak sekilde bir f € A’ vardir. A

uzay1 bir AK- uzay oldugundan her x € A i¢in x = ¥ x;8 olur. Boylece her f € A i¢in
k

fx) = Y xf(d
k
= Y xo
k

elde edilir. f € A’ oldugundan son seri yakinsaktir. Bu ise y € A8 oldugunu gosterir. O
halde AP = A/ esitligi saglanur.

(iii) M C AY oldugunu biliyoruz. Simdi A uzay1 AD 6zelligine sahip bir FK- uzay
iken AY C AP olacagim gésterelim.

Bunun i¢in y € AY ve her x € A igin f,,(x) = i yixx alalim. O halde {f,} noktasal
sinirhdir, dolayisiyla essiireklidir. Her x € ¢ igin, li;nll fn(x) mevcut oldugundan, bu limit

her x € A igin mevcut olmalidir. Simdi,
E = {x € A:lim f,(x) mevcut }
n

seklindeki ctimleyi alalim. Bu ciimle A uzayinin kapal bir alt ciimlesidir.

¢ C E C A olup, uzayin bir AD-uzay oldugu dikkate alinirsa

OCE=ECA=0

elde edilir. Buna gore, E = A = ¢ sonucu elde edilir. O halde, her x € A icin lim,, f,(x)
meveuttur. Her x € A icin ¥ yexy serisi yakinsak olacagindan y € AP olur. Bu ise iste-

nendir. L

Asagida AD- uzay olan bir A, FK- uzayi ile herhangi bir u, FK- uzay icin; bu uzay-

larin f dualleri arasindaki iligkiyi veren teoreme ispatsiz yer verecegiz.

Teorem 4.2.4. [33]. A bir AD- uzay olsun. Bu takdirde, herhangi bir u FK- uzay: icin

A C u olmast icin gerek ve yeter sart M O u/ olmasidur.
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Teorem 4.2.5. Asagida bazi dizi uzaylarimin dualleri ile ilgili verilen onermeler dogrudur.

(@  bvh=bvl=bvl =bs
(b) P = cs
0 b'=b'=bs

(d) esP=cst=cs/ = by

ispat. (a) bvb = bv! = bv) = bs.

bvg uzay1 bir AK- uzay oldugundan bir AD- uzaydir. Teorem 4.2.3 geregi
bvg = bvg = bv{;

esitlikleri gecerlidir.

y € bs ve x € bvy olsun. Teorem 2.2.3’den xy = (xxyx) € cs dir. Bu ise bs C bvg

oldugunu gosterir.
Diger taraftan u € bvg alalim. Bu takdirde, u; = f(8) olacak sekilde bir f € by

vardir. 8 = Yy &% olmak iizere,
k=1

n

Y £(8)

k=1

n
Y
k=1
olduguna gore HS[”] ‘ } py = L olur. f lineer ve siirekli oldugundan,
n n
Ll (52)
k=1 k=1

n
Y ug| < oo olur. Yani u € bs elde edilmis olur.
k=1
p

bs C bvh = bv! = bv] C bs oldugundan istenen esitlik, yani bvb = bv! = bv] = bs
elde edilir.

= [F@"H < 11711 |8 | = 1111

elde edilir. O halde sup

n

(b) bvP = cs.
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8 € bv oldugundan {8} C bv kapsamas gecerlidir. {3}P > bv® olur. Ve {8}P =c¢s
oldugundan, by C s kapsamas1 gecerli olur.

cs C P kapsamasi Teorem 2.2.2 den goriiliir.

Buna gore P = cs esitligi gecerlidir.

(c) bW = byl = bs.

bv = bvy ® & oldugundan,
byt = bvi N {8}"

esitligi gecerlidir. bvg = bs oldugunu (a) dan biliyoruz.

n
Y Xk

{8}V = {xe w:sup

< oo, vye{S}}

nolk=1
n
= {xEW:sup Y <oo}
no k=1
= bs

esitliginden, bvY = bs elde edilir. bvg C bv ve bvy uzay1 bv uzaymin kapali alt uzayi
oldugundan Teorem 2.2.5 geregi bvg = b/ esitligi elde edilir. (a) dan bvg = bs olmasiyla
ispat tamamlanmus olur.

(d) csP = s = cs/ = bv.

cs uzay1 bir AK- uzay oldugundan Teorem 4.2.3(ii) den esP = es¥ = s/ esitlikleri
gecerlidir. (b)’den bvP = cs oldugundan, bvPP = ¢sP esitligine sahip oluruz. by C byPB
kapsamasindan

bv C csP

elde edilir.

n
u € cs¥ve x € cs alalm. y, = ¥ x; olmak iizere, y € ¢ olup, Abel kismi toplamindan
k=0

n

n
Y wene =Y (g — 1)y + wyi
k=0 =0
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esitligi gecerlidir. A = (a,;) matrisini,

up—Uugr1 , k<n
ank = U , k=n
0 , k>n

olarak tanimlayalim. Bu durumda,
n
Z upxy = (Ay)n
k=0
olup, (uxi) € bs oldugundan, {(Ay),} dizisi le uzayna aittir. Her y € ¢ i¢in Ay € /w

olacagindan A € (¢, /) olup,

n—1
||A]| :Sgp{ Y \uk—uk+1\+\uny} < oo
P

sartindan,

Yl — 1] < oo
k

bulunur. Buna gore u € by olup, c¢s¥ C bv kapsamasi gegerlidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur. [
4.3 Cesaro FK Altuzaylar

Bu kisimda, baz1 yeni dizi uzaylarin1 ve bunlarin dual uzaylarin1 tanimlayip, Cesaro
kesim operatorii yardimiyla [7] ve [12] calismalarinda elde edilen FK-altuzaylarim ve
bazi1 6zelliklerini inceleyecegiz.

Cesaro doniislimii altinda, sifira yakinsayan

1
Cp = {x Ew: liznzjglxj = 0}
kismi toplamlar1 sinirlt dizi tegkil eden
n

1 k
pOIDIEY
~

Gb:{x€w:sup
k=1j

n

-}
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ve kismi toplamlar1 yakinsak dizi teskil eden

12 k
Os=<x€w:lim- X; mevcut

k=1j=1

climleleri tanimlayalim. 6y uzay1

HXHGO——Sup

ile ve ob ve os uzaylari da
Z Z i

normlariyla birer BK-uzaydir. Bir A dizi uzayinin ¢ ve b dualleri sirasiyla

[Fellos = sup |~

A° = {wa‘limlinjyj mevcut, Vye?»}

non
k=1j
= {xewlxycos, Vyei}

veE

At = {x € wlsup |-
n

n k
ZZ XjYij
k=1 j=1

= {xewlxyecob, Vyei}.

< oo, Vyek}

olarak tanimlanir.

Bir x € A dizisi igin, (4.1.3) ile verilen, n-li Cesaro kesimi

x["}c —

seklinde idi. Bu kesim yardimiyla asagidaki altuzaylari tanimlayalim.

Tanim 4.3.1. A, ¢ uzayim kapsayan, T, _topolojisiyle bir FK-uzay olsun. Bir x € A i¢in

{xl"lo . n e N}
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ciimlesi (A, Ty ) uzayinda sinirh oluyorsa, x dizisi 6B 6zelligine sahiptir denir. A uzayinin
her eleman1 6B 6zelligine sahip ise, uzaya 6B-uzay denir. A uzaymnin 6B 6zelligine sahip

dizilerin ciimlesini C1B;, ile gosterecegiz. Buna gore,

CiB), = {x€\:x, oB ozelligine sahiptir }
= {x el: {xls:neN} c (1)) smlrh}

seklindedir.
Bir x € A igin

e — x(h1)

onermesi gegerli ise, x dizisi oK 6zelligine sahiptir denir. A uzaymnin her eleman1 6K
ozelligine sahip ise, uzaya 6K-uzay denir. A uzayinin oK o6zelligine sahip dizilerin

ctimlesini C1) ile gosterecegiz. Buna gore,

C1S), = {xe€\:x, oK ozelligine sahiptir }
= {x e xlle — x(x,m}

seklindedir.

Benzer sekilde FoK ve SoK 6zellikleri de FAK ve SAK 6zelliklerine paralel olarak

tanimlanabilir. A D ¢ bir FK-uzayinin FoK ve SoK altuzaylar

C\F, = {x € A :x, Fo K ozelligine sahiptir}
xEM: x = lim~ Z Zx,f erx’}
W, =

x € A:x, So K 6zelligine sahiptir}

1 n
ML I
XEA: . Eﬁ X x(zaylf)}

Il
—— =

1n k ,
xEA: flx m;;; £(8%) erx}

seklinde tanimlanirlar.
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Bir x = (x;) € wigin Axg = xg — X1 Ve Axy =Ny — Aj_]ka olmak tiizere; her
k € N igin A%x; > 0 (A%x; < 0) olan reel terimli x = (x;) dizisine konveks (konkav) dizi

denir.

Lemma 4.3.1. [7] (vy), pozitif reel sayilarin kesin artan bir dizisi ve (8y), 91 = 1 olacak

sekilde pozitif sayilarin kesin artan bir dizisi olmak iizere,

B 1 (Vi = Vi—1) = O (V1 — Vi—1) — Ok—1(Vas1 — Vi)

esitsizligi saglansin. 'y dizisi de Oy ve Oy arasinda lineer olacak sekilde ys, = vy
seklinde verilsin. Bu takdirde, y konkav ve o, =y, Vile verilen o dizisi o € ¢y olan bir

konveks dizidir.

Lemma 4.3.2. Her o € w icin,

n—1 n
all = kA 0y 0* + (n—1)Aa,6" ' + oy, Y &
k=1 k=1
n—1
= Y kA’o40* +no, 6" — (n—1)0y4106" !,
k=1
esitligi gecerlidir.

Teorem 4.3.1. Vx € w icin, 6b bir 6B uzaydir. Yani,

¥l = sup x| gy-

Ispat. Herbir y € ¢ icin,
s(y) = ‘Zm!
k

alalim. x € w icgin

Ixllep = sups(xlo)

= suplims(c™x")o)
n m

IN

sup "
n

elde edilir.
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Tersine, o0 = ¢"0™ alalim.
1 n
=1
olmak iizere; Lemma 4.3.2 ile,

sup | ‘x[”]" | |cb = sups(c”"0"x)
n m<n

m—1
= sups( Z kA2 oy (6K x) +m0cm(6mx))

m<n k=1

< sup (imzlk—l— (1- n- 1)) sups(c’x)

m<n \TM1 2} n k
= sups(cty)
k
= |Ille
olacagindan &b = C;Bg;, olur. Boylece b bir 6B uzay olur. [

Bu uzaylar standart dizi uzaylarina paralel bir sekilde insa edilmis olduklarindan,
tizerlerinde tanimli normlar ile tasidig1 ozellikler standart dizi uzaylarinimi 6zelliklerine

benzerler. Asagidaki teorem bu agiklama dogrultusunda ispatsiz bir sekilde yer alacaktir.

Teorem 4.3.2. ©s uzay, ||-||cp normu ile bir 6K uzaydur.

C1Sop = C1S6s = 05 ve C1Bgs = ob esitlikleri gecerlidir.

Teorem 4.3.3. [16]\ D ¢ bir FK- uzay olsun. Bu takdirde,
(i) B A c A%t M/,
(ii) A bir 6K- uzay ise M = \° esitligi gecerlidir.
(iii) A bir AD- uzay ise \° = A% esitligi gecerlidir.

Ispat. Oncelikle (ii) ve (iii) ifadelerini ispat edelim. Bdoylelikle, bunlar yardimiyla (i)
ifadesini ispat edebilecegiz.
(ii) Bunun i¢in, A/ C A% ve A° C A/ olduklarin1 gostermeliyiz. O halde,

y € A® olsun ve her x € A i¢in,

‘ 12 k
f(x) =1lim— Z ijyj
Ly |
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olarak tamimlayalim.
Banach-Steinhaus teoremi geregince f € A’ olur.

Ayrica,

(8™ = lirrln%(n— (m—1))ym = ym, (m<n)

olup, y € A/ olur. Buise A° C A/ olmas1 demektir.
Simdi de A/ C A° oldugunu gosterelim. Bunun igin, y € A/ alalim. A bir 6K- uzay

oldugundan, her x € A i¢in,
1 k )
flx) = Lm=Y Y x;f(&)
Ay |
12 k
= lim-— Z Z X jy j
ALy = s
esitligi saglanir. Bu da y € A° olmasi demektir. O halde, bu iki durum dikkate alindiginda,
A/ = A° sonucu okunur,

(iii) Bunun igin, y € A°? alalim ve her x € A igin,

n k
)IDIERY
k=1 j=1

olsun. Bu takdirde, {f,} noktasal sinirhdir ve dolayisiyla da essiireklidir.([33], 7.0.2)

Ju(x) =

S| =

Simdi, (m < n) igin lim, f,(8") = y, oldugundan ¢ C {x : lim, f,(x) mevcut }
icermesi gecerli olur. Boylece, yakinsaklik lemmas1 kullanilarak, ([33], 1.0.5, 7.0.3 )
{x : lim, f,(x) mevcut } ciimlesi A uzaymn kapali bir altuzayr olur. A bir AD- uzay
oldugundan,

A={x: liign fa(x) meveut } = ¢

esitligi saglanir ve her x € A i¢in lim,, f,,(x) mevcut olacagindan y € A° bulunur.
Diger icerme asikar oldugundan, A° = A% esitligi gecerlidir.
(i) Hipotezden ¢ C A olur. ¢ bir 6K- uzay oldugundan, ([33], 7.2.4) ve az once

ispatint vermis oldugumuz (ii) ve (iii) 6nermelerinin dogrulugu da kullanilarak
2 C(9)7 = (9)° = (9)/M

esitligi saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur. 0
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Tamm 4.3.2. C1F;jr ve Cle altuzaylari,

;= {remi( ) s
k=1
= {xew|(nf(@")cos, Vf N},

C]B;C = {x € w| (% Zx[k]) (k—smzrlz)}
k=1

— frew|ens (") € ob. ¥ e N},

seklinde tanimlanir. Ayrica, C1F) = C| Ff NAve C\By,=C 1B;LL N A esitlikleri gecerlidir.
Kolaylik olsun diye, C1S,CiW,C\F*,CiB",C\F,C\B gosterimlerini kullanacagiz.

Teorem 4.3.4. A D ¢ bir FK uzay olsun. Bu takdirde,
¢CC15CC1WCC1FCC13C7»

ve

dCCiSCCIW C o
kapsamalart gecerlidir.

Ispat. Acik olmayan tek icerme C{W C ¢ icermesidir. Bunun igin ¢ uzayu iizerinde f =
0 olan f € A fonksiyonelini gozoniine alalim. C;W uzaymin tanimi geregince f = 0

fonksiyonelidir. Sonug 2.1.4’ten istenen elde edilir. 0
Teorem 4.3.5. A=C,S, C\W, Ci1F™, C\B", CiF, C1B alalim. Bu takdirde,

ACu= N CA,
onermesi gecerlidir.

Ispat. icerme doniisiimiiniin siirekli oldugunu biliyoruz. Teoremin ifadesi dikkate

alindiginda eger x € A alindiginda x € y olacagindan x € C1S), oldugu takdirde,
1 n
- Z oL
=1

yakinsamasi u uzayi i¢in de gegerli olur. Yani, x € CiS, olur. C{W i¢in igerme

doniisiimiiniin zay1f siirekliligini (zayif topolojilere gore siirekliligi) dikkate aldigimizda
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sonug¢ hemencecik okunur. Simdi x € C;F*, C;B" alahm. Bu takdirde, her f € A/
icin sirasiyla (x,f(8")) € os, 6b olup bu kez her g € /' i¢in g fonksiyonunun gl € A’
seklindeki kisitlanigt icin de (xng(S”)) € os, ob elde edilir ([33], 4.2.4). Bu sonug
x € C1F, C1B i¢in benzer olarak elde edilebilir. OJ

o0 uzay1 AK-uzay oldugundan asagidaki teoremleri elde ederiz.

Teorem 4.3.6. A O ¢ FK-uzay olsun. Bu durumda, 6o C C1S C C\W kapsamalart

gecerlidir.
Teorem 4.3.7. A D ¢ FK-uzayt icin

C\ Bt =M
esitligi gecerlidir.

Ispat. z € C;B* olmasi igin gerek ve yeter sartin (znf(8")) € ob oldugunu biliyoruz. Bu
ise bizi her f € A icin £(8") € A/ olacagindan ve 6b dualin tanimindan z € A/°? sonucuyla

bulusturur. 0

Teorem 4.3.8. A DO ¢ bir FK uzay ve ¢, ¢ uzaymin \ uzayindaki kapamisi olsun. Eger;
herhangi bir u FK uzayi icin
dbCcuch

ile verilen kapsama gecerli ise bu takdirde
CiB; = C1B;
esitligi saglanr.

Ispat. Teorem 4.3.5 yardimiyla C;B*(¢) C C;B"(u) C CiBT()\) olacagim gbriiriiz.
Diger taraftan, Teorem 4.3.7 ve ([33], 7.2.4) ile istenen esitlik elde edilir. O

Teorem 4.3.9. A D ¢, C1B D ¢ kapsamasimn saglandig bir FK uzay olsun. Bu takdirde,
O oK ozelligine sahip olup
CiS=CiW=0¢

esitligi saglanr.
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Ispat. A bir 6B 6zelligine sahip olsun ve f,, : A — A doniisiimiinii de

fn(x) :x_l Zx[n]
=

olarak tanimlayalim. Bu takdirde, ([33], 7.0.2)’den {f,} noktasal sinirli oldugundan
essiirekli olur. ([33], 7.0.3)’ den ¢ icin f, — O olunca, ¢ icin de f, — O olacagindan
boylece

CiS=CiW=0¢
esitligi saglanir. [

Asagidaki iki teoremi, sirasiyla Teorem 4.3.7 (6b yerine Gs alinir) ve Teorem 4.3.8

ile benzerliklerinden dolay1 ispatsiz verecegiz.

Teorem 4.3.10. A D ¢ FK uzay: icin
CiFt =A\°
esitligi gecerlidir.

Teorem 4.3.11. A D ¢ ve u uzaylan ¢ C u C A kapsamalarinn gegerli oldugu FK
uzaylar olsun. Bu takdirde,

CiF, =CiFf
esitligi saglanr.

Lemma 4.3.3. A uzayr ¢ uzaymmn 6K ozelligine sahip oldugu bir FK uzay olsun. Bu
takdirde,
C] F+ — 6 (o]

esitligi gecerlidir.

Ispat. C{F* =M/ oldugunu Teorem 4.3.10 ile belirtmistik. Yine ([33],7.2.4)’ den A/ =
(0)/ esitligi saglanip burada her iki tarafin ¢ dualini alinirsa A/ = (¢)/° elde edilir. [18,

Teorem 1.9] dan istenen sonuca ulasilir. O
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Teorem 4.3.12. A D ¢ bir FK uzay olsun. A uzaymin FoK dzelligine sahip olmasi icin
gerek ve yeter sart, O uzayimn 6K ozelligine sahip olmast ve \ C ¢ °° kapsamasinin

saglanmasidir.

Ispat. A uzay1 C{F C C;B oldugundan 6B 6zelligine sahip olup Teorem 4.3.9 geregince
de oK oOzelligine sahiptir. Bu durum Lemma 4.3.3 ile birlikte diisiiniiliince gereklilik

saglanmis olur. Yeterlilik ise Lemma 4.3.3 ile verilmistir. 0
Teorem 4.3.13. A D ¢ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, asagida verilenler denktir.

(i) A, FoK ozelligine sahiptir,
(ii) L C C5°°,

(iii) L C C;W°°,

(iv) L C C1F°°,

(v) \° =C;S5°,

(vi) A\° = C,F°.

Ispat. Acik olarak, (ii) = (iii) ve (iii) = (iv) olmasi C1S C C;{W C CiF gerceginden
ileri gelir. Simdi (iv) dogru olsun. Bu takdirde,

A cCFS =A% cA°

olacagindan [18, Theorem 1.9] dan (i) dogru olur. Eger (i) saglanirsa Teorem 4.3.12
geregince ¢ = C1S ve bdylece (ii) gerceklenir. (v) ve (vi) 6nermelerinin denkligi ise

aciktir. 0

Teorem 4.3.14. A D ¢ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, asagida verilenler denktir.

(i) \, SoK zellikli,
(i) A, oK ozellikli,
(i) \° = V..

Ispat. Acik olarak, (ii) = (i) gerektirmesi gegerlidir. Karsit olarak eger A uzay1 SGK
ozelligine sahip ise, Teorem 4.3.4 ile C{W C ¢ olup AD ozelligine sahip olmalidur.
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Ayrica CiW C C;B kapsamast ile A uzayinin iistelik 6B 6zelligine sahip oldugunu anlariz.
Boylece de Teorem 4.3.9 ile A uzay1 6K 6zelligine sahiptir. Bu ise (i) < (ii) oldugunu
gosterir. Simdi (iii) onermesinin dogru oldugunu kabul edelim. Bu takdirde, f € A’ i¢in
oyle bir u € A° vardir ki her x € A i¢gin,

—hrrln Z Zu,x,

"= 1j=

esitligi gecerlidir. f(8/) = u; oldugundan her x € C,W igin (iii) = (i) oldugu gbriiliir.
Son olarak, (ii) = (iii) ise [17]" den goriiliir. O

Teorem 4.3.15. A D ¢ bir FK uzay olsun. Bu takdirde, asagida verilenler denktir.

(i) C1W, A uzayinda kapalidur
(ii) ¢ C C1B,

(i) 6 C C1F,

(iv) 0 =C1W,

(v) ¢ =C1S,

(vi) C1S, A uzayinda kapalidir .

Ispat. Teorem 4.3.9 geregince ¢ uzaymin 6K Ozelligine sahip olmasi ile ¢ C C1S
olacagindan (ii) = (v) saglanir. Karsit kapsama ise Teorem 4.3.4 ile goriiliir. Diger
taftan,

CiScCi\W C ¢, CiW C C1F C C1B;

oldugundan da (v) = (iv), (iv) = (iii) ve (iii) = (ii) gergeklenir. Yine,
dCCiSCCIW C o

oldugundan (i) = (iv) and (vi) = (v) olur. Son olarak (iv) = (i) ve (v) = (vi) gerek-

tirmelerinin saglandigin1 da gérmek zor degildir. [
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