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ÖZET

DE-S·ITTER 3-UZAYINDA BAZI ÖZEL YÜZEYLER

Tuba YILMAZ

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Dr. Ö¼gr. Üyesi. Tu¼gba MERT

2022, 62+xi sayfa

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tezin di¼ger bölümleri için ön haz¬rl¬k olarak, Öklid, Lorentz

ve de-Sitter uzay¬ndaki temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, e¼griler üzerinde inşaa edilen sabit aç¬l¬ yüzeyler, E3 Öklid

uzay¬ve E31 Minkowski uzay¬nda verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, De-Sitter 3-uzay¬nda e¼griler üzerinde inşaa edilen baz¬özel

yüzeyler verilmi̧stir. Bu yüzeyler de-Sitter uzay¬ndaki çeşitlilikten faydalan¬larak

bir çok alt parçaya ayr¬larak incelenmi̧stir. Ayr¬ca de-Sitter 3�uzaydaki Re-

gle yüzeylere örnekler verilerek bunlardan baz¬lar¬n¬n aç¬lar¬koruyan steogra�k

izdüşümler alt¬ndaki görüntüleri bulunmuş ve mathematica program¬nda çizdirilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: de-Sitter Uzay¬, E¼gri, Yüzey
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ABSTRACT

SOME SPECIAL SURFACES IN DE-SITTER 3-SPACE

Tuba YILMAZ

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Tu¼gba MERT

2022, 60+xi pages

This thesis consists of three parts.

In the �rst chapter, basic de�nitions and theorems in Euclidean, Lorentz and

de-Sitter spaces are given as a preliminary for the other parts of the thesis.

In the second part, constant angle surfaces constructed on curves are given in

E3 Euclidean space and E31 Minkowski space.

In the third chapter, some special surfaces constructed on curves in De-Sitter 3-

space are discussed. These surfaces have been examined by dividing into many

sub-parts by making use of the diversity in the de-Sitter space. ·In addition,

examples of the in de-Sitter 3�space of Regle surfaces are found, and same

of them are shown in mathematica program with images under steographic

projections that protect the angles of some of them.

Keywords: de-Sitter space, curve, surface
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G·IR·IŞ

U; R2 uzay¬n¬n irtibatl¬bir aç¬k alt kümesi ve ' : U ! R3 düzgün ve regüler

bir dönüşüm olsun. ' : U ! ' (U) dönüşümü bir homeomor�zm ise, ' (U)

kümesine, R3uzay¬nda bir basit yüzey denir. M;R3uzay¬n¬n bir alt kümesi

olmak üzere, M nin her bir p noktas¬için

p 2 ' (U) ve ' (U) �M

olacak biçimde bir ' (U) basit yüzeyi bulunabiliyorsa M kümesine, R3 te bir

yüzey denir.

Geometrik olarak basit bir şekilde yukar¬daki gibi tan¬mlanan yüzey kavram¬

ve yüzeyler teorisinin kuruluşu, uzun y¬llar süren ve çok özverili çal¬̧smalar¬n

sonucu olarak ortaya ç¬km¬̧st¬r. Yüzeyler teorisi diye adland¬rabilece¼gimiz

matematik alan¬n¬kuran ki̧si Leonhard Euler olmuştur. Euler 1760 y¬l¬nda

yüzeylerin e¼grili¼ginin nas¬l tan¬mlanaca¼g¬problemini ele alm¬̧st¬r. Yüzeylerin

kesitlerini oluşturan e¼grilerin e¼grili¼gi birbirinden farkl¬oldu¼gundan yüzey üz-

erinde bir noktada e¼grilik kavram¬n¬vermek zorunda kalm¬̧st¬r. Euler, yüzeyin

hangi noktas¬nda e¼grili¼gini tan¬mlamay¬istiyorsak, o noktada yüzeye dik olan

düzlemleri incelemi̧s, bu düzlemler ile yüzeyin kesitleri olan e¼grilerin e¼grilik-

lerini bulmuş ve bunlardan en büyük ve en küçük e¼grili¼gi veren düzlemlerin

aralar¬ndaki aç¬n¬n daima doksan derece oldu¼gunu ispat etmi̧stir. Yüzeylerin

z = f (x; y) şeklinde de¼gil de F (x; y; z) = 0 şeklindeki denklemlerle yaz¬larak

üç koordinat¬n birbirine denk görülmesinin, yüzey noktalar¬n¬n iki nicelik ile

gösterilmesinin, iki yüzeyin birbirine sar¬labilmesi için yay elemanlar¬n¬n çak¬̧s-

mas¬şart¬n¬n bulunmas¬n¬n, jeodezik yollar¬n diferensiyel denklemlerinde bun-

lar¬n bir e¼gri ailesiyle yapt¬¼g¬aç¬lar¬n kullan¬lmas¬n¬n tohumlar¬Euler taraf¬n-

dan at¬lm¬̧st¬r. Bu tohumlar¬n meyvas¬ise Gauus ile birlikte olgunlaşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Gauus�dan önceki dönemlerde yüzeyler hakk¬ndaki çal¬̧smalar¬n ço¼gu, yüzey-

lerin kesitleri, özel yüzeyler veya özel yüzey aileleri hakk¬nda idi ve o dönemde

yüzeylerin genel teorisi için yap¬lan araşt¬rmalar¬n en önemlilerini Legendre,

Euler, Monge ve Meussnier vermi̧stir. Hayalindeki üç boyutlu şekillerle başkala
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r¬n¬n ka¼g¬t üzerindeki iki boyutlu şekillerle çal¬̧sabilece¼ginden daha rahatl¬kla

çal¬̧sabilen Gaspard Monge tasar¬geometrisinin kurucusu olmuştur. Monge,

e¼grilik hakk¬nda özgün düşüncelerle yüzeyler üzerinde e¼grilik hatt¬ ad¬nda

yeni bir kavram tan¬mlam¬̧st¬r. Monge�un ö¼grencisi olan Jean Baptiste Marie

Charles Meusnier ise 1776 y¬l¬nda, yüzeyin, yüzeye dik olmayan düzlemler ile

arakesiti olan e¼grilerin e¼grilik yar¬çap¬için bir formül bulmuştur.

Gauus�a kadar yüzeyler hakk¬ndaki belli başl¬çal¬̧smalar bunlardan ibaret-

tir. Yüzeyler teorisinin do¼guşunu, yeryüzü ölçümlerine, jeodeziye borçluyuz.

Ticari, mali, idari, askeri nedenlerden ötürü, 18.yüzy¬lda önemli ölçümler yap¬l

m¬̧s, jeodezi geli̧smi̧s, teorik bir yap¬ üzerine inşa edilebilecek olgunlu¼ga er-

i̧smi̧stir. Gauus�un bu süreçte bu geli̧sime sundu¼gu katk¬lar ve çal¬̧smalar ise

çok önemli boyuttad¬r.

Gauus�un bu alana devrim niteli¼gindeki bir di¼ger katk¬s¬ise Öklidd¬̧s¬geomet

rinin kurucular¬aras¬nda olmas¬d¬r. 1792 y¬l¬ndan itibaren Öklid geometrisinin

temelleri hakk¬nda düşünceler üretmi̧s, başlang¬çta Öklid�in paralellik postülat¬n¬

ispat etmenin belki mümkün oldu¼guna inanm¬̧s, 1817 civar¬nda bunun mümkün

olmad¬¼g¬na kanaat getirmi̧s, sonra bu postülat¬n geçerli olmad¬¼g¬n¬belirtmi̧stir.

Bunlar¬n bir sonucu olarak öklidd¬̧s¬ geometri ad¬n¬ verdi¼gi bir geometriyi

kurmuştur. Gauss, matematikte ve bilimde büyük bir devrim olan öklidd¬̧s¬

geometrinin önemini çok iyi biliyordu, fakat polemiklere girmekten çekindi¼gi

için öklidd¬̧s¬geometri çal¬̧smalar¬n¬hayatta iken yay¬mlamama karar¬alm¬̧st¬r.

Düzlemin öklidd¬̧s¬ geometrisi, e¼grilik ölçüsü sabit olan yüzeyler teorisi ile

yak¬ndan ba¼glant¬l¬d¬r. E¼grilik pozitif bir sabit ise yüzeyde küre geometrisi

ile küre trigonometrisi, negatif bir sabit ise öklidd¬̧s¬ geometri ve öklid d¬̧s¬

trigonometri geçerli olmaktad¬r.

Gauss iki de¼gi̧skenli kuadratik diferensiyel formlar¬incelemi̧stir. Daha genel

olarak n�de¼gi̧skenli kuadratik diferensiyel formlar¬n incelenmesi, n�boyutlu

manifold kavram¬n¬geli̧stiren Bernhard Riemann taraf¬ndan 1854 y¬l¬nda başlat¬lm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smalar ve uygulamalar¬Albert Einstein�in 1917 y¬l¬ndaki genel iza�yet
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teorisine kadar uzanm¬̧s ve günümüze kadar aktif çal¬̧sma sahas¬olmaya devam

etmi̧stir.

Yukar¬da k¬saca özetledi¼gimiz yüzeyler teorisinin kuruluşu ve geli̧simi sürecini

inceledi¼gimizde bu alandaki çal¬̧smalar¬n önemi de aç¬kça ortaya ç¬kmaktad¬r.

Normal vektör alan¬, sabit bir vektör ile sabit bir aç¬yapan yüzeye sabit

aç¬l¬yüzey ad¬verilir. Son y¬llarda bu tarz yüzeylerin geometrisini anlamak

için çok fazla çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Bu yüzeyler helis yüzeyler veya sabit aç¬l¬

yüzeyler olarak adland¬r¬l¬r ve bu yüzeyler üç boyutlu geometrilerin tamam¬nda

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r [1]-[10].

Verilen bir do¼grunun, verilen bir e¼gri boyunca hareket ettirilmesiyle elde

edilen yüzeye regle yüzey ad¬ verilir. [11] de, sabit aç¬l¬ yüzeylerin genel

karakterizasyon teoremleri alt¬nda, R3 te baz¬özel regle yüzeyler s¬n¬�and¬r¬lm¬̧s

t¬r. Benzer şekilde, [12] de ayn¬yüzeyler Minkowski 3-uzay¬nda elde edilmi̧s

ve önemli karakterizasyonlar¬verilmi̧sitir.

Bizim burada amac¬m¬z, de-Sitter 3-uzay¬nda bir e¼gri üzerinde inşa edilen

regle yüzey çeşitlerinin parametrizasyonlar¬ve önemli özelliklerini incelemektir.
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1.BÖLÜM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde ihtiyac¬m¬z olan temel tan¬m ve teoremler verilecektir.

n-boyutlu Öklid uzay¬için Rn reel vektör uzay¬ile eşleşen a�n uzay standart

analitik model olarak düşünülebilir.

Tan¬m 1.1. V bir reel vektör uzay¬ve g : V � V ! R dönüşümü verilsin.

g dönüşümü simetrik ve bilineer dönüşüm ise bu dönüşüme V üzerinde bir

bilineer form denir.

Tan¬m 1.2. V bir reel vektör uzay¬, g : V � V ! R simetrik bilineer

form ve v 2 V olsun. E¼ger her u 2 V için g (u; v) = 0 iken v = 0 oluyorsa g

dönüşümüne non-dejenere form denir.

Tan¬m 1. 3. h; i ; V vektör uzay¬üzerinde non-dejenere, simetrik, bilineer

ve pozitif tan¬ml¬bir iç çarp¬m olmak üzere

kvk = hv; vi1=2

şeklinde tan¬ml¬reel say¬ya v 2 V vektörünün bu iç çarp¬ma göre normu denir.

Tan¬m 1.4. x; y 2 Rn olmak üzere

d (x; y) = kx� yk

şeklinde tan¬ml¬reel say¬ya bu iki vektör aras¬ndaki Öklid uzakl¬k denir. Rn

üzerinde tan¬mlanan d metri¼gine de Öklid metri¼gi denir.

Teorem 1.5. ' : Rn ! Rn dönüşümünün bir ortogonal dönüşüm olmas¬

için gerek ve yeter şart her x; y 2 Rn için

h' (x) ; ' (y)i = hx; yi

olmas¬d¬r.
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Tan¬m 1.6. a < b olmak üzere [a; b] ;R de kapal¬bir aral¬k ve X bir metrik

uzay olsun. E¼ger � : [a; b]! X fonksiyonu sürekli ise bu fonksiyona X metrik

uzay¬nda bir e¼gri denir.

Tan¬m 1.7. a < b olmak üzere [a; b] ;R de kapal¬bir aral¬k olsun.

� : [a; b] ! X dönüşümü uzunluk koruyan sürekli bir fonksiyon ise � ya X

metrik uzay¬nda bir jeodezik e¼gri yay¬denir. Bu durumda jeodezik yay¬n

başlang¬ç ve bitim noktalar¬s¬ras¬yla, � (a) ve � (b) dir.

Tan¬m 1.8. � : R! X dönüşümüne jeodezik do¼gru denir.

Tan¬m 1.9. V bir reel vektör uzay¬olmak üzere g : V �V ! R dönüşümü

bilineer, simetrik ve non-dejenere ise g dönüşümüne V üzerinde bir skaler

çarp¬m, V uzay¬na da bir skaler çarp¬m uzay¬denir.

Tan¬m 1.10. V bir skaler çarp¬m uzay¬olmak üzere V nin, üzerindeki

skaler çarp¬m negatif tan¬ml¬olacak şekildeki en büyük boyutlu altuzay¬n¬n

boyutuna skaler çarp¬m¬n indeksi denir. Skaler çarp¬m¬n indeksi � ise

0 � � � boyV

dir. Ayr¬ca skaler çarp¬m uzay¬n¬n indeksi, üzerinde tan¬ml¬olan skaler çarp¬m¬n

indeksi olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.11. ·Indeksi 1 ve boyutu 2 den büyük veya 2 ye eşit olan skaler

çarp¬m uzay¬na Lorentz uzay¬denir.

Tan¬m 1.12. x; y 2 Rn olmak üzere

hx; yiL = �x1y1 +
nX
i=1

xiyi

skaler çarp¬m¬ ile verilen Rn1 = (Rn; h; iL) ikilisine n�boyutlu Minkowski

uzay¬denir.

Tan¬m 1.13. Rn1 Minkowski uzay¬nda bir x 2 Rn1 vektörü verilsin.

i. hx; xiL > 0 veya x = 0 ise x vektörüne bir spacelike (uzay benzeri)

vektör denir.

ii. hx; xiL = 0 ve x 6= 0 ise x vektörüne bir lightlike (¬̧s¬k benzeri, null)

vektör denir.
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iii. hx; xiL < 0 ise x vektörüne bir timelike (zaman benzeri) vektör

denir.

Tan¬m 1.14. V bir Lorentz uzay¬ve v 2 V olmak üzere

kvk = jhv; viLj
1=2

reel say¬s¬na v vektörünün Lorentz normu denir.

Tan¬m 1.15. V bir Lorentz uzay¬,W;V nin bir altuzay¬ve gW : W�W !

R skaler çarp¬m olsun.

i. gW pozitif tan¬ml¬ise W ya spacelike altuzay denir.

ii. gW non-dejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay denir.

iii. gW dejenere ise W ya lightlike altuzay denir.

Tan¬m 1.16. x; y 2 Rn1 vektörleri için

hx; yiL = 0

ise bu vektörlere Lorentz ortogonal vektörler denir.

Tan¬m 1.17. Rn1 de linner ba¼g¬ms¬z vektörlerinin kümesi fe1; e2; :::; eng ve

"1 = �1; "2 = "n = 1 olmak üzere

hei; ejiL = �ij"j

ise fe1; e2; :::; eng kümesine, Rn1 nin Lorentz ortonormal baz¬denir, burada

�ij� kronecker-delta fonksiyonunu göstermektedir.

Tan¬m 1.18. fe1; e2; e3; e4g ; R41 uzay¬n¬n Lorentz ortonormal baz¬ve x; y; z 2

R41 olmak üzere

x ^ y ^ z =

������������

�e1 e2 e3 e4

x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

������������
şeklinde tan¬ml¬vektörel çarp¬ma Lorentz vektörel çarp¬m¬denir. Buradaki

x; y; z vektörlerine de pseudo-ortogonal vektörler denir ve herhangi w 2 R41
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için

hw; x ^ y ^ ziL = det (w; x; y; z)

şeklindedir.

Tan¬m 1.19. 
 : I � R ! R41 bir regüler e¼gri ve T; 
�e¼grisinin te¼get

vektör alan¬olmak üzere

i. g (T; T ) > 0 ise 
 e¼grisine spacelike e¼gri denir.

ii. g (T; T ) = 0 ve T 6= 0 ise 
 e¼grisine lightlike (null) e¼gri denir.

iii. g (T; T ) < 0 ise 
 e¼grisine timelike e¼gri denir.

Bu tan¬ma denk olarak bir e¼grinin spacelike, timelike veya lightlike e¼gri

olmas¬n¬aşa¼g¬daki şekilde de verebiliriz.


 : I � R! R41 regüler e¼grisinin her s 2 I için 
0 (s) h¬z vektörü spacelike,

timelike ve lightlike ise 
 e¼grisine s¬ras¬yla spacelike, timelike ve lightlike

e¼gri denir. E¼grinin bir özel hali olarak do¼grular¬gözönüne al¬rsak, e¼ger do¼gru-

nun do¼grultman vektörü spacelike ise do¼gru spacelike do¼gru, do¼grultman

vektörü timelike ise do¼gru timelike do¼gru ve do¼grultman vektörü lightlike

ise do¼gru lightlike do¼gru olarak adland¬r¬l¬r.

Teorem 1.20. 
 : I � R ! R41 regüler e¼grisi spacelike veya timelike

bir e¼gri olsun. T;N1; N2; N3 s¬ras¬yla 
 e¼grisinin te¼get, birinci normal, ikinci

normal ve üçüncü normal vektörlerini göstermek üzere i = 1; 2; 3; 4 için

"i = �1; "1"2"3"4 = �1

olacak şekilde

hT; T iL = "1

hNi; NjiL = "i+1�ij

hT;NiiL = 0

eşitlikleri sa¼glans¬n. Buna göre R41 de spacelike veya timelike bir 
 e¼grisinin

Frenet çat¬s¬fT;N1; N2; N3g ve e¼grilikleri �1; �2; �3 olacak şekilde Frenet den-
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klemleri 26666664
T 0

N 0
1

N 0
2

N 0
3

37777775 =
26666664

0 "2�1 0 0

�"1�1 0 "3�2 0

0 �"2�2 0 �"1"2"3�3
0 0 �"3�3 0

37777775

26666664
T

N1

N2

N3

37777775
olarak verilir.

Tan¬m 1.21. Rn+11 uzay¬nda n�boyutlu birim pseudo-küre olarak ad-

land¬r¬lan

Sn1 =
�
x 2 Rn+11

�� hx; xiL = 1	
şeklinde tan¬ml¬kümeye de-Sitter n�uzay¬denir.

E¼ger n = 3 ise

S31 =
�
x 2 R41

��� x21 + x22 + x23 + x24 = 1
	

şeklinde 3�boyutlu birim pseudo-küre olan de-Sitter 3�uzay¬elde edilir.

E¼ger n = 2 ise

S21 =
�
x 2 R31

��� x21 + x22 + x23 = 1
	

şeklinde 2�boyutlu birim pseudo-küre ( R3 de tek kanatl¬hiperboloid) olan

de-Sitter 2�uzay¬elde edilir.

E¼ger n = 1 ise

S11 =
�
x 2 R21

��� x21 + x22 = 1
	

şeklinde 1�boyutlu birim pseudo-çember ( R2 de hiperbol) olan de-Sitter

1�uzay¬elde edilir.

Tan¬m 1.22. v 2 R41 bir vektör ve c 2 R olsun. R41 de v�pseudo normalli

hiperdüzlem

HP (v; c) =
�
x 2 R41

�� hx; viL = c
	

olmak üzere

i. v timelike ise HP (v; c), R41 de bir spacelike hiperdüzlemdir.
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ii. v spacelike ise HP (v; c) ; R41 de bir timelike hiperdüzlemdir.

iii. v lightlike ise HP (v; c) ; R41 de bir lightlike hiperdüzlemdir.

HP (v; c) hiperdüzlemleri ile S31 ün boş kümeden farkl¬arakesitleri de-Sitter

3- uzay¬nda bir yüzey belirtmektedir. Bunu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 1.23. S31 de-Sitter 3-uzay¬veHP (v; c) hiperdüzlemi verilmi̧s olsun.

i. HP (v; c) bir spacelike hiperdüzlem iseHP (v; c)\S31 arakesiti bir eliptik

de-Sitter kuadrik yüzeydir.

ii. HP (v; c) bir timelike hiperdüzlem ise HP (v; c)\S31 arakesiti bir hiper-

bolik de-Sitter kuadrik yüzeydir.

iii. HP (v; c) bir lightlike hiperdüzlem ise HP (v; c) \ S31 arakesiti bir

parabolik de-Sitter kuadrik yüzeydir.

Tan¬m 1.24. U;R2 nin aç¬k altkümesi olmak üzere, ' : U � R2 ! S31 �

R41 immersiyonu ile belirlenen yüzey M = ' (U) olsun. E¼ger M yüzeyinin

p 2M noktas¬ndaki te¼get uzay¬R41 ün

i. Spacelike bir altuzay¬ise yani yüzeyin birim normal vektör alan¬timelike

ise, M yüzeyine spacelike yüzey denir.

ii. Timelike bir alt uzay¬ise yani yüzeyin birim normal vektör alan¬space-

like ise, M yüzeyine timelike yüzey denir.

iii. Lightlike bir alt uzay¬ise yani yüzeyin birim normal vektör alan¬light-

like ise, M yüzeyine lightlike yüzey denir.

Ayr¬ca lightlike olmayan bir yüzeye non-dejenere yüzey denir.

Tan¬m 1.25. U;R2 nin aç¬k altkümesi olmak üzere, ' : U � R2 ! S31 �

R41 immersiyonu ile belirlenen non-dejenere regüler yüzey M = ' (U) olsun.

R41; S
3
1 ve M nin yar¬-Riemann konneksiyonlar¬s¬ras¬ya, D; �D; ~D olmak üzere

X; Y 2 � (M) � � (S31) diferensiyellenebilir vektör alanlar¬için M nin Gauss

eşitlikleri,

DXY = �DXY � hX; Y iL '
�DXY = DXY + " hS (X) ; Y iN

veWeingarten eşitli¼gi

S (X) = � �DXY

9



olarak verilir. Burada " = �hN;NiL ve N; M yüzeyinin birim normal vektör

alan¬d¬r.

Uyar¬1.26. S31 de bir M non-dejenere regüler yüzeyinin birim normal

vektör alan¬N ve bu yüzey üzerinde yatan bir � = � (s) birim h¬zl¬e¼grisinin

te¼get vektör alan¬ T olsun. E¼ger DTT = 0 ise ��e¼grisine geodezik e¼gri

denir. Bu durumda ��e¼grisininM yüzeyi üzerinde bir geodezik e¼gri olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul S31 te ��e¼grisi boyunca DTT = �N; 9� 2 R olmas¬d¬r.
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2. BÖLÜM

E¼GR·ILER ÜZER·INDE ·INŞAA ED·ILEN BAZI SAB·IT AÇILI

YÜZEYLER

2.1. E3 de E¼griler Üzerinde inşaa Edilen Sabit Aç¬l¬Yüzeyler

Bu bölümde "Ana-Irina Nistor, (2011), Certain Constant Angle Surfaces

Constructed on Curves, International Electronic Journal of Geometry, Vol 4,

79-87." çal¬̧smas¬ndan bahsedilecektir.

� : I � R! R3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s birim h¬zl¬regüler

e¼grisi verilsin.

t (s) = �0 (s)

vektörüne e¼grinin birim te¼get vektörü denir.

� : I ! R,

� (s) = jt0 (s)j

fonksiyonuna ��e¼grisinin e¼grilik fonksiyonu, � (s) say¬s¬na da e¼grinin � (s)

noktas¬ndaki e¼grili¼gi denir. E¼grilik fonksiyonu yard¬m¬yla

n (s) =
t0 (s)

� (s)

eşitli¼gi ile belirlenen vektöre ��e¼grisinin � (s) noktas¬ndaki asli normal vekötürü

denir. Ayr¬ca

b (s) = t (s)� n (s)

eşitli¼gi ile tan¬ml¬vektöre de ��e¼grisinin � (s) noktas¬ndaki binormal vekötürü

denir. Vektörel çarp¬m¬n özelliklerinden dolay¬ b (s) vekötürü t (s) ve n (s)

vekötrüne dik olan birim vektördür. Bu şekilde oluşturulan ft (s) ; n (s) ; b (s)g

kümesi T�(s)R3 uzay¬n¬n bir ortonormal taban¬d¬r. Bu taban¬oluşturan vek-

törlere � : I � R! R3 e¼grisinin Frenet vektörleri denir.

� : I ! R,

� (s) = �hb0 (s) ; n (s)i
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fonksiyonuna ��e¼grisinin burulma fonksiyonu, � (s) say¬s¬na da e¼grinin

� (s) noktas¬ndaki burulmas¬denir.

t0 (s) ; n0 (s) ; b0 (s) vektör alanlar¬t (s) ; n (s) ; b (s) vektör alanlar¬n¬n lineer

bileşeni olarak aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir.

Teorem 2.1.1 R3 uzay¬nda birim h¬zl¬� : I! R3 e¼grisinin Frenet vektör

alanlar¬t (s) ; n (s) ; b (s) ise8>>><>>>:
t0 (s) = � (s)n (s)

n0 (s) = �� (s) t (s) + � (s) b (s)

b0 (s) = �� (s)n (s)

(2.1.1)

şeklinde yaz¬l¬r.

Bu teoremde elde edilen (2.1.1) eşitliklerine, birim h¬zl¬� : I! R3 e¼grisinin

Frenet-Serret formülleri denir.

E¼grilerden, e¼griler üzerinde inşa edilen yüzeyler teorisine do¼gal bir geni̧sleme

aşa¼g¬daki şekilde yap¬labilir. �;R3 de yay uzunlu¼gu ile parametre edilmi̧s bir

e¼gri olmak üzere ��e¼grisini ve e¼grinin te¼get, normal ve binormal do¼grular¬n¬

içeren regle yüzeyleri düşündü¼gümüzde, bu çeşit yüzeylerin iyi bilinen üç tipi

vard¬r.

� Te¼get aç¬labilir yüzeyler =) r (s; v) = � (s) + vt (s)

� Normal yüzeyler =) r (s; v) = � (s) + vn (s)

� Binormal yüzeyler =) r (s; v) = � (s) + vb (s)

Yukarda tan¬mlanan yüzeylerin parametrizasyonundaki ��e¼grisine üreteç e¼grisi,

e¼griye te¼get, normal ve binormal olan do¼grularada do¼grultu e¼grisi denir.

En genel hali ile, te¼get düzlemleri sabit bir vektör alan¬ ile sabit aç¬ya-

pan yüzeylere sabit aç¬l¬yüzey denir. [1] de R3 deki sabit aç¬l¬yüzeylerin

karakterizasyonu aşa¼g¬daki gibi verilmi̧stir.

Teorem 2.1.2. R3 de birM yüzeyinin sabit aç¬l¬yüzey olmas¬için gerekli

ve yeterli koşul M yüzeyinin aşa¼g¬daki yüzeylerden birisine lokal izometrik

olmas¬d¬r:
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i. I � R bir aç¬k aral¬k, �; I üzerinde bir düzgün fonksiyon olmak üzere

r :M ! R3;

(u1; u2)! (u1 cos � (cosu2; sinu2) + 
 (u2) ; u1 sin �) ;

burada


 (u2) = cos �

0@� u2Z
0

� (�) sin �d� ;

u2Z
0

� (�) cos �d�

1A
şeklindedir.

ii. x sin � � z cos � = 0 düzleminin bir aç¬k parças¬d¬r.

iii. �;R2 de düzgün bir e¼gri olmak üzere ��R silindirinin bir aç¬k parças¬d¬r.

Yukar¬daki teoremde � ile sabit aç¬gösterilmi̧stir ve genelli¼gi bozmaks¬z¬n

sabit do¼grultu, üçüncü reel eksen olarak al¬nm¬̧st¬r.

Şimdi yavaş yavaş e¼griler üzerinde inşa edilen yüzeylere do¼gru geçi̧s ya-

pal¬m. Yukar¬da bahsedilen genel karakterizasyon teoreminden, e¼griler üz-

erinde inşa edilen yüzeylerin nas¬l elde edilece¼gini görelim.

�Te¼get Aç¬labilir Yüzeyler
·Ilk önce sabit aç¬özelli¼gini sa¼glayan te¼get aç¬labilir yüzey tiplerini ilgilendiren

aşa¼g¬daki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1.3. Te¼get aç¬labilir sabit aç¬l¬yüzeyler silindirik helisler taraf¬n-

dan üretilir.

·Ispat. � : I � R! R3 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s bir uzay

e¼grisi ve t (s) ; � (s)�e¼grisinin birim te¼geti olmak üzere

r (s; v) = � (s) + vt (s) (2.1.2)

ile verilen R3 de gömülü, yönlendirilmi̧sM te¼get aç¬labilir yüzeyini düşüne-

lim. M yüzeyi ��e¼grisinin noktalar¬ d¬̧s¬nda her yerde düzgündür. Şimdi

yüzeyin parametrizasyonunu belirleyelim. Bunu yapmak için r = r (s; v)

yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplarsak8<: rs (s; v) = �0 (s) + v�00 (s)

rv (s; v) = �0 (s)
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elde edilir. Burada (2.1.1) Frenet formüllerinden yararlan¬rsak M yüzeyinin

normali

N = � rs � rv
jrs � rvj

= �b (s)

olarak elde edilir. Yüzeyin bir yönlendirmesi yard¬m¬yla � (s) üreteç e¼grisinin

binormali, yüzeyin normaline eşit olarak seçilebilir. Yüzeyin sabit aç¬l¬yüzey

olma durumunda � (s) e¼grisinin b (s) binormali ile k sabit do¼grultusu

(b; k) = (N; k) = �; � 2 [0; �) (2.1.3)

şeklinde sabit bir � aç¬s¬yapar. Böylece � (s)�e¼grisi bir silindirik helistir.

� (s)�silindirik helisinin parametrizasyonunu yazmak için aşa¼g¬daki yolu

izleyelim. Genel olarak j�0 (s)j = 1 ve (2.1.3) denklemini sa¼glayan bir ��e¼grisi

için

� (s) =

�
 (s) ;

b

c
s

�
(2.1.4)

yazabiliriz. Burada  : I � R! R2;

a2 + b2 = c2; a; b; c 2 (0;1)

ve

j 0 (s)j = a

c

olacak şekilde bir e¼gridir. ��key�bir fonksiyon olmak üzere  fonksiyonunun

türevi

 0 (s) =
�a
c
sin� (s) ;

a

c
cos� (s)

�
yaz¬labilir. Bu ifade integrallenir ve (2.1.4) te yerine yaz¬l¬rsa, � : I � R! R

bir düzgün fonksiyon olmak üzere

� (s) =

�
a

c

Z
sin� (s) ds;

a

c

Z
cos� (s) ds;

b

c
s

�
(2.1.5)

parametrizasyonu elde edilir. (2.1.5) şeklinde bir parametrizasyon ile verilen

��e¼grisine silindirik helis denir.

Şimdi ise sabit aç¬özelli¼gini sa¼glayan te¼get aç¬labilir yüzeyler ile Teorem

2.1.2 aras¬ndaki direk ba¼g¬nt¬y¬görelim.
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Teorem 2.1.4. Sabit aç¬l¬te¼get aç¬labilir yüzeyler, Teorem 2.1.2 de

� (�) = ���1
��
2
� �

�
için elde edilir.

·Ispat. Bir dairesel helisin klasik durumu için ispata başlayal¬m, yani

� (s) = �s için elde edilen

� (s) =

�
a

c
cos s;

a

c
sin s;

b

c
s

�
(2.1.6)

parametrizasyonunu ele alal¬m.

�0 (s) =

�
�a
c
sin s;

a

c
cos s;

b

c

�
ve (2.1.6) ifadesini

r (s; v) = � (s) + vt (s)

eşitli¼ginde yerine yazarsak

r (s; v) =

�
a

c
(cos s� v sin s) ;

a

c
(sin s+ v cos s) ;

b

c
(s+ v)

�
(2.1.7)

parametrizasyonuna sahip te¼get aç¬labilir yüzeyi elde ederiz. Bu parametriza-

syonun Teorem 2.1.2 nin (i) ş¬kk¬n¬n bir özel durumu oldu¼gunu gösterelim.

(2.1.7) parametrizasyonu ile başlayarak genel � fonksiyonunu belirleyelim ve

r (u1; u2) = (u1 cos � (cosu2; sinu2) + 
 (u2) ; u1 sin �) (2.1.8)

ifadesinde tekrar yerine yazal¬m. ·Ilk önce (2.1.7) ve (2.1.8) parametrizsyon-

lar¬n¬n üçüncü bileşenlerine bakal¬m. k sabit do¼grultusu normal ve te¼get k¬s¬m-

lar¬na ayr¬̧st¬r¬l¬r ve [1] deki gibi ayn¬teknik kullan¬l¬rsa

k = (sin �)�0 + (cos �)N

elde edilir.

hrs; ki = h�0; (sin �)�0i = sin �

ve benzer şekilde

hrs; ki =
b

c
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olmak üzere
b

c
= sin �;

a

c
= cos �

elde edilir. (2.1.7) de

u1 = s+ v

parametre de¼gi̧simi yap¬l¬rsa

r (s; v) = (cos � (cos s� u1 sin s+ s sin s) ;

cos � (sin s+ u1 cos s� s cos s) ;

u1 sin �)

(2.1.9)

elde edilir. ·Ikinci parametrizasyonda u2 = s+ �
2
denilirse

r (u1; u2) = (u1 cos � (cosu2; sinu2) + 
 (u2) ; u1 sin �) (2.1.10)

elde edilir, burada


 (u2) = cos �
�
sinu2 �

�
u2 �

�

2

�
cosu2;� cosu2 �

�
u2 �

�

2

�
sinu2

�
(2.1.11)

şeklindedir. Şimdi Teorem 2.1.2 ile k¬yaslarsak, (2.1.10) ifadesi özdeş olarak

teoremin (i) ifadesine eşittir. Benzer şekilde (2.1.11) ifadesinin 
 (u2) ifadesi

ile özdeş oldu¼gunu söylemek için � düzgün fonksiyonunu belirlemeliyiz.

Kabul edelim ki

� (�) =
�

2
� �

olsun. ·Iddam¬z¬kan¬tlamak için

�
u2Z
0

� (�) sin �d� =
��
2
� u2

�
cosu2 + sinu2 �

�

2

ve

�
u2Z
0

� (�) cos �d� =
��
2
� u2

�
sinu2 � cosu2 + 1

ifadelerini hesaplayal¬m. (2.1.11) ifadesinin � (�) =
�

2
� � için Teorem 2.1.2 ile

eşde¼ger oldu¼gu sonucuna vararak ve integrasyon limitlerini, yani xOy-düzleminde

bir ötelemeyi hesaba katarak bu durumda ispat¬tamamlar¬z.
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Bir silindirik helisin genel durumuna dönelim.
a

c
= cos �;

b

c
= sin � oldu¼gunu

bilerek ve ��n¬n s�ye göre türevini alarak önceki durumda oldu¼gu gibi ayn¬

düşünceyi takip edersek, (2.1.5) ile verilen genelleştirilmi̧s helise kaŗs¬l¬k gelen

te¼get aç¬labilir yüzey için

r (s; v) = (cos �
�R
sin� (s) ds+ v sin� (s)

�
;

cos �
�R
cos� (s) ds+ v cos� (s)

�
;

(s+ v) sin �)

(2.1.12)

parametrizasyonu elde edilir. (2.1.12) de u1 = s+v ve u2 =
�

2
�� (s) de¼gi̧sken

de¼gi̧stirmesi yap¬l¬rsa,

r (u1; u2) = (u1 cos � (cosu2; sinu2) + 
 (u2) ; u1 sin �) (2.1.13)

denk parametrizasyonu elde edilir, burada


 (u2) = cos �(
R �

��1
�
�
2
� u2

��0
cosu2du2

���1
�
�
2
� u2

�
sin
�
�
2
� u2

�
;

R �
��1

�
�
2
� u2

��
sinu2du2

���1
�
�
2
� u2

�
cos
�
�
2
� u2

�
)

(2.1.14)

şeklindedir. Şimdi dikkatimizi belirlenmesi gereken � fonksiyonuna verelim.
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Gerekli hesaplamalarla

�
u2Z
0

� (�) sin �d� =

u2Z
0

� (�)
�
sin
�
�
2
� �

��0
d�

= � (u2) sin
�
�
2
� u2

�
� � (0)

�
u2Z
0

�0 (�) cos �d�

(2.1.15)

ve

�
u2Z
0

� (�) cos �d� = �
u2Z
0

� (�)
�
cos
�
�
2
� �

��0
d�

= �� (u2) cos
�
�
2
� u2

�

+

u2Z
0

�0 (�) sin �d�

(2.1.16)

elde edilir. ·Integrasyon s¬n¬rlar¬n¬hesaba katarsak, � (�) = ���1
�
�
2
� �

�
için

(2.1.14) ve teorem 2.1.2 ifadelerinin eşde¼ger oldu¼gu görülür ve böylece ispat

tamamlanm¬̧s olur.

� Normal ve Binormal Yüzeyler

Bu bölümde, bir � uzay e¼grisi üzerinde oluşturulan di¼ger iki tip yüzeyle,

yani normal ve binormal yüzeylerle ilgilenece¼giz. Ön haz¬rl¬klarda gördü¼gümüz

gibi, bu yüzeyler, (2.1.2) deki te¼get do¼grusu t yi, s¬ras¬yla n normal do¼grusu ve

b binormal do¼grusu ile de¼gi̧stirerek, te¼get aç¬labilir olanlarla ayn¬teknik kul-

lan¬larak oluşturulur. Bu bölümde, Teorem 2.1.2�deki sabit aç¬l¬yüzeyler özel-

li¼gi alt¬nda normal ve binormal yüzeylerin hangi koşullar alt¬nda elde edilebile-

ce¼gi incelenmi̧stir.
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Teorem 2.1.5 Sabit aç¬l¬normal ve binormal yüzeyler, s¬ras¬yla düzlem-

lerin ve silindirik yüzeylerin bir parças¬d¬r.

·Ispat. Bir normal yüzeyin

r (s; v) = � (s) + vn (s) (2.1.17)

parametrizasyonunu ele alal¬m. Bu şekilde parametre edilen yüzeyin normalini

bulursak

N =
(1� �v) b� �vtp

�
;� = (1� �v)2 + � 2v2 (2.1.18)

elde edilir. N normali ile sabit bir � aç¬s¬yapan sabit k do¼grultulu normal

yüzeyleri ele alal¬m, yani

hN; ki = cos �

olacak şekildeki normal yüzeyleri inceleyece¼giz. Bu son ifade (2.1.18) de yerine

yaz¬l¬rsa, tüm katsay¬lar¬özdeş olarak s¬f¬ra eşit olan v ye göre ikinci mertebe-

den polinom elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬lar¬yazabiliriz.

hb; ki2 � cos2 � = 0 (2.1.19)

� hb; ki2 + � hb; ki ht; ki � � cos2 � = 0 (2.1.20)

(� hb; ki+ � ht; ki)2 �
�
�2 + � 2

�
cos2 � = 0 (2.1.21)

(2.1.19) dan

hb; ki = � cos � (2.1.22)

yaz¬l¬r. (2.1.19), (2.1.20) de yerine yaz¬l¬rsa

� hb; ki ht; ki = 0

elde edilir. Böylece aşa¼g¬daki durumlar¬elde ederiz.

i) E¼ger � = 0 ise

hem (2.1.20) hemde (2.1.21) ifadeleri (2.1.19) denklemini sa¼glar. Bu şekilde

� bir düzlem e¼grisi olaca¼g¬ndan, e¼grinin binormali düzlemin normali ile çak¬̧sa-

cakt¬r. Şimdi normal yüzeyi, do¼grultu e¼grileri ��düzlem e¼grisinin normal
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do¼grular¬olan bir regle yüzey olarak düşünürsek, sabit aç¬l¬normal yüzeyler

düzlemin bir parças¬olur.

ii) E¼ger � 6= 0 iken hb; ki = 0 ise (2.1.19) dan cos � = 0 ve (2.1.21) den

ht; ki = 0 olur. Ayr¬ca s ye göre türev al¬n¬rsa hn; ki = 0 olur. Böylece k sabit

do¼grultusu t; n; b ortonormal taban¬na dik olur ki bu bir çeli̧skidir.

iii) E¼ger � 6= 0 iken ht; ki = 0 ise yine yukardaki benzer çeli̧ski elde edilir.

Böylece her üç durumda da � = 0 olaca¼g¬ndan sabit aç¬l¬normal yüzey bir

düzlem parças¬d¬r.

Ayn¬düşünce ile

r (s; v) = � (s) + vb (s) (2.1.23)

şeklinde paremetrize edilmi̧s binormal yüzeyi ele alal¬m. Bu yüzeyin normali

N =
�n� �vtp

�
;� = 1 + � 2v2

dir. Daha önce oldu¼gu gibi ayn¬teknikle, meydana gelebilecek tek durumun,

� = 0 için oldu¼gu anlaş¬l¬r. � düzlemsel e¼grisinin binormal e¼grisi sabit do¼grul-

tuya paraleldir ve � =
�

2
dir. Böylece sabit aç¬l¬binormal yüzeyler �-düzlemsel

e¼grisi ile üretilen silindirik yüzeylerdir.

2.2 E31 de E¼griler Üzerinde inşaa Edilen Sabit Aç¬l¬Yüzeyler

Bu bölümde "S. Özkald¬Karakuş, (2018), Certain Constant Angle Surfaces

Constructed on Curves in Minkowski 3-Space, International Electronic Journal

of Geometry, Vol 11, 37-47." çal¬̧smas¬ndan bahsedilecektir.

� : I � R!E31 null olmayan bir e¼gri ve ft (s) ; n (s) ; b (s)g Frenet vektör

alanlar¬olmak üzere Frenet formülleri26664
t0

n0

b0

37775 =
26664

0 � 0

"b� 0 �

0 "t� 0

37775
26664
t

n

b

37775 (2.2.1)

şeklindedir. Burada hx; xiL = "x ve � ile � s¬ras¬yla e¼grilik ve burulma fonksiy-

onudur. Spacelike ve timelike e¼griler için Darboux vektörleri s¬ras¬yla

w = ��t+ �b

w = �t+ �b
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olarak verilir.

E¼grilerden, e¼griler üzerinde inşa edilen yüzeylerin teorisine do¼gal bir geni̧sleme

aşa¼g¬daki gibi yap¬labilir. Yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s bir e¼gri ver-

ilsin. E¼griye te¼get, normal, binormal veya darboux olan do¼grular¬dahil ederek

regle yüzeyleri inşa edebiliriz. Sonuç olarak bu çeşit yüzey tipleri s¬ras¬yla

� Te¼get aç¬labilir yüzey =) r (s; v) = � (s) + vt (s)

� Normal yüzey =) r (s; v) = � (s) + vn (s)

� Binormal yüzey =) r (s; v) = � (s) + vb (s)

� Rektifyan aç¬labilir yüzey =) r (s; v) = � (s) + vw (s)

� Darboux aç¬labilir yüzey =) r (s; v) = b (s) + vt (s)

� Te¼get Darboux aç¬labilir yüzey =) r (s; v) = w (s) + vn (s)

şeklinde verilebilir.

Ba¼glant¬l¬birM yüzeyi ve x :M ! E31 düzgün immersiyonunu düşünelim.

E¼ger x arac¬l¬¼g¬ile M üzerindeki indirgenmi̧s metrik Riemann metri¼gi ise x�e

spacelike immersiyon denir. Bu ise M yüzeyinin x birim normal vektör

alan¬n¬n her bir noktada timelike olmas¬na denktir. Özellikle x : M ! E31 bir

spacelike immersiyon ise o halde M yüzeyi yönlendirilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.1 x : M ! E31 spacelike immersiyon ve N;M yüzeyi üzerinde

birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger N vektörü ile sabit bir hiperbolik aç¬

yapan

hN; kiL = � cosh �

olacak şekilde sabit bir k timelike vektörü varsaM yüzeyine sabit aç¬l¬space-

like yüzey denir.

Bu tan¬m sabit bir k spacelike do¼grultusu ve sabit aç¬l¬spacelike yüzey için

geni̧sletilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.2 x : M ! E31 bir spacelike immersiyon ve N;M yüzeyi üz-

erinde birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger N normal vektörü ile sabit bir

hiperbolik aç¬yapan
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hN; kiL = sinh �

olacak şekilde sabit bir k spacelike vektörü varsa M ye sabit aç¬l¬spacelike

yüzey denir.

Bu tan¬m ise normali sabit bir k do¼grultusu ile sabit bir aç¬yapan sabit

aç¬l¬timelike yüzeye aşa¼g¬daki gibi genelleştirilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.3 M bir timelike yüzey ve N = (n1; n2; n3),M yüzeyi üzerinde

birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger N ile sabit aç¬yapacak şekilde sabit

bir spacelike k vektörü varsa M yüzeyine sabit aç¬l¬timelike yüzey denir.

Burada � aç¬s¬için iki durum vad¬r.

a) E¼ger jn1j > 1 ise hN; kiL = cosh �

b) E¼ger jn1j � 1 ise hN; kiL = cos �

Tan¬m 2.2.4 M bir timelike yüzey ve N , M yüzeyi üzerinde birim normal

vektör alan¬olsun. E¼ger N normal vektörü ile sabit bir hiperbolik aç¬yapan

hN; kiL = sinh �

olacak şekilde sabit bir k timelike vektörü varsaM yüzeyine sabit aç¬l¬time-

like yüzey denir.

Burada e¼ger yüzey timelike ve N = (n1; n2; n3) ;M yüzeyi üzerinde birim

normal vektör alan¬ise jn1j � 1 olarak kabul edilmi̧stir.

Tan¬m 2.2.5 R31; 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda, verilen bir l do¼grusunun,

verilen bir ��e¼grisi boyunca hareket ettirilmesiyle bir yüzey elde edilebiliyorsa,

bu yüzeye 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda bir regle yüzey denir. Bu durumda

verilen l do¼grusuna, regle yüzeyin bir ana do¼grusu ve verilen ��e¼grisine, regle

yüzeyin dayanak e¼grisi denir.

Tan¬m 2.2.6 R31; 3�boyutlu Minkowski uzay¬nda, bir regle yüzeyin ana

do¼grular¬boyunca te¼get düzlemleri ayn¬ise regle yüzeye aç¬labilir regle yüzey

denir.

Bu bölümde bir uzay e¼grisi ile ili̧skili aç¬labilir yüzeyler düşünülmüştür.
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Yukar¬da verilen tan¬mlardan da aç¬kt¬r ki E31 te bir M regle yüzeyi

r : I � R!R31; r (s; v) = � (s) + v� (s)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada � : I ! E31 ; � : I ! E31n f0g diferensiyellenebilir

dönüşümler ve I bir aç¬k aral¬kt¬r. ��dayanak e¼grisi spacelike veya timelike

olarak düşünülürse, ��do¼grultu e¼grisi ��ya dik olacak şekilde seçilebilir. �

dayanak e¼grisi ve � do¼grultu e¼grisinin durumuna göre beş farkl¬ çeşit regle

yüzeye sahip oluruz.

E¼ger ��dayanak e¼grisi spacelike iseM regle yüzeyineM+ tip regle yüzey

denir. Ayr¬caM+ tip regle yüzeyler de kendi aras¬nda üç tipe ayr¬l¬r. ��e¼grisi

spacelike bir e¼gri olmak üzere �0�e¼grisi s¬ras¬yla null olmayan bir e¼gri veya null

e¼gri ise M+ tip regle yüzeyine M1
+ veya M

2
+ tip regle yüzey denir. ��e¼grisi

timelike bir e¼gri oldu¼gunda �0�e¼grisi spacelike bir e¼gri olaca¼g¬ndan bu tip regle

yüzeylere de M3
+ tip regle yüzey ad¬verilir.

E¼ger ��dayanak e¼grisi timelike iseM regle yüzeyineM� tip regle yüzey

denir. Bu tip regle yüzeyler için ��do¼grultu e¼grisi daima spacelike olaca¼g¬ndan

�0�e¼grisi null olmayan bir e¼gri iseM� tip regle yüzeyineM1
� tip regle yüzey

ve benzer şekilde �0�e¼grisi null bir e¼gri iseM� tip regle yüzeyineM2
� tip regle

yüzey ad¬verilir.

Yukar¬da yap¬lan grupland¬rmaya göre M1
+ tip ve M

2
+ tip regle yüzeyler

spacelike, M3
+; M

1
� ve M

2
� tip regle yüzeyler timelike yüzeylerdir.

Şimdi Minkowski uzay¬nda helis kavram¬n¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 2.2.7 � = � (s) spacelike (timelike) bir e¼gri olmak üzere

h�0 (s) ; viL

fonksiyonu sabit olacak şekilde bir v 2 E31 vektörü mevcut ise yay uzunlu¼gu ile

parametrize edilmi̧s � = � (s) e¼grisine bir helis denir.

Bu ise
�

�
fonksiyonunun sabit olmas¬na denktir.

E31 te te¼get aç¬labilir spacelike sabit aç¬l¬yüzeylerin karakterizasyonu [8] de
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verilmi̧stir. � : I ! E31 regüler e¼grisi ile üretilen M te¼get yüzeyi

r (s; v) = � (s) + v�0 (s) ; (s; v) 2 I � R

şeklinde parametrize edilir. Bu şekilde parametrize edilmi̧s bir te¼get aç¬labilir

yüzeyin sabit aç¬l¬bir yüzey olmas¬için gerekli ve yeterli koşul üreteç e¼grisinin

bir helis e¼grisi olmas¬d¬r, ayr¬ca M yüzeyi ile sabit � aç¬s¬yapan k do¼grultusu

k =
1p

�2 � � 2
[� (s) t (s) + � (s) b (s)]

ve � aç¬s¬

cosh � =
�p

�2 � � 2

ba¼g¬nt¬s¬ile belirlenir [8].

ŞimdiE31 de bir uzay e¼grisi üzerinde inşa edilen spacelike ve timelike yüzeyler-

den normal,binormal,rektifyan aç¬labilir ve Darboux aç¬labilir yüzeyleri ö¼grene-

lim.

Teorem 2.2.8 Sabit aç¬l¬spacelike normal yüzeyler Lorentz düzlem parçalar¬d¬r.

·Ispat. E31 te gömülü, yönlendirilmi̧s

r (s; v) = � (s) + vn (s)

parametrizasyonu ile verilen M spacelike normal yüzeyini alal¬m. Burada � :

I � R! E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s spacelike bir uzay e¼grisi ve

n; ��e¼grisinin birim normalidir. Şimdi yüzeyin normalini belirleyelim. Bunu

yapmak için r (s; v) yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve

(2.2.1) de verilen Frenet formüllerini kullan¬rsak8<: rs (s; v) = (1 + "b�v) t+ �vb

rv (s; v) = n

elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan rs (s; v) ve rv (s; v) vek-

törleri spacelike olmak zorundad¬r. Böylece Frenet üçlülerinden t; n spacelike

vektörler ve b bir timelike vektör olup "b = �1 dir. O halde

t (s)�L n (s) = �b (s)
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ve

n (s)�L b (s) = t (s)

yazabiliriz. Spacelike yüzeyin normali

N = ��vt+ (1� �v) bp
�

(2.2.2)

� = � (�v)2 + (1� �v)2

ile verilir. Di¼ger taraftan ft; n; bg ; M spacelike regle yüzeyi için ��e¼grisi

boyunca ortanormal çat¬alan¬oldu¼gundan (2.2.2) denkleminin t ile iç çarp¬m¬n¬

al¬rsak

� = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla ��bir düzlem e¼grisi olaca¼g¬ndan, onun binormali space-

like düzlemin normali ile çak¬̧s¬r. Bu düşünce ile normal spacelike yüzey, üreteç-

leri ��spacelike düzlem e¼grisinin normal do¼grular¬olan bir regle yüzey olur.

Böylece sabit aç¬l¬spacelike normal yüzeyler bir spacelike düzlem parças¬olur.

Teorem 2.2.9 Sabit aç¬l¬timelike normal yüzeyler Lorentz düzlem parçalar¬d¬r.

·Ispat. E31 te gömülü yönlendirilmi̧s

r (s; v) = � (s) + vn (s)

parametrizasyonu ile verilen M timelike normal yüzeyini alal¬m. Burada � :

I � R ! E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s timelike bir uzay e¼grisi ve

n; ��e¼grisinin birim normalidir. Şimdi yüzeyin normalini belirleyelim. Bunu

yapmak için r (s; v) yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve

(2.2.1) de verilen Frenet formüllerini kullan¬rsak

rs (s; v) = (1 + �v) t+ �vb

rv (s; v) = n

elde edilir ve yüzeyin normali

N = ��vt+ (1 + �v) bp
�

(2.2.3)

� = � (�v)2 + (1 + �v)2
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ile verilir. Di¼ger taraftan ft; n; bg ;M spacelike regle yüzeyi için ��e¼grisi

boyunca ortanormal çat¬alan¬oldu¼gundan (2.2.3) denkleminin t ile iç çarp¬m¬n¬

al¬rsak

� = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla ��bir düzlem e¼grisi olaca¼g¬ndan, onun binormali time-

like düzlemin normali ile çak¬̧s¬r. Bu düşünce ile timelike normal yüzey, üreteç-

leri ��timelike düzlem e¼grisinin normal do¼grular¬olan bir regle yüzey olur.

Böylece sabit aç¬l¬timelike normal yüzeyler bir timelike düzlem parças¬olur.

Uyar¬2.2.10 Teorem 2.2.9 da � : I � R ! E31 bir spacelike uzay e¼grisi

olursa

N = ��vt+ (�1� "b�v) bp
�

� = (�v)2 + (1 + "b�v)
2

olarak elde edilir. Bu durumda da � = 0 olaca¼g¬ndan M yüzeyi a�n düzlem

olacakt¬r.

Teorem 2.2.11 Sabit aç¬l¬spacelike binormal yüzeyler spacelike düzlem

e¼grileri taraf¬ndan üretilir.

·Ispat. � : I � R! E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s spacelike bir

uzay e¼grisi, b, ��e¼grisinin binormal vektörü olmak üzere binormal yüzey

r (s; v) = � (s) + vb (s)

parametrizasyonu ile verilsin. Şimdi yüzeyin normalini belirleyelim. Bunu

yapmak için r (s; v) yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve

(2.2.1) de verilen Frenet formüllerini kullan¬rsak8<: rs (s; v) = t+ �vn

rv (s; v) = b

elde edilir. M yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan rs (s; v) ve rv (s; v) vek-

törleri spacelike olmak zorundad¬r. Böylece t ve b frenet üçlüsü spacelike, n

26



bir timelike vektör olur. O halde

t (s)�L n (s) = �b (s)

n (s)�L b (s) = �t (s)

yazabiliriz. Böylece bu spacelike yüzeyin normali

N = ��vt+ np
�

(2.2.4)

� = � (�v)2 + 1

ile verilir. Sabit bir k timelike do¼grultusu ile

hN; kiL = � cosh �

olacak şekilde sabit bir hiperbolik aç¬yapan N normalli binormal yüzeylerle

ilgileniyoruz. Bu ifade (2.2.4) te yerine yaz¬l¬rsa

� 2
�
ht; ki2L + cosh

2 �
�
= 0 (2.2.5)

� ht; kiL hn; kiL = 0 (2.2.6)

hn; ki2L � cosh
2 � = 0

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. (2.2.5) ve (2.2.6) dan aç¬kt¬r ki

� = 0

d¬r. Böylece �� bir spacelike düzlem e¼grisidir.

Teorem 2.2.12 Sabit aç¬l¬timelike binormal yüzeyler düzlem e¼grileri taraf¬n-

dan üretilir.

·Ispat. � : I � R ! E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s timelike bir

uzay e¼grisi, b, ��e¼grisinin binormal vektörü olmak üzere binormal yüzey

r (s; v) = � (s) + vb (s)

parametrizasyonu ile verilsin. Şimdi yüzeyin normalini belirleyelim. Bunu

yapmak için r (s; v) yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve
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(2.2.1) de verilen Frenet formüllerini kullan¬rsak8<: rs (s; v) = t� �vn

rv (s; v) = b

elde edilir. O halde yukar¬daki yüzeyin normali

N = ��vt� np
�

(2.2.7)

� = � (�v)2 + 1

ile verilir. Sabit bir k timelike do¼grultusu ile

hN; kiL = �

olacak şekilde sabit bir hiperbolik aç¬yapan N normalli binormal yüzeylerle

ilgileniyoruz. Bu ifade (2.2.7) de yerine yaz¬l¬rsa

� 2
�
ht; ki2L + cos2 �

�
= 0 (2.2.8)

� ht; kiL hn; kiL = 0 (2.2.9)

hn; ki2L � cos2 � = 0

ba¼g¬nt¬lar¬sa¼glan¬r. (2.2.8) ve (2.2.9) dan aç¬kt¬r ki

� = 0

d¬r. Böylece �� bir düzlem e¼grisidir.

Uyar¬2.2.13 Teorem 2.2.12 de � : I � R!E31 e¼grisinin bir spacelike uzay

e¼grisi olmas¬durumunda

i) E¼ger � (s) spacelike e¼grisi için ft (s) ; n (s) ; b (s)g Frenet çat¬s¬n¬düşünürsek,

bu durumda t (s) ; n (s) spacelike vektörler ve b (s) bir timelike vektör olup

N = ��vt� np
�

� = (�v)2 + 1

olarak elde edilir.
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ii) E¼ger � (s) spacelike e¼grisi için ft (s) ; n (s) ; b (s)g Frenet çat¬s¬n¬düşünürsek,

bu durumda t (s) ; b (s) spacelike vektörler ve n (s) bir timelike vektör olup

N = ��vt+ np
�

� = (�v)2 � 1

olarak elde edilir.

·Iki durumda da � = 0 ve ��e¼grisinin spacelike bir uzay e¼grisi oldu¼gunu

göstermek farkl¬de¼gildir. Fakat, � = 0 oldu¼gundan spacelike uzay e¼grisinin

normali, timelike yüzeyin normali ile çak¬̧s¬r. Böylece � (s) spacelike uzay

e¼grisi için ft (s) ; n (s) ; b (s)g Frenet çat¬s¬nda t (s) ; n (s) spacelike vektörler ve

b (s) timelike vektör olmak zorundad¬r.

Teorem 2.2.14 Rektifyan aç¬labilir sabit aç¬l¬spacelike yüzeyler spacelike

slant helisler taraf¬ndan üretilir.

·Ispat. � : I � R!E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s spacelike bir

uzay e¼grisi ve

w = ��t+ �b

��e¼grisinin Darboux vektörü olmak üzere, E31 te gömülü, yönlendirilmi̧s M

spacelike rektifyan aç¬labilir yüzeyi

r (s; v) = � (s) + vw (s) (2.2.10)

parametrizasyonu ile verilsin. M yüzeyi e¼grinin noktalar¬d¬̧s¬nda her yerde

düzgündür. Şimdi yüzeyin normalini hesaplayal¬m. Bunu yapmak için r (s; v)

yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplay¬p, (2.2.1) de verilen Frenet

formülleri kullan¬l¬rsa 8<: rs (s; v) = (1� v� 0) t+ �0vb

rv (s; v) = ��t+ �b

elde edilir. Yüzeyin normali

N = �n (2.2.11)
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ile verilir. Spacelike yüzeyin bir yönlendirmesini al¬rsak, �� e¼grisinin nor-

malini, yüzeyin normali olarak al¬r¬z. Sabit aç¬l¬yüzey durumunda, e¼grinin

n�normali sabit bir k timelike do¼grultusu ile

hn; kiL = hN; kiL = � cosh � (2.2.12)

olacak şekilde sabit bir aç¬yapar. Dolay¬s¬yla ��bir spacelike slant helis olur.

Teorem 2.2.15 Rektifyan aç¬labilir sabit aç¬l¬timelike yüzeyler slant he-

lisler taraf¬ndan üretilir.

·Ispat. � : I � R!E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s bir timelike

uzay e¼grisi ve

w = �t+ �b

��e¼grisinin Darboux vektörü olmak üzere, E31 te gömülü, yönlendirilmi̧s M

spacelike rektifyan aç¬labilir yüzeyi

r (s; v) = � (s) + vw (s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yüzeyi e¼grinin noktalar¬d¬̧s¬nda her yerde

düzgündür. Şimdi yüzeyin normalini hesaplayal¬m. Bunu yapmak için r (s; v)

yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplay¬p, (2.2.1) de verilen Frenet

formülleri kullan¬l¬rsa 8<: rs (s; v) = (1 + v� 0) t+ �0vb

rv (s; v) = �t+ �b

elde edilir. Yüzeyin normali

N = �n (2.2.13)

ile verilir. Timelike yüzeyin bir yönlendirmesini al¬rsak, ��timelike e¼grisinin

normali, yüzeyin normali olarak al¬n¬r. Sabit aç¬l¬yüzey durumunda, e¼grinin

n�normali sabit bir k spacelike do¼grultusu ile

hn; kiL = hN; kiL = cos � (2.2.14)

olacak şekilde sabit bir aç¬yapar. Doaly¬s¬yla ��bir timelike slant helis olur.
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Teorem 2.2.16 Darboux aç¬labilir sabit aç¬l¬spacelike yüzeyler, spacelike

helislerin binormal e¼grileri ile üretilir.

·Ispat � : I � R!E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s spacelike bir

uzay e¼grisi, t ve b s¬ras¬yla ��e¼grisinin te¼get ve binormali olmak üzere E31 te

gömülü, yönlendirilebilir Darboux aç¬labilir M yüzeyi

r (s; v) = b (s) + vt (s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yüzeyi, e¼grinin noktalar¬d¬̧s¬nda her yerde

düzgündür. Şimdi yüzeyin normalini bulal¬m. Bunu yapmak için r (s; v)

yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve (2.2.1) de verilen Frenet

denklemlerini kullan¬rsak8<: rs (s; v) = (� + �v)n

rv (s; v) = t

elde edilir. Yüzeyin normali

N = �b

ile verilir. Yüzeyin bir yönlendirmesini seçersek, ��e¼grisinin binormalini,

yüzeyin normali olarak al¬r¬z. Sabit aç¬l¬yüzey durumunda, spacelike e¼grinin

b binormali, sabit bir k timelike do¼grultusu ile

hb; kiL = hN; kiL = � cosh �

olacak şekilde sabit aç¬yapar. Böylece �; bir spacelike helistir.

Teorem 2.2.17 Sabit aç¬l¬Darboux aç¬labilir timelike yüzeler, helislerin

binormal e¼grileri ile üretilir.

·Ispat � : I � R!E31 yay uzunlu¼gu ile parametrize edilmi̧s spacelike veya

timelike bir uzay e¼grisi, t ve b s¬ras¬yla ��e¼grisinin te¼get ve binormali olmak

üzere E31 te gömülü, yönlendirilebilir Darboux aç¬labilir M yüzeyi

r (s; v) = b (s) + vt (s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yüzeyi, e¼grinin noktalar¬d¬̧s¬nda her yerde

düzgündür. Şimdi yüzeyin normalini bulal¬m. Bunu yapmak için r (s; v)
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yüzeyinin s ve v ye göre k¬smi türevlerini hesaplar ve (2.2.1) de verilen Frenet

denklemlerini kullan¬rsak8<: rs (s; v) = ("t� + �v)n

rv (s; v) = t

elde edilir. Yüzeyin normali

i) � : I � R!E31 bir spacelike uzay e¼grisi ise

N = �b

ile verilir.

ii) � : I � R!E31 bir timelike uzay e¼grisi ise

N = �b

ile verilir.

Yüzeyin bir yönlendirmesini seçersek, ��e¼grisinin binormalini, timelike

yüzeyin normali olarak al¬r¬z. Sabit aç¬l¬yüzey durumunda, e¼grinin b binor-

mali, sabit bir k spacelike do¼grultusu ile

hb; kiL = hN; kiL = cos �

olacak şekilde sabit aç¬yapar. Böylece �; bir helistir.
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3. BÖLÜM

DE-S·ITTER 3-UZAYINDA BAZI ÖZEL YÜZEYLER

Bu bölümde "T.Mert, M. Atçeken, (2020), Some Constant Angle Spacelike

Surfaces Construct on a Curve in De-Sitter 3-Space, ICMASE 2020 - Interna-

tional Conference on Mathematics and its Applications in Science and Engi-

neering, 233-240." ve "T.Mert, M. Atçeken, (2020), On The Special Timelike

Surfaces in De-Sitter 3-Space, MAS 11th International European Conference

on Mathematics-Engineering-Natural & Medical Sciences, 167-187."

çal¬̧smalar¬ndan bahsedilecektir.

Bir e¼gri üzerinde inşa edilen yüzeyler yukar¬da bahsetti¼gimiz gibi E3 Ök-

lid uzay¬ ve E31 Minkowski uzay¬nda tan¬mlanm¬̧s ve çeşitli özellikleri ver-

ilmi̧stir. Bu bölümde, E3 ve E31 te bir e¼gri üzerinde inşa edilen yüzeyler,

R41 Minkowski uzay¬n¬n bir altmanifoldu olan S
3
1 de-Sitter 3�uzay¬nda tan¬m-

lanacak ve bu tarz yüzeylerin özellikleri incelenecektir. Minkowski uzay¬nda

bir vektör, bir e¼gri ve bir yüzeyin causal karakterindeki çeşitlilikten dolay¬,

de-Sitter 3�uzay¬nda ele al¬nacak bu özel yüzeylerin bir çok çeşidi oluşacakt¬r.

Burada bu özel yüzeyler oluşturulurken ilk önce yüzeyin spacelike ve time-

like yüzey olmas¬na dikkat edilecek, daha sonra ise o yüzeyi oluştururken kul-

lanaca¼g¬m¬z e¼grinin spacelike veya timelike olmas¬durumlar¬ele al¬nacakt¬r.

·Ilk önce de-Sitter 3-uzay¬nda bir e¼grinin baz¬ temel özelliklerini causal

karakterine göre özetleyelim.

� : I ! S31 birim h¬zl¬, regüler, spacelike bir e¼gri olsun.

t (s) = �0 (s) ; kt (s)k = 1

şeklinde tan¬ml¬t (s) vektörüne ��e¼grisinin birim te¼get vektörü ad¬verilir.

ht0 (s) ; t0 (s)iL 6= 1 olmak üzere

n (s) =
t0 (s) + � (s)

kt0 (s) + � (s)k
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şeklinde tan¬ml¬vektöre ��e¼grisinin birim normal vektörü ad¬verilir.

b (s) = � (s) ^ t (s) ^ n (s)

şeklinde tan¬ml¬vektöre ��e¼grisinin birim binormal vektörü ad¬verilir.

Bu şeklide elde edilen f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g kümesine ��spacelike e¼grisi

boyunca R41 ün pseudo ortogonal çat¬s¬denir.

��spacelike bir e¼gri olmak üzere

�d (s) = kt0 (s) + � (s)k

ifadesine spacelike e¼grinin de-Sitter e¼grili¼gi ve

� d (s) = �
det (�; �0; �00; �000)

[�d (s)]
2

ifadesine de spacelike e¼grinin de-Sitter burulmas¬ad¬verilir.

Benzer şekilde � : I ! S31 birim h¬zl¬, regüler, timelike bir e¼gri olsun.

t (s) = �0 (s) ; ht (s) ; t (s)iL = �1

şeklinde tan¬ml¬t (s) vektörüne ��e¼grisinin birim te¼get vektörü ad¬verilir.

ht0 (s) ; t0 (s)iL 6= 1 olmak üzere

n (s) =
t0 (s)� � (s)

kt0 (s)� � (s)k

şeklinde tan¬ml¬vektöre ��e¼grisinin birim normal vektörü ad¬verilir.

b (s) = � (s) ^ t (s) ^ n (s)

şeklinde tan¬ml¬vektöre ��e¼grisinin birim binormal vektörü ad¬verilir.

Bu şeklide elde edilen f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g kümesine ��timelike e¼grisi

boyunca R41 ün pseudo ortogonal çat¬s¬denir.

��timelike bir e¼gri olmak üzere

�d (s) = kt0 (s)� � (s)k
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ifadesine timelike e¼grinin de-Sitter e¼grili¼gi ve

� d (s) = �
det (�; �0; �00; �000)

[�d (s)]
2

ifadesine de timelike e¼grinin de-Sitter burulmas¬ad¬verilir.

Teorem 3.1 E¼ger � : I ! S31 birim h¬zl¬ lightlike olmayan bir e¼gri ise,

Frenet-Serret formülleri s¬ras¬yla8>>>>>><>>>>>>:

�0 (s) = t (s)

t0 (s) = ��0�1� (s) + �d (s)n (s)

n0 (s) = ��1�2�d (s) t (s)� �0�1� d (s) b (s)

b0 (s) = �1�2n (s)

(3.1)

şeklindedir, burada

�0 = sgn (� (s)) ; �1 = sgn (t (s)) ; �2 = sgn (n (s)) ; �3 = sgn (b (s))

dir.

R41 Minkowski uzay¬nda bir vektör alan¬n¬n causal karakterinin çeşitlili¼gin-

den dolay¬, herhangi iki vektör aras¬nda birden fazla aç¬kavram¬vard¬r.

Tan¬m 3.2 x ve y, R41 te spacelike iki vektör olsun.

i) E¼ger x ve y, bir timelike altvektör uzay¬n¬geren iki vektörse, o halde

jhx; yiLj > kxk kyk

dir ve

jhx; yiLj = kxk kyk cosh �

olacak şekilde bir tek � reel say¬s¬vard¬r. Bu � reel say¬s¬na x ve y spacelike

vektörleri aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

ii) E¼ger x ve y, bir spacelike altvektör uzay¬n¬geren iki vektörse, o halde

jhx; yiLj � kxk kyk

dir ve

jhx; yiLj = kxk kyk cos �
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olacak şekilde bir tek � 2
�
0; �

2

�
reel say¬s¬vard¬r. Bu � reel say¬s¬na x ve y

spacelike vektörleri aras¬ndaki Lorentz spacelike aç¬denir.

Tan¬m 3.3 x ve y, R41 te timelike iki vektör ise

hx; yiL = �kxk kyk cosh �

olacak şekilde bir tek � reel say¬s¬vard¬r. Bu � reel say¬s¬na x ve y timelike

vektörleri aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

Tan¬m 3.4 R41 te x bir spacelike vektör ve y bir timelike vektör olsun. O

halde

jhx; yiLj = kxk kyk sinh �

olacak şekilde bir tek negatif olamayan � reel say¬s¬vard¬r. Bu � reel say¬s¬na

x ve y vektörleri aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

Bu tezde de-Sitter 3-uzay¬nda bir e¼gri üzerinde inşa edilen yüzeylerin özel

bir s¬n¬f¬olan normal, binormal ve Darboux yüzeylerin spacelike veya timelike

olanlar¬ele al¬nm¬̧st¬r. Bu yüzeyler, sabit aç¬l¬yüzey olma koşulu alt¬nda ince-

lenmi̧stir. Burada ele al¬nan spacelike yüzey çeşitleri spacelike bir e¼gri üzerinde

ve timelike bir e¼gri üzerinde inşa edilme şekline göre alt gruplara ayr¬lm¬̧st¬r.

3.1.Spacelike Normal Regle Yüzeyler

Tan¬m 3.1.1 � : I ! S31 � R41 yay uzunlu¼gu parametresi ile verilen birim

h¬zl¬, regüler, spacelike bir e¼gri, x : U � R2 ! S31 � R41 olmak üzereM = x (U)

bir gömme dönüşümü olsun.

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t)n (s) ; (s; t) 2 I � R (3.1.1)

olacak şekilde ��spacelike e¼grisi ile üretilenM yüzeyine S31 de-Sitter uzay¬nda

spacelike bir e¼gri ile üretilen spacelike normal regle yüzey denir. Burada

n (s) ; � (s) regüler e¼grisinin birim normal vektör alan¬d¬r.

Uyar¬3.1.2 (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen normal yüzey inşa edilirken,

��e¼grisinin R41 boyunca pseudo ortogonal f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g çat¬s¬n¬n
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vektörleri kullan¬lm¬̧st¬r. Burada � (s) ; t (s) ; n (s) spacelike vektörler, b (s)

timelike vektördür. E¼ger � (s) ; t (s) ; b (s) spacelike ve n (s) timelike olarak

seçilirse f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g kümesi yine R41 ün pseudo ortogonal çat¬s¬

olacakt¬r. Fakat, böyle bir çat¬kullan¬d¬¼g¬nda, de-Sitter 3�uzay¬nda space-

like bir normal yüzey elde edilemez. Çünkü böyle bir çat¬ile normal yüzeyi

parametrize etti¼gimizde

x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t)n (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde yaz¬l¬r. Bu durumda8>>><>>>:
E = hxs; xsiL = (cosh t+ �d (s) sinh t)

2 + (� d (s) sinh t)
2

F = hxs; xtiL = 0

G = hxt; xtiL = �1

ve

h�; �i = F 2 � EG = E

dir. Elde etmek istedi¼gimiz yüzey spacelike olaca¼g¬için, yüzeyin birim normal

vektörü bir timelike vektör olmak zorundad¬r. Yukar¬daki hesaplamalardan

aç¬kt¬r ki E < 0 olamayaca¼g¬ndan, � vektörü timelike olamaz ve bu yüzden

böyle bir çat¬ile spacelike bir yüzey elde edilemez.

Uyar¬3.1.3 Bundan sonra, ��spacelike e¼grisi ile üretilen spacelike nor-

mal yüzey için, ��spacelike e¼grisi boyunca kullan¬lacak Frenet-Serret çat¬s¬,

� (s) ; t (s) ; n (s) vektörleri spacelike, b (s) vektörü timelike olacak şekilde seçil-

erek kullan¬lacakt¬r.

(3.1.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) yüzeyinin s¬ras¬yla s ve t ye göre

k¬smi türevleri al¬n¬r ve ��spacelike e¼grisi için Frenet-Serret formüllerinden

yararlan¬l¬rsa

8>>><>>>:
x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t)n (s)

xs (s; t) = (cos t� �d (s) sin t) t (s) + (� d (s) sin t) b (s)

xt (s; t) = (� sin t)� (s) + (cos t)n (s)
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elde edilir. O halde8>>><>>>:
E = hxs; xsiL = (cos t� �d (s) sin t)

2 � (� d (s) sin t)2

F = hxs; xtiL = 0

G = hxt; xtiL = 1

ve �;M yüzeyinin timelike birim normal vektörü olmak üzere

h�; �iL = F 2 � EG = �E

olur. M spacelike bir yüzey oldu¼gundan

h�; �iL < 0

yani

(cos t� �d (s) sin t)
2 � (� d (s) sin t)2 > 0

olmal¬d¬r. O halde aşa¼g¬daki lemmay¬verebiliriz.

Lemma 3.1.4 De-Sitter 3�uzay¬nda spacelike bir ��e¼grisi ile üretilen M

normal regle yüzeyinin tan¬m kümesi

�
(s; t) 2 R2

�� (cos t� �d (s) sin t)
2 � (� d (s) sin t)2 > 0

	
şeklindedir.

(3.1.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) spacelike normal regle yüzeyinin

timelike birim normal vektörü

� =
x ^ xs ^ xt
kx ^ xs ^ xtk

hesaplan¬l¬rsa

� =
� d (s) sin tp

�
t (s) +

cos t� �d (s) sin tp
�

b (s) (3.1.2)

elde edilir, burada

� =
��(� d (s) sin t)2 � (cos t� �d (s) sin t)

2
��

dir.
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Şimdi (3.1.1) denklemi ile verilen spacelike normal regle yüzeyin sabit aç¬l¬

bir yüzey olmas¬durumunu inceleyelim. x (s; t) yüzeyinin sabit aç¬l¬bir yüzey

olmas¬ için, yüzeyin � normali ile S31 de-Sitter uzay¬n¬n sabit do¼grultusunun

sabit aç¬yapmas¬gerekir. De-Sitter uzay¬ndaki bu do¼grultuyu timelike veya

spacelike olacak şekilde seçebiliriz. Ayr¬ca yüzeyin � normali ve de-Sitter

uzay¬n¬n sabit do¼grultusu aras¬nda oluşacak aç¬n¬n da causal karakterini göz

önünde bulunudurursak spacelike bir e¼gri ile üretilen spacelike normal regle

yüzeyler aşa¼g¬daki gibi iki parçaya ayr¬l¬r.

� Timelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Normal Yüzeyler

Tan¬m 3.1.5 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t)n (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen spacelike normal regle yüzey ve �;M yüzeyinin

timelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d1

�
timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d1 timelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, spacelike normal regle yüzey denir.

Şimdi S31 de-Sitter uzay¬nda M spacelike normal regle yüzeyinin �d1 sabit

timelike do¼grultusunu bulal¬m.

Teorem 3.1.6 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü veM = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike do¼grultulu,sabit

timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen spacelike bir normal regle yüzey

olsun. Bu durumda M yüzeyinin sabit timelike do¼grultusu

�d1 =
(cos t� �d (s) sin t)

p
cosh2 � � cosh2 'p

�
t (s)

+
(� d (s) sin t)

p
cosh2 � � cosh2 'p
�

b (s)

+ (cosh �) �

(3.1.3)
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şeklindedir, burada

� = (cos t� �d (s) sin t)
2 � (� d (s) sin t)2

ve '; �d1 sabit timelike do¼grultusu ile x spacelike vektörü aras¬ndaki aç¬, �; �d1

sabit do¼grultusu ile � timelike normal vekötürü aras¬ndaki aç¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki M spacelike yüzeyinin R41 deki sabit timelike

do¼grultusu �d olsun. M yüzeyinin � timelike birim normal vektör alan¬ ile

�d sabit timelike do¼grultusu aras¬ndaki timelike aç¬y¬� ile gösterelim. Yani

h�; �diL = � cosh �

yaza¬labilir. �d 2 R41 olmak üzere

�d = �Td + �Nd

şeklinde yaz¬l¬r. O halde

�d = �Td + �1� + �2x

do¼grultusunun her iki tarafn¬n � ve x ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak

�1 = cosh �

ve

�2 = h�d; xiL

olur. Öteyandan x bir spacelike vektör ve �d bir timelike vektör oldu¼gundan,

bu vektörler aras¬ndaki timelike aç¬y¬' ile gösterirsek

�2 = sinh'

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla

�d = �Td + (cosh �) � + (sinh')x

olarak yaz¬lm¬̧s olur. Bu ifadenin her iki taraf¬n¬n �d ile iç çarp¬m¬al¬n¬rsa

�Td 

2 = cosh2 � � cosh2 '
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elde edilir. �d = �Td+�
N
d ve e1 =

�Td

�Td 

 dersek, R41 te �d sabit timelike do¼grultusu
�d =

�q
cosh2 � � cosh2 '

�
e1 + (cosh �) � + (sinh')x

şeklinde elde edilmi̧s olur. Burada e1 =
xs
kxsk

al¬rsak ve �d do¼grultusunun, S
3
1

de-Sitter uzay¬nda kalan sabit parças¬n¬seçersek

�d1 =
(cos t� �d (s) sin t)

p
cosh2 � � cosh2 'p

�
t (s)

+
(� d (s) sin t)

p
cosh2 � � cosh2 'p
�

b (s)

+ (cosh �) �

elde edilir.

Teorem 3.1.7 S31 de-Sitter uzay¬nda spacelike bir e¼gri ile üretilen, sabit

timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu, spacelike normal regle yüzeyler Lorentz

düzlem parçalar¬d¬r.

·Ispat. x : M ! S31 � R41 bir gömme dönüşümü ve M yüzeyi (3.1.1)

parametrizasyonu ile verilen sabit timelike aç¬l¬, spacelike normal yüzey olsun.

Bu durumda, sabit aç¬l¬ yüzey olma tan¬m¬na göre, M yüzeyinin � normal

vektörü ile �d1 sabit do¼grultusu, sabit timelike aç¬yapacakt¬r. Yani

�; �d1

�
L
= � cosh �

olacakt¬r. (3.1.2) ifadesinin her iki taraf¬n¬n �d1 ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak

�; �d1

�
L
=
(� d (s) sin t)p

�



t (s) ; �d1

�
� (cos t� �d (s) sin t)p

�



b (s) ; �d1

�
elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler
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yap¬l¬rsah
(�2d (s)� � 2d (s)) cosh

2 � �
�
� d (s)



t (s) ; �d1

�
� �d (s)



b (s) ; �d1

��2i
w2

+
h
�2�d (s) cosh2 � + 2�d (s)



b (s) ; �d1

�2
+ 2� d (s)



b (s) ; �d1

� 

t (s) ; �d1

�i
w

+
h
cosh2 � �



b (s) ; �d1

�2i
= 0

elde edilir, burada

w = tanh �

dir. Aç¬kt¬r ki bu ifade w ya göre ikinci dereceden polinomdur ve bu polinomun

tüm katsay¬lar¬özdeş olarak s¬f¬ra eşit olmak zorundad¬r. Buna göre8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

(�2d (s)� � 2d (s)) cosh
2 � �

�
� d (s)



t (s) ; �d1

�
� �d (s)



b (s) ; �d1

��2
= 0

�2�d (s) cosh2 � + 2�d (s)


b (s) ; �d1

�2
+ 2� d (s)



b (s) ; �d1

� 

t (s) ; �d1

�
= 0

cosh2 � �


b (s) ; �d1

�2
= 0

(3.1.4)

sistemi elde edilir. (3.1.4) sisteminin üçüncü denkleminden

b (s) ; �d1

�
L
= � cosh � (3.1.5)

olur. (3.1.5) ifadesini (3.1.4) denklem sisteminin ikinci denkleminde yerine

yazarsak

� d (s)


b (s) ; �d1

�
L



t (s) ; �d1

�
L
= 0 (3.1.6)

ifadesini elde ederiz. Burada aşa¼g¬daki üç durumu incelememiz gerekmektedir.

I. Durum E¼ger � d (s) = 0 ise (3.1.4) denklem sisteminin hem birinci hemde

ikinci denklemi sa¼glan¬r. Ayr¬ca ��e¼grisinin de-Sitter burulmas¬s¬f¬r oldu¼gun-

dan, ��bir düzlemsel e¼gri ve bu e¼gri ile üretilen M yüzeyi bir Lorentz düzlem

parças¬olur.

II. Durum E¼ger � d (s) 6= 0 iken


b (s) ; �d1

�
= 0 ise, bu durumda

cosh � = 0
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olur. Sabit aç¬l¬yüzey olma koşulu gere¼gi cosh � = 0 olamaz.

III. Durum E¼ger � d (s) 6= 0;


b (s) ; �d1

�
6= 0 iken



t (s) ; �d1

�
= 0 ise bu

durumda

�� 2d (s) cosh � = 0

olur ki buda yine bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla yukar¬daki üç durum incelendi¼ginde

� d (s) = 0

elde edilir. Böylece ��bir düzlemsel e¼gri ve bu e¼gri ile üretilen M yüzeyi bir

Lorentz düzlem parças¬olur.

� Spacelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Normal Yüzeyler

Tan¬m 3.1.8 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t)n (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen spacelike normal regle yüzey ve �;M yüzeyinin

timelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d2

�
timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d2 spacelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit spacelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, spacelike normal regle yüzey denir.

Teorem 3.1.9 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü veM = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit spacelike do¼grultulu,sabit

timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen spacelike bir normal regle yüzey

olsun. '; �d2 sabit spacelike do¼grultusu ile x spacelike vektörü aras¬ndaki aç¬,

�; �d2 sabit do¼grultusu ile � timelike normal vekötürü aras¬ndaki aç¬ olmak

üzere, M yüzeyinin sabit spacelike do¼grultusu aşa¼g¬daki gibidir.

43



i) E¼ger ' spacelike aç¬ise

�d2 =
(cos t� �d (s) sin t)

p
sin2 '+ sinh2 �p

�
t (s)

+
(� d (s) sin t)

p
sin2 '+ sinh2 �p
�

b (s)

� (sinh �) �:

(3.1.7)

ii) E¼ger ' timelike aç¬ise

�d2 =
(cos t� �d (s) sin t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�

t (s)

+
(� d (s) sin t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�

b (s)

� (sinh �) �:

(3.1.8)

Uyar¬ 3.1.10 ��spacelike e¼grisi ile üretilen spacelike normal yüzeyler

yukar¬da verilmi̧stir. Benzer hesaplamalar ile, ��timelike e¼grisi ile üretilen

spacelike normal yüzeyler içinde yukar¬dakine benzer sonuçlar elde edilir.

Örnek 3.1.11 � : I ! S31 � R41

� (s) =

�
1;
p
2 cos

sp
2
;
p
2 sin

sp
2
; 0

�
şeklinde yay uzunlu¼gu parametrizasyonu ile verilen regüler spacelike bir e¼gri

olsun. Bu e¼grinin te¼get vektörü, normal vektörü, binormal vektörü, de-Sitter

e¼grili¼gi ve de-Sitter burulmas¬

t (s) =

�
0;� sin sp

2
; cos

sp
2
; 0

�

n (s) =

�p
2; cos

sp
2
; sin

sp
2
; 0

�
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b (s) = (0; 0; 0; 1)

�d = kt0 (s) + � (s)k = 1

2

� d (s) = �
det (� (s) ; �0 (s) ; �00 (s) ; �000 (s))

[�d (s)]
2 = 0

şeklindedir. ��e¼grisi ile üretilen M normal regle yüzeyi

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t)n (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde parametrizasyona sahip idi. Aç¬kt¬r ki, ��e¼grisi de-Sitter düzlemsel

bir e¼gri ve ��e¼grisi ile üretilen M normal regle yüzeyi bir Lorentz düzlem

parças¬d¬r. Stereogra�k izdüşüm yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi normal regle yüzeye

sahip oluruz.

Şekil� 1

3.2 Timelike Binormal Yüzeyler

Tan¬m 3.2.1 � : I ! S31 � R41 yay uzunlu¼gu parametresi ile verilen birim

h¬zl¬, regüler, spacelike bir e¼gri, x : U � R2 ! S31 � R41 olmak üzereM = x (U)

bir gömme dönüşümü olsun.

x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R (3.2.1)
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olacak şekilde ��spacelike e¼grisi ile üretilenM yüzeyine S31 de-Sitter uzay¬nda

spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike binormal regle yüzey denir. Burada

b (s) ; � (s) regüler e¼grisinin birim binormal vektör alan¬d¬r.

Uyar¬3.2.2 (3.2.1) parametrizasyonu ile verilen binormal yüzey inşa edilirken,

��e¼grisinin R41 boyunca pseudo ortogonal f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g çat¬s¬n¬n

vektörleri kullan¬lm¬̧st¬r. Burada � (s) ; t (s) ; n (s) spacelike vektörler, b (s)

timelike vektördür. Benzer şekilde, e¼ger � (s) ; t (s) ; b (s) spacelike ve n (s)

timelike olarak seçilirse f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g kümesi yine R41 ün pseudo or-

togonal çat¬s¬olacakt¬r. Fakat, böyle bir çat¬kullan¬d¬¼g¬nda, de-Sitter 3�uzay¬nda

timelike bir binormal regle yüzey�
(s; t)j cos2 t� (� d (s) sin t)2 < 0

	
kümesi üzerinde tan¬ml¬

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde bir parametrizasyona sahip olacakt¬r.

Uyar¬ 3.2.3 Bundan sonra, ��e¼grisi ile üretilen binormal yüzey için,

��e¼grisi boyunca kullan¬lacak Frenet-Serret çat¬s¬, � (s) ; t (s) ; n (s) vektörleri

spacelike, b (s) vektörü timelike olacak şekilde seçilerek kullan¬lacakt¬r.

(3.2.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) yüzeyinin s¬ras¬yla s ve t ye göre

k¬smi türevleri al¬n¬r ve ��spacelike e¼grisi için Frenet-Serret formüllerinden

yararlan¬l¬rsa

8>>><>>>:
x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t) b (s)

xs (s; t) = (cosh t) t (s) + (�� d (s) sinh t)n (s)

xt (s; t) = (sinh t)� (s) + (cosh t) b (s)

elde edilir. O halde8>>><>>>:
E = hxs; xsiL = (cosh t)2 + (� d (s) sinh t)

2

F = hxs; xtiL = 0

G = hxt; xtiL = �1
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ve �;M yüzeyinin spacelike birim normal vektörü olmak üzere

h�; �iL = F 2 � EG = E

olur. Aç¬kt¬r ki, M timelike bir yüzey oldu¼gundan

h�; �iL > 0

d¬r.

(3.2.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) timelike normal regle yüzeyinin

spacelike birim normal vektörü

� =
x ^ xs ^ xt
kx ^ xs ^ xtk

hesaplan¬l¬rsa

� =
� d (s) sinh tp

�1

t (s) +
cosh tp
�1

n (s) (3.2.2)

elde edilir, burada

�1 = (� d (s) sinh t)
2 + (cosh t)2

dir.

Şimdi (3.2.1) denklemi ile verilen timelike binormal regle yüzeyin sabit

aç¬l¬bir yüzey olmas¬durumunu inceleyelim. x (s; t) yüzeyinin sabit aç¬l¬bir

yüzey olmas¬için, yüzeyin � normali ile S31 de-Sitter uzay¬n¬n sabit do¼grultusu-

nun sabit aç¬yapmas¬gerekir. De-Sitter uzay¬ndaki bu do¼grultuyu timelike

veya spacelike olacak şekilde seçebiliriz. Ayr¬ca yüzeyin � normali ve de-Sitter

uzay¬n¬n sabit do¼grultusu aras¬nda oluşacak aç¬n¬n da causal karakterini göz

önünde bulunudurursak spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike binormal regle

yüzeyler aşa¼g¬daki gibi iki parçaya ayr¬l¬r.

� Timelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Binormal Yüzeyler

Tan¬m 3.2.4 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen timelike binormal regle yüzey ve �;M yüzeyinin

spacelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d3

�
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timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d3 timelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, timelike binormal regle yüzey denir.

Şimdi S31 de-Sitter uzay¬nda M timelike binormal regle yüzeyinin �d3 sabit

timelike do¼grultusunu bulal¬m.

Teorem 3.2.5 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü ve M = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike do¼grultulu,

sabit timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike binormal regle yüzey

olsun. Bu durumda M yüzeyinin sabit timelike do¼grultusu

�d3 =
(cosh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�1

t (s)

�
(� d (s) sinh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�1

n (s)

+ (cosh �) �

(3.2.3)

şeklindedir, burada '; �d3 sabit timelike do¼grultusu ile x spacelike vektörleri

aras¬ndaki aç¬, �; �d3 sabit do¼grultusu ile � spacelike normal vekötürü aras¬ndaki

aç¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim kiM timelike yüzeyinin R41 deki sabit timelike do¼grul-

tusu �d olsun. M yüzeyinin � spacelike birim normal vektör alan¬ile �d sabit

timelike do¼grultusu aras¬ndaki timelike aç¬y¬� ile gösterelim. Yani

h�; �diL = sinh �

yaza¬labilir. �d 2 R41 olmak üzere

�d = �Td + �Nd

şeklinde yaz¬l¬r. O halde

�d = �Td + �1� + �2x
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do¼grultusunun her iki tarafn¬n � ve x ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak

�1 = sinh �

ve

�2 = h�d; xiL

olur. Öteyandan x bir spacelike vektör ve �d bir timelike vektör oldu¼gundan,

bu vektörler aras¬ndaki timelike aç¬y¬' ile gösterirsek

�2 = sinh'

olarak elde edilir. Dolay¬s¬yla

�d = �Td + (sinh �) � + (sinh')x

olarak yaz¬lm¬̧s olur. Bu ifadenin her iki taraf¬n¬n �d ile iç çarp¬m¬al¬n¬rsa

�Td 

2 = ��sinh2 � � sinh2 '��
elde edilir. �d = �Td+�

N
d ve e1 =

�Td

�Td 

 dersek, R41 te �d sabit timelike do¼grultusu
�d =

q��sinh2 � � sinh2 '��e1 + (sinh �) � + (sinh')x
şeklinde elde edilmi̧s olur. Burada e1 =

xs
kxsk

al¬rsak ve �d do¼grultusunun, S
3
1

de-Sitter uzay¬nda kalan sabit parças¬n¬seçersek

�d3 =
(cosh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�1

t (s)

+
(� d (s) sinh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�1

n (s)

+ (sinh �) �

elde edilir.
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Teorem 3.2.6 S31 de-Sitter uzay¬nda spacelike bir e¼gri ile üretilen, sabit

timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu, timelike binormal regle yüzeyler Lorentz

düzlem parçalar¬d¬r.

·Ispat. x : M ! S31 � R41 bir gömme dönüşümü ve M yüzeyi (3.2.1)

parametrizasyonu ile verilen sabit timelike aç¬l¬, timelike binormal yüzey olsun.

Bu durumda, sabit aç¬l¬ yüzey olma tan¬m¬na göre, M yüzeyinin � normal

vektörü ile �d3 sabit do¼grultusu, sabit timelike aç¬yapacakt¬r. Yani

�; �d3

�
L
= sinh �

olacakt¬r. (3.2.2) ifadesinin her iki taraf¬n¬n �d3 ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak

�; �d3

�
L
=
(� d (s) sinh t)p

�1



t (s) ; �d3

�
+�(cosh t)p

�1



b (s) ; �d3

�
elde edilir. Bu ifadenin her iki taraf¬n¬n karesi al¬n¬r ve gerekli düzenlemeler

yap¬l¬rsa h
� 2d (s)

�
sinh2 � �



t (s) ; �d3

�2�i
w2

�
�
2� d (s)



t (s) ; �d3

� 

n (s) ; �d3

��
w

+
h
sinh2 � �



n (s) ; �d3

�2i
= 0

elde edilir, burada

w = tanh t

dir. Aç¬kt¬r ki bu ifade w ya göre ikinci dereceden polinomdur ve bu polinomun

tüm katsay¬lar¬özdeş olarak s¬f¬ra eşit olmak zorundad¬r. Buna göre8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

� 2d (s)
h
sinh2 � �



t (s) ; �d3

�2i

�2� d (s)


t (s) ; �d3

�
L



n (s) ; �d3

�
L
= 0

sinh2 � �


n (s) ; �d3

�2
L
= 0

(3.2.4)
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sistemi elde edilir. (3.2.4) sisteminin üçüncü denkleminden

n (s) ; �d3

�
L
= � sinh � (3.2.5)

olur. (3.2.5) ifadesini (3.2.4) denklem sisteminin ikinci denkleminde yerine

yazarsak

� d (s)


t (s) ; �d3

�
L



n (s) ; �d3

�
L
= 0 (3.2.6)

ifadesini elde ederiz. Burada aşa¼g¬daki üç durumu incelememiz gerekmektedir.

I. Durum E¼ger � d (s) = 0 ise (3.2.4) denklem sisteminin hem birinci hemde

ikinci denklemi sa¼glan¬r. Ayr¬ca ��e¼grisinin de-Sitter burulmas¬s¬f¬r oldu¼gun-

dan, ��bir düzlemsel e¼gri ve bu e¼gri ile üretilen M yüzeyi bir Lorentz düzlem

parças¬olur.

II. Durum E¼ger � d (s) 6= 0 iken


t (s) ; �d3

�
L
= 0 ise, bu durumda

sinh � = 0

olur. Sabit aç¬l¬yüzey olma koşulu gere¼gi sinh � = 0 olamaz.

III. Durum E¼ger � d (s) 6= 0;


t (s) ; �d3

�
L
6= 0 iken



n (s) ; �d3

�
L
= 0 ise bu

durumda

sinh � = 0

olur ki buda yine bir çeli̧skidir.

Dolay¬s¬yla yukar¬daki üç durum incelendi¼ginde

� d (s) = 0

elde edilir. Böylece ��bir düzlemsel e¼gri ve bu e¼griile üretilen M yüzeyi bir

Lorentz düzlem parças¬olur.

� Spacelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Binormal Yüzeyler

Tan¬m 3.2.7 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen timelike normal regle yüzey ve �;M yüzeyinin

spacelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d4

�
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timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d4 spacelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit spacelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, timelike binormal regle yüzey denir.

Teorem 3.2.8 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü veM = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit spacelike do¼grultulu,sabit

timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike bir binormal regle yüzey

olsun. '; �d4 sabit spacelike do¼grultusu ile x spacelike vektörü aras¬ndaki aç¬,

�; �d4 sabit spacelike do¼grultusu ile � spacelike normal vekötürü aras¬ndaki aç¬

olmak üzere, M yüzeyinin sabit spacelike do¼grultusu aşa¼g¬daki gibidir.

i) E¼ger ' spacelike aç¬ise

�d4 =
(cosh t)

p
sin2 '+ sinh2 �p
�1

t (s)

�(� d (s) sinh t)
p
sin2 '+ sinh2 �p
�1

n (s)

� (sinh �) �:

(3.2.7)

ii) E¼ger ' timelike aç¬ise

�d2 =
(cosh t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�

t (s)

�
(� d (s) sinh t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�1

n (s)

� (sinh �) �:

(3.2.8)

Uyar¬ 3.2.9 ��spacelike e¼grisi ile üretilen timelike binormal yüzeyler

yukar¬da verilmi̧stir. Benzer hesaplamalar ile, ��spacelike e¼grisi ile üretilen

spacelike binormal yüzeyler�
(s; t)j cos2 t� (� d (s) sin t)2 > 0
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kümesi üzerinde

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t) b (s)

parametrizasyonu ile verilir ve bu yüzeyler içinde yukar¬dakine benzer sonuçlar

elde edilir.

Örnek 3.2.10 � : I ! S31 � R41

� (s) =

�
1;
p
2 cos

sp
2
;
p
2 sin

sp
2
; 0

�
şeklinde yay uzunlu¼gu parametrizasyonu ile verilen regüler spacelike bir e¼gri

olsun. ��e¼grisi ile üretilen M binormal regle yüzeyi

x (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t)n (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde parametrizasyona sahip idi. Aç¬kt¬r ki, ��e¼grisi de-Sitter düzlemsel

bir e¼gri ve ��e¼grisi ile üretilen M binormal regle yüzeyi bir Lorentz düzlem

parças¬d¬r. Stereogra�k izdüşüm yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi binormal regle yüz-

eye sahip oluruz.

Şekil� 2

53



Uyar¬ 3.2.11 Binormal regle yüzey bir ��timelike e¼grisi üzerinde inşa

edilecek olursa �
(s; t)j (� d sin t)2 � cos2 t > 0

	
kümesi üzerinde

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t) b (s)

parametrizasyonu ile spacelike binormal yüzeyler, ve benzer şekilde

�
(s; t)j (� d sin t)2 � cos2 t < 0

	
kümesi üzerinde

x (s; t) = (cos t)� (s) + (sin t) b (s)

parametrizasyonu ile timelike binormal yüzeyler elde edilir. Bu şekildeki yüzeyler

içinde benzer hesaplamalar ile yukar¬daki sonuçlara ulaş¬labilir.

3.3 Timelike Darboux Yüzeyler

Tan¬m 3.3.1 � : I ! S31 � R41 yay uzunlu¼gu parametresi ile verilen birim

h¬zl¬, regüler, spacelike bir e¼gri, x : U � R2 ! S31 � R41 olmak üzereM = x (U)

bir gömme dönüşümü olsun.

x (s; t) = (cosh t) t (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R (3.3.1)

olacak şekilde ��spacelike e¼grisi ile üretilenM yüzeyine S31 de-Sitter uzay¬nda

spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike Darboux regle yüzey denir. Burada

t (s) ve b (s) ; � (s) regüler e¼grisinin birim te¼get ve binormal vektör alan¬d¬r.

Uyar¬3.3.2 (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen Darboux yüzey inşa edilirken,

��e¼grisinin R41 boyunca pseudo ortogonal f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g çat¬s¬n¬n

vektörleri kullan¬lm¬̧st¬r. Burada � (s) ; t (s) ; n (s) spacelike vektörler, b (s)

timelike vektördür. Benzer şekilde, e¼ger � (s) ; t (s) ; b (s) spacelike ve n (s)

timelike olarak seçilirse f� (s) ; t (s) ; n (s) ; b (s)g kümesi yine R41 ün pseudo or-

togonal çat¬s¬olacakt¬r. Fakat, böyle bir çat¬kullan¬d¬¼g¬nda, de-Sitter 3�uzay¬nda
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timelike bir Darboux regle yüzey

�
(s; t)j cos2 t� (�d cos t� � d (s) sin t)

2 > 0
	

kümesi üzerinde tan¬ml¬ve

x (s; t) = (cos t) t (s) + (sin t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde bir parametrizasyona sahip olacakt¬r.

Uyar¬ 3.3.3 Bundan sonra, ��e¼grisi ile üretilen Darboux yüzey için,

��e¼grisi boyunca kullan¬lacak Frenet-Serret çat¬s¬, � (s) ; t (s) ; n (s) vektörleri

spacelike, b (s) vektörü timelike olacak şekilde seçilerek kullan¬lacakt¬r.

(3.3.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) yüzeyinin s¬ras¬yla s ve t ye göre

k¬smi türevleri al¬n¬r ve ��spacelike e¼grisi için Frenet-Serret formüllerinden

yararlan¬l¬rsa

8>>><>>>:
x (s; t) = (cosh t) t (s) + (sinh t) b (s)

xs (s; t) = (�d (s) cosh t� � d (s) sinh t)n (s)� (cosh t)� (s)

xt (s; t) = (sinh t) t (s) + (cosh t) b (s)

elde edilir. O halde8>>><>>>:
E = hxs; xsi = (�d (s) cosh t� � d (s) sinh t)

2 + (cosh t)2

F = hxs; xti = 0

G = hxt; xti = �1

ve �;M yüzeyinin spacelike birim normal vektörü olmak üzere

h�; �i = F 2 � EG = E

olur. Aç¬kt¬r ki, M timelike bir yüzey oldu¼gundan

h�; �i > 0

d¬r.
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(3.3.1) parametrizasyonu ile verilen x (s; t) timelike Darboux regle yüzeyinin

spacelike birim normal vektörü

� =
x ^ xs ^ xt
kx ^ xs ^ xtk

hesaplan¬l¬rsa

� =
�d (s) cosh t� � d (s) sinh tp

�2

� (s) +
cosh tp
�2

n (s) (3.3.2)

elde edilir, burada

�2 = (� d (s) sinh t)
2 + (cosh t)2

dir.

Şimdi (3.2.1) denklemi ile verilen timelike Darboux regle yüzeyin sabit aç¬l¬

bir yüzey olmas¬durumunu inceleyelim. x (s; t) yüzeyinin sabit aç¬l¬bir yüzey

olmas¬ için, yüzeyin � normali ile S31 de-Sitter uzay¬n¬n sabit do¼grultusunun

sabit aç¬yapmas¬gerekir. De-Sitter uzay¬ndaki bu do¼grultuyu timelike veya

spacelike olacak şekilde seçebiliriz. Ayr¬ca yüzeyin � normali ve de-Sitter

uzay¬n¬n sabit do¼grultusu aras¬nda oluşacak aç¬n¬n da causal karakterini göz

önünde bulunudurursak spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike Darboux regle

yüzeyler aşa¼g¬daki gibi iki parçaya ayr¬l¬r.

� Timelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Darboux Yüzeyler

Tan¬m 3.3.4 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cosh t) t (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen timelike Darboux regle yüzey ve �;M yüzeyinin

spacelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d5

�
timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d5 timelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, timelike Darboux regle yüzey denir.

Şimdi S31 de-Sitter uzay¬nda M timelike Darboux regle yüzeyinin �d4 sabit

timelike do¼grultusunu bulal¬m.
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Teorem 3.3.5 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü ve M = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike do¼grultulu,

sabit timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike bir Darboux regle

yüzey olsun. Bu durumda M yüzeyinin sabit timelike do¼grultusu

�d5 =
(�d (s) cosh t� � d (s) sinh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�2

n (s)

+
(cosh t)

q��sinh2 � � sinh2 '��
p
�2

� (s)

+ (cosh �) �

(3.3.3)

şeklindedir, burada '; �d5 sabit do¼grultusu ile x aras¬ndaki aç¬, �; �d5 sabit

do¼grultusu ile � spacelike normal vekötürü aras¬ndaki aç¬d¬r.

Teorem 3.3.6 S31 de-Sitter uzay¬nda spacelike bir e¼gri ile üretilen, sabit

timelike aç¬l¬, sabit timelike do¼grultulu, timelike Darboux regle yüzeyler Lorentz

düzlem parçalar¬d¬r.

� Spacelike Do¼grultulu Timelike Aç¬l¬Darboux Yüzeyler

Tan¬m 3.3.7 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41

x (s; t) = (cosh t) t (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

parametrizasyonu ile verilen timelike Darboux regle yüzey ve �;M yüzeyinin

spacelike birim normal vektör alan¬olsun. E¼ger M yüzeyi üzerinde �
�
�; �d6

�
timelike aç¬s¬sabit olacak şekilde bir �d6 spacelike do¼grultusu varsaM yüzeyine

S31 de-Sitter uzay¬nda sabit timelike aç¬l¬, sabit spacelike do¼grultulu,

spacelike bir e¼gri ile üretilen, timelike Darboux regle yüzey denir.

Teorem 3.3.8 U � R2 aç¬k bir küme, x : U ! S31 � R41 bir gömme

dönüşümü ve M = x (U), S31 de-Sitter uzay¬nda sabit spacelike do¼grultulu,

sabit timelike aç¬l¬, spacelike bir e¼gri ile üretilen timelike bir Darboux regle

yüzey olsun. '; �d6 sabit spacelike do¼grultusu ile x spacelike vektörü aras¬ndaki
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aç¬, �; �d6 sabit spacelike do¼grultusu ile � spacelike normal vekötürü aras¬ndaki

aç¬olmak üzere, M yüzeyinin sabit spacelike do¼grultusu aşa¼g¬daki gibidir.

i) E¼ger ' spacelike aç¬ise

�d6 =
(�d (s) cosh t� � d (s) sinh t)

p
sin2 '+ sinh2 �p

�2

n (s)

�(cosh t)
p
sin2 '+ sinh2 �p
�2

� (s)

� (sinh �) �:

(3.3.7)

ii) E¼ger ' timelike aç¬ise

�d6 =
(�d (s) cosh t� � d (s) sinh t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�2

n (s)

�
(cosh t)

q��cosh2 � � cosh2 '��
p
�2

� (s)

� (sinh �) �:

(3.3.8)

Uyar¬ 3.3.9 ��spacelike e¼grisi ile üretilen timelike Darboux yüzeyler

yukar¬da verilmi̧stir. Benzer hesaplamalar ile, ��spacelike e¼grisi ile üretilen

spacelike Darboux yüzeyler

�
(s; t)j cos2 t� (�d (s) cos t� � d (s) sin t)

2 > 0
	

kümesi üzerinde

x (s; t) = (cos t) t (s) + (sin t) t (s)

parametrizasyonu ile verilir ve bu yüzeyler içinde yukar¬dakine benzer sonuçlar

elde edilir.

58



Örnek 3.3.10 � : I ! S31 � R41

� (s) =

�
1;
p
2 cos

sp
2
;
p
2 sin

sp
2
; 0

�
şeklinde yay uzunlu¼gu parametrizasyonu ile verilen regüler spacelike bir e¼gri

olsun. ��e¼grisi ile üretilen M Darboux regle yüzeyi

x (s; t) = (cosh t) t (s) + (sinh t) b (s) ; (s; t) 2 I � R

şeklinde parametrizasyona sahip idi. Aç¬kt¬r ki, ��e¼grisi de-Sitter düzlemsel

bir e¼gri ve ��e¼grisi ile üretilen M Darboux regle yüzeyi bir Lorentz düzlem

parças¬d¬r. Stereogra�k izdüşüm yard¬m¬yla aşa¼g¬daki gibi Darboux regle yüz-

eye sahip oluruz.

Şekil� 3

Uyar¬ 3.3.11 Darboux regle yüzey bir ��timelike e¼grisi üzerinde inşa

edilecek olursa

x (s; t) = (sinh t) t (s) + (cosh t) b (s)

parametrizasyonuna sahip olur. Bu yüzey içinde benzer hesaplamalar ile yukar¬-

daki sonuçlara ulaşabiliriz.
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Uyar¬ 3.3.12 ��timelike e¼grisi ile inşa edilen Darboux regle yüzeyler

daima timeliked¬r. Yani bir ��timelike e¼grisi ile spacelike Darboux regle yüzey

üretilemez.
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