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OZET
DE-SITTER 3-UZAYINDA BAZI OZEL YUZEYLER
Tuba YILMAZ
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dal
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi. Tugba MERT
2022, 62+xi sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, tezin diger béliimleri icin 6n hazirhik olarak, Oklid, Lorentz

ve de-Sitter uzayindaki temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci béliimde, egriler iizerinde insaa edilen sabit acili yiizeyler, E® Oklid

uzay1 ve E¥ Minkowski uzayimnda verilmigtir.

Uciincii boliimde, De-Sitter 3-uzaymda egriler iizerinde insaa edilen baz 6zel
yiizeyler verilmistir. Bu yiizeyler de-Sitter uzayindaki cesitlilikten faydalanilarak
bir ¢ok alt parcaya ayrilarak incelenmistir. Ayrica de-Sitter 3—uzaydaki Re-
gle yiizeylere ornekler verilerek bunlardan bazilarinin agilar1 koruyan steografik

izdiigtimler altindaki goriintiileri bulunmus ve mathematica programinda ¢izdirilmigtir.
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ABSTRACT
SOME SPECIAL SURFACES IN DE-SITTER 3-SPACE
Tuba YILMAZ
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Tugba MERT
2022, 60+xi pages

This thesis consists of three parts.

In the first chapter, basic definitions and theorems in Fuclidean, Lorentz and

de-Sitter spaces are given as a preliminary for the other parts of the thesis.

In the second part, constant angle surfaces constructed on curves are given in

E3 Euclidean space and E? Minkowski space.

In the third chapter, some special surfaces constructed on curves in De-Sitter 3-
space are discussed. These surfaces have been examined by dividing into many
sub-parts by making use of the diversity in the de-Sitter space. In addition,
examples of the in de-Sitter 3—space of Regle surfaces are found, and same
of them are shown in mathematica program with images under steographic

projections that protect the angles of some of them.

Keywords: de-Sitter space, curve, surface
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GIRIS

U, R? uzaymn irtibath bir acik alt kiimesi ve ¢ : U — R3 diizgiin ve regiiler
bir doniigiim olsun. ¢ : U — ¢ (U) doniigiimii bir homeomorfizm ise, ¢ (U)
kiimesine, R3uzayinda bir basit yiizey denir. M, R3uzaymin bir alt kiimesi

olmak tizere, M nin her bir p noktasi i¢in
pe@U) vep(U)C M

olacak bigimde bir ¢ (U) basit yiizeyi bulunabiliyorsa M kiimesine, R? te bir
yiizey denir.

Geometrik olarak basit bir gsekilde yukaridaki gibi tanimlanan yiizey kavrami
ve ylizeyler teorisinin kurulusu, uzun yillar siiren ve ¢ok ozverili ¢alismalarin
sonucu olarak ortaya cikmistir. Yiizeyler teorisi diye adlandirabilecegimiz
matematik alanim1 kuran kisi Leonhard Euler olmustur. Euler 1760 yilinda
yiizeylerin egriliginin nasil tanimlanacagi problemini ele almistir. Yiizeylerin
kesitlerini olugturan egrilerin egriligi birbirinden farkli oldugundan yiizey iiz-
erinde bir noktada egrilik kavramini vermek zorunda kalmigtir. Euler, yiizeyin
hangi noktasinda egriligini tanimlamay: istiyorsak, o noktada yiizeye dik olan
diizlemleri incelemis, bu diizlemler ile yiizeyin kesitleri olan egrilerin egrilik-
lerini bulmus ve bunlardan en biiylik ve en kiiciik egriligi veren diizlemlerin
aralarindaki aginin daima doksan derece oldugunu ispat etmistir. Yiizeylerin
z = f(x,y) seklinde degil de F (z,y,z) = 0 seklindeki denklemlerle yazilarak
ii¢ koordinatin birbirine denk goriilmesinin, yiizey noktalarinin iki nicelik ile
gosterilmesinin, iki yiizeyin birbirine sarilabilmesi i¢in yay elemanlariin ¢akis-
masi1 sartinin bulunmasinin, jeodezik yollarin diferensiyel denklemlerinde bun-
larin bir egri ailesiyle yaptigi acilarin kullanilmasinin tohumlar1 Euler tarafin-
dan atilmigtir. Bu tohumlarin meyvasi ise Gauus ile birlikte olgunlagtirilmigtir.

Gauus’dan 6nceki donemlerde yiizeyler hakkindaki ¢caligmalarin ¢ogu, yiizey-
lerin kesitleri, 6zel yiizeyler veya 6zel yiizey aileleri hakkinda idi ve o donemde
yiizeylerin genel teorisi i¢in yapilan aragtirmalarin en 6nemlilerini Legendre,

Euler, Monge ve Meussnier vermistir. Hayalindeki ii¢ boyutlu sekillerle bagkala



rinin kagit {izerindeki iki boyutlu sekillerle ¢aligabileceginden daha rahatlikla
caligabilen Gaspard Monge tasari geometrisinin kurucusu olmustur. Monge,
egrilik hakkinda ozgiin diislincelerle yiizeyler {izerinde egrilik hatti adinda
yeni bir kavram tamimlamigtir. Mongeun 6grencisi olan Jean Baptiste Marie
Charles Meusnier ise 1776 yilinda, yiizeyin, yiizeye dik olmayan diizlemler ile
arakesiti olan egrilerin egrilik yar1 ¢api icin bir formiil bulmustur.

Gauus’ a kadar yiizeyler hakkindaki belli bagh ¢aligmalar bunlardan ibaret-
tir. Yiizeyler teorisinin dogusunu, yeryiizii ¢l¢iimlerine, jeodeziye borcluyuz.
Ticari, mali, idari, askeri nedenlerden 6tiirii, 18.yiizyi1lda 6nemli 6l¢timler yapil
mig, jeodezi gelismis, teorik bir yapi tizerine insa edilebilecek olgunluga er-
igmigtir. Gauus’un bu siiregte bu geligime sundugu katkilar ve galigmalar ise
¢ok onemli boyuttadir.

Gauus’un bu alana devrim niteligindeki bir diger katkis: ise Okliddig1 geomet
rinin kurucular arasimda olmasidir. 1792 yilindan itibaren Oklid geometrisinin
temelleri hakkinda diigiinceler iiretmis, baslangicta Oklid’in paralellik postiilatin
ispat etmenin belki miimkiin olduguna inanmig, 1817 civarinda bunun miimkiin
olmadigina kanaat getirmis, sonra bu postiilatin gecerli olmadigini belirtmistir.
Bunlarin bir sonucu olarak o6kliddigi geometri adini verdigi bir geometriyi
kurmustur. Gauss, matematikte ve bilimde biiyiik bir devrim olan 6kliddis
geometrinin 6nemini ¢ok iyi biliyordu, fakat polemiklere girmekten cekindigi
icin okliddigt geometri caligmalarimi hayatta iken yayimlamama karari almigtir.
Diizlemin okliddis1 geometrisi, egrilik o¢lgiisii sabit olan yiizeyler teorisi ile
yakindan baglantilidir. Egrilik pozitif bir sabit ise yiizeyde kiire geometrisi
ile kiire trigonometrisi, negatif bir sabit ise 6kliddig1 geometri ve 6klid dis1
trigonometri gecerli olmaktadir.

Gauss iki degigkenli kuadratik diferensiyel formlar: incelemistir. Daha genel
olarak n—degiskenli kuadratik diferensiyel formlarin incelenmesi, n—boyutlu
manifold kavramin geligtiren Bernhard Riemann tarafindan 1854 yilinda baglatilmigtir.

Bu galigmalar ve uygulamalar1 Albert Einstein’in 1917 yilindaki genel izafiyet



teorisine kadar uzanmig ve giiniimiize kadar aktif calisma sahas1 olmaya devam
etmistir.

Yukarida kisaca 6zetledigimiz yiizeyler teorisinin kurulugu ve gelisimi siirecini
inceledigimizde bu alandaki ¢aligmalarin énemi de agikca ortaya cikmaktadir.

Normal vektor alani, sabit bir vektor ile sabit bir ag1 yapan yiizeye sabit
acgihi yiizey adi verilir. Son yillarda bu tarz yiizeylerin geometrisini anlamak
i¢in ¢ok fazla ¢alisma yapilmigtir. Bu yiizeyler helis yiizeyler veya sabit acili
yiizeyler olarak adlandirilir ve bu yiizeyler ii¢ boyutlu geometrilerin tamaminda
caligilmugtar [1]-[10].

Verilen bir dogrunun, verilen bir egri boyunca hareket ettirilmesiyle elde
edilen yiizeye regle yiizey adi verilir. [11] de, sabit acili yiizeylerin genel
karakterizasyon teoremleri altinda, R? te baz1 6zel regle yiizeyler siniflandirilmis
tir. Benzer sekilde, [12] de aymi yiizeyler Minkowski 3-uzayinda elde edilmis
ve onemli karakterizasyonlar: verilmisitir.

Bizim burada amacimiz, de-Sitter 3-uzayinda bir egri iizerinde inga edilen

regle yiizey cesitlerinin parametrizasyonlari ve énemli 6zelliklerini incelemektir.



1.BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde ihtiyacimiz olan temel tanim ve teoremler verilecektir.

n-boyutlu Oklid uzay1 icin R” reel vektor uzayi ile eslesen afin uzay standart
analitik model olarak diisiiniilebilir.

Tanmim 1.1. V bir reel vektor uzay1 ve g : V' x V' — R doniisiimii verilsin.
g doniisiimii simetrik ve bilineer doniisiim ise bu doniisiime V' {izerinde bir
bilineer form denir.

Tanim 1.2. V bir reel vektor uzayi, g : V x V. — R simetrik bilineer
form ve v € V olsun. Eger her u € V i¢in ¢ (u,v) = 0 iken v = 0 oluyorsa g
doniisiimiine non-dejenere form denir.

Tanmim 1. 3. (), V vektor uzay: iizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer

ve pozitif tanimli bir i¢ ¢carpim olmak iizere

o]} = (v,0)""

seklinde taniml reel sayiya v € V' vektoriiniin bu i¢ carpima gére normu denir.

Tanim 1.4. z,y € R" olmak iizere

d(z,y) =z =yl

seklinde tamimli reel sayiya bu iki vektor arasindaki Oklid uzaklik denir. R”
iizerinde tanimlanan d metrigine de Oklid metrigi denir.
Teorem 1.5. ¢ : R" — R" doniistimiiniin bir ortogonal doniisiim olmasi

icin gerek ve yeter sart her x,y € R” i¢in

(o (), ¢ (y) = (x,y)

olmasidir.



Tanim 1.6. a < b olmak {izere [a, b] , R de kapali bir aralik ve X bir metrik
uzay olsun. Eger « : [a,b] — X fonksiyonu siirekli ise bu fonksiyona X metrik
uzayinda bir egri denir.

Tanim 1.7. a < b olmak iizere [a,b] , R de kapal bir aralik olsun.

a : la,b] — X doniigiimii uzunluk koruyan siirekli bir fonksiyon ise o ya X
metrik uzayinda bir jeodezik egri yay1 denir. Bu durumda jeodezik yayin
baglangi¢ ve bitim noktalar: sirasiyla, o (a) ve « (b) dir.

Tanim 1.8. «a: R — X doniisiimiine jeodezik dogru denir.

Tanmim 1.9. V bir reel vektor uzayi olmak iizere g : V x V' — R doniigiimii
bilineer, simetrik ve non-dejenere ise g doniisiimiine V' iizerinde bir skaler
carpim, V' uzayma da bir skaler carpim uzay1 denir.

Tanim 1.10. V bir skaler carpim uzay1 olmak iizere V' nin, iizerindeki
skaler carpim negatif taniml olacak sekildeki en biiyiik boyutlu altuzayinin

boyutuna skaler ¢carpimin indeksi denir. Skaler ¢carpimin indeksi v ise
0 <wv < boyV

dir. Ayrica skaler carpim uzayinin indeksi, iizerinde taniml olan skaler carpimin
indeksi olarak tanimlanir.

Tanimm 1.11. Indeksi 1 ve boyutu 2 den biiyiik veya 2 ye esit olan skaler
carpim uzayina Lorentz uzay1 denir.

Tanim 1.12. z,y € R" olmak tizere
(T, y), = —z1y1 + inyz‘
i=1

skaler garpimu ile verilen R} = (R",(,);) ikilisine n—boyutlu Minkowski
uzay1 denir.

Tamim 1.13. R} Minkowski uzayinda bir x € R} vektorii verilsin.

i. (z,z); > 0 veya x = 0 ise = vektoriine bir spacelike (uzay benzeri)
vektor denir.

ii. (x,x), =0 ve x # 0 ise x vektoriine bir lightlike (151k benzeri, null)

vektOr denir.



ili. (x,x); < 0 ise x vektoriine bir timelike (zaman benzeri) vektor
denir.

Tanim 1.14. V bir Lorentz uzay1 ve v € V olmak {izere

1/2
o]l = [{0,v) "

reel sayisina v vektoriiniin Lorentz normu denir.

Tanim 1.15. V bir Lorentz uzayi, W,V nin bir altuzay1 ve gy : W xW —
R skaler ¢arpim olsun.

i. gw porzitif tanimh ise W ya spacelike altuzay denir.

ii. gw non-dejenere ve indeksi 1 ise W ya timelike altuzay denir.

iii. gy dejenere ise W ya lightlike altuzay denir.

Tanim 1.16. z,y € R} vektorleri igin

{z,y), =0

ise bu vektorlere Lorentz ortogonal vektorler denir.
Tanim 1.17. R} de linner bagimsiz vektorlerinin kiimesi {eq, 2, ..., €, } ve

€1 = —1,e9 =g, = 1 olmak iizere
(e, e5)y = 0ije;

ise {e1, eg, ..., €, } kiimesine, R} nin Lorentz ortonormal bazi denir, burada
0;;— kronecker-delta fonksiyonunu gostermektedir.

Tanim 1.18. {ey, €9, €3, €4}, R} uzaymin Lorentz ortonormal bazi ve x,y, 2 €
R} olmak iizere
—€1 €2 €3 €4
Ty T2 T3 T4

TAYNzZ=
Y1 Y2 Ys Y

21 22 23 24

seklinde tanimli vektorel carpima Lorentz vektorel ¢carpimi denir. Buradaki

x, 1, z vektorlerine de pseudo-ortogonal vektorler denir ve herhangi w € R{



icin
(w,z Ny A z); =det (w,z,vy, 2)
seklindedir.
Tanim 1.19. 7 : [ C R — R} bir regiiler egri ve T,y—egrisinin teget
vektor alani olmak {izere
i. g(T,T) > 0 ise y egrisine spacelike egri denir.
ii. g(T,7) =0 ve T # 0 ise v egrisine lightlike (null) egri denir.

iii. g (7,T) < 0 ise v egrisine timelike egri denir.

Bu tanmima denk olarak bir egrinin spacelike, timelike veya lightlike egri
olmasini agagidaki gsekilde de verebiliriz.

v : I C R — Rf regiiler egrisinin her s € [ igin 7/ (s) hiz vektorii spacelike,
timelike ve lightlike ise v egrisine sirasiyla spacelike, timelike ve lightlike
egri denir. Egrinin bir 6zel hali olarak dogrulari gézoniine alirsak, eger dogru-
nun dogrultman vektorii spacelike ise dogru spacelike dogru, dogrultman
vektorii timelike ise dogru timelike dogru ve dogrultman vektorii lightlike
ise dogru lightlike dogru olarak adlandirilir.

Teorem 1.20. v : I C R — R{ regiiler egrisi spacelike veya timelike
bir egri olsun. 7', Ny, Ny, N3 sirasiyla v egrisinin teget, birinci normal, ikinci

normal ve {i¢iincii normal vektorlerini gostermek iizere ¢ = 1,2, 3,4 igin

E; = :]:1, E1E9E384 = —1
olacak sekilde
<T, T>L =&
(Ni, Nj), = ¢€it10i5
(I''N;); =0

esitlikleri saglansin. Buna gore R de spacelike veya timelike bir v egrisinin

Frenet gatis1 {1, Ny, No, N3} ve egrilikleri k1, ko, k3 olacak sekilde Frenet den-



klemleri

[ T ] [ 0 €9K1 0 0 17 T ]
N{ | —am 0 £3K9 0 N
Nj B 0 —E9Ka 0 —E1E9E3K3 Ny

I N;j | 0 0 —E3K3 0 1[N

olarak verilir.
Tanim 1.21. R uzayimda n—boyutlu birim pseudo-kiire olarak ad-
landirilan

St={ze R?+1| (z,z), =1}
seklinde tanimli kiimeye de-Sitter n—uzay1 denir.
Eger n = 3 ise

Sf:{xERﬂ—ﬁﬁLx%—l—x%—i—xZ:l}

seklinde 3—boyutlu birim pseudo-kiire olan de-Sitter 3—uzay1 elde edilir.

Eger n = 2 ise
Si={z € R} —a}+a}+a3=1}

seklinde 2—boyutlu birim pseudo-kiire ( R de tek kanath hiperboloid) olan
de-Sitter 2—uzay1 elde edilir.
Eger n =1 ise

St={z e R} —ai+a2;=1}

seklinde 1—boyutlu birim pseudo-gember ( R? de hiperbol) olan de-Sitter
1—uzay1 elde edilir.
Tamm 1.22. v € R} bir vektor ve ¢ € R olsun. R} de v—pseudo normalli

hiperdiizlem

HP (v,c) = {z € R}| (z,v), =c}

olmak iizere

i. v timelike ise HP (v, c), R} de bir spacelike hiperdiizlemdir.

8



ii. v spacelike ise HP (v,c), R} de bir timelike hiperdiizlemdir.

iii. v lightlike ise HP (v, c), R} de bir lightlike hiperdiizlemdir.

HP (v, c) hiperdiizlemleri ile S} iin bos kiimeden farkli arakesitleri de-Sitter
3- uzaymda bir yiizey belirtmektedir. Bunu agagidaki sekilde tanimlayabiliriz.

Tanim 1.23. S} de-Sitter 3-uzay1 ve H P (v, ¢) hiperdiizlemi verilmig olsun.

i. HP (v, c) bir spacelike hiperdiizlem ise H P (v, c)NS} arakesiti bir eliptik
de-Sitter kuadrik yiizeydir.

ii. HP (v,c) bir timelike hiperdiizlem ise HP (v, c)N.S? arakesiti bir hiper-
bolik de-Sitter kuadrik yiizeydir.

iii. HP (v,c) bir lightlike hiperdiizlem ise HP (v,c) N S arakesiti bir
parabolik de-Sitter kuadrik yiizeydir.

Tamm 1.24. U,R? nin agk altkiimesi olmak iizere, p : U C R* — S} C
R} immersiyonu ile belirlenen yiizey M = ¢ (U) olsun. Eger M yiizeyinin
p € M noktasindaki teget uzayr R} {in

i. Spacelike bir altuzay1 ise yani yiizeyin birim normal vektor alani timelike
ise, M yiizeyine spacelike yiizey denir.

ii. Timelike bir alt uzayi ise yani ytiizeyin birim normal vektor alan1 space-
like ise, M yiizeyine timelike yiizey denir.

iii. Lightlike bir alt uzay1 ise yani yiizeyin birim normal vektor alani light-
like ise, M yiizeyine lightlike yiizey denir.

Ayrica lightlike olmayan bir yiizeye non-dejenere ytizey denir.

Tanim 1.25. U, R? nin agik altkiimesi olmak iizere, ¢ : U C R? — S? C
R} immersiyonu ile belirlenen non-dejenere regiiler yiizey M = ¢ (U) olsun.
R, 8% ve M nin yari-Riemann konneksiyonlar sirasiya, D, D, D olmak iizere
XY € x (M) C x (S3?) diferensiyellenebilir vektor alanlar igin M nin Gauss
esitlikleri,

DxY = DxY —(X,Y), ¢
DxY = DxY +¢(S(X),Y)N
ve Weingarten esitligi

S(X)=—-DyxY



olarak verilir. Burada ¢ = & (N, N); ve N, M yiizeyinin birim normal vektor
alandir.

Uyar1 1.26. S? de bir M non-dejenere regiiler yiizeyinin birim normal
vektor alan1 N ve bu yiizey iizerinde yatan bir a = « (s) birim hizh egrisinin
teget vektor alam1 7' olsun. Eger DT = 0 ise a—egrisine geodezik egri
denir. Bu durumda a—egrisinin M yiizeyi tizerinde bir geodezik egri olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kogul S? te a—egrisi boyunca DT = AN, 3\ € R olmasidir.
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2. BOLUM

EGRILER UZERINDE iNSAA EDILEN BAZI SABIT ACILI
YUZEYLER

2.1. E? de Egriler Uzerinde ingsaa Edilen Sabit Acih Yiizeyler

Bu boliimde "Ana-Irina Nistor, (2011), Certain Constant Angle Surfaces
Constructed on Curves, International Electronic Journal of Geometry, Vol 4,
79-87." calismasindan bahsedilecektir.

a: I C R — R?® yay uzunlugu ile parametrize edilmis birim hizli regiiler

egrisi verilsin.

vektoriine egrinin birim teget vektorii denir.

k:I— R,

fonksiyonuna a—egrisinin egrilik fonksiyonu,  (s) sayisina da egrinin « (s)

noktasindaki egriligi denir. Egrilik fonksiyonu yardimiyla

esitligi ile belirlenen vektore a—egrisinin « (s) noktasindaki asli normal vekétiirii

denir. Ayrica

b(s)=1t(s) xn(s)

esitligi ile tamiml vektore de a—egrisinin « (s) noktasindaki binormal vekotiirii
denir. Vektorel garpimin ozelliklerinden dolay: b (s) vekotiirii ¢ (s) ve n(s)
vekotriine dik olan birim vektordiir. Bu gekilde olugturulan {t (s),n (s),b(s)}
kiimesi Ta(s)R?’ uzayinin bir ortonormal tabanidir. Bu tabani olusturan vek-
torlere o : I C R — R? egrisinin Frenet vektorleri denir.

T7:1—R,
7(s) == (V' (s),n(s))
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fonksiyonuna a—egrisinin burulma fonksiyonu, 7 (s) sayisina da egrinin
a (s) noktasimndaki burulmasi denir.

t'(s),n (s),V (s) vektor alanlar1 ¢ (s),n (s),b(s) vektor alanlarimin lineer
bilegeni olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

Teorem 2.1.1 R? uzaymda birim hizli o : — R® egrisinin Frenet vektor

alanlar1 ¢ (s),n (s),b(s) ise

t'(s) =r(s)n(s)
W () = —r(s)E(s)+7()b(s) (2.11)
b(s) =-—-71(s)n(s)

seklinde yazilir.

Bu teoremde elde edilen (2.1.1) esitliklerine, birim hizli o : I— R? egrisinin
Frenet-Serret formiilleri denir.

Egrilerden, egriler tizerinde insa edilen ytizeyler teorisine dogal bir genigleme
asagidaki sekilde yapilabilir. a,R?® de yay uzunlugu ile parametre edilmis bir
egri olmak iizere av—egrisini ve egrinin teget, normal ve binormal dogrularini
igeren regle yiizeyleri diigiindiigiimiizde, bu ¢esit yiizeylerin iyi bilinen ii¢ tipi

vardir.

e Teget acilabilir yiizeyler — r(s,v) = a (s) + vt (s)

e Normal yiizeyler =1 (s,0v) = a(s)+on(s)

e Binormal yiizeyler = 1 (s,v) = a(s) +vb(s)

Yukarda tanimlanan yiizeylerin parametrizasyonundaki a—egrisine ilireteg egrisi,
egriye teget, normal ve binormal olan dogrularada dogrultu egrisi denir.

En genel hali ile, teget diizlemleri sabit bir vektor alani ile sabit agl ya-
pan yiizeylere sabit acgili yiizey denir. [1] de R?® deki sabit agih yiizeylerin
karakterizasyonu agagidaki gibi verilmistir.

Teorem 2.1.2. R3 de bir M yiizeyinin sabit acili yiizey olmasi icin gerekli
ve yeterli kosul M yiizeyinin asagidaki yiizeylerden birisine lokal izometrik

olmasidir:
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i. I C R bir acgik aralik, p, I iizerinde bir diizgiin fonksiyon olmak {iizere

r: M — R3

(w1, uz) — (ug cosf (cosug, sinug) + v (ug) , uq sinf) ,

burada
u u2
v (uz) = cosf —/u (1) sinTdr, /,u (1) cosTdr
0 0
seklindedir.

ii. xsinf — zcosf = 0 diizleminin bir agik pargasidir.

iii. 3, R? de diizgiin bir egri olmak fizere 3 xR silindirinin bir acik parcasidir.

Yukaridaki teoremde 6 ile sabit ag1 gosterilmistir ve genelligi bozmaksizin
sabit dogrultu, tigiincii reel eksen olarak alinmigtar.

Simdi yavag yavag egriler iizerinde insa edilen yiizeylere dogru gecis ya-
palim. Yukarida bahsedilen genel karakterizasyon teoreminden, egriler iiz-
erinde inga edilen yiizeylerin nasil elde edilecegini gorelim.

eTeget Acilabilir Yiizeyler

Ik 6nce sabit a1 dzelligini saglayan teget acilabilir yiizey tiplerini ilgilendiren
agagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 2.1.3. Teget acilabilir sabit acili yiizeyler silindirik helisler tarafin-
dan tretilir.

Ispat. a : I ¢ R — R® yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir uzay

egrisi ve t (s), a (s) —egrisinin birim tegeti olmak iizere
r(s,v) =a(s)+ vt(s) (2.1.2)

ile verilen R? de gomiilii, yonlendirilmis M teget acilabilir yiizeyini diistine-
lim. M yiizeyi a—egrisinin noktalar1 diginda her yerde diizgiindiir. Simdi
yiizeyin parametrizasyonunu belirleyelim. Bunu yapmak igin r = r(s,v)

yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplarsak

o (s) +va (s)

"(s)
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elde edilir. Burada (2.1.1) Frenet formiillerinden yararlamrsak M yiizeyinin
normali
Ts X Ty

N=+——=4p
|7s X 1y (s)

olarak elde edilir. Yiizeyin bir yonlendirmesi yardimiyla « (s) iireteg egrisinin
binormali, yiizeyin normaline esit olarak secilebilir. Yiizeyin sabit acili yiizey

olma durumunda « (s) egrisinin b (s) binormali ile &k sabit dogrultusu
(b,k) = (N,k)=10,0 € [0,7) (2.1.3)

seklinde sabit bir 6 agis1 yapar. Boylece « (s) —egrisi bir silindirik helistir.

a (s) —silindirik helisinin parametrizasyonunu yazmak igin agagidaki yolu
izleyelim. Genel olarak |’ (s)| = 1 ve (2.1.3) denklemini saglayan bir a—egrisi
icin

a(s) = (1/1 (s), —s) (2.1.4)

yazabiliriz. Burada ¢ : I ¢ R — R?,

a®+b* =c*a,b,cc(0,00)

ve
TN
¥ (5)] = 2
olacak gekilde bir egridir. A—keyfi bir fonksiyon olmak iizere v fonksiyonunun
tiirevi
P (s) = (2 sin A (s), L cosA (s))
c c

yazilabilir. Bu ifade integrallenir ve (2.1.4) te yerine yazilirsa, A : I CR — R

bir diizgiin fonksiyon olmak {izere

o (s) = <f/sm(s) ds,%/cos/\(s) ds,gs> (2.1.5)

c
parametrizasyonu elde edilir. (2.1.5) geklinde bir parametrizasyon ile verilen
a—egrisine silindirik helis denir.

Simdi ise sabit ac1 6zelligini saglayan teget acilabilir yiizeyler ile Teorem

2.1.2 arasindaki direk bagintiy1 gorelim.
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Teorem 2.1.4. Sabit agili teget agilabilir yiizeyler, Teorem 2.1.2 de

p(r)=-=r" (g -7

icin elde edilir.
Ispat. Bir dairesel helisin klasik durumu igin ispata baglayalim, yani
A(s) = —s igin elde edilen

a a b

a(s) = (E Cos S, Esin S, ES> (2.1.6)

parametrizasyonunu ele alalim.

a a b

o (s) = <—— sin s, — €os s, —)

c c c
ve (2.1.6) ifadesini

r(s,v) =a(s)+ vt(s)
esitliginde yerine yazarsak

b
r(s,v) = (% (coss —vsins), % (sins 4 vcoss), - (s + v)) (2.1.7)

parametrizasyonuna sahip teget acilabilir yiizeyi elde ederiz. Bu parametriza-
syonun Teorem 2.1.2 nin (i) sikkinin bir 6zel durumu oldugunu gosterelim.

(2.1.7) parametrizasyonu ile baglayarak genel p fonksiyonunu belirleyelim ve
(U1, ug) = (uy cos @ (cosug, sinusg) + v (ug) , uq sin 0) (2.1.8)

ifadesinde tekrar yerine yazalim. Ik once (2.1.7) ve (2.1.8) parametrizsyon-
lariin {ictincii bilegenlerine bakalim. £ sabit dogrultusu normal ve teget kisim-

larina ayrigtirilir ve [1] deki gibi aymi teknik kullanilirsa
k= (sinf) o’ + (cos) N

elde edilir.

ve benzer sekilde



olmak iizere

) a
- =sinf,— = cost

elde edilir. (2.1.7) de

UL =8+
parametre degisimi yapilirsa
r(s,v) = (cos@(coss —ujsins+ ssins),
cos @ (sin s + uy cos s — scos s) (2.1.9)
uy sin 6)

elde edilir. Tkinci parametrizasyonda us = s + 5 denilirse
(U1, uy) = (uy cos @ (cosug, sinusg) + v (ug) , uq sin 0) (2.1.10)

elde edilir, burada

. ™ s .
v (uz) = cosf (sm Uy — (u2 — 5) COS Ug, — COS Uy — (u2 — §> sin u2>

(2.1.11)
seklindedir. Simdi Teorem 2.1.2 ile kiyaslarsak, (2.1.10) ifadesi 6zdes olarak
teoremin (i) ifadesine egittir. Benzer sekilde (2.1.11) ifadesinin «y (uy) ifadesi
ile 6zdeg oldugunu soylemek icin p diizgiin fonksiyonunu belirlemeliyiz.

Kabul edelim ki
pr)=5 -7

olsun. Iddamizi kamtlamak icin

u2

—/,u (7)sinTdr = (g —uz) COS Ug + Sin usg —g
0

ve
u2

—/,u (1) cosTdr = (g —u2> sin ug — cosuy + 1
0

ifadelerini hesaplayalim. (2.1.11) ifadesinin u (7) = g — 7 igin Teorem 2.1.2 ile
esdeger oldugu sonucuna vararak ve integrasyon limitlerini, yani xOy-diizleminde

bir 6telemeyi hesaba katarak bu durumda ispati tamamlariz.
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b
Bir silindirik helisin genel durumuna dénelim. a_ cos 6, — = sin # oldugunu
c c
bilerek ve a’nin s’ye gore tiirevini alarak onceki durumda oldugu gibi ayni

diigiinceyi takip edersek, (2.1.5) ile verilen genellegtirilmis helise karsilik gelen

teget acilabilir yiizey icin

r(s,v) = (cosf ([sinA(s)ds—+vsinA(s)),
cos ([ cosA(s)ds +vcosA(s)), (2.1.12)

(s +v)sinb)

parametrizasyonu elde edilir. (2.1.12) de u; = s+v ve uy = g — A (s) degigken

degistirmesi yapilirsa,
7 (ug, ug) = (ug cos @ (cosug, sinuy) + v (uz) , uy sin 0) (2.1.13)

denk parametrizasyonu elde edilir, burada
v (u2) = cosf([ ()\_1 (% — ug))lcos Uadusy
A\t (% — uz) sin (% — uz) ,
(2.1.14)

i ()\_1 (% — u2)) sin usdus

A7 (5 ) cos (5 — )

seklindedir. Simdi dikkatimizi belirlenmesi gereken p fonksiyonuna verelim.
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Gerekli hesaplamalarla

u u2

—/u (1)sinTdr = /,u (1) (sin (3 —T)),dT

0

(2.1.15)

ve
u u

—/u (T)cosTdr = —/u (7) (cos (% — T))/d’i'

o
o

(2.1.16)

u2

+/u’ (1) sinTdr

=]

elde edilir. Integrasyon smirlarim hesaba katarsak, p(7) = —A~* (% — 7') icin
(2.1.14) ve teorem 2.1.2 ifadelerinin egdeger oldugu goriiliir ve boylece ispat
tamamlanmig olur.

e Normal ve Binormal Yiizeyler

Bu boéliimde, bir a uzay egrisi iizerinde olusturulan diger iki tip yiizeyle,
yani normal ve binormal yiizeylerle ilgilenecegiz. On hazirliklarda gordiigiimiiz
gibi, bu yiizeyler, (2.1.2) deki teget dogrusu ¢ yi, sirasiyla n normal dogrusu ve
b binormal dogrusu ile degistirerek, teget acilabilir olanlarla ayni teknik kul-
lanilarak olusturulur. Bu boliimde, Teorem 2.1.2’deki sabit acili yiizeyler 6zel-
ligi altinda normal ve binormal yiizeylerin hangi kosullar altinda elde edilebile-

cegi incelenmistir.
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Teorem 2.1.5 Sabit acili normal ve binormal yiizeyler, sirasiyla diizlem-
lerin ve silindirik yiizeylerin bir parcasidir.

Ispat. Bir normal yiizeyin
r(s,v) =a(s)+vn(s) (2.1.17)

parametrizasyonunu ele alalim. Bu sekilde parametre edilen yiizeyin normalini

bulursak
1 —kv)b—Tot

VA

elde edilir. N normali ile sabit bir # acis1 yapan sabit k dogrultulu normal

Y

A = (1—kv)® + 7202 (2.1.18)

yiizeyleri ele alalim, yani

(N, k) = cosf

olacak gekildeki normal yiizeyleri inceleyecegiz. Bu son ifade (2.1.18) de yerine
yazilirsa, tiim katsayilar: 6zdes olarak sifira esit olan v ye gore ikinci mertebe-

den polinom elde edilir. Boylece agagidaki bagintilar1 yazabiliriz.

(b, k) — cos? =0 (2.1.19)
k(D k) + 7 (b k) (t, k) — kcos? 6 =0 (2.1.20)
(K (b k) + 7 (t, k))* — (K* +7%) cos®0 =0 (2.1.21)
(2.1.19) dan
(b, k) = t+cosf (2.1.22)

yazilir. (2.1.19), (2.1.20) de yerine yazilirsa
(b, k) (t,k) =0

elde edilir. Boylece agsagidaki durumlar: elde ederiz.

i) Eger 7 = 0 ise

hem (2.1.20) hemde (2.1.21) ifadeleri (2.1.19) denklemini saglar. Bu gekilde
a bir diizlem egrisi olacagindan, egrinin binormali diizlemin normali ile ¢akiga-

caktir. Simdi normal yiizeyi, dogrultu egrileri a—diizlem egrisinin normal
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dogrular1 olan bir regle yiizey olarak diisiiniirsek, sabit agili normal yiizeyler
diizlemin bir parcasi olur.

ii) Eger 7 # 0 iken (b, k) = 0 ise (2.1.19) dan cosf = 0 ve (2.1.21) den
(t,k) = 0 olur. Ayrica s ye gore tiirev alinirsa (n, k) = 0 olur. Boylece k sabit
dogrultusu ¢, n, b ortonormal tabanina dik olur ki bu bir celigkidir.

iii) Eger 7 # 0 iken (¢, k) = 0 ise yine yukardaki benzer geligki elde edilir.

Boylece her ii¢ durumda da 7 = 0 olacagindan sabit acili normal yiizey bir
diizlem pargasidir.

Aymi diigiince ile

r(s,v) = a(s)+vb(s) (2.1.23)
seklinde paremetrize edilmis binormal ytiizeyi ele alalim. Bu ytiizeyin normali

—n — TUt
N=——"A=1+71%72
VA

dir. Daha 6nce oldugu gibi aym teknikle, meydana gelebilecek tek durumun,
7 = 0 i¢in oldugu anlagilir. « diizlemsel egrisinin binormal egrisi sabit dogrul-
tuya paraleldir ve 6 = g dir. Boylece sabit acili binormal yiizeyler a-diizlemsel
egrisi ile tiretilen silindirik yiizeylerdir.

2.2 E} de Egriler Uzerinde insaa Edilen Sabit A¢ili Yiizeyler

Bu boliimde "S. Ozkald: Karakus, (2018), Certain Constant Angle Surfaces
Constructed on Curves in Minkowski 3-Space, International Electronic Journal
of Geometry, Vol 11, 37-47." ¢aligmasindan bahsedilecektir.

a: I C R —FE} null olmayan bir egri ve {t(s),n(s),b(s)} Frenet vektor

alanlar1 olmak tizere Frenet formiilleri

t 0 « O t
n|=|exk 0 7T n (2.2.1)
v 0 EtT 0 b

seklindedir. Burada (z,z); = ¢, ve k ile 7 sirasiyla egrilik ve burulma fonksiy-
onudur. Spacelike ve timelike egriler i¢in Darboux vektorleri sirasiyla

w = —T7t+ Kb

w =Tt + Kb
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olarak verilir.

Egrilerden, egriler iizerinde insa edilen yiizeylerin teorisine dogal bir genigleme
asagidaki gibi yapilabilir. Yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir egri ver-
ilsin. Egriye teget, normal, binormal veya darboux olan dogrular1 dahil ederek

regle yiizeyleri insa edebiliriz. Sonug olarak bu cesit yiizey tipleri sirasiyla

e Teget agilabilir yiizey = 7 (s,v) = a (s) + vt ()

e Normal ylizey = 7 (s,v) = a/(s) + vn(s)

e Binormal yiizey —> 1 (s,v) = a (s) + vb(s)

e Rektifyan agilabilir yiizey =— r (s,v) = a (s) + vw (s)
e Darboux agilabilir yiizey = 7 (s,v) = b(s) + vt (s)

e Teget Darboux agilabilir yiizey = r (s,v) = w (s) + vn (s)

seklinde verilebilir.

Baglantih bir M yiizeyi ve z : M — E? diizgiin immersiyonunu diistinelim.
Eger x araciligy ile M iizerindeki indirgenmis metrik Riemann metrigi ise z’e
spacelike immersiyon denir. Bu ise M ylizeyinin x birim normal vektor
alaninin her bir noktada timelike olmasina denktir. Ozellikle z : M — E3 bir
spacelike immersiyon ise o halde M yiizeyi yonlendirilmigtir.

Tanmim 2.2.1 2 : M — E? spacelike immersiyon ve N, M yiizeyi iizerinde
birim normal vektor alam olsun. Eger N vektorii ile sabit bir hiperbolik aci
yapan

(N,k);, = —coshf

olacak sekilde sabit bir £ timelike vektorii varsa M yiizeyine sabit acili space-
like yiizey denir.

Bu tanim sabit bir k spacelike dogrultusu ve sabit agili spacelike yiizey icin
genigletilmigtir.

Tanim 2.2.2 z : M — FE} bir spacelike immersiyon ve N, M yiizeyi iiz-
erinde birim normal vektor alanmi olsun. Eger N normal vektorii ile sabit bir

hiperbolik ac1 yapan
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(N, k), =sinh@

olacak gekilde sabit bir k spacelike vektorii varsa M ye sabit acgili spacelike
yiizey denir.

Bu tanim ise normali sabit bir k£ dogrultusu ile sabit bir a¢i yapan sabit
acili timelike yiizeye asagidaki gibi genellestirilmigtir.

Tanim 2.2.3 M bir timelike yiizey ve N = (nq, ng, n3), M yiizeyi iizerinde
birim normal vektor alani olsun. Eger N ile sabit ag1 yapacak sekilde sabit
bir spacelike k vektorii varsa M yiizeyine sabit acgili timelike yiizey denir.
Burada 6 acisi icin iki durum vadair.

a) Eger |ny| > 1 ise (N, k), = coshd

b) Eger |ni| < 1ise (N, k); = cosf

Tamim 2.2.4 M bir timelike yiizey ve N, M yiizeyi iizerinde birim normal

vektor alani olsun. Eger N normal vektorii ile sabit bir hiperbolik ac1 yapan
(N,k);, =sinhd

olacak gekilde sabit bir k£ timelike vektorii varsa M yiizeyine sabit agili time-
like yiizey denir.

Burada eger yiizey timelike ve N = (ny,no,n3), M yiizeyi iizerinde birim
normal vektor alanm ise |n;| < 1 olarak kabul edilmistir.

Tanim 2.2.5 R3, 3—boyutlu Minkowski uzayinda, verilen bir [ dogrusunun,
verilen bir a—egrisi boyunca hareket ettirilmesiyle bir yiizey elde edilebiliyorsa,
bu yiizeye 3—boyutlu Minkowski uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda
verilen [ dogrusuna, regle yiizeyin bir ana dogrusu ve verilen a—egrisine, regle
yiizeyin dayanak egrisi denir.

Tanmim 2.2.6 R3 3—boyutlu Minkowski uzayinda, bir regle yiizeyin ana
dogrular1 boyunca teget diizlemleri ayni ise regle yiizeye agilabilir regle yiizey
denir.

Bu boliimde bir uzay egrisi ile iligkili agilabilir yiizeyler diistintilmiigtiir.
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Yukarida verilen tanmimlardan da agiktir ki E% te bir M regle yiizeyi
r:I xR =R} r(s,v)=a(s)+v8(s)

seklinde tanimlamir. Burada o : [ — E3 3 : I — E3}\ {0} diferensiyellenebilir
doniisiimler ve I bir acik araliktir. a—dayanak egrisi spacelike veya timelike
olarak diisiiniiliirse, f—dogrultu egrisi a—ya dik olacak sekilde segilebilir. «
dayanak egrisi ve § dogrultu egrisinin durumuna gore bes farkli cesit regle
yiizeye sahip oluruz.

Eger a—dayanak egrisi spacelike ise M regle yiizeyine M, tip regle yiizey
denir. Ayrica M, tip regle yiizeyler de kendi arasinda ii¢ tipe ayrilir. §—egrisi
spacelike bir egri olmak tizere 3’ —egrisi sirasiyla null olmayan bir egri veya null
egri ise My tip regle yiizeyine M} veya M? tip regle yiizey denir. S—egrisi
timelike bir egri oldugunda 3’ —egrisi spacelike bir egri olacagindan bu tip regle
ylizeylere de M? tip regle yiizey adi verilir.

Eger a—dayanak egrisi timelike ise M regle yiizeyine M_ tip regle yiizey
denir. Bu tip regle yiizeyler icin f—dogrultu egrisi daima spacelike olacagindan
B’ —egrisi null olmayan bir egri ise M_ tip regle yiizeyine M! tip regle yiizey
ve benzer sekilde 3'—egrisi null bir egri ise M_ tip regle yiizeyine M? tip regle
yiizey adi verilir.

Yukarida yapilan gruplandirmaya gore M3 tip ve M? tip regle yiizeyler
spacelike, M3, M ve M?2 tip regle yiizeyler timelike yiizeylerdir.

Simdi Minkowski uzayinda helis kavramini hatirlayalim.

Tamim 2.2.7 o = «a(s) spacelike (timelike) bir egri olmak tizere

(o’ (s), )

fonksiyonu sabit olacak sekilde bir v € E} vektorii mevcut ise yay uzunlugu ile
parametrize edilmis oo = « (s) egrisine bir helis denir.
T
Bu ise — fonksiyonunun sabit olmasina denktir.
K

E3 te teget agilabilir spacelike sabit acili yiizeylerin karakterizasyonu [8] de
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verilmistir. o : I — E? regiiler egrisi ile iiretilen M teget yiizeyi
r(s,v) =a(s)+vad (s),(s,v) e xR

seklinde parametrize edilir. Bu sekilde parametrize edilmis bir teget acilabilir
yiizeyin sabit acili bir yiizey olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul {ireteg egrisinin
bir helis egrisi olmasidir, ayrica M yiizeyi ile sabit 6 agis1 yapan k dogrultusu

Fe [ (s)t(s) + ()b (9)

K2 — T2

ve 0 agist
K

cosh 6 =

Py )
bagintisi ile belirlenir [8].

Simdi £ de bir uzay egrisi iizerinde insa edilen spacelike ve timelike yiizeyler-
den normal,binormal rektifyan acilabilir ve Darboux acilabilir yiizeyleri 6grene-
lim.

Teorem 2.2.8 Sabit agili spacelike normal yiizeyler Lorentz diizlem parcalaridir.

Ispat. E? te gomiilii, yonlendirilmis
r(s,v) =a(s)+vn(s)

parametrizasyonu ile verilen M spacelike normal yiizeyini alalim. Burada « :
I C R — E} yay uzunlugu ile parametrize edilmis spacelike bir uzay egrisi ve
n, a—egrisinin birim normalidir. Simdi yiizeyin normalini belirleyelim. Bunu
yapmak i¢in 7 (s,v) yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve

(2.2.1) de verilen Frenet formiillerini kullanirsak

rs (s,v) = (1 + eprv) t + TUb

ry (s,0) =n

elde edilir. M yiizeyi spacelike bir yiizey oldugundan rg (s,v) ve r, (s,v) vek-
torleri spacelike olmak zorundadir. Boylece Frenet iigliilerinden ¢, n spacelike

vektorler ve b bir timelike vektor olup €, = —1 dir. O halde

t(s) xpn(s)=—b(s)
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ve
n(s) xpb(s)=1t(s)
yazabiliriz. Spacelike yiizeyin normali

Tot + (1 — kv) b
A
(1

N = % (2.2.2)

2

A = —(tv)*+ (1 - rw)

ile verilir. Diger taraftan {t,n,b}, M spacelike regle yiizeyi i¢in a—egrisi
boyunca ortanormal gati alan oldugundan (2.2.2) denkleminin ¢ ile i¢ ¢arpimini
alirsak

7=0

elde edilir. Dolayisiyla a—bir diizlem egrisi olacagindan, onun binormali space-

like diizlemin normali ile ¢akisir. Bu diisiince ile normal spacelike yiizey, iiretec-

leri aw—spacelike diizlem egrisinin normal dogrular1 olan bir regle yiizey olur.

Boylece sabit acili spacelike normal yiizeyler bir spacelike diizlem parcasi olur.
Teorem 2.2.9 Sabit agili timelike normal yiizeyler Lorentz diizlem parcalaridir.

Ispat. E? te gomiilii yonlendirilmis
r(s,v) =a(s)+vn(s)

parametrizasyonu ile verilen M timelike normal yiizeyini alalim. Burada « :
I C R — E? yay uzunlugu ile parametrize edilmis timelike bir uzay egrisi ve
n, a—egrisinin birim normalidir. Simdi yiizeyin normalini belirleyelim. Bunu
yapmak i¢in 7 (s,v) yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve

(2.2.1) de verilen Frenet formiillerini kullanirsak

rs(s,v) = (14 kv)t + Tvb

Ty (s,0) =n
elde edilir ve yiizeyin normali

1
_ et I+ ru)b (2.2.3)

VA

A = — ()4 1+ r)
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ile verilir. Diger taraftan {t,n,b}, M spacelike regle yiizeyi igin a—egrisi
boyunca ortanormal ¢ati alani oldugundan (2.2.3) denkleminin ¢ ile i¢ garpimini
alirsak

7T=0

elde edilir. Dolayisiyla a—bir diizlem egrisi olacagindan, onun binormali time-
like diizlemin normali ile ¢akigir. Bu diisiince ile timelike normal yiizey, iireteg-
leri a—timelike diizlem egrisinin normal dogrular1 olan bir regle yiizey olur.
Boylece sabit acili timelike normal yiizeyler bir timelike diizlem parcasi olur.
Uyar1 2.2.10 Teorem 2.2.9 da o : I C R — E3 bir spacelike uzay egrisi

olursa

Tut + (—1 — gpkv) b

VA
A = (10)° + (14 eprv)’

olarak elde edilir. Bu durumda da 7 = 0 olacagindan M yiizeyi afin diizlem
olacaktir.

Teorem 2.2.11 Sabit acili spacelike binormal yiizeyler spacelike diizlem
egrileri tarafindan {iretilir.

Ispat. o: I C R — E? yay uzunlugu ile parametrize edilmis spacelike bir

uzay egrisi, b, a—egrisinin binormal vektorii olmak tizere binormal yiizey
r(s,v) =a(s)+vb(s)

parametrizasyonu ile verilsin. Simdi yiizeyin normalini belirleyelim. Bunu
yapmak i¢in 7 (s,v) yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve
(2.2.1) de verilen Frenet formiillerini kullanirsak

rs (s,v) =t + TUn

Ty (s,v) =b
elde edilir. M yiizeyi spacelike bir yiizey oldugundan rg (s,v) ve r, (s,v) vek-

torleri spacelike olmak zorundadir. Boylece ¢t ve b frenet iigliisii spacelike, n

26



bir timelike vektor olur. O halde

t(s)xpn(s) = —=b(s)
n(s) xpb(s) = —t(s)

yazabiliriz. Boylece bu spacelike yiizeyin normali

t
_ :l:TU +n

(2.2.4)

A = —(tv)"+1
ile verilir. Sabit bir k£ timelike dogrultusu ile
(N,k);, = —coshf

olacak sekilde sabit bir hiperbolik a¢1 yapan N normalli binormal yiizeylerle

ilgileniyoruz. Bu ifade (2.2.4) te yerine yazilirsa
72 ((t, k)7 + cosh® ) = 0 (2.2.5)
T(t,k), (n, k), =0 (2.2.6)
(n, k)2 —cosh?6 =0
bagintilar: saglanir. (2.2.5) ve (2.2.6) dan agiktir ki
7=0

dir. Boylece a— bir spacelike diizlem egrisidir.

Teorem 2.2.12 Sabit agili timelike binormal yiizeyler diizlem egrileri tarafin-
dan iiretilir.

Ispat. a: I C R — E? yay uzunlugu ile parametrize edilmis timelike bir

uzay egrisi, b, a—egrisinin binormal vektorii olmak iizere binormal yiizey
r(s,v) =a(s)+ vb(s)

parametrizasyonu ile verilsin. Simdi yiizeyin normalini belirleyelim. Bunu

yapmak i¢in 7 (s,v) yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve

27



(2.2.1) de verilen Frenet formiillerini kullanirsak
rs(s,v) =t —Tun
Ty (8,0) =0

elde edilir. O halde yukaridaki yiizeyin normali

Tt — N

= + (2.2.7)

A = —(tv)+1
ile verilir. Sabit bir k£ timelike dogrultusu ile
(N, k), =0

olacak sekilde sabit bir hiperbolik ag1 yapan N normalli binormal yiizeylerle

ilgileniyoruz. Bu ifade (2.2.7) de yerine yazilirsa
2 ({t, k)2 + cos? 0) =0 (2.2.8)

T(t, k), (n, k), =0 (2.2.9)
(n, k)2 —cos’0 =0

bagintilar: saglanir. (2.2.8) ve (2.2.9) dan agiktir ki
T=0

dir. Boylece a— bir diizlem egrisidir.

Uyar: 2.2.13 Teorem 2.2.12 de o : I C R — E? egrisinin bir spacelike uzay
egrisi olmas1 durumunda

i) Eger a (s) spacelike egrisi icin {t (s),n (s), b (s)} Frenet ¢atisim diigiiniirsek,
bu durumda t (s),n (s) spacelike vektorler ve b (s) bir timelike vektor olup

Tt — N

VA
A = (o)’ +1

olarak elde edilir.
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ii) Eger « (s) spacelike egrisi igin {t (s) ,n (s), b (s)} Frenet ¢atisini diisiiniirsek,

bu durumda t (s),b(s) spacelike vektorler ve n (s) bir timelike vektor olup

Tt +n

VA
A = (tv)’—1

= =+

olarak elde edilir.

Iki durumda da 7 = 0 ve a—egrisinin spacelike bir uzay egrisi oldugunu
gostermek farkl degildir. Fakat, 7 = 0 oldugundan spacelike uzay egrisinin
normali, timelike yiizeyin normali ile ¢akigir. Boylece « (s) spacelike uzay
egrisi i¢in {t (s),n (s),b(s)} Frenet catisinda ¢ (s),n (s) spacelike vektorler ve
b (s) timelike vektor olmak zorundadir.

Teorem 2.2.14 Rektifyan acilabilir sabit agili spacelike yiizeyler spacelike
slant helisler tarafindan tiretilir.

Ispat. a: 1 C R —E? yay uzunlugu ile parametrize edilmis spacelike bir
uzay egrisi ve

w=—T1t+ Kb
a—egrisinin Darboux vektorii olmak iizere, E} te gomiilii, yonlendirilmig M
spacelike rektifyan acilabilir yiizeyi

r(s,v) = a(s)+ow/(s) (2.2.10)

parametrizasyonu ile verilsin. M ylizeyi egrinin noktalar: diginda her yerde
diizgiindiir. Simdi yiizeyin normalini hesaplayalim. Bunu yapmak icin 7 (s, v)
ylizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplayip, (2.2.1) de verilen Frenet

formiilleri kullanmilirsa

rs(s,v) =1 —ovr')t+ k'vb
ry(s,v) = —7t+ Kb

elde edilir. Yiizeyin normali

N = +n (2.2.11)
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ile verilir. Spacelike yiizeyin bir yonlendirmesini alirsak, a— egrisinin nor-
malini, yiizeyin normali olarak aliriz. Sabit agili yiizey durumunda, egrinin

n—normali sabit bir £ timelike dogrultusu ile
(n,k), = (N,k);, = —cosh# (2.2.12)

olacak sekilde sabit bir aci yapar. Dolayisiyla a—bir spacelike slant helis olur.
Teorem 2.2.15 Rektifyan acilabilir sabit agili timelike ytiizeyler slant he-
lisler tarafindan {iretilir.
Ispat. o : 1 C R —E? yay uzunlugu ile parametrize edilmis bir timelike
uzay egrisi ve

w =71t + kb
a—egrisinin Darboux vektorii olmak iizere, E? te gomiilii, yonlendirilmis M
spacelike rektifyan acilabilir yiizeyi

r(s,v) =a(s)+vw(s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yiizeyi egrinin noktalar: diginda her yerde
diizgiindiir. Simdi yiizeyin normalini hesaplayalim. Bunu yapmak icin r (s, v)
ylizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplayip, (2.2.1) de verilen Frenet
formiilleri kullanilirsa

rs(s,v) = (14+vr")t+r'vb

Ty ($,v) =Tt+ Kb
elde edilir. Yiizeyin normali

N =+4n (2.2.13)

ile verilir. Timelike yiizeyin bir yonlendirmesini alirsak, a—timelike egrisinin
normali, yiizeyin normali olarak alinir. Sabit acili yiizey durumunda, egrinin

n—normali sabit bir k spacelike dogrultusu ile
(n, k), = (N,k), = cosb (2.2.14)
olacak sekilde sabit bir ac1 yapar. Doalyisiyla a—bir timelike slant helis olur.
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Teorem 2.2.16 Darboux agilabilir sabit acili spacelike yiizeyler, spacelike
helislerin binormal egrileri ile iiretilir.

Ispat o : I C R — B3 yay uzunlugu ile parametrize edilmis spacelike bir
uzay egrisi, t ve b sirasiyla a—egrisinin teget ve binormali olmak iizere E? te

gomiilii, yonlendirilebilir Darboux acilabilir M yiizeyi
r(s,v) =b(s)+ vt (s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yiizeyi, egrinin noktalar1 disinda her yerde
diizgiindiir. Simdi yiizeyin normalini bulahm. Bunu yapmak icin 7 (s,v)
yiizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve (2.2.1) de verilen Frenet
denklemlerini kullanirsak

rs(s,v) = (T+Kv)n

Ty (8,0) =t
elde edilir. Yiizeyin normali

N =Fb

ile verilir. Yiizeyin bir yonlendirmesini segersek, a—egrisinin binormalini,
yiizeyin normali olarak aliriz. Sabit agili yiizey durumunda, spacelike egrinin

b binormali, sabit bir £ timelike dogrultusu ile
(b,k); = (N,k);, = —coshf

olacak gekilde sabit ac1 yapar. Boylece «, bir spacelike helistir.

Teorem 2.2.17 Sabit acili Darboux agilabilir timelike yiizeler, helislerin
binormal egrileri ile iiretilir.

Ispat a: I Cc R — E3? yay uzunlugu ile parametrize edilmis spacelike veya
timelike bir uzay egrisi, t ve b sirasiyla a—egrisinin teget ve binormali olmak

tizere E te gomiilii, yonlendirilebilir Darboux agilabilir M yiizeyi
r(s,v) =0b(s)+ vt(s)

parametrizasyonu ile verilsin. M yiizeyi, egrinin noktalar1 disinda her yerde

diizgiindiir. Simdi yiizeyin normalini bulahm. Bunu yapmak icin 7 (s,v)
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ylizeyinin s ve v ye gore kismi tiirevlerini hesaplar ve (2.2.1) de verilen Frenet

denklemlerini kullanirsak

rs(s,v) = (T + KV) N
t

Ty (s,0) =

elde edilir. Yiizeyin normali

i) a: I C R —E} bir spacelike uzay egrisi ise
N =Fb

ile verilir.

ii) a : [ C R —E? bir timelike uzay egrisi ise
N =Fb

ile verilir.
Yiizeyin bir yonlendirmesini segersek, a—egrisinin binormalini, timelike
yiizeyin normali olarak aliriz. Sabit agili yiizey durumunda, egrinin b binor-

mali, sabit bir k spacelike dogrultusu ile
(b,k); = (N,k); =cosb

olacak sekilde sabit ac1 yapar. Boylece «, bir helistir.
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3. BOLUM
DE-SITTER 3-UZAYINDA BAZI OZEL YUZEYLER

Bu béliimde "T.Mert, M. Atgeken, (2020), Some Constant Angle Spacelike
Surfaces Construct on a Curve in De-Sitter 3-Space, ICMASE 2020 - Interna-
tional Conference on Mathematics and its Applications in Science and Engi-
neering, 233-240." ve "T.Mert, M. Atgeken, (2020), On The Special Timelike
Surfaces in De-Sitter 3-Space, MAS 11th International European Conference
on Mathematics-Engineering-Natural & Medical Sciences, 167-187."
calismalarindan bahsedilecektir.

Bir egri iizerinde insa edilen yiizeyler yukarida bahsettigimiz gibi E? Ok-
lid uzay1 ve E? Minkowski uzaymnda tammlanms ve gesitli 6zellikleri ver-
ilmigtir. Bu boliimde, E3 ve E} te bir egri iizerinde insa edilen yiizeyler,
R} Minkowski uzayimin bir altmanifoldu olan S} de-Sitter 3—uzayinda tanim-
lanacak ve bu tarz yiizeylerin 6zellikleri incelenecektir. Minkowski uzayinda
bir vektor, bir egri ve bir yiizeyin causal karakterindeki cesitlilikten dolayi,
de-Sitter 3—uzayinda ele alinacak bu 6zel yiizeylerin bir ¢ok cesidi olusacaktir.
Burada bu o6zel yiizeyler olusturulurken ilk 6nce yiizeyin spacelike ve time-
like yiizey olmasina dikkat edilecek, daha sonra ise o yiizeyi olustururken kul-
lanacagimiz egrinin spacelike veya timelike olmasi durumlar: ele alinacaktir.

Ik once de-Sitter 3-uzaynda bir egrinin bazi temel 6zelliklerini causal
karakterine gore ozetleyelim.

a: I — 5% birim hizli, regiiler, spacelike bir egri olsun.

t(s)=a'(s), [t (s)ll =1

seklinde tamiml ¢ (s) vektoriine a—egrisinin birim teget vektorii adi verilir.

(t'(s),t'(s)); # 1 olmak tizere
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seklinde tanimli vektore a—egrisinin birim normal vektorii adi verilir.
b(s)=a(s)ANt(s) An(s)

seklinde tanimli vektore a—egrisinin birim binormal vektorii adi verilir.
Bu sgeklide elde edilen {a (s),t(s),n(s),b(s)} kiimesine a—spacelike egrisi
boyunca R{ iin pseudo ortogonal gatisi denir.

a—spacelike bir egri olmak {izere
ki (s) = [[t'(s) + a(s)]

ifadesine spacelike egrinin de-Sitter egriligi ve

det (o, o/, ", ')
(k24 ()]

ifadesine de spacelike egrinin de-Sitter burulmasi adi verilir.

Td(8>:—

Benzer sekilde o : I — S% birim hizli, regiiler, timelike bir egri olsun.

t(s)=a'(s),(t(s),t(s), = -1
seklinde tamiml ¢ (s) vektoriine a—egrisinin birim teget vektorii adi verilir.
(t'(s),t (s)); # 1 olmak tizere

_ () —als)
[ () —a(l

seklinde tanimlh vektore a—egrisinin birim normal vektorii adi verilir.

n(s)

—
—

b(s)=a(s)ANt(s)An(s)

seklinde tanimli vektore a—egrisinin birim binormal vektorii adi verilir.
Bu geklide elde edilen {«a (s),t(s),n(s),b(s)} kiimesine a—timelike egrisi
boyunca R{ iin pseudo ortogonal catisi denir.

a—timelike bir egri olmak iizere

ka (s) = [t (s) —a(s)]
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ifadesine timelike egrinin de-Sitter egriligi ve

det (o, o/, ", ")
[rea ()]

ifadesine de timelike egrinin de-Sitter burulmasi adi verilir.

Td(5>:—

Teorem 3.1 Eger o : I — S} birim hizh lightlike olmayan bir egri ise,

Frenet-Serret formiilleri sirasiyla

(W (s) =t(s)

t'(s) = —dob1cx(s)+ ka(s)n(s)

n' (s) = —010264(8)t(s) — dp017q (s)b(s)
\ b'(s) =d10an(s)

(3.1)

seklindedir, burada
do = sgn (a(s)),01 = sgn (t(s)),d2 = sgn(n(s)),ds = sgn (b(s))

dir.
R} Minkowski uzayinda bir vektor alaninin causal karakterinin gesitliligin-
den dolay1, herhangi iki vektor arasinda birden fazla a¢1 kavrami vardir.
Tanim 3.2 z ve y, R} te spacelike iki vektor olsun.

i) Eger = ve y, bir timelike altvektor uzayimi geren iki vektorse, o halde

[z, )| > Nl ]yl

dir ve
[z, )] = llz|| [ly|| cosh &

olacak sekilde bir tek 6 reel sayis1 vardir. Bu 6 reel sayisina x ve y spacelike
vektorleri arasindaki Lorentz timelike ag1 denir.

ii) Eger x ve y, bir spacelike altvektor uzaymi geren iki vektorse, o halde

[z )] < Nzl vl

dir ve

(z,y) ;| = ||zl |||l cos

35



olacak sekilde bir tek 6 € [O, g} reel sayis1 vardir. Bu 6 reel sayisina x ve y
spacelike vektorleri arasindaki Lorentz spacelike ac1 denir.

Tanim 3.3 x ve y, Rj‘ te timelike iki vektor ise
(,y); = — =/ [ly[l cosh &

olacak sekilde bir tek 6 reel sayis1 vardir. Bu 6 reel sayisina x ve y timelike
vektorleri arasindaki Lorentz timelike ag1 denir.
Tanmim 3.4 R} te x bir spacelike vektor ve y bir timelike vektor olsun. O

halde
[z, )| = llz|| ly| sinh &

olacak sekilde bir tek negatif olamayan 6 reel sayis1 vardir. Bu 6 reel sayisina

x ve y vektorleri arasindaki Lorentz timelike aci denir.

Bu tezde de-Sitter 3-uzayinda bir egri {izerinde inga edilen yiizeylerin 6zel
bir sinifi olan normal, binormal ve Darboux yiizeylerin spacelike veya timelike
olanlar1 ele alinmigtir. Bu yiizeyler, sabit acili yiizey olma kogulu altinda ince-
lenmigtir. Burada ele alinan spacelike yiizey ¢esitleri spacelike bir egri iizerinde

ve timelike bir egri iizerinde inga edilme sekline gore alt gruplara ayrilmigtar.

3.1.Spacelike Normal Regle Yiizeyler
Tanim 3.1.1 o : [ — S} C R} yay uzunlugu parametresi ile verilen birim
hizl, regiiler, spacelike bir egri, z : U C R?* — S? C R{ olmak iizere M = x (U)

bir gbmme dontisiimii olsun.
x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)n(s),(s,t) € I xR (3.1.1)

olacak gekilde a—spacelike egrisi ile iiretilen M yiizeyine S} de-Sitter uzaymda
spacelike bir egri ile iiretilen spacelike normal regle yiizey denir. Burada
n(s),«(s) regiiler egrisinin birim normal vektor alanidir.

Uyar1 3.1.2 (3.1.1) parametrizasyonu ile verilen normal yiizey insa edilirken,

a—egrisinin R{ boyunca pseudo ortogonal {a (s),t(s),n(s),b(s)} catismmn
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vektorleri kullamilmigtir. Burada « (s),(s),n (s) spacelike vektorler, b (s)
timelike vektordiir. Eger « (s),t(s),b(s) spacelike ve n (s) timelike olarak
secilirse {a (s),t(s),n(s),b(s)} kiimesi yine R{ iin pseudo ortogonal gatisi
olacaktir. Fakat, boyle bir cati kullanidiginda, de-Sitter 3—uzayinda space-
like bir normal yiizey elde edilemez. Ciinkii boyle bir ¢at1 ile normal yiizeyi

parametrize ettigimizde
x(s,t) = (cosht) a(s) + (sinht)n(s),(s,t) € I xR

seklinde yazilir. Bu durumda

E = (z5,2,), = (cosht 4 kg (s)sinht)? + (14 (s)sinht)’
F=(xs,2;);, =0
G = <[Et,It>L =-1

ve

(£, =F*-EG=F

dir. Elde etmek istedigimiz yiizey spacelike olacagi icin, yiizeyin birim normal
vektorii bir timelike vektor olmak zorundadir. Yukaridaki hesaplamalardan
aciktir ki &/ < 0 olamayacagindan, ¢ vektorii timelike olamaz ve bu yiizden
boyle bir cati ile spacelike bir yiizey elde edilemez.

Uyar1 3.1.3 Bundan sonra, a—spacelike egrisi ile iiretilen spacelike nor-
mal yiizey i¢in, a—spacelike egrisi boyunca kullanilacak Frenet-Serret catisi,
a(s),t(s),n(s) vektorleri spacelike, b (s) vektorii timelike olacak gekilde segil-
erek kullanilacaktir.

(3.1.1) parametrizasyonu ile verilen x (s, t) yiizeyinin sirasiyla s ve t ye gore

yararlanilirsa

x(s,t) = (cost)a(s)+ (sint)n(s)
x5 (8,1) = (cost — kg (s)sint)t(s)+ (74(s)sint)b(s)
x(s,t) = (—sint) a(s)+ (cost)n(s)
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elde edilir. O halde

E = (zy,15), = (cost—kg(s)sint)® — (14 (s)sint)?
F={zs,x);, =0
G = <$t7xt>L =1

ve &, M yiizeyinin timelike birim normal vektorii olmak tizere
(&,6), =F>-FEG=-E
olur. M spacelike bir yiizey oldugundan

(6,6 <0
yani
(cost — kg (s)sint)® — (74 (s)sint)® > 0

olmalidir. O halde asagidaki lemmay1 verebiliriz.
Lemma 3.1.4 De-Sitter 3—uzayinda spacelike bir a—egrisi ile iiretilen M

normal regle yiizeyinin tanim kiimesi
{(s,t) € R?| (cost — kq (s)sin t)? — (14 (s)sint)® > 0}

seklindedir.
(3.1.1) parametrizasyonu ile verilen z (s, t) spacelike normal regle yiizeyinin

timelike birim normal vektorii

¢ = TN\ xs N\ Ty
YNNI
hesaplanilirsa
int t— int
- 74 (8) sin £(s) cost — kg (s)sin b(s) (3.1.2)

VA

elde edilir, burada
A = |(7q(s) sin t)? — (cost — riq (s)sin t)2|
dir.
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Simdi (3.1.1) denklemi ile verilen spacelike normal regle yiizeyin sabit agil
bir yiizey olmasi durumunu inceleyelim. x (s, t) yiizeyinin sabit agili bir yiizey
olmasi igin, yiizeyin & normali ile S§ de-Sitter uzaymin sabit dogrultusunun
sabit aci yapmasi gerekir. De-Sitter uzayimdaki bu dogrultuyu timelike veya
spacelike olacak sekilde segebiliriz. Ayrica yiizeyin £ normali ve de-Sitter
uzayinin sabit dogrultusu arasinda olusacak aginin da causal karakterini goz
oniinde bulunudurursak spacelike bir egri ile tiretilen spacelike normal regle
yiizeyler agagidaki gibi iki parcaya ayrilir.

e Timelike Dogrultulu Timelike Ag¢ili Normal Yiizeyler

Tamm 3.1.5 U C R? agik bir kiime, 2 : U — S? C R}

x(s,t) = (cost) a(s) + (sint)n(s),(s,t) € I xR

parametrizasyonu ile verilen spacelike normal regle yiizey ve &, M yiizeyinin
timelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi iizerinde 6 (5 N3 dl)
timelike agis1 sabit olacak sekilde bir &, timelike dogrultusu varsa M yiizeyine
S3 de-Sitter uzayinda sabit timelike agili, sabit timelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, spacelike normal regle yiizey denir.

Simdi S} de-Sitter uzaymda M spacelike normal regle yiizeyinin £, sabit
timelike dogrultusunu bulalim.

Teorem 3.1.6 U C R? agk bir kiime, z : U — 5% C R bir gobmme
doniisiimii ve M = x (U), S} de-Sitter uzayinda sabit timelike dogrultulu,sabit
timelike acili, spacelike bir egri ile iiretilen spacelike bir normal regle yiizey

olsun. Bu durumda M yiizeyinin sabit timelike dogrultusu

(cost — kg (s)sint) y/cosh® @ — cosh? ¢

VA

§a, = t(s)

(T4 (s)sint) V/cosh? 0 — cosh?
i VA b(s) (3.1.3)

+ (cosh 6) ¢
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seklindedir, burada
A = (cost — kg (s)sint)® — (74 (s)sint)?

ve ¢; &, sabit timelike dogrultusu ile x spacelike vektorii arasindaki ac, 0;€,,
sabit dogrultusu ile ¢ timelike normal vekotiirii arasindaki agidir.

Ispat. Kabul edelim ki M spacelike yiizeyinin R} deki sabit timelike
dogrultusu £, olsun. M yiizeyinin ¢ timelike birim normal vektor alani ile

&, sabit timelike dogrultusu arasindaki timelike aciy1 0 ile gosterelim. Yani

(€,€a) = — coshd
yazalabilir. £, € R} olmak {izere
Ea=E1+&
seklinde yazilir. O halde
£4=E1 + ME+ do
dogrultusunun her iki tarafnin £ ve x ile i¢ carpimini alirsak
A1 = cosh 6

ve
Ay = <€d> £>L

olur. Oteyandan x bir spacelike vektor ve &, bir timelike vektor oldugundan,

bu vektorler arasindaki timelike aciy1 ¢ ile gosterirsek
Ay = sinh ¢
olarak elde edilir. Dolayisiyla
€4 = €5 + (cosh0) € + (sinh o) @
olarak yazilmig olur. Bu ifadenin her iki tarafinin £, ile i¢ carpimi alinirsa
||£§H2 = cosh? § — cosh?
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T
elde edilir. &, = 5 +€Y vee, = S dersek, Rf te £, sabit timelike dogrultusu

€]

&= (\/COSh2 6 — cosh? gp) e1 + (cosh @) & + (sinhp)

seklinde elde edilmis olur. Burada e; = HI—SH alirsak ve &, dogrultusunun, S3
T
de-Sitter uzayinda kalan sabit pargasini segersek

~ (cost — rq(s)sint) \/cosh? @ — cosh? ¢
fdl - \/Z t (S)

T4(8)sint \/ cosh? # — cosh? ©
+ b

NN (s)

+ (cosh 0) &

elde edilir.

Teorem 3.1.7 S? de-Sitter uzayinda spacelike bir egri ile iiretilen, sabit
timelike acili, sabit timelike dogrultulu, spacelike normal regle yiizeyler Lorentz
diizlem pargalaridir.

Ispat. = : M — S} C R? bir gsmme doniisiimii ve M yiizeyi (3.1.1)
parametrizasyonu ile verilen sabit timelike acili, spacelike normal yiizey olsun.
Bu durumda, sabit agili yiizey olma tanimina gore, M yiizeyinin & normal

vektorii ile £, sabit dogrultusu, sabit timelike ac1 yapacaktir. Yani

<£,fd1>L = —coshf

olacaktir. (3.1.2) ifadesinin her iki tarafinin £, ile i¢ ¢arpimin alirsak

(s)sint) (cost — Ky (s)sint)

_ (14
<€’£d1>L o \/Z \/Z

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinir ve gerekli diizenlemeler

<t (S) >€d1> - <b (8) 7£d1>
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yapilirsa

[(53 (s) — 72 (s)) cosh® @ — (74(s) (t(s),€4,) — #a (s) (b (s) ’€d1>)2] w?
+ [_ZHd (s5) cosh? 6 + 2k4 (s) <b (s) >5d1>2 + 274 (s) <b (5) ’£d1> <t (5) ’gdlﬂ v

+ [Cosh2 0 — (b(s) ,§d1>2} =0
elde edilir, burada

w = tanh#

dir. Aciktir ki bu ifade w ya gore ikinci dereceden polinomdur ve bu polinomun

tiim katsayilar1 6zdeg olarak sifira egit olmak zorundadir. Buna gore

(13 () = 73 (s)) cosh® 0§ — (74 (5) (£ (5) , €4, ) = Ka (5) (b () ;&))" =0

7

—2%q (8) cosh? 0 + 2k (s) (b (s), €4 )" + 274 (s) (b (s),€4,) (£ (5),€4,) = 0

| cosh?0 — (b(s),&,)" =0
(3.1.4)

sistemi elde edilir. (3.1.4) sisteminin iigiincii denkleminden

(b(s),&4,), = £coshd (3.1.5)

olur. (3.1.5) ifadesini (3.1.4) denklem sisteminin ikinci denkleminde yerine

yazarsak
Ta(s) (b(s), &4, ), (t(5), &), =0 (3.1.6)

ifadesini elde ederiz. Burada agsagidaki ii¢ durumu incelememiz gerekmektedir.

I. Durum Eger 7, (s) = 0 ise (3.1.4) denklem sisteminin hem birinci hemde
ikinci denklemi saglanir. Ayrica a—egrisinin de-Sitter burulmasi sifir oldugun-
dan, a—bir diizlemsel egri ve bu egri ile iiretilen M yiizeyi bir Lorentz diizlem
parcasi olur.

IL. Durum Eger 74 (s) # 0 iken (b (s),&,,) = 0 ise, bu durumda
coshf =0
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olur. Sabit agili yiizey olma kosulu geregi cosh # = 0 olamaz.
ITII. Durum Eger 74(s) # 0,(b(s),&,,) # 0 iken (t(s),&,;,) = 0 ise bu
durumda

—72(s)coshf =0

olur ki buda yine bir celigkidir.

Dolayisiyla yukaridaki ti¢ durum incelendiginde
Td (S) =0

elde edilir. Boylece a—bir diizlemsel egri ve bu egri ile {iretilen M yiizeyi bir
Lorentz diizlem parcasi olur.

e Spacelike Dogrultulu Timelike Ag¢ili Normal Yiizeyler

Tamim 3.1.8 U C R? agik bir kiime, z : U — S} C R}

x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)n(s),(s,t) € I xR

parametrizasyonu ile verilen spacelike normal regle ytizey ve £, M yiizeyinin
timelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi iizerinde 6 (5 ¥ d2)
timelike acis1 sabit olacak sekilde bir £, spacelike dogrultusu varsa M yiizeyine
S3% de-Sitter uzaymda sabit timelike agili, sabit spacelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, spacelike normal regle yiizey denir.
Teorem 3.1.9 U C R? agik bir kiime, z : U — S} C R} bir gbmme
doniigtimii ve M = z (U), S? de-Sitter uzayinda sabit spacelike dogrultulu,sabit
timelike acili, spacelike bir egri ile tiretilen spacelike bir normal regle yiizey
olsun. ¢, §,, sabit spacelike dogrultusu ile z spacelike vektorii arasindaki ag,
0,84, sabit dogrultusu ile { timelike normal vekotiirii arasindaki agi olmak

tizere, M yiizeyinin sabit spacelike dogrultusu asagidaki gibidir.
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i) Eger ¢ spacelike ag1 ise

(cost — kg (s)sint) y/sin’ ¢ + sinh? 6
édz - \/Z t(‘S)

(T4 (s)sint) V/sin? ¢ + sinh? 0
- VA b(s) (3.1.7)

— (sinh 0) €.

ii) Eger ¢ timelike ac ise

‘ (cost — Ky (s)sint) \/|cosh2 6 — cosh® | ‘o)
do = VA 5

N (T4 (s)sint) \/’\j(;hZ 0 — cosh?® | b(s) (3.18)

— (sinh 0) €.

Uyar1 3.1.10 a—spacelike egrisi ile iiretilen spacelike normal yiizeyler
yukarida verilmistir. Benzer hesaplamalar ile, a—timelike egrisi ile iiretilen

spacelike normal yiizeyler i¢inde yukaridakine benzer sonuclar elde edilir
Ornek 3.1.11 o : I — S? C R?

a(s) = (1,\/5005%,\/§sin%,0)

seklinde yay uzunlugu parametrizasyonu ile verilen regiiler spacelike bir egri

olsun. Bu egrinin teget vektorii, normal vektorii, binormal vektorii, de-Sitter
egriligi ve de-Sitter burulmasi

t(s)

N—
"
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b(s) =(0,0,0,1)

ka = [t (s) + ()]l =
det (a(s), 0/ (s),0" (s),a" (s))
[k (5))”

seklindedir. a—egrisi ile tiretilen M normal regle yiizeyi

=0

Tq(8) =

x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)n(s),(s,t) € I xR

seklinde parametrizasyona sahip idi. Acgiktir ki, a—egrisi de-Sitter diizlemsel
bir egri ve a—egrisi ile iiretilen M normal regle yiizeyi bir Lorentz diizlem
parcasidir. Stereografik izdiisiim yardimiyla agagidaki gibi normal regle yiizeye

sahip oluruz.

Sekil — 1

3.2 Timelike Binormal Yiizeyler
Tanim 3.2.1 o : [ — S? C R} yay uzunlugu parametresi ile verilen birim
hizl, regiiler, spacelike bir egri, z : U C R? — S§ C R{ olmak tizere M = z (U)

bir gomme doniigiimii olsun.
x(s,t) = (cosht) a(s) + (sinht)b(s),(s,t) € I xR (3.2.1)
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olacak sekilde a—spacelike egrisi ile iiretilen M yiizeyine S} de-Sitter uzaymda
spacelike bir egri ile iiretilen timelike binormal regle yiizey denir. Burada
b(s),a(s) regiiler egrisinin birim binormal vektor alanidir.

Uyar1 3.2.2 (3.2.1) parametrizasyonu ile verilen binormal yiizey inga edilirken,
a—egrisinin R{ boyunca pseudo ortogonal {a (s),t(s),n(s),b(s)} gatisinin
vektorleri kullanilmigtir. Burada « (s),t(s),n(s) spacelike vektorler, b (s)
timelike vektordiir. Benzer sekilde, eger « (s),t(s),b(s) spacelike ve n (s)
timelike olarak segilirse {a (s),¢(s),n (s),b(s)} kiimesi yine R} iin pseudo or-
togonal catisi olacaktir. Fakat, boyle bir cati kullanidiginda, de-Sitter 3—uzayinda

timelike bir binormal regle yiizey
{(s, )] cos®t — (74 (s) sint)? < 0}
kiimesi tizerinde tanimh
x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)b(s),(s,t) € I xR

seklinde bir parametrizasyona sahip olacaktir.

Uyar1 3.2.3 Bundan sonra, a—egrisi ile iiretilen binormal yiizey icin,
a—egrisi boyunca kullanilacak Frenet-Serret gatisy, a (s),t(s),n (s) vektorleri
spacelike, b (s) vektorii timelike olacak sekilde segilerek kullamlacaktir.

(3.2.1) parametrizasyonu ile verilen z (s, t) yiizeyinin sirasiyla s ve t ye gore

yararlanilirsa

z(s,t) = (cosht)a(s)+ (sinht)b(s)
Ty (s,t) = (cosht)t(s)+ (—74(s)sinht)n(s)
z¢ (s,t) = (sinht) a(s) + (cosht)b(s)

elde edilir. O halde

E = (x5, 2,), = (cosht)?+ (4 (s)sinht)?



ve &, M yiizeyinin spacelike birim normal vektorii olmak {izere
&¢,=F-EG=F
olur. Aciktir ki, M timelike bir yiizey oldugundan

<€7£>L > 0

dir.
(3.2.1) parametrizasyonu ile verilen x (s, t) timelike normal regle yiizeyinin
spacelike birim normal vektorii

T N\ xs N\ Ty

f = TRl
|z A xs A x|

hesaplanilirsa
_ 7q(s)sinht cosht

S=— A (WOt

n(s) (3.2.2)

elde edilir, burada

Ay = (14(s)sinht)® 4 (cosht)?

dir.

Simdi (3.2.1) denklemi ile verilen timelike binormal regle yiizeyin sabit
agih bir yiizey olmasi durumunu inceleyelim. x (s,t) yiizeyinin sabit agili bir
yiizey olmas i¢in, yiizeyin & normali ile S} de-Sitter uzaymin sabit dogrultusu-
nun sabit agi yapmasi gerekir. De-Sitter uzayindaki bu dogrultuyu timelike
veya spacelike olacak sekilde segebiliriz. Ayrica yiizeyin £ normali ve de-Sitter
uzayinin sabit dogrultusu arasinda olusacak aginin da causal karakterini goz
oniinde bulunudurursak spacelike bir egri ile iiretilen timelike binormal regle
yiizeyler agagidaki gibi iki parcaya ayrilir.

e Timelike Dogrultulu Timelike Ac¢ili Binormal Yiizeyler

Tanim 3.2.4 U C R? acik bir kiime, z : U — S} C R}
x(s,t) = (cosht) a(s) + (sinht)b(s),(s,t) € I xR

parametrizasyonu ile verilen timelike binormal regle yiizey ve &, M yiizeyinin

spacelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi tizerinde 6 (f € d3)
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timelike agis1 sabit olacak gekilde bir £, timelike dogrultusu varsa M yiizeyine
53 de-Sitter uzayinda sabit timelike agili, sabit timelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, timelike binormal regle yiizey denir.

Simdi S} de-Sitter uzaymda M timelike binormal regle yiizeyinin &,, sabit
timelike dogrultusunu bulalim.

Teorem 3.2.5 U C R? agk bir kiime, z : U — S} C R} bir gbmme
doniisiimii ve M = z (U), S? de-Sitter uzayinda sabit timelike dogrultulu,
sabit timelike acili, spacelike bir egri ile iiretilen timelike binormal regle yiizey

olsun. Bu durumda M yiizeyinin sabit timelike dogrultusu

(cosh ) \/ |sinh? 6 — sinh® |
t
VA

Eay = (s)

74 (s)sinht sinh? # — sinh?
_( (5) )\{/iA_ w\n(s) (3.2.3)

+ (cosh 0) &

seklindedir, burada ¢, §,, sabit timelike dogrultusu ile x spacelike vektorleri
arasindaki aci, 0, ;. sabit dogrultusu ile  spacelike normal vekotiirii arasindaki
acidir.

Ispat. Kabul edelim ki M timelike yiizeyinin R{ deki sabit timelike dogrul-
tusu £, olsun. M yiizeyinin £ spacelike birim normal vektor alam ile &, sabit

timelike dogrultusu arasindaki timelike agiy1 6 ile gosterelim. Yani

(€,€4); =sinh 6
yazallabilir. £, € R} olmak iizere
§a= fg + 551\[
seklinde yazilir. O halde
€= E0 + M+ Mo
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dogrultusunun her iki tarafmin £ ve x ile i¢ carpimini alirsak
A1 = sinh 6

ve
Ay = <§d7 x)L

olur. Oteyandan x bir spacelike vektor ve &, bir timelike vektsr oldugundan,

bu vektorler arasindaki timelike aciy1 ¢ ile gosterirsek
Ay = sinh p
olarak elde edilir. Dolayisiyla
€4= €0 + (sinh6) ¢ + (sinh ) 2
olarak yazilmis olur. Bu ifadenin her iki tarafinin £, ile i¢ carpimi alinirsa
1€7]” = |sinh? 0 — sinh? |
§a

elde edilir. &, = ¢5+€Y vee; = 24— dersek, R? te &, sabit timelike dogrultusu

€]

¢4 = /|simh? 6 — sinh? ple; + (sinh 6) € + (sinh )

seklinde elde edilmis olur. Burada e; = ||$—S|| alirsak ve &, dogrultusunun, S3
xS

de-Sitter uzayinda kalan sabit pargasini secersek

(cosht) \/ |sinh? § — sinh?® |
t
VAL

§ay = (s)

(74 (s)sinht) \/‘Sinh2 0 — sinh? |

+
VA

n(s)

+ (sinh ) ¢

elde edilir.
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Teorem 3.2.6 S3 de-Sitter uzayinda spacelike bir egri ile iiretilen, sabit
timelike acili, sabit timelike dogrultulu, timelike binormal regle yiizeyler Lorentz
diizlem pargalaridir.

Ispat. 2 : M — S} C R! bir gsmme doniisiimii ve M yiizeyi (3.2.1)
parametrizasyonu ile verilen sabit timelike agili, timelike binormal yiizey olsun.
Bu durumda, sabit agili yiizey olma tanimina gore, M yiizeyinin £ normal

vektorii ile £,, sabit dogrultusu, sabit timelike ac1 yapacaktir. Yani

<£’£d3>L = sinh 6

olacaktir. (3.2.2) ifadesinin her iki tarafinin §,, ile i¢ ¢arpimin alirsak
smh t) (cosht)

<£ §d3>L <t £d3> + - \/A_l <b <S) ’§d3>

elde edilir. Bu ifadenin her iki tarafinin karesi alinir ve gerekli diizenlemeler

yapilirsa

[T?l (s) <simh2 0 — (t(s) ,§d3>2)] w?
- [27'd (s) <t( €d3> <” 5d3>]

+ [Sinh2 0 — (n(s) ,£d3>2} =0
elde edilir, burada

w = tanht

dir. Aciktir ki bu ifade w ya gore ikinci dereceden polinomdur ve bu polinomun

tiim katsayilar1 6zdeg olarak sifira egit olmak zorundadir. Buna gore

( 72 (s) [simh2 0 — (t(s) ,€d3>2]

=274 (s) (t(s),&4,), (n(3) . €y, =0 (3.2.4)

\ sinh? 6§ — (n(s) ’£d3>i =
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sistemi elde edilir. (3.2.4) sisteminin iigiincii denkleminden
(n(s),&q,), = £sinh0 (3.2.5)

olur. (3.2.5) ifadesini (3.2.4) denklem sisteminin ikinci denkleminde yerine

yazarsak
7a (5) (t(5)€a,), (n(5) €45, =0 (3.2.6)

ifadesini elde ederiz. Burada asagidaki ii¢ durumu incelememiz gerekmektedir.

I. Durum Eger 74 (s) = 0 ise (3.2.4) denklem sisteminin hem birinci hemde
ikinci denklemi saglanir. Ayrica a—egrisinin de-Sitter burulmasi sifir oldugun-
dan, a—bir diizlemsel egri ve bu egri ile {iretilen M yiizeyi bir Lorentz diizlem
parcasi olur.

II. Durum Eger 74 (s) # 0 iken (7 (s) ’£d3>L = 0 ise, bu durumda
sinhf =0

olur. Sabit agili yiizey olma kogulu geregi sinh # = 0 olamaz.
III. Durum Eger 74 (s) # 0, (t (s),&,,), # 0 iken (n (s),&,,), = 0 ise bu
durumda
sinhf =0
olur ki buda yine bir celigkidir.
Dolayisiyla yukaridaki ti¢ durum incelendiginde

Td<8):0

elde edilir. Boylece a—bir diizlemsel egri ve bu egriile iiretilen M yiizeyi bir
Lorentz diizlem parcasi olur.

e Spacelike Dogrultulu Timelike Ac¢ili Binormal Yiizeyler

Tanmim 3.2.7 U C R? agik bir kiime, 7 : U — S} C R}

x(s,t) = (cosht) a(s) + (sinht)b(s),(s,t) € I xR

parametrizasyonu ile verilen timelike normal regle yiizey ve &, M yiizeyinin

spacelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi tizerinde 6 (f &4 4)
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timelike acis1 sabit olacak sekilde bir £, spacelike dogrultusu varsa M yiizeyine
S3? de-Sitter uzayinda sabit timelike agili, sabit spacelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, timelike binormal regle yiizey denir.

Teorem 3.2.8 U C R? agk bir kiime, z : U — 5% C R bir gobmme
doniisiimii ve M = x (U), S3 de-Sitter uzayinda sabit spacelike dogrultulu,sabit
timelike agili, spacelike bir egri ile iiretilen timelike bir binormal regle yiizey
olsun. ¢, §,, sabit spacelike dogrultusu ile z spacelike vektorii arasindaki agi,
0,&,, sabit spacelike dogrultusu ile § spacelike normal vekotiirii arasindaki ac
olmak tizere, M yiizeyinin sabit spacelike dogrultusu agagidaki gibidir.

i) Eger ¢ spacelike a1 ise

(cosht) y/sin? p + sinh?
VA

§a, = t(s)

_ (7a(s)sinht) \/sin? ¢ + sinh? @ (s)
VA, R (3.2.7)

— (sinh 0) €.

ii) Eger ¢ timelike a1 ise

(cosht) \/ ‘cosh2 6 — cosh? 90|
= t
gdg /A

(s)

74 (s) sinh cosh? # — cosh?
(ra(s)sinh) %\A_ i 525)

— (sinh 0) €.

Uyar: 3.2.9 a—spacelike egrisi ile iiretilen timelike binormal yiizeyler
yukarida verilmigtir. Benzer hesaplamalar ile, a—spacelike egrisi ile iiretilen

spacelike binormal yiizeyler
{(s, )] cos?t — (74 (s) sint)? > 0}
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kiimesi iizerinde

x (s,t) = (cost) a(s) + (sint) b(s)
parametrizasyonu ile verilir ve bu yiizeyler icinde yukaridakine benzer sonuclar
elde edilir.
Ornek 3.2.10 o : I — S} C R?

a(s) = (1,\/5008%,\/§Sin%,0)

seklinde yay uzunlugu parametrizasyonu ile verilen regiiler spacelike bir egri

olsun. a—egrisi ile iiretilen M binormal regle ytizeyi
x(s,t) = (cosht) a(s) + (sinht)n(s),(s,t) € I xR

seklinde parametrizasyona sahip idi. Agiktir ki, a—egrisi de-Sitter diizlemsel
bir egri ve a—egrisi ile iiretilen M binormal regle yiizeyi bir Lorentz diizlem
parcasidir. Stereografik izdiigiim yardimiyla asagidaki gibi binormal regle yiiz-

eye sahip oluruz.

Sekil — 2
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Uyar1 3.2.11 Binormal regle yiizey bir a—timelike egrisi iizerinde insa
edilecek olursa

{(s,0)] (T4 sint)” — cos®t > 0}

kiimesi iizerinde

x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)b(s)

parametrizasyonu ile spacelike binormal yiizeyler, ve benzer sekilde
{(s,1)] (T4 sint)® — cos?t < 0}

kiimesi iizerinde

x(s,t) = (cost)a(s) + (sint)b(s)

parametrizasyonu ile timelike binormal yiizeyler elde edilir. Bu sekildeki yiizeyler

icinde benzer hesaplamalar ile yukaridaki sonuclara ulagilabilir.

3.3 Timelike Darboux Yiizeyler
Tanim 3.3.1 o : [ — S} C R} yay uzunlugu parametresi ile verilen birim
hizl, regiiler, spacelike bir egri, z : U C R* — S} C R} olmak tizere M = x (U)

bir gomme doniigiimii olsun.
x(s,t) = (cosht)t(s)+ (sinht)b(s),(s,t) € I xR (3.3.1)

olacak sekilde a—spacelike egrisi ile iiretilen M yiizeyine S} de-Sitter uzaymda
spacelike bir egri ile iiretilen timelike Darboux regle yiizey denir. Burada
t(s) ve b(s),a(s) regiiler egrisinin birim teget ve binormal vektor alanidir.
Uyar1 3.3.2 (3.3.1) parametrizasyonu ile verilen Darboux yiizey inga edilirken,

a—egrisinin R boyunca pseudo ortogonal {a (s),t(s),n(s),b(s)} catisinin
vektorleri kullanilmigtir.  Burada « (s),t(s),n (s) spacelike vektorler, b (s)
timelike vektordiir. Benzer sekilde, eger « (s),t(s),b(s) spacelike ve n (s)
timelike olarak segilirse {a (s),¢(s),n (s),b(s)} kiimesi yine R} iin pseudo or-

togonal catisi olacaktir. Fakat, boyle bir ¢at1 kullanidiginda, de-Sitter 3—uzayinda

o4



timelike bir Darboux regle yiizey
{(s,t)] cos® t — (kaqcost — 74 (s)sin t)? > 0}
kiimesi tizerinde tanmimh ve
x(s,t) = (cost)t(s)+ (sint)b(s),(s,t) € I xR

seklinde bir parametrizasyona sahip olacaktir.

Uyar1 3.3.3 Bundan sonra, a—egrisi ile tiretilen Darboux yiizey icin,
a—egrisi boyunca kullanilacak Frenet-Serret gatisy, « (s) ,t (s),n (s) vektorleri
spacelike, b (s) vektorii timelike olacak sekilde segilerek kullamlacaktir.

(3.3.1) parametrizasyonu ile verilen z (s, t) yiizeyinin sirasiyla s ve t ye gore

yararlanilirsa

x(s,t) = (cosht)t(s)+ (sinht)b(s)
x5 (8,t) = (Kq(s)cosht — 74(s)sinht)n(s) — (cosht)a(s)
xy(s,t) = (sinht)t(s)+ (cosht)b(s)

elde edilir. O halde

E = (x5, 2,) = (kq(s)cosht — 74 (s)sinht)* 4 (cosht)?
F=(xs,xy) =0
G = <£Ut7 .I't> = —]_

ve &, M yiizeyinin spacelike birim normal vektorii olmak {izere
(€, =F*-EG=F
olur. Aciktir ki, M timelike bir yiizey oldugundan

(€,6) >0

dir.
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(3.3.1) parametrizasyonu ile verilen x (s, t) timelike Darboux regle yiizeyinin

spacelike birim normal vektorii

€= T N\Nxs N\ Ty
|z A xs A x|
hesaplanilirsa
ht— inht ht
¢ = Kq (8) cos T4 () sin o (s) cos n (s) (33.2)

VA
elde edilir, burada

Ay = (74(s)sinht)® + (cosht)?

dir.

Simdi (3.2.1) denklemi ile verilen timelike Darboux regle yiizeyin sabit agili
bir yiizey olmasi durumunu inceleyelim. x (s,t) yiizeyinin sabit agili bir yiizey
olmas igin, yiizeyin £ normali ile S} de-Sitter uzaymm sabit dogrultusunun
sabit ac1 yapmasi gerekir. De-Sitter uzayindaki bu dogrultuyu timelike veya
spacelike olacak sekilde segebiliriz. Ayrica yiizeyin £ normali ve de-Sitter
uzayinin sabit dogrultusu arasinda olusacak aginin da causal karakterini goz
oniinde bulunudurursak spacelike bir egri ile iiretilen timelike Darboux regle
yiizeyler agagidaki gibi iki pargaya ayrilir.

e Timelike Dogrultulu Timelike Acili Darboux Yiizeyler

Tanmim 3.3.4 U C R? agik bir kiime, 7 : U — S} C R}

x(s,t) = (cosht)t(s) + (sinht)b(s),(s,t) € [ xR

parametrizasyonu ile verilen timelike Darboux regle yiizey ve £, M yiizeyinin
spacelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi iizerinde 6 (5 ¥3 d5)
timelike agis1 sabit olacak sekilde bir &, timelike dogrultusu varsa M yiizeyine
S? de-Sitter uzayinda sabit timelike agili, sabit timelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, timelike Darboux regle yiizey denir.
Simdi S} de-Sitter uzaymda M timelike Darboux regle yiizeyinin &,, sabit

timelike dogrultusunu bulalim.
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Teorem 3.3.5 U C R? agik bir kiime, z : U — S} C R} bir gbmme
doniisiimii ve M = z (U), S} de-Sitter uzaymnda sabit timelike dogrultulu,
sabit timelike acili, spacelike bir egri ile iiretilen timelike bir Darboux regle

yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin sabit timelike dogrultusu

(kg (s) cosht — 74 (s)sinht) \/|sinh2 f — sinh? ¢l
n
VA

a5 = (s)

(cosht) \/ |sinh? 6 — sinh? |

+
VA,

a(s) (3.3.3)

+ (cosh 0) ¢

seklindedir, burada ¢, ;. sabit dogrultusu ile z arasndaki agi, 0,§, sabit
dogrultusu ile ¢ spacelike normal vekotiirii arasindaki agidir.

Teorem 3.3.6 S3 de-Sitter uzayinda spacelike bir egri ile iiretilen, sabit
timelike acili, sabit timelike dogrultulu, timelike Darboux regle yiizeyler Lorentz
diizlem pargalaridir.

e Spacelike Dogrultulu Timelike Acili Darboux Yiizeyler

Tamim 3.3.7 U C R? agik bir kiime, = : U — S} C R}

x(s,t) = (cosht)t(s)+ (sinht)b(s),(s,t) € I xR

parametrizasyonu ile verilen timelike Darboux regle yiizey ve &£, M yiizeyinin
spacelike birim normal vektor alani olsun. Eger M yiizeyi tizerinde 6 (f € de)
timelike acis1 sabit olacak gekilde bir &, spacelike dogrultusu varsa M yiizeyine
S? de-Sitter uzayinda sabit timelike agili, sabit spacelike dogrultulu,
spacelike bir egri ile iiretilen, timelike Darboux regle yiizey denir.
Teorem 3.3.8 U C R? agk bir kiime, x : U — S} C R} bir gémme
doniigiimii ve M = z (U), S? de-Sitter uzayinda sabit spacelike dogrultulu,
sabit timelike acili, spacelike bir egri ile iiretilen timelike bir Darboux regle

yiizey olsun. ¢, §, sabit spacelike dogrultusu ile x spacelike vektorii arasindaki
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acl, 0, &, sabit spacelike dogrultusu ile £ spacelike normal vekotiirii arasindaki
ac1 olmak iizere, M yiizeyinin sabit spacelike dogrultusu asagidaki gibidir.

i) Eger ¢ spacelike a1 ise

(kg (s) cosht — 74 (s)sinht) y/sin? p + sinh? #
gdﬁ = \/A_z n (S)

(cosht) y/sin?  + sinh?
- VA, a(s) (3.3.7)

— (sinh 0) €.

ii) Eger ¢ timelike a1 ise

(kq (s) cosht — 74 (s)sinht) \/‘cosh2 6 — cosh® |
n

§d6 = \/A_Q S)

(cosht) \/ |cosh? 6 — cosh® |

N o (s) (3.3.8)

— (sinh 0) €.

Uyar1 3.3.9 a—spacelike egrisi ile {iretilen timelike Darboux yiizeyler
yukarida verilmigtir. Benzer hesaplamalar ile, a—spacelike egrisi ile iiretilen

spacelike Darboux yiizeyler
{(s,t)] cos®t — (ka (s) cost — 74 (s) sint)® > 0}

kiimesi {izerinde

x(s,t) = (cost)t(s)+ (sint)t(s)

parametrizasyonu ile verilir ve bu yiizeyler icinde yukaridakine benzer sonuclar

elde edilir.
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Ornek 3.3.10 o : I — S} C R?
a(s) = (1, V2 cos i, V/2sin i, 0)
2V
seklinde yay uzunlugu parametrizasyonu ile verilen regiiler spacelike bir egri

olsun. a—egrisi ile iiretilen M Darboux regle yiizeyi
x(s,t) = (cosht)t(s)+ (sinht)b(s),(s,t) € I xR

seklinde parametrizasyona sahip idi. Acgiktir ki, a—egrisi de-Sitter diizlemsel
bir egri ve a—egrisi ile tiretilen M Darboux regle yiizeyi bir Lorentz diizlem
parcasidir. Stereografik izdiisiim yardimiyla agagidaki gibi Darboux regle yiiz-

eye sahip oluruz.

Sekil — 3

Uyar: 3.3.11 Darboux regle yiizey bir a—timelike egrisi iizerinde inga
edilecek olursa

x(s,t) = (sinht)t(s) + (cosht)b(s)

parametrizasyonuna sahip olur. Bu yiizey i¢inde benzer hesaplamalar ile yukari-

daki sonuglara ulagabiliriz.
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Uyar1 3.3.12 a—timelike egrisi ile insa edilen Darboux regle yiizeyler
daima timelikedir. Yani bir a—timelike egrisi ile spacelike Darboux regle yiizey

iiretilemez.
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