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OZET

Yiksek Lisans Tezi
M-METRIK UZAYLARDA SABIT NOKTA TEOREMLERI
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Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Mustafa ASLANTAS
Es Danigsman: Ars. Gor. Dr. Hakan SAHIN

Bu yiiksek lisans tez calismasinda matematigin yani sira ¢esitli bilim dallarinda 6nemli
uygulama alanina sahip Banach biiziilme ilkesi literatiirde yer alan kiime degerli
doniigiimler i¢in elde edilen sabit nokta sonuglarini igerecek sekilde genigletilmistir.
Bunun i¢in oncelikle metrik uzaylarda kiime degerli doniisiimler i¢in elde edilen sabit
nokta ¢alismalari hatirlatilmistir. Ardindan M-metrik uzaylarin tanimi ve topolojik yapisi
ile ilgili baz1 6zellikler ifade edilerek bu uzaylarda kiime degerli doniisiimler i¢in Feng-
Liu tipinde elde edilen sabit nokta sonucu ispatsiz olarak verilmistir. Son olarak M-metrik
uzaylarda Klim-Wardowski tipinde karma kiime degerli doniistiimler igin baz1 sabit nokta
sonuglari ifade ve ispat edilmistir. Ayrica bu boliimde elde edilen sonug onemli bir
ornekle desteklenmistir.
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ABSTRACT
Master of Science Thesis
FIXED POINT THEOREMS IN M-METRIC SPACES
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In this master of science thesis, the Banach contraction principle, which has a significant
application area in various sciences as well as mathematics, has been extended to include
fixed point results for multivalued mappings existing in the literature. Hence, first, the
fixed point studies obtained for multivalued mappings in metric spaces have been
reminded. Then, recalling the definition and some properties of M-metric spaces, the
Feng-Liu type fixed point result obtained for multivalued mappings in these spaces has
been given without proof. Finally, some Klim-Wardowski type fixed point results for
mixed multivalued mappings in M-metric spaces have been expressed and proved. Also,
the result obtained in this section has been supported by an important example.

2022, 33 pages

Keywords: Fixed point, Multivalued mappings, M-metric spaces



ONSOZ VE TESEKKUR

Tez damismanim Dr. Ogr. Uyesi Mustafa ASLANTAS’a sabri, yardimlari, iyi niyeti,
rehberligi ve anlayisi icin tesekkiir ederim. Yine es danismanim Ars. Gor. Dr. Hakan

SAHIN’e sabri, yardimlari, rehberligi, tesvik edici yapisi ve anlayisi icin tesekkiir ederim.

Ugur SADULLAH
Cankiari, Subat 2022



ICINDEKILER

(0.2 3 AT i
ABSTRACT .ottt ettt ettt s sttt et en st ns et an s e, i
ONSOZ VE TESEKKUR ..........ooviiiiirieeeeeeees e es s enes s, iii
ICINDEKILER .........oooviieieceeeeeeeee ettt n st iv
SIMGELER DIZINI .......cocoooiiiiiiceeeeeeeeeseee et v
KISALTMALAR DIZINT .......ooooiiiiiiiicececeeeeeeeeee e Vi
L GIRIS ..ottt ettt 1
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER .......cccovoietiteseceeeee e senen s 3
2.1 Metrik Uzaylar V& TOPOIOJISH ...ccoviiiiiiiiiiiiiie et sttt 3
Y- o1 B N [0] 1 7 T =Yoo [ SRS 6
3. LITERATUR OZETI ..ot 8
3.1 Kiime Degerli Doniisiimler I¢in Sabit Nokta Sonuglari ..............c..cccooovevvvrveerereveesrennennn 8
3.2 M-Metrik Uzaylarda Kiime Degerli Doniisiimler icin Sabit Nokta Sonuglari.............. 12
4. KARMA KUME DEGERLI DONUSUMLER iCiN BAZI SABIiT NOKTA
TEOREMLER ...ttt ettt et an s 16
4.1 KW-Tipi m-Biiziilme Déniisiimleri Icin Sabit Nokta Teoremleri..................ccc..coco....... 16
5. SONUC VE ONERILER ..........c.coooiiiiiiieeeeeeeeeeee et ne s 29
KAYNAKLAR ....ooovieeeeee ettt es sttt ne st en e as st san s 30
(07 0117 1 1575 33



C(X)
CB(X)
Cm (X)

P(X)

SIMGELER DiZIiNi

T topolojisine gore A € X’nin kapanisi

X’in kapal1 biitlin alt kiimelerinin ailesi

X’in kapal1 ve smirli biitiin alt kiimelerinin ailesi
T, € gore X in biitiin kapali alt kiimelerinin ailesi
Dogal sayilar kiimesi

X’1in biitlin alt kiimelerinin ailesi

Reel sayilar kiimesi

M-metrigin {irettigi topoloji



KISALTMALAR DiZiNi

limsup ¢, (¢n) € R dizisinin Gst limiti
n—-oo

liminf ¢, (¢,) € R dizisinin alt limiti
n—-oo
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1. GIRIS

Matematik ve mihendislik uygulamalarinda siklikla Tx = x seklindeki denklemlerle
karsilasiriz. Sabit nokta teori bu denklemleri ¢6zmek kullanilan en 6nemli yontemlerden
biridir. Metrik uzaylarda sabit nokta teori ¢alismalar1 Banach (1922) tarafindan ifade ve
ispat edilen literatiirde Banach biiziilme ilkesi olarak bilinen bir sonug ile baglamistir. Bu
sonu¢ tam metrik uzaylar {izerinde tanimli her biiziilme doniisiimiiniin bir tek sabit
noktasiin var oldugunu ve hatta bu sabit noktanin nasil bulunabilecegini ifade eder.
Banach biiziilme ilkesi integral denklemler teorisi ve diferansiyel denklemler teorisi gibi
matematigin bir¢ok dalinda oldugu gibi ekonomi, miihendislik ve istatistik gibi ¢esitli
bilim dallarinda da ¢ok dnemli uygulama alanlarina sahiptir. Bu nedenle Banach biiziilme
ilkesinin birgok yazar tarafindan tek degerli doniisiimler igin genellestirmeleri elde
edilmistir (Magadevan vd. 2022; Kesahorm and Sintunavarat 2022; Sahin 2022; Altun
vd. 2021 a; Aslantas 2021 a; Aslantas 2021 b; Sahin 2021).

Kiime degerli dontisiimler i¢in ilk kez sabit noktanin varlig1 ve ayn1 zamanda Banach
biizilme ilkesinin 6nemli bir genellemesi Nadler (1969) tarafindan elde edilmistir.
Ardindan Reich (1972) Nadler’in sonucunu lineer olmayan bir biiziilme yardimiyla
genisletmeye ¢alismis ancak bunu ancak kompakt degerli doniisiimler i¢in yapabilmistir.
Reich tarafindan ifade edilen sonucun kapali ve sinirli kiime degerli doniisiimler icin
gecerli olup olmadig: sorusuna Mizoguchi ve Takahashi (1989) yeni bir hipotez altinda
olumlu cevap vermistir. Son zamanlarda Nadler’in sonucunun ¢ok 6nemli ve ilging bir
genellemesi Reich ve Mizoguchi-Takahashi den farkli bir dogrultuda Feng ve Liu (2006)
tarafindan kapali kiime degerli dontisiimler i¢cin Hausdorff metrigi kullanmadan elde
edilmistir. Daha sonra Klim ve Wardowski (2007) ilk olarak Mizoguchi-Takahashi ve
Feng-Liu’ nun diisiincelerinden ilham alarak kiime degerli doniisiimler i¢in yeni bir
biiziilme dontisiimii tanimlamislardir. Ardindan bu yeni biiziilme doniistimleri i¢in bazi
sabit nokta sonuglar1 elde etmislerdir. Ustelik bu sonuglarin literatiirdeki iyi bilinen

sonuglar1 genellestirdigine dair karsilastirmali 6rnekler vermislerdir.

Diger taraftan bilgisayar bilimlerindeki deneyimlerinden ilham alan Matthews (1994)

tarafindan bir (X, d) metrik uzaymdaki { =n = d({,n) = 0 kosulunu zayiflatmak i¢in



ifade edilen kismi metrik kavrami tanimlanmistir. Yakin zamanda Asadi vd. (2014) M-
metrik uzay kavrami yardimiyla kismi metrik uzay kavramini genellestirdiler ve M -
metrik uzaylar iizerinde baz1 sabit nokta sonuglar1 elde etmislerdir. Cok yakin zamanda
ise Altun vd. (2018) M-metrik uzaylar tizerinde farkli topolojik yapilari ve bu topolojilere
gore biitiin kapalilar ailesini dikkate alarak M-metrik uzaylar {izerinde iizerinde kiime

degerli doniisiimler icin Feng-Liu tipinde bazi sabit nokta sonuclari elde etmiglerdir.

Bu tez calismasinda oOncelikle literatiirde yer alan caligsmalar ile birlikte kendi
sonuclarimizi ifade ve ispat ederken kullanacagimiz bazi 6nemli tanim ve teoremleri
vererek baslayacagiz. Ardindan daha once ifade ettigimiz yazarlar tarafindan kiime
degerli dontisiimler i¢in elde edilen sabit nokta sonuglart ve bunlar arasindaki ilisiler
ticiincli bolimde hatirlatilacaktir. Son bdliimde ise M -metrik uzaylar {izerinde kiime
degerli doniistimler igin Klim-Wardowski tipinde bazi sabit nokta sonuglari elde

edilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu kisimda tez caligmast boyunca kullanacagimiz temel tanim ve teoremler yer

almaktadir.

2.1 Metrik Uzaylar ve Topolojisi

Tanmm 2.1. Kabul edelim kid: X x X - R, X # @ kiimesi tizerinde bir doniisiim olsun.

Eger her {,n,0 € X i¢cin d dontisiimii

d)dn)=0e{=n,
dz) d(¢,n) = d(,9),
d3) d(¢,0) < d(¢,n) +d(n,6),

kosullarin1 sagliyorsa 0 zaman X {izerinde bir metriktir denir. Ayrica, (X,d)’ ye bir

metrik uzay denir.

Tamim 2.2. Kabul edelim ki T: X = Y, (X, d) ve (Y, d") metrik uzaylar1 arasinda bir
doniistim ve {, € X olsun. Her &€ > 0 sayist i¢in { € B;({y,6) iken T{ € By (T, €)

olacak sekilde bir § > 0 varsa T doniisiimiine {, noktasinda siireklidir denir. Yani,

T,{, € X de siireklie V & > 0icin 36 > 0 var dyle ki T(B4({o,8)) < By (T, €).

Tanim 2.4. X # @ bir kiime olsun. Bu durumda her n dogal sayis1 i¢in T(n) = {,, € X
olacak sekildeki T: N — X fonksiyonuna X’ de bir dizi denir ve {{,},, e y Veya kisaca {,,}

ile gosterilir.

Tanmm 2.5. Kabul edelim ki {,,}, (X, d) metrik uzaymnda bir dizi ve {, € X olsun. Her
€ > 0 sayisma karsilik n > ny iken d({,, {p) < r esitsizligini saglayacak sekilde bir



ny € N varsa, {¢,,} dizisi {, noktasina yakinsiyor denir ve {,, = {, veya lim {,, = {,
n—-oo

seklinde yazilir. Yani,

lim{, =, ©Ve>0iginIny(e) € NvaroylekivVvn =>ny, = d({,, () <e&.
n—-oo

Tamm 2.6. Kabul edelim ki {C,}, (X, d) metrik uzayinda bir dizi olsun. Herhangi bir
€ > 0 iginm,n = ngy iken d({,, {n) < € kosuluna sahip bir ny(e) dogal sayis1 varsa
{,,} bir Cauchy dizisidir denir.

Tamim 2.7. Bir (X,d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi bu uzayda yakinsak ise
(X, d) tam metrik uzaydir denir.

Tamm 2.8. (X, d) ve (Y, d') metrik uzaylar ve T: X —» Y bir doniisiim olsun. Her
{ € X noktast1 ve {, —» ¢ kosuluna sahip {{,,} € X dizisi i¢in T{, > T ise T

fonksiyonuna ¢ noktasinda dizisel siireklidir denir.

Tamim 2.9. X bir topolojik uzay, T: X — R bir doniistim ve {, € X olsun. Bu durumda

eger,
Ty < liminfT
o min ¢
oluyorsa f fonksiyonuna {, noktasinda alt yari siirekli bir fonksiyon ve eger,

limsupT{ < T{,
¢=%o

oluyorsa T fonksiyonuna ¢, noktasinda ist yart siirekli bir fonksiyon denir. T doniistimii
her { € X noktasinda alt yar1 siirekli (iist yari siirekli) ise bu durumda T fonksiyonuna alt

yari stireklidir (st yar1 siireklidir) denir.



Tamim 2.10. X, Y bostan farkli kiimeler olsun. Bu durumda X’in her elemanin1 Y nin bir
tek elemanina esleyen T doniisiimiine tek degerli doniisiim denir ve T: X — Y seklinde

gosterilir.
Tamim 2.11. X, Y bostan farkli kiimeler olsun. Bu durumda X’in her elemanini Y nin bir

alt kiimesine esleyen T donilisiimiine kiime degerli doniisiim denir ve T: X — P(Y)

seklinde gosterilir. Burada P(Y), Y nin biitiin alt kiimelerinin ailesidir.

Tamm 2.12. (X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumda her A, B € CB(X) i¢in

H(A,B) = max {sup d({,B),sup d(4, n)}
Zea

neEB

seklinde tanimli H: CB(X) X CB(X) — R dontisiimiine Pompeiu-Hausdorff metrik denir.

Burada CB(X), X’ in bostan farkli biitiin kapal1 ve siirli alt kiimelerinin ailesidir.

Tamm 2.13. X bostan farkli bir kiime, T: X — X bir dontisim ve {, € X olsun. Bu

durumda

07($o) = {0, T, T?Co, ...}
seklinde tanimli kiimeye ¢, noktasinin orbiti denir.

Tamm 2.14. (Ciric 1974) (X, d) bir metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger
her ¢ € X i¢in {,, —» {* kosuluna sahip her {{,} € 04 (Q) dizisi i¢in T{,, > T{* ise T
doniigiimiine {* € X noktasinda yoriingesel siireklidir denir. Eger T doniisiimii her { € X

noktasinda yoriingesel siirekli ise T, X iizerinde yoriingesel siireklidir denir.



2.2 Sabit Nokta Teori

Tanmm 2.15. X bostan fakli bir kiime ve T:X — X bir donilisiim olsun. Bu durumda

¢ = T{ olacak sekildeki { € X noktasina T doniisiimiiniin sabit noktasi denir.

Tanim 2.16. X bostan fakli bir kiime ve T: X = P(X) kiime degerli bir doniisiim olsun.
Bu durumda eger bir { € X noktasti¢i { € T{ oluyorsa ¢ noktasina T doniisiimiiniin sabit

noktasi denir.

Ornek 2.1.T : R - R, T(¢) = {3 déniisiimiin sabit noktas1 { = 1 ve { = 0 noktasidir.

Ornek 2.2. X = (0,0), T: X - X, T()) = % olmasi durumunda T doniisimiiniin

sabit noktas1 yoktur.

Tamm 2.14. T: X - X, (X, d) metrik uzay: lizerinde bir doniisiim olsun. Her {,n €
X igin;

d(T¢,Tn) < cd(S,m)

olacak sekilde ¢ > 0 sayis1 varsa, T ye Lipschitz doniigiimii denir. Bu esitsizligi saglayan

en kiiglik ¢ sayisia T nin Lipschitz sabiti denir.

Bir T Lipschitz doniisiimii i¢in, ¢ < 1 ise T ye bir biiziilme doniisimii,c < 1 ise T ye

genislemeyen donlisiim denir.
Ayrica eger { # 1 olacak sekildeki her {,n € X i¢in;
d(T¢,Tn) < d($,m)

oluyorsa T ye bir biiziilebilir doniisiim denir.



Uyann 2.1. Bu tanimlardan her biiziilme donilisiimiiniin biiziilebilir, biiziilebilir

dontisiimiin de genislemeyen doniisiim oldugu agiktir.



3. LITERATUR OZETi

Metrik uzaylarda sabit nokta teorisi Banach (1922) tarafindan Banach biiziilme ilkesi

olarak bilinen asagidaki sonug ile baglamistir:

Teorem 3.1. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun. Eger T bir biiziilme

doniistimii ise yani, her {,n € X i¢in

d(T¢,Tn) < cd({,1n)

olacak sekilde bir ¢ € [0,1) varsa T doniisiimii X uzayinda birtek sabit noktaya sahiptir.
Ustelik her {, € X icin {T™{,} dizisi bu sabit noktaya yakinsar.

3.1 Kiime Degerli Doniisiimler i¢in Sabit Nokta Sonuclar

Banach biiziilme ilkesinin matematik ve diger bilim dallarindaki uygulamalar1 ve 6nemi
sebebiyle birgok yazar tarafindan tek degerli donilisiimler i¢in genellestirmeleri elde
edilmistir (Magadevan vd. 2022; Kesahorm and Sintunavarat 2022; Sahin 2022; Altun
vd. 2021 a; Aslantas 2021 a; Aslantas 2021 b; Sahin 2021). Kiime degerli doniisiimler
i¢in sabit noktanin varlig1 ve ayn1 zamanda Banach biiziilme ilkesinin ilging ve dnemli

bir genellemesi Nadler (1969) tarafindan asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 3.2. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — CB(X) bir donilisiim olsun. Eger her
¢,n € X i¢in

H(T{,Tn) < cd({,n)

olacak sekilde bir ¢ € [0,1) var ise bu durumda T doniisimii X uzayinda bir sabit

noktaya sahiptir.

Bir¢cok yazar Nadler’ in sonucunu kimi zaman uzay1 genisleterek kimi zaman da
biiziilmeyi zayiflatarak genigletmeye caligmistir (Chandok vd. 2021; Altun vd. 2021,
Nashine vd. 2021; Alamgir vd. 2021; Dag vd. 2017; Durmaz ve Altun 2016; Altun vd.



2021 b). Bu baglamda Reich (1972) Nadler’in sonucunu lineer olmayan bir biiziilme
yardimiyla genigletmeye calismis ancak asagidaki sonugta da goriilebilecegi gibi bunu

ancak kompakt degerli dontisiimler i¢in basarmistir:

Teorem 3.3. (X,d) tam metrik uzay ve T:X — K(X) bir doniisim olsun. Eger her
t € (0,00) igin limsup @(r) < 1 ve { # n olacak sekildeki her {,n € X i¢in

rott

H(T{,Tn) < ¢(d({,m)d({,n)

esitsizligini saglayan bir ¢: (0, 00) — [0,1) fonksiyonu varsa T doniisiimii X uzayinda
bir sabit noktaya sahiptir.

Reich tarafindan Teorem 3.3’iin kapali ve sinirli degerli doniisiimler i¢in gegerli olup

olmadig1 sorusuna Mizoguchi ve Takahashi (1989) t € [0, ) i¢in limsup ¢(r) < 1

rott

hipotezi altinda asagidaki sekilde olumlu cevap vermistir:

Teorem 3.4. (X,d) tam metrik uzay ve T: X — CB(X) bir donlisim olsun. Eger her
t € [0, ) i¢in limsup ¢(r) < 1 ve { # n olacak sekildeki her {,n € X igin
rott
H(T¢,Tn) < o(d($,m)d(¢,n)
esitsizligini saglayan bir ¢: (0,0) — [0,1) fonksiyonu varsa T dontisiimii X uzayinda

bir sabit noktaya sahiptir.

Son zamanlarda Nadler’in sonucunun ¢ok 6nemli ve ilging bir genellemesi Reich ve
Mizoguchi-Takahashi den farkli bir dogrultuda Feng ve Liu (2006) tarafindan C(X)

degerli dontistimler i¢in Hausdorff metrigi kullanmadan asagidaki sekilde elde edilmistir:

Teorem 3.5. (X, d) tam metrik uzay ve T: X — C(X) bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki
her { € X i¢in

d(m,Tn) < cd({,n)



olacak sekilde 0 <c<bhb<1vVvene 15 ={0 €T{:bd({,0) <d({,T{)} var olsun.
Eger g(¢) = d(¢,T{) fonksiyonu X {izerinde alt yar1 siirekli ise T dontsiimi X de bir
sabit noktaya sahiptir.

Daha sonra Klim ve Wardowski (2007) ilk olarak Mizoguchi-Takahashi ve Feng-Liu’
nun diisiincelerinden ilham alarak kiime degerli doniisiimler i¢in yeni bir biiziilme
dontisiimii tanimlamiglardir. Ardindan bu yeni biiziilme doniisiimleri i¢in bazi sabit nokta
sonuglar1 elde etmislerdir. Ustelik bu sonuglarin literatiirdeki iyi bilinen sonuglar
genellestirdigine dair karsilagtirmali 6rnekler vermislerdir. Simdi Klim ve Wardowski

tarafindan ispatlanan sonucu ifade edelim.

Teorem 3.6. (X, d) tam metrik uzay ve T: X = C(X) bir dontiisiim olsun. Kabul edelim
ki her t € [0. ) i¢in

lim supp(r) < b
rott

olacak sekilde bir b € (0,1) ve ¢:[0,) = [0, b) fonksiyonu var olsun. Eger her
¢ € X igin

d(n,Tn) < @(d(¢,m)d(E,n)
olacak sekilde birn € Ig varve g({) = d({,T¢) fonksiyonu X tizerinde alt yar1 stirekli

ise T doniisiimii X de bir sabit noktaya sahiptir.

Eger her t € [0.00) i¢in ¢(t) =c,c € (0,b) olarak segilirse o zaman Teorem 3.5
yardimiyla Teorem 3.6 nin biitiin kosullarinin saglandigini gorebiliriz. Asagidaki 6rnek

ise Teorem 3.6’ nin Teorem 3.5’in gercek bir genellemesi oldugunu gdstermektedir (Klim

ve Wardovski 2007).

Ornek 3.1. X =[0,1] ve bu kiime iizerinde alisilmis d metrigini alalm. Eger

T:X - C(X) ve ¢:[0,00) > |0,2) doniisiimleri
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c [O 15) U (15 1
¢ 32 32’

(¢}

T¢ =
{17 1} _15
96’4 ' Z_32
ve
30 cefol)u(Z.A
25 ' 24 24’2
(t)_<425 e 7
N 768 =27
1 1
7 - telp)

seklinde tanimlanirsa Teorem 3.6’ nin biitiin kosullarinin saglandig1 goriilebilir. Ancak

(=1ven= % icinb € (O, %] almirsa ¢ < b olacak sekildeki her ¢ € (0,1) i¢in

3 1
d(n' T’I) =5>C5= Cd({r TI)
8 2
olur. Eger { = ;—z vene {%,ﬂ icin b € G, 1) almirsa ¢ < b olacak sekildeki her
c € (0,1) iginya
bd({,m) > d($,T)

ya da

7 7
d(n,Tn) = T > C'ﬁ =c.d((,n)

olacagi i¢in Teorem 3.5’in biizlilme kosulu saglanmaz. O halde bu 6rnege Teorem 3.6

uygulanabilirken Teorem 3.5 uygulanamaz.
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3.2 M-Metrik Uzaylarda Kiime Degerli Déniisiimler i¢in Sabit Nokta Sonuclari

Bu boliime bilgisayar bilimlerindeki deneyimlerinden ilham alan Matthews (1994)
tarafindan bir (X, d) metrik uzaymdaki { =n = d({,n) = 0 kosulunu zayiflatmak i¢in

ifade edilen kismi metrik kavramini hatirlatarak baslayalim:

Tammm 3.1. X # @ bir kiime ve p: X X X — [0, o) bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki
her {,n, 0 € X igin p doniisiimii,

() p,n) =p ) =pn,n) & {=n,
(r2) (¢, Q) < p(,1m),
(rs) r(¢,m) =p(,4),

(ps) p(G,0) <p(,n) +p(n,0) —p(, ).

sartlarin1 saglasin. Bu durumda p doniisimiine X lizerinde bir kismi metrik ve (X, p)

ikilisine de kismi metrik uzay denir.

Her metrik uzayimn bir kismi metrik uzay oldugu agiktir, ancak tersi her zaman dogru
degildir. Gergekten, eger X = [0,0) ve p: X X X — [0, ) fonksiyonu her {,n € X
icin p({,n) = max{{,n} seklinde tanimlanirsa (X, p) bir kismi metrik uzaydir ancak bir
metrik uzay degildir. Daha sonra kismi metrik uzaylarda bir¢ok yazar hem tek degerli
hem de kiime degerli doniisiimler igin ¢esitli sabit nokta sonuglari elde etmistir (Javed

2021; Mlaiki 2021; Radenovic 2021).

Yakin zamanda Asadi vd. (2014) kismi metrik uzay kavramini M-metrik uzay kavrami
yardimiyla genellestirdiler ve bu uzaylar iizerinde tanimh tek degerli doniisiimler igin
bazi sabit nokta sonuglar1 elde etmislerdir. Ardindan birgok yazar M-metrik uzaylarda
hem tek degerli hem de kiime degerli doniisiimler i¢in bazi sabit nokta sonuglar elde
etmiglerdir (Van An vd. 2015; Altun vd. 2020; Karapinar vd. 2020). Simdi M-metrik uzay

kavramini ve bu uzayla ilgili baz1 temel tanimlar1 hatirlayalim:
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Tanmim 3.2. X # @ bir kiime ve m: X X X — [0, o) bir doniisiim olsun. Kabul edelim ki

her {,n, 0 € X igin m donilisiimii,

(my) m(¢,m) = m({, ) = m@n,m) & =,

(mz) mgy = min {m(¢,{), m(n, M} < m({,n),

(m3) m(¢,n) = m(, ),

(m4) m(,0) —mgg < (m($,n) —mgy) + (m(n, 6) — myg)

sartlarin1 saglasin. Bu durumda m doniisiimiine X tizerinde bir M -metrik ve (X, m)

ikilisine de M-metrik uzay denir.

Her metrik uzay ve kismi metrik uzayin bir M-metrik uzay oldugu agiktir, ancak tersi her

zaman dogru degildir. Gergekten, eger X = [0,00)vem : X X X — [0, o) fonksiyonu
her {,n € X i¢in m({,n) = % seklinde tanimlanirsa (X, m) bir kismi metrik uzaydir

ancak ne bir metrik uzay ne de kismi metrik uzaydir. Kabul edelim ki (X, m) bir M-
metrik uzay olsun. Bu durumda m déniisiimii {B({,7):{ € X,r > 0} ailesini taban kabul

eden X iizerinde bir 7, topolojisi liretir. Burada
B({,r) = {17 € X:m({,n) <mgy, +r}

seklinde tanimlanir. Dikkat edilmelidir ki bostan farkli bir X kiimesi iizerinde taniml
kismi metrik bu kiime iizerinde bir Ty-topolojisi tanimlamasina ragmen bir M-metrik
tarafindan iretilen topoloji olan 7,,, Ty-topolojisi olmayabilir. Gergekten, eger X =
[0,1] ve m: X X X — [0,00) fonksiyonu her {,n € X i¢in m({,n) = min {{,n}
seklinde tamimlanirsa (X, m) bir M-metrik uzay olur. Kabul edelim ki { € X ver >0

keyfi olsun. O halde
B((,r) = {77 eX:m({,n) < Mgy +r}
={nex:0<r}

=X

13



oldugundan t,,, = {@, X} olup Ty-topolojisi degildir.

Simdi kabul edelim ki {{,,} € X ve { € X olarak kabul edelim. Bu durumda {¢,,} dizisi {

noktasia t,, topolojisine gore yakinsaktir gerek ve yeter kosul lim (m({n, ) —
n—-oo

mgn() = 0 olmasidir. Bu yakinsakligt M -yakinsaklik olarak adlandiracagiz. Eger
l’i(m m({,, G) var ve sonlu ise {,} dizisine M-Cauchy dizisi denir. (X, m) M-metrik
n,k—oo

uzayindaki her M -Cauchy dizisi {{,,} bir { € X noktasina M -yakinsak ve

l’icm m({y, §) = m({, {) esitsizligi saglaniyor ise (X, m)’ ye M-tam metrik uzay denir.
n,k—oo

Cok yakin zamanda Altun vd. (2018) M-metrik uzaylar iizerinde farkli topolojik yapilar
ve bu topolojilere gore biitiin kapalilar ailesini dikkate alarak M-metrik uzaylar iizerinde
tizerinde kiime degerli dontisiimler i¢in Feng-Liu tipinde baz1 sabit nokta sonuglar1 elde
etmislerdir. Bu sonucu ifade etmeden 6nce Altun vd. (2018) tarafindan ifade edilen ve

ana sonuglarinda ¢ok kullanigh olan bazi 6nermeleri ve notasyonlar: hatirlayalim:

(X, m) bir M-metrik uzay, C,,(X) ise X in t,, topolojisine gore biitiin kapalilar ailesi ve
T:X - Cp(X) bir doniisiim olsun. Bu durumda bir b € (0,1) ve ¢ € X i¢in, m({,T{) =
inf {m({,n):n € T{} olmak iizere

T, (m) = { € T¢:bm(S,n) < m((,TO)

seklinde bir kiime tanimlayalim. Agiktir ki m({,T¢) > 0 ise her b € (0,1) i¢in sz (m)

bostan farklidir. Ancak metrik uzaylardakinin aksine eger m({,T{) = 0 ise bazi
b € (0,1) i¢in qu (m) bos kiime olabilir. Asagidaki 6rnek bu gergegi gostermektedir:
Ornek32.X = {~1,—1+2:n > 1,n € N} vem: X x X - [0, c0) doniisiimit

1 ) (=n=-1
m({,n) =

| —n| , diger durumlarda
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seklinde tanimlansin. O zaman (X, m) bir M-metrik uzaydir. Ayni zamanda eger T: X —
Crp(X) doniistimiinii her ¢ € X i¢in T{ = X olarak alirsak { = —1 i¢in m({,T{) =0
olmasma ragmen her 1 € T{ i¢in m(¢,n) > 0 olur. Bu nedenle her b € (0,1) igin

T,f (m) kiimesi bos kiime olur.

Onerme 3.1. (X, m) bir M-metrik uzay, A € X ve { € X olsun. Eger m(¢,A) = 0 ise
{ € A™ dir.

Ancak Onerme 3.1’in tersi dogru degildir. Yani, { € A™ olacak sekildeki bir { € X i¢in
m({, A) = 0 olmak zorunda degildir. Asagidaki 6rnek bu gergegi gostermektedir:

Ornek 3.3. X = {0} U [1,0) ve m: X x X — [0, 00) doniisiimii

{+n

m({,1n) »

seklinde tanimlansin. O zaman (X, m) bir M-metrik uzaydir. Bu durumda A = [1,2) ve
{ = 1icin { € A™ = [1,2] olmasina ragmen m({,A) = 1 > 0 dur.

Simdi Altun vd. (2018) tarafindan ispat edilen sonucu ifade edebiliriz:

Teorem 3.7. (X, m) M-tam M-metrik uzay ve T: X = C,,(X) bir doniisiim olsun. Kabul
edelim ki m({, T{) > 0 olacak sekildeki her { € X i¢in

m(m,Tn) < cm({,n)

esitsizligini saglayan 0 < c<b<1lvenE€ Tlf(m) var olsun. Eger g({) = m({,T{)
fonksiyonu X iizerinde t,, topolojisine gore alt yar1 siirekli ise T doniistimii X de bir sabit

noktaya sahiptir.
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4. KARMA KUME DEGERLIi DONUSUMLER iCiN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLER

Bir (X,d) metrik uzay1 iizerinde tanimli T:X — C(X) kiime degerli donisiimiini
diisiinelim. Feng ve Liu (2006) tarafindan ifade ve ispat edilen Teorem 3.5’1 dikkate
alarak her ¢ € X i¢in T{ tek nokta kiimesi metrik uzaylarda kapali olacagindan T
doniisiimii i¢in elde edilen sonuglar yardimiyla tek degerli doniisiimler i¢in bir sabit nokta
sonucu elde edebiliriz. Ancak bir 6nceki bolimde ifade ettigimiz {izere bir M-metrik
tarafindan tretilen topoloji T,,, To-topolojisi dolayisiyla T;-topolojisi olmayabilir. Yani
bir M-metrik uzayda her tek nokta kiimesi kapali olmak zorunda degildir. Bu durumda
metrik uzaylardaki diisiinceye benzer sekilde kiime degerli doniisiimler icin elde edilen
sonuglar yardimiyla tek degerli doniisiimler igin sabit nokta sonuglar1 elde edemeyiz. Bu
sorunun istesinden gelmek icin Romaguera (2013) tarafindan ortaya konan karma kiime
degerli doniisiim tanimindan esinlenerek bir (X, m) M -metrik uzay1 iizerinde tanimh
T:X - X U Cp,(X) doniistimleri i¢in bazi sabit nokta sonuglar elde edecegiz. Burada
T:X - X U Cp(X) karna kiime degerli doniisiimil i¢in her ¢ € X i¢in T{ tek nokta
kiimesi veya T{ € C,,, (X) dir.

4.1 KW-Tipi m-Biiziilme Déniisiimleri icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliime temel sonucumuzda ¢ok kullanigli olan ve Romaguera (2013) tarafindan kismi
metrik uzaylarda karma kiime degerli doniisiimler i¢in ifade edilen T|y -yoriingesel

stireklilik tanima ile baslayalim.

Tanim 4.1. (X, p) bir kismi metrik uzay, T : X - X U CB?(X) karma kiime degerli bir
dontistim ve ¢ € X olsun. Eger |T{| = 1 ve her n € N igin (., € T{, 6zelligine sahip
lim p(,, ) = p(¢, {) olacak sekildeki her {{,,} dizisi i¢in,

n—->oo

T{ggop(én, T¢) =p(T{,TY)

ise T doniisiimiine T|x-yoOriingesel siireklidir denir.
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Ardindan Sahin vd. (2019) M, -metrik uzaylarda Tanim 4.1’ i igeren yeni ve hos bir tanim

ortaya atmiglardir. Simdi bu tanimin M-metrik uzaylardaki versiyonunu ifade edelim.

Tamim 4.2. (X, m) bir M -metrik uzay1, T : X = X U C,,(X) karma kiime degerli bir
doniistim ve ¢ € X olsun. Eger |T{| = 1 ve her n € N i¢in {,,,; € T{, 6zelligine sahip

noktasina t,,, topolojisine gore M-yakinsak olacak sekildeki her {{,,} dizisi i¢in,

m(T¢, T¢) < lim infm (¢, TC)

ise T doniisiimiine {-alt yoriingesel siireklidir denir.

Simdi biz oOncelikle KW -tipi m -biliziilme doniisiimii adinda yeni bir kavram
tanimlayacagiz. Daha sonra bu dontigiimler i¢in M-metrik uzaylarda bazi sabit nokta

sonucu elde edecegiz.

Tamm 4.3. (X, m) bir M -metrik uzay1 ve T : X = X U C,,,(X) karma kiime degerli bir

doniisiim olsun. Kabul edelim ki her t € [0. 00) i¢in

lim supp(r) < b
rott

olacak sekilde bir b € (0,1) ve ¢:[0,00) — [0,b) fonksiyonu var olsun. Eger
|T¢| > 1isem({,T{) > 0 veya |T{| = 1 olacak sekildeki her { € X i¢in

m(m,Tn) < e(m({,n))m({,n)

ve

am(n,n) <m({,n)
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kosullarin1 saglayan bir n € Tlf (m) ve a € (0,1) var ise bu durumda T doniisiimiine

KW-tipi m-biiziilme doniisiimii denir.
Simdi bu boéliimiin temel sonucunu ifade edebiliriz:

Teorem 4.1. (X, m) bir M-complete M-metrik uzayive T : X = X U Cp,,(X) KW-tipi m-

biizilme doniigiimii olsun. Kabul edelim ki her t € [0. 00) i¢in

lim supe(r) <b
rot+

olacak sekilde bir b € (0,1) ve ¢:[0,0) = [0,b) fonksiyonu var olsun. Eger
9(Q) =m({,T¢) fonksiyonu X ftizerinde T, topolojisine gore alt yari siirekli ise
m({*,T{*) = 0 olacak sekilde bir {* € X vardir. Eger |T{*| > 1 ise {* noktasi T
dontisiimiintin bir sabit noktasidir. Eger |T{*| = 1 ve T dontisimii *-alt yoriingesel

siirekli ise {* noktasiT doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.

Ispat. Kabul edelim ki ¢, € X keyfi bir nokta olsun. Bu durumda asagidaki gibi iki

durum vardir:

Durum 1. |T{,| = 1 olsun. Bu durumda T doéniisiimiit KW -tipi m-biiziilme doniistimii

oldugundan

m(¢y,T¢) <o (m(So, 1)) m(o, 1)

ve

am({y,¢) < m(o, 1)

esitsizliklerini saglayan bir {; = T{, vardir.
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Simdi, |T{;| = 1ise T dontisiimii KW -tipi m-biiziilme doniistimii oldugundan
m($2, TG) <@ (S, $2)) m(Sy, $2)
ve
am($z,¢2) < m(Gy, &)
esitsizliklerini saglayan {, = T{; vardir.

Eger [T, | > 1 ise m({y,T¢;) = 0 olmast durumunda ¢, € TG =T olup gy, T
doniligiimiiniin sabit noktasidir. O halde kabul edelim ki m({; ,T¢;) > 0 olsun. Bu

durumda T doniisiimii KW -tipi m-biiziilme doniistimii oldugundan

m(y,Td) <o (m(Sy, §2)) m(Sy, $z)

ve
am(§z, ¢z) < m($y,¢2)
esitsizliklerini saglayan {, € Tlf1 (m) vardur.

Durum 2. |T¢| > 1 olsun. Eger m({,,Tq,) = 0 ise {; € T, =T olup ¢, T
doniligiimiiniin sabit noktasidir. O halde kabul edelim kim({,,T{,) > 0 olsun. Bu

durumda T doniistimii KW -tipi m-biiziilme doniisiimii oldugundan

m(¢y, T¢) <@ (m($o, ¢1)) m(o, 1)

ve
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am({y,¢1) < m(Sp, 1)
esitsizliklerini saglayan {; € szo (m) vardur.
Simdi, |T{;| = 1ise T dontisiimiit KW-tipi m biiziilme doniisiimii oldugundan

m({y,T¢) <@ (m({y, ) m(Gy, §2)

ve

am({z, $;) < m({y,42)

esitsizliklerini saglayan {, = T{; vardir.

IT¢,] > 1 ise m(¢;,T¢) = 0 olmast durumunda ¢ € TG =T olup &, T
doniligimiiniin sabit noktasidir. O halde kabul edelim ki m({; ,T¢;) > 0 olsun. Bu

durumda T doniisimii KW -tipi m-biiziilme doniistimii oldugundan

m($y,Td) <@ (m($y, §2)) m(Sy, $z)

ve

am(z, ¢z) < m($y,¢2)
esitsizliklerini saglayan {, € qul (m) vardir.
Bu islemi tekrarlayarak,

M(Gps1, Tlre1) <@ (M(Gr s Cna1)) M(Gn s $nt)
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ve

am($n+1,Cne1) < MGy s $nvt) (4.1)

esitsizliklerini saglayan {,,; € szn(m) olacak sekilde bir {{,} olusturabiliriz. Bu
durumda her n > 1 igin

bm((n ’ (n+1) < m((n ’ T{n)

4.2)
esitsizligi saglanir. O halde her n > 1 i¢in
m(Cn, $nr1) < M
< PMm(Gn-1 ,fn;) m(n—1.,5n)
< M($n-1,4n) (4.3)

ve
m((n ’ TZn) - m((n+1 ’ T(n+1) = bm((n ’ (n+1)

- (p(m((n ’ (n+1)) m((n ’ (n+1)

=(b—-—om(n, $rr1))M(n ) lns)

> (4.4)

olarak elde edilir. (4.3) ve (4.4) den, {m({y, {n41)} Ve {m(,, Tz, )} negatif olmayan

reel sayilarin artmayan bir dizisi oldugundan yakinsaktir. Bu durumda
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Tlll_r)go(m((n Cne1)) =t
olacak sekilde bir t > 0 reel sayis1 vardir. Buna gore

lim supp(r) <b
rot+
oldugundan
Tlll_f)lgo Supqﬂ(m(fn ) {n+1)) =q

esitligi saglanacak sekilde bir q € [0,b) vardir. Bu durumda her b, € [q,b) ve

her n > n, i¢in
(p(m({n r{n+1)) < b
esitsizligini saglayacak sekilde bir ny € N vardir. (2.4) ten her n > ng i¢in
M, T¢n) = M(Gns1 , Tna1) 2 (b= @(M(Sns $ns1))) M(Gns Gnvn)
= (b—bo)(m(Cn, n+1) (4.5)
esitsizligi saglanir. Bu yiizden her n = n; i¢in
m(Gn,T¢) < @mMm(Gn-1,4)) M(Gn-1,n)

@(m(gn—l ’ {n))
- b

m((n—l ’ T(n—l)

L P0G, G) z(m(én-z o)) e )
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P(M(Gn-1, $n)) @(M($n—2,¢n-1))
< b2

< <P(m(fn—1 ’ (n)) (p(m(ZO' (1))

> pn m(ZO ) TZO)

Qp(m({n—l ) (n)) Qo(m((no ) {n0+1))

bn—no

@ (m({no—l ) (no)) Qp(m((O: (1))
X £

b\ @ (M (Cgm1 s Cny)) - @(M (G, 1))
< (FO) pmo :

e . b\ Mo y
esitsizligi saglanir. O halde lim (;) = 0 odugundan

n—->o0o
lim m({,,T{,) =0
n—>co

sonucuna ulasiriz. Boylece her k > n > ny igin (4.5) ten

m({n, G) — me.o, = (m(n Cna1) — m(n(,m) + (M(Gnt1s Gna2) —

+oo+ (M(Gem1, G) — Mg _ig,)

< m((n'6n+1)+' . '+m((k—1' Zk)
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Mm($n-2,Tqn—2)

m($o,Tdo)

m($o,T4o)

(4.6)

Mg 1lns2 )



k—

= z m((jﬁ(j+1)

=n

Jay

~.

IA

1 k-1
5 2 TE) = m(Gya TEa)
j=n

1

= b bO (m((n, T(n) - m((k' TZk))

olup (2.6) dan yararlanarak ¢,n, 6
im m(Gn, ) —mg,g,) =0

Ayni zamanda (4.1), (4.2), (4.6) esitsizlikleri yardimiyla lim m({,,{,) =0 ve
n—oo

dolayisiyla
lim m(¢,,{,) =0
n,k—oo

elde ederiz ki bu {¢,,} dizisinin bir M-Cauchy dizisi olmas1 anlamina gelir. (X, m) M-tam

M-metrik uzay oldugundan
limm(G, ¢*) = mg,e) = 0
ve

n’l,icr_r)loom(Zn' Zk) = m((*, (*) =0
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olacak sekilde bir {* € M vardir. Simdi g(¢) = m({,T{) alt yar siirekli fonksiyon ve
lim m({,, T{,) = 0 oldugundan
n—oo

0< m(@@,T¢) =g < liminf g(¢,) = liminf m(Gy, T) = 0

olarak elde edilir. O halde m(¢*,T¢*) = 0 dir. Eger |T¢*| > 1ise {* € T = T{*

olur. Eger |T{*| = 1 ise T doniisiimii {*-alt yoriingesel siirekli oldugundan
m(T¢",7¢") < lim infm(¢,, T¢")
olur. Simdi
M8y, TS — Mg rgr < (M8, $7) —mg o) + (M, TS — mgepe+)
olup n = oo i¢in limit durumunda
0<m(T{,T{) < gi_r)roloinf m({,, T(*) =0

olur. O haldem(¢*,{*) = 0 ve m(T{*,T{*) = 0 oldugundan {* = T{* sonucuna ulasiriz

ki her iki durumda da ¢* noktasi T doniisiimiiniin bir sabit noktasidir.
Asagidaki 6rnek sonucumuzun etkinligini gostermesi agisindan dnemlidir.
Ornek 4.1. X = [0,4] ve m: X x X — [0, o) doniisiimii

+
m(cm =20

25



seklinde tanimlansin. Bu durumda, (X, m) bir M -tam M -metrik uzaydir. Eger T: X —

X U € (X) donisiimiinii ve g: [0, 0) - [0,2) doniisiimiinii

_[n &
T¢ = [0'16] :
ve
-u , u<l1
o) =4 :
E , u=1

seklinde tanimlarsak bu durumda her { € X i¢in

¢

9@ =m@E 1) = >

seklinde elde ederiz. Buradan goriilebilir ki g fonksiyonu t,,, topolojisine gore alt yar1
stireklidir. O halde T doniistimiinin KW -tipi m biiziilme donlisimi  oldugunu
gostermemiz gerekir. Kabul edelim ki { m({,T{) > 0 olacak sekilde X de keyfi bir

nokta olsun. Bu durumda
¢ 3
7 =fn € 1¢: Zm@m =m0}
4

“prereinsy

esitligine sahip oluruz. Eger a = % secersek hern € T; icin

4

m(n,Tn) =

N
A
R
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< 3 2
< g(f"‘ﬁ)

= om({,m)m,n),
ve
%m(n,n) = m(,m).

elde edilir. Bu durumda Teorem 4.1 in biitiin kosullar1 saglandigindan, T doniistimii X

tizerinde bir sabit noktaya sahiptir.

Eger Teorem 4.1 de her u € [0, ) i¢in ¢@(u) = ¢ € (0,b) olarak alinirsa M -metrik
uzaylarda Feng-Liu tipi kiime degerli dontisiimler i¢in asagidaki sekilde bir sabit nokta

sonucu elde edilir:

Teorem 4.2. (X,m) bir M -complete M -metrik uzayr ve T : X = X U C,,(X) karma
kiime degerli doniisiim olsun. Kabul edelimki |T¢| > 1ise m({,T{) > 0 veya |T{| =
1 olacak sekildeki her ¢ € X i¢in

m(m,Tn) < cm({,n)
ve
am(n,n) <m({,n)

kosullarini saglayan birn € T,f (m)ve 0 <y < b olmak tizere a,b € (0,1) var olsun.
Eger g(¢{) = m({,T{) fonksiyonu X iizerinde 7, topolojisine gore alt yari siirekli ise
m({*,T{*) = 0 olacak sekilde bir {* € X vardir. Eger |T{*| > 1 ise {* noktasi T
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dontisiimiintin bir sabit noktasidir. Eger |T{*| = 1 ve T dontisimii {*-alt yoriingesel

stirekli ise {* noktasiT doniistimiiniin bir sabit noktasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢aligmasinda ilk boliimde kiime degerli doniisiimler i¢in sabit nokta teori uygulama
alanlariyla tanitilarak 6nemine deginilmis ve gelisiminin tarihsel siireci hakkinda temel

bilgilere yer verilmistir.

Ikinci boliimde diger boliimlerde yer alacak sonuglarimiza hazirlik yapmak amaciyla

temel tanim ve teoremlerimize yer verilmistir.

Ugiincii boliimde literatiirde yer alan kiime degerli doniisiimler igin sabit nokta
teoremlerine yer verilmistir. Ayn1 zamanda M -metrik uzaylarinin tanimi ve topolojik

yapis1 hakkinda bazi 6nemli bilgilere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde M-metrik uzaylar tizerinde Klim-Wardowski tipindeki kiime degerli
dontigiimler i¢in bazi sabit nokta sonuglari elde edilmistir. Bunu yapmak i¢in M-metrik
uzaylarmn topolojik yapist géz oniinde bulundurularak elde edilen sonuglarin tek degerli
sabit nokta sonuglarini igerecek sekilde karma kiime degerli doniisiimler g6z Oniine

alinmistir.

Biz bu tez ¢alismasinda gilincel kavramlar literatiirde var olan ¢aligmalar1 genisletecek
sekilde ele aldik. Bu g¢alismanin devami olarak Ciric tarafindan tanimlanan biiziilme
yardimiyla M-metrik uzaylar iizerinde kiime degerli doniisiimler i¢in daha kapsamli sabit

nokta sonuclari elde edilebilir.
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