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0z

KOPULA-GARCH MODELI iLE HiSSE GETIRILERININ TAHMINIi VE
BiST30 UZERINE BiR UYGULAMA

Cemile OZGUR

Bu tez ¢aligmasinda, finansal varlik getirilerinin zamanla degisen ve kiimelenen
oynaklik gibi 6zelliklerini dikkate alan Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen
Varyans (GARCH) siirecleri ile birlikte getiriler arasindaki ¢ok degiskenli dogrusal
olmayan  birlikte hareketi de modelleyebilen kopula fonksiyonlarinin
kombinasyonuyla olusturulan kopula-GARCH modeli, BIST30 Endeksi’nde islem
goren hisse getirilerinin modellenmesi ve getiriler arasi ¢ok degiskenli bagimlilik
yapilarinin da goz oniinde bulundurularak getiri tanminlerinin elde edilmesi amaciyla
kullanilmigtir. Eliptik ve Karigim kopulalara dayali kopula-GARCH modellerinden
elde edilen getiriler dncelikle Global Minimum Varyans, Teget Portfoyii ve Global
Minimum CVaR optimizasyonlarinda kullanilarak  olusturulan  portfoylerin
performansi esit agirlikli portfoy ve tarithsel verilerin kullanilmasiyla olusturulan
portfoyler gibi daha klasik yontemlerle karsilastirilmigtir. Kopula-GARCH
modelinden elde edilen getirilerin portfoy dagilim problemlerinde kullanilmasina
yonelik aragtirmay1 takiben, Eliptik ve Diizenli Asma kopula-GARCH modellerinin,
Riske Maruz Deger ve Beklenen Kay1p gibi portfoy kuyruk riskini tahmin performansi
cesitli Geriye Déniik Test prosediirlerinin uygulanmasi ile arastirilmistir. Ilki optimal
portfoy dagiliminin belirlenmesi ikincisi ise portfoy riskinin tahmini olmak tizere iki
farkli alandaki arastirma bulgularina gore, sadece tek degiskenli serilere ait 6zellikleri
degil seriler arasi ¢esitli bagimlilik tiirlerini de dikkate alan kopula-GARCH
modellerinin bu alanlardaki uygulamalari olumlu sonuglanmistir. Diger yontemlerle
karsilastirildiginda her iki alanda da en iyi ilk iki performansi gosteren modeller, alt
ve st kuyruk bagimliligina sahip kopulalara dayali Diizenli Asma kopula-GARCH,
Student t kopula-GARCH veya Karisim kopula-GARCH modellerinden biri olmustur.

Anahtar Kelimeler: Kopula Teorisi, GARCH, Riske Maruz Deger, Beklenen
Kayip, Portfoy Optimizasyonu



ABSTRACT

FORECASTING STOCK RETURNS WITH COPULA-GARCH MODEL
AND AN APPLICATION ON BIST30

Cemile OZGUR

In this thesis, copula-GARCH model, which is a combination of univariate
Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity (GARCH) processes
that take into account changing volatility / volatility clustering properties of financial
asset returns and copula functions that are able to model multivariate nonlinear co-
movement of returns, is employed to model stock returns listed in BIST30 Index and
to obtain return forecasts by also taking into account multivariate dependence structure
between the returns. Obtained returns from Elliptical and Mixed copula-based
GARCH models are first employed in Global Minimum Variance, Tangency Portfolio
and Global Minimum CVaR portfolio optimizations and performance of the
constructed optimal portfolios are compared with the more traditional methods such
as the equally weighted portfolio and an optimal portfolio constructed from historical
data. Following the research on the application of returns obtained from copula-
GARCH model in portfolio allocation problems, portfolio tail risk such as Value at
Risk and Expected Shortfall forecasting performance of Elliptical and Regular Vine
copula-GARCH models are evaluated by employing various backtesting procedures.
According to the research results obtained first in optimal portfolio allocation and
second in portfolio tail risk forecasting tasks, copula-GARCH models that take into
account not only series specific properties but also various dependence types between
the series performed well in both tasks. Especially, the ones employing copula
functions that are able to model lower and upper tail dependencies are ranked at the
top two best models which are either R-vine copula-GARCH and Student t copula-
GARCH or mixed copula-GARCH and Student t copula-GARCH models.

Keywords: Copula Theory, GARCH, Value at Risk, Expected Shortfall, Portfolio

Optimization



ONSOZ

Giliniimiiz piyasa kosullarinda, finansal varlik getirilerinin bir¢ok modelin
temelinde bulunan c¢oklu normal dagilim ve sabit momentlere sahip olma gibi
varsayimlara uygun davrandigini sdylemek miimkiin olmamaktadir. Ozellikle, artan
finansal piyasalar arasi etkilesim ve Ongoriilemeyen risklerin varliginda, getiri
serilerini modellemeye iligskin zorluklarin yaninda birden ¢ok finansal varlig1 igeren
portfoylerin tagidigi yukar1 yonlii potansiyel ile asagi yonlii kayip riskinin dogru
belirlenebilmesi ayr1 bir 6nem arz etmektedir. Nitekim, Son ¢eyrek ylizyil igerisinde
yasanan finansal krizler ile birlikte gozlemlenen finansal varlik getirilerinin artan
birlikte hareket etme egilimleri nedeniyle ortaya ¢ikan portfoy kayiplarinin biiytikliigii

bunun en iyi gostergelerinden biridir.

Bu nedenle, gergek piyasa kosullar1 altinda gézlemlenen tek degiskenli finansal
getiri serilerine ait bigimlendirilmis gerceklerle birlikte seriler arasi ¢ok degiskenli
birlikte hareketi de goz 6niinde bulunduran kopula-GARCH modelinin, BiST30
Endeksi’nde islem goren belirli hisselerin getiri tahminlerinin elde edilmesi amaciyla
kullanilarak modelin bu hisselerle olusturulan portfoylerin risk tahmin performansi ile
minimum riskli ve risk bagina elde edilen getiriyi maksimize eden optimal portfoylerin
performansina katkisinin degerlendirilmesi amacglanmistir. Boylece, tek degiskenli
getiri serileri ile birlikte ¢ok degiskenli portfoy dagiliminin yukari yonli (sag ug
gozlemleri ile) potansiyeli ile birlikte agagi yonlii potansiyelinin (sol u¢ gézlemler) de

calisma kapsaminda degerlendirilmesi amaglanmistir.

Oncelikle, bu tezin hazirlanmasi esnasinda destegini benden esirgemeyen ve sabirla
her soruma cevap veren tez danismanim Prof. Dr. Vedat SARIKOVANLIK’a
tesekkiirii bir borg bilirim. Ayrica, degerli zamanlarini bu tezi izleme ve degerlendirme
siireclerinde yer alarak kullanan tez izleme jiirisindeki Prof. Dr. Kamil Ahmet KOSE
ve Dog¢. Dr. Murat AKKAYA hocalarima emeklerinden dolay:1 tesekkiir ederim.
Bununla birlikte, tez teslimi Oncesinde yapilan tez sunumlarinda ve doktora
derslerimiz siiresince de emegi gegen Finans Anabilim Dali’ndaki tiim hocalarima

ayrica tesekkiir ederim.



Bu tez calismasi kapsaminda kullanilan BIST30 Endeksi’nde islem géren hisselerin
giinliik fiyat verilerine ulasmami saglayan BORSA Istanbul A.S.’ye verilerden dolay1

tesekkiir etmek isterim.

Sadece bu tez ¢alismasinda degil hayatimin her noktasinda emegi olan aileme ve
daha da Onemlisi hicbir kosulda destegini esirgemeyerek benimle her yolculuga

¢ikmaya hazir olan anneme ayrica ¢ok tesekkiir ederim.

Cemile OZGUR

[stanbul, 2022



ICINDEKILER

O Z oottt ettt ettt et arenas i
ABSTRACT ..ottt s sttt sttt ettt s st a s s ssnsn s s s iii
(001510 Y/ /200U iv
ICINDEKILER .......ooooieoeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt Vi
TABLOLAR LISTESI..........cooiitiiiiececeeeceeeeee et xiii
SEKILLER LISTESI.........ooiiitiiiiece ettt sn st Xiv
SEMBOLLER LISTESI ..........cooiiiiiiiieece e XVii
KISALTMALAR LISTESI .......oooiiiiiiiieeceeeece e xviii
GIRIS ... A 4 & S . .............. 1
BiRINCI BOLUM

FINANS ALANINDA ZAMAN SERILERININ MODELLENMESI

1.1 Stokastik STregler ..o 6
Lo1oT TANIIM oo 7
1.1.2 Stokastik Siireglerin Siiflandirilmast..........cocccvevviiiiiiiiiii e, 7

1.2 ZamMan SEITlEIT....c.ccviiiiiiii e 11
1.2.1 DoZrusal SUIECIET........ooiiiiiieiiciiee e 13
1.2.2 DUIaZanliK........ccooiiiiiiiiiiieiiicie e 14
1.2.3 Beyaz GUITIHE STIECT ...covviieiiiieiiiieiiee e 15
1.2.4 Giiglii ve Zayif BagimliliK ........ccoooiiiiiiii 18

1.3 Tek Degiskenli Dogrusal Zaman Serisi Modelleri .................c.cocoeviiiiinnnn. 18
1.3.1 Hareketli Ortalama SUreCleri.......cccovuiveiiiiiiiei i 19

Vi



1.3.2 Otoregresif (Ozbaglanimli) SUIECler.........oovvivrvivivieirieieieeieeeeeeeeeeseeesens 20

1.3.3 Otoregresif Hareketli Ortalama SUrecleri .........coooovvvvriiiineeiiciiniceee 21
1.3.4 Otoregresif Entegre Hareketli Ortalama Stiregleri........c.cocvviviiiiiiiniinnnnne, 21

1.4 Tek Degiskenli Otoregresif Kosullu Degisen Varyans Modelleri.................. 23
1.4.1 Otoregresif Kosullu Degisen Varyans ...........cccoceviieiiiiienieniiene e 24
1.4.2 Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen Varyans.........c.ccccooeviveeninnns 24
1.4.3 Tek Degiskenli Asimetrik GARCH Modelleri ..........cccocooviiiiiiiiieee, 25
1.4.3.1 GIR-GARCH MOUEII......cciiiiiiiiiiiescscsesee e 26

1.4.3.2 TGARCH MOGEli......ccooiiiiiiiiiice e, 26

1.4.3.3 APARCH MOCEI ...cviviiiiiiiciiiiiieie e 27

1.4.3. 4 EGARCH MOGEli......cccoiiiiiiiiiice e, 27

1.5 Cok Degiskenli Otoregresif Kosullu Degisen Varyans Modelleri.................. 28
1.5.1 VEC-GARCH MOUEII.....cooiiiiiiiieii i 28
1.5.2 BEKK-GARCH MOGEli ....ccviiiiiiiiieieseiecseee s 30
1.5.3 CCC-GARCH MOUEIH.....cuiiiiiiiiiieieiese s 30
1.5.4 DCC-GARCH MOEli......ooiiiiiiiiiiiiecce s 31

IKINCI BOLUM

KOPULA FONKSIYONLARI, OZELLIKLERI VE TAHMIN

2.1 Bagimhihigin Modellenmesi ve Kopulalar...................cccoooi, 34
2.2 Temel Matematiksel TanImIar...............cccoooiiriiiiiniiie e 35
2.3 Kopula Fonksiyonlar ..............cccoiiiiiiiiiii e 37

2.3.1 1ki Boyutlu KOPUIALAT ........cvovvveveieececieeceeeeeeeeeeeeeee s 38

vii



2.3.2 Cok Boyutlu Kopulalar ...........ccoceiiiiiiiiiiiiciccee e 39

2.3.3 Bagimsizlik Kopulasi ile Fréchet-Hoeffding Sinirlart...........cccoevvveennnnne, 41
2.3.4 Yasam Kopulalart.........ccccociiiiiiiiiiiiiie e 42

2.4 KOPUIA ATIEIEIT ..o 43
2.4.1 Eliptik KOPUIA ATIESH ..ot 43
2.4.2 Arsimedyen Kopula AileSi.........ccovviiiiiiiiiiiiiiciicee e 47
2.4.2.1 Tanim ve OZellKIET..........cccevevrieeeeieiieeeeeeee e, 48

2.4.2.2 Cok Boyutlu Arsimedyen Kopula...........cccooveiiiiiiiiiiiiiiiceee, 52

2.5 Karisim Kopulalar ... 53
2.6 Kopula Tahmin Yontemleri.............c.ccccoiiiiiiiicce e 54
2.6.1 Parametrik Tahmin YoOntemleri........cccocoveiiiiiiiiiiiiiicc e 55
2.6.1.1 En Cok Olabilirlik (MLE).......ccccoiiiiiiiieiieeee e 55

2.6.1.2 Marjinallere iliskin Cikarsama Fonksiyonlar1 Yéntemi (IFM)......... 56

2.6.2 Yari-Parametrik Tahmin YOntemleri........ccocoveiiiiiieiiiiiiesiccee e 57
2.6.2.1 Momentler YONTEMI ......cccuveeiiiieiiiieiiie et 57

2.6.2.2 Pso6do En Cok Olabilirlik Yontemi (PMLE)........ccccccoiiiiiiiiiinee 58

2.6.3 Parametrik Olmayan Tahmin Yontemleri..........cccoooveriiiiieniiinicne e 60
2.6.3.1 AMPIriK KOPUIA ....coooiiiiicce e 60

2.6.3.2 Kernel Kopula TahmiNCISi .......cocoiiiiiiiiiiiieiee e 61

viii



UCUNCU BOLUM
ASMA (VINE) KOPULALAR

3.1 ikili Kopula Yapilars (PCC)..........cccoviviiiieieeeiereseseeses s eses s ssen e,
3.2 Diizenli Asma (Regular Vine) ............ccocceiiiiiiiiiii e
3.2.1 Diizenli AsSma TUITETT......coiviiiiiiiiiiie e
3.2.2 Diizenli Asma Kopula.........ccooveiiiiiiiieicieceeeee e

3.3 R-vine Yapisimin Belirlenmesi ve Tahmin ..............c.c.ccoooiiiiii,
3.3.1 R-vine AZa¢ YapiSININ SECIMI....ueeruririieeririaieesiieeieesireereesieesseeesieesneesseens
3.3.1.1 Yukaridan Asagiya Ardigik Segim Stratejisi .......cccovevererriveerivennnnne

3.3.1.2 Asagidan Yukari Ardisik Secim Stratejisi .......ccccoeervververiieninenninnne

3.3.2 Kopula Ailelerinin SEGIMI ......cveiverireiiieiiieciie st
3.3.3 Parametre TaNMINI .......ccooviiiiiiiic s

DORDUNCU BOLUM
BAGIMLILIK YAPILARI VE BAGIMLILIK OLCULERI

4.1 BagimhliK Yapulari............cooooiiiiiii e
A1 L UYUMIUIUK Lot
4.1.2 Bolge (Quadrant) Bagimlilig1 ......ccccooeviiiiiiiiiiiiii e
4.1.3 Kuyruk Bagimlili@1 ......ooovviiiiiie e

4.2 BagimBlIK OIGHICT T .............ovovcveiieeieieceeeeeceeee e
4.2.1 Dogrusal (Pearson) Korelasyon Katsayist ........ccccovcvvviiiieiiiiniiiiesiiee e
4.2.2 S11a KOTlaSYONU......ccviiiiiiiiiiiiii et

A.2.2. 1. KENAAH TAU ..o



4.2.2.2. Sperman Sira KorelasyonU..........cccovvviriiiiniiieiniie s sies s 91
BESINCI BOLUM

MARKOWITZ ORTALAMA-VARYANS MODELI, PORTFOY RMD VE
BEKLENEN KAYIP iLE PORTFOY PERFORMANS OLCUTLERI

5.1 Ortalama-Varyans Modeli ... 94
5.1.1 Ortalama-Varyans OptimiZaSyOnU............ccccccerveereerieseeseeieseesie e sreennens 95
5.1.2 Optimal Portfoyiin Belirlenmesi ...........cccoveriiiiiiiiiiiieiieseeee e 100
5.1.3 Risksiz Bir Varlig1 Igeren Risk-Etkin Portfoyler........cccoceevovccrererrnnnnnne, 101
5.1.4 Ortalama-Varyans Modeline Yoneltilen Elestiriler ........c.ccoovvivenviinnnnn, 103

5.2 Yan-Varyans, Riske Maruz Deger ve Beklenen Kayip...............c..cccocoe. 104
5.2.1 Yart-VarYanS ......couieiiiiiieiiie ettt et 104
5.2.2 Riske Maruz DEZEr .........cooiviiiiiiiiiieec s 105

5.2.2.1 RMD Hesaplama Yontemleri..........ccoocvvvviiiiiiiiiiiiiiiieiecseees 107
5.2.2.1.1 Varyans-Kovaryans (Delta-Normal) Yontemi...........cc.ccveee. 107
5.2.2.1.2 Delta-Gamma YONtemi .......ccervereriienieiiniesee e see e 109
5.2.2.1.3 Tarihsel SIMUIASYON........ccveiiiiiieiiireee e 110
5.2.2.1.4 Monte Carlo SImilasyonu ...........cccceevveiiniiniiiniiiiece 111

5.2.2.2 RMD Geriye DOniik Testler.........ccoooviiiiiiiiiiiiiic e 112

5.2.3 Beklenen KayIp ......ooceoiiiiiiiiiiiice e 115
5.2.3.1 Optimizasyon Problemi........cccccvcveiveieiiieiiere e 117
5.2.3.2 BK Geriye DOniik Testler .........cccevviriiiiiiiiiiiiie e 118



5.4 Portfoy Performans OICHtIEri ...................cccoovveveviriieeceeeee e, 120

5.4.1 Sharpe OTANL..cc..eeieiiiiiiiiieeiie ettt saee s 120

5.4.2 Treynor OIGHL ......c.cvoviveverireeieeeeeeeeeeeeeeeete et et ettt ettt ssenanas 121

5.4.3 SOTtINO OFANT.c..tiiiiiiiiiiiiiieitie ettt e bt sne e saeeeneas 121

5.4.40mMega OTaNl.....ccccviiiiiiiiiiiii i 122

5.4.5 Sharpe — Omega OTaNl.........ccveeeieiieiieriesiesieseseeee e 123

54,6 D OFaNT..ccciiiiiiiiciiie ettt 123
ALTINCI BOLUM

KOPULA-GARCH MODELI VE LITERATUR ARASTIRMASI

6.1 Kopula-GARCH MOodEeli........cccooiiiiiiiiiiie e 124
6.2 Literatiir Aragtirmuast ............oocviiiiiiiiiiiie e seee e 126
YEDINCI BOLUM

BiST30 UZERINE BiR UYGULAMA

7.1 BiIrinCi UYQUIAMA .....c.coviiiciece ettt 139
7. 1.1 VI SEU ..o 139
7.1.2 Sabit Oynaklik ve Oynaklik Kiimelenmesi..........ccccovvveiieniniiiiciinicnnn, 142
7.1.3 Tek Degiskenli Serilerin Kosullu Varyans Denklemleri ...........ccccccovenee. 143
7.1.4 Psodo-Uniform Degiskenler............cooooiiiiiiiiiiin e 144
7.1.5 Cok Boyutlu Bagimlilik Yapisinin Modellenmesi............c.ccocoovviiienn, 145
7.1.6 Portfoy Dagilimlarinin Belirlenmesi.........cccoccvvviiiieiiiiiiiiic e 146
7.1.7 AMPITTK BUIGUIAK ... 148

Xi



7.2 TKINCE UYGUIAMA ...ttt 152

T.2. 1 VEI SEU ..o 153
7.2.2 Tek Degiskenli GARCH Marjinalleri .......ccccoocvvviiiiiiiiiniiiieniie e 155
7.2.3 Diizenli Asma Kopula YapiS1 ....c.ccoeeiiiiiiiiiiiiiiecieseee e 157
7.2.4 Portfoy Getirileri ile RMD ve Beklenen Kaybin Hesaplanmasi............... 160
T.2.5 BUIQUIAT ..o 162
AT 0 11 0 PSR 164
KAYNAKGCGA ..ottt bbbttt b et st beenne e 168
L0 Z€] 01\ 1 £ 70T 181

Xii



TABLOLAR LIiSTESI

Tablo 1.1 : Stokastik SUre¢ TUILEIT......ccveiviiiieeiieciree et re e 10

Tablo 2.1 : Yaygmn Kullanima Sahip iki Boyutlu Arsimedyen Kopulalar ile Uretici
FONKSTYONIATT. ...t 50

Tablo 2.2 : Yaygin Kullanima Sahip Cok Boyutlu Arsimedyen Kopulalar............ 53

Tablo 4.1 : Eliptik ve Baz1 Arsimedyen Kopulalarm Uyumluluk Olgiileri ile
Kuyruk Bagimlilik KatSay1lari.........cocveoiiiiiiiiiiiciicieeee s 92

Tablo 7.1 : Getiri Serilerine ait Betimsel IStatiStiKIEr........covvvveveeeeeeereereereereseenns 141

Tablo 7.2 : Serilere Ozgii Kosullu Varyans Denklem Parametreleri / 19 Haziran

2013 — 30 ATAIIK 2016, .cviiieiiieiieieiiesie ettt 143
Tablo 7.3 : Portfoy Performans OIGHLIETT..........ccceevviecuiriieieeieciee e, 149
Tablo 7.4 : Hisse Kodu, Firma ve Sektor Bilgileri.........cccccovevviviiiieiieiiciieieene, 153
Tablo 7.5 : Betimsel Istatistikler / Haziran 2010 — Ocak 2012...........ccccccevrurinncne. 155
Tablo 7.6 : Tek Degiskenli GARCH Marjinalleri / Haziran 2010—Ocak 2012.....156
Tablo 7.7 : RMD Geriye Dontik Test Sonuglart...........cccoeveeveeviieienienneeieeeenee 162
Tablo 7.8 : BK Geriye Doniik Test SONUGIArT.........c.cocveveevvieiieieiicieceeeee 163

Xiii



SEKILLER LISTESI

Sekil 1.1 : Gaussian ve t4 Beyaz Giirtlti (WN) Siire¢lerinin Simiilasyonlart......... 16

Sekil 1.2 : Gaussian ve t4 Beyaz Giiriiltii Siire¢ Simiilasyonlarinin ACF ve PACF
KOTEIOZIAMIAT L. ... eeiiiiiiecii ettt eeae e e s ebeensaes 17
Sekil 1.3 : AR(1) ile MA(1) Siireglerinin ¢ = {—0.3,0.3} ve 8 = {—0.3,0.3}
Parametre SImUlasyonlari...........ccooviiiiiiiiiii 22
Sekil 1.4 : ARMA(1,1) ile ARIMA(1,1,1) Siireglerinin ¢ = {—0.3,0.3},d =

1 ve 6 = {—0.3,0.3} Parametre Simulasyonlart..........cc.ccoeveierierieieneneresieseneeesenens 23
Sekil 2.1 : Ayn1 Gamma(3,1) Marjinal Dagilimi ile Korelasyona (p=0.7) Ancak

Farkli Bagimlilik Yapilarma Sahip Iki Dagilimin 1000 Adet Rastlantisal Gozlem
Degerinin Serpilme Diyagramlari..........ccccooviiiiiiiiniiiiieeeeeceee e 35

Sekil 2.2 : Normal Kopula; a) Kendall tau = 0.3 ve b) Kendall tau = 0.7 i¢in
Serpilme ve Kopula Yogunluk Kontur Diyagramlari...........cccoceviiiiiiiiiniiiiiincnnn, 46

Sekil 2.3 : t-Kopula; a) Kendall tau = 0.3, v = 4 ve b) Kendall tau = 0.7, v = 4 igin

Serpilme ve Kontur Diyagramlari..........cccocoviiiiiiiiiiiiiie e 47
Sekil 2.4 : Arsimedyen Kopula Tiirleri (Kendall 7 = 0.7)....ccccoceiiiiiiiiiiiiien 52
Sekil 2.5 : (a) Student t kopula ile (b) Clayton - Gumbel Karigim Kopula.............. 54

Sekil 3.1 : X,Y ve Z Degiskenlerinin Agag (a) ve Asma (b) Modelleriyle

(€ (o X 1= 5 11 0} FRTTE TR 66

Sekil 3.2 : Dort Degiskenin Diizenli Asma (a) ve Asma (b) Modelleriyle

(@ 0115 100} FUTTTTTT TR 67

Sekil 3.3 : Bes Degiskenli Bir Diizenli Asma Modelinin Birlesik (a) ve Ayr1 (b)
AZac Yapilar: 11€ GOSIEIIMI.......uviiveeiiiiieeiii et 69

Sekil 3.4 : Bes Degiskenli Bir C-vine Modelinin Birlesik (a) ve Ayri (b) Agag

Yap1lart 11€ GOSTETIMI....c..eeviiiiiiieiiiieiicie e 70
Sekil 3.5 : C-vine veya D-vine Olmayan Bes Degiskenli Bir R-vine...................... 71

Xiv



Sekil 4.1 : Log-Normal Marjinal Dagilimlara Sahip Iki Rassal Degisken Icin po ve
DD GTATIGH. ittt ettt et nr e b nre e nee e 90

Sekil 5.1 : Yatirim Firsatlart Kiimesi ile Etkin Sinir.........c.ocoooviiiiiiiniiiiiinieeenne, 97

Sekil 5.2 : Farkli Etkin Portfoyler Arasindan Riskten Kag¢inan Bir Yatirimciya

Ozgii Optimal Portfoyiin Belirlenmesi..............coovovevoveveveieieiereeeeeeeeeeeeeeeeesesesesesenenans 100
Sekil 5.3 : Risksiz Bir Varlig1 Igeren Risk-Etkin Portfoyler............ccccccovverrirnnnn. 101
Sekil 5.4 : Normal Dagilim.........ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiciiceceee e 105

Sekil 5.5 : RMD Degerinin (a) Getiri Dagilimi (b) Kayip Dagilimiyla
HeSaPIANMASI......eeiiiiiiieiiie ettt 106

Sekil 5.6 : Portféy Degerinin (a) Pozitif Gamma (b) Negatif Gamma I¢in Olasilik

LD T4 11 o) ST PPN 110
Sekil 5.7 : Bir Portfoyiin Getiri Olasilik Dagilimi............coccoeeeevieiiiiiiniiecieee, 116
Sekil 5.8 : Beklenen Kayip (a) Getiri Dagilim1 (b) Kayip Dagilimiu...................... 116

Sekil 6.1 : Farkli Yontemler ile Hesaplanan Portféy RMD Degerleri (a=0.01)....129

Sekil 6.2 : Esit Agirlikli Portfoyiin Bir Giin Sonrasi I¢in Orneklem Dis1t RMD
TaRMIN DEGETIEI....c.vivviiiiiicieeee e 133

Sekil 7.1 : Hisselerin Fiyat, Getiri ve Mutlak Getiri Degerlerinin Zamanla

DIEEISIMIL .ttt 140
Sekil 7.2 : Ps6do-Uniform Degiskenlerin Serpilme Diyagramlart..............ccoueeee. 144
Sekil 7.3 : GMCVaR Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degisimi................ 150
Sekil 7.4 : GMV Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degisimi....................... 150
Sekil 7.5 : TP Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degigimi...............cc.cue...... 151
Sekil 7.6 : Hisse Getirilerinin Zamanla DeZiSimi.........cccceoveiviiiiiieninineieeienns 154

Sekil 7.7 : Normal, Student-t ve R-vine Kopulalarin Dénemsel Bazli AIC
D505 § 1S5 o PSSR 159

XV



Sekil 7.8 : Haziran 2010 — Ocak 2012 Ddnemi R-vine Kopula Yapisinin Birinci
AZAC SEVIYEST (T1).eiuiiiiiiiii et 159

XVi



P&

Poe

Ps

SEMBOLLER LISTESI

: Kopula fonksiyonu
: Kopula yogunluk fonksiyonu
: Karisim kopula
> Yasam kopulasi
: F Dagilim fonksiyonunun yogunluk fonksiyonu
: Marjinal yasam fonksiyonlar1
: Ortak yasam fonksiyonu
: Birim aralik
: [0, 1]™ Birim n kiib
: Alt kuyruk bagimlilik katsay1si
: Ust kuyruk bagimlilik katsayisi
: Fréchet-Hoeffding Ust Siniri
: Bagimsizlik kopulasi
: Pearson Korelasyon Katsayisi
. Korelasyon iist sinir1
: Korelasyon alt siniri
: Sperman sira korelasyonu
: Kendall tau
. Arsimedyen kopula {iireticisi
: R-vine agag yapisi
. Fréchet-Hoeffding Alt Sinir
: Gosterge fonksiyonu

: Determinant

Xvii



ADF
AR

ARCH

ARIMA

ARMA
BK
bkz.
CCC
CVaR
C-vine
DCC
D-vine

GARCH

GMV

GMCVaR

iid

IFM

MA

MLE

KISALTMALAR LISTESI

: Augmented Dickey-Fuller
: Autoregressive / Otoregresif

: Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity / Otoregresif

Kosullu Degisen Varyans

. Autoregressive Integrated Moving Average / Otoregresif Entegre

Hareketli Ortalama

: Autoregressive Moving Average / Otoregresif Hareketli Ortalama

: Beklenen Kayip

: Bakimiz

: Constant Conditional Correlations / Sabit Kosullu Korelasyonlar

: Conditional Value at Risk / Kosullu Riske Maruz Deger

: Canonical Vine

: Dynamic Conditional Correlations / Dinamik Kosullu Korelasyonlar
: Drawable Vine

: Generalized Auto-Regressive Conditional Heteroskedasticity /

Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen Varyans

: Global Minimum Varyans
: Global Minimum CVaR
- Independent and identically distributed / Bagimsiz ve 6zdesge dagilan

- Inference Functions for Margins / Marjinallere iliskin Cikarsama

Fonksiyonlar1

: Moving Average / Hareketli Ortalama

: Maximum Likelihood Estimation / En Cok Olabilirlik Yéntemi

Xviii



MPT
MST
ov

PCC

PMLE

RMD
R-vine
SPD
TP

WN

: Modern Portfoy Teorisi
: Maksimum Spanning Tree
: Ortalama-Varyans

: Pair-Copula Constructions / ikili Kopula Yapilart

Y ontemi

: Riske Maruz Deger

: Regular Vine / Diizenli Asma

: Sermaye Piyasalar1 Dogrusu

: Tangency Portfolio / Teget Portfoyti

: White Noise / Beyaz Giiriiltii

: Pseudo Maximum Likelihood Estimation / Psédo En Cok Olabilirlik

XiX



GIRiS

Son ¢eyrek ylizyil igerisinde artan finansal piyasalar arasi etkilesim ve yasanan
finansal krizler, akademik arastirmacilar ile birlikte piyasa katilimcilarinin, Markowitz
(1952)’in portfoy secimi yaklasimina, Ozellikle de minimum varyans portfoyiine
yonelik ilgisini arttirmistir. Bu ilginin temelinde, finansal ¢alkanti donemlerinde
finansal varliklarin Ongoriilenin ¢ok iizerinde gergeklesen birlikte hareket etme
egilimleri ve volatilite degerleri nedeni ile portfoylerin maruz kaldigi risklerin

biiylikliigii yer almaktadir.

Cok sayidaki giincel ¢alisma, finansal varlik fiyat ve getirilerinin klasik finans
teorisinin temelinde yer alan Gauss yaklagimina uygun davranmadiklarimi ve bu
yaklagimi asabilen istatistiksel modellerin gerekliligini ortaya koymustur. Bununla
beraber, asir1 (ug¢ ya da ekstrem) risklerin varligi, Markowitz (1952)’in Ortalama-
Varyans yaklagiminda yer alan standart risklerin ¢esitlendirme yolu ile azaltilmasina
benzer bir sekilde bu risklerin de ¢esitlendirme ile azaltilip azaltilamayacagi sorusunu
glindeme getirmistir. Asir1 risklerin varligir ve portfdy cesitlendirmesi ile ortadan
kaldirilamamalar1 durumunda, bu risklere maruziyeti en aza indirebilecek portfoylerin
olusturulmasi1 gerekmektedir. Bu nedenle portfoy yonetimi, finansal varlik getirilerine
ait dagilimlarin 1yi bir sekilde incelenmesini, varliklarin bireysel riskleri ile toplu ya
da birlikte portfoyde yer almalari durumunda ortaya ¢ikan riskin diizeyi ve varliklar

arast bagimliligin dogru bir sekilde tanimlanmasini gerekli kilmaktadir.

Finansal piyasalarda islem géren herhangi bir finansal varliga yonelik fiyat, getiri
ve/veya risk tahmininde bulunabilme, iyi bir tahmin yonteminin yani, gergek piyasa
kosullar1 altinda ilgi konusu finansal varligin davranisini ve bu varligi etkileyen diger
finansal varliklar ile etmenlerin birbirleriyle olan iliskilerini en iyi ag¢iklayabilen

yontemin se¢imine baglidir.

Campbell ve  MacKinlay (1997) ile McNeil vd. (2005) c¢alismalarinda,
“bicimlendirilmis gercekler” (“stylized facts”) seklinde adlandirilan finansal piyasa

verilerinin tipik 6zelliklerini inceleyerek 6zetlemislerdir. Gézlemlenen finansal piyasa



verilerinden tek degiskenli serilere ait bi¢imlendirilmis gercekler asagidaki gibi

Ozetlenmistir (Pfaff, 2016: 29):

o Getirilere ait zaman serileri, 6zellikle giinliik getiri serileri, genellikle bagimsiz
ve 6zdesce dagilma (iid) 6zelligine sahip degillerdir.

o Getirilerin, zamana bagli volatilite siirecleri sabit degildir.

o Mutlak degeri veya karesi alinmis getiriler arasindaki otokorelasyon oldukca
yiiksektir.

o Normal dagilim ile karsilastirildiginda, finansal piyasa getirilerine ait dagilimlar
beklenenden basik ve ug olay gozlemlenme olasilig1 daha yiiksektir.

o Ug¢ olaylar zaman igerisinde birbirine yakin gozlemlenir (volatilite
kiimelenmesi).

o Getiri dagilimlar1 sola yatik, yani pozitif getirilere oranla negatif getirilerin

gbzlemlenme olasilig1 daha yiiksektir.

Birden fazla finansal varlik ile olusturulan ya da olusturulabilecek bir portfdyiin
mevcut olmasi durumunda ise ¢ok degiskenli getiri serilerine ait 6zelliklerin taninmasi

onemlidir. Cok degiskenli serilere ait bigimlendirilmis gergekler ise:

o Getiri serilerine ait ¢apraz korelasyonlarin mutlak degerleri daha az belirgin
iken, en giicliileri genellikle eszamanli korelasyonlardir.

o Bunun tersine, mutlak degeri veya karesi alinmig getirilerin yliksek capraz
korelasyon degerlerine sahip olduklar1 gozlemlenmistir.

o Eszamanl korelasyonlarin zaman igerisinde sabit olmadiklar1 gézlemlenmistir.

o Bir getiri serisindeki u¢ gozlemleri, genellikle diger getiri serisindeki ug

gbzlemler eslik etmektedir.

Markowitz (1952)’in ortaya koydugu Ortalama-Varyans (OV) Modeli’nin
temelinde yer alan hisse getirilerinin ¢coklu normal dagilim gostermesi ve gecmis getiri
verilerine dayali zamanla degismeyen volatilite varsayimi1 goriildigli iizere gergek
bulgularla ortiismemektedir. Bir¢ok ulusal ve uluslararasi aragtirma, hisse getirilerine

ait volatilitenin zamanla degisme ve kiimelenme 6zelligi gosterdigini tespit etmistir.



Bununla beraber, bir¢ok modelin temelinde yer alan varlik getirilerinin bagimsiz ve
0zdesce dagilma (iid) ozelligine yonelik varsayimlar da gergek piyasa bulgulart ile
uyusmamaktadir. Ozellikle finansal sikint1 donemlerinde finansal varlik getirilerinin
birlikte hareket etme egilimlerinin arttigi gézlemlenmistir. Bununla beraber normal
dagilim, getirilerin biiyiilk ¢ogunlugunun ortalamaya yakin bir sekilde dagilim
gosterdigi ve ortalamadan uzakta yer alan kuyruk kismindaki degerlerin nadir
gbzlemlendigi varsayimlarina sahiptir. Bu nedenle, o6zellikle finansal sikinti
dénemlerinde gozlemlenen ug (asir1) degerler bu varsayim altinda g6z ardi edilerek

gercekte alinan risklerin biiyiikliigli dogru bir sekilde ortaya konamamaktadir.

Daha da 6nemlisi, portfoy riskinin en aza indirgenmesi amaci ile varlik se¢iminin
temelinde yer alan ve farkli finansal piyasa kosullar1 altinda birlikte hareket etme
egilimleri zit ya da mevcut olmayan varliklarin portfdye alinmasi yolu ile saglanan
cesitlendirme etkisi ancak ve ancak varlik getirileri arasindaki bagimliligin dogru
modellenmesi ve Olgiilmesi ile miimkiin olacaktir. OV Modelinde varliklar arasi
bagimliligin 6l¢limlenmesi amactyla dogrusal korelasyon istatistigi kullanilmakta olup
ol¢iit, getirilerin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip olma varsayimini biinyesinde
barindiran dogrusal bir bagimlilik 6l¢iisiidiir. Yukarida da ifade edildigi iizere, finansal
varlik getirileri cogu zaman ¢oklu normal dagilima sahip olmamakla birlikte varliklar
arast bagimlilik yapisinin dogrusal olmamasi durumunda da dogrusal korelasyon

katsay1s1 varliklar aras1 bagimliligin uygun bir 6l¢iisii olmayacaktir.

Dolayisi ile bu tez ¢alismasi kapsaminda, bir portfoyli olusturan tek degiskenli
finansal varlik getiri dagilimlarina ait tipik Ozellikler ile birlikte varlik getirileri
arasindaki bagimlilik yapilarmin dogrusal olmama ve zamanla degisme o6zelliklerini
de g6z Oniinde bulunduran bir yontemin, varlik getirilerinin tahmini amaciyla
kullanilarak yontemden elde edilen getirilerin portfoy risk tahminleri ile optimal
portfoy dagilimlarinin belirlenmesi alanlarindaki performansinin tarihsel verilere

dayali klasik yontemlerle karsilastirilmast amaglanmaistir.

Bu nedenle, BIST 30 Endeksi’ne iiye hisse senetlerinden bir portfdy olusturulmasi
ve olusturulan bu portféyde yer alan hisselerin giinliik getiri serileri arasindaki

bagimlilik yapilarinin dogrusal korelasyon katsayisinin daha iyi bir alternatifi olarak
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gelistirilen “kopula” (Sklar, 1959) fonksiyonlarinin kullanilmasi yolu ile 6zellikle
getirilerin ug¢ degerler aldig1 donemlerde (getiri dagilimlarinin sag ya da sol kuyruk
bolgelerinde yer alan degerleri ifade eden getirilerde biiylik oranli yiikselis ya da
distisler gozlemlendiginde) hisselerin artan birlikte hareket etme egilimlerinin de

modellenebilmesi amaglanmistir.

Mikosch (2006)’un da belirttigi gibi normal olmayan bir diinyada normal dagilimin
yerini alabilecek basit bir alternatif yoktur. Ozellikle, portfdy se¢imi icin
kullanilabilecek farkli marjinal dagilimlara (farkli kuyruk davraniglarini da kapsayan)
ve sadece kovaryanslara dayanmayan bagimlilik yapilarina sahip ¢ok degiskenli
modellere ihtiyag vardir. Iyi bilinen ¢ok degiskenli dagilimlarin ¢ogu, farkh
kisimlardaki farkli kuyruk davranisina izin verebilecek derecede esnek degildir.
Kopula fonksiyonlarinin, esnek marjinallere sahip her tiirli dagilimi tiretebilmesi
nedeni ile bahsedilen zorluklarin iistesinden gelme amaci ile kullanilabilecek dogru
araglar oldugu sdylenebilir. Aslinda kopulalar, rassal degiskenlere ait bireysel marjinal
dagilimlarm, degiskenler arasi  bagimlilik  yapilarmim  modellenmesinde
kullanilmamast ya da ayristirilmast yolu ile degiskenlerin bagimlilik yapilarinin daha

acik bir sekilde modellenmesini saglayan bagimlilik fonksiyonlaridir.

Hisse senedi getirilerinin bagimlilik yapilarinin yaninda, getirilerin zaman iginde
degisen ve kiimelenen volatilite gosterme Ozelliklerini de géz oniinde bulunduran
GARCH modeli ile birlikte olugturulan Kopula-GARCH modeli getirilerin bir sonraki
donem degerlerinin tahmini amaciyla kullanilacaktir. Kopula-GARCH modeli ile elde
edilen getiri serileri, onceki paragraflarda agiklanan ve seriler arasi ¢ok degiskenli
bagimliligin mevcut dogrusal yontemlerle modellenememesi ile iliskili maruz kalinan
portfoy risklerinin tahmini ve minimum riskli portfdyler ile Teget portfoyiiniin
belirlenmesi gibi farkli alanlarda kullanilarak modelin performansi tarihsel verilere

dayali klasik yontemlerle karsilastirilacaktir.

Bu c¢alismanin izleyen ilk bes bdoliimiinde, finans alaninda zaman serilerinin
modellenmesi, kopula fonksiyonlarinin tanimi, o&zellikleri, tiirleri ve tahmin
yontemleri gibi aragtirma konusunun temel alt yapisini olusturan teorik boliimlere yer

verilmistir. Altinci1 boliimde ise kopula-GARCH modelinin tanimi ile modelin finans
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alanindaki uygulamalarina yonelik literatiir arastirmasi yer almaktadir. Yedinci
boliimde, kopula-GARCH modelinden hisse getirilerinin elde edilmesini takiben
modelin, ilki optimal portfdy dagilimi ikincisi ise risk yonetimi olmak iizere BIST30
tizerine iki temel alandaki uygulamasina yer verilmistir. Tezin sonuncu boliimiinde,
aragtirma bulgular1 6zetlenerek tez konusu ile ilgili genel bir degerlendirmeye yer

verilmigtir.



BIiRINCI BOLUM
FINANS ALANINDA ZAMAN SERILERININ MODELLENMESI

1.1 Stokastik Siirecler

“Stokastik” kelimesinin kokeni, hedeflemek, tahmin etmek anlamina gelen
Yunanca stokhazesthai sézciigiine dayanmaktadir (Dobrow, 2016: 1). Sonuglarin veya
durumlarin tam olarak Ongoriilebildigi deterministik siireclerin aksine stokastik
stiregler ongoriilemez ya da rassal bir yapiya sahiptirler. Ampirik gézlemlerdeki
rassallik bilinmeyen ya da eksik bilgi ile yakindan iliskili olup bdyle durumlarda
olasilik teorisinden yararlanilmaktadir. Bu nedenle, stokastik siiregleri igeren
istatistiksel tahmin modelleri kesin sonuglar yerine olasi farkli sonuglarin goriilme
olasiliklarin1 ortaya koyarlar. Bir diger ifade ile stokastik siireclere ait dinamikler
rassal degiskenler ve olasilik dagilimlari ile tanimlanirlar. Stokastik siireglere ait
rassalligin modellenmesi amaciyla Poisson, binom ve normal dagilimlarin kullanimi

geleneksel yontemler arasinda yer almaktadir (Lindsey, 2004: 6).

Bir X rassal degiskeni, T: X = X(t), t € T setinde degerler aldig1 varsayilan bir t
degiskenine bagli olmak tizere, {X(t),t € T} rassal degiskenler ailesi “parametre
uzayr” T ve “durum uzay1” Z olan bir stokastik siire¢ olarak adlandirilmaktadir.
Stokastik siirecin bagli oldugu t degiskeni zaman ise, X (t): t zamanindaki rassal bir X
degiskenini, T: tiim gozlemlere ait zaman araligini ve Z: X(t) rassal degiskeninin t €

T icin alabilecegi tiim degerlerin setini ifade etmektedirler.

T’nin sonlu veya sayilabilir sonsuz bir set olmas1 durumunda {X(t), t € T} siireci,
“kesikli zamanda bir stokastik siire¢” veya “kesik-zamanli stokastik siire¢” olarak
adlandirilmakla birlikte siirecin gosterimi {X;, X5, ...} rassal degiskenlerin bir dizisi
seklinde yapilabilir. T nin bir aralik olmas1 durumunda ise X (t), “siirekli zamanda bir

stokastik siire¢” veya bir “siirekli-zamanli stokastik siirectir”.

Bununla birlikte, bir {X(t),t € T} stokastik siirecine ait durum uzay1 Z’nin sonlu

veya sayilabilir sonsuz bir setten olusmasi durumunda siirecin Kkesikli oldugu



sOylenmektedir. Z’nin bir aralik olmasi durumunda ise siirecin siirekli oldugu
sOylenmektedir. Bir diger ifade ile, zaman i¢inde siralanan rassal X degiskenlerinden
olusan bir siire¢ degiskenin kesikli olmasi durumunda X; seklinde gosterimi yapilan
kesikli bir stokastik siirectir. X degiskeni siirekli ise siire¢ X(t) seklinde gosterimi
yapilan siirekli bir siiregtir. Dolayisi ile bir {X(t),t € T} siireci, kesikli zamanda
kesikli bir stokastik siire¢ olabilecegi gibi siirekli zamanda kesikli bir stokastik siire¢

de olabilir (Beichelt, 2016: 224).
1.1.1 Tanim
F;(x), su ana dek bahsedilen X (t) siirecinin dagilim fonksiyonu olsun:
Fi(x) =PX(t) <x),teT. (1.1)

{F.(x),t € T} tek boyutlu dagilim fonksiyonu aileleri, ayn1 zamanda {X(t),t €
T} nin tek boyutlu olasilik dagilimlaridir. Ancak, istatistiksel bagimlilik agisindan tek

boyutlu dagilim fonksiyonu aileleri stokastik bir slireci tam olarak tanimlayamazlar.

{X(t),t € T} stokastik siirecinin tam olarak tanimlanabilmesi igin; her bir n =
1,2,..., pozitif tam degeri i¢in tim n’li {ty,t,,...,t,}, t; € T setinin ve tim
{x1,%5,...,x,}, x; € Z vektorleri i¢in (X(tl),X(tz), ...X(tn)) rassal vektoriine ait

ortak dagilim fonksiyonunun bilinmesi gereklidir (Beichelt, 2016: 225):
Ftl,tz,...,tn(xlixZ' 'xn) = P(X(tl) < xlﬂx(tZ) < X2y oo 'X(tn) < xn) (12)

Esitlik 1.2 ile stokastik siirecin olasilik dagilimi, ortak dagilim fonksiyonlarinin seti

ile biitiiniiyle tanimlanmigtir.
1.1.2 Stokastik Siirec¢lerin Simiflandirilmasi

Stokastik siirecler, siirecin zaman i¢indeki bagimliligi, ayrik zaman araliklarindaki
gelisimlerinin istatistiksel bagimlilik 6zellikleri ve bir silirecin gegmis veya anlik
durumunun siirecin gelecek gelisimine etkisi dikkate alinarak siniflandirilirlar. Bir

diger ifade ile stokastik siirecler ve olasilik yapilari, olasilik varsayimlarinda yer alan



a) bagimlilik, b) dagilim ve c) homojenlik temel kategorileri ile iliskilendirilerek

karsilastirilir ve/veya siniflandirilirlar.

Giiclii  Duragan Stokastik Siirecler: Bir {X(t),t € T} stokastik siirecinin

(X (t1),X(ty),...X (tn)) rassal dagilim vektoriine ait ortak dagilim fonksiyonunun;
timn = 1, 2,..., pozitif degerleri ve herhangi bir T degeri i¢in {ty, t,,...,t, }, t; € Tile
ti+ T€T; i=1 2,..,n setleri ve tim {x,, x,,...,x,} vektorleri i¢in Esitlik 1.3’te
yer alan Ozelligi saglamasi durumunda siirecin “gii¢lii (kesin) duragan™ oldugu

sOylenir.

Ftl,tz,...,tn (x1; X2y weey xn) = Ft1+T,t2+T,...,tn+T (xlr X2y weey xn) (13)

Esitlik 1.3’te giiclii duragan bir stokastik siirece ait olasilik dagiliminin, mutlak
zaman atlamalar1 karsisinda degismez oldugu ve t degerinden (zamandan) bagimsiz
oldugu ifade edilmektedir, yani F;(x) = F(x), Vt € T ve x € Z’dir. Bir diger
anlatimla, herhangi bir t ve T degeri i¢in siirece ait ortak dagilim fonksiyonu da ayni

kalmaktadir.

Ikinci-Derece Stokastik Siirecler: Bir X(t) stokastik siireci, Vt € T icin

E (X 2 (t)) < oo sartin1 saglamasi1 durumunda bir “iKinci-derece siire¢” oldugu sdylenir.
Bir diger ifade ile X(t) siirecinin ikinci momentleri olan kovaryans ve varyans

fonksiyonlart mevcut olmalidir.

Zayif Duragan Stokastik Siiregler: Bir {X(t),t € T} stokastik siirecinin asagida
verilen Ozellikleri tasimasi ve ikinci-derece bir siireg olmasi durumunda ise siirecin

“zay1f duragan” oldugu sdylenmektedir.

1. E(X(®)=u, vteT
2. Var(X(®)) = a2, VteT
3. Cov(X(t),X(s)) =Cov(t), T=t—s, VSET

Ikinci-derece stokastik siire¢ olmayan giiclii duragan siireclerin mevcut olmasi
nedeni ile giiglii duragan bir stokastik siirecin ayn1 zamanda zayif duragan bir siire¢

olma gerekliligi yoktur. Ancak, ikinci-derece bir siire¢ giiclii duragan ise bu siire¢ ayni
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zamanda bir zay1f duragan stokastik siirectir. Zayif duragan siiregler, “genis anlamda
duragan”, “kovaryans duragan” veya “ikinci-derece duragan” siirecler olarak da

adlandirilmaktadirlar (Beichelt, 2016: 230-232).

Homojen Artan Stokastik Stirecler: Bir {X(t),t € T} stokastik siirecinin, rassal ve

sabit t;,t, € T i¢in X(t, + 1) — X(t; + 7) farkinm t; + T € T ve t, + T € T olmak
tizere tiim 7 degerleri igin ayn1 olasilik dagilimina sahip olmasi durumunda “homojen”

veya “duragan artan” ya da “duragan farkli” bir siire¢ oldugu sdylenmektedir.

Bir diger ifade ile, herhangi bir sabit 7:t,t + 7 € T degeri i¢in X(t, + 1) —
X(t; + 1) farkina ait olasilik dagiliminin t degerine bagli olmamasi durumunda,
{X(t),t € T} stokastik siireci homojen artislara sahiptir. Dolayisiyla, uzunluklari ayni
herhangi bir aralikta homojen farklara sahip bir stokastik siirecin zamanla gelisimi ayni
olasilik dagilimi ile yonetilir. Ancak, homojen veya duragan artanl stokastik bir

siirecin ayn1 zamanda duragan bir siire¢ olma zorunlulugu yoktur.

Bagimsiz Artan Stokastik Siirecler: Bir {X(t),t € T} stokastik siirecinin, her bir

n=2,3,... degeri ve t; <t, <...<t,, t; €T ile tim {t;,t,,...,t,} N setleri igin
X(t,) — X(ty), X(t3) — X(ty), ..., X(t,) — X(t,—,) farklarmin bagimsiz rassal
degiskenler olmasi durumunda siirecin “bagimsiz artan” oldugu sdylenir (Beichelt,

2016: 233).

Bir stokastik siirecin bagimsiz artan bir silire¢ olmasi durumunda, herhangi bir |
araligindaki siire¢ gelisiminin | araligi ile kesismeyen (ayrik) diger araliklardaki
stirecin gelisimleri lizerinde bir etkisinin olmayacagi anlamina gelir. Bunun anlamu,
bagimsiz artan bir siirece sahip olan bir hisse fiyatinin n yilinda keskin bir artig
gostermis olmasi hisse fiyatinin n+1 yilinda alacagi degerin Ongoriilebilmesinde

degersiz bir bilgi oldugudur.

Gauss Stokastik Siirecler: Bir {X(t), t € T} stokastik siireci, her bir t; < t, <...<

t,;, n=12,... ve tim {t;,ty...,t,}, t; €T olan n setleri igin
(X (t1), X(ty),.... X (tn)) rassal vektorlerinin ortak normal (Gauss) dagilima sahip

olmalar1 durumunda siire¢ bir “Gauss stokastik siirectir”.



Markov Stokastik Siirecler: Bir {X(t),t € T} stokastik siireci, t; < t; <...< t,41

ile tim {t;,t,,..., th+1}, t; €T saglayan n+1 setleri ve herhangi bir A; € Z; i =
1,2,...,n+ 1 i¢in Esitlik 1.4°1 saglamasi durumunda “Markov 6zelligine” sahiptir
(Beichelt, 2016).

P(X(tn+1) € Ans1|X(tn) € Ap, X(tno1) € Ap_q, -, X (1) € Ay)
= P(X(tns1) € An41|X(tn) € 4p) (1.4)

Esitlik 1.4’te Markov 6zelligine sahip bir siirece ait durumun ya da gelisimin,
stirecin sadece hemen bir dnceki durumuna bagli oldugu ifade edilmektedir. Bir diger
anlatimla, siirecin gelecek gelisimi (t,,41: gelecekteki bir zaman noktasi ise), siirecin
gecmisteki gelisimine bagl olmayip (t4, £y, ..., t,_1: gecmisteki zaman noktalari ise)

sadece su andaki durumuna baglidir.

Markov 0Ozelligine sahip stokastik siiregler “Markov siiregleri” olarak
adlandirilmaktadirlar. Markov siireglerinin dagilimlari ile parametre uzaylarinin her
ikisi de kesikli veya siirekli olabilme 6zelliklerine sahiptirler. Esitlik 1.4’te siras1 bir
olan bir Markov stireci verilmistir. Daha genelinde ise, siirece ait bagimliligin zamanda
kisa ve sabit bir M uzakligina yayilmasi1 durumunda siire¢ “M sirali Markov siireci”
olarak adlandirilmakta olup X (t) ve X(t — k) rassal degiskenleri k > M igin kosullu
bagimsiz olma 6zelligine sahiptirler (Lindsey, 2004: 11). Bununla birlikte, parametre
uzay1 T = [0, ) olan ve bagimsiz artan {X(t),t € T} stokastik siiregleri her zaman
Markov 6zelligine sahiptirler (Beichelt, 2016). Ayrica, herhangi bir {X(t), t € T}
stokastik siireci, parametre uzayi (T) ve durum uzayinin (Z) kesikli olup olmamasina

gore Tablo 1.1°de verildigi sekilde siniflandirilabilmektedir.

Tablo 1.1: Stokastik Siire¢ Tiirleri

T Z Stokastik Siirec
Kesikli Kesikli  Basit Rassal Yiiriyiis
Kesikli Siirekli  Normal Siireg
Strekli Kesikli  Poisson Siireci
Stuirekli Siirekli  Brownian Motion Siireci

Kaynak: Spanos (2003: 408).
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1.2 Zaman Serileri

Zaman serileri, zaman ig¢inde siralanan tesadiifi (rassal) degiskenlerin birikimi
seklinde tanimlanan birer stokastik siireci ifade ederler. Zaman serileri, siirekli veya
kesikli zamanda ve diizenli veya diizensiz goézlemlenen rassal degiskenlerden
olusabilirler. Bir diger anlatimla bir zaman serisi, zamana bagli bir stokastik siirece ait
bir gerceklesmeyi (gidim izini, 6rneklem yolunu) ortaya koyar. Bununla birlikte, bir
stokastik siire¢, bir zaman serisinin geleneksel istatistikteki ana kiitlesi ve bir zaman
serisi (gergeklesme) ise bir stokastik siirecin 6rneklemi olarak goriilebilirler (Beichelt,
2016: 237; Ruppert ve Matteson, 2015: 307).

Zaman serileri, tam olarak Ongoriilebilen deterministik 6zellikler (sabit katsayi,
trend ve mevsimsellik gibi) ile belirli bir olasilik dagilimina bagl olarak ongoriilebilen
stokastik Ozelliklere sahiptirler. Zaman serileri analizinin temel amaci trend,
mevsimsellik ve rassal etkiler gibi serilere ait 6zelliklerin belirlenmesi ve gelecege

yonelik gelisimlerinin 6ngdriilebilmesidir.

Zaman serilerine ait Ozelliklerin belirlenmesi amaciyla uygulanan geleneksel
yontemlerden birisi “zaman serisi ayrisgim yontemidir”. Bu yontem ile bir zaman
serisinin, trend (T), konjonktiirel hareketler (C), mevsimsel hareketler (S) ve diizensiz
hareketler (I) olmak tizere dort bilesenin (faktoriin) etkilerini tagidigi distiniiliir ve
zaman serisi toplamsal ya da g¢arpimsal modeller kullanilarak bu etkilerin birer

fonksiyonu seklinde yazilir (Seviiktekin ve Cinar, 2017: 49).
Xe = f(Te, Co, Se 1) (1.5)

Esitlik 1.5°te yer alan diizensiz veya rassal hareketlerin (I) yerine stokastik degisken
€ tanimlanir ve bir Xt serisinin yukarida bahsedilen dort faktdre ait etkileri tagimasi
durumunda ¢arpimsal ve toplamsal modeller sirasi ile Esitlik 1.6 ve 1.7°de verildigi

sekilde yazilabilirler.

Xt == Tt + Ct + St + Et (17)
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Bir zaman serisindeki trend (T) bileseni, seri degiskenlerinin gozlemlendigi zaman
aralig1 i¢inde serinin zamana bagl ortalama gelisimi ya da egilimini ortaya koyar.
Zaman serilerindeki uzun dénemli (2 ile 10 yil aras1 ya da daha uzun) belirli bir
diizende tekrarlayan degismeler ya da dalgalanmalar ise serilerin konjonktiirel
hareketler (C) bilesenini tanimlar. Mevsimsel hareketler (S) bileseni, konjonktiirel
hareketlere benzemekle birlikte serilerdeki tekrarlayan degisimler bir yil icerisinde
tamamlanir ve yil bazinda tekrarlanir. Dordiincii bilesen diizensiz hareketler (e),
serilerde tanimlanabilir bir seyri olmayan, yani daha dnce bahsedilen ilk {i¢ bilesenden

higbiri (T, C ve S) tarafindan tanimlanamayan rassal hareketleri ifade eder.

Su ana dek aciklanan geleneksel zaman serileri analizi, trend, konjonktiirel
hareketler ve mevsimsel hareketler sistematik bilesenlerinin stokastik hareketlerden
etkilenmedigini varsaymakta ve bu nedenle de bu {i¢ sistematik degiskenin zamana
bagli birer deterministik fonksiyon seklinde yazilabilecegini ileri siirmektedir.
Stokastik ya da rassal etkilerin temsili sadece kalintilar ya da hata terimi (€) ile
sinirlandirilmis ve terimin herhangi bir sistematik hareket icermedigi varsayilmistir.
1970 y1l1 ve sonrasinda ise geleneksel zaman serileri analizinin tamamen tanimsal olan
yaklasimi terkedilmis, bunun yerine olasilik teorisi ve matematiksel istatistigin yontem
ve sonuglari kullanilmaya baglanmistir. Geleneksel yaklagimin aksine modern zaman
serileri analizi, bir zaman serisinin farkli bilesenlerden olusma fikri yerine serilerin
tiim siireci icin genel bir stokastik modelin mevcut oldugunu yani seri bilesenlerinin
tamaminda stokastik etkilerin oldugunu varsaymaktadir. Evgenij Evgenievich Slutzky
ve George Udny Yule zaman serilerinin modellenmesinde hareketli ortalama ve
otoregresif slire¢ modellerini gelistirmisler ancak bunlarin pratikteki yaygin kullanimi
Box ve Jenkins (1970)’in bu modellerin ampirik uygulamalari igin g¢esitli stokastik
zaman serisi modelleme yontemleri gelistirmeleri ile ortaya ¢cikmistir (Kirchgéssner

vd., 2013: 3-4).

Son zamanlarda, 6zellikle de mevsimsel degisimlerin modellenebilmesi amaciyla
zaman serilerinin bilesenlerine ayrilma fikrinin devami goriilse dahi bu yaklasimda,
geleneksel yaklasima nazaran, zaman serilerine ait bilesenlerin tlimiiniin basit

stokastik siiregler ile modellenebilecegi varsayilmaktadir.
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Zaman serilerinin iyi bir sekilde taninabilmesi ve uygun tahmin modellerinin
belirlenebilmesi i¢in serilere 6zgii belirli 6zelliklerin incelenmesi gereklidir. Zaman
serilerinin yapis1 ve dolayisi ile modellenmesi, serilerin dogrusallik (dogrusal veya
dogrusal olmayan siirecler), duraganlik ve bagimlhilik (giiclii veya zayif hafizal
stirecler) gibi 6zelliklerine gore farkliliklar gdstermekte olup izleyen boliimlerde bu ve

benzeri bazi temel kavramlarin agiklamalarina yer verilmistir.
1.2.1 Dogrusal Siirecler

Bir X; zaman serisinin, asagida gosterimi verildigi sekilde ge¢mis bilgilerin
dogrusal birer kombinasyonu olarak yazilabilmesi durumunda dogrusal bir zaman

serisi oldugu soylenmektedir (Tsay, 2013: 50).
Xe=p+ 220V € (1.8)

Esitlik 1.8’in saginda yer alan u serinin ortalamasini ifade etmekle birlikte ¥y = 1
ve Yi20li| < oo’dur. X; serisinin dinamik yapisini yoneten 1; katsayilari, dogrusal

13

zaman serileri literatiirlinde X: ‘nin —agirliklar” olarak adlandirilmaktadirlar.
Esitlik 1.8°de yer alan {€,} dizisi, bagimsiz ve 6zdesge dagilan (iid) sifir ortalamali
rassal degiskenlerden olusan bir beyaz giiriiltii siirecidir. €, terimi, zaman serisine ait
t anindaki yeni bilgiyi gdstermekle birlikte, gogunlukla t anindaki yenilik (inovasyon)

ya da sok olarak adlandirilmaktadir.

X, serisinin zay1f duragan olmasi durumunda, {€,} dizisinin 6zellikleri géz 6niinde

bulundurularak seri ortalama ve varyansi izleyen seklinde elde edilebilir:
E(X) =pn, Var(X,) =02 X2, ¢? (1.9)

Esitlik 1.9°da yer alan 62 terimi, beyaz giiriiltii siirecinin (¢,) varyansini ifade etmekte
olup, Var(X,) < oo kisitina sahiptir. Dolayisiyla, i sonsuza yaklastik¢a (i — ), {y?}
dizisi de sifira yakinsayan bir dizi (17 - 0) olma 6zelligini tasimalhidir. Bu 6zellik,

duragan zaman serilerindeki giincel bilgilere nazaran, artan i degeri ile azalan bilgi/sok

etkisini (e,_;) ifade eder (Tsay, 2013: 50).
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1.2.2 Duraganhk

Bir stokastik siirece ait ger¢eklesme ya da Orneklem olarak tanimlanan zaman
serilerinin duragan olma tiir (giicli veya zayif duragan) ve kosullari, stokastik

stireglerin siniflandirilmasi esnasinda tanimlanmastir.

Bununla birlikte, zaman serileri giiclii ve/veya zayif duragan stokastik siirecler
olarak siniflandirilabilecekleri gibi, serilerindeki duraganlik tiirleri de farkli sekillerde
goriilebilmektedir. Seri gozlem degerlerine ait ortalamanin zaman i¢inde degismemesi
durumunda “ortalama duragan” serilerden bahsedilirken, gozlem degerlerine ait
varyansin zaman iginde degismemesi durumunda ise “varyans duragan” serilerden
bahsedilir.

Deterministik bir trende sahip olmayan ya da deterministik bir trendden arimndirilmig
seriler ise “trend duragan” olarak adlandirilir. Bunun yaninda, deterministik bir trende
sahip olmayan duragan-dis1 bir seri stokastik trend sahibi olabilecegi gibi, bu serinin
fark alma iglemi ile stokastik trend yapisindan arindirilmasi ile elde edilen seri “fark

duragan” olarak adlandirilmaktadir (Seviiktekin ve Cinar, 2017: 242).

Otokorelasyon (ACF) ve Kismi Otokorelasyon Fonksivonlari (PACF)

Tek degiskenli bir zaman serisindeki gézlem degerleri ile bu goézlemlerin bir veya
birden fazla gecikmeli degerleri arasindaki birlikte degisimin ya da birlikte hareketin

Olciisii otokorelasyon seklinde adlandirilir.

Seri donemsel gozlem degerleri arasinda hesaplanan otokorelasyon katsayilarinin;
herhangi bir giiven araligi i¢in (genellikle %95) belirlenen istatistiksel anlamlilik
sinirlarinin digina tagsmalar1 durumunda otokorelasyon katsayilarinin sifira esit oldugu
H, hipotezi reddedilir (Hy : p = 0, k = segilen gecikme sayisi) (Seviiktekin ve
Cinar, 2017: 270). Hesaplanan otokorelasyon katsayilarinin sifira yakinsamasi serinin

temiz dizi veya duragan oldugunu ifade eder.

Ardisik olmayan donemlerdeki seri gozlem degerleri (6rnegin: X; ile X;_, t =

1,2,...,k — 1) arasindaki otokorelasyonun hesaplanmasinda ara degerlerin (6rnegin:
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X;_41) etkisinin sabit kabul edilmesi ya da dislanmasi yolu ile kismi otokorelasyon
katsayilar1 elde edilir. Gozlem degerlerinin ardigik olmasi durumunda otokorelasyon

katsayis1 ile kismi otokorelasyon katsayisi birbirine esit olur.

Zaman serilerine ait tiim ilave gecikmeler k igin otokorelasyon ve kismi
otokorelasyon Kkatsayilarinin hesaplanmasi durumunda, serilerin otokorelasyon
fonksiyonlar1 (ACF(k)) ile kismi otokorelasyon fonksiyonlar1 (PACF(k)) elde edilir
(Seviiktekin ve Cinar, 2017: 273).

1.2.3 Beyaz Giiriiltii Siireci

Beyaz giiriiltii siireci, stokastik siireglerin siniflandirilmasi boliimiinde tanimlanan
ikinci-derece duragan stokastik siireglerin basit bir 6rnegi olup ¢ok daha karmasik

siireclerin olusturulabilmesi agisindan son derece dnemlidir.

Bir X, zaman serisi, sabit ortalama ve varyansa sahip bagimsiz ve 6zdes¢e dagilan
(iid) rassal {X,} degisken dizisinden olusuyor ise bu seri “beyaz giiriiltii” ya da “temiz
dizi” (WN) olarak adlandirilmaktadir. Bu X, serisinin, sifir ortalama ile o? gibi sabit
bir varyansa sahip ve normal dagilan bir siire¢ olmasi durumunda ise seri “Gaussian

beyaz giiriiltii siireci” seklinde adlandirilmaktadir (Tsay, 2013: 50).

Zayif Beyaz Giiriiltii: Bir X, siireci, pozitif ve sabit bir 6 degeri icin asagida verilen

ozellikleri saglamasi1 durumunda “zayif beyaz giiriiltii” olarak adlandirilmaktadir

(Francq ve Zakoian, 2010: 2).

1. EX,) =0,
2. Var(X,) = o?,
3. Cov(Xy, Xiyn) = 0,h # Oigin.

Giliglii Beyaz Giriiltii: Zayif beyaz giiriiltiiniin taniminda seri degiskenlerinin

bagimsiz dagilimina yonelik bir varsayim bulunmamaktadir. Yukar: yer alan ve seri
degiskenlerinin farkli tarihlerdeki degerleri arasinda korelasyon olmamasini gerektiren
ticlincli maddenin asagida verildigi sekilde degistirilmesi durumunda X, siireci “giiclii

beyaz gliriiltii” olarak adlandirilmaktadir.
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3. X; ve X;,j, degiskenleri bagimsiz ve 6zdesge dagilirlar.

Bir beyaz giiriiltii siirecine ait ortalama (E (X;) ya da u) sabit bir deger olma kosulu
ile sifirdan farkli degerler alabilecegi gibi ortalamanin sifira esit olmasi (u=0)
durumunda seri sifir ortalamali beyaz giiriiltii siireci olarak da adlandirilmaktadir
(Brooks, 2008: 209).

Bir beyaz giiriiltii serisinde yer alan gozlemler arasi korelasyonlar sifira esit
oldugundan tiim seri otokorelasyon fonksiyonunun degerleri de (ACF) sifira esit
olacaktir (sifirinci gecikme haricinde). Dolayist ile serinin ortalama ve otokovaryans
fonksiyonu zamana bagli olmayip seri, bir bellege sahip olmayan “kovaryans-

duragan” bir siire¢ olarak tanimlanir (Seviiktekin ve Cinar, 2017: 67).

Bir beyaz giiriiltii serisinin ortalamasindan bahsedilmemesi ya da ortalamaya
tekabiil eden sabit bir degerin verilmemesi durumunda ise ortalamanin sifira esit
oldugu farz edilir. Ayn1 zamanda X, Serisi 6zel bir marjinal dagilima sahip bir siireg
ise bu da ayrica belirtilebilir. Ornegin; X, serisi bagimsiz ve dzdesce (iid) v serbestlik
dereceli Student-t dagilimiyla dagilan X;, X5, ..., X; rassal degiskenlerinden olusan bir
slireg ise “t, beyaz giiriilti siireci” seklinde adlandirilmaktadir (Ruppert ve Matteson,
2015: 311). Sekil 1.1’de Gaussian beyaz giiriiltii (n =2015, u =0 ve sd = 1) ile t4 beyaz
giiriiltii (n = 2015, v = 4) siireglerinin simiilasyonlar1 gosterilmistir. Sekil 1.2°de ise
beyaz giiriiltii simiilasyonlarinin siras1 ile otokorelasyon (ACF) ve kismi

otokorelasyon (PACF) fonksiyonlarina yer verilmistir.

Gaussian Beyaz Gurulti (sd=1) Student-t Dagiimh Beyaz Guriltia (v=4)

bt by
LR
Ll |

T T T T T
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000

Sekil 1.1: Gaussian ve t4 Beyaz Giiriiltii (WN) Siireglerinin Simiilasyonlari
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Sekil 1.2: Gaussian ve t4 Beyaz Giiriiltii Siire¢ Simiilasyonlarinin ACF ve PACF

Korelogramlari

Zaman serileri analizindeki temel asamalardan biri beyaz giiriiltii testidir. Bu test
ile bir serinin beyaz giiriiltii siireci veya daha karmasik bir ortalama ve/veya bagimlilik
yapisina sahip bir siire¢ olup olmadigi arastirilir. Ljung ve Box (1978) testi bu amagla
yaygin bir sekilde kullanilan testlerden biri olup seri gdzlem degerleri ile gecikmeli

degerleri arasindaki korelasyon varligini arastirir.

Beyaz giiriiltii testinde, serilerin normal dagildig1 varsayilmadik¢a, genellikle seri
gozlem degerlerinin bagimsizlig1 incelenmez. Bu kapsamda beyaz giiriiltii serisi, seri
gbzlem degerleri ile gecikmeli degerleri arasinda korelasyonun var olmamasi ile
tanimlanir. Bu tanim geregi ise, bir finansal zaman serisinin gdzlemleri arasinda
korelasyon bulunmaz ancak volatilite degerleri veya gozlem Kkareleri arasinda
korelasyon mevcut olsa dahi bu seri beyaz giiriltii serisi olarak tanimlanir ancak bu

giiclii bir beyaz giiriilti serisi degildir (Palma, 2016: 32).
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1.2.4 Giiglii ve Zayif Bagimhhik

X1, X,, ..., X, orneklem yoluna sahip duragan bir {X,} stokastik siirecinin, 6rneklem
ortalamasi i, = X,, ve varyansi Esitlik 1.10°da verildigi gibidir (Palma, 2016: 50).

1
Tz

A 1
Var(i,) = Var (2Zi, X, ) = = Xy Xty Cov(Xe, Xo)

= LS, Sy (t—s) = STzt (= [RDy(R) (1.10)

Esitlik 1.10’dan varyans st limitinin Var(g,) < %Zﬁ;ély(h)l oldugu ve dolayisi
ile 6rneklem biiytikligii arttik¢a lim y(n) = 0 saglanmasi durumunda Var(i,,) sifira
n—-oo

yakinsayacagi goriilmektedir, yani n — oo:
. . 2 A :
Var(f,) < lim “¥32ly ()| = 2 lim [y (n)] (1.12)

Esitlik 1.11°de yer alan y (n)'nin sifira yakinsama hiz stokastik stirecin bagimlilik
tirtinii belirleyecektir. Bir diger ifadeyle y(n)’nin, Y,;_,|y(h)| < oo esitsizligini
saglayacak diizeyde bir hizla sifira yakinsamas1 durumunda X, siireci “kisa-hafizali”
veya “zayif-bagimli” bir siire¢ olarak adlandirilacaktir. Bunun aksine, y(n) — 0
hizinm Y-,y (h)| = oo esitligini saglayacak kadar yavas olmasi durumunda, X,

siireci “Uzun-hafizali” veya “giiclii-bagimli” bir siire¢ olarak adlandirilacaktir.
1.3 Tek Degiskenli Dogrusal Zaman Serisi Modelleri

Bu tez arastirmasi kapsaminda, tek degiskenli getiri serilerinin kosullu
ortalamalarinin modellenebilmesi amaciyla tek degiskenli zaman serisi modelleri
uygulanmistir. Bunlardan, kisa-hafizali dogrusal duragan siirecler kapsamindaki
Hareketli Ortalama ve/veya Otoregresif siiregler serilere 6zgii kosullu ortalamanin
modellenmesi amaciyla kullanilmislardir. Dolayisiyla, izleyen paragraflarda arastirma
kapsaminin disinda ancak tek degiskenli dogrusal zaman serileri alt baslig1 altinda yer

alan uzun hafizal stiregclere (ARFIMA gibi) yer verilmemistir.
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1.3.1 Hareketli Ortalama Siirecleri

Dogrusal zaman serisi modellerinden, Hareketli Ortalama Siireci (Moving Average
Process, MA) dogrusal duragan zaman serileri literatiiriindeki en temel modellerden
biridir. Siire¢ birden fazla yontemle agiklanabilmektedir. Bunlardan ilki MA siirecini,
beyaz giiriiltii serilerinin basit birer acilimi seklinde tanimlamaktadir. Bir diger
yaklagim ise MA siirecini, belirli kisitlara sahip sonsuz-sirali otoregresif (AR) bir

model olarak degerlendirmektedir.

{€,} dizisi sifir ortalamali (E (¢;) = 0) ve g2 varyansa sahip bir beyaz giiriiltii siireci
ise (e,~WN(0,0?)), ilk tanima gore q-dereceden bir hareketli ortalama siirecinin
(MA(q)) denklemi Esitlik 1.12’deki gibi yazilabilmektedir (Brooks, 2008: 211).

Xe=p+XL, 0+ (1.12)

X, siirecinin  ortalamas1 E(X,) =u ve varyanst Var(X,) =odi(1+
07 +... +9§)’dir. Dolayis1 ile X, siireci, beyaz giriiltii terimlerinin agirlikli
ortalamalarindan olusan dogrusal bir siire¢ olup sabit bir ortalama, varyans ve q’uncu
gecikmeye dek sifirdan farkli olabilen ancak sonrasinda sifira esit otokorelasyonlara
sahiptir. Bir MA(q) siireci, Le; = €;_; seklinde tanimlanan bir L gecikme islemcisi

kullanilarak izleyen sekilde de tanimlanabilmektedir:
Xe=p+ 2?:1 Oi€r—i + € = p+0(L)e; (1.13)
O(L) =1+ 6,L + 6,L*+...+6,L7 (1.14)

MA siireglerinin 8 parametrelerine dayanan bir duraganlik kosulu mevcut
olmamasma ragmen, bu siirecler “tersine cevrilebilirlik” kosulunu saglamak
durumundadir. Tersine cevrilebilirlik kosulu, en basit MA(1) siireci i¢in [6;] < 1
olmakla birlikte MA(2) stireci i¢in 6; +6, <1 A 6, —60; <1 A |6,] <1 °dir
(Seviiktekin ve Cimar, 2017). Bir MA(q) siirecinin tersine ¢evrilebilirlik kosulu ise
AR(p) siirecinin duraganlik kosuluna benzer bir sekilde gecikme polinomunun

yeniden yazilmasi ile elde edilmektedir, yani:
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O(L) =1+ 6,L + 0,17 +... 46,17 = (1 —n,L)....(1 —n4,L)  (1.15)

Boylece, nit,....,n;" terimleri 8(L) polinomunun koklerini ifade etmektedirler.

Bir MA(q) siireci, |n; | > 1 kosulunu saglanmasi durumunda tersine gevrilebilir bir

stire¢ olmaktadir (Paolella, 2019: 300).
1.3.2 Otoregresif (Ozbaglanimh) Siirecler

Dogrusal zaman serisi modellerinden bir digeri, “Otoregresif” (AR) veya bir diger
deyisle “Ozbaglanimli” siireglerdir. Otoregresif siireclerin ekonometri literatiiriindeki
kullanimlari yeni olmayip, Cochrane ve Orcutt (1949)’un regresyon kalintilarini 1-
dereceli AR ile modelledigi goriilmektedir (Kirchgéissner vd., 2013: 27). MA siirecleri
gibi, Otoregresif siirecler de dogrusal duragan siiregcler bashigr altinda
siniflandirilmaktadirlar. Bir AR siirecinin alacagi degerler, kendi gecikmeli degerleri
ve bir beyaz giiriiltii terimi ile tanimlanmaktadir. Ornegin; p-dereceli bir Otoregresif

stirecin (AR(p)) gosterimi Esitlik 1.16°da verildigi sekilde yapilabilmektedir.
Xe=6+3 piXei+ e (1.16)

Esitlik 1.16°da yer alan €,~WN(0,5?) beyaz giiriiltii terimini, § model sabit
terimini ve ¢ siireg gecikmeli degerlerinin katsayilarini ifade etmektedirler. AR(p)
siirecinin sabit terimi (&) siire¢ ortalamasina esit olmayip, § = (1 —Zf’zl iU
degerine esittir. Ayrica, AR(p) silirecinin gecikme islemcisi kullanarak gdsterimi
yaygin kullanimlardan biridir. Sifir ortalamali AR(p) siirecinin denklemi, LX; = X;_4

ile tanimlanan bir L gecikme islemcisi kullanilarak izleyen sekilde yazilabilir:

(1—¢1L — ¢2L2_- . _¢pr)Xt = €
$(L) =1—¢,L — p,L*—...—¢,LP gecikme islemcisinin p-dereceden bir

polinomudur. MA siirecinin tersine, bir AR slirecinin otokorelasyonlar1 belirli bir
gecikmede kesilmek yerine sifira dogru azalan bir yapr gostermekle birlikte, AR

stirecinin p derecesi kismi otokorelasyonlarinin kesildigi gecikme uzunlugundan
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belirlenebilmektedir. AR(1) ve AR(2) siireglerinin duraganlik kosullar1 ise sirasi ile
lp| <1 ve i+, <1 A ¢Ppy—p1 <1 A |¢,| < 1’dir (Seviiktekin ve Cinar,
2017: 158). Daha genelinde, AR(p) siirecinin duraganligi ise ¢(L) polinomuna ait tim
kok (muhtemelen karmasik sayilardan olusan p adet kok) modiillerinin mutlak

degerlerinin birden biiyiik olmasii gerektirmektedir (Paolella, 2019: 282).
1.3.3 Otoregresif Hareketli Ortalama Siirecleri

Otoregresif hareketli ortalama (ARMA) siiregleri, bir onceki bolimlerde
tanimlanan MA ve AR siire¢lerinin her ikisinin de 6zelliklerini tasiyabilen dogrusal
duragan zaman serilerinin modellenmesi amaciyla kullanilmaktadirlar. Bununla
birlikte, sadece MA ya da AR siiregleri ile cok sayida parametre gerektirebilen zaman
serilerinin modellenmesinde ARMA siire¢lerinin kullanimi ile daha az parametreli ve
etkin modeller olusturulabilmektedir. Karisim siiregler veya Box-Jenkins metodu
olarak da adlandirilan ARMA(p,q) (Box ve Jenkins, 1970) siireglerinin denklemi
Esitlik 1.18’de verilmistir.

Xt =4+ 2?21 ¢iXt—i + Z?:l ejEt_j + € (118)

MA ve AR siireclerinin taniminda belirtildigi tizere, Esitlik 1.18’de yer alan §
siirecin sabit terimini, e,~WN (0, a?) beyaz giiriiltii terimini, ¢ ve 8 parametreleri ise
sirast ile siire¢ ve beyaz giirliltii gecikmeli degerlerinin katsayilarini ifade
etmektedirler. Bir ARMA(p,q) siirecinin duraganligi, AR(p) siirecinin duraganlik
kosullarini saglamasina baglidir. Ayn1 zamanda ARMA(p,q), MA(q) siirecinin tersine
cevrilebilirlik kosullarim1 saglamasi durumunda da tersine g¢evrilebilir bir siiregtir

(Kirchgéssner vd., 2013: 75).
1.3.4 Otoregresif Entegre Hareketli Ortalama Siirecleri

Zaman serileri ¢ogu zaman duragan olmayip serilerin dogrudan AR, MA ya da
ARMA siirecleri ile modellenmesi miimkiin olmamaktadir. Oncelikle serilerin farklar
alimarak duragan hale getirilmeleri gerekmektedir. Fark alma islemi, serilerin
duraganligi saglanana dek 1, 2 ya da daha fazla sayida yapilabilmektedir. Farki alinan

serilere “entegre siire¢” denmekle birlikte entegre siirecin derecesini fark alma sayisi
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belirlemektedir. Eger bir serinin ARMA(p,q) siireci ile modellenmeden 6nce d defa
farki alindiysa, bu serinin (p,d,q)’uncu dereceden Otoregresif Entegre Hareketli
Ortalama (ARIMA(p.d,q)) siireci ile modellendigi s6ylenmektedir.

AdXt = 6 + Z?:l d)lXt—l + Z?=1 ngt_j + Et (1.19)

Esitlik 1.19°da yer alan A%, d-dereceden fark alma operatériinii gdstermekte olup,
A%X, ise d-dereceden entegre X, siirecini ifade etmektedir. Goriildiigii iizere
ARIMA(p,d,q) siireci, bir d-dereceden entegre seriye ARMA(p,q) slirecinin

uygulanmasidir.

Sekil 1.3 ve 1.4’te su ana dek aciklanan tek degiskenli dogrusal zaman serisi
modellerinin  gbézlem ve karsilastirma amaciyla belirli parametreler icin

simiilasyonlarina yer verilmistir.

AR(1) [¢ =-0.3] AR(1) [¢=0.3]

0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Zaman Zaman
MA(1) [6=-0.3] MA(1) [6=0.3]
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Sekil 1.3: AR(1) ile MA(1) Siireglerinin ¢ = {—0.3,0.3} ve 8 = {—0.3,0.3}

Parametre Simiilasyonlar1

22



ARMA(1,1) [$=0.3,86=10.3] ARMA(1,1) [ =-0.3,6=-0.3]
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Sekil 1.4: ARMA(1,1) ile ARIMA(1,1,1) Siireglerinin ¢ = {—0.3,0.3},d =

1 ve 8 = {—0.3,0.3} Parametre Simiilasyonlar1
1.4 Tek Degiskenli Otoregresif Kosullu Degisen Varyans Modelleri

Su ana dek bahsedilen ARMA siiregleri, zaman serilerinde seri gézlem degerleri ile
gecikmeli degerleri arasinda korelasyon bulunmasi durumunda seri kosullu
ortalamalarinin modellenmesi amaciyla kullanilmaktadirlar. Bununla birlikte, bir¢ok
finansal zaman serisinde, seri gézlem degerleri arasindaki korelasyonun disinda seri
volatilite (oynaklik) degerleri veya seri gozlem kareleri arasinda da korelasyon
bulunmakta ve seri kosullu varyansi zamanla degiskenlik gostermektedir. Zaman
serilerinde siklikla gdzlemlenen bu yapinin modellenebilmesi amaciyla Engle (1982)
“Otoregresif Kosullu Degisen Varyans” (ARCH) siirecini dnermistir. Sonrasinda ise
Bollerslev (1986) varyansin kendi gegmis degerlerine de bagli olmasini saglayarak
“Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen Varyans” (GARCH) siireglerini ortaya
koymustur. 1982 yilindan bu yana Engle (1982) ve Bollerslev (1986)’i takip eden
bir¢ok aragtirmacinin katkilari ile gelistirilen GARCH modellerinin tiirlerinde artan bir

egilim gozlemlenmektedir. Bu nedenle, ilerleyen boliimlerde bu modellerin en yaygin
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kullanim alan1 bulanlarina yer verilmis olup daha detayli bir model listesi i¢in

Bollerslev vd. (2010: 137) nin ¢aligmasina bagvurulabilir.
1.4.1 Otoregresif Kosullu Degisen Varyans

1982 yilinda Engle (1982), Otoregresif Kosullu Degisen Varyans (ARCH) modelini
ilk kez bir makroekonomik veride (Birlesik Krallik enflasyon orani varyansinin
hesaplanmasinda) uygulamistir. Bununla birlikte model, finans alaninda genis bir

uygulama alani ve dolayisi ile hizla yayginlasan bir popiilerlik kazanmastir.

Engle (1982), kalinti karelerinin gecikmeli degerlerini kosullu varyansin
modellenmesinde kullanarak ARCH siireglerini Esitlik 1.21°de verildigi sekilde

tanimlamustir.
€ = 20, €|Qq ~ N(0,07) (1.20)
2= 0+ I, ael, (1.21)

Esitlik 1.20’de yer alan €, zaman serisinin t anindaki kalint1 (hata) terimini, z; sifir
ortalama (E (z; = 0)) ile 1 varyansa sahip (Var(z; = 1)) bagimsiz ve 6zdesce dagilan
(11d) beyaz giiriiltii siirecini, {2, gecikmeli kalintilarin tirettigi bilgi setini ve NV sifir
ortalama ile o varyansa sahip normal dagilimi ifade etmektedirler. Esitlik 1.21°de o/
kosullu varyansi, ¢ ARCH(q) seklinde gosterimi yapilan bir ARCH siirecinin
mertebesini ve i=1,...,q i¢in «@; gecikmeli kalinti karelerinin katsayilarini ifade
etmektedirler. Bununla birlikte, siire¢ parametrelerinin pozitif olma kosulu mevcuttur
yani w > 0, a; = 0 olmalidir. Yukarida verilen esitlikler ile Engle (1982), kosullu ve
kosulsuz varyansin tanimlarini birbirinden ayirarak kosullu varyansin zamana baglh

degisiminin modellenebilmesini miimkiin kilmstir.
1.4.2 Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen Varyans

ARCH siireclerinin gercek serilere uygulanmasi esnasinda model mertebelerinin
(g) ytiksek belirlenme durumu ve varyansin pozitif olma gerekliligi gibi sorunlar
nedeni ile Bollerslev (1986) kosullu varyansin kendi gecikmeli degerlerini de ARCH

denklemine eklemis ve siireci genellestirerek hafizasini uzatmayi ve daha esnek bir
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yapiya kavusturmayi1 amacglamistir. Bollerslev (1986), Genellestirilmis Otoregresif
Kosullu Degisen Varyans (GARCH) siireci ile kosullu varyans denklemini izleyen

sekilde tanimlamustir.
of = w+ Y, Biol; + L, ael (1.22)

Esitlik 1.21°e ek olarak, Esitlik 1.22°de yer alan p ve q bir GARCH(p,q) siirecinin
mertebesini, j = 1,....p icin o7 ; kosullu varyansin gecikmeli degerlerini ve f;
gecikmeli varyans degerlerinin katsayilarini ifade etmektedirler. Ayrica, GARCH(p,q)
siireci @ >0, a; =0, f; =0 parametre kisitlarma sahiptir bdylece kosullu
varyansin pozitif olma sart1 saglanabilmektedir. Bir GARCH(1,1) siireci (p=0=1) i¢in
duraganlik kosulu a; + f; < 1 olmakla birlikte genel anlamda bir GARCH(p,q)
stirecinin duraganlik kosulu ise 21};1 B; + Xi_, a; < 1’dir (Francq ve Zakoian, 2010:
35). Bununla birlikte, GARCH(p,q) siirecinin kosulsuz varyansi (62) Esitlik 1.23’te
verildigi gibi hesaplanmaktadir.

~2 w
= 1.23
o 1—(25.7=1Bj+ Z?=1ai) ( )

1.4.3 Tek Degiskenli Asimetrik GARCH Modelleri

Finansal zaman serilerinde gozlemlenen, zamanla degisen kosullu varyans ve
mutlak degerce biiylik (kiicilik) seri gozlemlerinin yine mutlak degeri biiyiik (kiigiik)
gozlemler tarafindan izlenmesi ile belli donemlerde ortaya ¢ikan oynaklik birikmesi
(volatilite kiimelenmesi) Ozelliklerine ek olarak, serilerde ilk defa Black (1976)
tarafindan not edilen “kaldirac etkisi” mevcuttur. Kaldirag etkisi, gecikmeli seri
gozlemleri ile giincel wvolatilite degerleri arasindaki negatif korelasyonu
tanimlamaktadir. Bir diger anlatimla kaldirag etkisi, finansal getiri serilerinin pozitif
oldugu durumlarda volatilitenin azalmasi, negatif oldugu durumlarda da volatilitenin
artmasina yol acan etkidir. Bununla birlikte, finansal getiri serilerinin pozitif degerler
ile ayn1 biiyiikliikte ancak negatif degerler aldig1 durumlarda volatilitenin (oynakligin)
daha biiyiik oldugu ve dolayisi ile yeni bilgilere verilen tepkinin asimetrik oldugu

belirlenmistir (Chang ve McAleer, 2017). Finansal zaman serilerinde gézlemlenen

25



kaldirag ve isaret etkisi bulgulari ile birlikte GARCH siireclerinin parametre kisitlar

asimetrik GARCH modellerinin gelisimine yol agmuistir.
1.4.3.1 GJR-GARCH Modeli

Glosten vd. (1993) tarafindan 6nerilen “Glosten-Jagannathan-Runkle GARCH”
(GJR-GARCH) modeli, pozitif ve negatif bilgiye verilen asimetrik tepkiyi GARCH

slirecine eklenen bir gosterge fonksiyonu (1) ile modellemektedir.
of = w+ X0 Biol; + XL (ael; + yilt:—iet_l.<0€t2—i) (1.24)

Esitlik 1.24’te yer alan I,_;, gecikmeli kalintilarin (€,_;) negatif degerler aldig:
durumlarda bire esit ([;_; = 1), diger durumlarda da sifira esittir. Boylece, negatif
bilginin (sok, inovasyon) kosullu varyans tizerindeki etkisi (a; + y;) iken, pozitif
bilginin (kalintinin) etkisi ; olarak modellenmistir. Bir GIR-GARCH(1,1) siirecinin
parametre kisitlart w >0, a; =20, a; +y; =0, f; = 0 olmak {izere, duraganlik
kosulu ise a; + f; + (y1/2) < 1°dir. Bununla birlikte, genel anlamda bir GJR-
GARCH(p,q) siirecinin, Y*_, 8 + X1, (a; + %yi) <1 kosulunu saglamasi

durumunda kovaryans duragan bir siire¢ oldugu sdylenebilmektedir.
1.4.3.2 TGARCH Modeli

“Esik Degerli (Threshold) GARCH” (TGARCH) modelini 6neren Zakoian (1994),
pozitif ve negatif bilgilere gdsterilen asimetrik tepkiyi kosullu varyans yerine, kosullu
standart sapmanin esitligine ekledigi pozitif ve negatif gecikmeli kalintilara 6zgii

katsayilar ile modellemistir.
o = w+X_ Bioj + DLi(af € — aiery) (1.25)

Esitlik 1.25’te  denklemi verilen TGARCH(p,q) siirecinin parametreleri
w,a;,a;,B; € Rolmak iizere, e, = €/ + ¢; ile pozitif (¢) ve negatif kalintilar (¢;)
sirast ile €/ = max(e;,0) ve €; = min(e,, 0) araliginda deger alirlar (Francq ve
Zakoian, 2010: 90). Modelde yer alan a;" ve a; parametreleri ile asimetrik isaret ve

kaldirag etkileri modellenebilmektedir. Bununla birlikte, w >0, af = 0,a; =

26



0 ve B; = 0 parametre kisitlar1 kosullu standart sapmanin pozitif olma kosuludur.
Ancak, TGARCH(p,q) siirecinde volatilitenin €,’nin kosullu standart sapmasi (|o;|)
ile modellenmesinden dolayr w,a;’, a; , Bj parametrelerinin pozitif olma sart1 ve

dolayist ile kosullu standart sapmanin pozitif olma zorunlulugu yoktur (Francq ve

Zakoian, 2010: 91).
1.4.3.3 APARCH Modeli

Ding vd. (1993) “Asimetrik Ussel ARCH” (APARCH) siirecini, pozitif ve negatif
bilgilerin (soklarin ya da bir diger deyisle inovasyonlarin) kosullu volatilite tizerindeki

asimetrik etkilerinin modellenmesi amaciyla gelistirmislerdir.
)
o =w+ Z?:pgjo-t—j i Z?=1ai(|et—i| — Vi€e—i)® (1.26)

Esitlik 1.26’da yer alan § € R* iissel terimi, kosullu varyansin bir Box-Cox
doniisiimiidiir. Siirecin parametre kisitlannw >0, a@; 20, f; =20, § >0 ve |y;| <
1’dir. APARCH siirecinde asimetrik etkiler y; parametresi ile modellenmekte olup
parametre pozitif (negatif) degerler aldiginda negatif (pozitif) gecikmeli bilgilerin
giincel kosullu varyansa etkileri daha biiyiik olmaktadir.

1.4.3.4 EGARCH Modeli

GARCH siirecine yoneltilen en 6nemli elestirilerden biri kosullu varyansin pozitif
olma gerekliligi nedeni ile model parametrelerine uygulanan kisitlardir. Nelson (1991)
kosullu varyans1 logaritmik formda tammlayan “Ussel (Exponential) GARCH”
(EGARCH) modelini 6nererek model parametrelerinin pozitif olma zorunlulugunu
ortadan kaldirmistir. Ayrica, EGARCH(p,q) modeline eklenen bir g;(z:-;)
fonksiyonu ile yeni bilgilere verilen asimetrik tepki izleyen esitlikteki gibi

modellenmistir.
In(of) = @ + X, BjIn(el)) + XL, 9i(ze-) (1.27)

Esitlik 1.27°de yer alan z,_; gecikmeli standardize kalint1 (hata) terimleri olup sifir

ortalama (E(z;) = 0) ve bir varyansa sahip (Var(z;) = 1) bagimsiz ve 6zdesce
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dagilan (iid) siireglerdir. Bununla birlikte, w, B;,60,y € Rvei=1,2,...,q degerleri i¢in
9i(3i—) = 0z:_; + v(13c—il — Elz¢—;]) seklinde tanimlanmis olup, yeni bilgilere
verilen asimetrik tepki 6 ve y parametreleri ile modellenmistir. Bir EGARCH(p,q)
stirecinin duraganlik kosulunun saglanmasi i¢in ise beta parametre toplamlarinin

birden kiigiik olmasi (X¥_; B; < 1) yeterlidir .

1.5 Cok Degiskenli Otoregresif Kosullu Degisen Varyans Modelleri

Onceki béliimlerde agiklanan GARCH modelleri tek degiskenli serilerin kendi
gbzlemleri arasindaki kosullu varyansin modellenmesi amaciyla kullanilmakta olup,
finansal getiri serilerinin birlikte hareket etme egilimi ile farkli seri gozlemleri
arasindaki kovaryansin zamanla degisme ozelligi ise Cok Degiskenli Otoregresif
Kosullu Degisen Varyans (Multivariate GARCH) siirecleri ile modellenmektedir. Tlk
olarak Bollerslev vd. (1988) ¢ok degiskenli seriler arasi kosullu kovaryans matrisinin
modellenebilmesi amaciyla “VEC parametrizasyonu” adi verilen bir yontemi
kullanarak GARCH siireclerinin acilimini saglamis ve “Vektor GARCH” (VEC-
GARCH) olarak adlandirilan modelin ¢ok degiskenli serilerde kullanimini miimkiin
kilmistir. Bollerslev vd. (1988) sonrasinda birgok ¢ok degiskenli ARCH/GARCH
modeli gelistirilmis/gelistirilmekte olup bu tez kapsaminda en yaygin kullanilan ya da

bilinen modellere yer verilmistir.
1.5.1 VEC-GARCH Modeli

Bollerslev vd. (1988) tarafindan onerilen ve kosullu varyanslarin yaninda ¢ok
degiskenli serilerde kosullu kovaryanslarin da modellenebilmesini miimkiin kilan
Vektor GARCH(p,q) (VEC-GARCHY(p,q)) modeli, m-boyutlu bir (X;):cz zaman serisi

icin X; = (Xq4,---, Xme) izleyen sekilde tanimlanmustir:

1
Xe=pte A e=Hz., e~Nu,H) (1.28)

vech(H) = C + X[, A; vech(e,_€;_;) + X, Bj vech(H,_;) (1.29)
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Esitlik 1.28°de yer alan p;, m X 1 boyutlu kosullu ortalama vektoriinii, €, =
(€1tr---» €Eme)" olmak tlizere m x 1 boyutlu kalintilar vektoriinii, H, terimi m x m boyutlu
pozitif tanimli kosullu varyans-kovaryans matrisini ve z,~N,, (0, I) ise sifir ortalama
(E(z:) = 0) ve birim kovaryans matrisi (Cov(z;) = I;;) ile bagimsiz ve 6zdesce
dagilan rassal dizileri ifade etmektedirler. Esitlik 1.29°da ise H; simetrik kosullu
varyans-kovaryans matrisinin vech(.) operatorii araciligi ile vektorel parametrizasyonu
verilmigtir. vech(.) operatdrii, m X m boyutlu bir matrisin sol alt iggeninde yer alan
elemanlar alt alta dizerek m(m+1)/2 x 1 boyutlu bir vektor olusturur. Ornegin; A =
(aij) ise vech(A) = (a11,021,--+, Am1, A2, -+, A2, -+, Ayn)’ Vektorii elde edilir.
Bununla birlikte, Esitlik 1.29°da yer alan C terimi m(m+1)/2 x 1 boyutlu model sabitler
vektoriinii, A; ve B; terimleri ise m(m+1)/2 x m(m+1)/2 boyutlu parametre
matrisleridir. H; kosullu varyans-kovaryans matrisinin pozitif-tanimli olmasi i¢in C,
A;, i=1,..,9 ve B;, j=1,.,p matrislerinin simetrik pozitif-tammli olmalari

gerekmektedir (Francq ve Zakoian, 2010: 277).

Bollerslev vd. (1988) VEC-GARCH modelinde hesaplanmasi gereken parametre
adedinin c¢oklugu nedeniyle aymi ¢alismada VEC-GARCH modelini basitlestirerek
hesaplanmasi gereken parametre adedini azaltan “Kdsegen (Diagonal) VEC-GARCH”
(DVEC-GARCH) modelini ortaya koymuslardir. Bir DVEC-GARCH(p,q) siirecinin
gosterimi asagidaki gibi yapilabilir:

Ho=C+ YL 4, O (emi6i-) + X5, B, O He_j (1.30)

Esitlik 1.30°da yer alan (O simgesi Hadamard ¢arpimini ifade etmekte olup DVEC-
GARCH modelinde A; ve B; matrislerinin kdsegen (diagonal) olduklar1 farz edilmis
ve bdylece kosullu varyans-kovaryans matrisinde (H,) yer alan her bir hy,, (£, =
1,...,m icin) elementinin sadece kendi gecikmeli degerleri ile gecikmeli kalintilara

bagli oldugu varsayilmistir (Francq ve Zakoian, 2010: 276).
hpor = Wge + 27—y af@l{)),t €p i €0t—i + Nieg b}:{?, Prer—j (1.31)

Kosullu varyans-kovaryans matrisinin (H;) pozitif ve tanimli olma sartin1 her

zaman saglayamamasi, hesaplanmasi gereken parametre adedinin fazlalig1 ve yukarida
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bahsedilen H, matrisinde yer alan her bir elementin sadece kendi gecikmeli degerlerine
bagli olmasi nedeni ile siirecin elementler arasi kosullu modellemeyi saglayamamasi
gibi sorunlar arastirmacilarin farkli bir model gelistirme c¢abalarina katkida

bulunmustur.

1.5.2 BEKK-GARCH Modeli

BEKK-GARCH modeli, VEC-GARCH ve DVEC-GARCH modellerinde varyans-
kovaryans matrisinin (H,) her zaman pozitif-tanimli olmasinin saglanamamasi nedeni
ile Baba, Engle, Kraft ve Kroner (Engle, Robert ve Kroner, 1995) tarafindan
gelistirilmistir. BEKK-GARCH(p,q) modelinde H,’nin pozitif-tanimli olmasi, VEC-

GARCH modelinin izleyen esitlikteki gibi yeniden diizenlenmesi ile saglanmustir.
Hy=C'C + X[ Xko1 Al (ermi€i—) Aue + X5 Xko1 BijxHe— B (1.32)

Esitlik 1.32°de yer alan C, A;, Ve By, terimleri mxm boyutlu parametre matrislerini,
K terimi ise slirecin genellenebilecegi iist limiti ifade etmekte olup varyans-kovaryans
matrisinin pozitif-tanimli olmasi esitligin sag tarafinda yer alan terimlerin kuadratik

(ikinci dereceden) formlarinin kullanilmasiyla saglanmistir (Bauwens vd., 2006: 83;
Brooks, 2008: 435).

1.5.3 CCC-GARCH Modeli

Bollerslev (1990), yukarida bahsedilen ¢ok degiskenli GARCH modellerine
nazaran daha az parametre ile kosullu kovaryans matrisinin modellenebildigi “Sabit
Kosullu Korelasyonlar” (Constant Conditional Correlations, CCC) — GARCH
modelini ortaya koymustur. CCC-GARCH modelinde kosullu korelasyonlarin sabit
oldugu yani zamanla degismedigi farz edilmekle birlikte kosullu kovaryans matrisinin
(H;) modellenmesinde matrisin kosullu standart sapma ve sabit korelasyonlar
bilesenlerine ayrilabilmesinden yararlanilmaktadir. (X;);ez, M-boyutlu ¢cok degiskenli
normal dagilima sahip bir zaman serisi ise CCC-GARCH modeli ile H; kosullu

kovaryans matrisi izleyen sekilde modellenebilmektedir.
Xe = E(X¢|Q¢-1) + €., Xe~ N(0,Hyp) (1.33)
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Ht = DtRDt’ Dt = dlag{ﬁhu‘t} (1.34)

hije = wy + aiieiz,t—l + Biihiit-1, 1=1,...m (1.35)

hije = pij [\ hiehyje » E#J (1.36)

Esitlik 1.33’teki 2,_, terimi, X; degiskeninin dagilimina yon veren t-1 zamanindaki
bilgi setidir. Esitlik 1.34’te yer alan D;, kdsegeninde (diag) kosullu standart sapmalari
(M) igeren m x m boyutlu bir matris ve R terimi ise korelasyon katsayilarini (p; ;)
iceren m X m boyutlu simetrik bir matrisi ifade etmektedirler. Bollerslev (1990)’in
Esitlik 1.35’te denklemi verilen kosullu varyanslar1 (h;; ;) GARCH(1,1) siireci ile
modelledigi goriilebilmektedir. Bir sonraki esitlikte yer alan h;; , terimi, H, matrisinin
ij. elemanin1 gostermektedir. Yukarida tanimlanan CCC-GARCH modeli m(m+5)/2
parametreye sahiptir. Modelde H; kosullu kovaryans matrisinin pozitif-tanimli olmasi

tiim kosullu varyanslarin ve R matrisinin pozitif olma sartina baghdir.
1.5.4 DCC-GARCH Modeli

CCC-GARCH modelinin sabit kosullu korelasyonlar varsayiminin gergekei
bulunmamasi1 nedeni ile zamana bagli degisen kosullu korelasyonlarin da
modellenebilmesini miimkiin kilan “Dinamik Kosullu Korelasyonlar - GARCH”
(Dynamic Conditional Correlations, DCC-GARCH) modeli 6nerilmistir. Kosullu
korelasyonlar matrisinin modellenme sekline bagl olarak Christodoulakis ve Satchell
(2002), Tse ve Tsui (2002) ve Engle (2002) tarafindan temelde ii¢ tir DCC-GARCH
modeli ortaya konmustur. Christodoulakis ve Satchell (2002), kosullu varyanslari
herhangi bir tiirde GARCH siireci ile modellenebilen iki degiskenli bir GARCH
kovaryans yapist onermistir. Bollerslev (1990)’in CCC-GARCH siirecinin bir agilim1
olarak ifade edilen ve “CorrARCH” olarak adlandirilan model, kosullu
korelasyonlarin tanimlanmasi amaciyla Fisher-z doniistimiinden yararlanmistir.
Ancak, modelin sadece iki degiskenli seriler i¢cin tanimlanmis olmasi onilindeki en

bliyiik engeli olusturmustur.
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Diger yandan, Tse ve Tsui (2002) onerdigi model ile kosullu varyanslarin tek
degiskenli GARCH siireglerinden elde edilebilecegini, kosullu korelasyon matrisinin
ise bir ARMA siireci ile modellenebilecegini varsayarak CCC-GARCH modelindeki
sabit korelasyonlar matrisini zamanla degisen bir yapiya kavusturmustur. Bir dnceki
boliimde tanimlandigi gibi (X;)¢ez, M-boyutlu ¢ok degiskenli normal dagilima sahip

bir zaman serisi ve H; kosullu kovaryans matrisi olmak tizere:

Ht = DthDt Dt == dlag{1/h”,t} (1.37)
Rt - (1 - 91 - Bz)R + BlRt—l + Bzwt_l (138)

Esitlik 1.37°deki h;; ., herhangi bir GARCH siirecinden elde edilebilecek kosullu
varyans terimlerini, D, ise kosegeninde (diag) kosullu standart sapmalari (\/E)
iceren m X m boyutlu bir matrisi ifade etmektedirler. Izleyen esitlikte R, kosullu
korelasyon matrisini, 6; ve 6, ise pozitif ve toplamlar1 birden kiigiik model
parametrelerini ifade etmektedirler (0 < 6,,0, <1 A 6, + 6, <1). Denklemde
yer alan R (R = {pij}), kosegen elemanlari bire esit (Vi igin p; = 1) m X m boyutlu
simetrik pozitif-tanimli bir matristir. ¥;_; terimi ise elemanlar1 gecikmeli seri

gozlemlerinin (X;) birer fonksiyonu olan m x m boyutlu bir matrisi ifade etmektedir.

Engle (2002) DCC-GARCH modelini, dinamik kosullu korelasyonlar ile birlikte
biiyiik boyutlu kosullu kovaryans matrislerinin hesaplanabilmesi amaciyla gelistirilen
iki asamal1 bir model olarak tanimlamistir. Cok degiskenli DCC-GARCH modelinin
ilk asamasinda tek degiskenli GARCH siirecleri ile serilere 6zgii kosullu varyanslar
elde edilmekte, ikinci asamasinda ise kosullu kovaryans matrisi dinamik kosullu
korelasyonlar ve kosullu varyans matrislerinin ¢arpimiyla hesaplanmaktadir. Tse ve
Tsui (2002) tarafindan 6nerilen modelden farkli olarak Engle (2002) DCC-GARCH

modeli ile R; kosullu korelasyonlar matrisini izleyen sekilde tanimlamistir:

H, = D.R.D;, D, = diag{\/hii} (1.39)
Q= 1—a—-PB)Q + ae_16_1 + BQrq (1.40)
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R, = Qi1 Q; Qi1 (1.41)

Esitlik 1.39°daki D, terimi, yukarida agiklandigi iizere kdsegeninde kosullu standart
sapmalart (\/h;; ) iceren m x m boyutlu bir matrisi ifade etmektedir. Esitlik 1.40°ta
yer alan Q terimi, tek degiskenli GARCH siiregleri ile kosullu varyans modellemesi
sonrasinda elde edilen standardize kalintilara ait kosulsuz kovaryans matrisini ifade
etmektedir. Bununla birlikte, Q; kosullu kovaryans matrisinin pozitif-tanimli olma
sartinin saglanabilmesi i¢in a ve [ parametre toplamlarinin birden kiigiik olma kisit1
mevcuttur (0 < a + B < 1). Esitlik 1.41 ile verilen R, kosullu korelasyonlar
denkleminde yer alan Qf, Q; matrisinin kdsegen elemanlarinin karekoklerini i¢eren

kosegen bir matristir (Engle ve Sheppard, 2001: 5):

[Vau O 0 0|
;= 0 v 422 0 O (1.42)
0 0 0 dmm
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IKINCi BOLUM
KOPULA FONKSIYONLARI, OZELLIiKLERI VE TAHMIN

2.1 Bagimhihgin Modellenmesi ve Kopulalar

Modern Portfoy Teorisi ile Markowitz (1952), portfoy riskinin ilk defa sayisal
yontemler kullanilarak hesaplanmasi ve varlik getirileri arasindaki birlikte hareket
etme egilimlerinin de dikkate alinmasi gerekliligini ortaya koyarak varlik se¢imi

alaninda finans literatiiriindeki yeni bir donemin baglangicini temsil etmektedir.

Portféy se¢imi probleminde Markowitz’in belirledigi bu iki temel bilesenden,
varlik getirileri arasindaki birlikte hareket etme egiliminin Ol¢iisii olarak kullanilan
dogrusal korelasyon katsayisi ¢cok sayidaki stokastik bagimlilik dlgiilerinden sadece
biridir. Katsay1, getirilerin ¢ok degiskenli normal dagilima, daha da genelinde kiiresel
(spherical) ve eliptik dagilim varsayimlarina sahip kanonik bir 6l¢iidiir (Embrechts
vd., 2002: 177). Normal dagilim varsayimi, getirilerin gogunlugunun ortalamaya yakin
bir sekilde dagilim gosterdigi ve ortalamadan uzakta yer alan kuyruk kismindaki
degerlerin nadir gozlemlendigi varsayimlarina sahiptir. Bununla birlikte, getiriler
arasindaki varyans sonsuza yaklastikca, yani u¢ deger goriilme sikligi arttikca,

varliklar arasindaki dogrusal korelasyon tanimsiz olacaktir.

Sekil 2.1°de verilen iki degiskenli iki dagilim aymi korelasyon katsayisina ancak
farkl1 tiirdeki bagimlilik yapilarina sahiptir. ikinci modelde, u¢ degerlerin birlikte
gozlemlenme olasilig1r daha yiiksektir ve dogrusal korelasyon katsayisi ile bu iki
modelin bagimlilik yapilarinin ayirt edilebilmesi miimkiin degildir. Bununla birlikte,
normal zamanlarda degiskenler arasindaki korelasyon ya da birlikte hareket etme
egiliminin diisik olmasina ragmen, u¢ degerlerin ortaya c¢iktigi donemlerde
degiskenlerin artan birlikte hareket etme egilimi yani u¢ degerlerin aym1 anda

gozlemlenme olasilig1 da artabilmektedir.

Degiskenler arasindaki bagimlilik yapis1 hakkinda net bir bilgi vermeyen

korelasyon katsayisi, dogrusal bir bagimlilik 6l¢iisii olup, dogrusal olmayan kesin
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artan dontigiimler altinda sabit degildir, yani fiyatlar arasinda korelasyon mevcut iken

getiriler arasinda korelasyon bulunamayabilir (ya da tersi).

Gaussian Gumbel

2
12

10
10

Y1
Y2

Sekil 2.1: Ayn1 Gamma(3,1) Marjinal Dagilimi ile Korelasyona (p=0.7) Ancak
Farkli Bagimlilik Yapilarina Sahip ki Dagilimin 1000 Adet Rastlantisal Gozlem
Degerinin Serpilme Diyagramlari

Kaynak: Embrechts vd. (2002: 178)

Ozetle, dogrusal korelasyon degiskenler aras1 bagimliligin dlgiimlenmesinde tatmin
edici bulunmamistir. Bu nedenle, ¢ok degiskenli dagilimlarda degiskenler arasindaki
bagimlilik yapis1 ve giicliniin daha iyi modellenebilmesi amaci ile kopulalar
gelistirilmistir. Kopulalarin taninmasia ge¢meden once bazi temel matematiksel ve

istatistiksel kavram ve gosterimlerin agiklamalarina asagida yer verilmistir.
2.2 Temel Matematiksel Tamimlar

Asagida yer alan istatistiksel ve matematiksel tanimlar, iki boyutlu dagilimlar i¢in

Nelsen (2006)’da aciklandigi sekilde verilmistir.

X ve Y rastlantisal degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar sirasiyla, F(X) = P[X < X]
ile G(y) = P[Y <y] ve bu degisken ¢iftine ait ortak dagilim fonksiyonu ise H(X,y) = P
[X <X, Y <y] seklinde verilmis olsun. Her reel (X,y) say1 ¢ifti i¢in F(x), G(y) ve H(X,y)
olmak {izere ii¢ adet say1 iliskilendirilebilir. Su ana dek bahsedilen her bir sayinin [0,1]

araliginda yer aldig1 ve her bir (x,y) reel sayi ¢iftinin yani (F(x),G(y)) ¢iftinin [0,1] x
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[0,1] olan birim karesinde bir noktay1 isaret ettigi ve bu sirali ¢iftlerin her birinin [0,1]
araligindaki bir H(x,y) sayisina karsilik geldikleri belirtilmelidir. Bu karsilik aslinda,
ortak dagilim fonksiyonunun degerini farkli dagilim fonksiyonlarinin degerlerinden

olusan sirali ¢iftlere atayan bir kopula fonksiyonudur (Nelsen, 2006: 7).

R, (—o0, +0) araligindaki reel sayilar kiimesini ve R genisletilmis reel sayilar
kiimesini ifade etmekle birlikte, R> = R X R ile genisletilmis reel sayilar diizlemidir.
R? ‘de yer alan bir dikdortgen (B) iki kapali araligin kartezyen carpinudir: B = [x1,x2]
X [y1,y2]. Bu dikdortgenin kosegen noktalari (x1,y1), (X1,y2), (X2,y1) ve (X2,y2)’dir. | =
[0,1] kapal1 araliginda tanimli olmakla birlikte, | X | kartezyen ¢arpimi birim kareyi
(I?) verir. H tanim kiimesi DomH, RZ’nin bir altkiimesi (DomH c R?) ve deger
kiimesi (range) RanH ise R’nin altkiimesi olan (RanH < R) iki boyutlu reel bir

fonksiyondur.

Tamm 2.1.1 S; ve Sz, R’nin bos olmayan altkiimelerini, (X,Y) S: ve S:’de tanimli
rastgele degiskenleri ve H tanim kiimesi DomH = S; x S: olan bir fonksiyon ise, H(x,y)

fonksiyonuna, (X,Y)’nin iki boyutlu dagilim fonksiyonu denir (Shabazov, 2005).
Hxy) =P (X<xY<y), xyeR (2.1)

Tammm 2.1.2 H, tanim kiimesi DomH = §; x §: olan iki boyutlu reel bir
fonksiyondur. B = [x1,X2] X [y1,y2] dikdortgeninin tiim koseleri DomH’de olsun, bu

durumda B dikdortgeninin H-hacminin tanim1 agagida verildigi gibidir.
Vu(B) = H(x2,y2) — H(x2,y1) — H(x1,y2) + H(x1,y1) (2.2)

B dikddrtgeni iizerindeki H’nin birinci farklari:

AiiH(x,y) = H(xzy) — H(x,y) ve A;’iH(x,y) = H(x,y2) — H(x,y:)) seklinde

tanimlanirsa, B dikdortgeninin H-hacmi, B tizerine H’nin ikinci dereceden fark: olur.

Vi(B) = AA%H(xY) (2.3)
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Tamm 2.1.3 Koéseleri DomH’de yer alan her bir B dikdértgeni igin Vi (B)> 0 ise,
iki boyutlu bir reel H fonksiyonu iki-artandir denir. Dikdortgenler lizerinde sifirdan

bliyiik degerli bir hacim olusturur.
2.3 Kopula Fonksiyonlari

Istatistik alaninda ortaya cikan giincel gelismelerden biri, ¢ok degiskenli dagilimlar
ve bu dagilimlar1 olusturan degiskenler arasindaki bagimlilik yapilarinin aragtirilmasi

ve modellenmesi amaci ile kopulalarin kullanimina yonelik olmustur.

“Kopula” kelimesi, Latin kokenli “bag, iliski, link” anlamina gelen copulare
kelimesinden tiiretilmistir. Bu kavram ilk defa 1959 yilinda Abe Sklar tarafindan, ¢cok
degiskenli dagilim fonksiyonlarinin olusturulmasinda tek boyutlu dagilim
fonksiyonlarii “bir araya getiren, iliskilendiren” fonksiyon anlaminda kullanilmigtir

(Nelsen, 2006: 2).

Rassal degiskenler arasindaki bagimlilik fonksiyonlari olarak tanimlanan kopulalar,
diizgiin dagilimli1 [0,1] araligindaki tek degiskenli marjinal dagilimlari, cok degiskenli
dagilimlara baglayan ve dolayisi ile kendileri de birer ¢ok degiskenli dagilim olan
fonksiyonlardir (Alhan, 2008). Diger bir ifade ile kopulalar, degiskenlere ait marjinal
dagilimlarin  bagimlilik yapisindan ayristirilmasit  yolu ile degiskenler arasi

bagimliligin daha agik bir sekilde modellenebilmesini saglayan fonksiyonlardir.

Bir¢ok durumda degisken marjinalleri normal dagilima (Gauss dagilimina) sahip
degillerdir. Boyle bir durumda, degiskenlere ait ortak bir dagilim tanimlanmasi
miimkiin degildir. Ayrica, ¢ok degiskenli acilimi (multivariate extension) mevcut
olmayan, ¢ok sayida marjinal dagilim mevcut olmast durumu da benzerdir. Kopula
fonksiyonlari, dogrudan iki seri yerine serilere ait iki marjinal dagilimu iliskilendirme
ozelligine sahiptirler. Serilere ait marjinaller hesaplandiktan sonra, serilerin gercek
fonksiyonel formlar1 degerlendirilmez. Bu yiizden de kopula fonksiyonlari, serilerin
gercek dagilimlarindan bagimsiz bir sekilde herhangi bir tiirdeki marjinali

iligskilendirebilmektedirler (Jondeau vd., 2007: 240).
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Finansal varliklarin fiyat ve/veya getiri dagilimlarinin 6zellikleri ve varliklar arasi
bagimliligin daha iyi modellenebilmesine yonelik gereklilikler g6z Oniinde
bulunduruldugunda, kredi derecelendirmesi, hisse getirilerinin tahmini, risk yonetimi
vb. bircok alanda son derece etkin bir sekilde kullanilabilecek bu kavram finans

literatiiriine ancak 1990 y1ili sonrasinda girebilmistir.
2.3.1 iki Boyutlu Kopulalar

Kopula fonksiyonlarinin agiklanmasina yonelik su ana kadar yapilan tanimlardan
higbiri kavramin Sklar (1959) tarafindan ortaya konan resmi tanimini igermemektedir.
Bu nedenle bu boliimde iki boyutlu kopulalarin tanimlanmast amaci ile kullanilan

gosterim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamim 2.3.1.1 C: /0,1] x [0,1] — [0,1] tamm kiimesine sahip C(u,v) fonksiyonu
asagida belirtilen ozellikleri saglamast durumunda “iki boyutlu kopula” olarak

adlandirilir.
1. C(u,v), uve v’de artandir.
2. wuve[0,1] igin;
C(u0)=CcOv)=0, Cul)=u, C@AVv)=v (2.4)
3. Vunuzvi,v2 €[0,1] igin, ws <uzvev: <v:iken
C(uz,vz) — C(uz,vi) — C(us,vz2) + C(us,vi) > 0 (2.5)

Ik &zellik, marjinal dagilimlardan biri sabit oldugunda, diger marjinal dagilimin
artmas1 durumunda ortak olasiligin (joint probability) artacagini ifade etmektedir.
Ikinci &zellik ise, marjinallerden birinin gériilme olasilig1 sifir olmasi durumunda ortak
goriilme olasiliginin da sifir olma gerekliligini vurgulamaktadir. Bununla birlikte,
marjinallerden birinin goriilme olasilig1 kesin ise ( = 1), ortak goriilme olasilig1 (joint
occurrence) diger marjinalin goriilme olasilig1 tarafindan belirlenmektedir. Ugiincii

ozellik, u ve v’nin her ikisinin de artmasi durumunda ortak olasiligin da artacagim

38



ifade etmektedir. Bu yiizden bu 06zellik, artan birikimli dagilim fonksiyonu (cdf)
kosulunun ¢ok degiskenli bir agilimidir (Jondeau vd., 2007: 242).

Ayrica, U = F(X) ve v = G(y) olarak belirlenirse, C(F(x), G(y)) fonksiyonu X ve

Y’nin ortak dagilim fonksiyonunu vermektedir.

Teorem 2.3.1.2 (Sklar Teoremi) X ve Y’nin marjinal dagilimlari sirasi ile F ve G,
(X,Y) nin ortak dagilim fonksiyonu ise H ile verilmis olsun. O zaman bX,y€ R igin

asagidaki tanima uyan bir C kopulasi vardir (Nelsen, 2006: 18).

H(xy) = C(F(x), G(Y)) (2.6)

F ve G siirekli marjinal dagilimlar ise tek bir C kopulas1 mevcuttur. Tersi durumda,
yani eger C bir kopula ise ve F ile G birer marjinal dagilim fonksiyonu ise H
fonksiyonu, marjinalleri F ve G olan bir ortak dagilim fonksiyonu olarak

tanimlanmaktadir.

Marjinalleri F ve G olan ortak dagilim fonksiyonu H ve C ise DomC = RanF x
RanG kiimesinde tanimli ve Esitlik 2.6’y1 saglayan bir kopula fonksiyonu olsun. F ve

G’nin yar tersleri F~ ve G~ ise bu,v ¢ DomC igin Esitlik 2.7 saglanur.
Cwv)=HF (W), ') 2.7)
2.3.2 Cok Boyutlu Kopulalar

Su ana dek iki-boyutlu kopulalarin tanim ve 6zellikleri verilmis olup, ¢ok boyutlu
kopulalarin tanimin1 kapsayan n boyutlu Sklar Teoremi’ne izleyen paragraflarda

deginilmistir.

Tamm 2.3.2.1 C: [0,1]™ - [0,1] tanim kiimesine sahip n boyutlu bir C birikimli
dagilim fonksiyonu asagida belirtilen 6zellikleri saglamasi durumunda “n boyutlu

kopula” olarak adlandirilir (Mai ve Scherer, 2014: 7; Nelsen, 2006: 45):
1. Vu € I ve U’nun en az bir koordinatiu; = 0,i € 1,...,ni¢in C(uy,...,uy) = 0;
2.Vu; €[0,1]veVi<niginC(1,...,1,u;1,...,1) = u;;
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3. C n-artandir: Her bir n boyutlu B/L, [a;, b;] < [0,1]™ dikd6rtgeni igin:

1=
0< 2(61,...,cn) € Binzl[ai,bi](_l)l{i: ci=aill C(cy,..cp) < 1

n boyutlu kopula fonksiyonlariin analitik tanimini olusturan bu ii¢ maddeden ilki
kopulalarm 0 < P(U; < uq,...,U; <0,...,U, <u,) < PWU; <0) =0 o6zelligini,
ikinci madde ise uniform marjinaller dzelligini ifade etmektedirler. Uciincii madde de
ilgili dikdortgene tekabil eden (Uy,...,U,)~C olasiliginin negatif olmama

zorunlulugu belirtilmektedir.

Teorem 2.3.2.2 (Sklar Teoremi — n boyutlu kopula) H, marjinalleri F, F,, ..., F,
olan n boyutlu bir ortak dagilim fonksiyonu ise, ¥x€ R" igin Esitlik 2.8’de verildigi
sekilde taniml1 n boyutlu bir C kopulast mevcuttur (Nelsen, 2006).

H(xy,%3,..., %) = C(FL(x1), Fy(x3), ..., Fy () (2.8)

Yukaridaki tanimin tersi de gegerlidir. Bir diger ifadeyle, C n boyutlu bir kopula ve
Fi, F,, ..., E, dagihm fonksiyonlarinin ifadesi ise Esitlik 2.8”de tanimlandig gibi bir H

ortak dagilim fonksiyonu mevcuttur.

Bununla beraber, H,C ve F;,F,,...,F, yukarida agiklanan teoremin belirttigi
sekilde ve F; 1, F; L,..., E; Y sirastyla Fy, F,, . .., E, nin yari-ters fonksiyonlari ise Vu €

I igin asagidaki esitlik saglanir.
CQuy, Uy, oo, Un) = HFT (ug), Fy H(Ug), -, Fy H(un) ) (2.9)

Esitlik 2.8”de n boyutlu H ortak dagilim fonksiyonu, kopula ve n adet tek degiskenli
dagilim fonksiyonlar1 kullanilarak gosterilmis, Esitlik 2.9’da ise n boyutlu bir
kopulanin gosterimi, bilesik dagilim fonksiyonu ve tersleri alinmig n adet marjinal
kullanilarak yapilmistir. Ancak, marjinallerin tersinin alinabiliyor olmas1 i¢in siirekli
ve tam artan birer fonksiyon olmalar1 gerekmektedir. Bir fonksiyonun yari-tersinin

tanimi1 asagida verildigi gibidir.

Tek boyutlu F: /0,1] — R dagilim fonksiyonunun yari-tersi F~1: (0,1) — R olup,
Esitlik 2.10 ya da 2.11°de verilen kosullara bagli olarak tanimlanir (Nelsen, 2006).
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a) t’nindeger kiimesi RanF ise F~1(t), F(x) = t olacak bigimde herhangi bir x €

R degerini alir.
F(F'(t)) =t (2.10)
b) t ’nin deger kiimesi RanF degil ise;
F71(t) :=inf{x|F(x) = t} = sup{x|F (x) < t} (2.11)

inf (infimum, ebas); kiime elemanlarin1 alttan sinirlayan sinirlarin en biiyiigii olup,

sup (supremum, ekiis) ise kiime elemanlarini iistten sinirlayan sinirlarin en kiigtigiidiir.
2.3.3 Bagimsizlik Kopulasi ile Fréchet-Hoeffding Sinirlar:

Su ana dek tanimlanan Xi,X,,...,X, rastlantisal degiskenlerinin birbirinden

bagimsiz olmast durumunda ise Esitlik 2.8’e gore bir C kopula fonksiyonu:
H(u) = C(ul,uz,...,un) = ?zlui (212)

Seklinde tamimlanan n-boyutlu bir “bagimsizlik kopulasii” (I1(u)) ifade
etmektedir.

Diger yandan, X1, X5, ..., X,, rastlantisal degiskenleri arasindaki bagimliliin alt ve
tist sinirlart Hoeffding (1940) ve Fréchet (1951)’in ¢alismalarina dayanilarak izleyen
sekilde tanimlanmistir (Nelsen, 2006):

M(uy,...,uy) = min{uq, ..., uy} (2.13)
W(uq,...,u,) = maxf{u,+....+u, — (n —1),0} (2.14)
W, ..., uy) < C(ug, Uy, ..., uy) < M(uq,...,u,) (2.15)

Esitlik 2.13 ve 2.14’te yer alan W, “Fréchet-Hoeffding Alt Sinirm1”, M terimi ise
“Fréchet-Hoeffding Ust Smirmni1” ifade etmektedir. Ayn1 zamanda kendileri de birer
kopula fonksiyonu olan W (sadece n=2 i¢in tanimlidir) ve M, sirasi ile “ters-monoton
kopula” ve “es-monoton kopula” olarak da adlandirilmaktadirlar (Hofert vd., 2018:
19).
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2.3.4 Yasam Kopulalari

Tek degiskenli bir F(x) = P(X < x), x € R dagilim fonksiyonunun “yagam
fonksiyonu F”, F(x) = P(X > x), x € R seklinde tanimlanir ve bu nedenle de
F(x) =1—F(x), x € Resitligi saglanmis olur. Benzer sekilde n boyutlu bir H(x) =
P(X <x),x € R" ortak dagilim fonksiyonunun H yasam fonksiyonu H(x) =
P(X > x),x € R" seklinde tanimlanir. Ancak tek degiskenli F fonksiyonundan farkli
olarak n > 1igin H(x) # 1 — H(x) tir. Bu nedenle, n boyutlu X ~H rassal vektoriiniin
i. elemanmin yasam fonksiyonu F; yukarida bahsedildigi gibi tek degiskenli F;
fonksiyonundan ya da H ¢ok degiskenli yasam fonksiyonundan F;(x;) =
H(=oo,...,—00,x;,—,...,—),x; € R esitligi yardim ile elde edilebilir (Hofert
vd., 2018: 40). Bununla birlikte, 6nceki boliimlerde agiklanan tek ve ¢cok degiskenli
dagilim fonksiyonlarina benzer bir sekilde, tek ve ¢ok degiskenli yasam fonksiyonlari
arasinda herhangi bir baglanti veya iliskinin varligi sorusu yine Sklar (1959)
teoreminin yardimiyla “yasam kopulalarinin” izleyen sekilde tanimlanmasini

saglamigtir.

Teorem 2.3.4.1 (Sklar Teoremi — n boyutlu yasam kopulas1) Marjinalleri,
Fi,..., E, olan herhangi bir n boyutlu H yasam fonksiyonu i¢in n boyutlu bir € kopulast

mevcuttur.
Hx) = C(Fi(xy),..., Ei(xy)), x€R" (2.16)
Boylece, [, ranF; kiimesinde taniml1 essiz (tek bir) C: I™ — I yasam kopulast:
Cw)=HFF 1 -w),...Ey(1—u,)), u€llL,ranF (2.17)

Esitlik 2.16 ile verilen tanimin tersi de gecerlidir. Bir diger ifadeyle, C n boyutlu
yasam kopulas1 ve Fi,..., F, tek degiskenli yasam fonksiyonlarinin birer ifadesi ise
Esitlik 2.16’da tanimlandig gibi marjinalleri Fi, ..., E, olan bir H yasam fonksiyonu

mevcuttur.
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2.4 Kopula Aileleri

Sklar (1959)’1n kopula teorisini ortaya koymasindan bu yana kopulalarin, 6zellikle
son on bes yi1l icerisindeki uygulama alanlar1 ve tiirlerinin ¢esitliligi gelistirilmistir. Bu
nedenle, bu ¢alisma kapsaminda finans alaninda en yaygin uygulama alan1 bulan

kopula aileleri ve 6zellikleri tanitilacaktir.
2.4.1 Eliptik Kopula Ailesi

Eliptik kopulalar ailesi temelde, Normal kopula (Gaussian kopula) ve t-kopulalarini
(t-student ya da Student t kopula) kapsayan ¢ok degiskenli eliptik dagilimlardan
tiiretilmislerdir. Kopula modellemenin popiiler oldugu ilk zamanlarda, ¢ok degiskenli
dagilimlardan en iyi bilineni ¢ok degiskenli normal dagilim kurali oldugu i¢in ilk

uygulanan kopula ¢esidi Normal kopula olmustur.

Normal kopulalar (Gaussian kopula), ¢ok degiskenli normal dagilima sahip rassal
degiskenler arasindaki bagimliligin modellenmesi amaci ile kullaniimaktadirlar. ©
fonksiyonu, standart birikimli normal dagilim fonksiyonunu, @ standart birikimli

normal dagilim fonksiyonunun tersini ve @, fonksiyonu, p korelasyon matrisine sahip

n boyutlu standart normal dagilim fonksiyonudur.

Bu durumda, p korelasyona sahip n boyutlu normal kopula CpG“”SS(u),u € [0,1]"

Esitlik 2.18’de verildigi gibi tanimlanmustir (Hofert vd., 2018: 87).

CpGauss(ul,___,un) = gpp((p—l(ul),...,cb‘1(un))

R L R )

. o dx;...dx, (2.18)
—oo - 1 n

x= (7 (uy),..., 7 (u,)) olmakla birlikte, n boyutlu C§*s kopulasinin

yogunluk fonksiyonu c5**** ise;

Gauss —_1 —Xyp1— n
Cp M5 (U, Uy) = N exp( SX (p In)x), u € (0,1) (2.19)

Esitlik 2.19°da yer alan | birim matris ve |.| : determinanttir.
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Normal Kopulanin bir 6zelligi, kuyruk bagimlilik parametrelerinin sifira esit olmasi
yani olast kuyruk bagimliligini géz oniinde bulundurmamasidir. Bu nedenle, risk

modellemelerinde uygulama alan1 sinirlidir.

Eliptik kopulalar ailesinin bir diger iiyesi olan t-kopulas1 (Student t), normal
kopulaya benzemekle birlikte ayirt edici Ozelligi, ¢ok degiskenli Student-t
dagilimindan tiiretilmis ve kuyruk bagimlilik parametrelerine sahip olmasidir. Esitlik
2.20°de, p korelasyon matrisine ve v serbestlik derecesine sahip n boyutlu bir T, ,,,

Student-t dagilim1 verilmistir.

1 F(v-;-_n) x Xn dx 29
o) = Tt Lo oo g @20

v

1

Bu durumda, t-kopula C;,,V,ue[o,l]” Esitlik 2.21°de verildigi sekilde
tanimlanmustir (Hofert vd., 2018: 88).

C;),v (ul' LR un) = Tn,p,v (Tv_l(ul): LR Tv_l(un))

(v+n) _ v+n

=) (1+225) P dxdx,  (221)

2

— J‘Tv_l(un) fTv‘l(ul)

J_w v

r(2) @2 JTp]

x = (T; *(wy), ..., Ty 2 (uy)) ve T, v serbestlik derecesine sahip tek degiskenli

Student-t dagilim olup, t-kopulanin yogunluk fonksiyonu cj ., ise izleyen sekildedir.

_vin

Cé,v(ul,---,un)ﬂgﬁll (rggf)l)) (= )m, we @O (222

v v+l L
2 2 x4
n L
Hi=1<1+ 7)

Bununla beraber, Student-t dagiliminin v serbestlik derecesi sonsuza yaklastik¢a

normal dagilima yakinsadigi i¢in t-kopulasi da normal kopulaya yakinsar (Malevergne
ve Sornette, 2006: 110).
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V = +00 = supyepo,|Cpy (W) — G (W] - 0 (2.23)

Normal kopula ile t-kopulanin bir diger ortak 6zelligi simetrik dagilimlara (radyal
simetri, merkezden cevreye her iki yonde simetrik) sahip olmalaridir. Ancak, varlik
getirileri arasindaki bagimlilik yapisinin modellenmesinde istenen ozelliklerden
birisinin radyal asimetri olmasindan dolayi, radyal simetri 6zellikleri bu kopulalari
bagimliligin modellenmesinde yetersiz kilmaktadir. Ang ve Chen (2002) gibi bazi
arastirmacilarin ortaya koydugu caligmalar, hisse getirilerine ait ortak dagilimlarda
negatif getirilerin birlikte gézlemlenme sikliginin pozitif getirilere oranla daha yiiksek

oldugunu yani radyal asimetrinin varligini gostermistir.

Normal kopulanin kuyruk bagimlilik parametreleri sifira esit olmasina ragmen, t-
kopula pozitif kuyruk bagimlilik parametrelerine sahiptir. Esitlik 2.24 ile hesaplanma
yontemi verilen Ust Kuyruk Bagimliligi (UKB, upper tail dependence) ve Alt Kuyruk
Bagimliligi (AKB, lower tail dependence) parametreleri, t-kopulanin radyal simetri
Ozelligi nedeni ile birbirine esittir (Mai ve Scherer, 2014: 57).

UKB,, = AKB,, = 2+ t, 41 — %(;‘p) (2.24)

Eliptik kopulalarin simetri 6zellikleri ve karmasik matematiksel gdsterimleri nedeni

ile arastirmacilar farkl: tiirdeki kopulalarin gelistirilmesi tizerinde ¢aligmis ve sonugcta,
asimetrik Ozellikleri de dikkate alan ve daha kolay olusturulabilen Arsimedyen
kopulalar ortaya konmustur. Sekil 2.2 ve 2.3’te belirli parametreler i¢in iki boyutlu
Normal ve t-kopula simiilasyonlarindan elde edilen 1000’er adet psddo-uniform
degiskenin (uq ve u,) serpilme diyagramlari ile kopula yogunluk kontur grafiklerine

yer verilmistir.
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Normal Kopula a) t=0.3 Normal Kopula b) Tt =0.7

u, u,
a) b)

Uy U

Sekil 2.2: Normal Kopula; a) Kendall tau = 0.3 ve b) Kendall tau = 0.7 i¢in
Serpilme ve Kopula Yogunluk Kontur Diyagramlari

Sekil 2.2°de yer alan serpilme diyagramlar1 ile kopula yogunluk kontur grafikleri
incelendiginde, u, ve u, psédo-uniform degiskenleri arasindaki kendall tau () sira
korelasyonunun 0.3’ten 0.7’ye yiikseltilmesi degiskenlerin diyagramin her alaninda
gozlemlenen yayilimini azaltarak degiskenler arasi birlikteligi neredeyse bir dogruyla
tanimlanabilecek boyuta getirmistir. Kopula yogunluk kontur grafiklerinden de artan
sira korelasyon katsayisi ile daha smirli bir alanda artan degisken yogunlugu

gbzlemlenebilmektedir.
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t-Kopula a)t=03v=4 t-Kopula b)t=07v=4

00 02 04 06 08 10
U, U,

a) b)

Sekil 2.3: t-Kopula; a) Kendall tau = 0.3, v = 4 ve b) Kendall tau = 0.7, v = 4
icin Serpilme ve Kontur Diyagramlari

2.4.2 Arsimedyen Kopula Ailesi

Ik defa 1986 yilinda Genest ve MacKay tarafindan iizerinde ¢alisilan Arsimedyen
kopulalar, kolay olusturulabilmeleri, radyal asimetriyi gz 6niinde bulunduran c¢esitli
ve farkli tiirdeki bagimlilik yapilarina sahip olmalar1 nedeni ile kopulalarin en 6nemli
sinifi olarak degerlendirilmektedirler. izleyen Tamm ve Ozellikler béliimiinde
oncelikle iki boyutlu ve tek parametreli Arsimedyen kopulalar tanimlanmis olmakla

birlikte ¢ok degiskenli agilimlarina bir sonraki alt boliimde yer verilmistir.
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2.4.2.1 Tamim ve Ozellikler

Genellikle n degiskenli bir fonksiyon ile tanimlanan n adet degisken arasindaki
bagimlilik yapisinin modellenmesine yonelik giigliik (karmasiklik), Arsimedyen
kopulalarda bagimlilik yapisinin tiretici adi verilen tek bir degisken fonksiyonu altinda
birlestirilmesi yolu ile azaltilmis ve boylece ¢ok boyutlu bir formulasyon ¢ok daha
basit tek boyutlu bir hale donistiiriilmistiir (Malevergne ve Sornette, 2006: 112).
Arsimedyen kopulalarin kapali formda gosterimleri mevcut olup, su ana dek
bahsedilen kopulalarin aksine, ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlarindan
tiiretilmemislerdir. Iki boyutlu bir Arsimedyen kopulanin tanim fonksiyonu asagida
verilmis olup, 0 < wuy,u, <1 kapali araliginda yer almakla birlikte ¢ terimi

Arsimedyen kopulanin iireticisi olarak adlandirilir.

Co(us,uy) = §0_1((P(u1) + (P(uz)) (2.25)

Bununla beraber, Arsimedyen kopulanin belirlenmesini saglayan bir iiretici
fonksiyonunun ¢: I — [0, ) siirekli, kesin azalan ve konveks olacak sekilde asagida

belirlenen 6zellikleri saglamasi gereklidir.
a) 9(0) =, ¢(1) =0,
b) vt € (0,1) igin ¢'(t) < 0 olur, boylece ¢ azalan bir fonksiyondur.
c) Vvt € (0,1) i¢in ¢"'(t) > 0 olur, bdylece ¢ konveks bir fonksiyondur.

Uretici fonksiyonunun tersi ¢ ~*: [0, ) — [0,1] olup, ¢~(0) =1 ve ¢ () =
1 haricinde ¢ ile aym oOzelliklere sahip, siirekli, kesin azalan ve konveks bir

fonksiyondur (Topgu ve Arslan, 2012: 124).

Aslinda, iiretici fonksiyonun (¢) Kopula tiiretebilmesi i¢in ¢(0)’in sonsuz olma
zorunlulugu yoktur. ¢(0) < oo ve ¢(1) = 0 olmasi durumunda Arsimedyen kopula
{iretimi i¢in ¢ fonksiyonunun sézde tersi (pseudo-inverse) olan @!=1(t) fonksiyonu

kullanilir.
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-1
1y = (@@, 0=t <¢(0)
e mH(D) {0’ 0(0) <t < oo (2.26)

@71 (t) fonksiyonunun tamim kiimesi sifir ile sonsuz araliginda (Domel=1 =
[0, 00)) olup, deger kiimesi ise sifir ile bir kapali araligindadir (Rang!=1 = [0,1]).
o!=1 fonksiyonu siirekli, [0,50) araliginda artmayan ve [0, ¢(0)] araliginda kesin

azalan olmakla birlikte, [0,1] araliginda ¢!="(p(w)) = w’dur.

_ t, 0<t<p(0)
o (¢ 10) =10, o <ico
= min(t, (p(O)) (2.27)

Eger, ¢(0) = oo ise, ¢ tam iretici (strict generator) olur, bu durumda iiretici
fonksiyonun tersi ile sdzde tersi birbirine esittir (o= = ¢~1) ve C,(uy,u,) tam

Arsimedyen kopuladir.

C, treticisi ¢ olan bir Arsimedyen kopula ise asagida yer alan 6zelliklere sahiptir

(Nelsen, 2006: 112-113).
a) C(uy,uy) = C(uy,uq), Vug,u, €I; Csimetriktir.

b) C(C(uy,uy),w) = C(uy, C(uz,w)), Yuy,u,w € I; C birlesim dzelligine
sahiptir.

¢) c sifirdan biiyiik bir sabit ise (¢ >0), ce de C nin bir iireticisidir.

Arsimedyen kopula ailesi, tiretici fonksiyonu ve kopulanin genel formuna bagh
olarak cesitli Arsimedyen kopula tiirlerini kapsamaktadir. Tablo 2.1°’de en yaygin
kullanilan iki boyutlu ve bir parametreli (@) Arsimedyen kopula ¢esitleri, genel

formiilleri ve tretici fonksiyon tiirleri 6zetlenmistir.
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Tablo 2.1: Yaygm Kullanima Sahip Iki Boyutlu Arsimedyen Kopulalar ile Uretici

Fonksiyonlari
Kopula | Kopulanin Genel Formu Uretici F. / g (t) | Parametre Aralig
Clayton C§Y (us,uz) = max[(u; 7 +uy = — 1]_71, 0) %(t_e -1) 0 €[—1,)\ {0}
Frank | ¢} unuz) = —%ln (1 + %) —1In Z__i,t__ll 0 € (—oo0,) \ {0}
Gumbel | C§ (us,uz) = exp [—[(—Inu1)9 + (—1nu2)9]1/ 9] (=nt)? 0 €[1,x)
Joe G funae) = 1= [ =) + (11/_ =) g —In(1-(1-1)%) 0 €[1,:0)
(1-u)f (1 —uy)?]’?

Kaynak: Nelsen (2006: 116); Trivedi ve Zimmer (2007: 46)

Tablo 2.1°de yer alan kopula cesitlerinden Clayton kopulasi, giiclii alt kuyruk
bagimlilig1 ve goreceli zayif list kuyruk bagimlilig ortaya koymasi nedeni ile daha ¢ok
korrele risklerin iizerinde calisma amaci ile kullanilmistir. Ornegin, yapilan
arastirmalara gore finansal sikinti donemlerinde batik krediler arasindaki korelasyon
oldukga yiiksektir. Iki olay arasindaki birlikte hareket etme egiliminin ortak dagilimin
alt (sol) kuyrugunda en gii¢clii olmast durumunda Clayton kopulast uygun bir
modelleme tercihi olacaktir (Trivedi ve Zimmer, 2007: 18). Bununla birlikte, 6
parametresinin eksi bire yakinsamasi durumunda (6 — —1) Clayton kopula, ters-
monoton (W) kopulaya, 8 parametresinin art1 sonsuza yakinsamasi durumunda (6 —

+00) ise es-monoton (M) kopulaya doniismektedir.

Frank kopula ise, diger bazi kopulalardan farkli bir bigimde marjinaller arasindaki
negatif bagimliliga izin vermesi, kuyruk bagimliliginin simetrik olmasi (Normal ve t-
kopulalar benzeri) ve her iki Fréchet simirmi1 da kapsamasi nedeniyle popiiler bir
kopula ¢esididir. Teorik acidan, gii¢lii pozitif veya negatif bagimliliga sahip sonuglarin
modellenmesinde kullanilabilecek olan Frank kopulanin, yapilan simiilasyon
caligmalar ile kuyruk bagimliliginin goreceli olarak zayif ve dagilimin ortasinda en
giicli bagimliliga sahip oldugu raporlanmistir. Bu da Frank kopulanin kuyruk
bagimlhilig1 zayif veriler icin daha uygun oldugunu ifade etmektedir. Ayrica, 6

parametresinin sifira esit olmasi durumunda Frank kopula, onceki boliimlerde

50



aciklanan bagimsizlik kopulasmna (I1(u)) esit olmaktadir. 6 parametresinin eksi
sonsuza yakinsamasi durumunda (6 — —oo) Frank kopula, ters-monoton (W)
kopulaya, 8 parametresinin art1 sonsuza yakinsamast durumunda (8 — +o0) ise es-

monoton (M) kopulaya doniismektedir.

Arsimedyen kopula ailesinin bir diger {iyesi olan Gumbel kopula, Clayton kopula
benzeri negatif bagimlilia izin vermezken, Clayton kopulanin tersine, giiclii list (sag)
kuyruk bagimlilig: ile goreceli olarak zayif alt (sol) kuyruk bagimlilig1 gosterir. Veri
dagilimlarinin sag ucundaki yiiksek degerleri arasindaki korelasyon gii¢lii ancak sol
ucundaki diisiik degerleri arasindaki korelasyon zayif ise bu tiir bagimlilik yapisinin
modellenmesi amaciyla Gumbel kopula uygun bir tercih olacaktir (Trivedi ve Zimmer,
2007: 19). Ayrica, iiretici fonksiyonunun 8 parametresi bire esit oldugunda (6 = 1)
Gumbel kopula bagimsizlik kopulasina, art1 sonsuza yakinsadiginda ise (8 — +o0))
es-monoton kopulaya doniismektedir. Gumbel kopula, Clayton ve Frank kopuladan
farkli olarak, negatif bagimliliga sahip olmamasi nedeniyle parametre sinirinda ters-

monoton kopulaya donlisme durumu da mevcut olmamaktadir.

Tablo 2.1°de genel formu ve tiretici fonksiyonu verilen kopulalardan bir digeri olan
Joe kopula, negatif bagimlhiliga izin vermeyerek Gumbel kopulaya benzemekle
birlikte, Gumbel kopuladan ¢ok daha giiclii ist kuyruk bagimliligina sahiptir. Bu
nedenle de Joe kopula, pozitif bagimliligin varligi durumunda Clayton kopulanin
tersine daha ¢ok benzemektedir. Bununla birlikte, tiretici fonksiyonunun 8 parametresi
bire esit oldugunda (6 = 1) Joe kopula bagimsizlik kopulasina, arti sonsuza

yakinsadiginda ise (6 — +0)) es-monoton kopulaya doniismektedir.

Sekil 2.4’te su ana dek bahsedilen dort farkli tiirdeki Arsimedyen kopulanin belirli
parametre degerleri icin serpilme diyagramlarina yer verilmistir. Clayton kopulanin
serpilme diyagrami incelendiginde diyagramin sol alt kdsesinde siklasan gozlem
degerleri kopulanin sahip oldugu pozitif alt kuyruk bagimliliginin bir gostergesidir.
Esit Kendall sira korelasyonu degerleri i¢in (7 = 0.7) dort tek parametreli Arsimedyen
kopulanin simiilasyonlarindan elde edilen 1000’er adet u; ve u, degiskenlerinin
serpilme diyagramlar1 incelendiginde, Joe kopulanin yukarida bahsedildigi gibi

Clayton kopulanin tersine en ¢ok benzeyen kopula oldugu goriilebilmektedir.
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Clayton Kopula Frank Kopula

U,

U,

Sekil 2.4: Arsimedyen Kopula Tirleri (Kendall 7 = 0.7)

2.4.2.2 Cok Boyutlu Arsimedyen Kopula

Iki boyutlu bir C,  fonksiyonunun Arsimedyen kopula olarak tanimlanabilmesi i¢in
¢ iretici fonksiyonunun tasimasi gereken ozellikler bir 6nceki boliimde agiklanmaisti.
Cok boyutlu (n =3 i¢in) bir C, kopulasinin tanimlanabilmesi i¢in ¢ {retici
fonksiyonunun tasimas1 gereken ek dzellikler mevcuttur. izleyen teorem, n boyutlu
Arsimedyen kopula iireten bir tam ¢ iiretici fonksiyonunun varligi i¢in gerekli ve

yeterli kosullar1 tanimlamaktadir (Nelsen, 2006: 152).

Teorem 2.4.2.2.1 Kesin azalan bir ¢: I — [0, co] fonksiyonu ¢(0) = o ve ¢(1) =
0 saglamakla birlikte ¢!, ¢ nin tersidir. Ancak ve ancak ¢ ~1’in [0, c0) araliginda
tam monoton olmasi durumunda C™: I"* — I fonksiyonu tiim n > 2 i¢in n boyutlu bir

kopuladir.
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Bu durumda, Arsimedyen kopulanin n boyutlu agilimi izleyen sekilde yapilabilir:

Co(Uyg,..., up) = o Y o) +...+ o(uy)) (2.28)

Tablo 2.1°de iki boyut i¢in genel formu verilen Arsimedyen kopulalarin n boyutlu

acilimlar1 ise Tablo 2.2°de verilmistir.

Tablo 2.2: Yaygimn Kullanima Sahip Cok Boyutlu Arsimedyen Kopulalar

Parametre
Kopula Genel Formu p
ngl(u) = Q@p+...+u;? +1- n)_l/e 6>0
1 (e—6u1 _ 1)(6_'9“2 il 1)___(e—eun_ 1)
F —
Cp(w) =—7n (1 + e 00
1
€ (w) = exp [_[(_I’“‘l)g + (=Inuy)®+... +(=Inuy,)°] /9] 9=>1
n 1/9
ORSE {1 -] i-a- uoe]} 6> 1
i=1

Kaynak: Joe (2015: 171); Nelsen (2006: 152-153)

2.5 Karisim Kopulalar

n boyutlu kopulalarin konveks kombinasyonlar1 da birer kopula fonksiyonu oldugu
i¢in su ana dek bahsedilen kopulalara daha esnek bir yap1 kazandirabilmek amaciyla n
boyutlu kopulalarin bir kombinasyonu olarak “Karisim kopulalar” onerilmistir
(Nelsen, 2006). Bir w, i = 2 i¢in w = (w4, ..., w;) agirhik vektori ve Cy,...,C; n
boyutlu i sayidaki kopula fonksiyonlarin izleyen Esitlik 2.29°daki gibi dogrusal
karisimi ile bir n boyutlu Karigim kopula elde edilmektedir.

Comix(Cry -+, C) (W3 0) = Tiemq 0k G (w3 6,),  u € [0,1]" (2.29)
Esitlikte yer alan Vk € {1,...,i}icin Yk _; w, = 1 Ve w, = 0°dur.

Karisim  kopulalar, Eliptik ve/veya Arsimedyen kopulalarin  ¢esitli
kombinasyonlarindan elde edilebilmektedirler. Bu nedenle de farkli tiirdeki
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kopulalarin bagimlilik ézelliklerinden ayni anda yararlanmak miimkiindiir. Ornegin;
onceki bolimlerde bahsedildigi lizere, Clayton kopula sadece pozitif alt kuyruk
bagimliligina Gumbel kopula ise sadece pozitif list kuyruk bagimliligina sahipken
Gumbel ve Clayton kopulalarinin kombinasyonu ile elde edilen bir karisim kopula
hem iist hem de alt pozitif kuyruk bagimliligina sahip olabilmektedir. Sekil 2.5°te
belirli parametreler i¢in iki boyutlu Student t-kopula (C7,) ile iki boyutlu Clayton ve
Gumbel kopulalarin esit agirlikli kombinasyonundan elde edilen karigim kopulanin

(Cinix) serpilme diyagramlarina yer verilmistir.

() C5.45,4 (b) Cza & Cfé‘m,(ul = w, = 0.5

10

Uz
06 08

04

02

00

T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 10 0.0 02 04 06 08 1.0

U1 u1

Sekil 2.5: (a) Student t kopula ile (b) Clayton - Gumbel Karisim Kopula
2.6 Kopula Tahmin Yontemleri

Kopula tahmin yontemleri; parametrik, yari-parametrik ve parametrik olmayan
yontemler olmak iizere li¢ temel baglik altinda siniflandirilmaktadirlar. Parametrik
tahmin yontemleri, ¢cok degiskenli veri dagiliminin bilindigini ve dolayisi ile gercek
modelin belirli bir cok degiskenli dagilim ailesine ait oldugunu varsaymaktadir. Bir
diger ifadeyle, parametrik yontemler her bir marjinal dagilim ile birlikte cok degiskenli
bagimliligr modelleyen kopula ailesinin de bilindigini farz etmektedir. Tek degiskenli
marjinal dagilimlarinin bilinmedigi durumlarda ise yari-parametrik kopula tahmin
yontemleri tercih edilmektedir. Yari-parametrik yontemlerde, tek degiskenli marjinal
dagilimlarla ilgili herhangi bir varsayimda bulunulmazken, sadece kopulanin
parametrik gosteriminden yani belirli bir kopula ailesinin varlig1 varsayimindan
yararlanilmaktadir. Parametrik olmayan tahmin yontemlerinde ise tek degiskenli

marjinal dagilimlar ile kopula ailesinin tiirii hakkinda belirli bir varsayim mevcut
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olmayip kopula tahmininde ampirik kopula ve kernel tahmincisi gibi parametrik

olmayan yontemlerden yararlanilmaktadir.
2.6.1 Parametrik Tahmin Yontemleri

Parametrik tahmin yontemleri, tek degiskenli marjinal dagilimlarin ve degigkenler
aras1 bagimliligin tiirii ve giiciinii modelleyen parametrik kopula ailesinin bilindigini
varsaymakla birlikte marjinal dagilim parametreleri ile kopula parametrelerinin
birlikte ya da ayr1 tahminine dayali tek ve birden ¢cok asamali yontemler olmak iizere
iki alt grupta siniflandirilirlar. Her bir yontemin detayina ise izleyen alt bdliimlerde

yer verilmistir.
2.6.1.1 En Cok Olabilirlik (MLE)

H ortak dagilimimin tek degiskenli marjinalleri Fy, F,,..., F, ve C fonksiyonu;
parametresi (parametre vektorii) 8 (6 € ©) olan X3, X, ..., X,, degiskenleri arasindaki

n boyutlu bagimlilik yapisini temsil eden parametrik bir kopula fonksiyonu olsun.
H(xq, %2, .., %) = C(Fy(xg; 01), Fo (X5 @3), - ., Fy (s )5 0) (2.30)

Yukaridaki tanimda yer alan @ terimi (©@ < RP) kopula parametre seti olmakla
birlikte Esitlik 2.30°da yer alan «; ise, i = 1,2,...,ni¢in F; marjinalinin parametresini
(parametre vektoriinii) ifade etmektedir. Ornegin, H ortak dagilimmmn iki boyutlu

oldugunu (i = 1,2) ve normal dagildigini varsayarsak a; = (y;, 0;) ve 8 = p,, olur.

X1, X5,..., X, rassal degiskenlerinin T biiyiikliginde T = {x;,...,Xp¢} =, bir
orneklemi i¢in log-olabilirlik fonksiyonu (Mai ve Scherer, 2014; Malevergne ve
Sornette, 2006):

£(X;a;;0) = ?=1ZZ=1lnfi(xit5 a;) +
2%1:1 Inc(Fy (X1 a1), ..., By (ne; ay); 0) (2.31)

Esitlik 2.31°deki f;(:; ;) terimi, F;(; @;) marjinal dagilim fonksiyonuna ait

marjinal yogunluk fonksiyonunu ifade etmektedir. Benzer sekilde, c(-; 6) terimi de
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C (+; 8) kopulasinin yogunluk fonksiyonudur. Marjinallerin parametre vektori «; ile 6
kopula parametresini (parametre vektoriinii) es anda (tek asamada) tahminleyen en ¢ok

olabilirlik tahmincisi 8, ise izleyen sekilde tanimlanabilmektedir.

OyLe = arg max 2(X; a;;0) (2.32)
ai,

Belirli uygunluk sartlari altinda 8, ; tutarli, asimptotik etkin ve asimptotik normal
dagilma 6zelliklerine sahip bir tahmincidir. Buna ragmen, en ¢ok olabilirlik yontemine
(Maximum Likelihood Estimation, MLE) yoneltilen iki temel elestiri mevcuttur.
Bunlardan ilki; ¢ok degiskenli H dagilimlarinin boyutu arttirildik¢a tahmin edilmesi
gereken (a;; 0) parametre vektorii biilyimekte bu da log-olabilirlik fonksiyonunun
maksimizasyonunu zorlastirmakta ve fonksiyonun global maksimum yerine lokal
(bblgesel) bir maksimum noktasiin belirlenme riskini arttirmasidir. Tkinci elestiri ise
tek degiskenli Fy, F,,..., F, marjinallerine dair yapilan parametrik varsayimlara
yoneliktir. Bu varsayimlarin hatali olmasi kopula parametresi 6’nin tahminini

etkileyecektir.
2.6.1.2 Marjinallere iliskin Cikarsama Fonksiyonlar1 Yontemi (IFM)

En ¢ok olabilirlik yontemine yoneltilen elestirilerden yola ¢ikan Joe ve Xu (1996)
yukarida agiklanan (a;; @) parametre vektoriiniin tahminini tek degiskenli marjinal
parametrelerinin tahmini ile kopula parametrelerinin tahmini olmak iizere farklh
asamalara ayirmistir. “Marjinallere iligkin c¢ikarsama fonksiyonlar” (Inference
Functions for Margins, IFM) olarak adlandirilan bu yontemin ilk asamasinda i =
1,2,...,nigin F; marjinallerinin a; parametre vektorii her bir marjinal i¢in ayr1 ayri en

cok olabilirlik yontemi ile tahmin edilmektedir.

ayr =arg n}xax ZZ=1 In fi(x1¢; 1)
1

CT{n,T =arg "}Zax Zf=1 Infy (xnt; an) (2-33)
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Sonraki asamada ise ilk asamada tahminlenen &;r parametreleri marjinal
dagilimlarinda yerlerine konarak yine en ¢ok olabilirlik yontemi ile kopula

parametresinin (parametre vektoriiniin) tahmini gerceklestirilmektedir.
éIFM = aT‘g meax Z’{=1 lTl C(Fl (xlt; dl,T)' seay FTI. (Xnt; dn,T); 9) (234)

Joe ve Xu (1996), belirli uygunluk kosullar altinda 8;z, tahmincisinin asimptotik
olarak tutarli ve normal dagilma ozelliklerine sahip oldugunu gostermistir. IFM
yontemi tiim parametrelerin es anli maksimizasyonunu gerektirmemesi nedeniyle daha

hizli ve kolay uygulanabilir bir yontem olarak ortaya konmustur.
2.6.2 Yari-Parametrik Tahmin Yontemleri

Yari-parametrik kopula tahmin yoOntemleri, Momentler Yontemi (Method of
Moments) ve Psodo (Sozde) En Cok Olabilirlik (Pseudo Maximum Likelihood

Estimation, PMLE) yontemi olmak iizere iki ayr1 baslik altinda siniflandirilabilirler.
2.6.2.1 Momentler Yoéntemi

Momentler yonteminde Kendall tau ve Sperman sira korelasyonu gibi uyumluluk
olgiilerinden yararlanilarak parametrik bir kopula fonksiyonunun 6 parametresi tahmin
edilebilmektedir. Sira korelasyonlari, verilerin marjinal dagilimlar ile degil bagimlilik
yapilart / kopulalar ile iliskilidir. Dolayis1 ile Kendall tau (t) ve Sperman (pg) sira
korelasyonlar1 kopula parametresinin bir fonksiyonu olarak (6 — f(6) = 1) ifade
edilebilmektedirler. Birgok kopula ailesi i¢in f(8) fonksiyonu [—1,1] araliginda
tamiml1 ve kesin artandir. f(-) fonksiyonunun tersi f~1(-)’in tanimlanmasiyla kopula
parametresi tahmin edilebilmektedir. Oakes (1982), iki boyutlu Clayton kopulanin 6
parametresini bu yontemle hesaplamistir. Genest ve Rivest (1993) ise bu yontemin
analizini iki boyutlu Arsimedyen kopulalar i¢in ortaya koymustur (Mai ve Scherer,
2014; Malevergne ve Sornette, 2006).

Bagimlilik Yapilar1 ve Bagimlilik Olgiileri boliimiinde detayli tanimlar1 verilen

Kendall tau ve Sperman sira korelasyonlarinin, Eliptik ve baz1 Arsimedyen kopulalar
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icin kopula parametresinin birer fonksiyonu olarak ifadelerine yer verilmistir (bkz.

Tablo 4.1). Bunlar arasindan, 6rnegin Gumbel kopula i¢in f(+) fonksiyonu:
6—
f®) ==, f:[1,0)-[0,1) (2.35)
seklinde tanimlanmis olup bu durumda f =1 () ters fonksiyonu da asagidaki gibidir.

i@ == (2.36)

Esitlik 2.36’da yer alan T terimi veri setinden hesaplanmis Kendall tau sira
korelasyonunun o6rneklem versiyonudur. Momentler yontemi basit ve ozellikle iki
boyutlu kopulalar i¢in uygulanmasi kolay bir yontem olmasina ragmen, ikiden fazla
boyuta sahip kopulalar s6z konusu oldugunda ¢ok degiskenli bagimlilik Slgiileri ile
cok boyutlu denklem sistemlerinin ¢oziimiinii gerektiren bu yontemin uygulanmasi da

zorlagsmaktadir.
2.6.2.2 Psodo En Cok Olabilirlik Yontemi (PMLE)

Momentler yontemine bir alternatif olarak, Genest vd. (1995) tek degiskenli
marjinal dagilimlar ile ilgili herhangi bir parametrik varsayimda bulunmadan sadece
kopula fonksiyonunun parametrik gosteriminden yararlanan Psédo (S6zde) En Cok
Olabilirlik yontemini (Pseudo Maximum Likelihood Estimation, PMLE) ortaya

koymustur.

Diger kopula tahmin ydntemlerinin agiklanmasi esnasinda bahsedildigi gibi T
biiyiikliigiindeki T = {Xy;,..., Xp¢} =, 6rnekleminin, F;, F,, ..., E, siirekli marjinalleri
ile {C(uy,...,uy; 0)} ailesine tiye C(+; 8), 6 € O kopulasina sahip bir n boyutlu H
ortak dagilimindan elde edildigini farz edelim. Kopula fonksiyonlarinin tanimindan
(Sklar, 1959) U rassal vektoriine ait i. elemanin u; = F;(x;) oldugu bilinmektedir.
Marjinal dagilimlarin bilinmemesi veya uygun bir parametrik modelin mevcut
olmamasi durumunda U vektdriiniin u; elemani, F; marjinalinin F; ampirik dagilim
fonksiyonundan elde edilebilecektir. Bir X = (X;,...,X;) Omeklemi igin tek

degiskenli £ ampirik dagilim fonksiyonu ise izleyen sekilde tanimlanmustir.
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FO) =2 %l 1 <x, TeN, x€R (2.37)

Esitlik 2.37°de yer alan 1 gosterge fonksiyonunu ifade etmekte olup X; < x
saglanmas1 durumunda bir degerini alir. Siirekli marjinal dagilimlar géz Oniinde
bulunduruldugunda, ampirik dagilim fonksiyonlar1 sira istatistikleri ile yakindan
iligkilidir. Bunun yaninda, ¢ok degiskenli bir ampirik dagilim ise asagidaki gibi

tanimlanmaistir.
— Fed 1
H(x) =H(Cxy,o %) =2 Yici Lx, <xxy<xp TEN, Xp,..,x, ER - (2.38)

Tek ve ¢ok degiskenli ampirik dagilimlar sirasiyla Esitlik 2.37 ve 2.38’deki gibi
tanimlanmalarina ragmen, kopula fonksiyonlar1 g6z oOniinde bulunduruldugunda
orneklemde yer alan en biiytik X gozlem degeri iginu = F(x) = T/T = 1 sinir degeri,
kopula yogunluk fonksiyonlarmimn [0,1]™ araliginin i¢inde tanimli olmalari durumunda
sorun yaratabilmektedir. Bu nedenle, esitliklerde yer alan 1/T yerine genellikle
1/ T+ 1 kullanilmaktadir. Asimptotik olarak, T sonsuza (T — oo) yakinsadikga,
(T + 1)/T’nin bire yakinsamasi [(T + 1)/T — 1] nedeni ile bu iki se¢im birbirine
esittir. Ancak, ampirik fonksiyonlardan elde edilen bu u;,i = 1,..., T vektori, C(+; 0)
kopulasindan elde edilen gercek bir 6rneklemi yansitmaz. Ayrica, gozlem siralarinin
her bir gozlem i¢in 6rneklemin tamamindan hesaplanmasi stokastik bagimliliga yol
acarken, 1/T yerine 1/T + 1’in kullanilmas1 U[0,1] araliginda dagilim varsayimindan
hafif bir kaymaya yol agmaktadir. Bununla birlikte, bahsedilenlerin tamami gok kiigiik

orneklemler igin sorun teskil etmektedir (Mai ve Scherer, 2014).

Psddo En Cok Olabilirlik yonteminde, ampirik fonksiyonlardan elde edilen psddo-
degiskenler log-olabilirlik fonksiyonundaki yerlerine konarak (Esitlik 2.39) en ¢ok
olabilirlik yontemi ile (Esitlik 2.40) 6 kopula parametresinin (parametre vektoriiniin)

tahmini gerceklestirilmektedir.

T =~ T ~
¢(X;0) =Xl Inc| —Fir(X1),....o s Far(Xni); 0 (2.39)

+1
Uii Uni
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OpyLe = arg max 2(X;60) (2.40)

Genest vd. (1995), belirli uygunluk kosullar altinda 8p,,;  tahmincisinin tutarli ve

asimptotik normal dagilma 6zelliklerine sahip oldugunu gostermistir.
2.6.3 Parametrik Olmayan Tahmin Yontemleri

Kopula tahmin yontemlerinin gelistirilmesine yonelik yapilan ¢aligmalar bu alanda
kullanilabilecek cesitli yontemleri ortaya koymustur. Bu yontemler arasindan,
yukaridaki boliimlerde en popiiler ve yaygin kullanim alani bulan parametrik ve yari-
parametrik yontemlere yer verilmeye calisilmistir. Tek degiskenli marjinaller ile
birlikte kopula ailesinin de bilinmedigi ya da belirli bir parametrik ailenin belirlenme
varsayimini gerektirmeyen parametrik olmayan kopula tahmin ydntemlerine ise

izleyen boliimlerde yer verilmistir.
2.6.3.1 Ampirik Kopula

Ampirik kopula ya da asimptotik olarak benzer formlarinin varligi ilk olarak 1970’1i
yillara Rischendorf (1976) ile Deheuvels (1979, 1981)’in ¢aligmalarina
dayanmaktadir. Yukarida bahsedilen marjinal dagilimlarin ampirik dagilimlarina
benzer bir sekilde, n boyutlu bir H ortak dagilimmdan alinan T biiyiikligiindeki bir
orneklem T = {Xy¢,..., X }'=, icin C kopula fonksiyonunun parametrik olmayan

dogal tahmincisi izleyen esitlikteki gibi tanimlanmistir (Hofert vd., 2018).
~ 1 . .
Cw =+ Lln;’:ll{uijsu]_}, i=(Q,..,T),j=(,..,n), uel0,1]® (2.41)

Esitlik 2.41°de yer alan ve psddo-degiskenlerin ampirik dagilimina benzetilebilecek
C terimi, H ortak dagilimmin “ampirik kopulas” olarak tammlanmstir. ¢, C
kopulasinin tutarli bir tahmincisi olmakla birlikte asimptotik o6zellikleri asagida

tanimlanan “ampirik kopula siirecini” izlemektedir.

VT (Cw) - cw), ue o] (2.42)
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Ampirik kopula siireci, 6zellikle kopula fonksiyonlarinin bilinmedigi bir¢cok tahmin
(¢ikarsinim) prosediiriiniin - asimptotik gegerliliginin gdsterilmesinde kullanilan

anahtar bir teorik aragtir.
2.6.3.2 Kernel Kopula Tahmincisi

Fermanian ve Scaillet (2003) kopula ve tiirevlerinin kernel tahmincilerine ait
asimptotik 6zelliklerini belirleyerek parametrik olmayan bir kopula tahmin yontemi
ortaya koymuslardir. Her ne kadar Ampirik kopula gibi mevcut parametrik olmayan
kopula tahmin yontemlerini gelistirmek amaciyla ortaya konan bir yontem olsa dahi,
cok sayida gozlem iceren biiyiik 6rneklemler gerektirmesi (30 ya da 40 yillik glinlikk
veri gibi) yontemin en biiyiikk dezavantajidir. Nitekim biiyiik bir 6rneklemin
degerlendirmeye alindigi zaman dilimi igerisinde degiskenler arast bagimlilik
yapisinin sabit olmamas1 muhtemeldir. Bu nedenle, asagida yontemin kisa bir 6zetine
yer verilmis olup daha detayli bilgiye Fermanian ve Scaillet (2003)’1n ¢aligmasindan

ulasilabilir.

X1,X,,..., X, rassal degiskenleri arasindaki n boyutlu bagimlilik yapisini temsil
eden bir C kopulasi ile bu degiskenlerin n boyutlu ortak dagilim fonksiyonu H olsun.
Bununla birlikte, F; tek degiskenli marjinal dagilmlart ve T = {xq,..., Xpt}i=q iS€
degiskenlerin T biiyiikliigiindeki bir 6rneklemini ifade etmektedirler. H(X) ile F;(x)

dagilimlarinin kernel tahminleri asagidaki gibidir.

Fix) = 7310 () (2.43)
AG) =10 T @ () (2.44)
o(x) = ["_ @) dt (2.45)

Esitlik 2.43 ile 2.44’te yer alan h; € R™ (hy,..., h,) T’nin bir fonksiyonu olarak

ifade edilen bant genisligidir (bandwith). C kopulasmin C kernel tahmincisi ise:

Cluy,...,uy) = H®) (2.46)
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olup, § terimi i. eleman1 F; nin u;-yiizdelik dilimi olan bir vektorii ifade etmektedir.
Belirli uyumluluk kosullari altinda, C kernel tahmincisi asimptotik olarak normal

dagilmaktadir.
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UCUNCU BOLUM
ASMA (VINE) KOPULALAR

Bir dnceki boliimde temel 6zellikleri agiklanan kopula fonksiyonlariin bir¢ogu iki
boyutlu olup ikiden fazla degisken arasindaki ¢ok boyutlu bagimlilik yapilarini
modelleyebilen kopula tiirii sinirlidir. Bununla birlikte, ¢ok boyutlu bagimlilik
yapilarinin modellenebildigi Eliptik kopulalardan biri olan Normal kopula, radyal
simetri ve sifir kuyruk bagimlilig1 katsayisina sahip olmasi nedeniyle ¢ok degiskenli
bagimlilik yapilarinin modellenmesinde yeterli bulunmamistir. Eliptik kopula
ailesinin bir diger iiyesi olan Student t kopula ise simetrik kuyruk bagimlilig: ve tek
bir v serbestlik derecesi parametresine sahip olmasi nedeniyle ¢ok boyutlu ve asimetrik
kuyruk bagimliligi yapilarinin modellenmesinde yeterli goriilmemistir. Benzer bir
sekilde, Arsimedyen kopulalar da ¢ok degiskenli ve karmasik bagimlilik yapilarini tek
bir parametre ile modellemeye calistiklar1 i¢in elestirilmislerdir. Bu ve benzeri
elestiriler, arastirmacilarin asimetrik ve karmasik ¢cok boyutlu bagimhilik yapilarim
modelleyebilen alternatif kopula fonksiyonlar1 gelistirmelerini saglamistir. Sklar
(1959) teoreminden yararlanarak n degiskenli bir F ortak dagiliminin izleyen sekilde

gosterilebildiginden bahsedilmisti:

F(x) = F(xy,...,%,) = C(F(x1),..., Fy(x)) (3.1)

Esitlik 3.11n her bir degisken i¢in kismi tiirevinin alinmasiyla F ortak dagiliminin
f olasilik yogunluk fonksiyonu, marjinal ve kopula yogunluk fonksiyonlar tiiriinden

elde edilebilmektedir.

_ anC(F1(x1),---,Fn(xn)) . OF; (x41) . OF (xn)
f(xl, R xn) - OF(%1),,0Fp (x7) X1 rern Xn
= Cl...n(Fl(xl)'---'Fn(xn)) [T fix) (3.2)

Sklar (1959) teoremine dayanan ortak yogunluk fonksiyonlarmin yukaridaki
acilimi1 ve iki degiskenli kopulalar ile modellenebilmeleri “Asma” (“Vine™)

kopulalarin gelistirilmesini saglayan temel etmenleri olusturmaktadir.
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“Asma” kopula ya da bir diger adiyla “ikili kopula yapilar’” (pair-copula
constructions, PCC), ilk olarak Joe (1996) tarafindan tanimlanan ve sadece iki boyutlu
kopula fonksiyonlarindan olusturulan ¢ok degiskenli dagilim fonksiyonlaridir. Joe
(1996) sonrasinda Bedford ve Cooke (2001, 2002) bu ikili kopula yapilarinin olasilik
yogunluk fonksiyonlarint tanimlamis ve daha da onemlisi bu ikili yapilarin
olusturulabilmesine yonelik grafiksel bir yontem onermistir. Boylece, ¢ok degiskenli
karmagik bagimlilik yapilar1 sadece iki boyutlu kopulalardan yararlanilarak
modellenebilmekte ve bu nedenle de degiskenler arasi farklilik gosteren asimetrik
bagimhlik yapilarma izin verilebilmektedir. Izleyen paragraflarda, ikili kopula
yapilarinin tanimi ile bu yapilarin olusturulmasindan baslayarak, “Diizenli Asma”
(“Regular Vine”) kopulalarinin gelistirilmesine ve parametre tahmini konularina yer

verilmistir.
3.1 ikili Kopula Yapilar1 (PCC)

Joe (1996), n adet tek degiskenli marjinal dagilim ve her bir marjinal ¢ifti arasindaki
bagimlilig1 temsil eden n(n — 1)/2 adet kosullu ve kosulsuz bagimlilik parametresi
dagiliminin siirekli marjinalleri Fy, ..., F, ve C iki boyutlu bir kopula fonksiyonu olsun.
S c {1,...,n} olmak iizere F iist sirali marjinalleri ve fs yogunluk fonksiyonunu ifade
etmektedirler. k = j + 1 olmas1 durumunda Cj, (j < k), Fj ve F,, marjinalleri ile
iligkilidir. k >j+ 1 olmasi durumunda ise Cj, j ve k arasinda endekslenen
degiskenlerin varliginda j. ve k. degiskenlerin kosullu dagilimlari ile iligkilidir. Ayrica,
Fyis (j € S), S’de endekslenen degiskenlerin varliginda j. degiskenin kosullu dagilim
fonksiyonunu ifade etmektedir. S; = S U {j} ve tiim yogunluk fonksiyonlarmnin taniml

olmas1 durumunda;

Fus(zlys) = [ fusOilys)dy; ve fus(lys) = fs, (vs,) / fs ). (33)

C(uq,uy; ), Fréchet st simurt ile bagimsizlik kopulasini da igeren iki boyutlu bir
kopula ailesini temsil etmektedir. Ayrica, 8 parametresinin artmasi ile C kopulasindaki

bagimliligin arttig1 ve bagimsizlik durumunda 6 = 6, ile Fréchet iist sinirinda 6 = 6y
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esitliklerinin saglandig1 varsayilmistir. j < k i¢in 6, = 6y esitligini saglayan bir
teta parametresi ve Cj, = C(-; ij) kopula fonksiyonu mevcuttur. 1 < j < n igin ¢ok

degiskenli F dagiliminin (j,j+1) iki degiskenli marjinali izleyen sekilde tanimlanmuistir.
Fijs1(Vp Yjs1) = Gjjn (Fj(yj)'Fj+1(3’j+1)) (3.4)

Esitlik 3.4’teki gibi tanmimlanan iki degiskenli marjinaller ile Cj kopula
fonksiyonlarin yardimiyla 3 < k < n igin Fy g, ..., Fy_k41.n Ust sirali marjinalleri
farkli k degerleri i¢in sirasiyla tanimlanabilecek ve en sonunda F =F, ,
fonksiyonunun tanimina ulasilacaktir. Ornegin, n = 3 igin tek degiskenli marjinalleri
F,, F,, F; ile iki degiskenli marjinalleri F;, ve F,; olan li¢ degiskenli F = F,,3

fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanabilecektir.
Fi23(y1, Y2, Y35 012, 013, 023) =
f_yjo Ci3 (F1|2 (711225 612), F3|2(3’3 | Z,; 923)) F,(dz,) (3.5)

Esitlik 3.5°te yer alan F, ile F)5, Fy, Ve F,3 fonksiyonlarindan elde edilen kosullu

kiimiilatif dagilim fonksiyonlaridir. Yukarida yer alan 6,3 ise, ikinci marjinalin
varliginda birinci ve tiglincli marjinaller arasindaki kosullu bagimliligin parametresi
olarak yorumlanabilir. Joe (1996), yukaridaki 6rnegin adim adim farkli n degerleri igin
uygulanabilecegini ve dolayisiyla n-boyutlu bir F fonksiyonunun izleyen esitlikteki

gibi tanimlanabilecegini belirtmistir.
Fya o Yni 012,04, 010) =
f_yzo X ff:o_l Cln(F1|2...n—1(y1|Z2’ w1 Zn=1;012, ., On_2n_1),
Fn|2...n—1(}’n|Zz» s Zn_1; 023, o, 1)) *
Fyono1(dzy, ..., dzy_15653,...,00_20-1)  (3.6)

Cok boyutlu dagilim fonksiyonlarinin kosullu ve kosulsuz marjinalleri ile sadece

iki boyutlu kopula fonksiyonlarmin yardimiyla tanimlanmasini saglayan Joe (1996),
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sonraki ¢aligmalarin ve dolayisiyla Diizenli Asma kopulalarin gelistirilmesinin 6niinii
acmistir. Aslinda Joe (1996) yukarida, ¢ok degiskenli bir kopulanin “ikili kopula
yapilar1” (pair copula constructions, PCC) ile dagilim fonksiyonlar: tiirtinden ilk
tanimimi1 ortaya koymustur. Ayrica, agiklanan bu yapi, Asma kopulalarin
gelistirilmesinden sonra bir “D-vine” yapisi olarak adlandirilmistir. Bedford ve Cooke
(2001, 2002) ise ¢ok degiskenli bir kopulanin ikili kopula yapilari ile yogunluk

fonksiyonlar tiiriinden tanimin1 ortaya koymustur.
3.2 Diizenli Asma (Regular Vine)

Bedford ve Cooke (2001, 2002), grafiksel bagimlilik modellerinden yararlanmis
ve belirsizlik analizlerinde kullanilan Markov agaclariin kosullu bagimsizlik
ozelligini esneterek kosullu bagimliliga izin veren yeni bir model sinifi 6nermistir.
“Asma” (“Vine”) olarak adlandirilan bu modeller yuvalanmis (i¢ ice) agaglardan
olusan grafiksel modellerdir. Sekil 3.1°de ii¢ degiskenin (X,Y ve Z) agac ve Asma

gosterimlerine yer verilmistir.

(@) (0)

Sekil 3.1: X,Y ve Z Degiskenlerinin Aga¢ (a) ve Asma (b) Modelleriyle
Gosterimi

Kaynak: Kurowicka ve Cooke (2006: 92)
Sekilden de goriilebildigi gibi Asma modelinde X degiskenin varligina bagli olarak
Y ve Z degiskenleri iizerine kosullu bir kisit uygulanabilmektedir. Asma modeli
aslinda birbirini izleyen agaglar dizisi olup (V = {Ty, Ty, ..., Tp_1}) bir agacin (T}, i =
1,2,...,n—1) koseleri (E;) bir sonraki agacin (T;,;) digimlerini (N;yq)

olusturmaktadir.
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Tammm 3.2.1 (Asma ile Diizenli Asma) V asagidaki Ozellikleri saglamasi
durumunda n elemanli bir “Asma (Vine)” olarak tanimlanir (Bedford ve Cooke, 2002;
Kurowicka ve Cooke, 2006):

1.V ={T,T,,..., T,_1} setine sahip baglantili agaclar dizisidir.

2. T, agaci, N; ={1,...,n} digimleri ile E; ={1,...,n— 1} kose setine
sahiptir; i = 2,...,n—1 igin T; agact N; = E;_; digiimlerine sahip baglantili bir

agactir.

Ik iki maddeye ek olarak V asagida yer alan 3. maddedeki 6zelligi de saglamasi

durumunda n elemanli bir “Diizenli Asma (Regular Vine)” olarak tanimlanir.

3. (yakinlik kosulu) i = 2,...,n— 1 i¢in {a, b} € E; ise 0 zaman #a A b =
2 ’dir. Bir diger ifadeyle, a = {a,, a,} ve b = {b,, b,} olmak lizere eger a ile b, T; deki
bir kdseyle bagh T; nin birer diigiimii ise o zaman a;’lerden biri kesinlikle b;’lerden

birine esittir.

Tanim 3.2.1°in 3. maddesinde yer alan A simetrik farki ve # ise niceligi
(cardinality) ifade etmektedirler. Yakinlik kosulu, Diizenli Asma modelinin T;_;
agacindaki herhangi iki diiglimiiniin 7; agacinda ortak bir diiglime sahip olmasi
durumunda bu iki digimin T;_; agacinda bir kose ile bagli olmalarini
gerektirmektedir. Sekil 3.2°de dort degisken icin Diizenli Asma ve Diizenli Asma

olmayan Asma modellerinin basit bir gdsterimine yer verilmistir.

(a) (b)

Sekil 3.2: Dort Degiskenin Diizenli Asma (a) ve Asma (b) Modelleriyle Gosterimi
Kaynak: Kurowicka ve Cooke (2006: 92)
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Bir Asma modelinin her bir kosesine bir “kisit”, “kosullanan” ve “kosullandiric1”
set tanimlanir. Verilen bir kdseden erisilebilen ilk agacin diigiimleri bu kdsenin kisit
seti olarak adlandirilir. Bir sonraki agagta, iki kdseyi birlestiren bir kdse mevcut
oldugunda ilgili kisit setlerinin kesisimi kosullandirict (conditioning) seti ve bu kisit

setlerinin simetrik fark: ise kosullanan (conditioned) seti olusturur.
Tamm 3.2.2 (kisit, kosullanan ve kosullandirici setler)

1. Bir e kosesinin “tam birlesimini” (complete union) ifade eden Uy, €’den
tiyelik iligkisi ile ulasilabilen {1,...,n} nin bir altkiimesidir. e € E;,i <n —1 igin e

kosesi ile iliskili kzsit seti Uy’ dir.

2.i=1,...,n—1, e €E; igin e = {j, k} ise e kosesi ile iliskili kosullandirici
set D, = U; N Uy, ’dir.

3. e kdsesi ile iliskili kosullanan set ise {C, j, oy} = {U} \ D¢, Ug \ D} “dir.

Sekil 3.3’te bes degiskenli bir Diizenli Asma modelinin iki farkli gésterimine yer
verilmistir. Ik gosterimde {T;,T,, T3, T,} baglantili agaclar dizisi birlikte, ikinci
gosterimde ise sekilsel karmagikligi dnlemek amaciyla ayr1 ayri verilmistir. Sekil
3.3’te gosterimi verilen bes degiskenli Diizenli Asma modelinin her bir agacina ait

diigiim (N) ve kose (E) setleri izleyen sekilde tanimlanmustir.
T, = (N, Ey) » Ny = {1,...,5} ve E; = {{1,2};{2,3};{3,4}; {4,5}}
T, = (N, E,) >N, =E,ve E, = {{{1,2}, 2,33} {{2,33, 343} {{3.4}, {4,5}}}
T; = (N3, E3) > N3 = E, ve Es = {{(1,3]2),(2,413)};{(2,413), 3,5|14)}}

T4 = (N4, E4_) i N4_ == E3 ve E4_ == {(1,4'23), (2,5'34)}

j = {1,2} i¢in j’nin “tam birlesimi” (complete union) U;" = {1,2} ve k = {3,4} i¢in
k’nin tam birlesimi U, = {3,4} olmak tizere, T, agacinin e = {{1,2}, {2,3}} kosesine
ait kosullandirict set D, = U/ N Uy, = {1,2} n {2,3} = {2}"dir. C, ; ve C, ;. kosullanan
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setlerin ifadesi olmak tizere C, ; = U/ \ D, = {1,2}\ {2} = {1} ve C,y = Ux \ D, =
{2,3}\ {2} = {3} seklinde tanimlanmustir. T, agaciin {1,2} ile {2,3} diigiimlerini
birlestiren kose, kosullanan ({1}, {3}) ve kosullandiric1 ({2}) setlerin elemanlarini da
icerecek sekilde 1,3|2 olarak ifade edilmistir. Sekil 3.3’ten de goriilebildigi gibi T,

agacinin 1,32 kosesi T3 agacinin diiglimlerinden birini olusturmaktadir.

(a) (b)
A KN BN 2 E s R e (R I oy N oy N e B
A
..... T .
.‘1.3|2__ 24\3 ,35|4‘ |12 ] } 23 o {45 |
_________ T3 . : : ‘.l .': .
-7 1 -4|23",: -\_‘2‘5\3%',; |l,3|z }—{z,4|3 }—|3,5\4|
s ‘.‘ \‘__/
\. 1,5|234 ,‘ 1,423 2,534
\

Sekil 3.3: Bes Degiskenli Bir Diizenli Asma Modelinin Birlesik (a) ve Ayri (b)
Agac Yapilari ile Gosterimi

Kaynak: Kurowicka (2011: 8); Kurowicka ve Cooke (2006: 95)

BirV ={T,,T,,..., T,—1} agag dizilisinin Diizenli Asma olmasi durumunda V’nin

ozellikleri asagidaki gibidir (Joe, 2015: 110):
a) V, n(n — 1)/2 adet koseye sahiptir;

b) V’de yer alan her bir kosullanan set bir degisken ¢iftinden olusur ve her bir

degisken cifti sadece bir kez kosullanan set olarak tanimlanir.

¢) ki késenin aym kosullandirict sete sahip olmasi durumunda bu iki kdse de

aynidir.
3.2.1 Diizenli Asma Tiirleri

Su ana dek tanim ve 6zelliklerine yer verilen n-elemanli (boyutlu) bir Diizenli Asma
(Regular Vine, R-vine) modeli elde etmenin tek bir yolu yoktur. Morales-Napoles

(2011), koselerin farkli degisken seti kombinasyonlarini sayarak n-boyutta (n!/2) -

n-2
2( 2 ) adet R-vine agag dizilisinin mevcut oldugunu belirtmistir. Bedford ve Cooke
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(2001, 2002), grafiksel gosterim sekillerine bagli olarak “Drawable Vine” (D-vine) ve
“Canonical Vine” (C-vine) olmak {izere iki R-vine tiirii ortaya koymustur. D-vine ve
C-vine birer R-vine tiirii olmakla birlikte kendilerine has birer agag dizisi yapilarina
sahiptirler. Sekil 3.3te gosterimi verilen R-vine modeli ise “Drawable Vine” (D-vine)

yapisina bir 6rnektir.

Tanmim 3.2.1.1 (D-vine, C-vine) Bir V ={T},T,,...,T,_1} Diizenli Asma agag¢
dizilisi (Czado, 2019: 102):

1. Her bir n € N; diigtimii igin |{e € E;|n € e}| < 2 olmasi1 durumunda D-vine,

2. Her bir T; agacinda |{e € E;|n € e}| = n — i seklinde bir n € N; diigiimiiniin
bulunmasi durumunda da C-vine olarak tanimlanir. Bu n diigiimi T; agacinin kok

diigiimii olarak adlandirilir.

Bir diger ifadeyle, bir D-vine yapisinin her bir agacinda yer alan her bir diiglimii en
fazla 2 adet kose ile baglantilidir. Bir C-vine ise her bir agacinda yer alan ve kdk
diigimii olarak adlandirilan sadece bir diiglimiiniin diger tiim diiglimler ile baglantil

olmasi nedeniyle yildiza benzer bir yapiya sahiptir.

2501 o 3412 A A2 2,41
£ as12 e e d T5 |2.31
. —__,,.' 3,5sz 2,5“

~ N ’
o _ .- T4 3,412 15123 3,512

Sekil 3.4: Bes Degiskenli Bir C-vine Modelinin Birlesik (a) ve Ayri (b) Agag
Yapilari ile Gosterimi

Kaynak: Czado (2019: 102); Kurowicka ve Cooke (2006: 95)
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Sekil 3.3’te D-vine modelinin gosterimi yer almakla birlikte, Sekil 3.4’te ise bes
degiskenli bir C-vine modelinin iki farkli gosterimine yer verilmistir. Sekil 3.3 tekine
benzer bir sekilde, ilk gosterimde {T;, T,, T3, T4} baglantili agaglar dizisi birlikte, ikinci
gosterimde ise sekilsel karmasikligi 6nlemek amaciyla ayri ayr1 verilmistir. D-vine ve
C-vine kendilerine has aga¢ yapilar1 olan R-vine modelleri olmakla birlikte
modellemeye konu degisken sayisinin bes ya da iizeri (n = 5) olmasi durumunda D-

vine veya C-vine olmayan ¢ok sayida R-vine mevcuttur (bakiniz Sekil 3.5).

52|14

_______ 1

51|24 | |
Tt - 1 | 5

S I—
s3[1241 L ——— — — —r
| . Fo==== —[ 142

T 1 . 2 | 3

L il |

43]12 Lffﬁrszf

Sekil 3.5: C-vine veya D-vine Olmayan Bes Degiskenli Bir R-vine
Kaynak: Cooke vd. (2011: 43)

3.2.2 Diizenli Asma Kopula

Cok degiskenli bir dagilimin ikili Kopula Yapilart (PCC) bdliimiinde agiklandigt
gibi ikili kopula fonksiyonlar: ile olusturulmasi esnasinda kullanilabilecek essiz bir
ikili kopula yapis1 yoktur. Cok degiskenli bir dagilimin boyutu arttik¢a kosullu veya
kosulsuz ikili kopula fonksiyonlarimin farkli kombinasyonlarinin sayist da artmaktadir.
Bu nedenle, Bedford ve Cooke (2001, 2002) ikiden fazla marjinale sahip cok
degiskenli dagilimlarin iki degiskenli kosullu ve kosulsuz kopula fonksiyonlar ile
olusturulmasinda bir oOnceki bdliimde agiklanan Diizenli Asma grafiksel
modellerinden yararlanmistir. Diizenli Asma grafiksel modelinin, ¢ok boyutlu
dagilimlara ait bagimlilik yapilarinin belirlenmesinde kullanilmast durumunda

“Diizenli Asma bagimliligindan” bahsedilir.
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Tamim 3.2.2.1 (Diizenli Asma [Regular Vine] Dagilimm) (F,V, B) igliistiniin
izleyen oOzellikleri saglamalart durumunda n-boyutlu X = (X,...,X,) rassal

vektoriine ait F ortak dagilimmin Diizenli Asma 6zelliginde (dagiliminda) oldugu

sOylenir (Czado, 2019: 103; Kurowicka ve Cooke, 2006: 96):

1. F =(F,,...,F,) vektori siirekli ve tersine c¢evrilebilir marjinal dagilim

fonksiyonlarindan olusmaktadir.
2.V, n elemanl bir Diizenli Asma olarak tanimlanmastir.

3. E;, V'de yer alan T; agacinin kose seti olmak tizere, B = {C,|e € E;; i =
1,...,n—1} seti yogunluk fonksiyonlar1 tanimli iki boyutlu ve simetrik C,

kopulalarindan olugsmaktadir.

4. B = {Cjk|e(]', k)EE;i=1,...,n— 1} ve e = {j, k} kosullanan seti {j, k}
olan egsiz bir kdge olmak lizere Cjy, kosullandirict set D k) varhiginda {X X k}’mn

kosullu dagilimiyla iliskili kopuladar.

“Diizenli Asma (Regular Vine) kopula” veya bir diger ifadeyle ikili kopula yapilari
(PCC), Diizenli Asma grafiginin her bir kosesine iki degiskenli bir kopula
fonksiyonunun atanmasiyla elde edilen ve yukarida belirtilen 6zellikleri tagiyan bir R-

vine dagilimidir.

Tamim 3.2.2.2 (Diizenli Asma Kopula) Diizenli Asma Kopula, tek degiskenli

marjinalleri [0,1] araliginda uniform dagilan bir Diizenli Asma dagilimidir.

Bedford ve Cooke (2001) herhangi bir R-vine dagilimmi yogunluk fonksiyonu

cinsinden izleyen sekilde tanimlamistir.

Teorem 3.2.2.1 V ={T,,T,,...,T,_1} n elemanl bir Diizenli Asma olsun.
Kosullanan seti {j, k} ve kosullandirici seti D, olan her bire(j,k) €T;, i =1,...,n—
1 kosesi igin kosullu kopula ve kopula yogunlugu sirastyla Cjyp,Ve Cjkp, Olsun. F;

marjinal dagilimlart ile f;,i = 1,...,n yogunluk fonksiyonlar1 verilmis olsun. Bu
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durumda, essiz bir Asma dagilimi tanimlidir ve izleyen yogunluk fonksiyonuna

sahiptir:
fron(erexn) =TT filxy) -
H{:ll l_[e(j,k)eEl- Cjk|De (F}'|De (xj IxDe)r Frip, (xk IxDe)) (3.7)

Esitlik 3.7°de, Fj, ..., F, marjinallerinin ve B’de yer alan iki degiskenli kopulalarin
tiirevlerinin alinabilir olmas1 durumunda R-vine kopulanin kapali-form yogunluga

sahip oldugu gosterilmektedir.

Esitlik 3.7°de yer alan R-vine yogunluk fonksiyonunun tanimi, Aas vd. (2009: 184)
tarafindan n-boyutlu bir C-vine ve D-vine i¢in sirasiyla Esitlik 3.8 ve 3.9°daki gibi

ozellestirilmistir. C-vine:
fr.n(erexn) = =1 £ () -
oy ::1] Cj j+il1mj—1 (F(lexp---.Xj—1).F(Xj+i|X1:---:xj—1)) (3.8)
D-vine:

—1yn—j
frn(X1...xp) = 113:1 fQx) - l_[}l=1 i=1j G j+ili+1,.,i+j—1

(F(xilxi+1' oo X je1 )y F (i X1, xi+j—1)) (3.9)

Esitlik 3.8 ve 3.9’da olasilik yogunluk fonksiyonlar1 verilen C-vine ve D-vine

yapilarinin {i¢ boyutlu (n=3 i¢in) genel gosterimi asagidaki gibidir.
fi23(x1, %2, x3) = f1(x1) - f2(x2) * f3(x3) -

C12(F1(x1)'F2 (xz)) ) (:23(F2(x2),F3 (x3)) )

C13)2 (F1|2(x1|x2),F3|2(x3|x2)) (3.10)
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Uc boyutta (x;,x, ve x3), fi23(Xq, X5, x3) ortak yogunluk fonksiyonunu elde
etmenin 6 yolu bulunmasina ragmen bunlarin sadece ti¢li farklt marjinal ve kopula
yogunluk fonksiyonlarindan olugmaktadir (farkli marjinal ve kopula yogunluk
fonksiyonlarina ayristirilabilmektedir). Ayni zamanda, bu ii¢ farkli yapinin her biri
hem C-vine hem de D-vine yapisindadir. Diger yandan, 4 boyutlu bir C-vine yapisinin

gosterimi genellikle izleyen sekilde yapilmaktadir (Aas vd., 2009):
fr23a (X1, %2, x3,%4) = f1(x1) - f2(x2) - f3(x3) - fa(xa) -

C12(F1(x1): Fz(xz)) ) C13(F1(x1); F3(x3)) : 014(F1(x1), F4(x4)) .
C231 (F2|1(x2|x1),F3|1(x3|x1)) " Ca401 (F2|1(x2|x1),F4|1(x4|x1)) :

C34/12 (F3|12(x3|x1,x2),F4|12(x4|x1,x2)) (3.11)
4 boyutlu bir D-vine ise genellikle:
fi23a (X1, X2, %3, %4) = f1(x1) - f2(x2) - f3(x3) - fa(xs) -

C12 (F1(x1)» Fz(xz)) " C23 (Fz (x2), F3 (X3)) ) C34(F3(x3); F4(x4)) )
C13)2 (F1|2(x1|x2),F3|2(x3|x2)) "C243 (F2|3(x2|x3),F4|3(x4|x3)) )

C14)23 (F1|23 (1 %2, x3), F4|23(x4|x2, x3)) (3.12)

Yildiza benzeyen merkezi aga¢ yapilari nedeniyle C-vine kopulalari, bagimlilik
yapist modellenen degiskenler arasindan birinin diger tiim degiskenlerle en yiiksek
korelasyona sahip ve degiskenler arasi etkilesimi yonetebilecek olmasi durumunda
uygulanmas1 optimaldir. D-vine kopulanin ise ¢izgi ya da yol gibi bir yapiya sahip
olmast nedeniyle degiskenler arasi bagimlilik yakinlik kosuluna bagli olarak
modellenmektedir. Diger yandan, belirli bir aga¢ yapisi kisitina sahip olmayan R-vine
kopulalar, degiskenler aras1 bagimliligi sadece ¢ok degiskenli dagilimlarin istatistiksel
ozelliklerine bagl olarak ¢ok daha esnek bir sekilde modelleyebilmektedirler. R-vine

yogunluk fonksiyonunun tanimina ek olarak, Aas vd. (2009) C-vine ve D-vine
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kopulalarina ait istatistiksel tahmin (gikarsinim) algoritmalarini ortaya koyarak bu

modellerin finans alanindaki uygulamalarinin 6niinli agmustir.
3.3 R-vine Yapisinin Belirlenmesi ve Tahmin

V, Diizenli Asma agag yapisini, B(V) Diizenli Asma agag yapisinin her bir kosesi
ile iligkilendirilen iki boyutlu kopula ailelerini kapsayan seti ve G)(B (V)) ise B(V)’de
yer alan kopula ailelerinin parametre setini ifade etmek tizere, bir R-vine kopula

modeli ile degiskenler aras1 bagimlilik yapisinin modellenmesi istendiginde:

1. Verilere uygun bir R-vine aga¢ yapisinin belirlenmesi (V) veya bir diger

ifadeyle kosullu ve kosulsuz degisken ciftlerinin se¢imi,

2. Ilk adimda belirlenen kosullu ve kosulsuz degisken ciftleri arasindaki
bagimlilig1 en iy1 modelleyebilen iki boyutlu (degiskenli) kopula ailelerinin se¢imi

(B()),

3. Segilen kopula ailelerinin parametre tahmini (@(B(V))) olmak iizere ii¢

temel agsama mevcuttur.

[zleyen béliimlerde her bir asamanin agiklamalarina yer verilmis olup daha detayli

bilgiye ilgili boliimlerde bahsedilen arastirmacilarin ¢alismalarindan ulasilabilir.

3.3.1 R-vine Aga¢ Yapisinin Se¢imi

Diizenli Asma grafiksel modelinin tanim ve 6zelliklerinin agiklandigi boliimde de

bahsedildigi gibi bir Diizenli Asma (R-vine) elde etmenin tek bir yolu olmamakla

n-2

birlikte n-boyutta (n!/2) - 2( 2 ) adet farkli R-vine modeli tanimlanabilmektedir. R-
vine yapisinin, C-vine ya da D-vine gibi belirli yapilar ile kisitlanmas1 durumunda dahi
n-boyutta (n!/2) adet farkli aga¢ yapisi elde edilmektedir. Bu nedenle, global bir
optimal R-vine yapisinin belirlenmesi miimkiin gériinmemekle birlikte R-vine agag
yapisinin yukaridan asagiya ya da asagidan yukariya dogru her bir agacinin ardisik bir

sekilde belirlenmesini saglayan secim stratejileri gelistirilmistir. Ilerleyen
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paragraflarda agiklamalarina yer verilen bu stratejilere ek olarak, bir R-vine agag
yapisinin sonsal (posterior) dagiliminin elde edilmesini saglayan Bayes yaklagimlar
ortaya konmustur. R-vine kopulalar ile finans literatiiriindeki uygulamalar1 nadir olan
bu yaklasimlarin a¢iklamalarina tez kapsaminda yer verilmemis olup daha detayli bilgi

Min ve Czado (2010) ile Gruber ve Czado (2015)’nun ¢alismalarindan elde edilebilir.
3.3.1.1 Yukaridan Asagiya Ardisik Secim Stratejisi

DiBmann vd. (2013), bir R-vine modelinin ilk agacindan (T;) baslamis ve
maksimum spanning tree (MST) algoritmasini kullanarak tek tek modelin sonuncu
agacina dek her bir agacin kosullu ve kosulsuz degisken ciftlerinin belirlenmesini
saglayan yukaridan asagiya ardisik se¢im (sequential top-down selection) stratejisini
onermistir. Bu yontemde, her bir agacin kosesine maksimize edilmesi istenen genel
bir w agirligi atanmig ve degisken ciftleri agaca 6zgli en giiglii bagimliligr temsil
edecek sekilde secilmistir. DiBmann vd. (2013), yukaridan asagiya ardisik se¢im
stratejisini Onerdigi ¢alismasinda w agirhigini ampirik Kendall tau (7)’nun mutlak
degeri olarak belirlemis olup 7 yerine kopula AIC / BIC gibi farkli kriterler de
uygulanabilmektedir. Bir n-degiskenli (xpq, ..., Xp,) vektorii ile £ = 1,..., N her bir
iid rassal vektoriine ait gozlemler olmak tizere, Dilmann vd. (2013) tarafindan
Onerilen yukaridan asagiya ardisik secim stratejisinde, ilk agactan baslanarak T;
agacinda yer alan tim {j, k}, (1 <j < k < n) degisken ciftleri arasindaki ampirik
Kendall tau (Z; i) degerleri hesaplanmaktadir. Spanning tree tiim diigiimleri kapsayan
bir agac1 ifade etmekle birlikte Esitlik 3.13’te yer alan optimizasyon probleminde,
hesaplanan mutlak ;, degerlerinin toplamini maksimize eden ve agacin tiim
diigiimlerini kapsayan optimal aga¢ yapisi secilmektedir.

= i o g eree = [Tl (3.13)

Esitlik 3.13’te MST algoritmasi ile segilen {j, k} koselerinin her biri i¢in bir kopula
ailesi sec¢ilmekte ve parametreleri hesaplanmaktadir. {T,, ... T,_,} setindeki her bir T;
agacinin yapisi ise bir 6nceki agacta belirlenen koselere bagl olarak (i = 2,...,n —
1i¢in N; = E;_,); oncelikle Tanim 3.2.1 ile verilen kosullar1 (6zellikle yakinlik

kosulunu) saglayan ve T; agacinda yer alabilecek tiim kosullu degisken ciftleri
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({J, k|D}) arasindaki Kendall tau %; ;| degerlerinin hesaplanmasi, sonrasinda ise tiim

T; koseleri i¢in hesaplanan mutlak tau degerlerinin toplamin1 maksimize eden optimal
agag yapisinin belirlenmesi adimlarini igermektedir.

T; = max 2 |%ikpl (3.14)

e={j k|D} spanning tree

Esitlik 3.14’te MST algoritmasi ile segilen {j, k|D} koselerinin her biri igin bir
kosullu kopula se¢ilmekte ve parametreleri hesaplanmaktadir. Esitlik 3.13 ve 3.14°teki
optimizasyon problemleri Prim veya Kruskal’in algoritmalar ile ¢oziilebilmektedir
(Czado, 2019: 162). Bununla birlikte, MST algoritmasi her bir T; agacinin optimal
yapisini farkli adimlarda belirledigi ve her bir adimda (agagta) R-vine yapisindaki olas1
tiim agaclar1 (6nceki veya sonraki ardisik agaglar1) goz oniinde bulundurmadigi igin
sadece bolgesel optimal se¢imler ortaya koyar. Ancak bu durum, R-vine kopulalar ile

istatistiksel modelleme hususunda makul bulunmustur.
3.3.1.2 Asagidan Yukar Ardisik Se¢cim Stratejisi

Kurowicka (2011) ise R-vine agag¢ yapisinin asagidan yukariya dogru her bir
agacinin ardisik bir sekilde ve degisken ciftleri arasindaki kismi korelasyon
degerlerine bagli olarak belirlenmesini saglayan bir se¢im stratejisi onermistir. Bu
stratejide ilk olarak sonuncu yani T,,_; agacmnin yapisi belirlenmekte sonrasinda ise
adim adim bir onceki agaglarin (T,,_;, i = 2) yapisi belirlenerek T; agacina dek
ulagilmaktadir. Kurowicka (2011), DiBmann vd. (2013)’dan farkli olarak her bir
agacin yapisint se¢gme kriteri olarak en kiiciik mutlak kismi korelasyonlari
kullanmistir. Kismi korelasyonlar eliptik dagilimlar s6z konusu oldugunda kosullu
korelasyonlara esittir. Normal dagilim varsayimi altinda sifira esit kismi korelasyon
kosullu bagimsizlig ifade etmekle birlikte genel anlamda sifira esit kismi korelasyon
her zaman kosullu bagimsizligi ifade etmemektedir. Yine de Kurowicka (2011),
optimal R-vine yapisinin se¢imi amaciyla gelistirdigi algoritmada, belirli kosullari
saglamakla birlikte mutlak kismi korelasyon degerleri en kiiciik degisken ciftlerini
secmeyi tercih etmistir. Boylece, ¢cok boyutlu bir Asma dagilimmin belirlenmesi
esnasinda, Oncelikli olarak iist (son) diiglimlerinde en fazla sayida bagimsizlik

kopulasina sahip olarak veriye en iyi yakinsayan asma yapisinin seg¢ilmesi
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amaclanmistir. Asagidan yukar ardisik se¢im stratejisi bir Asma dagilimimnin sadece
agac yapisini belirlemekte, ikili kopula aileleri ve parametreleri ise AIC kriteri ile
secilmektedirler. Ayrica, R-vine yapisindaki iki degiskenli kopulalarin sadece Eliptik
kopula ailesine iiye olmalar1 durumunda bu stratejinin iyi bir performans géstermesi

beklenebilir.

3.3.2 Kopula Ailelerinin Secimi

R-vine agag yapisinin (V) belirlenmesini takiben T = {T, ..., T,_1} aga¢ setindeki
her bir agacin koselerine 6zgii kosullu ve kosulsuz degisken ciftleri arasindaki
bagimlilik yapilarint en iyi modelleyebilecek iki boyutlu kopulalarin se¢imi igin
genellikle AIC (Akaike, 1998) bilgi kriterine bagvurulmakla birlikte, Bayes bilgi
kriteri (BIC) (Schwarz, 1978) ve Cramér-von Mises istatistigine dayali kopula uyum
iyiligi testi (Genest vd., 2006) alternatif se¢im kriterlerini olusturmaktadirlar. Bununla
birlikte, belirli bir agagtaki (T; , i = 1,...,n — 1) kopulalarin se¢imi bir 6nceki agacta
(T;_4) segilen kopulalara bagli oldugu i¢in kopula ailelerinin eszamanli se¢imi yerine
R-vine aga¢ yapisinin belirlenmesine benzer bir sekilde kopula ailelerinin de ardisik

secimi Onerilmistir.

AIC secim kriterine dayali iki degiskenli kopula ailelerinin ardigik secimi
yonteminde, c¢ok sayidaki iki boyutlu kopula tiriiniin varligi goéz Onilinde
bulunduruldugunda (Eliptik ve Arsimedyen kopula ailesine iiye kopulalar vd.), R-vine
agac yapisinin (V) oncelikle ilk agacina ait (T;) koselere 6zgli kosulsuz degisken
ciftleri arasindaki bagimlilik yapilarini en kiiclik AIC degeri ile modelleyen kopulalar
secilmekte ve parametreleri hesaplanmaktadir. V yapisinin T, agacindaki kopula
ailelerinin sec¢imi bir dnceki agagta (T;) segilen kopulalara ve elde edilen en kiigiik
kopula AIC degerine bagli olarak yapilir. Bu yontem, adim adim sonuncu agacin
(Tn—1) kopula ailelerinin se¢imi ve parametrelerinin hesaplanmasina dek siirdiiriiliir.
Bununla birlikte, iki degiskenli kopula ailelerinin ardisik se¢cim yontemi V yapisinin

tamaminda kopula ailelerinin se¢imine yonelik belirsizligi arttirmakta ve bu nedenle
de (V,B(V),G)(B(V))) seti ile en son olusturulan R-vine kopula modeli dikkatle

degerlendirilmelidir (Aas, 2016; Czado, 2019).
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3.3.3 Parametre Tahmini

Belirli bir (V, B (V)) Diizenli Asma agag yapist ile se¢imi yapilmis olan iki boyutlu
kopula ailelerine ait @(B (V)) parametre setinin tahmini, Kopula Tahmin Y ontemleri
Boliimii’nde agiklanan En Cok Olabilirlik (MLE), Marjinallere iliskin Cikarsama
Fonksiyonlar1 (IFM) ve Ps6do En Cok Olabilirlik yontemlerinden herhangi biri ile
yapilabilmektedir. Ancak, kendisi de ¢cok degiskenli bir dagilim olan R-vine kopulanin
boyutu arttikga hesaplanmasi gereken R-vine parametre adedi hizla artmakta ve
dolayistyla bir 6nceki paragrafta bahsedilen yontemler ile parametre tahmini oldukca
zorlagmaktadir. Bu nedenle, Aas vd. (2009) R-vine aga¢ yapisinin ve iki boyutlu
kopula ailelerinin belirlenmesine benzer bir sekilde, R-vine kopula parametrelerinin
ayni anda tahmini yerine ardisik bir sekilde her bir agacta bir 6nceki agacin hesaplanan
kopula parametrelerine bagli olarak ayri ayr1 tahminini igeren ‘“ardisik tahmin”
yontemini (sequential estimation method) onermistir. Hobaek Haff (2012) ardisik
tahmin yontemini farkli yontemler ile karsilagtirmis, Hobaek Haff (2013) ise yontemin

asimptotik 6zelliklerini aragtirmistir.

Ardisik tahmin yontemi sadece iki boyutlu kopula parametrelerinin tahminini
igerdigi i¢in diger yontemler ile karsilagtirildiginda daha basit ve dolayisi ile ¢ok daha
hizli bir parametre tahmin yontemidir. Ardisik tahmin yonteminde, yogunluk
fonksiyonu asagidaki gibi verilen {i¢ boyutlu bir R-vine kopula i¢in 6ncelikle 6,, ve
0,5 kopula parametreleri {(u;1,u;2),i = 1,...n} ve {(u;y, u;3),i =1,...,n} kopula

orneklemleri kullanilarak hesaplanmaktadir.
c(uq, up, uz) = 12Uy, Up; 012) ca3(Up, Us; 023)
c13|2(F1|2(u1|u2; 012), F3|2(u3 [uz; 623); 913|2) (3.15)

Bir sonraki adimda ise 8;, ve 8,5 parametre tahminlerinden yararlanilarak psédo
kosullu kopula gozlemleri elde edilmekte {ul-1|2 = F1|2(ul-1|ui2 ; @12), Ujz)p =
F3|2(ui3|ul-2 ; 923),1' =1,..., n} ve bu gozlemler 6,3, kosullu kopula parametresinin
tahmininde kullanilmaktadirlar.  Ayrica, tim parametrelerin ayn1 anda

optimizasyonunu igeren MLE yOnteminin R-vine parametre tahmininde kullanilmasi
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durumunda, hesaplanan ;,,8,; ve 8,3, parametreleri optimizasyonun baslangig

degerleri olarak kullanilmaktadirlar (Czado vd., 2013).
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DORDUNCU BOLUM

BAGIMLILIK YAPILARI VE BAGIMLILIK OLCULERI

iki ya da daha fazla sayida rassal degisken arasindaki bagimlilik kavrami basit bir
matematiksel kavram degildir. Anlamli bir istatistiksel model olusturabilmenin yolu,
degiskenler arasindaki bagimlilik ile ilgili baz1 varsayimlarda bulunmaktir. Ayrica,
bagimlilik yap1 ve 6l¢ii tiirleri farklilik gostermekte olup her birinin uyulmasi gereken
kendine has bazi varsayimlari mevcuttur. Dolayisi ile verilerin yapist ve arastirma

amacina uygun bagimlilik modelleme yontemlerinin se¢ilmesi son derece 6nemlidir.

Bagimlhilik kavrami temelde iki grup altinda siniflandirilabilir. ilk grubu,
arastirmaya konu gozlem degerlerinin bir siire¢ sonucu ortaya ¢ikmasi ile rassal
degiskenlerin ortaya koydugu sira veya zamana dikkat ¢ceken “zamana gore” bir
bagimliliktan séz edilebilir. Tkinci grupta ise, belirli bir dereceye kadar simetrik olma
ozelligine sahip rassal degiskenlerin birlikte hareket etme sekil ve diizeyleri incelenir

(Alhan, 2008: 19).

Bu calisma kapsaminda ikinci grupta yer alan bagimlilik kavramina yer verilmis
olup izleyen boliimlerde farkli tiirdeki bagimlilik yapilari, bagimlilik dlgiileri veya bir
diger kullanim sekli ile birliktelik dl¢iileri ve bunlarin kopula fonksiyonlar ile ifade

sekilleri agiklanmustir.
4.1 Bagimhhik Yapilari

(X,Y) rassal degiskenlerinin, bagimsiz olmamasi durumunda bagiml veya iligkili
olduklar1 soylenmektedir. Rassal degiskenler arasindaki bagimsizligin tanimina
olasilik teorisinde yer verilmis olup, degiskenlerden herhangi biri hakkinda elde edilen
bir bilginin diger degiskenin olasilik dagilimmi etkilememesi P(X < x,Y <y) =
P(X < x)-P(Y <y) olarak ifade edilmistir. Bagimlilik kavraminin tanimlanmasi
veya Ol¢iimlenmesi ise ¢ok daha zordur. Bu nedenle, izleyen altboliimlerde ¢esitli
bagimlilik yapilarma ait tanim ve kavramlarin agiklamalarma yer verilmistir

(Malevergne ve Sornette, 2006: 101).
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4.1.1 Uyumluluk

Nelsen (2006: 157)’de agiklandigi gibi, (x;,y;) ve (xj,yj) degerleri siirekli bir
rassal degisken ciftine ait (X,Y) vektoriinden elde edilmis iki adet gozlemdir.
Degiskenlerden biri biiylik degerler aldiginda digeri de biiyiik degerler aliyor
(xl- <xjvey; < yj), degiskenlerden biri kiiclik degerler aldiginda digeri de kiigiik
degerler aliyorsa (xl- > xjvey; > yj), bu iki degisken uyumludur (concordant) denir.
Uyumlu (x;,y;) ve (x,y;) gozlem ciftine ait alternatif bir tanim ise [(x; — x;) -

(y; — y;) > 0] seklinde yapilabilir.

Yukarida verilen tanimin tersinin goézlemlenmesi durumunda yani, x; < x;
oldugunda y; > y; ise veya x; > x; oldugunda y; < y; olmas1 durumunda (x;,y;) ve

(xj, yj) gozlemleri uyumsuzdur (discordant) denilebilir.

Bununla beraber, siirekli bir rassal (X,Y) ciftinin tam pozitif bagimlilig1 en st
sinirda oldugunda (p = Pmax), (X,Y) cifti es-monoton (co-monotonic) ve ¢iftin
negatif bagimliligi en alt sinirda yer aldiginda ise (X,Y) ters-monoton (counter-
monotonic) olur (Alhan, 2008: 21).

Ik defa Scarsini (1984) tarafindan ortaya konan “uyumluluk 6l¢iisii” kavrami; “iKi
rassal degiskenden birinin biiyiik degerler almas1 durumunda diger degisken de biiyiik
degerler aliyor ise bu degiskenler uyumludur” ciimlesi ile ifade edilen degiskenlerin
birlikte hareket etme egilimlerinin matematiksel tanimini belirleme amaciyla

gelistirilmistir (Mai ve Scherer, 2014: 39).

Bir k sayisal degeri, asagida belirtilen 6zellikleri saglamasi durumunda, kopulasi C

olan siirekli X ve Y rassal degiskenlerinin uyumluluk 6l¢iisii olarak tanimlanir (Nelsen,
2006: 168).

1) k, her bir X,Y siirekli rassal ¢ifti i¢in tanimlidir.
2) =1 <Kyy <1, Kyx=1Ve Ky_, =—1"dir
3) Kxy = Ky x

4) XveY bagimsiz birer rassal degisken ise; o zaman k., = kg = 0,
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5) K_xy = Kx—y = —Kyxy:
6) C; ve C; kopulalari, C; < C, 6zelligini tastyor ise, k¢, < k¢, ‘dir,
7) {(X,,, Yn)}, kopulalar1 C,, olan siirekli rassal degiskenlerden olusan bir dizi ve

{C,}, C ’ye noktaca yakinsiyor ise 7{% Kc,= K¢ olur.

Yukarida maddeler halinde verilen ve bir uyumluluk 6l¢iisiiniin saglamas1 gereken
Ozelliklerden; ikinci madde uyumluluk 6lgiisiiniin [-1,1] kapali araliginda degerler
aldigini, Gigincii madde 6lgiintin simetri 6zelligini, doérdiinci madde X ve Y rassal
degiskenlerinin bagimsiz olmasi durumunda uyumluluk Olciistintin sifir degerini
alacagini, besinci madde isaret degisimini yani degiskenlerden birine ait gozlem
degerlerinin -1 ile ¢arpilmasinin bu degerlerin siralamasini tersine gevirecegini ve
dolayist ile uyumluluk Sl¢iisiiniin sifir etrafinda donerek isaret degistirecegini, altinci
madde uyumluluk siralamasinin kopula siralamas ile tutarli olma 6zelligini ve bdylece
daha biiyiik x degerlerinin “daha giiclii bagimlilik olarak degerlendirilebilecegini ve
sonuncu madde ise n sonsuza yaklastikca C kopulasina yakinsayan C, kopulas ile
tutarl1 bir bigimde uyumluluk 6l¢iisiiniin de yakinsama 6zelligine sahip oldugunu ifade

etmektedir (Mai ve Scherer, 2014: 40).
4.1.2 Bolge (Quadrant) Bagimhihgi

Bagimlilik tiirlerinden bir digeri bolge bagimliligidir. Yukarida agiklanan
uyumluluk kavraminin ikiden fazla rassal degiskeni icerecek sekilde genisletilmesi
goriindiigii kadar kolay olmamakla birlikte iglemin, uyumluluk o&lgiilerine ait bazi
ozelliklerin kaybina neden oldugu, 6zellikle de ters-monotonluk kavraminin ikiden
fazla rassal degisken icin kullanilamayacagi belirtilmistir. Dolayis1 ile bu ve benzeri
sorunlart igermeyen bagimlilik Olgiilerinin elde edilebilmesi amaciyla bolge

bagimlilig1 gelistirilmistir (Malevergne ve Sornette, 2006: 164).

Bolge bagimliliginin tanim, pozitif bolge bagimlilig: ve negatif bolge bagimlilig
olmak iizere ikiye ayrilmaktadir. X ve Y rassal degiskenlerinin Vx,y € R? igin
(Nelsen, 2006: 187);
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PX<xY<y)>PX<x)-P(Y<7Y) (4.1)
veya
PX>xY>y)= PX>x)-P(Y >y) (4.2)

saglanmasi durumunda X ve Y pozitif bolge bagimlidir (PQD) ve PQD(X,Y) ile
gosterilir. Esitsizlik 4.1 ile, X ve Y rassal degiskenlerinin ayn1 anda kii¢iik degerler
alma olasiliginin, bu iki degiskenin bagimsiz olma durumundaki olasiliga esit veya
daha biiyiik olacag ifade edilmektedir. Ornegin, X ve Y degiskenlerinin pozitif bolge
bagimliligina sahip iki varligin getiri degerlerini temsil ettigini varsayarsak, ayni anda
biliylik kayip degerleri gozlemlenme olasiligi, varlik getirilerinin bagimsiz olma
varsayimi ile elde edilecek olasilik degerinden daha kiiclik olmayacaktir. Esitsizlik
4.2’de ise bu durumun tersi yani, X ve Y rassal degiskenlerinin ayni anda biiyiik
degerler alma olasiliginin, degiskenlerin bagimsiz olma durumunda elde edilecek
olasiliga esit veya daha biiylik olacagi ifade edilmektedir. PQD, sadece negatif
olmayan korelasyon ve sira korelasyon degerlerini icermekle birlikte, bu 6zelliklerin

tamami en gii¢lii pozitif bagimlilik tiirii olan es-monotonlugun ifadesidir (Trivedi ve
Zimmer, 2007: 27).

Negatif bolge bagimliligi (NQD) ise benzer sekilde

PX<xY<y)< P(X<x)-P(Y<y) (4.3)
veya
PX>xY>y)< P(X>x)-P(Y >y) (4.4)

saglanmasi durumunda X ve Y negatif bolge bagimhidir ve NQD(X,Y) ile gosterilir.

Bununla beraber, X ve Y rassal degiskenlerinin siirekli marjinal dagilim

fonksiyonlar1 F ve G, ortak dagilim fonksiyonu H ile kopulasi C ise;

H(x,y) = F(x) G(y) (4.5)

84



H ortak dagilim fonksiyonu ya da C kopulasi pozitif bolge bagimlidir denir. Bir diger

ifade ile X ve Y rassal degiskenleri sadece ve sadece, degiskenlere ait C kopulasinin;
Clu,v) =l(u,v) =u-v, VYuv € [0,1] (4.6)

esitsizligini saglamasi durumunda pozitif bolge bagimliligina sahiptir (PQD) denir.
Bu 6zellik ile PQD’nin sadece rassal degiskenlerin bagimlilik yapisina (marjinallerine

degil) bagli olmasi1 saglanmistir (Malevergne ve Sornette, 2006: 165).
4.1.3 Kuyruk Bagimhhgi

Baz1 durumlarda rassal degiskenlerin u¢ degerleri arasindaki uyumlulugun yani
degiskenlerden birinin ¢ok biiyiik (kii¢iik) deger almasi durumunda (kosuluyla) diger
degiskenin de ¢ok biiylik (kiigiik) deger alma olasiliginin belirlenmesi istenir. Boyle
bir durumda, degiskenlerin ortak dagilimina ait iist ya da alt kuyruk bagimliligini 6lgen

bagimlilik 6lgiilerinin kullanilmasi gereklidir.

Kuyruk bagimlilig dlgiileri, kosullu olasilik dagilimi ile iliskilidir (degiskenlerden
birinin belirlenen bir degerin lizerinde ya da altinda deger almasi kosulu ile diger
degiskenin de belirlenen bu deger iizerinde ya da altinda deger alma olasiligr). Bu
tiirdeki kosullu olasilik dl¢iilerinin kopula fonksiyonlari ile tanimlanmasi durumunda,
tanimlanan Olgiiler de kesin artan doniisiimler altinda degismeme 6zelligine sahip

olacaklardir (Trivedi ve Zimmer, 2007: 25).

(X,Y) rassal degiskenlerine ait siirekli marjinal dagilim fonksiyonlar1 F ve G,

kopulasi C ise, X ve Y’nin “alt kuyruk bagimlilik katsayisi1” (4,) (Pfaff, 2016: 138);

A= UmPY< G ) | X<F'(q), A, €[01] (4.7)
A, = lim PY =@ T@) gy, C@0) (4.8)
L= o P(x<F~1(q)) qNo g '

X degiskeninin q yiizdelik diliminden kiiclik olmasi kosulu ile Y’nin q ylizdelik

diliminden kii¢iik olma olasiligini ifade eder. Bu durumda Y’nin, q yiizdelik diliminden
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[G71(g)] kiigiik olmasinin kosullu olasilif1 hesaplanabilir. Alt kuyruk bagimlilig

kavramina, yukarida verildigi sekilde ¢’nun sifira yakinsamasi ile ulagilir.

“Ust kuyruk bagimlilik katsayis1” (1,) ise;

Ay = limP(Y>G"H(q) [X>F7(q)), Ay €[0,1] (4.9)
q
— 9 7, 17C@.)
Ay = 2 él;;} - (4.10)

Iki rassal degisken arasinda A, > 0 olmas1 durumunda iist kuyruk bagimlihig: (iist
kuyrukta asimptotik bagimlilik) ve A; > 0 olmasi durumunda alt kuyruk bagimlilig
(alt kuyrukta asimptotik bagimlilik) mevcuttur. A, =0 veya A,, = 0 durumlar1 igin X ve
Y’nin sirasiyla, alt kuyrukta veya st kuyrukta asimptotik bagimsiz olduklar

sOylenebilir.

X ve Y’nin bagimsiz olmast durumunda her bir x ve y i¢in P(Y <y | X <x) =
P(Y < y)’dir. Yani, Esitlik 4.7°deki kosullu olasilik, kosulsuz P(Y < G‘l(q))
olasiligina esit olur ve  sifira yakinsadik¢a (q 0) bu kosulsuz olasilik degeri de sifira
yaklasir. Bu yiizden alt kuyruk bagimliliginin sifira esit olmasi (4, = 0), dagilimin sol
u¢ kuyrugunda X ve Y’nin bagimsiz davrandiklari anlamima gelir (Ruppert ve
Matteson, 2015: 196).

4.2 Bagimhlik Olgiileri

Bagimlilik 6l¢iileri ile rassal degiskenlere ait bagimlilik yapilarinin 6zetlenerek,
anlasilmasi ve kullanim1 daha kolay degerler elde edilmesi amaglanmistir. Ancak bu
Olciilerin, birtakim 6zelliklere sahip olmasi arzu edilir. Bu 6zellikler, bes ana madde
altinda siniflandirilmis olup asagida agiklamalarina yer verilmistir (Embrechts vd.,
2002: 15).

X ve Y gercek degerli rassal degiskenler olmak tizere, d(.,.), X ve Y degiskenlerine
ait herhangi bir ciftin bagimlilik 6l¢iisii ise, d(.,.) nin asagidaki 6zelliklere sahip olmasi

arzu edilir.
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1) o(X)Y) = o(Y,X) (simetri).
2) -1<d(XY) <1 (normalizasyon).
3) JAX)Y)=1 < XY es-monoton;
AX)Y) = -1 < XY ters-monoton.
4) X’in deger bolgesinde yapilan T: R — R kesin monoton déniisiim i¢in:

B 5(X,Y) T artan,
AT(X).Y) = {_5()(,1/) T azalandur.

5 o(XY) =0 < XveY bagimsizdir.

Bagimliligin  dl¢limlenmesi ¢esitli  alternatif yontemlerin kullanilmasi ile
yapilabilmekte olup bu caligma kapsaminda bagimlilik 6lgiileri temelde ti¢ grup
altinda siniflandirilmis (dogrusal korelasyon, sira korelasyonu ve diger) ve izleyen

altboliimlerde agiklamalarina yer verilmistir.
4.2.1 Dogrusal (Pearson) Korelasyon Katsayisi

Dogrusal korelasyon katsayisi, bagimlilik 6lgiileri arasindan en yaygin bilinen ve
en sik kullanilan bagimlilik olciisiidiir. Popiilerligi ile orantili bir sekilde dl¢iiniin,

siklikla hatali kullanimlar1 mevcuttur.

Dogrusal korelasyon katsayisi (p) sadece, ortalama vektor, kovaryans matrisi ve bir
karakteristik iretici fonksiyon ile tiimiiyle tanimlanabilen eliptik dagilimlarda

kullanilabilecek dogrusal bir dl¢iidiir.
Tamim 4.2.1.1. Pearson Korelasyon Katsayisi (p) X ve Y rassal degisken cifti i¢in;

_ _CovXY) _ E[(X-E[XD(Y-E[Y])]
ooy VEIR=EIXD?IVEIV=EIYD?]

_ E[XY]-E[X]E[Y]
VEIX-E[XD?] JE[(Y-E[YD?]

(4.11)

02(X): X rassal degiskenine ait varyans, 62(Y): Y rassal degiskenine ait varyans ve
Cov(X,Y): X ve Y rassal degiskenleri arasindaki kovaryans degeri olup Esitlik 4.11°de

iki farkl tiirdeki gosterim sekilleri ile birlikte verilmistir.
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Pearson korelasyon katsayisinin Ozellikleri ise asagida verildigi sekilde

Ozetlenebilir (Mai ve Scherer, 2014: 36):

1) XveY arasindaki korelasyon simetriktir, Cor(X,Y) = Cor(Y,X).

2) -1<Cor(X,Y) <1 kapali araliginda degerler alir.

3) Korelasyon dogrusal bagimliligin bir 6l¢iisiidiir. Sadece ve sadece Y =aX+b
olmasi durumunda Cor(X,Y) = isaret(a)l (a # 0) ve a > 0 oldugunda isaret
fonksiyonu +1, a < 0 oldugunda ise -1 degerini saglar. Ayrica, degiskenlere
Olgeklendirme uygulanmasi durumunda, Cor(aX+b,Y) = isaret(a)Cor(X,Y),
(a # 0) kuralinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.

4) Marjinal kurallar degistiginde korelasyonun da degisiyor olmasi,
korelasyonun; X ve Y arasindaki sadece bir kopula fonksiyonunu ifade etmedigi,
degiskenlerin bagimlilik ve marjinal kural boyutlarin1 da icerdigini ortaya
koymaktadir.

5) Xve Y’nin bagimsiz rassal degiskenler olmasi1 durumunda korelasyon degeri
sifira esit olacaktir. Ancak, bu durumun tersi dogru olmayip genelde,
korelasyonun mevcut olmamasi ya da sifira esit olmasi degiskenlerin bagimsiz
oldugu anlamina gelmemektedir’.

6) Korelasyonun yiiksek kesinlik ile 6l¢glimlenmesinin arzu edilmesi durumunda

gerekli veri oldukga biiyiiktiir.

Dogrusal korelasyon katsayisinin yukarida 6zetlenen 6zellikleri arasindan, Madde
2’de bahsedilen Cor(X,Y)€ [-1,1] kapali araliginin, sabit marjinal kurallar X~F ve
Y~G ile her zaman ulasilma gerekliligi yoktur. Soyle ki, tercih edilen marjinal
kurallara gore ulasilabilir en yiliksek korelasyon degeri p=0.3 olabilir. Daha agik bir
ifade ile, sabit marjinal kurallara sahip X ve Y rassal degiskenleri arasindaki pg ile
gosterilen olasi en biiyiik korelasyon degerine ulasilmasi (ya da pe ile gosterilen olast
en kiigiik korelasyon degerine), X ve Y degiskenlerinin M es-monoton kopulasi (ya da
W ters-monoton kopulasi) ile eslestirilmesi durumunda miimkiin oldugu gosterilebilir.

Marjinal kurallarin bir¢ogu i¢in -1 < p o< p»< 1 saglanir. Bununla birlikte, asagida yer

! Cok degiskenli normal dagilimlarda bu durum saglanir, yani korelasyonun mevcut olmamasi
degiskenler aras1 bagimsizlig1 ifade eder.
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alan korelasyonun sinirlarina 6rnek paragrafinda pg ve po bir drnek dahilinde

aciklanmiglardir.

Dogrusal korelasyon katsayisinin 6zellikleri arasindan Madde 3’°te, degiskenlere
Olceklendirme uygulanmasi durumunda korelasyon katsayisinin degismeyecegi ifade
edilmektedir. Ornegin, yiizdesel ya da baz puan seklinde ifade edilmelerine
bakilmaksizin iki kredi marj1 arasindaki korelasyon ayni olacaktir. Ancak,
logaritmanin alinmas1 gibi degiskenlere uygulanabilecek dogrusal olmayan bir

doniisiim korelasyon katsayisinin degismesine yol agacaktir.

Bununla birlikte, Embrechts vd. (2002: 24), X ve Y log-normal marjinal
dagilimlarina sahip (X~ log N(0,1) ve Y~ log N (0, o)) iki rassal degiskeni ele almis
ve bu degiskenler arasindaki korelasyon katsayisinin alt ve iist sinirlarini agagidaki

sekilde ortaya koymuslardir.
po = p(e%,e %) ve pg = p(e?, e’%) (4.12)

Seklinde verilmis olup, Z standart normal dagilan (Z~N(0,1)) rassal bir
degiskendir ve (Malevergne ve Sornette, 2006: 150);

a?

E[e*?]=ez, ile (4.13)

e 9-1 e’-1

= ve = elde edilir (4.14)
re (e—l)(e"z—l) re (e—1)(e02—1)

Sekil 4.1°de korelasyon alt ve iist sinirlarinin, ¢’nin birer fonksiyonu seklinde
gosterimi verilmistir. o’ nin dort ve iizeri degerler almasi ile her iki korelasyon sinirinin

da sifira ¢ok yakin degerler aldig1 ve lim po = lim pg = 0 oldugu goriilmektedir.
g—>00 g—>00

Dolayist ile her zaman dogrusal korelasyon katsayisinin ¢ok kiiciik degerler almasi, iki

rassal degisken arasindaki zay1if bagimliligin bir gostergesi olarak degerlendirilemez.
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Sekil 4.1: Log-Normal Marjinal Dagilimlara Sahip Iki Rassal Degisken Igin po
ve pe Grafigi

Kaynak: Malevergne ve Sornette (2006: 150).

4.2.2 Sira Korelasyonu

Rassal degiskenlerin, ¢ok degiskenli eliptik (normal ya da Student-t dagilimi gib1)
bir dagilima sahip olmamalari, degiskenler aras1 dogrusal olmayan tiirde bir iligkinin
mevcut olmasi veya varyanslarinin bilinmemesi ya da 6l¢tim sekillerinin oranlama
(veya esit aralikli) olmamasi durumlarinda degiskenler arast bagimliligin

Olctimlenmesi amaci ile sira korelasyonlari kullanilabilir.

Sira korelasyonu bagimlilik yapilar1 boliimiinde agiklanan, rassal degiskenlerden
birinin biiyiik degerleriyle diger degiskenin biiyiik degerleri ya da bu degiskenin kiiciik
degerleriyle diger degiskenin kiiclik degerlerinin birlikte gozlemlendigi uyumluluk

kavrami veya tersi durumun gézlemlendigi uyumsuzluk kavramlarina dayanir.

Sira korelasyonu olarak adlandirilan sira istatistikleri, degiskenlere sadece siralari
aracilifiyla bagimli olma, degiskenlere uygulanan kesin monoton doniigiimlerden
etkilenmeme ve sadece degisken kopulalarina dayanma 6zelliklerine sahiptirler. Sira
istatistikleri, degisken siralamalarmna dayali olasilik doniisiimleri yolu ile rassal
degiskenler arasindaki bagimlilik yapilarimi tanimlarlar. Rassal degisken ciftleri

arasindaki istatistiksel iligkiyi Olcen ve en yaygin kullanilan sira korelasyonlar
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Kendall tau (t) ve Sperman sira korelasyonu (pg)’dur (Ruppert ve Matteson, 2015:
194).

4.2.2.1. Kendall Tau

Xve 'Y siirekli rassal degiskenler ve bu degiskenlerin ortak dagilimindan elde edilen
gozlem degerleri (X4, Y;) ile (X,, Y,) rassal degisken ¢iftleri olsun. Ana kiitleye iliskin
Kendall sira korelasyonu (“Kendall tau”, t) (Trivedi ve Zimmer, 2007: 22):

T=Txy = P[(X; —Xp) - (Y1 —Y;) > 0] — P[(X; —X3) - (Y1 — Y2) < 0] (4.15)
T = Ty, = Pluyumluluk] — Pl[uyumsuzluk] (4.16)

Yukarida belirtildigi gibi Kendall tau (t) degeri, degiskenler arasi uyumluluk
olasilig ile uyumsuzluk olasiliginin farki olup, marjinal dagilimlara uygulanan artan
donlisimler altinda degismeme oOzelligine sahiptir ve sadece (X,Y) rassal
degiskenlerinin kopulasina baghdir. Esitlik 4.15 siirekli rassal degiskenler ig¢in
asagidaki gibi yeniden yazilabilir (Malevergne ve Sornette, 2006: 155).

T=2P[(X,—X,) - (Y,—=Y,) >0]—1 (4.17)

Boylece, kopulast C olan siirekli X ve Y rassal degiskenlerine iliskin Kendall t

degeri:
Tx:y = TC = 4 f()l fol C(ul v) dC(ul v) - 1 (418)

Seklinde ifade edilir. Kendall tau, -1 ile +1 arasinda degerler almakla birlikte,
degiskenlerin es-monoton olmalari durumunda iist sinir degeri, ters-monoton olmalari

durumunda ise alt sinir degerine ulasilir.
4.2.2.2. Sperman Sira Korelasyonu

Xve 'Y siirekli rassal degiskenler ve bu degiskenlerin ortak dagilim fonksiyonu F ve
stirekli marjinal dagilim fonksiyonlar1 F; ve F, ile verilmis olsun. Ana kiitleye iligkin

Sperman sira korelasyonu (py):
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ps(X,Y) = p(F(X), F,(V)) (4.19)

p burada dogrusal korelasyon katsayis1 olup Sperman sira korelasyonu (ps), F; (X)
ve F,(Y) arasindaki dogrusal korelasyonun bir ifadesidir. Ayni zamanda,
(Fy(X), F;(Y)) nin ortak birikimli dagilim fonksiyonu X ve Y*nin kopulast oldugu igin
Sperman sira korelasyonu sadece (X,Y) rassal degiskenlerinin kopulasina baglidir
(Ruppert ve Matteson, 2015: 195).

Kendall tau benzeri, Sperman sira korelasyonu da rassal degiskenlerden birinin
biiylik degerleriyle diger degiskenin biiyiik degerleri ya da bu degiskenin kiiciik
degerleriyle diger degiskenin kii¢iik degerlerinin birlikte gézlemlendigi uyumluluk

kavrami veya tersi durumun gozlemlendigi uyumsuzluk kavramlaria dayanir.

Kopulasi C olan siirekli X ve Y rassal degiskenlerine iliskin Sperman rho (pg) degeri

asagidaki gibi ifade edilir.
ps =12 fol f01 uv dC(u,v) — 3 (4.20)

Su ana dek agiklanan sira korelasyonu istatistiklerinden Kendall tau ve Sperman
rho’nun, Eliptik ve yaygin kullanima sahip baz1 Arsimedyen kopulalarin parametreleri

tiirlinden gosterimine Tablo 4.1°de yer verilmistir.

Tablo 4.1: Eliptik ve Baz1 Arsimedyen Kopulalarm Uyumluluk Olgiileri ile
Kuyruk Bagimlilik Katsayilar

Kopula | Kendall tau (t) Sperman rho Kuyruk Bagimliligi Katsayilar
2 6 P
Normal — i = in (= 0
- arcsin(p) - arcsin (2)
2 . 6 P . w+D(1-p)
t-Kopula - arcsin(p) p arcsin (E) UKB = AKB =2t 41 [— T]
Clayton 0/6+2 * UKBy =0, AKBy = 27/
4 .
Frank 1-S[1-D:(0)] | 1- 19—2 [D1(6) — D,(0)] | UKB, =0, AKBy =0
6 -1 N e
Gumbel — * UKBy =2—2Y%, AKB, =0

Kaynak: Jondeau vd. (2007); Mai ve Scherer (2014)
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Tablo 4.1°de yer alan D; ve D, asagida tanimu verilen Debye (D, (x)) fonksiyonu
olmak tizere (Jondeau vd., 2007: 250), p dogrusal korelasyon katsayisi, 6 ise her bir

Arsimedyen kopula tiiriine 6zgili kopula parametresidir.

- k x tk
x =0 igin = o st
) <0 igin K4 & 0 g
x em T lx|k “x et—1
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BESINCi BOLUM

MARKOWITZ ORTALAMA-VARYANS MODELI, PORTFOY
RMD VE BEKLENEN KAYIP iLE PORTFOY PERFORMANS
OLCUTLERI

5.1 Ortalama-Varyans Modeli

Portfoy yonetiminde 1950°li yillara kadar, portfoylin performansi ile menkul
kiymet sayisi arasinda dogrusal bir iliski bulundugunu ve sadece portfoyde yer alan
menkul kiymet sayisini arttirarak riskin azaltilabilecegini ileri siiren basit
cesitlendirme yaklasimi kullanilmistir. Bu yaklasimda, portfoye alinacak menkul
kiymetler arasindaki iligkiler dikkate alinmamakta ve menkul kiymet seciminde

sayisal yontemlere yer verilmemekteydi.

1952 yilinda Harry Markowitz’in Ortalama-Varyans Modelini (OV) ortaya
koymasi ile portfoy yonetiminde ilk defa sayisal yontemler kullanilmis, se¢imi
yapilacak menkul kiymetler arasindaki iliskiler g6z 6niinde bulundurulmus ve en
onemlisi yatirnm kararlarinin  verilmesinde formal bir risk/getiri ¢ergevesi
olusturulmustur (Rom ve Ferguson, 1994). Markowitz (1952), risk kavramini bir
varhigin getiri oraninin standart sapmasi olarak tanimlamig ve portfoy yonetiminde
cesitlendirme yoluyla belirli bir getiri diizeyinde riskin minimize edilebilecegini
vurgulamistir. Markowitz tarafindan rasyonel ve riskten kaginan olarak tanimlanan
yatirimcilar, risk-getiri diizeyine gore portfoylerini belirlemektedirler. Rasyonel
yatirimcilar, belirli bir risk diizeyinde en yiiksek getiriyi, belirli bir getiri diizeyinde de
en diisiik riske sahip portfoyii sececeklerdir. OV modelini finans literatiiriine

kazandiran Markowitz, 1990 yilinda Nobel ddiiliine layik goriilmiistiir.

Markowitz’in OV modeli ve takibi William Sharpe (1964), Tobin (1958), Lintner
(1965), Jensen (1969), Fama (1970), Merton (1974), Elton ve Gruber (1997), French
(2003) gibi birgok arastirmacinin modelin gelisimine yonelik katkilart Modern Portfoy
Teorisi (MPT) bashig1 altinda siiflandirilmakta olup, MPT denge durumunda riskli
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menkul kiymetlerin fiyatlanma seklini ve rasyonel yatirimcilarin g¢esitlendirme ile

portfoylerini optimize etme yollarini agiklamaktadir.
5.1.1 Ortalama-Varyans Optimizasyonu

Markowitz (1952)’in ortaya koydugu ve finans literatiiriinde yeni bir donemin
basglangicin1 temsil eden Ortalama-Varyans (OV) Modeli, portfoyii olusturan
varliklarin gegmis getiri degerlerinin kullanilmasi ile varlik beklenen getiri ve
risklerinin hesaplanmasini ve hesaplanan beklenen getiri ve risk degerlerinin portfoy
beklenen getirisini maksimize eden ya da portfoy riskini minimize eden bir

matematiksel model aracilig1 ile portfoyiin optimizasyonuna dayanir.

Optimizasyon probleminde yer alan kavramlardan varlik beklenen getirileri,
varliklarin gegmis getiri degerlerinin aritmetik ortalamasi, varlik riski ise gecmis getiri
degerlerinin varyans istatistigi ile temsil edilmektedir. Matematiksel gésterimi asagida
verilen portfoy beklenen getirisi (up), portféyde yer alan varliklarin beklenen
getirilerinin agirlikli ortalamasini ve portfoy riski (o7), olas1 portfdy getirilerinin
beklenen portfoy getirisinden sapma degerlerini ifade etmektedirler (Markowitz,
1952).

Uy = DL wipt; = wip (5.1)
of = XL, X owiw = wTZw (5.2)
Iiiwi=1 (5.3)
w, >0 i=12,...N (5.4)

;- i varligmin beklenen getirisini, w;: i varhigmin portfdydeki agirhgmi ve oy;: i.
ile j. varliklarin arasindaki kovaryans degeridir. Esitlik 5.1°de yer alan u, elemanlari
portfoydeki her bir varligin beklenen getirisi olan kolon vektdriidiir. Bununla birlikte,
wT = [wy,....,wy] olmak iizere, varliklarin portfoy agirliklarini iceren w vektdriiniin

transposesi alinarak elde edilen vektorii ifade etmektedir.
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M:

H W1
] ve w=[3] (5.5)

Uy Wy

Esitlik 5.2°de yer alan X ise, satirlart i ve siitunlar j ile endekslenen o;; elemanlarin

igceren varyans-kovaryans matrisidir.

(5.6)

011 "~ 011v]
Ony1 " Opnn

OV Modeli ile Markowitz’in portfdy yonetimine en Onemli katkisi, varlik
seciminde bireysel risk/getiri profillerinin tiim portfdyden ayr1 degerlendirilmemesi ve
varliklarin birlikte hareket etme egilimlerinin géz 6niinde bulundurulma gerekliligini
ortaya koymasidir. Portfoy riskinin belirlenmesinde kullanilan kovaryans istatistigi
(O’i j), varlik getirilerinin birlikte hareket etme Gl¢iistiniin bir gostergesidir. -oo ile +oo
arasinda degerler alabilen kovaryansin, pozitif bir deger almasi durumunda getiriler
aras1 bir es yonliiliik oldugu ve tersi durumunda ise getiriler aras1 zit yonlii bir iligkinin

varligindan s6z edebilmek diginda rakamsal degerinin bir anlam1 yoktur (Korkmaz ve

Pekkaya, 2012: 506).

Hesaplanan kovaryans degeri, getirilerin standart sapmalarinin ¢arpimina
boliinmesi yolu ile normalize edilir ve [-1,+1] aralifinda degerler alan korelasyon
katsayis1 elde edilir. Bagimlilik Slgiileri arasindan en ¢ok bilinen ve en sik kullanilani
dogrusal korelasyon katsayisidir (Pearson korelasyon katsayisi). Katsayi, iki rassal
degisken arasindaki dogrusal iligkinin giicii ve yoniinii gostermekle birlikte, degisken
dagilimlarinin normal oldugu ve iki degiskenin de esit aralikli veya oranlama ya da
degiskenlerden birinin esit aralikli digerinin ise oranlama Olgiilmiis oldugu
varsayimlarini tagir (Alhan, 2008: 29). Varlik getirileri arasinda milkemmel ve ters
yonde dogrusal bir iliski gozlemleniyor ise dogrusal korelasyon katsayisi -1 degerini
ve tersi durumda, yani getiriler arasinda ayni yonde ve miikkemmel bir dogrusal iliski

mevcut ise +1 degerini alacaktir.

Markowitz’in OV Modeli ile ilk defa, portfoy riskinin azaltilmasi amaci ile varlik

getirileri arasindaki korelasyonun dikkate alinma gerekliliginden bahsedilmistir.
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Portfoye se¢imi yapilacak varlik getirileri arasindaki korelasyonun negatif veya diisiik
olmasi, portfoy riskinin azaltilmasini saglayacaktir. Bununla birlikte, iki varliktan
olusan bir portfOyiin varyansi, kovaryans teriminin yerine kovaryansi temsil eden
varliklar arasindaki korelasyon katsayis1 ve varlik standart sapmalar1 ¢arpiminin

kullanilmasi ile agagidaki sekilde gosterilebilir.
0 = wiof + wios + 2wy w,010,p1, (5.7)
Portfoyde ikiden fazla varlik olmast durumunda ise portfoy riski:
of = M1 29’:1 W;W;0;0;p;; (5.8)

Markowitz’in OV portfoy optimizasyonu probleminin ¢éziimii ile, belirli bir getiri
oraninda en diisiik portfoy riskine veya belirli bir risk diizeyi icin en yiiksek portfoy
getirisine sahip etkin portfoyler elde edilmektedir. Her iki durumda da belirlenecek
etkin portféyler ayni olsa dahi, portfdy optimizasyon problemi farklilik
gostermektedir. i1k durum (riskin minimize edilmesi) dogrusal kisitlar igeren kuadratik

optimizasyon olmasina ragmen, ikinci durumun amag fonksiyonu dogrusal, kisitlari

ise kuadratiktir (Pfaff, 2016: 47).

Beklenen
Getiri Etkin Simir
/ D
A Yatirim Firsatlar
Kiimesi

risk

Sekil 5.1: Yatirim Firsatlar1 Kiimesi ile Etkin Sinir
Kaynak: Francis ve Kim (2013: 119)
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Sekil 5.1°de bir portfdyii olusturan riskli varliklarin olasi tiim bilesimlerini i¢eren
“yatinm firsatlar1 kiimesi” ile AD egrisi lizerinde yer alan etkin portfoylerin
gosterimine yer verilmistir. Aciga satis veya bor¢lanmanin mevcut olmadigi
durumlarda, N adet riskli varlik ile olusturulabilecek tiim portféyler yarim ay sekline
benzeyen yatirim firsatlar1 kiimesinin kenar c¢izgileri lizerinde ya da iginde yer
alacaktir. OV optimizasyonu ile elde edilen tiim etkin portfoyleri birlestiren ve Sekil

5.1’de AD ile gosterilen egri ise “Etkin Sinir” olarak adlandirilmugtir.

Bununla birlikte, OV portfoy optimizasyonu probleminin matematiksel gosterimi,
portfoy beklenen getiri (u,) ve varyansinin (0'5) yukaridaki vektorel tanimlarindan
yararlanilarak izleyen sekilde yapilabilmektedir. Beklenen ya da kabullenilen belirli
bir getiri oram i¢in en diislik riskli etkin portfoyiin elde edilmesini saglayan OV

portfdy optimizasyon problemi (1;,,: Beklenen portfoy getiri oranidir):

min w'X w (5.9)
U ="y (5.10)
YN ow; =1 (5.11)
w; =0, i=12..,N (5.12)

Kabullenilen belirli bir risk diizeyi i¢in en yiiksek getiriye sahip etkin portfoyiin
elde edilmesini saglayan OV portfoy optimizasyon problemi (y: Kabullenilen belirli
bir risk diizeyidir):

max wiu (5.13)
wiZw=y (5.14)
N ow =1 (5.15)
w; >0, i=12. N (5.16)

Tamami riskli N adet varligin portfdy igerisindeki farkli kombinasyonlariyla

olusturulabilecek tiim etkin portfoyler arasindan en diisiik riske sahip “Global
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Minimum Varyans” (GMV) portfOyiiniin elde edilmesini saglayan OV optimizasyon
problemi ise asagidaki gibidir:

min wiX w (5.17)
Now =1 (5.18)
w; 20, i=12.,N (5.19)

Sekil 5.1°deki etkin sinirin alt ucunda yer alan A noktasi, en digiik riskli etkin
portfoyii ifade eden GMV portfoyiinii gostermektedir. Su ana dek bahsedilen ii¢
optimizasyon yonteminin her biri getirilerin ¢ok degiskenli normal dagilima sahip
olma, agiga satis imkaninin mevcut olmamasi ve sinirsiz boliinebilen N adet varlik
varsayimlarina sahiptir. Ayrica, OV portfdy optimizasyon modelinin, bazilar1 agikca

belirtilmese dahi asagida yer alan varsayimlari igerdigi belirtilmelidir.

e Yatinmcilarin temel amaci ekonomik faydanin maksimize edilmesidir.

e Yatinmcilarin piyasadaki fiyatlar1 etkileme giicli yoktur ve yatirimcilar
mevcut fiyatlar lizerinden islem yaparlar.

e Vergi ya da islem maliyetleri mevcut degildir.

e Yatirimcilar rasyonel ve riskten-kacinandir.

e Yatirimcilar ayni bilgiye eszamanli ulasabilmektedirler.

e Yatirimcilar, ayni beklenti ve yatirim ufkuna sahiptirler.

e Varliklar aras1 korelasyon belirli ve sonsuza dek sabittir.

e Varliklarin sinirsiz miktarlara boliinebilme olanagi mevcuttur.

e Varlik riski (volatilitesi) bilinmekte ve sabittir.

Bununla beraber, OV portfoy optimizasyonunun; yatirrm amag¢ ve kisitlarmin
gelistirilmesi, portfoy riski ve elementlerinin kontrolii, aktif getiri bilgisinin etkin bir
sekilde kullanimi, varlik yoneticisinin yatirim felsefesi, stili ve piyasa goriisliniin
gelistirilmesi gibi birgok alanda uygulanan kullanigh bir varlik yonetim araci oldugu

belirtilmistir (Michaud ve Michaud, 2008: 4).
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5.1.2 Optimal Portfoyiin Belirlenmesi

OV optimizasyonu ile elde edilen etkin sinir lizerinde yer alan hangi etkin portfoyiin
secilecegini ise yatirimcilarin bireysel tercihleri belirlemektedir. Kayitsizlik egrileri,
her bir yatirnmciya 6zgii belirli bir beklenen fayda diizeyi i¢in yatirnmcinin risk ve
getiri tercihlerini gosteren egrilerdir. Bir kayitsizlik egrisi izerindeki her bir nokta ayni
beklenen fayda diizeyini temsil etmektedir. Bu nedenle, riskten-kaginan bir yatirimci
Sekil 5.2°de gosterildigi gibi farkli kayitsizlik egrileri arasindan en yiiksek beklenen
fayday1 temsil eden ve dolayisiyla AD egrisi ile gosterilen etkin sinira sadece bir

noktada teget olan K, egrisi tizerindeki O* portfoyiinii tercih edecektir.

Hp K3

Yatirim Firsatlari
Kiimesi

9p

Sekil 5.2: Farkli Etkin Portfoyler Arasindan Riskten Kaginan Bir Yatirimciya
Ozgii Optimal Portfdyiin Belirlenmesi

Kaynak: Karan (2013: 171)

Bir 6nceki boliimde bahsedildigi gibi OV modeli, yatirimcilarin rasyonel, riskten-
kagmman ve temel amaglarinin ekonomik faydayr maksimize etme oldugunu
varsaymaktadir. Bir yatirimcinin riskten kaginma diizeyi kayitsizlik egrilerinin egimini
etkilemektedir. Riskten-ka¢inma diizeyi arttikga kayitsizlik egrilerinin egimi de
artmaktadir. Bu nedenle, farkli yatirimcilar ayni etkin portféyler arasindan farkli bir

portfoyli optimal olarak belirleyebilmektedirler.
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5.1.3 Risksiz Bir Varhg iceren Risk-Etkin Portfoyler

Bir 6nceki boliimde agiklanan optimizasyon problemlerinin tamami sadece riskli
varliklardan olusturulan portfoyleri igermektedir. Sharpe (1963, 1964), Markowitz’in
yaklasimint gelistirerek “Sermaye Varliklarin1 Fiyatlama Modeli” (CAPM)’in
temellerini olusturan risksiz bir varlik ile birlikte riskli bir portfdye yatirim yapilmasi
durumunu degerlendirmistir. Varyansi sifira esit (62 = 0) risksiz bir varligin portfoye
dahil edilmesi durumunda elde edilen yeni portfoyler, risksiz varligin getirisi ile riskli

portfoyii birlestiren dogru lizerinde yer alacaktir.

Hp
Sermaye Piyasasi
- E/—  Dogrusu (SPD)

D

Op

Sekil 5.3: Risksiz Bir Varlig1 Igeren Risk-Etkin Portfoyler
Kaynak: Karan (2013: 201)

Sekil 5.3’te risksiz varligin getirisi ile T ve E noktalarini birlestiren m dogrusu
“Sermaye Piyasas1 Dogrusu” (SPD) olarak adlandirilmistir. SPD dogrusu tizerindeki
her bir portfoy farkli risk degerleri i¢in daha yiiksek portfoy getirisine sahiptir. Bu
nedenle, risksiz bir varligin portfoye eklenmesiyle etkin smiri olusturan tiim etkin
portfoyler SPD dogrusunun iizerinde yer alarak yeni etkin sinirin SPD dogrusu
olmasmi saglamistir. SPD dogrusunun AD egrisine teget oldugu T noktas1 “Teget

2

Portfoyli” ya da “Maksimum Sharpe Portféyli” olarak adlandirilmistir. Bir diger
ifadeyle, Teget portfoyii Markowitz (1952)’in OV modelindeki etkin sinirin SPD

dogrusuna teget oldugu portfoydiir.
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Risksiz bir varligin portfoye eklenmesiyle elde edilen yeni etkin sinir bir dogru

oldugu igin izleyen esitlikteki gibi tanimlanabilmektedir (Francis ve Kim, 2013: 129).

wy =15 + (rT'rf ) o, (5.20)

Esitlik 5.20°de yer alan r ve a7, T teget portfoyiiniin sirasiyla getiri ve riskini ifade
etmekle birlikte portfoy getirisinin risksiz faiz oranindan farki alinarak portfoy riskine
boliinmesiyle elde edilen oran “Sharpe Orani” olarak adlandirilmistir (Sharpe, 1966,
1994). Sekil 5.3’te gosterimi verilen SPD iizerindeki T teget noktasinda bir yatirimci
tamamu riskli varliklardan olusan Teget portfdyiine, 17 ve T noktalar arasinda risksiz
faiz orani ile birlikte riskli Teget portfoyline yatirnm yapmaktadir. T ve E noktalar
arasinda ise yatirimci risksiz faiz oranindan borglanarak riskli portfdye yatirim
yapmaktadir. Ayrica, su ana dek agiklanan Teget ya da Maximum Sharpe portfoyiiniin

elde edilmesini saglayan optimizasyon problemi ise agsagidaki gibi tanimlanmisgtir:

ww-—Tr
max Ty (5.21)
Siw =1 (5.22)
w; =0, i=12...,N (5.23)

Esitlik 5.21°de yer alan u”, elemanlar1 portfoydeki her bir riskli varligin beklenen
getirisini iceren @ kolon vektoriiniin transposesi alinarak elde edilen vektorii, benzer
sekilde w” ise, varliklarm portfoy agirliklarim igeren w vektoriiniin transposesi

alinarak elde edilen vektori ifade etmektedirler.

Risksiz bir varligin portfdye dahil edilmesiyle elde edilen dogrusal etkin portfdyler
sinir1 ile riskten-kaginan yatirimcilara ait konveks kayitsizlik egrilerinin mevcut
olmasi durumunda dahi etkin sinir teoremi gecerlidir. Bu durumda, yatirimcilar
kendilerine en yiiksek fayday1 saglayan en kuzey batidaki ve etkin sinira sadece bir
noktada teget olabilecek portfoyii optimal portfdy olarak belirleyeceklerdir. Sekil
5.3’te kayitsizlik egrilerinin SPD dogrusuna teget oldugu ve O™ ile belirlenen nokta

optimal portfoyli gostermekle birlikte portfdy, A noktasinda yer alan GMV
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portfoyiinden daha az risk ve daha yiiksek beklenen getiriye sahiptir. Optimal
portfoylinii 0O* noktasinda belirleyen bir yatirimeir hem risksiz faiz oranina hem de

Teget portfoyiine yatirim yapmaktadir.

5.1.4 Ortalama-Varyans Modeline Yoneltilen Elestiriler

Modern Portfoy Teorisi ile Ortalama-Varyans Modeline yoneltilen en 6nemli
elestirilerden biri varyansin bir risk 6l¢iitii olarak bireylerin risk tutumlarint dogru

yansitmadigi, dolayisi ile dogru bir 6l¢iim olmadigi yoniinde olmustur.

Bu amagla, “Kayip Riski” ya da “Asagir Yonlii Risk” (Downside Risk) olarak
adlandirilan ve farkl tiirdeki getiri dagilimlarinin, belirlenen hedef getiri diizeyinin
altinda kalan alanin Ol¢iimi ile ilgilenen risk oOlgiitleri gelistirilmistir. Getiri
dagilimlarinin sadece sol tarafi dikkate alinarak gelistirilen bu tiir risk dl¢iitlerinin daha
giivenilir olduklar1 ve yatirimcilarin tutumlarini daha dogru bir sekilde temsil ettikleri

belirtilmistir (Estrada, 2007; Harlow, 1991; Rom ve Ferguson, 1994).

OV portfdy optimizasyonunda varyans istatistigi yerine kayip riski ol¢iitlerinden
biri ve alt-kismi momentin (LPM) 6zel bir sekli olan yari-varyans (semi-varyans)
kullanilabilmektedir. Ayrica, varyans istatistigine alternatif ortalama mutlak sapma ve
aralik Olgiitleri vb. diger 6nemli degiskenlik Slgiitleri de mevcuttur. Ancak, Michaud
ve Michaud (2008: 21) da belirttigi gibi her bir risk olgiitiiniin kendine has art1 ve
eksisi olmakla birlikte, kullanimlar1 getiri dagilimlarinin dogasina baglidir. Bununla
birlikte su ana dek bahsedilen tiim Olgiitler, getirilerin gecmis gozlem degerlerinden
yola ¢ikarak elde edilmis ve dolayisi ile gegmis verilere ait baz istatistiki degerlerin
(ortalama ya da ortalamadan sapma gibi) gelecek verilerin iyi birer tahmincisi

olduklar1 varsayilmistir.

Modele yoneltilen bir diger 6nemli elestiri ise modelin, belirsizlik altinda karar
vermenin temel teorik ¢ergevesini olusturan beklenen fayda maksimizasyonu prensibi
ile uyumlu olma gerekliligidir. Markowitz’in OV modeli, getirilerin normal dagilim

gostermesi ve fayda fonksiyonunun kuadratik olmasi kosullarindan en az birinin
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saglanmas1 durumunda beklenen fayda maksimizasyonu prensibi ile tam uyumlu
olacaktir (Michaud ve Michaud, 2008: 22).

Modelin tek donemli ve kisa bir yatirim ufkuna sahip olmasi, ortalama ve varyans
gibi sadece iki istatistiki parametreyi goz Oniinde bulundurmasi ve mevcut veriler
dahilinde ortaya ¢ikan model kararsizlig1 nedeni ile teknik zorluklar modele yonelik

diger elestiri konularini olusturmaktadirlar.
5.2 Yan-Varyans, Riske Maruz Deger ve Beklenen Kayip

Ortalama-Varyans modeline yoneltilen en Onemli elestirilerden biri varyans
istatistiginin portfoy riskinin dogru bir 6l¢iisii olmadigina yonelik olmustur. Ortalama-
Varyans modelinde, ortalama getiriden sapma diizeyini gosteren varyans, simetrik bir
6l¢iim olup yatirimeilar tarafindan arzu edilecek yukar1 yondeki sapmalari, istenmeyen
asag1 yondeki sapmalarla ayni oranda cezalandirdig: i¢in elestirilmistir. Asag1 yonli
sapmalarin, yukar1 yonlii istenen sapmalardan ayristirildigr bir risk kavrami,
yatirimetlarin risk algisini ¢ok daha iyi yansitacaktir (Grootveld ve Hallerbach, 1999:
305).

Bu amagla, “Kayip Riski” ya da “Asagi Yonlii Risk” (Downside Risk) olarak
adlandirilan ve farkl tlirdeki getiri dagilimlarinin, belirlenen hedef getiri diizeyinin
altinda kalan alanin 6l¢limii ile ilgilenen risk 6l¢iitleri gelistirilmigtir. Bunlar arasinda,
“yari-varyans” (semi-variance), Riske Maruz Deger (RMD, Value at Risk (VaR)) ve
Kosullu Riske Maruz Deger (CVaR ya da diger bir ifadeyle Beklenen Kayip (BK,
Expected Shortfall (ES)) risk dlgiitleri yer almaktadr.

5.2.1 Yan-Varyans

Markowitz (1959), dnceki paragraflarda bahsedildigi gibi OV modelinde portfoy
riskinin tanimina yoneltilen elestirilerden yola c¢ikarak, riskin ol¢iimiinde sadece
ortalamanin altinda veya hedef getiri diizeyinin altinda yer alan getirilerin
degiskenligini Olgen “yari-varyans” (semi-variance) kavramini ileri stirmiistiir.
Markowitz, getirilerin Sekil 5.4’teki gibi normal dagilmasi durumunda, varyans ve

yari-varyans risk Olciitlerinin her ikisinin de dogru ol¢limii sagladigini, getirilerin
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normal dagilmamasi durumunda ise sadece yari-varyansin dogru ol¢iimii sagladigini

gostermistir.

= _____QE-_FH'_'{'____{_ ______ L
—30 —2i —a 0 +1a +2a +3a

Sekil 5.4: Normal Dagilim
Kaynak: Sortino ve Satchell (2001: 4)

Asag1 Yonli yari-varyans (“downside semi-variance™) (Chen, 2016: 72):
: 2 =
02 = 23X [min((R; — ), 0)]" = ~ 2N, (R; — w)? (5.24)

Esitlik 5.24°te yer alan R; varlik getirilerini ve u getirilerin ortalamasini temsil
etmekle birlikte R;:

(5.25)

U eger Ry = u

i —

R {Ri eger Ry <u

Esitlik 5.24 ile bulunan deger merkezi yari-sapmanin karesi olan yari-varyanstir.
Estrada (2007: 170)’nin belirttigi gibi yatirnmeilarin yukari yonli degil sadece asagi
yonlii volatiliteyi istememeleri ile birlikte, getiri dagilimlarinin simetrik olmamasi

durumunda yari-varyans, varyansa oranla daha kullanish bir dlgiittiir.
5.2.2 Riske Maruz Deger

Riske Maruz Deger (RMD, Value at Risk (VaR)), finansal bir varligin veya bir
portfoyiin piyasa riskinin 6l¢iimlenmesi amaciyla finansal risk yonetimi alaninda
yaygin bir sekilde kullanilan popiiler risk 6l¢iitlerinden biridir. RMD’nin popiilerligi
farkli tiirdeki finansal varliklara ve/veya karmagsik portfoylere uygulanabilecek bir

ol¢iit olmasiyla iliskilidir.
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Riske Maruz Deger, finansal bir varligin ya da bir portfoyiin belirli bir zaman ve
giivenilirlik diizeyi i¢in beklenen en yiiksek kayip miktarini ifade etmektedir (Jorion,
2000: 86). Bir diger deyisle, bir finansal varligin ya da portféyiin RMD tahmini,
belirlenen olasilik ve zaman dilimi i¢inde varligin degerinde meydana gelebilecek en
yiiksek deger kaybimin tahminidir. Ornegin; %99 giivenilirlik diizeyi (a = 0.01) igin
10 glinlik RMD tahmini 5 milyon TL olan bir portfoytin 10 giin i¢inde degerinde 5
milyon TL {izeri bir kayip olusma olasilig1 sadece %]1°dir. Bir finansal varlik ya da
portfoye ait t zamanindaki R, getirileri ve (1 — a) giivenilirlik diizeyi icin RMD

Olciitiiniin matematiksel tanimi1 asagidaki gibidir.
RMDf = Fil(a) = inf {r € R: Fr(r) = a} (5.26)

Esitlik 5.26°da yer alan Fy terimi portf0y ya da finansal varlik getirilerinin dagilim
fonksiyonunu ve F;!(a) ise getiri dagiliminin (Fg’nin) standardize a —yiizdeligini
ifade etmektedirler. Bununla birlikte, inf terimi ise Fz(r) = a esitsizligini saglayan en
kiiciik reel sayiy1 belirtmektedir. RMD, getiri (R) dagilimmin alt a-yiizdeliginden
hesaplanabildigi gibi kayip (£ = —R) dagiliminin st (1 — a)-yiizdeliginden de Sekil

5.5’te gosterimi verildigi gibi hesaplanabilmektedir.

(a) (b)

a% a%

Kayp -RMD Getiri  Getiri RMD  Kayp

Sekil 5.5: RMD Degerinin (a) Getiri Dagilimi (b) Kayip Dagilimiyla Hesaplanmasi

Kaynak: Hull (2018: 271)

Sekil 5.5’te finansal bir varliga ait getiri/kayip dagilimlarinin normal dagildig:
varsayilmigtir. Bununla birlikte, RMD hesabina konu varlik bir portfoy ise getiri/kayip
dagilimlarinin ¢ok degiskenli normal dagildig: varsayilmaktadir. Getiri dagilimlarinin
normal ya da Student-t gibi parametrik bir dagilim ailesine mensup olmalari
durumunda “Parametrik Yontemler” olarak adlandirilan RMD hesaplama yontemleri

kullanilmaktadir. Getiri dagilimlarinin parametrik bir aileye mensup olmamalari
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ve/veya dagilim tiirleri lizerine bir varsayimda bulunamamasi durumunda “Tarihi
Simiilasyon” gibi parametrik olmayan RMD hesaplama yontemleri kullanilmaktadir.
Izleyen béliimlerde bu yontemlerin kisaca agiklamalarma deginilmis olup konu ile

ilgili detayl1 bilgi kaynak olarak gosterilen ¢alismalardan elde edilebilir.
5.2.2.1 RMD Hesaplama Yontemleri

Bir dnceki paragrafta bahsedildigi gibi parametrik veya bir diger ifadeyle “Varyans-
Kovaryans” RMD hesaplama yontemleri, getiri dagilimlarinin belirli bir parametrik
dagilim ailesinin bir mensubu oldugunu varsaymakta ve ilgili ailenin olasilik
dagilimindan yararlanarak varyans-kovaryans matrislerinin  hesaplanmasina
dayanmaktadir. Varyans-Kovaryans yontemi, normal dagilim varsayimi ile birlikte
oran ya da fiyat degisimleri ile RMD hesabina konu varlik/portfoy degerinin dogrusal
degisip degismeme durumuna gore “Delta-Normal/Varyans-Kovaryans” ve “Delta-
Gamma/Varyans-Kovaryans”  yontemleri olmak iizere iki alt grupta
siniflandirilmaktadir. izleyen paragraflarda, bu iki parametrik yoénteme ek olarak ve

parametrik olmayan simiilasyon metotlarinin agiklamalarina yer verilmistir.
5.2.2.1.1 Varyans-Kovaryans (Delta-Normal) Yoéntemi

Bir finansal varliga ait fiyat degisimlerinin normal dagilmasi durumunda ge¢mis
getiri verilerini kullanan Varyans-Kovaryans yontemiyle (1 — ) giivenilirlik diizeyi
i¢in bir giin sonrast RMD degeri izleyen esitlikteki gibi hesaplanabilmektedir (Ruppert
ve Matteson, 2015).

RMDE = —PV - (u+0q,) (5.27)

Esitlik 5.27°de yer alan u = E () ve o terimleri, RMD hesaplamasina konu finansal
varligin sirasiyla ortalama getirisi ile standart sapmasini, q, standart normal dagilimin
a —ylizdeligini ve PV terimi ise varligin bugiinkii degerini ifade etmektedirler.
Hesaplanan RMD negatif bir deger alacagindan genellikle esitlikte verildigi gibi -1 ile
carpilmaktadir. Bir finansal varli§in piyasa riski bir giin sonrasi1 yerine T giin sonras1

i¢in hesaplanmak istenirse (Francis ve Kim, 2013):
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RMDy(T) = —PV - (4T + 0 qoVT) (5.28)

Bununla birlikte, N adet varliktan olusan bir portfoyiin (1 — ) giivenilirlik diizeyi
icin bir giin sonrast RMD degeri, dncelikle portfdy beklenen getiri ve standart

sapmasinin hesaplanmasi yoluyla izleyen sekilde elde edilebilmektedir.
Ryt = Z?’=1 wity A sz = Iiv=1 Z?’=1 O jWiW;j (5.29)

Esitlik 5.29°da yer alan r; ve w; terimleri, portfoyde yer alan i. varligin sirasi ile

getiri ve portfoy agirhgini ifade etmekte olup o) ise portfdy varyans istatistigidir.
Portfoy getirilerinin normal dagilim (Rpt ~N (,up, 0'5)) varsayimi altinda portfy bir

giin sonrast RMD degeri, Esitlik 5.27°deki finansal varliga 6zgii momentlerin yerine
yukarida hesaplanan portfdy getiri dagilimina ait birinci ve ikinci momentlerin

yerlestirilmesiyle asagidaki gibi hesaplanabilmektedir (Ruppert ve Matteson, 2015).
RMD§ = —PV - (u, + 0, qa) (5.30)

Benzer sekilde, Esitlik 5.30°da yer alan PV, portfdy bugilinkii degerini, u, =
E (Rpt) portfdy beklenen getirisini, g, portfdy standart sapmasini ve q, Standart

normal dagilimin a —yiizdeligini ifade etmektedirler.

Su ana dek agiklanan finansal varlik/portféy RMD hesaplarinin tam olarak dogru
olmasi agsagida maddeler halinde verilen varsayimlarin gecerli olmasina baghdir. Aksi
durumlarda RMD,, sadece yaklasik olarak hesaplanan bir degeri ifade edecektir (Hull,
2018: 280).

o Varlik getiri dagilimlari normal dagilima uygun bagimsiz ve 6zdesce
dagilmakta,

o Bir portfoye ait RMD hesaplanmasi durumunda portfoy getirileri gok
degiskenli normal dagilima sahip ve

o T adet bagimsiz ve 6zdes dagilimin toplamina ait standart sapma, her bir

dagilimin standart sapmast ile VT ‘nin garpimina esittir.
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Ayrica, RMD bir finansal varligin veya portfoyiin belirli bir zaman ve giivenilirlik
diizeyi icin beklenen en yiliksek kayip miktarimi ifade etmekle birlikte alinan
pozisyonun en yiiksek kayip yiizdesini ifade edecek sekilde asagidaki kullanimi da son

derece yaygindir (Francis ve Kim, 2013).
RMD, = ¢ q, (5.31)

Esitlik 5.31°deki bir giin sonrast RMD kay1p ylizdesi hesabinda beklenen (ortalama)
getirinin sifira esit oldugu (u = 0) varsayillmis olmakla birlikte bu varsayimin

saglanmamasi durumunda esitlik kolayca yeniden diizenlenebilecektir.
5.2.2.1.2 Delta-Gamma Yontemi

Delta-Normal yontemi dnceki boliimde bahsedildigi tizere dogrusallik varsayimina
sahiptir. Dogrusal model olarak da adlandirilan bu yontem (bkz. Hull (2012: 484)),
tirev varliklar1 icermeyen ve varliklarin fiyat degisimleri (getirileri) ile portfoy
degerindeki degismenin dogrusal bir iliskiye sahip oldugu hisse senedi, tahvil ve emtia
portfoylerinin RMD degerlerinin hesaplanmas1 amaciyla yaygin bir sekilde

uygulanmaktadir.

Bir portfoylin opsiyonlar vb. tiirev varlik/varliklardan olugsmasi durumunda Delta-
Normal yontemi, gamma ya da konveksite riskine sahip bu portfoyiin RMD degerinin
hesaplanmasinda yetersiz kalmaktadir. Delta-Gamma yontemi, Taylor serisi
acilimindaki ikinci dereceden gamma terimini de RMD hesabina dahil ederek portfoy

degeri ile opsiyona konu varlik arasindaki kuadratik iligkileri de dikkate almaktadir.

Delta-Normal yonteminde, altta yatan varligin fiyat degisimine bagl olarak portfoy
degerindeki degisim orani yani delta dikkate alinmakla birlikte bu varliga bagl olarak
deltanin degisim oranini ifade eden gamma g6z ardi edilmektedir. Sekil 5.6’da opsiyon
kontrat1 i¢eren bir portfoylin gammanin sifirdan farkli degerler almasi durumunda
olasilik dagilim fonksiyonunun gosterimine yer verilmistir. Sekilden de goriilebilecegi
gibi gammanin pozitif veya negatif bir deger almasi1 durumunda portfoy degerine ait

olasilik dagilimi pozitif veya negatif ¢arpikliga sahip bir dagilima doniismektedir.
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(a) (b)

Sekil 5.6: Portfoy Degerinin (a) Pozitif Gamma (b) Negatif Gamma I¢in Olasilik
Dagilim1

Kaynak: Hull (2012: 486)

Boyle bir durumda, dagilimin kuyruk boliimiinden hesaplanan portfoy RMD degeri
olmasi gerekenden cok daha kiiciik ya da biiyiik bir deger olarak hesaplanabilecektir.
Delta-Gamma yonteminde, delta ve gamma Olgiilerinin her ikisi de RMD hesabina
dahil edilerek daha dogru bir deger elde edilmesi amaglanmistir. Tek bir opsiyon
kontratindan olusan bir portfdyde, f opsiyona konu varhigin degeri ve r ~ N(0,52)
seklinde dagilan varligin getiri oranin1 (r = df/f) ifade etmek tizere (Francis ve
Kim, 2013: 286):

1

RMD, =z, [4%6f2 + 112 fo*|* (5.32)

Esitlik 5.32°de yer alan z,, belirlenen giivenilirlik diizeyine 6zgii standart normal
dagilim katsayisini ifade etmekle birlikte, delta ve gamma ise sirasiyla A = 9V /0f ve
I' = 02V /df? seklinde tanimlanmustir.

5.2.2.1.3 Tarihsel Simiilasyon

Parametrik olmayan RMD hesaplama yontemlerinden “Tarihsel Benzetim
(Simiilasyon)” yontemi, getiri dagilimlartyla ilgili herhangi bir varsayimda
bulunmadan sadece belirli bir biyiklikteki gecmis veriler ile ampirik
yiizdeliklerinden yararlanarak RMD degeri elde edilmesini saglayan en eski ve en

yaygin kullanima sahip yontemdir.

Tarihsel Simiilasyon yontemiyle, varyans-kovaryans matrislerinin hesaplanmasi ya
da tahminine gerek duyulmadan herhangi bir dagilim tiiriine sahip getirilerin RMD

degeri hesaplanabilmektedir. Bununla birlikte yontem, getirilerin bagimsiz ve 6zdesce
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dagildigin1  (iid) ve gegmis getiri dagilimlarimin  zamanla degismeyecegini
varsaymaktadir (Nieto ve Ruiz, 2016). Bu yontemle belirli bir giivenilirlik diizeyi
(1 — @) i¢in bir portfoyiin RMD degeri, portfoyde yer alan ve belirli bir zaman
araligim1 kapsayan geg¢mis finansal varlik getirilerinin belirlenmesi, varliga 6zgii
portfoy agirliklarinin gegmis getirilere uygulanmasi ve ge¢mis portfoy getirilerinin
elde edilmesini takiben portfoy getirilerinin ampirik ¢ —yiizdeliginin hesaplanmasiyla

elde edilmektedir.

Tarihsel Simiilasyon, uygulanmasi goreceli olarak daha kolay ve popiiler bir
yontem olmasina ragmen, gecmis getiri dagilimlarinin gelecegin iyi birer temsilcisi
oldugu ve getirilerin iid dagilimina yoénelik varsayimlari nedeniyle elestirilmistir.
Ayrica, yontem ile yapilan RMD hesaplamalarinda u¢ gézlemlerin hesaplama donemi
icinde yer alabilmesi i¢in en az bir yil veya iizeri bir zaman aralifina ait gecmis

verilerin kullanilmasi 6nerilmistir.
5.2.2.1.4 Monte Carlo Simiilasyonu

Monte Carlo Simiilasyonu, Tarihsel Simiilasyon yontemiyle benzerlik
gostermesine ragmen yontemin en temel farklilig1 portfoy degerinin hesaplanmasinda
geecmis veriler yerine belirli bir istatistiksel dagilimdan iiretilen rassal degerlerin
kullanilmasidir. Bu amagla, farkli parametrik dagilimlar arasindan ¢ok degiskenli
normal dagilim en yaygin kullan tiirdiir. Ayn1 zamanda Monte Carlo Simiilasyonu,
Delta-Gamma Yontemi bolimiinde bahsedilen portfoy varliklart ile portfoy degeri
arasindaki dogrusal olmayan iliskilerin modellenmesi amaciyla siklikla kullanilan

yontemlerden birini olusturmaktadir.

Monte Carlo Simiilasyonu yonteminde, belirli bir dagilim varsayimi altinda psddo-
rassal sayi lreticileri kullanilarak portfoyiin degerini belirleyen finansal faktor veya
varliklarin alabilecegi degerlere yonelik on binlerce adet deger iiretilmekte ve boylece
portfoy degerindeki degisimin dagilimi elde edilmektedir. Olusturulan portfoy getiri
dagiliminin sol ug degerleri arasindan belirli bir (1 — a) giivenilirlik diizeyi igin
dagilimin a-ylizdeliginde yer alan deger portfdy RMD kayip ylizdesi olarak
belirlenmektedir (Francis ve Kim, 2013: 276). Ornegin, iki adet hisse ile esit agirlikls
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bir portfoyiin olusturuldugu varsayisin. Coklu normal dagilim varsayimi altinda,
simiilasyonlarla 10 000 adet hisse degeri ve dolayisiyla esit agirlikli portfoyiin degeri
elde edilebilmektedir. Esit agirhikli portfdyiin bugiinkii degeri ile her bir
simiilasyondan elde edilen deger kullanilarak portfoy getirilerinin olasilik dagilimi
olusturulmaktadir. Simiilasyonlarla elde edilen 10 000 adet portfoy getirisi artan
getiriye gore siralandiginda, 100. getiri (en kiigiik getiri degerlerinin yiizlinciisii) %99
giivenilirlik diizeyinde bu dagilimin bir giin sonrast RMD kayip ylizdesini ifade
etmektedir. Portfoy bugiinkii degeri ve RMD kay1p ylizdesinin carpimiyla da bir giin
sonrasi portfoy RMD degeri elde edilmektedir (farkli bir 6rnek igin bkz. Hull (2018:
335)).

Monte Carlo Simiilasyonu, portfoy degeri ile altta yatan varlik arasindaki dogrusal
olmayan iligki ile birlikte, parametrelerin duragan olmama ve/veya kalin kuyruk gibi
verilerdeki diizensizlikler durumunda dahi modelleme yapilabilen son derece esnek ve
giiclii bir yontemdir. Buna ragmen yontem, altta yatan faktorlerin/varliklarin artmasi
ile varliklar aras1 birlikte hareketin daha da karmasiklagsmasi sonucu agirlasmakta ve

hatali RMD hesaplamalar1 ortaya koyabilmektedir.
5.2.2.2 RMD Geriye Doniik Testler

Onceki boliimlerde agiklandigi gibi bir finansal varlik ya da portfdyiin Riske Maruz
Degeri (RMD) farkli yontemlerle hesaplanabilmekte olup hangi yontemin daha dogru
sonuclar verdiginin belirlenmesi ayr1 bir aragtirma alani olusturmustur. Bu amagla,
bazi arastirmacilar RMD (hesaplamalarinin) tahminlerinin = dogrulugunun
degerlendirilmesi ile ilgilenirken, bazi aragtirmacilar da dogru tahminler iireten
yontemler arasi se¢im yapabilme amaciyla yontemlerin siralanmasi ile ilgilenmistir.
Bu amaglarla gelistirilen ve “geriye doniik test” (backtesting) olarak adlandirilan
cesitli test tiirlerinden, izleyen paragraflarda akademik literatiir ile birlikte akademi
dis1 profesyoneller arasinda da yaygin kullanim alani bulan “Kosulsuz Kapsama”
(“Unconditional Coverage”) ve “Kosullu Kapsama” (“Conditional Coverage”) geriye

doniik testlerinin agiklamalarina yer verilmistir.
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Kosulsuz Kapsama Testi: Kupiec (1995), belirli bir @ olasilik diizeyi i¢in beklenen

RMD degerini asim adedi ile gergeklesen RMD asim adedini karsilastiran bir test
onermistir. Bir RMD agimui, belirli bir zaman araligi ve giivenilirlik diizeyi (1 — )
icin gerceklesen getirinin, bir yontemle hesaplanan ya da bir diger ifadeyle bir
yontemin tahmini olan RMD degerini asan bir deger almasi durumunda
gbzlemlenmektedir. RMD, getiri dagiliminin sol alt kuyrugundaki negatif bir degeri
ifade etmesi durumunda I, ile gosterimi verilen bir RMD asimi Esitlik 5.33’teki gibi

tanimlanmaktadir.

S a
I, = {1, eger R, < RMD; (5.33)

0, eger R; > RMD{

Bununla birlikte, RMD’nin kayip dagiliminin (£ = —R) sag ust kuyrugundaki
pozitif bir degeri ifade etmesi durumunda bir RMD asimi Esitlik 5.34’teki gibi

tanimlanir.

e~ a
4 {1, eger R, > RMDy (5.34)

0, eger Ry < RMD¢

Ayrica I;, a olasiligima esit p parametresi ile bagimsiz ve 6zdesce dagilan bir
Bernoulli siirecini izlemektedir. Kupiec (1995)’e gore toplam ger¢eklesen RMD asim
ylzdesi belirlenen a olasilik diizeyi ile tutarli olmalidir. “Basarisizlik Orani”
(“Proportion of Failures”, POF) olarak da adlandirilan Kosulsuz Kapsama testinin sifir

hipotezi asagidaki gibidir.
Hy:p=p=—7 A m= t=1l; (5.39)

Esitlik 5.35’te yer alan n,, toplam gergeklesen RMD asim adedini ifade etmekle
birlikte binom olasilik dagilimina sahip oldugu varsayilmistir. T terimi, RMD hesabina
konu doneme ait toplam gozlem adedini ve p terimi ise belirlenen olasilik diizeyini
(a) ifade etmektedirler. Gergeklesen RMD asim oraninin (p) p ile tutarli olma sifir
hipotezini test eden ve X'2(1) ile dagildig1 varsayilan Kosulsuz Kapsama testi (LR,.)

izleyen sekilde tanimlanmaistir:
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LRyc = =2In[(1 —p)™ p™] + 2In[(1 — p)"™ p™] (5.36)
Esitlik 5.36’da yer alan ny = T — n; olarak tanimlanmustir.

Kosullu Kapsama Testi: Christoffersen (1998) ise dnceki paragraflarda agiklanan

Kosulsuz Kapsama testini gelistirerek dogru RMD asim orani ile birlikte RMD
asimlarinin bagimsizligini da test eden “Kosullu Kapsama” (“Conditional Coverage”,
CC) testini ortaya koymustur. Kosullu Kapsama testi, RMD agimlarini (/) Esitlik 5.33
veya 5.34’teki gibi tanimlamakta olup testin bagimsizlik olabilirlik oran1 (LR;,4),
RMD asimlarinin bagimsiz rassal degiskenler olmalarina karsin bir sirali Markov

bagimli olmalar alternatifine dayanmaktadir.

(np1+n11)
(1—m,)(M00+110)
LRing = —21n Mo1 M1l :

01 ”11 (1_7-[01)7100 (1_7-[11)17.10

(5.37)

Esitlik 5.37°de tanmm verilen LR;,4~X?2(1) ile dagilmakta olup 7, = (ny; +

ny1)/ (Moo + No1 + Nyg + Ny1), To1 = No1/ (Moo + Mo1) Ve Ty1 = g1 /(Mo + Nyy)
seklinde tanimlanmigtir. Bu tammlarda yer alan n;; terimiise i,j = 0,1, I, dizisindeki
i "yi takip eden j gdzlemlerinin sayisini ifade etmektedir. Kosullu Kapsama testi, dogru
kosulsuz kapsama ile RMD asimlarinin bagimsizligini ortaklasa test ederek LR, ve

LR;, istatistiklerini birlestirmektedir.
LR.. = LRy + LRjpq4 (5.38)

Bu nedenle, Kosulsuz Kapsama testinin sifir hipotezi bagimsizlik testinin

alternatifine karsin test edilmektedir. Kosullu Kapsama testinin olabilirlik oram

(LRcc):

LR,, = —2In (1-p)™0 p™2 ] (5.39)

npei1 _n
nof 77:1111 (1_7-[01)7100 (1_7-[11)7110

Esitlik 5.39°da tanimu1 verilen LR, istatistiginin iki bagimsizlik dereceli X2(2) ile
dagildig1 varsayilmakla birlikte test, RMD asimlar1 arasindaki sadece birinci

dereceden otokorelasyonu dikkate almaktadir.
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5.2.3 Beklenen Kayip

Riske Maruz Deger anlagilmasi kolay ve popiiler bir risk 6l¢iitii olmasina ragmen,
Artzner vd. (1999) tarafindan tanimlanan ve asagida maddeler halinde verilen “tutarl
risk olgiitleri” (coherent measures of risk) 6zelliklerinin tamamina sahip degildir (Hull,

2018: 275).

o Monotonluk: Bir portfoy her bir durumda digerine nazaran daha kotii
sonugclar liretiyorsa bu portfoyiin riski daha biiyiik olmalidir.

o Cevrim (Dontisiim) degismezligi: Belirli bir M miktarindaki nakit tutarin bir
portfoye dahil edilmesi durumunda portfoyiin riski M kadar azalmalidir.

o Homojenlik: Varliklar arasi yiizdesel dagilimi sabit tutulan bir portfoy
biiylikliigiiniin bir A faktorii kadar degistirilmesi durumunda, portfoy
riskinin de A ile ¢arpilmasi sonucunun elde edilmesi gereklidir.

o Alt-toplanabilirlik: iki portfdyiin birlesimi ile elde edilen portfdyiin riski,
birlesim dncesi iki alt portfoye ait risk dl¢iitlerinin ayr1 ayr1 toplamlarindan

daha biiyiik olmamalidir.

Yukarida yer alan dort 6zelligi de saglayan risk Olciitleri uyumlu ya da tutarl
(coherent) olarak adlandirilmistir. RMD, getirilerin normal dagilmast durumunda
tutarl1 bir dl¢iittiir. Ancak diger durumlarda, RMD ilk {i¢ 6zellige sahip olmasina karsin

dordiincii 6zelligi her zaman saglamamaktadir.

Ayrica RMD, getiri dagiliminin a —ytizdeligine tekabiil eden tek bir degeri temsil
etmekle birlikte dl¢iit bu degerin altinda kalan getirilerin biiyiikliigiinii g6z 6niinde
bulundurmamaktadir. Belirli bir t zamaninda getiri olasilik dagilim1 Sekil 5.7°deki gibi
olan bir portfoyiin, 1 — a giivenilirlik diizeyi i¢in hesaplanan RMD degeri a olasilig1
ile portfoy degerinde meydana gelebilecek en yiiksek deger kaybinin iyi bir tahmincisi
olmayacaktir. Sekil 5.5 ile Sekil 5.7°de a-diizeyi i¢in hesaplanan RMD degerleri esit
olabilecekken Sekil 5.7’ dekine benzer bir getiri dagilimina sahip bir portfdye yatirim
yapilmast durumunda yatirimcinin hesaplanan RMD degerinden daha biiylik bir

portfoy kaybi ile karsilasma olasiligi daha ytiksektir.
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a%

Kayip RMD Getiri

Sekil 5.7: Bir Portfoyiin Getiri Olasilik Dagilimi
Kaynak: Hull (2018: 273)

Bu ve benzeri nedenlerle, “Beklenen Kayip” (Expected Shortfall), “Kosullu Riske
Maruz Deger” (Conditional VaR, CVaR) veya “Beklenen Kuyruk Kayb1” (Expected
Tail Loss) olarak da adlandirilan ve RMD tahmininin altinda kalan getirileri de dikkate
alan alternatif bir risk 6l¢iitii ortaya konmustur (Hull, 2018).

Belirli bir t zaman1 ve (1 — a) giivenilirlik diizeyi i¢in bir finansal varligin ya da
portfoyiin Beklenen Kayip (BK) degeri, o varligin/portfoyiin RMDF degerinin altinda
kalan getirilerin beklenen degerine esittir (Acerbi ve Tasche, 2002; Artzner vd., 1999).
Bir diger ifadeyle BK, hesaplanan portfoy RMD degerini asan portfoy kaybinin
beklenen degeridir. Sekil 5.8°de ise Sekil 5.5 ile getiri ve kayip dagilimlar i¢in ayr
ayri gosterimi verilen RMD{ degerinin yaninda BK{'nin da gdsterimine yer

verilmistir.

(@) (b)

Kayip T : Getiri  Getiri :

Sekil 5.8: Beklenen Kayip (a) Getiri Dagilimi (b) Kayip Dagilimi

Sekil 5.8’den de goriilebildigi gibi RMDZ, getiri veya kayip dagilimi tizerindeki bir
noktay1 temsil eden bir deger olmasina ragmen BK, RMD/’y1 asan ve dagilimlarin

sol ya da sag uc¢ kuyruk bolgelerinde yer alan getiri veya kayiplarin olasilik agirlikli
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ortalamasini temsil etmektedir. Siirekli bir getiri dagilimi i¢in BK# nin tanimi

asagidaki gibidir.
BK& = % Jy Fet()dr (5.40)

Esitlik 5.40’ta yer alan Fg getirilerin dagilim fonksiyonunu ve Fil ise getiri
dagilimmin  standardize a —yiizdeligini  ifade etmektedirler. RMD ile
karsilagtirildiginda BK (CVaR) risk dlgiitiiniin uyumlu ya da tutarl: bir 61¢ii oldugu ilk
kez Pflug (2000)’da gosterilmistir.

5.2.3.1 Optimizasyon Problemi

Su ana dek tanim ve agiklamalarina yer verilen BK veya bir diger ifadeyle CVaR
risk olgltiniin Markowitz (1952)’in OV modelindekine benzer bir sekilde ancak
portfoy riskinin varyans yerine CVaR degeri olarak belirlenmesi ile ortalama-CVaR
etkin portfoyler olusturulmustur. Portfdy optimizasyon probleminin temel risk
minimizasyon hedefini CVaR olarak belirleyen bu yontem Rockafellar ve Uryasev
(2000) tarafindan gelistirilmistir. Rockafellar ve Uryasev (2000), 6ncelikle B olasilik
diizeyi igin siirekli bir kayip dagilimma ait RMD esik degerini « ile ifade ederek

Beklenen Kaybin (C VaRg (W)) fonksiyonunu izleyen sekilde tanimlamistir.
Fsw,a) =a+ Q=B [ _gul—w'r —al*p(r) dr (5.41)

Esitlik 5.41°de yer alan r portfdy getiri vektoriinii, w portfoy getirilerinin agirlik
vektoriinii ve p(r) ise portfoy getirilerinin yogunluk fonksiyonunu ifade etmektedirler.
Bununla birlikte, £ = —wTr olmak iizere portfdy kayip dagilimidir. Yukarida

tamimlanan Fz(w, a) fonksiyonunun 6zellikleri asagidaki gibi 6zetlenebilir.

o Fg(w,a), a ve r'ye bagh konveks bir fonksiyondur.
o RMDgz(w), Fz(w, a) fonksiyonunun ayni zamanda bir minimize edenidir.

o Fg(w, a) fonksiyonunun en kiigiik degeri CVaR,z(w) dir.
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Bu nedenle, wx R iizerinde Fg fonksiyonunun minimizasyonu konveks bir
optimizasyon problemi olacaktir. Bunun yerine, Rockafellar ve Uryasev (2000),
getirilerin (ry,1,,...,1,) olasilik dagiliminin drneklenmesiyle elde edilen ve asagida
tammi  verilen Fg’min yaklagigi olan F'/; (w,a) fonksiyonunun optimizasyon

probleminde kullanilmasini 6nermistir.

Fsw,a) = a+ I=wlir, —al* (5.42)

1 n
n(1-pg) <=
Esitlik 5.42°deki tamima ek olarak u, ikincil gergek degiskenlerinin min CVaRg(w)

konveks optimizasyonuna tanitilmasiyla problem asagida yer alan lineer optimizasyon

problemine indirgenebilmektedir.

min a+ g U (5.43)

L
n(1-p)
us =20 A wi+rn+a+u;=0 (5.44)

Esitlik 5.44°te dogrusal kisitlar1 verilen ve getirilerin dagilimiyla ilgili herhangi bir
varsayimda bulunmayan min CVaRg(w) optimizasyonu, OV optimizasyonundan

farkli olarak portfoy getirilerinin Eliptik dagilma gerekliligine sahip degildir.
5.2.3.2 BK Geriye Doniik Testler

Farkli RMD hesaplama yontemleriyle elde edilen farkli RMD degerlerine
dayanilarak hesaplanan BK degerlerinin dogrulugunun degerlendirilmesi ve/veya
yontemler arasit siralama yapilabilmesi amaciyla gelistirilen BK geriye doniik
testlerinden, izleyen paragraflarda McNeil ve Frey (2000) tarafindan onerilen “Asan
Kalintilar Geriye Doniik Testi” (“Exceedance Residual Backtesting”) ile Embrechts
vd. (2005)’in ortaya koydugu ve farkli modeller aras1 BK tahmin performansina gére

siralama yapilmasini saglayan BK geriye doniik testlerine yer verilmistir.

McNeil ve Frey (2000) tarafindan gelistirilen Asan Kalintilar Geriye Doniik Testi,
getiri serilerinden elde edilen ve asan kalintilar olarak adlandirilan yeni serilere (8¢44)

dayanmaktadir.
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Bpyq = BKC g it €T, 1y, < RMD®} (5.45)

Ot+1

Esitlik 5.45°te yer alan 14,4, t+1 zamanindaki getiri degerlerini ifade etmekle
birlikte bu degerlerin asan kalintilar serisinde yer almalar1 t zamani i¢in hesaplanan
RMD§# degerinden kiigiik olma kosuluna baglidir. RMD# degerinin hesaplanmasinda
kayip dagiliminin kullanilmasi durumunda bu kosul RMD{ degerinden biiyiik olma
olarak degistirilmelidir. Esitlik 5.45 ile elde edilen asan kalintilar serisi (8;41), sifir
ortalamaya sahip bagimsiz ve 6zdesge dagilan bir seri olma sifir hipotezi i¢in tek tarath
t-testi ile sinanmaktadir. Belirli bir giivenilirlik diizeyi icin test sifir hipotezinin

reddedilmesi, sistematik bir sekilde diisiik hesaplanan BK degerlerinin bir ifadesidir.

Embrechts vd. (2005) BK tahminlerinin degerlendirilmesi amaciyla iki dlg¢iitiin
kombinasyonunu kullanmay1 énermistir. ilk 6lciit olan VX ile RMDE degerinden
kiigiik getirilerin hesaplanan BK{ degerinden ortalama fark: elde edilmektedir.

L (re=BK{) 11, crup)

VBK = (5.46)

) 1(rt<RMD‘t")

Yukaridaki esitlikte 3, t zamanindaki getirileri, 1 ise gosterge fonksiyonunu ifade
etmektedir. Ikinci olgiit olan VZX ile de RMD hesaplamalarinin hatali olabilme
olasilig1 g6z 6niinde bulundurularak hesaplanan BK{ degerinden farki alinan serinin
ampirik a-ytizdeliginden kiigiik getirilerin BK® degerinden ortalama farki elde

edilmektedir.

Y (re—BK{) 1(p,<Dy)

VBK —
z 2 1(pi<ny)

(5.47)

Esitlik 5.47°de yer alan D; = r, — BK{ olup D, ise D; nin ampirik a-yiizdeligidir.
Yukarida tanimlanan bu iki 6lgiitin mutlak degerlerinin ortalamasi VZX olarak

tanimlanan sonuncu 6l¢iitiin degerini belirlemektedir.

VEK = ([VPK| + [vED / 2 (5.48)
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Esitlik 5.48 ile elde edilen VEBX degeri, farkli modellerden elde edilen BK
tahminlerinin karsilastirilmas1 amaciyla kullanilmakta olup daha diisiik VEX degeri

daha iyi bir BK tahminini ifade etmektedir.
5.4 Portfoy Performans Olgiitleri

Modern Portfoy Teorisi (MPT) ile birlikte Geleneksel Portféy Teorisi’nin bir
portfoyiin performanst ile menkul kiymet sayisi arasinda dogrusal bir iligki
bulundugunu ve sadece portfoyde yer alan menkul kiymet sayisini arttirarak riskin
azaltilabilecegini ileri siiren basit ¢esitlendirme yaklasimi terkedilmistir. MPT’de bir
portfoyiin performans degerlendirmesi, temelde portfoyiin belirli donemler dahilinde
sagladigr getiri ve tasidigi riskle iliskili olup farkli portfoyler ya da pazar portfoyii gibi
belirli bir referansla karsilastirilmayi icerir. Farkli 6zellik ve risk gruplarinda yer alan
portfoyleri, sadece sagladigi getiri oranlar ile karsilastirmanin dogru olmayacagi
aciktir. Bu nedenle, “riske gore diizeltilmis ya da uyarlanmis” portfdy performans
degerlendirme o6lgiitleri 6nerilmistir. Portfoy getiri ve riskini birlikte dikkate alan ilk
portfoy performans olgiitleri, Markowitz (1952)’in OV modelini takiben gelistirilen
Sermaye Varliklarin1 Fiyatlama Modeli’ne dayanmaktadir. Treynor (1966) ve Sharpe
(1966) tarafindan Onerilen ve alinan bir birim risk bagina elde edilen getiriyi 6lgen bu
yontemlerin aciklamalarina izleyen paragraflarda yer verilmistir. Bununla birlikte, ilk
portfoy performans Ol¢iitlerinin ortaya konmasindan bu yana bu yontemlere alternatif
bir¢cok portfdy performans degerlendirme Olgiitii gelistirilmistir. Bunlar arasindan,
literatiirde kendilerine yaygin kullanim alani bulan ve bu tezin uygulama boliimiinde

de bazilarina deginilen performans Olgiitlerine izleyen boliimlerde yer verilmistir.
5.4.1 Sharpe Oram

Risksiz bir varligi iceren risk etkin portfoylerin agiklandigi boliimde kisaca
deginilen ve portfoy getirisinin risksiz faiz oranindan farki alinarak portfoy standart
sapmasina boliinmesiyle elde edilen oran seklinde tanimlanan “Sharpe Oran1” (Sharpe,
1966, 1994) finans literatiirinde iyi bilinen ve yaygin kullanilan bir performans

Olcutidiir.
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_ Rp77y
Sp = - (5.49)
Esitlik 5.49 ile tanimina tekrar yer verilen 0lclit, alinan her birim portfdy riskine
karsin risksiz faiz orami iizerinde elde edilen portf0y getirisini ortaya koymaktadir.
Bununla birlikte 6l¢tit, OV modelinin getirilerin ¢ok degiskenli normal dagilim
varsayimmi altinda gelistirilmis olup normal dagilmayan getirilerin varliginda dogru

sonuclar vermeyecegine yonelik siklikla elestirilmistir.
5.4.2 Treynor Olgiitii

Riske gore diizeltilmis ya da degiskenlige gore getiri Olgiitlerinden bir digeri
Treynor (1966) tarafindan dnerilmistir. “Treynor Olgiitii”, bir portfdyden risksiz faiz
orani iizerinde elde edilen getiriyi portfoyiin toplam riskine gore degil pazar riskine
oranla degerlendirmektedir.

Ry—1
T, =—2-1 5.50
p Bp ( )

Esitlik 5.50°de yer alan R,, portfoy getirisini, 3, portfoy betasin1 ve 75 risksiz faiz
oranini ifade etmektedirler. Treynor olgiitli firma riskini dikkate almamakla birlikte
son derece 1yi ¢esitlendirilmis bir portfoyiin toplam riski sistematik riskine ¢ok yakin
bir deger alabileceginden, 1yi ¢esitlendirilmis portfoylerin Sharpe ve Treynor Slgiitleri

de birbirinden ¢ok farkli degerler almayacaktir.
5.4.3 Sortino Oram

1980 yilinda Frank Sortino tarafindan gelistirilen “Sortino Oran1”, Modern Portfoy
Teorisi’nde yer alan ve portfoy performansinin degerlendirilmesi amaciyla kullanilan
Sharpe oranina benzerdir. Ancak, Sortino orani, alinan bir birim asag1 yonli risk
karsilig1 hedef getiri oraninin (r;) lizerinde elde edilen getiriyi gostermektedir (Chen,

2016: 80).

(5.51)
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Esitlik 5.51°deki R, portfdy getirisini, 7; altina diisiilmesi durumunda risk olarak
algilanan hedef getiri ya da kabul edilebilir en diisiik getiri diizeyini ve o_, ise

portfoytin asag1 yonlii riskini (yari-sapmayi) ifade etmektedirler.
5.4.4 Omega Oram

Asag1 yonlii riske gore uyarlanmis Sortino oraninin ortaya konmasi, getirilerin
normal dagilim gosterme kisitin1 asan ve sadece belirlenen bir hedefin altina dogru
asagl-yonlii sapmalar1 degil, getirilerin yukari-yonlii sapma potansiyelini de

degerlendiren oranlarin gelistirilmesini saglamistir.

Bu oranlardan biri olan “Omega Oran1”, William Shadwick ve Con Keating tarafindan
2002 yilinda, yapilan bir yatirimin kabul edilebilir en diislik getiri oranindan yukari
yonlii sapma potansiyelinin bu orandan asag1 yonlii sapma riski ile karsilastirilabilmesi
amaciyla gelistirilmistir. Bir diger ifadeyle, Keating ve Shadwick (2002)’in Omega
olgiitii, belirli bir hedef getirinin (¢) iistinde ve altinda kalan portfoy getirilerinin

olasilik agirlikli oranini ortaya koymaktadir:

[Pu-raar
fac F(r)dr

2(5) = (5.52)

Esitlik 5.52’de yer alan r rassal portfoy getirilerini, (a,b) ise sirasiyla portfoy
dagilimmin en u¢ kuyruk (minimum ve maksimum) gozlem degerlerini ifade
etmektedirler. Ayrica, F(R) = P[r < R] portfoy getirilerinin kiimiilatif dagilim

fonksiyonudur.

Boylece Omega orani, ¢’daki ilk iist-kismi momentin, yine ¢’daki ilk alt-kismi
momente oranmmi vermektedir. Olgiit, getiri dagiliminin tiirii ile ilgili herhangi bir
varsayimda bulunmamakla birlikte Esitlik 5.52’nin payinda ve paydasinda yer alan

integrallerin taniml1 olmasi yeterlidir.

122



5.4.5 Sharpe — Omega Oram

Omega oraninin ortaya konmasini takiben Kazemi vd. (2003) oranin farkli bir
acilimini gelistirerek “Sharpe-Omega” oranimi Onermislerdir. Kazemi vd. (2003),
oncelikle Omega oraninin portfdy lizerine yazilan bir Avrupa call ve Avrupa put

opsiyon fiyatlarinin oranina esit oldugunu gostermistir:

[JI-F@lax _ [[e-0f@dx _ pimax@-¢0)] _ ¢(s)
[FFedx [fe-0)f(dx  E[max(s-x0)]  P(s)

2(¢) = (5.53)

Esitlik 5.53’te yer alan f(x) portfoy getirilerinin yogunluk fonksiyonunu, C(g) ve
P(¢) ise portfoy iizerine yazilan indirgenmemis Avrupa call ve put opsiyon fiyatlarini
ifade etmektedirler. Esitlik 5.53 araciligiyla Kazemi vd. (2003) Sharpe-Omega oranint,
belirli bir hedef getirinin (¢) tstiinde kalan portfoy beklenen getirisinin Avrupa put
opsiyon fiyatina orani olarak asagidaki gibi tanimlamistir:

o=
5-0="2- (5.54)

Esitlik 5.54°te yer alan i, portfoy beklenen getirisini, ¢ ise esik ya da bir diger

ifadeyle kabul edilebilir en diisiik getiri oranini ifade etmektedirler.
5.4.6 D Oram

Su ana dek aciklamalarina yer verilen performans oOlgiitlerine ek olarak, Bacon
(2008) portfoy getiri ve kayiplarinin gozlemlenen frekanslarini da dikkate alan “D

Oran1” (“DRatio”) 6nermistir.

«T —
DOrani = "2k MR 0) (5.55)

nu*Z};:l max(Ry,0)

Esitlik 5.55’teki Ry, T adet portfoy getirisinden K. getiriyi, n; ve n,, ise sirasiyla
sifirin altinda deger alan toplam portfoy getiri adedi ile sifirin iistiinde deger alan
getirilerin toplam adedini ifade etmektedirler. Dolayisiyla bir portfoyiin diger

portfoylere gore daha kiiciik bir D Oranina sahip olmasi istenen durumdur.
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ALTINCI BOLUM
KOPULA-GARCH MODELI VE LITERATUR ARASTIRMASI

6.1 Kopula-GARCH Modeli

Kopula-GARCH modeli, yeni bir yontem olarak ilk defa Rockinger ve Jondeau
(2001) tarafindan, kosullu bagimliligin GARCH kontekstinde 6lgiilebilmesi amaci ile
ortaya konmugstur. Ortaya konmasindan bu yana, modelin farkli kombinasyonlar
portfoy getiri ve riskinin modellenmesi, optimal portfoy dagilimlarinin belirlenmesi

ve finansal tiirevler gibi farkl alanlarda da kullanilir olmustur.

Kopula-GARCH modeli, karmasik marjinal dagilimlara sahip zaman serileri
arasindaki bagimliligin 6l¢iimlenmesi amaci ile gelistirilmis bir yontemdir. Y ontem,
kosullu getirilerin modellenmesinde ikinci, ligiincii ve dordiincli momentlerin zamanla
degisimine izin veren Engle (1982)’in ARCH ve Bollerslev (1986)’'in GARCH
modelleri ile dagilimlardaki asimetri ve kalin kuyruklarin kontroliinii saglayan
Student-t ya da yatik Student-t gibi farkli dagilimlarin gelistirilmesi ile ortaya
konmustur (Jondeau ve Rockinger, 2006: 828).

Kopula-GARCH modeli, “marjinler igin ¢ikarim fonksiyonlar1” konseptine
dayanmaktadir. Model dahilinde degiskenler ya da finansal risk faktorleri arasindaki
bagimlilik, belirli birer GARCH modeli olan bireysel marjinal dagilimlardan elde
edilmekte ya da g¢ikarsanmaktadir (Pfaff, 2016: 150). Bu amagla, ¢cok degiskenli
normalligin saglanmadig1 ve sadece marjinal dagilimlarin bilindigi durumlarda ¢ok
degiskenli dagilimlarin modellenmesinde kullanisli olan kopula fonksiyonlari
kullanilmistir. Bununla birlikte model, ¢ok degiskenli GARCH modellerine alternatif
bir yaklasim olarak ortaya ¢ikmaistir.

Bu tez ¢alismasinin ilk iki boliimiinde tanim ve agiklamalarina yer verilen GARCH
modelleri (Engle, 1982; Bollerslev, 1986) ile kopula fonksiyonlarinin (Sklar, 1959)
kombinasyonu ile olusturulan kopula-GARCH modeli, tek degiskenli marjinallerin
Student-t (t,, v > 2) kalinti dagilimli GARCH(1,1) siiregleri ile modellenmesi
durumunda izleyen sekilde tanimlanabilir (Joe, 2015: 335):
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Ryt = U + €t (6.1)

€t = Okt Lkt (6.2)
O-I?,t = Wi T ay 61%;—1 + Bx al?,t—l (6.3)
Zye ~ t,(0,1) (6.4)

Esitlik 6.2 ile 6.4’te yer alan (Zy ¢ ) ken ez, beklenen degeri sifir (0), varyans: bir (1)
ve t,, dagilimina sahip rassal bir degiskeni ve k = 1,...,d i¢cin Ry, portfyde yer alan

k’inc1 finansal varligin t zamanindaki getirisini ifade etmektedirler.

Yukarida, Zy ; standardize kalintilarinin Student-t ile dagildig: varsayilmis olmakla
birlikte, Normal veya yatik Student-t gibi farkli dagilimlara sahip olduklar1 da
varsayilabilir. Benzer sekilde, d adet tek degiskenli marjinal, GARCH(1,1) siirecleri
ile modellenmis olmakla birlikte her bir marjinalin farkhh P,Q ve p,q siral

ARMA(P,Q)-GARCH(p,q) siirecleriyle modellendigi de varsayilabilir.

Elde edilen (Zl,t» e Zd_t) vektorlerine ait ortak dagilim fonksiyonu Esitlik 6.5°te

verildigi sekilde tanimlanabilir.
Fy;(z;vy,...,v4,0) = C(F1(z1;v1),...,Fq(z4;vq); 0) (6.5)

Burada 6, d-boyutlu C kopulasinin bagimlilik parametresini ve F, ise v, > 2
serbestlik dereceli Student-t dagilimini ifade etmektedirler. Her bir marjinale ait &, =
(U, Wi, Ak, By Vi) parametre vektoriiniin  tanimlanmasini takiben log-olabilirlik
fonksiyonu Egsitlik 6.6’daki gibi tanimlanarak bu tez ¢alismasinin 2.6 Kopula Tahmin
Yontemleri boliimiinde agiklanan en ¢ok olabilirlik yontemiyle (MLE) marjinal

parametre vektorii &, ile 6 kopula parametresi es anda (tek asamada) tahminlenir.

L(y,-18a,0) = Xierlog fr,(rie s Taei §1ee0 80, 0)

= Dt=1 (log [C(Fl((rl,t - .U1)/51,ti V1)' ey Fd((rd,t - .Ud)/sd,ti Vd)i 9)] +

Yi=1log [SI;% f ((T‘k,t — i) / Sk Vk)]) (6.6)
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Esitlik 6.6°da yer alan sy, = [wy + axriZ,_; +Bks,€t_1]1/2 ve c(+;0) terimi de
C(+; 0) kopulasinin yogunluk fonksiyonudur. En ¢ok olabilirlik yontemiyle es anli
parametre tahmini, ozellikle ¢ok degiskenli bagimlilik yapisi modellenen degisken
sayisinin (tek degiskenli marjinal adedinin) artmasiyla karmasik ve uygulanmasi zor
bir hale doniismektedir. Bu nedenle, kopula-GARCH model parametreleri gogunlukla
2.6 Kopula Tahmin Yéntemleri boliimiinde aciklanan Marjinallere Iliskin Cikarsama
Fonksiyonlar1 Yontemi (IFM) ile birden fazla asamada tahmin edilmektedir. Bu
yontem ile Oncelikle yukaridaki esitliklerde yer alan bilinmeyen GARCH
parametreleri hesaplanarak zy, ..., zx standardize kalintilar1 belirlenir. Ikinci asamada
standardize kalintilardan psddo-uniform degiskenler elde edilir ve kopula
parametreleri hesaplanir. Parametreleri hesaplanan kopula-GARCH modelinden getiri
serilerinin elde edilmesi ise Oncelikle kopula parametrelerinden simiilasyonlarla
istenen belirli adet psédo-uniform degiskenin elde edilmesini ve bir sonraki asamada
bu psddo-uniform degiskenlerin ters olasilik dontistimleri ile standardize kalintilarin

elde edilerek bu kalintilarin kosullu ortalama ve/veya varyans denklemlerindeki

yerlerine konarak getirilerin hesaplanmasi1 agsamalarini igerir.
6.2 Literatiir Arastirmasi

Izleyen paragraflarda kopula-GARCH modelini finans alaninda kullanan
caligmalara yer verilmistir. Temelinde kopulalara dayali GARCH yo6ntemini kullanan
bu caligmalar, arastirma amaci ve degisken serilerinin Ozelliklerine bagli olarak
farklilik  gostermekte olup GARCH modelinin  g¢esitli  acilimlarmi  da

icerebilmektedirler.

Finansal varlik getirilerine ait marjinal dagilimlarin modellenmesi amaciyla,
getirilerin kosullu ortalama ve varyans Ozelliklerini dikkate alan ARMA-GARCH
modelleri finans alaninda siklikla tercih edilmektedirler. 2001 yilindaki ¢alismalar ile
Rockinger ve Jondeu siklikla kullanilan bu yontemleri kopula fonksiyonlar: ile
birlestirerek varlik getirileri arasindaki kosullu bagimliligi da modellemis ve kopula-
GARCH terimi ile yonteminin finans alanindaki kullaniminin yayginlagmasina

katkida bulunmuslardir.
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Jondeau ve  Rockinger (2006) c¢alismalarinda, hisse getirilerinin normal
dagilmadigr ve getiriler arasi korelasyonlarin sabit olmadigi durumlarda, tek
degiskenli seriler arasi bagimlilik yapisinin modellenmesini saglayabilecek ¢ok
degiskenli bir dagilimin belirlenememesi sorunundan yola c¢ikarak, sadece tek
degiskenli marjinal dagilimlarin bilinmesi durumunda dahi ¢ok degiskenli bir dagilim
ile degiskenler arasi kosullu bagimliligin da modellenebilmesini saglayan yeni bir
yontemden bahsetmislerdir. Arastirmalarinda modelin teorik yapisinin agiklanmasini
takiben uygulamada elde edilen ampirik bulgularina da yer vermislerdir. Calisma
kapsaminda, uluslararas1 dort temel hisse endeksinin (S&P500, FTSE, DAX ve CAC)
1 Ocak 1980 ile 29 Aralik 2000 donemi giinliik getirileri kullanilmistir. Tek degiskenli
bu serilere uygun dagilimin zamanla degisen volatilite, yatiklik ve basiklik ile yatik
Student-t dagilimmin ve Student t kopulasinin oldugu belirlenmistir. Arastirma
sonucu, sadece Avrupa endeks ¢iftleri arasindaki kosullu bagimliligin gecmis gézlem
degerlerine dayandigini ve bagimliligin ayn1 yondeki hareketler altinda zit yondekilere
oranla daha genis bir sekilde etkilendigini ortaya koymustur. Ayrica, Avrupa endeks
ciftleri arasindaki bagimliligin zamanla degistigi ve Avrupa ile Amerika piyasalari
arasindakine oranla, Avrupa piyasalar1 arasindaki bagimliligin 1980 ile 1999 dénemi

igcerisinde onemli bir sekilde arttig1 belirlenmistir.

Roch ve Alegre (2006), hisse getirileri arasindaki bagimliligin modellenmesinde
cok degiskenli getiri dagilimlarinin normal kabul edilmesi, yani bilinen ve normal
dagildig1 varsayilan cok degiskenli dagilimlar aracilifiyla ve serilere herhangi bir
filtreleme islemi uygulamadan getiri serileri arasindaki bagimliligin belirlenmeye
calisilmasi sorununu analiz etmislerdir. Bu amagla ¢alisma dahilinde, 1/2/1997 ile
11/11/2004 dénemi Ispanya borsasinda islem goren on alti hisseye ait giinliik
logaritmik getiriler elde edilmis ve getiri serileri arasindaki bagimlilik yapisi; ilk
olarak ham getirilerin kullanilmas: ile (getirilere herhangi bir filtreleme islemi
uygulanmadan) sonrasinda da 6zdes ve bagimsiz dagilan (iid) gozlemlerin elde
edilebilmesi amaciyla getirilerin  ARMA(1,1)-GARCH(1,1) ile filtrelenerek
standardize hata terimlerinin kullanilmasi yolu ile olmak tizere iki farkli sekilde
modellenmistir. Arastirma sonucunda, iki degiskenli giinliik (ham) hisse getiri

dagilimlarn ile kopula belirleme zorlugunu, yani ham getiri verileri aras1 bagimlilik
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yapisinin modellenme zorlugunu, bununla beraber ham veriler yerine filtreleme
sonrasi getiri verilerinin kullanilmast durumunda ise, analize dahil edilen tim kopula

ailelerinin ¢ok daha 1yi birer performans gosterdigi ortaya konmustur.

Huang vd. (2009) kosullu kopula-GARCH yo6ntemini kullanarak portfoy riske
maruz degerini (RMD) hesaplamislardir. Aragtirmacilar, 3 Temmuz 2000 ile 18 Mayis
2007 donemini kapsayan ve 1639 giinliik veriyi iceren NASDAQ ve TAIEX
endekslerine ait getiri serilerinin marjinal dagilim parametrelerini normal ve Student-
t dagilimli GARCH ve GJR (GARCH-n, GARCH-t, GJR-n ve GJR-t) yontemlerini
kullanarak belirlemislerdir. Seriler aras1 bagimlilik yapisinin modellenmesi amaciyla
ise sekiz farkl tiirdeki (Normal, t-Kopula, Clayton, Rotated-Clayton, Plackett, Frank,
Gumbel ve Rotated-Gumbel) kopulanin uygunlugu aragtirtlmigtir. Calisma sonucunda;
bir sonraki giin portfoy riske maruz degerinin hesaplanmasinda uygulanan farkl
yontemler arasindan (Tarihi Simiilasyon (HS), Varyans-Kovaryans (VC) ve Ussel
Hareketli Ortalama Yontemi (EWMA)) t-Kopula-GARCH-n yonteminin en basarili
tahmini ortaya koydugu (bkz. Sekil 6.1.) belirtilmistir.

Leskow vd. (2011) ortaya koyduklar1 calisma, zaman serilerinde ¢ok degiskenli
kosullu dagilimlarin olusturulmasinda kopula fonksiyonlarmin kullanimina yoénelik
bir uygulamay1 icermektedir. Arastirma kapsaminda iki endeksin (Warsaw Hisse
Endeksi — WIG20 ve Alman Hisse Endeksi — DAX) 2 Ocak 2004 — 27 Subat 2008
donemine ait giinliik getirileri kullanilmistir. Getirilere ait marjinal dagilim
parametrelerinin belirlenmesi amaci ile WIG20 endeksi igin yatik Student-t dagiliml
GARCH(1,1) ve DAX endeksi i¢in yatik Student-t dagilimli APARCH(1,1) modeli
kullanilmistir. Bir sonraki adimda arastirmacilar, farkli kopula tiirlerinden (Normal,
Joe-Clayton, Gumbel ve Student t) elde edilen veriler dahilinde en uygun tiirii Student
t kopula olarak belirlemisler ve bu nedenle de mevcut iki boyutlu (varlikli) portfdyiin

cok degiskenli normal dagilim ile modellenemeyecegi sonucuna varmislardir.
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Sekil 6.1: Farkli Yontemler ile Hesaplanan Portféy RMD Degerleri (a=0.01)
Kaynak: Huang vd. (2009: 323).

Calismanin ikinci boliimiinde, endeks getirileri arasindaki bagimlilik yapisinin
zamanla degisebilme olasilig1 g6z 6niinde bulundurularak Engle ve Sheppard (2001)
calismasinda tanimlanan sabit korelasyon testi uygulanmis ve test sonucu zamanla
degisen korelasyona sahip bir model kullanma gerekliligini ortaya koymustur. Bu
nedenle, endeks getirileri ilk olarak DCC-MVGARCH ile modellenmis, sonrasinda ise
dinamik bagimlilik yapisinin daha iyi modellenebilecegi farkli tiirdeki yontemler
kullanilmistir. Bu yontemlerden, dinamik Normal kopula (Patton, 2006) ile elde edilen
dinamik korelasyon katsayilarinin, DCC-MVGARCH ile modellenen katsayilara ¢ok
benzer oldugu goriilmiistiir. Diger bir yontem olarak, simetrik dinamik Joy-Clayton
kopula modeli uygulanmis ve WIG20 ile DAX endeks getirileri arasindaki bagimlilik
yapisinin modellenmesinde en uygun model olarak belirlenmistir. Arastirmacilar son
boliimde, Polonya hisse piyasasindan se¢ilmis dort varlikli bir portfoyiin kopulalara
dayali Riske Maruz Degerini (RMD) hesaplamis ve uygulayicilarin RMD
hesaplamalarinda cok degiskenli normal dagilima dayanan yontemlere nazaran

kopulalara dayanan teknikleri kullanmalarini tavsiye etmislerdir.

Daj¢man (2013), kopula-GARCH modelini uluslararasi finansal piyasalar
arasindaki bagimlilik yapisinin incelenmesi amaciyla kullanmigtir. Arastirmaci, 2
Aralik 2003 — 27 Ocak 2012 donemini kapsayan, ATX (Avusturya), CAC40 (Fransa),
DAX (Almanya), FTSE100 (Birlesik Krallik), FTSE-MIB (italya), ve CROBEX
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(Hirvatistan) endekslerine ait giinliik kapanig fiyatlarim1 Yahoo Finance (Hirvatistan
endeksine ait getiriler hari¢) kaynagindan elde etmistir. Giinliik kapanis fiyatlarindan
her bir endekse ait logaritmik getiriler hesaplanmis ve ¢iftler halinde endeks getirileri
arasindaki bagimliligin 6l¢li ve yapisi incelenmistir. Arastirma sonucunda, endeks
getirileri arasindaki korelasyonun ve ug¢ getiri degerlerindeki kuyruk bagimlilik
yapisinin zamanla degistigi, yani finansal ¢alkanti donemlerinde, endekslerin hizla
yiikseldigi ya da diistiigli donemlerde, endeksler arasi artan korelasyon ve bagimlilik
gbzlemlendigi ortaya konmustur. Dolayisi ile arastirmaci, hisse senedi piyasalar
arasindaki bagimliligin dinamik oldugu ve muhtemelen de dogrusal olmadigini, bu
nedenle de endeksler aras1 bagimlilik yapisinin klasik bagimlilik dlgiileri ile degil,

dinamik normal veya simetriklestirilmis Joe-Clayton kopula-GARCH modellerinin

kullanilmastyla daha dogru bir sekilde modellenebilecegini 6ne siirmiistiir.

Autchariyapanitkul vd. (2014) Tayland borsasinin SET50 endeksinde islem goren
dort hisseden olusturduklari bir portfoyiin CVaR risk 6l¢iimiine dayali optimal varlik
dagiliminin belirlenmesinde, varliklar aras1 asimetrik ve dogrusal olmayan bagimlilik
yapilarint da g6z Oniinde bulunduran kopula fonksiyonlarmmi kullanmay1
amaglamiglardir. Bu dogrultuda, segilen hisselere (Airports Of Thailand Public
Company Limited (AOT), Bankok Bank Public Company Limited (BBL), The Siam
Commercial Bank Public Company Limited (SCB), ve The Siam Cement Public
Company Limited (SCC)) ait Mart 2009 — Ocak 2014 donemi haftalik getiri serileri
elde edilmis ve serilere ait marjinal dagilimlar ARMA-GARCH-Student-t ile
modellenmistir. Seriler aras1 bagimlilik yapisi ise Student t kopula ile modellenerek
Monte Carlo simiilasyonlar1 gerceklestirilmis ve en kiigiik CVaR degerine sahip
portfoy belirlenmistir. Calisma sonucunda, portfdy yonetiminde varliklar arasi
bagimlilik yapisinin belirlenmesi amaciyla Student t kopulasinin kullanilabilecegi

belirtilmistir.

Doéviz kuru ile enflasyon orani arasindaki bagimlilik yapis1 ve volatilite degerlerinin
incelenmesi amaciyla Xiongtoua ve Sriboonchitta (2014), yatik Student-t dagiliml
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) siirecini zamanla degisen t-kopula ile birlikte

kullanmiglardir. Calismada, degiskenler arasi bagimlilik yapisinin modellenmesi
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amaci ile farkl tiirdeki kopulalar (Normal, t-kopula, Gumbel, Joe gibi) sinanmis ve
mevcut verilere en uygun kopula tiiriiniin zamanla degisen t-kopula oldugu
belirlenmistir. Arastirma sonucunda, enflasyon ile doviz kuru biliylime oranlari

arasindaki korelasyonun pozitif oldugu ve dogrusal olmadigi ortaya konmustur.

4 Ocak 2007 — 1 Agustos 2013 donemini kapsayan arastirmalarinda Kemaloglu ve
Kara (2015), BIST30 ve BIST100 endeksleri ile Euro ve dolar kuru giinliik
getirilerinin - marjinal dagilimlarimi GARCH ve GJR ile modellemislerdir.
Aragtirmacilar, BIST30 ve BIST100 endeks getirileri icin GJR-t, Euro ve dolar kuru
giinlik getirileri i¢in ise GARCH-t modelinin kullanilabilecegini belirtmislerdir.
Degisken serileri arasi bagimliligin modellenmesi amaciyla Normal, Student ft,
Clayton ve Simetrik Joe Clayton-SJC kopulalarinin sabit ve zamanla degisen tiirleri
kullanilmis ve her iki durum i¢in de (sabit ya da zamanla degisen) Student t kopulanin
veriler arasindaki bagimlilik yapisinin agiklanmasinda en iyi oldugu ifade edilmistir.
Bununla birlikte, duragan ve dinamik durumlarin ayr1 birer degerlendirmesini yapan
arastirmacilar, marjinallerin modellenmesi i¢in GJR-t ve degiskenler aras1 bagimlilik
yapisinin modellenmesi i¢in de dinamik Student t (tDCC) kopulasini kullanarak 10000
adetli Monte Carlo simiilasyonu gergeklestirmisler ve hesaplanan en kiigiik CVaR risk
Olclimiine sahip portfoyii belirlemislerdir. %95 giiven araliginda, CVaR risk 6l¢limiine
dayal1 portfdy optimizasyonunun sonucuna gore; portfoy varliginin %37.6’s1 BIST30
endeksine, %16.11°i BIST100 endeksine, %27.15°i dolar kuruna ve geriye kalan

%19.13’1 de Euro kuruna yatirilmalidir.

Kresta (2015), kopula-GARCH modelinin portféy optimizasyon problemine
uygulanabilirligini arastirmak amaciyla, 6 Ekim 2014 tarihi itibariyle Dow Jones
Industrial Average (DJIA) Endeksi’ne iiye yirmi sekiz adet hisse senedinin 1 Aralik
1997 ile 31 Aralik 2014 donemini kapsayan giinliik getirilerini veri olarak kullanmistir.
Aragtirma kapsaminda, yatirimcilarin Sharpe oranini maksimize ettikleri varsayilmis
ve gecmis gilinlik getiri verilerine dayali optimum portfoyler ile kopula-GARCH
modeliyle tahminlenen gelecek getirilerin kullanilmasiyla elde edilen optimum
portfoyler karsilastirilmistir. Kopula-GARCH yo6ntemi ile gelecek getiri degerlerinin
tahmini amaciyla bireysel getiri serileri Student-t dagilimli AR(1)-GARCH(1,1)
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stiregleriyle modellenerek filtrelenmis ve standardize kalint1 terimleri elde edilmistir.
Bir sonraki asamada ise standardize kalint1 terimleri kullanilarak getiri serileri arasi
bagimlilik yapisini belirleyen Student t kopulasinin parametreleri hesaplanmistir. Son
asamada, Student t kopula modeli ile belirlenen bagimlilik yapis1 kullanilarak 100 000
adet hisse getiri senaryosu simiilasyonlar yardimi ile hesaplanmistir. Calisma
sonucunda, gee¢mis verilere ait getiriler ile karsilastirildiginda, kopula-GARCH
modelinin finansal zaman serilerinin daha iyi birer tahmincisi oldugu ortaya

konmustur.

Wanat, Papiez ve Smiech (2015), degerli metal getirileri arasindaki bagimlilik
yapisini analiz etme amaciyla kopula DCC-GARCH yoOntemini uygulamislardir.
Calisma kapsaminda, altin, giimiis, platin ve paladyum metallerinin 22 Eyliil 1997 —
13 Subat 2014 donemi giinliik logaritmik getirileri kullanilmistir. Getiriler, ¢esitli
ARMA-GARCH siiregleri ile modellenmistir (altin i¢in Student-t AR(1)-
GARCH(1,1), gimiis i¢in normal AR(1)-GARCH(1,1), platin i¢in yatik Student-t
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) ve paladyum i¢in Student-t AR(1)-GARCH(1,1)).
Bagimlilik dinamiklerinin modellenmesi amaci ile kosullu korelasyon ve sabit sekil
parametreli () Student t kopula secilmis ve uygulanmistir. Analiz sonucunda, metal
getirileri arasindaki ikili dinamik korelasyonlar elde edilmis ve bu korelasyonlarin
2004 yili igerisinde 6nemli Ol¢iide artig gosterdigi, izleyen donemlerde ise 2004 yili
degerlerini stirdiirdiigli gézlemlenmistir. Caligmada, degerli metal getirileri arasindaki
bagimlilik yapisinin dinamik oldugu ve Nisan 2004 yilinda koklii bir yapisal degisiklik

gecirdigi ortaya konmustur.

Aragtirmalariin temel amacini, esit agirlikli bir portfoyde D-vine kopula ARMA.-
GARCH modelinin kullanilmas ile bir giin sonrasi i¢in Riske Maruz Deger (RMD)
hesaplanmasinda, modelin tahmininin giiciiniin degerlendirilmesi olarak belirten
Klepa¢ ve Hampel (2015), Prag Borsasi’nda islem goren dort adet hissenin Ocak 2010
ve Nisan 2014 donemi giinliikk logaritmik getirilerini arastirma kapsaminda
kullanmiglardir. Aragtirmacilar, verilere en uygun modelin belirlenebilmesi amaciyla
ylz elli adet tek degiskenli model kombinasyonunu degerlendirmisler ve ARMA(3,1)-
GJR-ged (Telefonica), ARMA(1,0)-GARCH(1,1)-Student-t (CEZ), ARMA(1,1)-

132



GJR-Student-t (KB) ve ARMA(1,0)-GARCH(1,1)-GJR-ged (ERSTE) modellerinin
parantez iclerinde her bir hissenin belirtildigi zaman serileri i¢in en uygun modeller
olduklarim1 6ne siirmiiglerdir. Bu nedenle, hesaplanan portfdy getirilerinin
modellenmesi ARMA(1,1)-GARCH(1,1)-GJR-Student-t ile yapilmis ve bir sonraki
giin RMD tahminleri olusturulmustur. Bir sonraki adimda ise aragtirmanin temel amaci
olarak ifade edilen, hisse senedi getirileri arasindaki bagimliligin 6l¢ii ve yapist D-vine
kopula ile belirlenerek, D-vine kopula-ARMA-GARCH modeli kullanilmis ve bir giin
sonrast i¢cin RMD tahmin degerleri hesaplanmistir. Ayrica, modeller arasi
karsilastirmalarin yapilabilmesi amaciyla portfoy getirileri, ¢ok degiskenli volatilite
modellerinden ¢ok degiskenli Student-t dagilimli VAR(1)-GO-GARCH(1,1)-GJR ve
VAR(1)-DCC(1,1)-GARCH(1,1)-GJR ile de modellenmis ve %95 giiven araligi i¢in
bir sonraki giin portféy RMD degerleri hesaplanmistir. Asagida verilen Sekil 6.2°den
de gortilebilecegi iizere, bir sonraki giin en iyi RMD tahmini degerlerini saglayan

yontem ARMA-GARCH olarak belirlenmistir.
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Kaynak: Klepa¢ ve Hampel (2015:1293).

Kim ve Jung (2016), Amerikan Borsasi’nda islem goren bes adet hissenin (Apple,
Amazon, IBM, GE ve Walmart) giinliik getirilerine ait volatilite tahminlerini
gergeklestirmek amaciyla yeni bir model onermislerdir. Kopula-DCC-GARCH’l1
Zamanla-Degisen Lineer Regresyon (LTVR) modeli olarak adlandirdiklar1 bu yontem
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ile arastirmacilar, daha 6nce Kim, Jung ve Quin (2016) tarafindan ortaya konan DCC-
GARCH’li LTVR modelini, dinamik kosullu korelasyonlarin (DCC) kopulalar ile
hesaplanmasini saglayarak mevcut modeli gelistirdiklerini belirtmislerdir. Ayrica,
yeni Onerilen modelin volatilite tahmin giicliniin eskisiyle karsilastirilabilmesi
amaciyla Kim, Jung ve Quin (2016)’de kullanilan hisse senedi getirilerinin aynisi bu
arastirma kapsaminda da kullanilmistir. Arastirma sonuglari, bu ¢alisma ile onerilen
yeni modelin, Kim, Jung ve Quin (2016)’de Onerilen mevcut modelin tahmin

performansini 6nemli 6l¢iide arttirdigini géstermistir.

Lee, Klumpe, Vlk ve Lee (2017) hisse senedi getirileri arasindaki bagimlilik
yapisini arastirma amactyla kopula-GARCH modelini kullanmiglardir. Calismada,
Apple ve Samsung hisselerinin Ocak 2010 ile Mayis 2016 donemlerine ait haftalik
getirileri arasindaki bagimlilik yapisi, Eliptik ve Arsimedyen kopulalar ile
modellenmistir. Hisse getirilerinin otokorelasyon ve zamanla degisen oynaklia
(volatiliteye) sahip olmalar1 durumunda, getirilerin dogrudan kopulalar ile
modellenmesi dogru olmayan tahminlere yol agacaktir. Bu nedenle arastirmacilar,
ARMA(1,1) ve GARCH(1,1) modellerini otokorelasyon ve oynaklik kiimelenmesi
etkilerinin filtrelenmesi amaciyla kullanmislardir. Kopulaya dayali ARMA(1,1)-
GARCH(1,1) modelinden elde edilen parametreler ve Kendall sira korelasyon
katsayisinin veri olarak kullanildigi Monte Carlo simiilasyonu ile 200 000 adet Apple
ve Samsung getiri degerleri elde edilmistir. Aragtirma sonucunda, Ocak 2010 ve May1s
2016 donemini iceren, ARMA(1,1)-GARCH(1,1) ile filtrelenen Apple ve Samsung

hisse getirilerinin tahmini amaciyla t-kopula en iyi yontem olarak belirlenmistir.

Yildirim ve Cengiz (2017) doviz kurlar1 arasindaki bagimlilik yapisini belirlemeyi
hedefledikleri ¢aligmalarinda, 21 Nisan 2010 — 6 Agustos 2017 donemi i¢in alt1 adet
kurun (EUR/USD, YEN/USD, GBP/USD, AUD/USD, CAD/USD ve CHF/USD)
giinliik logaritmik getirilerini hesaplamis ve elde edilen serilerin otokorelasyon ve
degisen varyans Ozellikleri nedeni ile marjinal dagilimlarint AR(1)-GARCH(1,1) ile
modellemislerdir. Calisma sonucunda, kurlar arasi bagimliligin zamanla degistigi ve

seriler aras1 bagimlilik yapisinin modellenmesinde kullanilabilecek en uygun kopula

tiirliniin dinamik Student t oldugu belirlenmistir.
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Ayrica, Allen vd. (2017) ii¢ farkli donem igin on bir Avrupa endeksi arasindaki
bagimlilik yapisint R-vine ve C-vine kopulalari ile modellemistir. Bagimlilik
modellemesine ek olarak arastirmacilar, esit agirlikli bir portfoy olusturarak R-vine ve
C-vine kopulalarin portfoy RMD tahmin performansini, tek degiskenli GARCH(1,1)
stireglerinin simiilasyonlarindan elde edilen tahminlerle karsilastirmiglardir. Miiller ve
Righi (2018) ise Tarihsel Simiilasyon, DCC-GARCH (Engle, 2002) ile Normal ve
Student-t marjinal dagilimli AR(1)-GARCH(1,1) siirecinden simiilasyonlarla elde
edilen verileri kullanan ¢ok degiskenli kopula modellerinin (Diizenli Asma ve Nested

Arsimedyen kopulalar) portfoy riski tahmin performanslarini karsilagtirmistir.

Kirkpinar (2018), kopula DCC-GARCH modelini tahvil ve emtia piyasalari
arasindaki oynaklik yayiliminin analizi ve bu piyasalar arasindaki bagimlilik yapisinin
Ol¢timlenmesi amaci ile kullanmistir. Calisma kapsaminda, Ocak 2008 — Nisan 2017
donemi Hindistan, Brezilya, Rusya, Tiirkiye ve Cin (BRIC-T) tahvil piyasalart ile altin
ve petrol emtia piyasalariin giinliik kapanis fiyatlar: kullanilmis ve kiiresel likidite
riski agisindan tahvil ve emtia piyasalar1 arasindaki oynaklik yayilimi analiz edilmistir.
Calisma sonucunda; Tiirkiye ve Rusya tahvil piyasalar ile petrol emtia piyasasi
arasinda, Brezilya, Tiirkiye ve Rusya tahvil piyasalari ile altin piyasas1 arasinda 6nemli
oynaklik yayilimlarinin mevcudiyeti belirlenmistir. Kopulalar ile 06lglimlenen
piyasalar aras1 bagimliligin, emtia piyasalar1 (petrol ve altin) ile analiz kapsamina dahil
edilen tiim tahvil piyasalar1 arasinda var oldugu gdézlemlenmistir. Ayrica, aragtirma
kapsaminda piyasalar arast nedensellik iliskisinin yoniiniin belirlenmesi amaciyla
Hong Nedensellik Testi uygulanmistir. Test sonucuna gore, Hindistan disindaki diger
tiim tahvil piyasalar ile petrol arasinda tek yonli bir nedensellik iliskisinin varligi
belirlenmistir. iliskinin y&nii, petrolden Brezilya ve Tiirkiye piyasalarma dogru iken,
diger piyasalar icin ters yondedir. Bununla beraber, Brezilya’dan altina dogru ve
altindan Rusya ve Tiirkiye tahvil piyasalarina dogru oynaklikta tek yonlii nedensellik

belirlenmistir.

Kim ve Jung (2018), 1998-2017 donemi doviz kurlari, ham petrol fiyatlar1 ve
Amerikan faiz oranlar1 arasindaki bagimlilik yapisini aragtirma amaciyla bir ¢alisma

ortaya koymuslardir. Bu caligmada, getiri serilerinin yatiklik ve asimetrik kuyruk
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bagimliligr 6zelliklerinin de modellenebilmesi amaciyla kopulalara dayali GARCH
modeli kullanilmistir. Boylece, degisken getirilerinin marjinal davraniglar1 kosullu
ortalama ve asimetrik varyansi dikkate alan asimetrik GARCH modelleri
(ARMA(p,q)-TGARCH(1,1)-Student-t ve ARMA(p,q)-APARCHY(1,1)-Student-t)
kullanilarak incelenmis, getirilere ait eszamanli asir1 piyasa hareketlerinin arastirilmasi
ise ¢esitli kopulalar yolu ile yapilmistir. Bununla beraber, Granger nedensellik testi ve
cok degiskenli GARCH siireglerinden BEKK yonteminin uygulanmas: ile de
degiskenler aras1 nedensellik ve oynaklik yayilim etkileri arastirilmistir. Calismada,
1998-2017 donemi dahilinde giinliik WTI ve Brent petrol fiyatlari, 10 yillik sabit
Amerikan tahvil oranlar ile dokuz en 6nemli petrol ihracat ve ithalatcis iilkeye ait
Amerikan dolarmna karsi degisim oranlar1 (petrol {iretip ihrag eden tilkeler igin: Kanada
Dolar1, ingiliz Poundu, Kuveyt dinar1, Rus Rublesi, Suudi Arabistan Riyali, petrol ithal
eden iilkeler i¢in: Japon Yeni, Hindistan Rupisi, Giiney Kore Vonu ve Euro) doviz
kuru degiskenleri olarak kullanilmistir. Aragtirma sonucunda, ham petrol fiyatlari ile
Amerikan faiz oranlar arasinda ters yonlii bir iliskinin ve neredeyse tiim ham petrol-
doviz kuru giftleri arasinda ise asimetrik kuyruk bagimliliginin mevcudiyeti ortaya
konmustur. Granger nedensellik testlerinin sonuglari, WTI petrol fiyatlarinin doviz
kurlarinin Granger nedeni oldugunu gostermistir. Ayrica, petrol ihrag¢ eden iilkeler i¢in
petrolden doviz kurlarina ve Amerikan faiz oranlarina olmak iizere tek yonlii oynaklik

yayiliminin varlig1 da ortaya konmusgtur.

Liu, Cai ve Hamori (2018) ii¢ adet Cin bankasina ait hisse getirileri arasindaki
bagimlilik yapisinin modellenmesi amaci ile kopulalari kullanmislardir. Arastirma
kapsaminda Beijing, Ningbo ve Nanjin Bankalarina ait 19 Eyliil 2007 —21 May1s 2018
dénemini kapsayan giinliik logaritmik hisse getirileri elde edilmis ve aragtirma donemi
global finansal krizleri iceren 19 Eyliil 2007 — 4 Haziran 2015 donemi ile Cin hisse
piyasasina 0zgi krizi iceren 12 Haziran 2015 — 21 Mayis 2018 donemi olmak iizere
iki alt doneme ayrilmistir. Her bir doneme ait getiri serilerinin marjinal dagilimlar
ARMA(p,q)-GARCH(1,1)-Student-t siireci ile modellenmistir. Bir sonraki asamada
sabit ve zamanla degisen kopula modelleri (Normal, Student t, rotated Gumbel ve
simetriklestirilmis Joe-Clayton (SJC)) ile getiriler arast bagimlilik yapisi

arastirilmistir. Arastirma sonucunda, getiriler aras1 bagimlilik yapisinin 2007 ile 2018
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arasinda onemli dl¢lide azalma gosterdigi ve bu yapinin hisseler arasinda ve zamanla

degistigi ortaya konmustur.

Aragtirma amacini, ham petrol fiyatlar1 ile Cin, Hindistan ve Giiney Kore doviz
kurlar1 arasindaki kosullu bagimliligin incelenmesi olarak belirten Hung (2019), 1
Haziran 2008 - 30 Aralik 2018 donemi haftalik ham petrol fiyatlari (WTI) ile Cin,
Hindistan ve Giiney Kore ulusal paralarinin dolar karsiliklarini kullanarak her bir
degiskenin haftalik logaritmik getirilerini hesaplamistir. Logaritmik getirilere ait
marjinal dagilimlar, kosullu ortalama ve varyansi dikkate alan AR(p)-GARCH(1,1) ile
modellenmis ve degiskenler aras1 bagimliligin belirlenmesi amaci ile de farkl tiirdeki
sabit ve kosullu kopula tiirlerinin verilere uygunlugu test edilmistir. Calisma
sonucunda; ham petrol ile kurlar arasindaki bagimlilik yapisinin asimetrik ve kuyruk
bagimliligina sahip oldugu belirlenmistir. Bununla birlikte, ham petrol ile déviz kuru
getirileri arasindaki korelasyonun negatif oldugu yani degiskenler arasi birlikte
hareketin ters yonde oldugu gézlemlenmistir. Arastirma donemi dahilinde, degiskenler
aras1 korelasyonu en iyi agiklayan modelin ise yasam Gumbel kopulali GARCH

modeli oldugu ifade edilmistir.

Li, Zhong ve Huang (2019), bes adet gelismis (ABD, Birlesik Krallik, Almanya,
Fransa ve Japonya) ve bes adet gelismekte olan (Rusya, Cin, Brezilya, Hindistan ve
Giliney Afrika) iilkenin finansal dongiileri arasindaki olast bagimliligi arastirma
amaciyla kopula-ARIMA-GARCH modelini kullanmislardir. Arastirmacilar, Ocak
1993 — Aralik 2017 donemi aylik doviz kurlari, faiz oranlari, piyasa degeri, toplam
rezervler ile doviz rezervleri degiskenlerini kullanarak iilke bazli finansal dongii
endekslerini hesaplamiglardir. Elde edilen gelismis ve gelismekte olan {ilkelerin
finansal dongii endeks serilerine ait marjinal dagilimlar ARIMA-GARCH ile
modellenmis ve her bir seriye 6zgii standardize artiklar kullanilarak ikili seriler arasi
bagimlilik yapisinin mevcudiyeti alt1 adet kopula tiirii kullanilarak (Normal, Student t,
Gumbel, Frank, Clayton ve Joe kopula) arastirilmistir. Ciftlerin bir¢ogu igin
hesaplanan kopula fonksiyon parametrelerinin anlamli oldugu, yani iilkelerin finansal
dongii serileri arasindaki bagimliligin mevcut oldugu goriilmiistiir. Buna ragmen, bazi

gelismis ve gelismekte olan iilke ¢iftleri arasinda hesaplanan kopula parametreleri
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anlamsiz bulunmustur. Ayrica, gelismekte olan iilkeler arasi (BRIC) bagimliligin,
gelismis tilkeler arast bagimliliga nazaran daha giiclii oldugu goriilmiistiir. Gelismis
iilkeler arasindan ise Amerika, Japonya ve Almanya’nin digerleri ile daha baglantili
oldugu goriilmiis iken, Japonya ve Amerika arasindaki finansal dongii bagimliligi en
giiclii bulunmustur. Ayrica arastirmacilar, Amerikan hisse piyasasindaki bir
oynakligin diger iilke piyasalarinda hizli bir sekilde finansal dengesizlige yol

acabilecegini de One siirmiiglerdir.
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YEDINCIi BOLUM

BiST30 UZERINE BiR UYGULAMA

Bu tez kapsaminda bir 6nceki boliimde tanim ve agiklamalarina yer verilen kopula-
GARCH modelinin kullanilmasiyla BIST30 endeksinde listelenen belirli sirket
hisselerinin getirileri, hisseler aras1 bagimlilik yapisini da g6z 6nilinde bulundurarak
hisselerin farkli degerleri i¢in tahminlenmistir. Aslinda bu tahminler, ilki portfoy
dagilim ikincisi ise risk yonetimi alaninda olmak tizere iki farkli uygulamaya ait farkli
donem ve hisseleri iceren ve her bir hisse getirisinin alacagi degere bagl olarak
digerinin de alacagi degerin (hisseler arasi bagimlilik yapisina bagli olarak)
belirlendigi kosullu tahminlerdir. Her bir uygulamanin amaci, veri seti, yontemi ve

ampirik sonuglarina ise izleyen boliimlerde yer verilmistir.
7.1 Birinci Uygulama

Bu arastirmanin temel amac, Eliptik kopula ve Karisim kopulalar gibi farkli kopula
fonksiyonlar1 ile olusturulan Kopula-GARCH modelinin uygulanarak hisse
getirilerinin elde edilmesi ve bu getirilerin tek degiskenli serilere nazaran cok
degiskenli birlikte hareketin ¢ok daha 6nemli oldugu portfoy dagilimi probleminde
kullanilarak farkli yontemler arasi performansin karsilastirilmasidir. Bu nedenle,
Kopula-GARCH modeli ile elde edilen getiriler farkli portfoy optimizasyon
yontemlerinde kullanilmis ve olusturulan portfdyler cesitli performans Olciitleri ile

karsilastirilmistir.

7.1.1 Veri Seti

Uygulama konusunun birinci bdliimii i¢in, 19 Haziran 2013 — 28 Aralik 2018
tarihlerinde BiST30 endeksinde siirekli olarak listelenen bes adet hissenin toplam
1390 adet giinliik getiri degerleri elde edilerek arastirma kapsaminda kullanilmistir.
Bes hisseden ii¢li olan BIM Birlesik Magazalar A.S. (BIMAS), Tiirkiye Halk Bankas1
(HALKB) ve Tiirk Hava Yollar1 (THYAO) sirasiyla perakende, finans ve havacilik

sektorlerinde faaliyet gostermektedirler. Diger iki hisse ise farkli alanlarda faaliyet
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gosteren Sabanci ve (SAHOL) ve Ko¢ (KCHOL) Holding hisseleridir. Hisse getirileri
izleyen esitlikteki gibi hesaplanmistir.

T't == 100 * ln (Pt/Pt—l) (7.1)

Hisselerin fiyat, getiri ve mutlak getiri degerlerinin zamanla degisimi ise Sekil
7.1°de verilmistir.
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Sekil 7.1: Hisselerin Fiyat, Getiri ve Mutlak Getiri Degerlerinin Zamanla Degisimi
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Getirilerin betimsel istatistiklerine ise Tablo 7.1°de yer verilmistir. Tablo 7.1°deki
19 Haziran 2013 - 30 Aralik 2016 donemi 887 adet gozlemden olusan ve getirilerin
kopula-GARCH ile ilk defa modellenip bir giin sonrasi igin 1000’er adet getiri
simiilasyonlarinin elde edildigi 503 adet donemden (pencereden) ilkidir. Yukarida
bahsedildigi gibi, 19 Haziran 2013 — 28 Aralik 2018 ise tiim O0rneklem donemini

kapsamaktadir.

Tablo 7.1: Getiri Serilerine ait Betimsel Istatistikler

19 Haziran 2013 - 30 Aralik 2016 19 Haziran 2013 - 28 Aralik 2018

Ist. / Hisse BIMAS HALKB KCHOL SAHOL THYAO | BIMAS HALKB KCHOL SAHOL THYAO

Ortalama 0.021 -0.073 0.042 -0.015 -0.054 0.054 -0.067 0.028 -0.025 0.049
Medyan 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
Min -7.776  -13.172  -7.026  -10.795 -13.449 | -7.776 -15.387 -7.192  -10.795  -13.449
Max 7.605 13.638 8.289 8.417 10.344 7.605 13.638 8.289 8.417 10.344
Stand. Sapma 1688 2.346 1.726 1.913 2.217 1.628 2.445 1.730 1.829 2.380
Yatikhk -0.006 -0.346 0.062 -0.027 -0.266 0.181 -0.337 0.006 -0.167 -0.274
Basiklik 4.909 6.886 4.963 4.732 6.567 4.940 7.214 4.696 4.785 5.377

Jarque-Bera  136.33*** 580.24*** 144.67*** 112.32*** 484.75%**|227.13*** 1059.66*** 167.94*** 192.34*** 346.81***
ADF istat. -10.402** -9.857** -10.540** -10.380** -9.128** |-11.534** -11.492** -11.018** -11.394** -10.309**
LB Q(10) 0.576 0.635 0.075 0.289 0.004 0.016 0.258 0.051 0.065 0.000
Arch LM(5) 0.000 0.011 0.083 0.040 0.000 0.000 0.009 0.016 0.000 0.000
Arch LM(10)  0.003 0.121 0.000 0.000 0.006 0.000 0.042 0.000 0.000 0.000
Notlar: ¥** ve ** sirastyla %1 ve %35 diizeylerindeki anlamliligr ifade etmektedirler. Ljung-Box ve Arch LM testlerinin p degerleri
raporlanmustir.

Her bir hisse getirisine ait Tablo 7.1 ile raporlanan betimsel istatistikler
incelendiginde, serilerin her iki donemde de yatiklik ve sivri basikliga sahip oldugu ve
bu nedenle de normal dagilima nazaran ug¢ degerlerin gozlemlenme olasiliginin daha
yiiksek oldugu anlagilmaktadir. Ayrica, serilere uygulanan Jarque-Bera testinin sifir
hipotezi reddedilmis ve bdylece normal dagilim varsayiminin uygun olmayacagi

onaylanmuistir.

Serilerin Normal dagilima uygunlugunun incelenmesinin yaninda uygulanan
Augmented Dickey-Fuller (ADF) (Dickey ve Fuller, 1979) birim kok testinin
sonucuna gore seriler duragandir. Bununla birlikte, serilerde otokorelasyon varligini
aragtiran Ljung-Box (Ljung ve Box, 1978) testinin sonucuna gore de ilk model
uygulama penceresinde THYAO disinda diger serilerde otokorelasyon
gbzlemlenmemektedir. Benzer bir sekilde tiim 6rneklem doneminde de %99 giiven

araliginda sadece THYAO serisinin otokorelasyona sahip oldugu, %95 giliven
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araliginda ise BIMAS ve THYAO disinda diger serilerde otokorelasyon

gbzlemlenmedigi goriilmektedir.

7.1.2 Sabit Oynakhik ve Oynakhk Kiimelenmesi

Aragtirma konusu getiri serilerinin zamanla degisen ve kiimelenen oynakliga sahip
olduklarina dair 6n izlenim, serilerin zamana bagli degisimlerinin ¢izdirildigi
diyagramlar aracilig1 ile edinilmis olsa dahi herhangi bir sonuca varilabilmesi formal
testlerin uygulanmasini gerektirmektedir. Bu testlerden biri olan ARCH LM testi,
otoregresif kosullu degisen varyansin tespiti i¢in Engle (1982, 1984) tarafindan
gelistirilmis ve son derece yaygin bir kullanima sahiptir. Test istatistigi; Esitlik 7.2 ile
verilen denklemden elde edilen hata terimlerinin kareleri araciligi ile Esitlik 7.3te yer
alan denklemin modellenerek uygulanmasi ile hesaplanmaktadir. ARCH LM testi,
H, : Hatalarda ARCH etkileri yoktur sifir hipotezine karsi, hatalarda ARCH etkileri
mevcuttur karsit hipotezini test eder (Ozden, 2008: 342).

Ve=C+ 01yt 1+ Oy 2+ -+ Oy + us (7.2)
? = C + alﬁ?_l + azﬁ?_z + -+ aqﬁg_q + vt (73)

Ozden (2008, 5.346)’in de belirttigi gibi, ARCH etkilerinin testi igin ARCH LM her
bir seri igin belirlenen kosullu ortalama denklemlerinden elde edilen hata terimlerine

uygulanmaktadir.

Ayrica, serilerde mevcut herhangi bir oynaklik etkisinin arastirilmasi serilerin
duragan olma 6nkosulunu gerekli kilmakla birlikte, bir dnceki boliimde bahsedildigi
gibi uygulanan ADF birim kok test sonuglari serilerin bu 6nkosulu sagladigini
gostermektedir. Tablo 7.1°de bes ve onuncu gecikmeler i¢in uygulanan ARCH LM
test sonuglar1 verilmis olup serilerin varyans duragan olmadiklarina yonelik gozlem

bulgular1 test sonuglar ile de teyit edilmistir.
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7.1.3 Tek Degiskenli Serilerin Kosullu Varyans Denklemleri

Toplam 1390 adet gézlemden olusan getiri serilerinin ilk 887 adedi i¢in belirlenen
Student-t dagilimli GARCH(1,1) denklemlerinin parametrelerine Tablo 7.2°de yer
verilmigtir. Yapilan bir¢ok calisma ile aykiri gozlemlerin, serilere ait ARMA ve
GARCH modellerinin belirlenme agamalarini ve dolayisi ile tahmin performanslarini
olumsuz yonde etkiledikleri ortaya konmustur. Bununla birlikte, aykir1 gozlemlerin
serilere dahil edilmeyerek (serilerden c¢ikarilmalar1 yolu ile) kosullu varyans
denklemlerinin olusturulmasi durumunda GARCH modellerinin 6rneklem dist tahmin

giiciiniin azaldig1 belirlenmistir (bkz. Carnero vd. (2012); Charles ve Darne (2005)).

Bu nedenle, aykir1 gozlemlerin GARCH modellerinin belirlenmesi ile tahmini
tizerindeki bu ve benzeri olumsuz etkilerinden kaginmak amaciyla Carnero vd.
(2012)’nin bahsettigi gibi bir aykir1 gozlem filtreleme yontemi uygulanmistir. Bu
yontem ile arastirma kapsaminda yer alan tiim serilerin Oncelikle kosullu varyans
denklemleri belirlenmis ve sonrasinda da |r;| > 58, (bes kosullu standart sapma)
araliginin disinda yer alan gozlem degerleri 56, - isaret(r;) ile degistirilerek elde
edilen serilere ait kosullu varyans modellerinin uygunlugu yeniden degerlendirilmistir
(hisse bazl1 yukarida yer alan her bir agama tekrar edilerek serilere ait kosullu varyans
denklemlerinin se¢imi yeniden yapilmustir). Ozetle, Tablo 7.2 ile verilen kosullu
varyans modellerinin, serilerin getiri ve volatilite tahminlerinin yapilmas1 amaciyla

kullanilmalarina karar verilmistir.

Tablo 7.2: Serilere Ozgii Kosullu Varyans Denklem Parametreleri / 19 Haziran
2013 — 30 Aralik 2016

GARCH Fiti AR(1) o al p1 v LB(12) LM(10)
BIMAS GARCH(L,1) - 0212 0.073** 0.853*** 5871*** 0580 0.645
HALKB GARCH(1,1) - 0.807  0.065 0.784*** 5057*** 0860 0.757
KCHOL GARCH(1,1) - 0.081* 0.039%* 0.933*** 6597*** 0204  0.752
SAHOL GARCH(L,1) - 0.340  0.047** 0.856*** 9.265*** 0669  0.613

THYAO AR(1)-GARCH(1,1) -0.0735** 0.733** 0.089** 0.758***  5.163*** 0.234  0.643

*H% k¥ and * sirasiyla %1, %5 ve %10 diizeylerindeki anlamlilig ifade etmektedirler. GARCH kalintilar Student-t
dagilinu ile modellenmis olup v dagilimin serbestlik derecesidir.

Bu arastirma, hisse getirilerinin tahmini ve 6rneklem dis1 donem olarak belirlenen
Ocak 2017 - 28 Aralik 2018 donemi icin giinliik optimal portfoy dagilimlarinin

belirlenmesi amaciyla bir giin ileriye dogru yuvarlanan pencereler yaklagimini
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kullanmistir. Bu nedenle, yukarida agiklamalarina yer verilen aykir1 gézlem filtreleme
yontemi her bir donem igin ayr1 ayri uygulanmig olup Tablo 7.2°de yer alan serilere
0zgl kosullu ortalama ve/veya varyans denklemlerinin (p,q) siralar1 sabit tutularak

denklem parametreleri 503 donem (pencere) i¢in ayri ayr1 hesaplanmuistir.
7.1.4 Ps6do-Uniform Degiskenler

Bir sonraki asamada, getiri serileri arasindaki bagimhilik  yapisinin
modellenebilmesi amaciyla serilere 6zgii psddo-uniform degiskenlerin elde edilmesi
gereklidir. Psodo-uniform degiskenler, marjinal dagilimlarin standartlastirilarak
uniform dagilimlara doniistiiriilmesi yolu ile elde edilen degiskenlerdir. Bir diger
ifadeyle, getiri serilerine ait (6rnegin: r(HALKE) y(BIMAS)) orijinal olasilik dagilim
vektorlerinin (HALKB ve BIMAS hisse gifti igin), [0,1]? kapali araliginda degerler
alan yeni bir (U atkb) (bimas)y glasilik dagilim vektoriine doniistiiriilmesi sonucu

elde edilen degiskenleri ifade ederler (Mai ve Scherer, 2014: 3).

Arastirma konusu getiri serilerinin ilk donemi (pencere) i¢in elde edilen psddo-

uniform degiskenlerin serpilme diyagramlarina Sekil 7.2°de yer verilmistir.

Uhalkb

00 02 04 06 08 10
Ukchol

00 02 04 06 08 10
Usahol

00 02 04 06 08 10
Uthyao

00 02 04 06 08 10
Ukchol

00 02 04 06 08 10

T

00 04 08 00 04 08 00 04 08
Ubimas Ubimas Ubimas

T T
04 08
Uhalkb

Usahol
00 02 04 06 08 10
1
Uthyao
00 02 04 06 08 1.0
1
Usahel
00 02 04 06 08 1.0
Uthyao
00 02 04 06 08 1.0
Uthyao
00 02 04 06 08 10

o
o

04 08
Uhalkb

Sekil 7.2: Psodo-Uniform Degiskenlerin Serpilme Diyagramlari

Sekil 7.2 incelendiginde, degiskenlerin farkli diizeylerde alt ve iist kuyruk

bagimliligina sahip olduklar gozlemlenebilmektedir. Ancak bu tiir gézlemler yaniltic
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olabileceginden Genest ve Neslehova (2014) ile Kojadinovic (2017)’in ¢ok degiskenli
“Radyal Simetri Testi” uygulanmis ve radyal asimetri varligi ortaya konmustur.
Ozellikle, bu arastirma kapsaminda 503 donemin mevcut oldugu ve her bir dénem i¢in
kopula parametrelerinin yeniden hesaplandigi géz oniinde bulundurulsa, hisseler arasi

simetrik bagimlilik yapisi son derece giiclii bir varsayim olacaktir.
7.1.5 Cok Boyutlu Bagimhilik Yapisinin Modellenmesi

Her bir getiri serisine 6zgii psddo-uniform degiskenlerin elde edilmesini takiben,
getiriler arasi bes boyutlu bagimlilik yapisinin modellenebilmesi amaciyla Normal,
Student-t ve esit agirlikli Clayton-Gumbel Karigim kopula tiirleri se¢ilmis ve
parametreleri Psodo En Cok Olabilirlik (PMLE) yontemi ile tahmin edilmistir. Bu
amagcla, R yaziliminin (R Core Team, 2019) “copula” paketi (Hofert vd., 2020)

kullanilmistir.

Her bir doneme 06zgli modellenen bagimlilik yapisi ve hesaplanan kopula
parametreleri araciligiyla her bir hisse ve kopula tiirii i¢in bir giin sonras1 1000’er adet
getiri serileri elde edilmistir. $6yle ki: ug ; ; belirlenen i donemi (i = 1,2,...,503) i¢in
parametreleri hesaplanmis bes boyutlu Normal, Student t ya da Karigim
kopulalarindan simiilasyonlarla elde edilen psddo-uniform degiskenler olsun.
Degisken taniminda yer alan d her bir getiriyi (d =1,...,5), s ise simiilasyon
numarasini (s = 1,2,...,1000) ifade etmektedirler. Her bir hissenin bir giin sonrasi
getiri serilerinin elde edilmesinden portfoy dagilimlarinin belirlenmesine dek izlenen

asamalar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

® uy;s psodo-tiniform degiskenlerinin kopula simiilasyonlar1 ile elde
edilmesini takiben her bir donem ve seriye ait standardize kalintilar, hisse
dagilim fonksiyonlarinin ters olasilik doniisiimleri ile elde edilmistir:
Zais = Fq ' (Ua,is)-

e Her bir seriye 6zgii belirlenen kosullu ortalama ve/veya varyans denklemleri

ile birlikte 1000 adet giinliik hisse getiri degerleri hesaplanmustir: 7;; ¢ =

.ud,i,s + Zd,i,s Ud,i,s .
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e Yukarida yer alan adimlar 6rneklem disi donemin her bir giinii i¢in (i =
1,2,...,503) tekrar edilerek kopula-GARCH tiiriine (Normal kopula-
GARCH, Student t kopula-GARCH ve Karisim kopula-GARCH) 6zgii tiim

orneklem dig1 donem igin giinliik hisse getiri degerleri elde edilmistir.

7.1.6 Portfoy Dagilimlarinin Belirlenmesi

Getiriler arast ¢ok boyutlu bagimlilik yapilarinin modellenmesi ve giinliik
getirilerin elde edilmesini takiben getiriler, bu tezin besinci boliimiinde agiklanan
Global Minimum Varyans (GMV), Teget Portfoyii (TP) ve Global Minimum CVaR
(GMCVaR) portfoy optimizasyonlar1 araciligi ile optimal portfdy dagilimlarinin
belirlenmesi amaciyla kullanilmiglardir. Bir 6nceki boéliimde yer alan asamalar

takiben:

e Her bir hisseye 0zgii ginlik 1000 adet getirinin [f”d'l-'s =
{fai1 - Tai1000}], GMV,  Teget Portfoyii ve GMCVaR
optimizasyonlarinda kullanilmasiyla 6rneklem disi dénemin her bir giinii
icin (i = 1,2,...,503) kopula tiirii ve optimizasyon yontemine 6zgii optimal
portfdy agirliklart belirlenmistir.

e Optimizasyon problemlerinin varsayim ve kisitlar ise islem maliyetlerinin
ve aciga satisin mevcut olmamasi ile baglangic tutarin tamaminin yatirimda
kullanilmasidir. Ayrica, Teget portfoyiindeki 7y risksiz faiz oraninin sifira
esit oldugu varsayilmistir.

e Kopula-GARCH tiirii ve optimizasyon yontemine 6zgii giinliikk optimal
portfoy agirliklarinin yuvarlanan pencereler yontemiyle tim 6rneklem dist
dénem i¢in belirlenmesini takiben bu agirliklar giinliik gergeklesen hisse
getirilerine uygulanmis ve bdylece her bir yonteme 6zgii 6rneklem dist

donem giinliik portfoy getirileri hesaplanmustir.

Ug farkli kopula tiiriine dayali GARCH modeli ile ii¢ farkli optimizasyon
yonteminin kombinasyonlariyla olusturulan portfdylere ek olarak, tarihsel (ge¢cmis)

verilerin veya GARCH simiilasyonlarindan elde edilen getirilerin yine bu fig
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optimizasyon yonteminde kullanilmasiyla 6rneklem dist donemin her bir giinii i¢in

optimal portfoy agirliklar: belirlenmistir. Tarihsel verilerin kullanilmasi1 durumunda

bu agirliklarin belirlenmesinde izlenen yol asagidaki gibidir.

Tek degiskenli kosullu ortalama ve/veya varyans denklemlerinin ve kopula
parametrelerinin ayr1 ayri hesaplandigi her bir i déneminin getirileri, TP,
GMV ve GMCVaR portfoylerinin elde edilmesini saglayan optimizasyon
problemlerinin verisi olarak kullanilarak bir giin sonrasi optimal portfoy
dagilimlar elde edilmistir.

Kopula-GARCH modellerinden elde edilen getiriler yerine drneklem igi
gercek hisse getirilerinin kullanilmasini iceren bu yontem, 6rneklem dist
dénemin her bir giini i¢in (i = 1,2,...,503) yuvarlanan pencereler
yontemiyle tekrar edilerek tarihsel verilere dayali giinlilk optimal portfoy
agirliklar1 elde edilmistir.

Belirlenen giinliik optimal portféy agirliklarinin 6rneklem dis1 gerceklesen
getirilere uygulanmasiyla tarihsel verilere dayali portfoy getirileri elde
edilmis ve bu portfoyler optimizasyon yontemine bagl olarak GMV,,

GMCVaRy, ve TPy, olarak adlandirilmislardir.

GARCH simiilasyonlariin kullanilmas1 durumunda ise:

Her bir donem ve seriye 6zgii belirlenen kosullu ortalama ve/veya varyans
denklemlerinden 1000 adet giinliik hisse getiri degerleri simiilasyonlarla
elde edilmis ve bu getiriler TP, GMV ve GMCVaR optimizasyonlarinda
kullanilarak bir giin sonras1 optimal portfoy agirliklar: elde edilmistir.

GARCH simiilasyonlarindan elde edilen verilerin kullanildig1 ilk asama
disinda, sonraki asamalar yukarida yer alan tarihsel verilere dayali
portfoylerin elde edilme asamalar1 ile ayni sekilde uygulanarak tiim
orneklem dis1 donemi kapsayan giinliik optimal portfoy dagilimlart ile

optimizasyon yontemine bagli olarak GMVygy-cp, GMCVaRygrcn Ve TPygren

seklinde adlandirilan portfdyler olusturulmustur.
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Su ana dek agiklamalarina yer verilen portfdylere ek olarak, bircok ¢aligmada ¢ok
daha gelismis yontemlere nazaran son derece iyi bir performans gosterdigi 6ne stiriilen
esit agirlikli portfoyiin (EAP) diger portfoylerle karsilastirma yapilabilmesi amaciyla

bu arastirma kapsamina alinmasina karar verilmistir.

7.1.7 Ampirik Bulgular

Orneklem dis1 Ocak 2017 — 28 Aralik 2018 dénemi dahilinde bulunan 503 giin i¢in
farkli yontemler ile olusturulan portfdylerin performansi; varyans, Riske Maruz Deger
(RMD) ve Beklenen Kayip (BK) portfoy risk olgiitleri ile birlikte alinan her bir birim
riske karsin elde edilen getiriyi géz Onlinde bulunduran riske gore uyarlanmig
(diizeltilmis) Sharpe ve Sharpe-Omega oranlar kullanilarak degerlendirilmistir. Bu
Olglitlere ek olarak, her bir portfoyiin dénem sonu toplam portfoy degeri (Wpg)
asagidaki gibi hesaplanmustir.

Wps =W =31+ 1) (7.4)

Esitlik 7.4°te yer alan W donem basi baslangic (baz) portfoy degeri olup W = 100
olarak kabul edilmistir. r; terimi ise bir 6nceki boliimde detaylarina yer verilen ve

farkli yontemlerle olusturulan portfoylerin hesaplanan getirilerini ifade etmektedir.

Portfoy performanslarinin degerlendirilmesi amaciyla hesaplanan 6lgiitlere Tablo
7.3’te yer verilmistir. Bu 6l¢iitler arasindan “D Orami” (“D Ratio”), frekanslarini da
dikkate alarak portfoy toplam kayip ve getirilerinin birbirine oranini vermektedir

(Bacon, 2008). Dolayisiyla bu oranin kiigiik olmasi istenen durumdur.

Tablo 7.3 incelendiginde, en kiigiik varyansa sahip tarihsel verilere dayali Global
Minimum Varyans portfoyiiniin disinda diger tiim risk 6l¢iitlerinde (RMD ve BK) en
kiiglik degerlere sahip portfoyilin, Student t kopula-GARCH modelinin getiri
tahminlerini kullanan Global Minimum CVaR (GMCVaR,;) portfoylii oldugu
goriilmektedir. Varyans istatistiginin, portfoy ortalama getirisinden saga ve sola
simetrik sapmalarin bir 6l¢iisii oldugu gz 6nilinde bulunduruldugunda portfoy getiri
dagiliminin simetrik olmadig1 durumlarda istatistik portfdy ortalamasinin altina (sola)

dogru olan sapmalarin dogru bir 6l¢iisii olmayacaktir.
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Tablo 7.3: Portfoy Performans Olgiitleri

. Toplam
Yontem Portfdy Port. RMDs%  BKsw% Sharpe Sharpe- Doram Poftf(')y
Ortalama Varyans Oram  Omega Orant -
Degeri
EAP 0.0494 1.9775 24721 3.2428 0.0351 0.0963 0.8390 121.96
GMVitv 0.0639 1.3744 1.9577 2.5573  0.0545 0.1532 0.7726  133.19
GMCVaRtv 0.0553 1.3753 1.9223 25591  0.0471 0.1325 0.8385  127.58
TPtv 0.0636  2.2782 2.3800 3.4356  0.0421 0.1178 0.8035 130.02
GMVgarch 0.0458 1.5623 2.0628 2.7977  0.0367 0.1001 0.8564  121.08
GMCVaRgarch 0.0423 1.5812 2.1397 2.8684  0.0336 0.0913 0.8362 118.88
TPgarch -0.0011 2.8372 2.8477 4.1352 -0.0006 -0.0017  0.9474 92.57
GMVnc 0.0652 1.4098 1.9568 2.5597  0.0549 0.1561 0.8020  133.95
GMCVaRnc 0.0495 1.4546 1.9840 2.7408 0.0411 0.1161 0.8308  123.68
TPnc 0.0704  3.2951 2.5263 4.0771  0.0388 0.1165 0.9137 131.11
GMVst 0.0623 1.3998 1.9524 25213  0.0527 0.1490 0.8199  132.07
GMCVaRst 0.0655 1.4282 1.9034 25003 0.0548 0.1549 0.8093  134.13
TPst 0.1682 3.6940 2.7296 4.3275  0.0875 0.2854 0.6873  212.26
GMVKkarigim 0.0364 1.3851 1.9421 25290 0.0310 0.0849 0.8964  116.01
GMCVaRkarisimm  0.0245  1.4063 1.9396 2.5733  0.0207 0.0560 0.8850  109.20
TPkarigim 0.1860 3.1548 2.8132 3.9176  0.1047 0.3324 0.6706  235.34

Not: Her bir durum i¢in en iyi 6lgiitlere sahip (Dorami ve risk olgiitleri arasindan en kiigiik degere; portfoy
ortalama, son deger ve bir birim riske kars1 elde edilen getiri 6lgiitleri arasindan en biiyiik degere sahip)
modeller kalin karakterlerle gosterilmigtir. EAP esit agirhkli portfoyii ifade etmektedir. Her bir
optimizasyon yontemi sonrasinda (GMV, GMCVaR and TP) yer alan -tv, -garch, -nc, -st ve -karigim ekleri
optimizasyon yonteminde kullamlan verilerin elde edilme yontemini gbsteren ve sirasiyla tarihi veriler,
GARCH simiilasyonu, Normal kopula-GARCH, Student t kopula-GARCH ve Karisim kopula-GARCH

simiilasyonlarimi ifade etmektedirler.

Bunun yaninda, portfoy performanslart alinan her bir birim riske karsin elde edilen
getiriyi de dikkate alan olgiitlere gore degerlendirildiginde, esit agirlikli Clayton-
Gumbel Karisim kopula-GARCH modelinin tahminlerini kullanan Teget portfoytiniin
(T Prarisim) €n iyi degerli oranlara sahip oldugu goriilmektedir. Sharpe, Sharpe-Omega
ve Dorani 6lgiitleri incelendiginde, TPyqrigm portfoyliniin hemen ardindan ikinci en
iyi oranlara sahip olan portfoyiin Student t kopula-GARCH modelinden elde edilen

getirileri kullanan Teget portfoyiiniin (T Pg;) oldugu goriilebilmektedir.

Portfoyler, Esitlik 7.4 ile tanimlanan donem sonu toplam portfoy degerlerine (Wps)
gore siralandiginda yine T Pygyyqm portfoytiniin ilk, TPy, portfOytiniin ise ikinci sirada

yer aldiklar1 goriilebilmektedir. Sekil 7.3, 7.4 ve 7.5’te model bazli toplam portfoy

degerlerinin zamanla degisimi gosterilmistir.
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Sekil 7.3: GMCVaR Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degisimi

Sekil 7.3 ve 7.4 incelendiginde GMV ve GMCVaR portfoylerinin belirli donemler
icerisinde benzer hareketler gostererek birbirlerine ¢ok yakin bir aralikta deger
aldiklar1 goriilebilmektedir. Her iki sekilde de 2018 yilinin bas1 ve sonrasinda belirgin
bir sekilde digerlerinden ayrigarak donem sonu en diigiik toplam degere sahip
GMCVaRyarigim V€ GMVigrigm portfoyleri olmustur. Bununla birlikte, GARCH
simiilasyonlarindan elde edilen verileri kullanan T Pyqrcp, GMCVaRggrcn V€ GMVy gy cn

portfoyleri, her ili¢ optimizasyon yonteminde de esit agirlikli portfoyiin déonem sonu

degerinin altinda bir degere ulasabilmislerdir.
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Sekil 7.4: GMV Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degisimi
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Sekil 7.5: TP Toplam Portfoy Degerlerinin Zamanla Degisimi

Sekil 7.5 incelendiginde, diger iki sekilden farkli olarak 90-150 bandinin iizerine
dogru bir hareketin mevcut oldugu ve 6zellikle iki portfoyiin (TP, ve TPkanslm)
orneklem dis1 donemin biiyiik bir kisminda 150 iizerinde toplam portfdy degerine
sahip olduklar1 goriilebilmektedir. Esit agirlikli, tarihi verilere dayali veya GARCH
gibi diger yontemlerle olusturulan Teget portfoylerle karsilastirildiginda, kopula-
GARCH modellerinden elde edilen verileri kullanan Teget portfoylerin daha yiiksek
toplam portfoy degerlerine ulasabildikleri goriilmektedir.

Ozetle, seriler aras1 dogrusal olmayan bagimlilik yapilarmi da modelleyebilen
kopula fonksiyonlariyla olusturulan kopula-GARCH modellerinin, RMD ve BK gibi
portfoy kuyruk riskini minimize eden optimizasyon yontemleri ile alinan her bir birim
risk basma elde edilen getiriyi maksimize eden Teget portfoyli gibi yontemlerin
performansina olumlu katki sagladigi sdylenebilmektedir. Ozellikle, Normal kopula
ile karsilastirilldiginda, alt ve st kuyruk bagimliligina sahip Student t ve Karisim
kopulalarina dayanan GARCH modellerinin kullanilan degerlendirme 0lgiitleri

bazinda ¢ok daha iyi bir performans sergiledikleri goriilmektedir.
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7.2 ikinci Uygulama

Bir onceki bolimde Eliptik ve Karisim kopulalara dayali kopula-GARCH
modellerinden elde edilen getiriler portfoy dagilimi probleminde kullanilarak farkli
yontemlerle olusturulan portfoylerin performanslart karsilastirilmistir. Bununla
birlikte, cok boyutlu bagimlilik yapilarinin modellenebildigi Eliptik kopulalardan biri
olan Normal kopula, radyal simetri ve sifir kuyruk bagimlilig1 katsayisina, Student t
kopula ise simetrik kuyruk bagimliligi ve tek bir v serbestlik derecesi parametresine
sahip olmalar1 nedeniyle ¢ok boyutlu ve asimetrik kuyruk bagimliligi yapilarinin
modellenmesinde yeterli goriillmemislerdir. Benzer bir sekilde, Arsimedyen kopulalar
da ¢ok degiskenli ve karmasik bagimlilik yapilarini tek bir parametre ile modellemeye
calistiklar i¢in elestirilmislerdir. Bu ve benzeri elestiriler, arastirmacilarin asimetrik
ve karmasik c¢ok boyutlu bagimlilik yapilarini sadece iki-boyutlu kopula
fonksiyonlartyla ¢ok daha esnek bir sekilde modelleyebilen Diizenli Asma kopula

fonksiyonlar1 gelistirmelerini saglamistir.

Bu tez calismasinin ikinci uygulama boliimiinde, 6zellikle de§isken sayisinin 10 ve
tizeri olmasi durumunda ¢ok daha esnek oldugu ve karmasik ¢ok boyutlu bagimlilik
yapilarin1 daha iyi modelleyebildigi one siiriilen Diizenli Asma (R-vine) kopulalar ile
Kosullu varyansin modellenmesini saglayan GARCH siireclerinin kombinasyonuyla
olusturulan Diizenli Asma kopula-GARCH modeli ile 12 adet hissenin getiri
tahminlerinin elde edilmesi amaclanmistir. Bir sonraki agsamada ise elde edilen bu
getirilerle olusturulan esit agirlikli portfoyiin RMD ve ES gibi kuyruk riski ol¢iitleri
tahmin edilmis ve bu Odlgiitlerin gergeklesen getirilerle olusturulan esit agirliklhi
portfoylin iyi birer RMD ve ES tahmincisi olup olmadiginin arastirilmasi
amaglanmistir. Bunun yaninda, Eliptik kopula fonksiyonlarina dayali GARCH
modelleri ile literatiirde yaygin kullanim alani bulan Varyans-Kovaryans yontemi ve
DCC-GARCH siireclerinden de esit agirlikli portfoy RMD ve BK tahminlerinin elde

edilmesi ve Diizenli Asma kopula-GARCH modeli ile karsilastirilmasi hedeflenmistir.
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7.2.1 Veri Seti

Uygulama konusunun ikinci boliimii igin Tablo 7.4’°te hisse kodu ve firma bilgileri
verilen on iki adet hissenin Haziran 2010 — Aralik 2018 tarihleri arasindaki toplam
2160 adet giinliik getiri degerleri elde edilmis ve Haziran 2010 — Ocak 2012 dénemini
kapsayan ilk dort yiiz adedi serilerin kosullu varyans denklemlerinin belirlenmesi

amaci ile kullanilmistir.

Tablo 7.4: Hisse Kodu, Firma ve Sektor Bilgileri

E:)S;’S Firma Sektor E'OS;'E Firma Sektor
AKBNK  Akbank Finans SAHOL Sabanct Holding Holding
ARCLK  Argelik Endiistri SISE Sise Cam Endiistri
GARAN  Garanti Bankas1  Finans TUPRS Tiipras Enerji
ISCTR Is Bankas1 Finans TTKOM  Tiirk Telekom Telekom
KCHOL  Kog¢ Holding Holding VAKBN  Vakiflar Bankasi Finans
KRDMD  Kardemir Endiistri YKBNK  Yapi ve Kredi Bankas1 Finans

Borsa Istanbul A.S.’den temin edilen hisse fiyat bilgileri (P,) kullanilarak giinliik

hisse getirileri asagidaki gibi hesaplanmistir.
Tt = ln(Pt / Pt—l) - 100 (75)

Her bir hisseye ait giinliik getirilerin Haziran 2010 — Aralik 2018 tarihleri arasindaki
degisimi Sekil 7.6’da verilmis olup getirilerin kosullu varyans denklemlerinin
belirlenmesi amaci ile kullanilan ve Haziran 2010 — Ocak 2012 dénemini kapsayan ilk

dort yiiz adedine ait betimsel istatistiklerine Tablo 7.5’te yer verilmistir.

Her bir getiri serisine ait ilk orneklem i¢i donemin betimsel istatistiklerinin yer
aldig1 Tablo 7.5 incelendiginde getirilerin standart normal dagilima gore yatik ve Sivri
basikliga sahip olduklar1 goriilebilmektedir. Jarque-Bera test sonuclar1 da serilerin
normal dagilmadigini géstermektedir. Bununla birlikte, medyan degerlerinin ¢ogu sifir
olan (SISE haricinde) getirilerin ortalama degerlerinin sifirdan farkli olup olmadig:
cift yonlii t-testi ile arastirilmis ve %95 giivenilirlik diizeyinde seri ortalamalarinin

stfirdan farkli olmadigi sonucuna ulasilmistir.
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Sekil 7.6: Hisse Getirilerinin Zamanla Degisimi

Normal dagilima uygunlugun incelenmesinden sonra serilerde birim kok
mevcudiyeti Arttirllmis Dickey-Fuller (ADF) (Dickey ve Fuller, 1979) testi ile
arastirilmis ve serilerin duragan oldugu sonucuna ulagilmistir. Ayni zamanda, serilerde
otokorelasyon varligini arastiran Ljung-Box (Ljung ve Box, 1978) testinin sonucuna
gore de kosullu varyans denklemlerinin belirlendigi ilk donem dahilinde serilerde
otokorelasyon gozlemlenmemektedir. Son asamada, uygulanan ARCH LM testine

gore ise serilerde ARCH etkileri mevcuttur.
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Tablo 7.5: Betimsel Istatistikler / Haziran 2010 — Ocak 2012

Hisse  Ortalama Medyan Min Max S;zg‘;f: Yatiklik Basikik ;Béeﬁ) (pﬁ?;ﬁ) LB(10) LM(7)
AKBNK -0.052 0000 953 7.00 2258 -0.356 4197 0.000 0.0l 0554 0.000
ARCLK -0010 0000 -873 570 1981 -0.397 4188 0000 0.0l 0.085 0.032
GARAN -0.023 0000 -7.76 7.43 2268 -0.285 3.328 0024 00l  0.298 0.013
ISCTR  -0.079 0000 -8.36 690 2.138 -0.327 4332 0000  00L 0967 0.000
KCHOL 0020 0000 -7.82 859 2111 -0.175 3969 0000 0.0l 0062 0.030
KRDMD 0062 0.000 -859 7.10 2059 -0.043 438 0000 001 0476 0.045
SAHOL -0.033 0000 -8.73 1046 2170 0.262 5847 0000 001  0.399 0.000
SISE 0122 0120 -11.47 6.96 2362 -0.607 5213 0000 001  0.604 0.019
TUPRS 0091 0000 -819 931 2207 -0.030 4252 0000 001 0136 0.000
TTKOM 0097 0000 -12.28 9.62 2041 -0.288 8829 0000 001 0514 0.003
VAKBN -0.067 0000 -890 6.67 2207 -0.346 3.822 0000 0.0l 0570 0.000
YKBNK -0.089 0.000 -10.40 7.47 2.402 -0.527 4783  0.000 001  0.485 0.000

Not: Ljung-Box ve ARCH LM testlerinin p degerleri raporlanmustir.

7.2.2 Tek Degiskenli GARCH Marjinalleri

Bu arastirma kapsaminda tiim 6rneklem doneminin ilk model uygulama penceresi
ile birlikte takibi diger pencerelere de uygulanan ARCH LM test sonuglari serilerde
ARCH etkilerinin mevcudiyetini gostermistir. Oncelikle, ilk érneklem i¢i donemde
(pencerede) her bir seriye ait en uygun kosullu varyans denkleminin belirlenebilmesi
icin en temel modellerden biri olan ve Engle, Robert F. (1982) tarafindan finans
literatiiriine kazandirilan Otoregresif Kosullu Degisen Varyans (ARCH) modeli ve
sonrasinda da Bollerslev (1986) taratindan kosullu varyansin kendi ge¢mis degerlerine
de bagli olmasini saglayarak genisletilen Genellestirilmis Otoregresif Kosullu Degisen
Varyans (GARCH) modellerinin uygunlugu arastirtlmistir. Her bir getiri serisi igin
farkli p ve q gecikme uzunluklar1 g6z oOniinde bulundurularak model katsayilari
anlamli, duraganlik ve parametre kisitlar1 saglanan en kiiciik Bayes Bilgi Kriteri’ne
(BIC) sahip GARCH(p,q) modelleri belirlenmistir. Bu amagla R yazilimmin (R Core
Team, 2019) “rugarch” paketi kullanilmigtir.

Ayrica, arastirmanin ilk boliimiindeki uygulamaya benzer bir sekilde bir aykiri
gozlem filtreleme yontemi uygulanmistir. Bu yontem ile arastirma kapsaminda yer
alan tiim serilerin 6ncelikle kosullu varyans denklemleri belirlenmis ve sonrasinda da
|:| > 56, (bes kosullu standart sapma) araliginin disinda yer alan gézlem degerleri
56, - isaret(r;) ile degistirilerek elde edilen serilere ait kosullu varyans modellerinin

uygunlugu yeniden degerlendirilmistir. Ozetle, Tablo 7.6’da verilen kosullu varyans
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modellerinin, serilerin getiri ve volatilite tahminlerinin yapilmast amaciyla

kullanilmalarina karar verilmistir.

Tablo 7.6: Tek Degiskenli GARCH Marjinalleri / Haziran 2010 — Ocak 2012

Hisse GARCH(p,q) o al ) B1 v LB(5)* LB(10)* LM(5)* LM(7)*
AKBNK GARCH(1,1)-norm (g:iég) (8:33% - (giggg) - 0953 0837 0781 0.821
ARCLK GARCH(1,1)-norm (8:331) (8:(1)53) - (8:(7)23) - 0130 0069 0328 0.363
GARAN GARCH(,1)-norm (é:ggg) (%%E:sl) - (0%7020) - 0917 035 0981 0.376
ISCTR GARCH(1,1)-std 3)'.61%3)’ 8)'%937) - (g:ggg) (0%32) 0.988 0.990 0918 0.793
KCHOL GARCH(L,1)-norm (8:‘1‘32) (8:(1)32) - (8:(7)23) - 0430 0298 0984 0.930
KRDMD GARCH(1,1)-std (g:iéz) (8:(1)2;) - (g:ggg) (07.63;)84) 0.749 0528 0.851 0.950
SAHOL GARCH(1,1)-std (8:322) (g:éig) - (g:ggg) (0%%01) 0.962 0538 0968 0.981
SISE GARCH(L,1)-std (00.'18267) (82322) - (8:33(1)) (0%3176) 0.938 0644 0684 0.863
TUPRS GARCH(1,1)-norm (?5%23,7) (gzégé) - (8:(7)(1)5) - 0498 0819 0955 0.985
TTKOM GARCH(L,1)-std ((1):8;) (8:3‘212) - (g:ggz) (05.63;)70) 0.703 0567 0272 0.435
VAKBN GARCH(2,1)-norm ?0'%%2) 0(1) (%,11623) (822(5)(2;) - 0853 0612 0497 0.707
YKBNK GARCH(1,1)-std (gégg) (8:83;) - (gjggé) (0%102) 0436 0290 0278 0.441

Not: Ljung-Box (LB) (1978) ve ARCH LM (LM) (Engle, 1984) istatistiklerine ait (5, 7 veya 10 gecikme i¢in) p degerleridir. v,
Student-t dagilimli kalinti terimleri i¢in hesaplanan serbestlik derecesidir. Parantez ig¢lerinde model parametreleri i¢in hesaplanan
p degerlerine yer verilmistir. Model son ekleri kalinti dagilimlarim ifade etmektedirler (-norm: Normal dagilim ve -std: Student-t
dagilim).

Tablo 7.6’daki Haziran 2010 - Ocak 2012 donemi, 400 adet gézlemden olusan ve
getirilerin kopula-GARCH ile ilk defa modellenip bir giin sonrasi i¢in 10 000’er adet
getiri simiilasyonlarmin elde edildigi ilk dénemdir. Ilk dénemi izleyen dénemlerin
kosullu varyans denklem parametreleri, Tablo 7.6’daki p,q siralari ile kalint1 dagilim
tiirleri sabit tutularak bir giin ileriye yuvarlanan pencereler yontemiyle her bir donem

i¢in yeniden hesaplanmustir. [lk dSneme benzer bir sekilde, her bir déneme 6zgii aykiri

gozlem filtreleme islemi uygulanmistir.

Bu ¢alismada, yukarida tanimlanan kosullu varyans denklemlerine ek olarak, bir¢gok
calismada temel model olarak uygulanan ARMA(1,1)-GARCH(p,q) kosullu ortalama
ve varyans siireci de arastirma kapsamina dahil edilmistir. Bu nedenle, her bir seriye

0zgl kosullu ortalamalar ARMA(1,1) ile modellenirken kosullu varyanslarin p,q
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siralart ile kalinti dagilim tiirleri Tablo 7.6’daki gibi sabit tutulmustur. Bir diger
ifadeyle, ikinci bir marjinal modelleme yOntemi olarak her bir getiri serisi
ARMA(1,1)-GARCH(1,1) ile de (sadece VAKBN ARMA(1,1)-GARCH(2,1)-norm
ile) modellenmistir. Bu yontemde de aykir1 gézlemler serilere 6zgii kosullu ortalama
ve varyans denklemleriyle filtrelenmis (1 = 56, - isaret(r;) ) ve denklem
parametreleri bir giin ileriye yuvarlanan pencereler yontemiyle her bir doneme 6zgii

olarak yeniden hesaplanmuistir.

Boylece, getiri serileri Tablo 7.6’da detaylarina yer verilen ilk 6rneklem i¢i doneme
6zgli GARCH(p,q) siirecleri ile birlikte ARMA(1,1)-GARCH(p,q) siiregleri ile de
modellenmistir. Kopula fonksiyonlar1 ile ¢ok degiskenli bagimliligin modellenmesini
takiben bu iki marjinal modelleme yontemiyle olusturulan kopula-(ARMA)-GARCH
modellerinin  esit agirhikli  portfdy kuyruk riskini tahmin performanslar

karsilastirilmistir.
7.2.3 Diizenli Asma Kopula Yapisi

Bir sonraki agamada, tek degiskenli GARCH marjinalleri ile filtrelenen getiri
serileri arasindaki bagimlilik yapisinin modellenebilmesi amaciyla serilere 6zgi
psodo-uniform degiskenler elde edilmis ve Kolmogorov-Smirnov testi ile uniform
dagilima uygunluklari test edilmistir. Uniform dagilima uygun olduklar1 goriilen
psddo-uniform degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi oncelikle, on iki boyutlu
Eliptik kopulalar, sonrasinda ise Diizenli Asma (R-vine) kopula ile modellenmistir. Bu
yaklasim, bir giin ileriye yuvarlanan pencereler (rolling windows) ydntemi
kullanilarak tiim 6rneklem dis1 veri donemini kapsayacak sekilde uygulanmstir.
Normal ve Student-t kopula fonksiyonlarinin parametreleri psédo en ¢ok olabilirlik
yontemiyle (PMLE) R yazilimmin (R Core Team, 2019) “copula” paketi (Hofert vd.,
2020) kullanilarak hesaplanmustir.

R-vine kopula yapisi, DiBmann vd. (2013)’nin ampirik mutlak Kendall tau kriterine
dayanan maksimum spanning tree (MST) algoritmasini kullanan yukaridan asagiya
ardisik secim stratejisiyle belirlenmistir. Bu algoritma, her bir aga¢ seviyesinde mutlak

Kendall tau degerlerinin toplamin1 maksimize eden diigiimleri se¢gmektedir. Bir diger
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ifadeyle, algoritma en giiglii bagimliliga sahip degisken c¢iftlerini secerek ardisik bir
sekilde aga¢ yapisini olusturmaktadir. Kosullu ve kosulsuz ikili kopula (iki degiskenli
kopula) tiirlerinin se¢imi AIC kriterine gore yapilmis ve parametreleri en ¢ok
olabilirlik (MLE) yontemi ile hesaplanmistir. Bu amagla, R yaziliminin (R Core Team,
2019) “VineCopula” paketi (Nagler vd., 2019) kullanilmistir.

Onceki paragraflarda bahsedildigi gibi, her bir déneme (pencereye) Ozgii
hesaplanan tek degiskenli GARCH denklemleri ile filtrelenen getiri serilerinden elde
edilen psddo-uniform degiskenler arasindaki bagimlilik yapisi oncelikle, on iki
boyutlu Normal ve Student t kopulalar, sonrasinda ise R-vine kopula ile
modellenmistir. Bu yaklagim, yuvarlanan pencereler (rolling windows) ydntemi
kullanilarak tiim veri donemini kapsayacak sekilde uygulanmistir. Bir diger anlatimla,
Haziran 2010-Ocak 2012 donemini olusturan getiri serileri ilk donemi ya da pencereyi
olustururken, ikinci pencere donemi ise birinci donemin ilk getirisinin ¢ikarilmasi
(birinci donemin ikinci getirisi) ile baslayan ve dort yiliz birinci gozlem ile biten
donemi kapsamaktadir (her bir seriye ait toplam 2160 adet gézlemden 2 ile 401 inci
gozlemlerini igeren). Ugiincii pencere donemi, toplam 2160 adet gdzlemden 3 ile
402’incisini, dordiincii pencere donemi 4 ile 403 linciisiinii olmak iizere toplam 1760
adet donem icin seriler arasi bagimlilik yapist modellenmistir. Her bir donemde
kosullu varyans model parametreleri yeniden hesaplanmis ve seriler aras1 bagimlilik
yapist doneme 6zgii veriler kullanilarak yeniden belirlenmistir. Bunun sonucunda, her
bir donem ve kopula tiirii i¢in elde edilen model AIC degerlerine Sekil 7.7°de yer
verilmistir. Sekil 7.7’ye gore R-vine kopula her donemde elde ettigi en kiiciik AIC
degeri ile degiskenler arasi bagimlilik yapisini en iyi modelleyebilen kopula tiirii
olarak belirlenmistir. Sekil 7.8de ise ilk doneme 6zgii GARCH marjinalleri (Tablo
7.6’da yer alan) ile filtrelenen getiri serilerine ait Diizenli Asma kopula yapisinin ilk

agacina yer verilmistir.
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........... Normal
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Sekil 7.7: Normal, Student-t ve R-vine Kopulalarin Donemsel Bazli AIC Degerleri

Sekil 7.8 incelendiginde Agac 1’in her bir diigiimii icerisinde hisse kodlarina yer
verilmig olup iki diigiimi birlestiren kdseler lizerinde de modellemesi yapilan iki

boyutlu kopula tiirii ile hesaplanan Kendall tau degerlerine yer verilmistir.

Agac 1 (T1)

Sekil 7.8: Haziran 2010 — Ocak 2012 Donemi R-vine Kopula Yapisinin Birinci
Agac Seviyesi (T1)

Not: N: Normal kopula, t: Student t kopula, F: Frank kopula, BB1: BB1 kopula ve SBB1: Yasam
(survival) BB1 kopulayi ifade etmektedirler.

Sekil 7.8 den, finans sektdriinde faaliyet gosteren firma hisseleri arasindaki Kendall

tau degerlerinin yiiksek ve bu hisselerin agacin merkezinde birlesmis oldugu
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goriilmektedir. Ayrica, ARCLK, KCHOL, YKBNK ve SAHOL, AKBNK gibi
birbiriyle yakindan iligkili firma hisselerinin agacin kenarlarinda direk baglantilar ile

kiimelendikleri gézlemlenmektedir.
7.2.4 Portfoy Getirileri ile RMD ve Beklenen Kaybin Hesaplanmasi

Hisseler aras1 bagimlilik yapisinin modellenmesini takiben her bir donem ve her bir
hisse i¢in belirlenen kosullu varyans denklemleri (tek degiskenli marjinaller) ile
hisseler aras1 bagimlilik yapisini modelleyen ¢ok boyutlu kopulalar (Normal, Student
t ve R-vine) kullanilarak olusturulan kopula-GARCH modellerinden giinliik hisse ve

esit agirlikli portfoy getirileri izleyen sekilde elde edilmistir.

1. Her bir hisse i¢cin modellemeye konu kopula tiiriinden i = 10 000 adet psédo-
uniform degiskenin (ug . ;) simiilasyonu yapilmistir. Burada; d: 1,2, ...,12 portfoydeki
hisse adedini, t: T + 1 bir giin sonrasi tahmin horizonunu, T: 6rneklem i¢i gbzlemlerin

elde edildigi son giinii ifade etmektedirler.

2. Her bir seriye ait standardize kalintilar, hisse dagilim fonksiyonlarinin ters

olasilik doniisiimleri ile elde edilmislerdir: ng.; = F7(ugy:)-

3. Her bir seriye 6zgii belirlenen kosullu ortalama ve/veya varyans denklemleri ile

birlikte 10 000 adet gilinliik hisse getirileri elde edilmistir: 7 .; = flg¢i + Nati Oati -

4. Elde edilen hisse getiri serilerinden esit agirlikli portfoy getirileri hesaplanmustir:

p — 1 yi12 &
Rey = YaZ1Tai -

Bir sonraki agsamada ise 6rneklem dis1 donemin her bir giinii ¢ = 1,...,1760) i¢in
hesaplanan 10 000 adet esit agirlikli portfoy getiri dagilimlart kullanilarak (1 — @)
giivenilirlik diizeyinde giinliik portfoy RMD ve BK degerleri hesaplanmuistir.

5. RMDZ(R,) = Fr'(a), esitlikte yer alan Fg, portfdy getirilerinin t giiniindeki
dagiliminm ifade etmekle birlikte FR‘t1 (@) ise getiri dagihminin a —ylizdeligini ifade

etmektedirler. Esit agirlikli portfoy BKF = ortalama(ﬁt‘i < RMD,_?‘).
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Normal, Student t ve R-vine kopula-(ARMA(1,1))-GARCH modelleri igin
yukaridaki asamalar tekrarlanarak 6rneklem dist donemin her bir giinlinii kapsayan
giinliik portfoy RMD ve BK tahminleri elde edilmistir. Ayrica, literatiirde yaygin
kullanim alan1 bulan Varyans-Kovaryans yontemi ve DCC-GARCH siireglerinden de
esit agirlikli portfoy RMD ve BK tahminleri hesaplanmistir.

Varyans-Kovaryans yonteminde, ortalamasi p ve standart sapmasi o olan esit
agirlikli portfoy getirilerinin normal dagildigi varsayilarak (1 —a) giivenilirlik
diizeyinde giinlik portfoy RMD ve BK degerleri Esitlik 7.6 ve 7.7°deki gibi

hesaplanmustir.

RMDE =u+o0q, (7.6)

BKf=pu—o (M) (7.7)

a

Esitlik 7.6 ve 7.7°de yer alan g, standart normal dagilimin a —yiizdeligini, Esitlik
7.7°deki d ise standart normal yogunlugu ifade etmektedirler. DCC-GARCH

modelinin bir giin sonras1 portfoy RMD ve BK tahminleri izleyen esitliklerle elde

edilmistir.
RMDf = u; + qo VWHWT (7.8)
BKZ = u, — VwHWT (@) (7.9)

Esitlik 7.8 ve 7.9’da yer alan u; portfoy kosullu ortalamasimi, w portfoy agirlik
vektoriinii, q, standart normal dagilimin « —yiizdeligini ve d standart normal
yogunlugu ifade etmektedirler. Kopula-GARCH modellerindekine benzer bir sekilde,
Varyans-Kovaryans ve DCC-GARCH modellerinin giinliik portfoy RMD ve BK

degerleri bir giin ileriye yuvarlanan pencereler yontemiyle elde edilmistir.
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7.2.5 Bulgular

Bir onceki boliimde detaylarina yer verilen farkli yontemlerin giinliik esit agirlikl
portfoy RMD ve BK tahmin performanslarinin degerlendirilmesi amaciyla, ti¢ farkl
diizey (%1, %2.5,%5) icin geriye doniik test prosediirleri uygulanmistir. Bunlardan,
RMD i¢in uygulanan Kupiec (1995)’in Kosulsuz Kapsama testi (LR,.) Ve
Christoffersen (1998)’in Kosullu Kapsama testinin (LR..) sonuglarina Tablo 7.7’de

yer verilmistir.

Tablo 7.7: RMD Geriye Doniik Test Sonuglari

RMDuoss RMDos2.5 RMDos1
Ger¢c. LRuc LRcc Gerg. LRuc LRcc Gerg. LRuc LRec

Yontem Asma listat. Istat. Asma istat. istat. Asma Istat. istat.
Var-Kovar 83 031 4.01 54 218 476 35 13.50* 13.62*
DCC-GARCH 77 151 163 44 0 0.63 28 5.26 5.8
DCC-ARMA(1,1)-GARCH 78 124 295 a7 0.21 0.60 27 436 4.98
Normal kopula-GARCH 86 0.05 0.23 48 036 0.7 26 353 424
Normal kopula-ARMA(1,1)-GARCH 87 0.01 0.72 48 0.36 2.08 27 436 4.98
t-kopula-GARCH 87 0.01 0.72 47 021 0.6 24 211  3.04
t-kopula-ARMA(1,1)-GARCH 85 0.11 0.33 49 056 213 24 211  3.04
R-vine kopula-GARCH 89 001 141 49 056 213 24 211  3.04

R-vine kopula-ARMA(1,1)-GARCH 89 0.01 056 46 009 056 24 211 3.04
Not: *Ho hipotezi reddedilmistir. Beklenen Asma, belirlenen a diizeyi i¢in portfoy RMD tahminini agmasi
beklenen (Rt <RMDw) toplam getiri adedini ifade etmektedir. %5, %2.5 ve %1 diizeyleri i¢in sirast ile
beklenen agma 88, 44 ve 17°dir. Gerg. Asma ise gercek getirilerin (6rneklem dis1 gdzlemlerin) belirlenen o
diizeyi icin RMD degerini asan toplam adedidir.

Tablo 7.7°ye gore, sadece parametrik Var-Kovar modelinin sifir hipotezi %1
diizeyinde reddedilmis olup, diger modellerin tamaminin performanslar1 LR, ve LR ..
testlerine gore yeterli bulunmustur. Bununla birlikte, beklenen ve gerceklesen agsma
degerleri arasindaki farki daha kii¢lik olan bir modelin daha 1yi bir RMD tahmincisi
oldugu soylenebilmektedir. Bu durumda, farkli kopula fonksiyonlarmin
kombinasyonlariyla olusturulan kopula-(ARMA)-GARCH modelleri a = %5
diizeyinde Var-Kovar, DCC-GARCH ve DCC-ARMA-GARCH modellerinden daha
iyi performans gostermislerdir. Modeller ¢ = %1 diizeyi i¢in degerlendirildiginde, R-
vine ve Student t kopulalar ile olusturulan kopula-(ARMA)-GARCH modelleri
digerlerine nazaran daha iyi bir performans ortaya koymuslardir. %5 ve %l

diizeylerinden farkl olarak %2.5 diizeyinde ise birbirine esit beklenen ve gergeklesen
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asma degerlerine sahip olan DCC-GARCH modelinin en iyi performanst gosterdigi

sOylenebilir.

Modellerin  giinliilk portfoy Beklenen Kayip

tahmin performanslarinin

degerlendirilmesi amaciyla, McNeil ve Frey (2000)’ in Asan Kalintilar ve Embrechts
vd. (2005)’nin geriye doniik BK testleri (VBX) uygulanmis ve Tablo 7.8°de

sonuclarina yer verilmistir.

Tablo 7.8: BK Geriye Doniik Test Sonuglart

BK5% BK25% BK1%
Vontem a VT Ve V"
Var-Kovar 0.00 0.52 0.00 0.82 0.00 1.19
DCC-GARCH 0.00 0.36 0.00 0.61 0.02 0.96
DCC-ARMA(1,1)-GARCH 0.00 0.37 0.00 0.62 0.01 1.03
Normal kopula-GARCH 0.01 033 0.01 0.60 0.02 1.01
Normal kopula-ARMA(1,1)-GARCH 0.01 0.33 0.01 0.63 0.01 1.07
t-kopula-GARCH 0.03 0.28 0.02 0.54 0.04 0.92
t-kopula-ARMA(1,1)-GARCH 0.02 030 0.02 0.53 0.03 0.94
R-vine kopula-GARCH 0.07 0.23* 0.04 0.46* 0.07 0.78*
R-vine kopula-ARMA(1,1)-GARCH 0.07 0.23 0.02 0.51 0.05 0.82

Not: Ho hipotezi reddedilemeyen modellerin p degerleri kalin rakamlarla gosterilmistir.
* Y BKdegeri en kiiglik modeli gostermektedir (Embrechts vd., 2005).

Tablo 7.8’e gore, Asan Kalintilar testinde R-vine kopula-GARCH modeli harig,

diger tiim modeller %5 ve %2.5 diizeylerinde reddedilmistir. Bununla birlikte, R-vine

Kopula-GARCH modeli, her ii¢ diizeyde de en yiiksek p degerine ve Embrechts vd.

(2005)’nin BK testinde de en kiigiikk VBX degerlerine sahip olarak bir giin sonrasi

portfoy beklenen kayip tahmin performansi en iyi model olarak belirlenmistir.
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SONUC

Bu tez calismasinin temelinde, Ozellikle finansal ¢alkanti donemlerinde finansal
varliklarin 6ngoriilenin ¢ok iizerinde gerceklesen birlikte hareket etme egilimleri ve
volatilite degerleri nedeni ile portfdylerin maruz kaldig: risklerin biiyiikliigiine dair
gozlemler yer almaktadir. Bu gozlemler ve ¢esitli arastirma bulgulari, finansal piyasa
verilerinin bigimlendirilen gergekler olarak adlandirilan tipik 6zellikleri ile bu verilerin
farkli piyasa durumlan altinda dogrusal olmayan birlikte hareket etme sekillerini de
dikkate alan bir yontemin gerekliligini ortaya koymustur. Bu ve benzeri nedenlerle,
tek degiskenli finansal getiri serilerinin zamanla degisen ve kiimelenen volatilite gibi
ozelliklerini dikkate alarak finans literatiiriinde son derece yaygin bir kullanim alanm
bulan GARCH siirecleri ile birlikte serilerin dogrusal olmayan ve dagilimlarin kuyruk
bolgelerindeki artan birlikte hareketini de modelleyebilen kopula fonksiyonlarinin
kombinasyonu ile olusturulan kopula-GARCH modeli arastirma yontemi olarak

belirlenmisti.

Oncelikle, en temel ve yaygin kullanim alanm1 bulan Normal ve Student t kopula ile
birlikte bir Clayton ve Gumbel karisimi olan Karisim kopula fonksiyonlariyla
olusturulan kopula-GARCH modellerinden BIST30 Endeksi’nde islem géren bes adet
hissenin getiri tahminleri elde edilmistir. Hisseler arasi bagimlilik yapisi dikkate
aliarak elde edilen bu kosullu getiriler, en diisiik riske sahip etkin portfoylerin elde
edilmesini saglayan Global Minimum Varyans ve Global Minimum CVaR portfoyleri
ile alian bir birim risk basina elde edilen getiriyi maksimize eden Teget portfoyiiniin
belirlenmesinde kullanilmiglardir. Normal, Student t ve Karigim kopula-GARCH
modellerinin  getirilerini  kullanarak olusturulan portfdylerin Orneklem dig1
performansi, esit agirlikli portfOy, tarihsel getirilerin kullanilmasiyla ve hisseler arasi
bagimlilik yapisini1 dikkate almayan tek degiskenli GARCH simiilasyonlarindan elde
edilen getirilerin kullanilmasiyla olusturulan portfoyler gibi daha klasik yontemlerle
karsilastirilmistir. Arastirma donemi ve uygulanan performans Olglitleri bazinda,
getiriler aras1 dogrusal olmayan ¢ok degiskenli bagimlilik yapilarini da dikkate alan
farklt kopula fonksiyonlar1 ile olusturulan kopula-GARCH modellerinin portfoy

performansina olumlu katki sagladig1 sdylenebilmektedir. Ozellikle, Normal kopula
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ile karsilagtirildiginda, alt ve iist kuyruk bagimliligina sahip Student t ve Karigim
kopula-GARCH modellerinin ¢ok daha iyi bir performans sergiledikleri goriilmistiir.

Birinci uygulamanin yukarida bahsedilen bulgularina ek olarak arastirma
kapsaminda, islem maliyetlerinin mevcut olmama varsayimi ile hisse portfoy
dagilimlarinin negatif olamayacagi bir diger ifadeyle agiga satisin mevcut olmadigi
varsayimlari mevcuttur. Bu nedenle, bir sonraki asamada kopula-GARCH
modellerinin agiga satis ve islem maliyetlerinin (dolayisiyla islem sikligim1 da
degerlendiren) mevcudiyeti durumlarindaki performansini degerlendiren farkl

arastirmalar ortaya konabilir.

Bu tez kapsaminda, portfoy dagilim problemine olumlu etkisi gézlemlenen kopula-
GARCH modelinin, ¢ok daha esnek ve karmasik bagimlilik yapilarin1 sadece iki
degiskenli kopula fonksiyonlarin1 kullanarak modelleyebilen Diizenli Asma
kopulalarin kombinasyonuyla olusturulmas: ve olusturulan modelin Riske Maruz
Deger ve Beklenen Kayip gibi portfdy kuyruk riski tahmin performansinin
degerlendirilmesini igeren ikinci bir aragtirmaya yer verilmistir. Kopula
fonksiyonlarmin risk yonetimi alanindaki uygulamalarina bir 6rnek teskil eden bu
arastirmada, BIST30 Endeksi’nde islem géren 12 adet hissenin getiri serileri Diizenli
Asma kopula-GARCH ile modellenerek 6rneklem dis1 donemin her bir giinii igin hisse
getirileri elde edilmistir. Bir sonraki asamada, elde edilen getiriler ile esit agirlikli bir
portfoy olusturulmus ve Orneklem disi donemin tamamini kapsayan esit agirlikli
portfoy RMD ve BK tahminleri elde edilmistir. Bu tahminler, Varyans-Kovaryans ve
DCC-GARCH gibi son derece popiiler yontemlerin ve Eliptik kopulalara dayali
kopula-GARCH modellerinin RMD ve BK tahminleri ile karsilastirilmistir. Model
bazli portfoy RMD ve BK tahmin performansinin yeterliginin degerlendirilmesi ve
modeller arasi karsilastirma yapilabilmesi amaciyla ¢esitli RMD ve BK Geriye Doniik
test prosediirleri uygulanmustir. Ug farkli diizey icin (%5, %2.5 ve %1) uygulanan
RMD Geriye Doniik test sonuglarina gére Varyans-Kovaryans modelinin haricinde
(%1 diizeyi igin) diger tim modellerin RMD tahmin performanslar1 yeterli
bulunmustur. Ancak, portfoy getiri dagilimi lizerinde sadece bir noktay1 ifade eden

RMD, bu noktanin altinda kalan portfoy kayiplarin1 dikkate almamaktadir. Bununla
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birlikte, uygulanan RMD Geriye Doniik testleri de sadece RMD degerini asan portfoy
kayiplarinin adediyle ilgilenmekte kayiplarin biiytikliigiinii dikkate almamaktadirlar.
Diger yandan, portféy BK degeri RMD degerini asan portfoy kayiplarmin
biiyiikliigiinii de dikkate alan uyumlu bir risk 6lciitiidiir. Ug farkli diizey icin (%5, %2.5
ve %1) uygulanan BK Geriye Doniik test sonuglarina gore ise sadece Diizenli Asma
kopula-GARCH modeli 1ii¢ diizeyin tamaminda Asan Kalintilar testinde
reddedilmeyerek diger modellere nazaran daha yiliksek p degerlerine ulasmis ve
Embrechts vd. (2005)’nin BK testinde de ilk sirada yer almistir. BK Geriye Doniik
testlerde Diizenli Asma kopula-GARCH modelinden sonra en iyi ikinci performansi

Student t kopula-GARCH modeli gostermistir.

Ozetle, bu calismada farkli kopula fonksiyonlari ile GARCH siireclerinin
kombinasyonlartyla olusturulan kopula-GARCH modellerinin BIST30 Endeks
kapsaminda listelenen ve belirli hisseleri iceren ilki portfdy dagiliminin ikincisi ise
portfoy riskinin belirlenmesi olmak tlzere iki farkli alandaki uygulamalarina yer
verilmistir. Her iki alandaki uygulamada da olumlu sonuglar elde edilmis ve diger
yontemlerle karsilastirildiginda en 1iyi ilk iki performansi gosteren modeller, alt ve iist
kuyruk bagimliligina sahip kopulalara dayali Diizenli Asma kopula-GARCH, Student
t kopula-GARCH veya Karisim kopula-GARCH modellerinden biri olmustur.

Bu aragtirmanin su ana dek acgiklanan birinci ve ikinci uygulama bulgular,
akademik arastirmacilarla birlikte alim-satim davraniglart ve portfoy yatirim
kararlariyla piyasa arz ve talebini olusturan finans profesyonellerinin portfoy risk
tahminleri veya portféy dagilim problemlerinin ¢6ziimii esnasinda ¢ok degiskenli
normal dagilim ile seriler aras1 dogrusal bagimlilik varsayimlarinin digina ¢ikabilen ve
ortak dagilimlarin u¢ kuyruk bolgelerinde gozlemlenen finansal varliklar arasi artan
birlikte hareketi de (bagimlilig1) modelleyebilen yontemleri kullanma gerekliligini

ortaya koymaktadir.

Ayrica, her iki alanda da (portfoy dagilimi ve risk yonetimi) son derece iyi
performans gosteren kopula-GARCH modellerinin performansi, yine BIiST30
Endeksi’nde listelenen hisse getirilerinin farkli marjinal modelleme yontemleri (uzun

hafizali veya Markov siiregleri gibi) ve/veya farkli kopula fonksiyonlarinin (“Ug
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Deger Kopulalar (Extreme Value Copulas)” gibi) kullanilmasiyla elde edilen
modellerin performansi ile karsilastirilabilecegi gibi arzu edilmesi durumunda farkl
donem ve yontemlere 6zgii genel bir performans degerlendirmesini igeren arastirmalar

da yapilabilecektir.
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