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OZET

Yedi boliimden olusan bu tezde, alisilmis metrik uzaylarin bir genellestirilmesi olan
rectangular M —metrik uzayda sabit cember kavrami ele alinarak bu uzayda sabit cemberlerin

mevcut olmasi ve yeganelik arastirilmistir.
Birinci bdliimde, tezin konusunun matematik literatiiriindeki yeri, kullanim ve gegtigi
stireclerden bahsedilerek calisilacak probleme giris yapilmis ve ayricanin ¢alismanin amaci

verilmistir.

Ikinci boliimde, ele alman problemin tarihsel siire¢ boyunca degisimi ve gelisimi

hakkinda mevcut literetiire kisaca deginilmistir.
Ucgiincii boliimde, ¢alisma icerisinde gerekli olacak temel kavramlara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, rectangular M —metrik uzay kavrami 6rnekleriyle ele alinip bu

uzayin analizsel ve topolojik 6zellikleriyle bazi sabit nokta teoremleri verilmistir.

Besinci boliimde, rectangular M —metrik uzaylarda sabit cemberin mevcut olmasi ve

yegane olmasi sartlari tespit edilerek ifade edilmistir.

Altinct ve yedinci boliimlerde calismada tespit sonuglar 6zetlenmis ve ayrica ele

alman probleme dair muhtemel yapilabilecek ¢aligmalara dair 6nerilerden bahsedilmistir.

Anahtar Kelimeler: metrik uzay, rectangular M/ —metrik uzaylar, sabit cember
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SUMMARY

In this thesis, which consists of seven chapters, the concept of fixed circle in
rectangular M —metric space, which is a generalization of usual metric spaces, is discussed
and the existence and uniqueness conditions of fixed circle theorems in this space are

investigated.

In the first chapter, the place of the subject of the thesis in the mathematics literature,
its usage and the processes it goes through are mentioned and the problem to be studied is

introduced and the purpose of the study is given.

In the second part, the current literature about the change and development of the
handled question in the historical process is briefly mentioned.

In the third chapter, the basic concepts, definitions and theorems that will be used in

the thesis are expressed
In the fourth chapter, the concept of rectangular M —metric space is discussed with
examples and some fixed point theorems are given with the analytical and topological

properties of this space

In the fifth chapter, existence and uniqueness conditions of fixed circle theorems in

rectangular M —metric spaces are given

In the sixth and seventh chapters, the findings and results obtained in the thesis are

summarized and suggestions for future studies are given.

Keywords: metric space, rectangular M/ —metric spaces, fixed circle
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1. GIRIS VE AMAC

Sabit nokta teorisi, basta matematik olmak {izere birgok bilim dalinda ¢ok sayida
uygulamasi olan biiyiileyici bir konudur. Bu nedenle literatiirde bulunan bir¢ok c¢alisma ile
farkli yonlerde gelistirilmis ve genisletilmistir. Ornegin matematikde diferensiyel
denklemler, integral denklemleri, potansiyel teori, yaklasim teorisi, oyun teorisi ve kontrol
sistemleri gibi alanlarda uygulanmasinin yani sira tipta tomografi, haberlesmede
interpolasyon, sinyal sentezleri, telekominikasyon, ve matematiksel ekonomi basta olmak
lizere, istatistik, miihendislik, esneklik teorisi, gibi farkli ¢alisma alanlarinda da c¢esitli

uygulamalarin1 goriilmektedir.

Sabit nokta teorisinin temelinde
” X herhangi bir kiime (uzay), A ile B AN B # () kosulunu saglayan X in alt kiimeleri(alt
uzaylari) olmak tizere 7' : A — B doniistimii ele alindiginda 7'(x) = x olacak sekilde x € A
nin varolmasi i¢in gerekli kosullar nedir?” sorusu yatmaktadir. Soruda ifade edilen = € A ya
T donlistimiiniin sabit noktas1 adi1 verilirken soruya cevap veren gerekli kosullar ifade eden

hipotezlere sabit nokta teremi denir.

Genel olarak sabit nokta teorisi c¢alismalar i¢in iic ana kola ayirilarak bir
siniflandirma yapilabilir. Bu ana kollar Brouwer’in 1912 yilindaki ¢alismasindaki sabit
nokta teoremini temele oturtan Topolojik sabit nokta teori, Banach’in 1922 yilindaki
caligmasinda ifade ettigi sabit nokta teoremini temele oturtan Metrik sabit nokta teori ve
Tarski’nin 1955 yilinda yayinladigi ¢alismasindaki sabit nokta teoremini merkeze alan

Ayrik sabit nokta teoridir.

Bu tez ¢alismasinda ana ekseninde Banach sabit nokta teoreminin bulundugu ve ana
hatlar1 bu teorem ile belirlenen Metrik sabit nokta teori alaninda calisilacaktir.Bu teorinin
kokenleri 19.ylizyillin ikinci yarisina kadar uzanirken oOzellikle diferasiyel denklemlere
yonelik ¢oziimlerin  varhigimi  ve tekligini belirlemek i¢in ardisik yaklagimlarin
kullanilmasina dayanir. Dolayisiyla bu yontem Cauchy, Liouville, Lipschitz, Peano,

Fredholm ve 6zellikle Picard gibi {inlii matematikgilerin isimleri ile iligkilidir.

Bununla birlikte, temeldeki fikirleri, temel diferansiyel ve integral denklemlerin
kapsaminin ¢ok Gtesinde genis uygulamalar i¢in uygun soyut bir gerceveye yerlestirilen
Polonyali matematik¢i Stefan Banach’tir. Banach analizde yaygin olarak kullanilan tiim

uzaylarin ortak bir 6zelligi olan “metrik tamliginin” temel roliinii farketti ve bunu teorinin



merkezine yerlestirdi. Bundan sonra uzun yillar boyunca metrik sabit nokta teorisindeki
caligmalar Banach biiziilme prensibinin ¢esitli uzantilar1 ve onlarin ¢esitli uygulamalar1 ile
sinirlt kaldi. Biiziilme kosulunun degismesi fikrine dayanan bu caligmalara 6rnek olarak
Kannan, Chaterjea, Bionehini, Reich, Hardy-Rogers gibi yazarlarlarin isimleri ile anilan

sabit nokta teoremleri verilebilir.

Ayrica Rhodes 1977 yilinda yayimladigi caligmasinda mevcut olan biiziilme
kosullarin ele alarak bu kosullar arasindaki iliskileri incelemis ve yeni biiziilme kosullart

ortaya atmistir. Glinlimiizde bu tarz calismalar yapilmaya devam etmektedir.

Bu alanda yapilan ¢alismalarin yogunlastigi bir diger fikirde basit¢e ¢alisilan metrik
uzay kavraminin genellestirilmesidir. 1906 yilinda Frachet’in ortaya attigi metrik uzay
kavrami aradan gecen yiizyili askin siirede c¢esitli sekillerde genellestirilmistir. Bu
caligmalara 6rnek olarak 1994 yilinda Matthews’in tanimladigir kismi metrik uzay, 2000
yilinda Branciori’nin tamimladigi Branciori (veya rectangular ) metrik uzay, 2007 de
Mustafa ve Sims’in tanimladigi G—metrik uzay, 2012 de Sedgi vd tanimladig1 S—metrik
uzay, 2014 yilinda Asadi vd tanimladigi M —metrik uzay, yine aym: yil Shukla’nin
tanimladig1 kismi rectangular metrik uzay kavramlar1 verilebilir. Giiniimiizde bu tarzda
caligmalar yogunlasarak yapilmaya devam etmektedir. Kisa bir arastirma ile ismi burada

bahsedilmeyen baska metrik uzay genellestirilmelerinin oldugu goriilebilir.

Yukarida ifade edilen bu alanda calismalarin yogunlastig1 fikirlerin disinda son
yillarda caligmalarin goriliip siklasmaya bagsladigi bir temel problem daha vardir. Bu
problem ise sabit nokta teorisinin temelinde yer alan sorunun ¢éziimii (¢6ziim kiimesi) bos
kiime, sonlu kiime veya sayilabilir ya da sayilamaz sonsuz kiime olabilir. Daha 6nce ifade
edilen ¢alisma alanlarinda bu kiimenin tek bir elemana sahip oldugu durumlara konsantre
olunmustur. Ancak Nihal Ozgiir ve Nihal Tas’in dnciiliik ettigi ve 2016 yilinda yaptiklart
calisma ile baslattiklar1 problem sabit nokta kiimesinin birden fazla eleman igermesi
durumunda bu kiimenin ne gibi geometrik 6zelliklerinin bulundugunun arastirilmasidir.
2016 yili sonrasinda basta Ozgiir ve Tas olmak iizere ¢esitli bilim insanlar1 tarafindan bu

soruya cesitli ¢ozlimler ve agilimlar getirilmistir.

Bu tez c¢alismasinda metrik sabit nokta teorisi ana kolunda yer alacak sekilde
(alisilmis) metrik uzayin bir genellemesi olan rectangular(dikdortgen) M —metrik uzaylarda
ele alinan bir kendi tizerine doniisiimiiniin sabit noktalarinin kiimesinin birden fazla eleman
ihtiva ettigi durumlarda bu noktalarin geometrik 6zellikleri incelenecektir. Daha agikc¢a bu
sabit noktalarin ne zaman ya da hangi kosullar altinda bir ¢cember {izerinde bulunduklar1 ve

yahut da ne zaman veya hangi kosullar altinda bir cemberin sabit kaldig1 arastirilacaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Matematik analizin teorinin calismatekniklerinden etkilenmistir. Ote yandan
kiimelerin cebirsel ozellikleri ilerlemeler kaydetmek icin yetersizlik gdstermeye
basladigindan metrik uzaylara gerek duyulmustur. Metrik uzay ifadesi ilk olarak 20.
ylzyilinin hemen basinda Maurice Fréchet tarafindan tanitilmistir (Fréchet, 1906). Fréchet
20. yiizyilin aslarinda kaleme aldig1 makalesinde uzaklik fonksiyonu kavraminin tanimini

asagidaki sekilde yapmustir.

Tamm 2.1 X = () bir kiime olmak iizere d : X x X — R fonksiyonu

1)Her x,y € X icinx = y < d(x,y) = 0 dwr. (Ozdeslik)

2)Her x,y € X i¢in x # y ise d(z,y) > 0 dir. (negatif olmama)

3)Her x,y € X igcin d(x,y) = d(y, x) dir. (Simetri)

4 Her z,y, z € X icin d(z,y) < d(x, z) + d(z,y) dir. ( Uggen esitsizligi)

sartlarim gergekliyorsa d fonksiyonuna X iizerinde bir uzaklk fonksiyonu ve (X, d)

ifadesine de metrik uzay ad verilir.

Bu d ifadesine uzaklik fonksiyonu ismi yerine metrik ismini ilk kullananan bilim
insan1 iinlii matematik¢i Hausdorff olmustur. Bu sayede klasik analiz alani modernize
olmustur yani klasikten moderne gecis saglanmistir. Gergekten de reel ve kompleks
uzaylarda iyi anlagilmis olan bir ¢ok ehemmiyetli 6zelliklerin bir baska uzaya asinma
yontemleri metrik ve metrik uzay kavrami ile elde edilir. Dahasi topoloji alaninda oldukca
soyut olan baz1 kavramlar, metrik uzaylarda daha somut sekilde agiklanma firsat1 elde eder.
Maurice Fréchet ayrica lineer metrik uzay ifadesini 1926 yilindaki gergeklestirdigi bir
makalesinde tanimlamistir (Fréchet, 1926). Daha sonra metrik uzayla ilgili sayisiz
caligmalar tiretilmis ve uygulama alanlar1 incelenmis olup bunun neticesinde metrik uzaylar

matematigin en énemli konularindan biri olmustur.
1994 te Matthews birbine esit noktalar arasindaki uzakligin sifir olmasinin
gerekmedigi kismi metrik uzay kavramini bilinen metrik uzayin bir genellemesi olarak

tanimlamistir.

Matthews’in 1994 te verdigi tanim asagidaki gibidir.



Tanmim 2.2 Bos olmayan bir X kiimesi ve her x,y,z € X igin

Dd(z,z) = d(y,y) = d(z,y) &z =y
2)d(z, ) < d(z,y)
3)d(x,y) = d(y, )
Dd(x,y) < d(z,z) +d(z,y) —d(z,2)

sartlarim gercekleyen d : X x X — [0,00) fonksiyonuna X iizerinde bir kismi uzaklik

Sfonksiyonu ve (X, d) ifadesine de kismi metrik uzay adi verilir.

Buna gore kismi metrik uzaylarda ilging olan 6zellik metrik uzay teorisinde olanina
aksine bir noktanin kendisine olan uzakligin sifir olmak zorunda olmamasidir.

Kismi metrik uzaya bir drnek olarak (X, d) bir metrik uzay ve
B(X) ={B(z,r) | B(z,r) ={y € X [ d(z,y) <r,z € X,r > 0}}
olmak tizere her B(z1,71),B(x2,12) € B(X) igin
d*(B(zy,11), B(x2,72)) = d(x1, 22) + max {ry,rs)}
bi¢ciminde tanimlanan d* : B(X) x B(X) — [0,00) ifadesi B(X) iizerinde bir kismi

metriktir. Dolayisiyla (B(X), d*) bir kismi metrik uzaydir. (Tomar vd,2020)

2000 yilinda Branciari yayimladigi ¢calismasinda (alisilmis) klasik metrik uzaydaki
ticgen esitsizligi kavramimi genigletilerek Branciari metrik uzay ya da rectangular
(dikdortgen) metrik uzay ifadesini asagidaki sekilde tanimlamistir.

Tamim 2.3 Bos olmayan bir X kiimesi ve her x,y € X ile her u,v € X \ {x,y}, u # v i¢in

Dd(z,y) =0 z=y
2)d(z,y) = d(y,z)
3)d(x,y) < d(x,u) + d(u,v) + d(x,y)

sartlarim gergekleyen d : X x X — [0,00) fonksiyonuna X iizerinde bir Branciari

(rectangular) metrik ve (X, d) ifadesine Branciari (rectangular) metrik uzay denir.

Daha sonra 2014 yilinda Shukla, Branciari’nin c¢alismasindan esinlenerek kismi
metrik ile rectangular metrik fikirlerini birlestirerek kismi dikdortgen metrik uzay ifadesini

asagidaki sekilde tanimlamistir.



Tamm 2.4 Bos olmayan bir X kiimesi ve her x,y, € X ile her u,v € X \ {z,y}, u # v igin

Dd(z,z) = d(y,y) = d(z,y) & = =y

(s, 7) < dr.y)

3)d($v y) = d(ya )

Dd(z,y) < d(z,u) + d(u,v) + d(v,y) — d(u,u) — d(v,v)

sartlarim gergekleyen d : X x X — [0, 00) fonksiyonuna X iizerinde bir kismi rectangular

metrik ve (X, d) ifadesine kismi rectangular metrik uzay adi verilir.

Yine ayn1 y1l yani 2014 yilinda Asadi vd yaptiklari ¢alisma ile kismi metrik uzay kavramini

genisleterek adina M —metrik uzay dedikleri kavrami asagidaki gibi tanimlar.

Tanim 2.5 Bos olmayan bir X kiimesi ve her x,y, z € X ve i¢cin

My, := Min {m(x, x), mey, y)} ve M, , := max {m(a:, x), m,(y, y)}

olmak tizere

Dm@,x) =myy =My & =1y

2)Myy < M, y)

3)ym,y) = my, )

) (m@,y) — may) < (M@, 2) = maz) + (m(z,y) — mey)

sartlarim gergekleyen m : X x X — [0, 00) fonksivonuna X iizerinde bir M —metrik ve
(X, m) ifadesine de M —metrik uzay denir.

2018 senesinde Ozgiir vd yaptiklari ¢alismada Branciari’nin rectangular metrik uzay
kavrami ile Asadi vd’nin M —metrik uzay kavramini birlestirerek rectangular M —metrik

uzay kavramini asagidaki gibi tanimlamustir.

Tanim 2.6 Bos olmayan bir X kiimesi ve her x,y, € X her u # v olacak sekildeki u,v €
X\ A{=,y} icin

my, , = min{m,(z,z), m.(y,y)} ve M,, , = max {m.(z,z),m,(y,y)}



olmak tizere

Dm(z,y) = my,, = M

Tz,y

Sr=y

w

m,(z,y) = m,(y,z)

)

2)m x,y S m'f‘(l‘7 y)
)
Y (z,y) — myy) < mp(z,u) —my, , +my(u,v) —m,, , +m.(v,y) —m,,,

=~

kosullarimi sagliyorsa m, ye X iizerinde bir rectangular M —metrik ve (X, m,.) ifadesine

rectangular M —metrik uzay denir.

Buraya kadar ifade edilen kavramlar X # @ kiimesi i¢in X x X iizerinde tanimlanan
(alisilmig) metrik kavraminin yine X x X iizerindeki genellemeleridir. Ancak 1906 metrik
kavraminin tamimlanmasindan sonra gegen siirecte (alisilmis) metrik kavrami dnceleri X x
X x X tizerinde sonrasinda X x X X ... x X tlizerinde genellestirilmistir. Bu kavramlara
ornek olarak 2—, D—, G—, S—, A—metrik uzay kavramlari verilebilir. Fakat tez ¢alismasinda
bu tarz genellestirilmeler ile ilgilenilmeyeceginden detaylandirilmay1p sadece isimlerin ifade
edilmesi ile yetinilecektir. Bu kavramlara dair daha detayli bilgiler i¢in Gahler, 1963, Dhaye,
1994, Mustafa vd 2007, Sedhgi vd 2012 ve Abbas vd 2015 ¢aligmalarina bakilabilir.

Metrik uzaylarin genellestirilmesine yonelik aragtirmalar devam ederken 2017
yilinda Nihal Ozgiir ve Nihal Tas standart sabit nokta teoremlerini diizenleyerek klasik
metrik uzaylarda ve S—metrik uzaylarda sabit ¢ember kavramini ortaya attilar ve ayni

zamanda sabit cemberlerin mevcut olma ve yeganelik kosullarini arastirmislardir.

Metrik uzayin genellestirilmesi iizerine ¢aligmalar siirerken Banach’in 1922 yilinda
ortaya koydugu biiziilme kosulunun genellestirilmesi {izerine de c¢aligmalar yapiliyordu.
Bunlara érnek olarak Meir-Keeler’ mn 1969, Ciri¢’in 1974 , Ekeland’ in 1974 , Caristi’ nin
1976 yilinda ve Rhodes’in 1977 yilinda yaptiklar1 ¢aligmalar verilebilir. Elbette bu tarz
caligmalar giiniimiizde de metrik uzaylarda ve metrik uzaylarin genellestirilmislerinde de

hizla devam etmektedir.

Bununla birlikte metrik uzaylarda ele alinan kendi iizerinde doniisiimiiniin tek bir
sabit noktas1 olmak zorunda degildir. Dahas1 doniisiim birden fazla sabit noktaya olabilir.
Bu noktada ele alian sabit noktalarin ne gibi geometrik 6zellikleri oldugu akillara gelmis
olup Ozgiir ve Tas’ 1n 2016 yilinda baslattiklar1 ¢alismalar ile sabit noktalarin geometrik
ozellikleri incelenmeye baslanmistir. Boylece ilk olarak sabit noktalarin ne zaman bir
cember olusturacagi sorusu ile sabit cember kavrami ortaya ¢ikmistir ve kisa zamanda
bir¢cok sonug¢ bulunmustur. Sonralarda ¢alismalar ¢esitlenerek ve sabit disk, sabit elips, sabit

hiperbol, sabit Cassini ovali, sabit Apollonius ¢emberi gibi ¢esitli kavramlara ulagilmistir



bu konularda ¢aligsmalar (alisilmis) metrik uzay ve metrik uzayin genellestirilmesinde hizla
devam etmektedir. Bunlar ile ilgili detayl bilgiler igin Ozgiir ve Tas > m 2016, 2017, 2018,

2019, 2021 ve Er¢inar’in 2020 ¢alismalarina ve onlarin referanslarina bakilabilir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez ¢alismasinda ele alinarak rectangular M —metrik uzaylarda ele
almacak olan sabit gember konusunda verilecek kavram ve teoremleri anlasilir kilmak adina
bu kavram ve teoremlerin (alisilmig) metrik uzaydaki halleri literatiirden Ozetlenerek

verilecektir.

3.1 METRIK UZAYLARDA BAZI SABIT CEMBER
TEOREMLERI

Bu kisimda klasik metrik uzaylarda sabit ¢ember teorisine dair kavram, tanim ve
teoremler Ozgiir ve Tas, 2017 makalesinden Ozetlenerek verilmistir. Burada verilen
teoremlerin ispatlarma Ozgiir ve Tas’ 1, 2017 ¢alismasindan ulasilabilir. Bu kisimda
verilmis olan Ornekler ilgili ¢alismada yer alan Orneklerden fakli olup farkli 6rnekler igin

ilgili calismaya bakilabilir.

Bir kendi iizerine doniigiimiin sabit noktalarinin sayisi birden ¢ok oldugunda bu
noktalarin ne zaman veya hangi kosullar altinda bir ¢ember teskil edecekleri sorusu ile sabit
cember teorisi ile ilgili calismalar baslamistir. Bu baglamda ilk olarak ¢ember ve sabit
cember tanimlar1 verildikten sonra sabit ¢emberlerin varlik kosullar1 ile ilgili teoremler

verilecektir.

Tanim 3.1 (X, d) bir (alisilmis) metrik uzay, xo, X de bir nokta ve r pozitif bir reel sayi
olsun. Buna gére

Coor ={z € X | d(z,20) =1}

kiimesine merkezi xq noktasi ve yarigapi r olan ¢cember denir. (Ozgiir ve Tas, 2017)

Tamm 3.2 (X, d) herhangi bir (klasik) metrik uzay, C, , ilgili uzayda merkezi x, ve yari¢api
r olan bir ¢cember olsun. Ayrica T, uzayin kendi tizerine bir doniisiimii olmak iizere her x €
Coor i¢in Tx = 1 ise Cy, . ¢emberine T doniisiimiiniin bir sabit gemberi denir. (Ozgiir ve
Tas, 2017)



Bu boliimiiniin bundan sonraki kisminda verilecek olan teorem 3.7 -3.10 da alisilmis
metrik uzayda bir 7" uzayin kendi iizerine bir doniisiimii i¢in sabit gemberlerin mevcudiyetini

garanti eden sartlar ifade edilmistir.

Teorem 3.1 (X, d) bir klasik metrik uzay ve Coor klasik metrik uzayda merkezi v, ve
yarigapt v olan ¢cember olsun. Ustelik ¢ : X — [0, oo) ifadesi her v € X i¢in ¢, = d(z, x)
olacak seklinde tamimlansin. O halde, T' : X — X doniisiimii her x € Cy, , i¢in,

(C{D)d(z, Tz) < ¢(x) — ¢(T')
(C82)d(Tx, z0) > 7

sartlarini gergekliyorsa Cy, . ¢emberi T' doniisiimiiniin sabit ¢emberidir. (Ozgiir ve Tas,
2017)

Bu noktada teorem 3.7 deki (C¢1) kosulu x noktasmin 7" déniisiimii altindaki
gortlintlisii olan 7'z noktasinin C,, . ¢emberinin iginde veya lizerinde olmasi gerektigini
yani Tz noktasmm C, . ¢emberinin i¢inde olmayacagini ifade eder. Benzer seklide (C{2)
kosulu da T'x noktasinin Cy, , ¢emberinin diginda veya iizerinde olmasi gerektigini yani 7'z
noktasinin C, . ¢emberinin iginde olmayacagini ifade eder. Dogal olarak iki kosul ayni

anda gecerli oldugunda tek durum 7'x noktasinin ¢gemberin iizerinde olmasidir.

Bu noktada (C?1) ve (C¢2) kosullarinin geometrik yorumlari asagida yer alan Sekil
3.1, Sekil 3.2 ve Sekil 3.3 de verilmektedir.
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Sekil 3.1 (C¢1) kosulunun geometrik yorumu
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Sekil 3.2 (C{2) kosulunun geometrik yorumu

\

Sekil 3.3 (C{1) N (C{2) kosulunun geometrik yorumu

Ornek 3.1 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele

alinsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy y gemberi ve her x € R icin Tx = 3 doniisiimii

g0z oniine alinsin. Buna gore agik¢a

Con={reR|dz,0)=1}={z R[]z -0/ =1} ={-1,1}

dir. Ustelik her x € Cy igin (C{1) kosulu

r=—ligin|-1—(-1)3<1—-]-1-0/=0<0
r=1ligin|1—(1)3<1—-|1-0/=0<0
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olup saglanir. Benzer sekilde her x € Cy ; icin (C{2) kosulu

r=—ligin|(1)*-0/>1=1>1
x=1ligin|l—-0[>1=12>1

olup saglamr. O halde C 1 ¢cemberiT" doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.
Ornek 3.2 Bir onceki érnek 3.1 de alinan metrik uzay ve ¢ember yeniden ele alinsin.

AyricaT : X — X doniistimii her x € R icin Tx = ix‘g olacak sekilde tamimlansin. Buna
gore her v € Cy; igin (C{1) kosulu

e = —Ligin |1~ H1P] < 1= [H-1p 0] - § <3
= Ligin |1 = J0F] < 1= [J0 —0] = £ < 3

olup saglantyor iken agik¢a (C§2) kosulu
x=—1ligin|5(~1)* —0| >1=2 <3

b= Ligin |1 — HUP| £ 1— [§(1P — 0] >} 2 1

oldugundan saglanamaz. Dolayisiyla Cy, ¢emberi T doniigiimiiniin bir sabit ¢emberi
degildir

Ornek 3.3 Ornekte alinan metrik uzay ve ¢ember ele alnsin. Ayrica T @ X — X
doniisiimii her v € R icin Tx = x° — 2 olacak sekilde tammlansin. Buna gére her x € Co

icin (C91) kosulu apagik bir sekilde

x=—1igin|—1— (=13 42/ <1—|(-1)3 —2| =2 < -2
x=1Tlicin|l — (1P +2/<1—[1*—-2/=2<0

olup saglanamaz iken (C{2) kosulu

r=—ligin|(-1P*-2-0/>1=3>1
r=1ligin|1>-2-0/>1=1>1

olacagindan saglanir. Dolayisiyla Cy , ¢cemberi T' doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.
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Teorem 3.2 (X, d) bir klasik metrik uzay ve Coor klasik metrik uzayda merkezi o ve
yarigapt v olan ¢ember olsun. Ayrica ¢ : X — [0, 00) ifadesi her x € X i¢in ¢, = d(x,xg)
olacak sekilde tanimlansin. O halde, T': X — X doniisiimii her x € Cy, . icin,

(C§1)d(x, Tx) < ¢(x) + ¢(Tx) — 2r
(C92) d(Tx,z0) <7

sartlarini gergekliyorsa C,, , ¢emberi T' doniisiimiiniin sabit ¢emberidir. (Ozgiir ve Tas,
2017)

Bu noktada teorem 3.8 deki (C¢1) kosulu x noktasimin 7' doniigiimii altindaki
goriintiisii olan 7'z noktasinn C,, , ¢emberinin iginde veya iizerinde olmasi gerektigini
yani T'z noktasinin C, , ¢emberinin i¢inde olmayacagini ifade eder. Benzer seklide (Ci2)
kosulu da T'x noktasinin C,, , ¢cemberinin disinda veya lizerinde olmasi gerektigini yani T'x
noktasmin C;, ¢emberinin iginde olmayacagim ifade eder. Dogal olarak iki kosul ayni

anda gecerli oldugunda tek durum 7'z noktasinin ¢gemberin iizerinde olmasidir.

Bu noktada (C¢1) ve (C42) kosullarinin geometrik yorumlari agagida yer alan Sekil
3.4, Sekil 3.4 ve Sekil 3.6 de verilmektedir.
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Sekil 3.4 (C¢1) kosulunun geometrik yorumu
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Sekil 3.5 (C42) kogulunun geometrik yorumu
I|
>\ |

Sekil 3.6 (C41) N (C¥2) kosulunun geometrik yorumu

Ornek 3.4 X = R ve d,R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele

alinsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy 1 ¢emberi ve her x € R igin Tx = 2x* doniisimii

g6z oniine alinsin. O halde

Cop={reR|dxz,1)=2}={reR ||z -1 =2} ={-1,3}

dir. Ustelik her x € C1 5 igin (C41) kosulu

x=—ligin|-14+2]<14+4-2=1<3
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x=3igin |3 —54] <3+52—-2=51 <51
olup saglamr. Benzer sekilde her v € Cy igin (C42) kosulu

r=—-ligin|24+2|<1=4<1
x=3i¢in|2—-54|<1=52<1

olup saglanmaz. O halde Cy 1 ¢cemberiT' doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.
Ornek 3.5 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele

alimsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cs, ¢emberi ve her x € R igcin Tx = —In|z| + g

dontistimii goz ontine alinsin. O halde

Corn={reR|dx1)=2}={zeR||z—1 =2} ={-1,3}

dir. Ustelik her x € C1 5 igin (C41) kosulu

v=—1ligin|-1-2,5|<1425-2=35<-15
x = 3icin |3 — (1,4013)] < 3+ 1,4013 — 2 = 1,5987 < —0,4013

olup saglanmaz. Benzer sekilde her v € Cy igin (C42) kosulu

r=—1ligin|2,5—-2—-0/<1=0,5<1
x=3i¢in|1,4013 -2 -0/ <1=10,598 <1

olup saglamr. O halde Cs 1 ¢cemberi T doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 3.6 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele

alimsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy o ¢emberi ve her x € R i¢in Tx = %

doniisiimii goz ontine alinsin. O halde

Cop={reR|dz,0)=2}={reR||z—-0|=2} ={-2,2}

dir. Ustelik her x € Cy 5 igin (C41) kosulu

x=—2igin |-2 — (=2)| < |-2 = 0| +|-2-0—4=0<0
r=2icin|2—-2[<|2—0/+|2—-0[—4=0<0

olup saglamr. Benzer sekilde her v € Cy 5 igin (C42) kosulu
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r=-—2i¢in|-2—-0[<2=2<2
v =2icin|2— 0| <2=2<2

olup saglamr. O halde C 5 cemberi T" doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Teorem 3.3 (X, d) bir alisilmis metrik uzay ve Cy, , alisiimis metrik uzayda x, merkezli r
yarigapli gember olsun. Ustelik ¢ : X — [0, o) fonksiyonu her x € X igin ¢, = d(z, x)
olacak sekilde tammlansin. Bu taktirde, T : X — X doniisiimii her v € Cy,, ve bazi
h € [0,1) i¢in

(C§1)d(x, Tz) < ¢(x) — ¢(T')
(C42) hd(z, Tx) + d(Tx,20) > 71

kosullarim saghyorsa Cy,, ¢emberi I' doniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir. (Ozgiir ve Tas,
2017)

Bu noktada teorem 3.9 daki (C$1) kosulu x noktasmin 7' déniisiimii altindaki
gortlintlisii olan Tz noktasinin Cy, , ¢emberinin iginde veya iizerinde olmasi gerektigini
yani Tz noktasinin Cy, ,- gemberinin i¢inde olmayacagin ifade eder. Benzer seklide (C42)
kosulu da T'x noktasimnin Cy, , ¢emberinin diginda veya iizerinde olmasi gerektigini yani 7'z
noktasmin C,, . ¢emberinin iginde olmayacagini ifade eder. Dogal olarak iki kosul ayni

anda gecerli oldugunda tek durum 7'z noktasinin ¢emberin iizerinde olmasidir.

Bu noktada (C¢1) ve (C¢2) kosullarinin geometrik yorumlari asagida yer alan Sekil
3.7, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9 de verilmektedir.
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Sekil 3.7 (C¢1) kosulunun geometrik yorumu

2
NG

Sekil 3.8 (C42) kosulunun geometrik yorumu
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Sekil 3.9 (C41) N (C42) kosulunun geometrik yorumu

Ornek 3.7 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele
alimsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy o ¢emberi ve her x € R i¢cin Tx = mx + 20

doniisiimii goz ontine alinsin. h € [0, 1) olmak iizere

Coa={reR|dz,0)=2}={zeR||z—-0|=2} ={-2,2}
dir. Ustelik her © € C 5 igin (C§1) kosulu

r=—-2i¢cin|-2+27+20| <2—|-2r+20| =22 - 27 < —18 — 27
v =2icin |2 — 21 —20] <2 — |27 +20] = 18 + 27 < —18 — 2r

olup saglanmaz. Benzer sekilde her x € Cy 5 igin (C§2) kosulu

v = —2igin 1|22 — 21 + |20 — 27| > 2 = h(22 — 27) + 20 — 27 > 2
x = 2igin h|18 + 27| + 20 + 27| > 2 = h(18 + 27) + 20 + 27 > 2

olup saglamr. O halde C\ 5 cemberi T" doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 3.8 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele

223 —1

alimsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy, ¢emberi ve her v € R i¢in Tx = 3

doniisiimii goz ontine alinsin. h € |0, 1) olmak iizere

Cop={xeR|d(z,0)=1}={zeR ||z -0 =1} ={-1,1}
dir. Ustelik her x € Cy; igin (C41) kosulu
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x:—ligin’—l—% <1-

2(1)%3 -1
L=

2L o[ =0 <0

x = 1i¢in <1- 3

2(1)%-1 _0’ = 2<2
3 — 3

olup saglanir. Benzer sekilde her x € Cy ; icin (C§2) kosulu

4 ‘2(—13)3—1

e 2(1)3-1 2(1)3-1 2h 1
:E—lzg:znh‘l— 3 ‘+‘ 5 _0‘21:>?+321

>1=1>1

et 2(-1)3-1
.T——llQ’ll’lh‘—l— 3

olup saglanmaz. O halde C 1 ¢emberiT' doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir.

Ornek 3.9 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay ele
alinsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy o gemberi ve her x € R icin Tx = 3 doniisiimii

goz oniine alinsin. Buna gore agik¢a

Coz={zeR|d(z,0)=2}={zeR ||z -0 =2} ={-2,2}
dir. Ustelik her x € Cy icin (C§1) kosulu

r=—-2igin|-2—(-1)3<1-]-2-0/=0<0
r=2i¢in|2— (13 <1-2-0/=0<0

olup saglanir. Benzer sekilde her x € C 5 icin (C42) kosulu

r=—2iginh|-2— (1) +[(-2)* -0/ >3h+8=3h+8>2
r=2icinh|2—(1)|+|(2)°*-0[>h+8=h+8>2

olup saglamr. O halde C 5 cemberi T" doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Teorem 3.4 (X,d) bir klasik metrik uzay ve Cror klasik metrik uzayda merkezi x,
yarigapt r ¢ember olsun. Ayica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her v € X i¢in ¢, = d(x,xg)
olacak sekilde tanimlansin. Bu taktirde, T' : X — X doniisiimii her v € Cy, , igin,

(C{1)d(z, Tx) < ¢(x) + ¢(Tx) — 2r
(C2) d(x, Tz) + d(Tx,70) <7

sartlarini gergeklestiriyorsa Cy, » ¢emberi T doniigiimiiniin sabit cemberidir. (Ozgiir ve Tas,

2017)
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Ornek 3.10 X = R ve d,R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele
alinsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy; cemberi ve her x € R igin Tx = z* doniisiimii

g0z oniine alinsin.h € [0, 1) olmak iizere

Cor={reR|dz,0) =1} ={z R ||z -0 =1} = {~1,1}

dir. Ustelik her x € Cy; igin (C§1) kosulu

v = —ligin|—1—(—12|<14+[1-0—2=0<0
r=1ligin|1— (1) <1+[1-0-2=0<0

olup saglamr. Benzer sekilde her x € Cy igin (C§2) kosulu

r=—ligin]l — (-1)*)|+1-0/<1=1<1
r=1ligin|]l— (1)} +1-0/<1=1<1

olup saglamr. O halde C 5 ¢cemberi T" doniisiimiiniin bir sabit cemberidir.

Ornek 3.11 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele
alimsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy, ¢emberi ve her v € R icin T : X — X
dontistimii her v € R igin Tx = %x?’ olacak sekilde tanimlansin. Buna gore her v € Cp,
i¢in (C¢1) kosulu

1O -2 b3
] <1+ 0P 0] 25 h<

r = —1icin }— —

OO D=

r = 1icin |1 — =
olup saglanmiyor iken agik¢a (C§2) kosulu

x=—Lligin|—1— (-1 3}+\1 P -0[<1=1<1
x = Ligin |1 — $(1)*| + 0 — L( }<1:1<1

oldugundan saglamir. Dolayisiyla Cy  cemberi T' doniisiimiiniin bir sabit cemberi degildir

Ornek 3.12 X = R ve d, R iizerinde standart metrik olmak iizere (R, d) metrik uzay: ele
alinsin. Ayrica (R, d) metrik uzayinda Cy; ¢emberi ve her x € R icin Tx = % olacak

sekilde tanimlansin. Buna gére her x € Cyy igin (C$1) kosulu

r=—ligin|—-1— (=13 <1+]1+1]-2=0<1
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r=3igcin|3— (3| <1+](3)*—-2—2= 24<24
olup saglamyr. Ve agtk¢a (C$2) kosulu

r=—ligin|l — (—1)®)|+]-1-2|<1=5<1
r=3igin|l1— (3)*)|+1[3*-2|<1=51<1

oldugundan saglanmaz. Dolayisiyla Cyy ¢emberi T doniisiimiiniin bir sabit ¢emberi
degildir

Bu noktada teorem 3.10 daki (C¢1) kosulu = noktasinin 7' doniigiimii altindaki
goriintlisti olan 7'z noktasinin C,,, ¢emberinin iginde veya iizerinde olmasi gerektigini
yani Tz noktasinmn C,, , ¢emberinin i¢inde olmayacagin ifade eder. Benzer seklide (C{2)
kosulu da T'x noktasinin C., , ¢cemberinin disinda veya lizerinde olmasi gerektigini yani T'x
noktasmin C;, ¢emberinin iginde olmayacagim ifade eder. Dogal olarak iki kosul ayni

anda gecerli oldugunda tek durum 7'z noktasinin ¢cemberin iizerinde olmasidir.

X bostan farkli bir kiime olmak iizere X kiimesi {izerinde birim doniisiim [, goz
ontline almirsa doniisiim teorem ile verilen kosullari apagik olarak saglar. Ancak birim
doniisiim tiim uzay1 sabit biraktigindan g¢emberlerinde sabit birakmasi ¢ok anlamli
olmayacaktir. Bu nedenle asagidaki hipotez sabit cembere sahip bir doniisiimiiniin hangi

kosullarda birim doniisiim ile ¢akisacagini ifade etmektedir.

Teorem 3.5 (X, d) bir alisilmis metrik uzay ve Cio.r alisilmis metrik uzayda xo merkezli r
yarigapl ¢cember olsun. Ustelik ¢ - X — [0, oo) fonksiyonu her x € X i¢in ¢, = d(x, o)
olacak sekilde tanimlansin. Bu taktirde, T : X — X doniigiimii her x € X ve bazi h > 1

icin

¢(z) — ¢(T'z)
h

kosulunu saghyorsaT = I, dir ve C, , cemberiT' doniisiimiiniin bir sabit cemberidir. ( Ozgiir
ve Tas, 2017)

d(z,Tx) <

3.2 METRIK UZAYLARDA BAZI TEKLIK
TEOREMLERI

Bu boéliimiin  bagindan bu noktaya kadar olan kisimda (alisilmis) merik uzayda xg

merkezli r yaricapli ¢emberin nokta nokta sabit kalmasini saglayan 7" doniisiimiiniin
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kosullar1 incelenmistir. Ayrica C,, , gemberinin nokta nokta sabit birakan doniisiimiin hangi
kosullar altinda birim doniistim olacagi verilmistir. Asagidaki 6nermeler alisilmis metrik
uzayda birden fazla ¢emberi invaryant birakan doniistimlerin mevcut oldugunu ifade

etmektedir.

Onerme 3.1 (X, d) bir alisilmis metrik uzay ise Cy, ,, ve Cy, », bu metrik uzayda herhangi
iki cember olsun. O halde C.,, ., ve Cy, ,, cemberlerinin ikisini de nokta nokta sabit birakacak

sekilde (X, d) metrik uzayinda en az bir T - X — X déniisiimii vardir. (Ozgiir ve Tas, 2017)

Onerme 3.2 (X,d) bir ahsimis metrik uzay ise Cyy .y ...,Cy, . bu metrik uzayda
herhangi n tane ¢ember olsun. O halde Cy, .., ..., Cy,, ., ¢emberinin her birini nokta nokta

sabit birakacak sekilde en az bir tane T’ : X — X doniisiimii vardrr.

Bu Onermelerden sonra dnemli bir problem giindeme gelir. Bu problem ise bir
(X, d) bir metrik uzayinda 7' : X — X doniistimiiniin hangi kosullar altinda bir tek sabit
cembere sahip olur ?” seklindedir. Bu halde asagida ifade edilen ii¢ teorem bu soruya yanit

vermektedir.

Teorem 3.6 (X, d) bir alisilmis metrik uzay, Cy, , bu metrik uzayda bir cember ve T' : X —
X déniisiimii (C{1), (C¥2) kosullarint saglasin. Bu durumda x* € Ci .,y € Copyryy €
X\ Cyyr ve bazi h € [0,1) igin T doniisiimii d(Tz, Ty) < hd(x,y) kosulunu saglyorsa

Cyo.r ¢cemberi T' doniisiimiiniin biricik sabit cemberidir.

Teorem 3.7 (X, d) bir alisilmig metrik uzay, Cy, , bu metrik uzayda bir cember ve T’ : X —
X doniisiimii (C41), (CY2) kosullarini saglasin. Bu durumda v € Cyy .y € X \ Cyy, ve
bazi h € |0, 1) i¢cin T déniisiimii d(Tx, Ty) < hd(z,y) kosulunu sagliyorsa C,, . cemberi T

doniistimiiniin biricik sabit cemberidir.

Teorem 3.8 (X, d) bir alisilmig metrik uzay, C., , bu metrik uzayda bir cember ve T : X —
X doniisiimii (C§1), (C42) kosullarin saglasin. Bu durumda x € Cy, .,y € X\ Cy, - igin T
doniisiimii (C3)** max {d(z,y),d(z, Tx),d(y, Ty),d(z, Ty),d(y, Tx)} kosulunu sagliyorsa

Cyo.r cemberi T doniisiimiiniin biricik sabit cemberidir.
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3.3 SABIT CEMBER TEORININ SUREKSIZ
AKTIVASYON FONKSIYONLARINA BIR
UYGULAMASI

Bu kisimda sabit ¢ember teorinin bir uygulamasindan bahsedilecektir. Baz1 6zel

metrik uzaylarda sabit noktalara ait doniisiimler sinir aglarinda aktivasyon fonksiyonu

az+b
cz+d

bigminde tanimlanan 7" : C — C doniisiimlerine Mobius doniisiimii denir ve Mdbius

olarak kullanilirlar. Ornegin a,b,c,d € C ve ad — bec # 0 olmak iizere T(z) =

doniistimleri aktivasyon fonksiyonu olarak kullanilirlar. Mdbius dontistimiiniin en ¢ok iki
sabit noktast olup Mandic 2000 yilindaki ¢aligmasinda bir aktivasyon fonksiyonunun sabit
noktalarinin varligmi altta yatan Mobius donilisiimii tarafindan garanti edildigini
gbzlemledi. 2011 yilinda yaptiklar1 calismada Ozdemir vd. bir kompleks degerde sinir ag
i¢in bir gemberi sabit birakan aktivasyon fonksiyonlarinin yeni tipini tanittilar. Aktivasyon
fonksiyonlarinin bu tiplerinin kullanilmas: kompleks degerli Hopfield sinir aglarinin sabit
noktalarinin varligimi garanti etmek ic¢in 151k tutar. Dolayisiyla reel degerli ve kompleks

degerli sinir aglarinda siireksiz aktivasyon fonksiyonlarinin bazi uygulamalar: vardir.

Oncelikle Bisht ve Pant, 2017 calismasinda yer alan bir siireksizlik teoremi

hatirlatilsin.

Teorem 3.9 : (X, d) bir tam metrik uzay ve her x,y € X igin

M (o) = mas {0 d(a, T, d ), 2T A0 LD

olsun. Ayrica T : X — X doniisiimii icin T*siirekli ve

(1)¢ : RT — RT hert > 0igin ¢(t) < t olacak sekilde doniisiimii olmak iizere d(Tx, Ty) <
O(M(z,y)) dir.

(1) Verilen bir e > 0 ig¢ine < (M(z,y) < e + d igin d(Tx,Ty) < € olacak sekilde 6(¢) > 0
vardr.

kosullar: saglansin. Bu takdirde 'T' doniigiimii bir tek z sabit noktasina sahiptir ve her v € X
icin (T"x) — z dir. Ustelik T doniisiimiiniin z sabit noktasinda siireksiz olmast icin gerek ve
yeter sart lim,__,, M (x, z) # 0 olmasidir. (Bisht vd, 2017)

Onerme 3.3 (X, d) bir alisilmis metrik uzay, T : X — X doniisiim ve Cyo.r» T nin bir sabit
gemberi olsun. Buna gére T' doniisiimiiniin herhangi bir x € C,, , noktasinda siireksiz olmasi

icin gerek ve yeter kosul lim,__,, M (z, z) # 0 olmasidwr. (Ozgiir ve Tas, 2017)
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Yukaridaki Onerme bir metrik uzayda sabit ¢embere sahip bir doniisiimiin ¢ember

iizerindeki bir noktada siireksiz olasinin kosulunu ifade etmektedir.

Di, Ty Qi Vi, li1, i 2,51 Ve ¢; o 1fadeleri i = 1,2, ..., n igin
—00 < p; <71y <@ < +00

liiz>0102<0

w =l pi+ i1 = liog + Cio,

v > Tiry,

kosullarin1 saglayan sabitler olmak iizere

u;; —oo < x < p;ise
lig+ciy; pi <o <ryise
Tix = .

lig+cio; 1i<x<gise
vy, @ < T+ 00 ise
seklinde tanimlanan siireksiz aktivasyon fonksiyonlarinin genel bir sinifi Nie vd., 2014

caligmasinda tanimlandi. O halde bu sinifa ait bir fonksiyon olarak

4; —oo < x < —2ise
r+6; p<x<r;ise
—r+8; 1<z <4ise
9; 4d<zx+ooise

% merkezli ve r = g

yarigapli C' 135 = {4,9} cemberi agik¢a T nin bir sabit cemberidir. Ag¢ik¢a yukaridaki

olacak sekilde tanimli olan fonksiyonu ele alinsin. Buna gore xq =

onerme geregince, 1 doniisimii herhangi bir = € C 135 noktasinda
stireksizdir.< lim M(x, z) # 0 dir. T doniistimii i¢in kolaylikla 2 = 9 noktasinda stirekli
T—rZ2

ve = = 4 noktasinda siireksiz oldugu goriilebilir. (Ozgiir ve Tas, 2017)
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4. RECTANGULAR M- METRIK UZAYLAR

Bu bolimde Ozgiir vd. 2018 yaywnladiklari ¢alismasinda tammladiklar:
rectangular(dikdortgen) M —metrik uzaylarin tanimi, érnekleri, temel ozellikleri, analizsel
kavramlar, topolojik ozellikleri ve bazi sabit nokta teoremleri ile ilgili ¢alismadan

ozetlenerek verilecektir.

Ozgiir vd. 2018 yilindaki ¢calismalarinda Branciari’'nin tanimladigi M —metrik uzay
kavramindan esinlenilerek rectangular M —metrik uzay kavramini asagidaki gibi

tamimlanustir.

Tamim 4.1 X bos olmayan bir kiime olsun.my, : X* — [0, 00) foksiyonu her x,y, € X her
u = v olacak sekilde u,v, € X\ {z,y} ve

my, , = min{m,(z,z),m.(y,y)} ve M,  :=max{m,(z,z), m.(y,y)}

kosullarint sagliyorsa m,. fonksiyonuna X iizerinde bir rectangular M —metrik ve (X, m,.)
ikilisine rectangular M — metrik uzay denir. (Ozgiir vd, 2018)

M —metrik uzay ve rectangular M — metrik uzay kavramlarini incelendiginde a¢ik¢a her
M —metrik uzaywn bir dikdortgen M — metrik uzay oldugu ifade edilebilir.

(X, m,.) bir rectangular M — metrik uzay olsun. Bu takdirde (X, m,) rectangular M —
metrik uzayin asagidaki ozelliklere sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir.

1>x7 y € X lgln mTa:,y + Mrz,y = my (.T, I) + my (y7 y)
2)x,y € Xigin0 < M,, , —m,,, = |m.(z,2) +m.(y,y)|
3)M,,, —my,, <M., , —my, , + M., —m,, —M,

Ta,y Tu,v Tv,y - mT'ny

T,u

Simdi bazi rectangular M — metrik uzay ornekleri verilecektir.
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Ornek 4.1 C kompleks sayilar kiimesi ve 0 < § < 27 olmak iizere sabit 0 degeri icin X9 =
{z € C|arg(z) =0} U{0} olsun. m, : Xy x Xy — [0,00) fonksiyonu her x,y € xq igin
m,(z,y) = % olarak tammlansin. Bu takdirde (Xgy, m,) bir rectangular M— metrik
uzayidir. (Ozgiir vd, 2018)

Bu ornek geometrik olarak incelenirse Xy kiimesi kompleks diizlemde orijin u¢
noktali, reel eksenle 0 radyanlik a¢i yapan 1sindwr. Buna gore bu i5in iizerinde tanimlanan
m,. rectangular M — metriginin tizerindeki iki nokta arasindaki uzakligi onlarin orta
noktasimin orijine olan uzakligi olarak ifade etmektedir. Asagidaki Sekil 4.1 bunu

gostermektedir.

Sekil 4.1 X, kiimesinin geometrik gosterimi

Asagidaki onerme bir rectangular metrikden bir rectangular M — metrik tiretme
yontemini ifade etmektedir. Dolayisiyla bu yontem ile her rectangular metrikten bir

rectangular M — metrik tiiretilir.

Onerme 4.1 (X,d) bir rectangular metrik uzay, ¢ : [0,00) — [a,00) bire bir ve

azalmayan fonksiyonu £(0) = « olmak iizere her z,y, z € |0, 00) igin
§le+y+2) <&(x)+E(y) +€(2) — 2

kosulunu saglasin. Bu taktirde her x,y € X icin m, : X x X — [0,00) fonksiyonu bir
rectangular M — metriktir. (Ozgiir vd. 2018)
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Ornek 4.2 (X, d) bir rectangular metrik uzay ve € : [0,00) — [a, 00) fonksiyonu £(0) = a
olmak iizere her t € [0,00) igin (t) = mt + n olacak sekilde tammlansin O halde yukarida
onerme 4.1 geregince

my(x,y) = md(z,y) +n

seklinde tanimlanan m,. : X x X — [0, 0o) fonksiyonu bir rectangular M — metriktir. (Ozgiir
vd. 2018)

Yukaridaki onerme 4.1 ve ornek 4.2 bir rectangular metrik yardimi ile bir
rectangular M — metrik olusturulabilecegini ifade ediyordu. Bu durum tersinin yani bir
rectangular M— metrikten faydalanarak bir rectangular metrigin iiretilebilecegini

asagidaki iki ornek géstermektedir.

Ornek 4.3 (X,m,) bir rectangular M— metrik uzay olsun ve m® : X x X — [0,00)
fonksiyonu her x,y € X igin

my(z,y) = m(z,y) —2m,, , + M,

Tz,y

olacak sekilde tanimlansin. Bu takdirde mY fonksiyonu bir rectangular metrik ve (X, m")

ikilisi bir rectangular metrik uzaydr. (Ozgiir vd., 2018)

Ornek 4.4 (X,m,) bir rectangular M— metrik uzay olsun ve m® : X x X — [0,00)
Sonksiyonu her x,y € X i¢in m?(x,y) = 0 ise x = y olacak sekilde

mf‘(x7 y) = m7'<x7 y) - m"'z,y

seklinde tamimlansin  Bu durumda m? bir rectangular metrik ve (X, m?) ikilisi bir

rectangular metrik uzaydir.(Ozgiir vd. 2018)

Asagidaki 6nerme bir rectangular kismi metrik ile rectangular M — metrik arasindaki

iliskiyi aciklamaktadur.

Onerme 4.2 Her kismi rectangular metrik, bir rectangular M — metriktir. (Ozgiir vd. 2018)
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Bu onerme dolayisiyla rectangular M — metrik uzay, kismi rectangular metrik uzayt
kapsamaktadir. Benzer durum M — metrik uzaylar icin de gecerlidir. Bu noktada
yukaridaki onermedeki ifadenin tersi dogru degildir. Yani her rectangular M — metrik bir

kismi rectangular metrik degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu agik¢a gostermektedir.

Ornek 4.5 X = {1,2,3,4} olsun. m, : X x X — [0, 00) fonksiyonu her x,y € X igin

m.(1,1) =m,(2,2) =m,(3,3) =1,m,(4,4) =8
m.(1,2) =m.(2,1) = 4,m,.(1,3) =m,(3,1) =4
m.(1,4) =m,.(4,1) =4,m,(2,3) =m,(3,2) =5
m,(2,4) =m,.(4,2) =6,m,(3,4) =m,.(4,3) =7

olacak sekilde tamimlansin. Bu takdirde m, bir rectangular M — metriktir. Ancak m, bir
kismi rectangular M— metrik degildir. Ciinkii + = 4,y = 3 olmak iizere
my(4,4) = 8 < m,(4,3) = 7 olup kismi rectangular M — metrik uzayin ikinci aksiyomu
saglanmamaktadir. (Ozgiir vd. 2018)

Her metrik uzay bir rectangular metrik uzaydir ve her rectangular metrik uzay kendine
uzaklig: sifir olan bir kismi rectangular metrik uzaydir. Ayrica her metrik uzay bir kismi
metrik uzay ve her kismi metrik uzay bir M — metrik uzaydir. O halde bu ifadeler bir sema

ile verilirse asagidaki Sekil 4.2 verilen yapiya ulagir

Metrik nzay

Kismi metrik uzay

v

Rectangular
meftrik uzay

v

M-metrik nzay

Kismi rectangular
metrik uzay

y

Rectangular
M-metrik nzay

Sekil 4.2 Genellestirilmis metrik uzaylar iligkileri

Tamm 4.2 (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay ve (x,), X de bir dizi olsun. Bu
takdirde
(1) Verilen her ¢ > 0 degerine karsilik n > ng kosulunu saglayan her n € N igin

My (T, ) — my,, . < € olacak sekilde no € N varsa (x,) dizisi x € X noktasina m,
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yakinstyor denir ve (x,)"%x ile gosterilir.

Farkl bir sekilde ifade edilirse :
(X, m,) rectangular M —metrik uzayinda (x,,) dizisinin v € X noktasina m,— yakinsak

olmasi igin gerek ve yeter kosul lim (m,(z,,x) —m,, ,) = 0 olmasidr
n—00 ’

(17) (X, m,.) bir rectangular M — metrik uzayda (x,,) dizisinin m,.—Cauchy dizisi olmast

icin gerek ve yeter kosul lim (m,(Tn,Ty) — My, . ) ve lim (M, .=~ —m, )
n,m—00 om n,m—00 Tm Em
limitlerinin mevcut ve sonlu olmasidir.
(iii) Her (xn,) m,—Cauchy dizisi lim (m,(zn,z) — my, ) = 0 ve
n—00 ’

lim (M, (x,,x) — m,, .) = 0 olacak sekilde bir x € X noktasina yakinsak ise (X, m,)
n—00 )
rectangular M — metrik uzaya tamdir denir. (Ozgiir vd. 2018)

Yardimci Teorem 4.1 (X, m,.) bir rectangular M — metrik uzay ve (z,,) ile (y,) bu uzayda

swrasiyla x ve y noktalarina m,—yakinsak iki dizi olsun. Bu takdirde

7}1_{20(7”7’(33%7 Yn) = My, ) = Mo (T,y) — My,

olur. (Ozgiir vd. 2018)

Sonug 4.1 (X, m,) bir rectangular M — metrik uzay ve (x,,),x € X noktasina m,—yakinsak
bir dizi olsun. Bu takdirde her y € X icin

JL%(mr(xn’ y) - mrwn,y) = mr(x, y) = My,

dir. (Ozgiir vd. 2018)

Yardimci Teorem 4.2 (X, m,.) bir rectangular M — metrik uzay ve (x,,) ile (y,) bu uzayda
swraswyla x ve y noktalarina m,—yakinsak iki dizi olsun. Bu takdirde m,(x,y) = m,,, olur.

Dahast m,.(x,z) = m,(y,y) ise x = y dir. (Ozgiir vd. 2018)

Yardimci Teorem 4.3 (X, m,.) bir rectangular M — metrik uzay ve (x,,) bu uzayda her n €
N, m,(xp11, ) < rm,(x,,x,_1) olacak sekilde r € [0, 1) degeri var olan bir dizi olsun.

Bu takdirde asagidaki ifadeler dogrudur.

(¢) im m, (2, xp—1) = 0 dir:
n—oo
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(1) lim m,.(zp, x,) = 0 dr
n—oo

(éi7) lim m,, = 0dmr
n,m—00

(iv) (2n), bir m,—Cauchy dizisidir. (Ozgiir vd. 2018)

Yardimci Teorem 4.4 (X, m,.) bir rectangular M— metrik uzay olsun. Bu takdirde

asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) (x,) dizisinin (X, m,.) bir rectangular M— metrik uzayinda bir m,—Cauchy dizisi
olmast igin gerek ve yeter kosul (X, m,) rectangular metrik uzayinda bir Cauchy dizisi

olmasidir.

(17) (X, m,.) rectangular M — metrik uzayinin tam olmast igin gerek ve yeter kosul (X, m")

rectangular metrik uzayimn tam olmasidir. (Ozgiir vd. 2018)

Yukaridaki yardimci teoremdeki ifadelerdeki (X, mY) rectangular metrik uzay

kavrami (X, m?) rectangular metrik uzay kavramu ile yer degistirirse ifadeler dogru olur.

Tamm 4.3 (X, m,) bir rectangular M — metrik uzay, x € X ve ¢ > 0 olsun. Buna gore

B(l‘,(":) = {y cx | mr(xay) - mTZ,y < 8}

ifadesine x merkezli, € yaricapl agik yuvar ve

Blre] ={y € x| m;(z,y) —m,,, <}

ifadesine x merkezli, € yarigapli kapali yuvar denir. (Ozgiir vd. 2018)

Dikkat edilirse m,.(z, x) —m,, , = m,(x, ) —m,(x,z) = 0 < ¢ oldugundan dolay1

her e > 0 igin agik¢a = € B(x,¢) dur.

Yardimci Teorem 4.5 (X, m,.) bir rectangular M — metrik uzay olsun. Bu uzaydaki tiim agik

yuvarlarin kolleksiyonu olan

By, = {B(z,e) |z € X,e > 0}

r

ifadesi (X, m,) rectangular M — metrik uzayinin bir tabanini olusturur. (Ozgiir vd. 2018)
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Tamm 4.4 (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay ve J,, ,B(x,e) acik yuvarlar
tarafindan iiretilen topoloji olsun. Bu takdirde (X, J,,,) bir rectangular M — metrik uzay
olsun. Her farkli x,y € X nokta ¢ifti icin x noktasini icerip y noktasini icermeyen veya y
noktasini igerip x noktasint icermeyen bir agik yuvar varsa (X, J,,.) ve bir To—uzayt adl
verilir. (Ozgiir vd. 2018)

Teorem 4.1 Bir rectangular M — metrik uzayr bir Ty—uzayidir. (Ozgiir vd. 2018)

Simdi rectangular M — metrik uzayinda bazi sabit nokta teoremleri ifade edilecektir.

Ancak oncesinde bu sabit nokta teoremlerinde kullanilacak bir yardimct teovem verilecektir.

Yardimci Teorem 4.6 (X, m,.) bir rectangular M— metrik uzay ve T : X — X bir
doniigiim olsun. Ayrica (x,,) dizisi bu uzayda v,.1 = Tz, olacak sekilde tammli ve her
x,y € X icin m,.(Tz, Ty) < km,(x,y) kosulunu saglayacak sekilde k € [0,1) var olsun.
Buna gore (x,,) dizisi u ya m,—yakinsak ise (T'x,,) dizisi Tu ya m,—yakinsaktir. (Ozgiir vd.
2018)

Asagida ifade edilecek sabit nokta teoremleri alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen
Banach biiziilme prensibi, Kannan sabit nokta teoremleri ve Chaterjea sabit nokta teoreminin

rectangular M — metrik uzay versiyonlaridir.

Teorem 4.2 (X, m,) bir tam rectangular M — metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim

olsun. Buna gore her x,y € X ic¢in

m, (Tflf, Ty) < kmr (ZL’, y)

olacak sekilde 0 < k < 1 degeri varsa T doniisiimii m,(u,u) = 0 olmak tizere bir tek u € X
sabit noktasina sahiptir. (Ozgiir vd. 2018)

Teorem 4.3 (X, m,) bir tam rectangular M — metrik uzay ve T : X — X bir doniisiim

olsun. Buna gore her x,y € X icin

m,(Tz, Ty) < kmax {m,(z,y), m,(z,Tz), m.(y, Ty)}

kosulunu saglayacak sekilde 0 < k < 1 degeri varsa T' doniisiimii m,(u,u) = 0 olacak
sekilde bir tek w € X sabit noktasina sahiptir.



32

Teorem 4.4 (X, m,) bir tam rectangular M — metrik uzay ve T' : X — X bir doniisiim

olsun. Buna gére her x,y € X igin

m,(Tx, Ty) < k[m,(x,Tx) +m.(y,Ty)]

kosulunu saglayacak sekilde 0 < k < % degeri varsa T doniigiimii m,(u,u) = 0 olacak

sekilde bir tek uw € X sabit noktasina sahiptir.

Teorem 4.5 (X, m,) bir tam rectangular M — metrik uzay ve T' : X — X bir doniisiim
olsun. Bu takdirde her x,y € X igin

m,(Tx, Ty) < k[m,(x,Tx) +m.(y,Ty)]

V3-1
2

sekilde bir tek u € X sabit noktasina sahiptir.

kosulunu saglayacak sekilde 0 < k < degeri varsa T doniisiimii m,.(u,u) = 0 olacak
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5. RECTANGULAR M-METRIK UZAYLARDA SABIT
CEMBER TEOREMLERI

Bu kisimda bir rectangular M — metrik uzayda ele alinan bir kendi iizerine
dontistimiiniin yine bu uzayda ele alinan bir ¢cemberi ne zaman veya hangi kosullar altinda

nokta-nokta sabit birakacagi arastirtlmistir

Bu amaclailk olarak rectangular M — metrik uzayda cember kavrami ve sabit cember

kavramlar: tamimlanacaktir.

Tamim 5.1 (X, m,.) bir ractengular M — metrik uzay, xo € X ve r > 0 olsun. Buna gore

Cpr. = {x € X | my(x,0) —my,,, =7}

xo,Tr

ifadesine rectangular M — metrik uzayda x, merkezli, r yaricapli cember denir. (Ozgiir vd.
2018)

Tamm 5.2 (X, m,) bir rectangular M — metrik uzay, C}'", bu uzayda bir ¢cember ve T :
X — X bir doniisiim olsun. Her v € C, i¢cin T'x = x ise C}\7, ¢emberine T doniigiimiiniin

sabit cemberi denir. (Ozgiir vd. 2018)

Yukarida ifade edilen bir rectangular M — metrik uzayda ¢ember ve sabit cember
tammlart ile asagida ifade edilecek olan sabit ¢emberinin varligina dair kosullar veren
teorem Ozgiir vd. 2018 yilindaki ¢alismasindan alimtilanmistir. Ozgiir vd. 2018 yilindaki
calismalarinda rectangular M— metrik uzay icin sabit ¢ember problemini ortaya

atmiglardir. Coziime dair sadece asagida verilecek olan varlik teoremini vermislerdir.

Tezin bu béliimiinde bu problem ele alinacak olup ilk teorem hari¢ boliimiin geri kalan

teorem, 6nerme, sonug ve ornekleri ilk kez de bu tez ¢alismasinda verilmekte olup orijinaldir.

Teorem 5.1 (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay ve C}, bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica p : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X igin
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p(a) = mu(z,20) =My,

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniisiimii, her x € C’;’;t‘r icin

(C7 1) my(x, Tx) — my, ., < @(x) — o(Ta)
(CI,LTQ) mT(T‘r7 :'UO) - mTT:c,wO Z r
(C{YLT3) mT;c,T;c = M

Tz, Tx

kosullarint sagliyorsa Cr, ¢emberi T doniisiimiin bir sabit cemberidir. ( Ozgiir vd. 2018)

\T

Ispat (X, m,) bir rectangular M — metrik uzay, Cror. bu uzayda xo merkezli r yarigapli
bir gember ve p : X — [0, 00) fonksiyonu her v € X igin p(z) = m.(z,r0) — m,,
seklinde tamimly olsun. Ayrica T : X — X doniisiim olsun. Buna gére herhangi bir
x € O igin m,(z,x9) — my,, = 1 dir. Bu noktada (C""1) kosulundan baslayarak,

zo,r

rectangular M — metrik aksiyomlarindan 2. aksiyom ve (C]""2) kosulu yardimiyla

m.(2,Tx) = my, .. < @(z) — o(Ta)
— (mT(‘r7 xo) i mrm,mo) - (mT (Tx? xo) _ mrTz,zo

= = (mr (Tx’ ‘/L‘O) - mTTz,zO)

olup m,(Tz,x0) — Myp,, < 1 elde edilir Ancak (C7"2) kosulu geregince
m(Tx,x9) — Myy, . > T oldugundan agik¢a m,(T'x, x0) — My, = r bulunur. Yani
Tx € C7r, dir. O halde

0 (T, 00) = Mgy < (00 (,30) = ) = (0 (T, 00) = ey, ) =7 = 7= 0

oldugundan ve m,(x,Tx) > m,, ., oldugundan dolayr m,(x,Tx) — m,, ., = 0 olup

m(v,Tx) = my, .. bulunur. Ayrica (C7""3) kosulundan dolayr m,, ., = M,

Tz, Tz ve

rectangular M — metrigin 1. aksiyomundan dolayt apagik olarak

me(2v,Tx) =my, ., = M, ., & rv="Tx

elde edilir. Bundan dolayt da C'., 'T' doniistimiin bir sabit cemberidir.

xTo,T’

Ornek 5.1 4. boliimde rectangular M —metrik uzay icin ele alinan ilk érnek olan érnek 4.1

deki (Xg,m,) rectangular M —metrik uzayr 0 = 7 olmak kosulu ile ele alinsin. Yani
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Xz ={zeClarg(z) = 2}U{O}vemr.Xr x Xz — [0,00) fonksiyonu her x,y € X=

_ lz[+ly]
) =550

icin m,(x,y seklinde tanimly olsun. Buna gore bu uzayda C3;", gemberi ve

0 |z
Tz =
{36w|

doniigiimii goz oniine alinsin. O halde ¢emberin ve m, rectangular M — metrigin tanimi

kullamlarak hesaplama ile Cy"y = {0,44} oldugu goriiliir. Bu takdirde kolaylikla her
v € Cyy igin (C7'1) (C7"2) (C1""3) kosullart saglandigi gériiliir. Dolayisiyla Cy

cemberi, T doniisiimiintin bir sabit cemberidir.

Ornek 5.2 Bir énceki érnekle ele alinan rectangular M — metrik uzay ve bu uzaydaki Coiy
cemberi ele alinsin. AyricalT : C — C doniisiimii Tz = z + 8i olarak alinsin. Buna gore
her x € Cy;y = {0,4i} icin (C7""1) kosulu

x:owmﬁgﬁ—mm{mm'W”&}<w) O(Tp) = 4 < —2
x = 4i igin L;r\%l - min{m;“', M} < o(4i) — ¢(Ty;) = 4 < —4

olup saglanamaz iken (C]""2) kosulu agik bir sekilde

x=0i¢cinp(Ty) >1=3>1
x=4diiginp(Ty) >1=5>1

oldugundan saglanir. Bu 6rnek igin agikca (CY""3) kosuluda saglanmaz. Dogal olarak Cy

gcemberi, T doniigiimii altinda invaryant degildir.

Ornek 5.3 Onceki iki 6rnekte ele alinan rectangular M — metrik uzay ve cemberi yine ele
alinsin. Ayrica T - C — C doniigiimii Tz = 4z olsun. Buna gére her x € C3y = {0, 4i}
icin (C7'"1) kosulu

: HTp) =>0<1-1=0<0

x:owmﬁ#ﬁ—mmpwwhmw} 5(0) —
= diicin L;r\%l — min { mlell ‘4Z|+|41 } <P4i) —p(Ty) =3-2<1-0=1<

olup saglaniyor iken (C]""2) kosulu

— () i 01126 s [ OI]O] |26]424]
x =0 igin = mln{ T g }21:>121

v = 41 dgin L i {20520 Y S g
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oldugundan saglanamaz. Dogal olarak Cy"y ¢emberi, T' doniisiimii altinda invaryant
degildir.

Teorem 5.2 (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay ve C}, bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica ¢ @ x — [0,00) fonksiyonu her x € X igin

SO('T) = m"'(‘r7 IO) - mrm,mo

seklinde tanmimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniisiimii, her x € C’;’gfr icin

(ngl) mr(l’,TfL’) — My, 7, < (p(l’) + 90<TSL’) —2r
(CSLTQ) mr(Twa xO) — Mgz =
(C;nTg) mT‘z,Tz ~ M

Tz, Tx

kosullarini sagliyorsa C7r,. cemberi T doniisiimii altinda invaryanttr.

Ispat (X, m,) bir rectangular M — metrik uzay, C7. bu uzayda x, merkezli v yaricapli

Zo,Tr
bir gember ve ¢ : x — [0,00) fonksiyonu her x € X igin p(v) = m.(x,z9) — my,
seklinde tamimlhi ve T' : X — X teoremin hipotezindeki kosullari saglayan bir doniisiim

olsun. Buna gére herhangi bir x € Cybv, icin m.(x,z9) — m,,, = r dir. Bu asamada

(CY"1) kosulundan baslayarak, rectangular M — metrik aksiyomlarini kullanirsak

my(x,Tx) —my, .. o(x) +o(Tx) —2r

= (me(z,20) —my, o) + (e (T, 00) — Mrr, ) = 20

- (mT(Tl‘7 'IO) - mrTz,zo) -r

elde edileceginden dolayt m,(T'x,x0) — My, > 1 bulunur. Fakat (C3"2) kosulu
geregince m,(Tx,x0) — Myp, . < 1 oldugundan agikca m,(T'v,xo) — Myy, . = T
bulunur. Yani Tx € C}r, dir. O halde

mT(Tx, IO) - mTTm'IO S (mr(fl}’ xo) - me,.ro) - (mT'(Tx7 IO) - mTTz,I()) =r—-—r= O

bulunacagindan m,(x,Tx) > m,, ;. oldugundan dolayr m,(x,Tx) — m, = 0 olup

z,Tx

my(x,Tx) = my, .., bulunur. Bunun yani sira (C3""3) kosulundan dolayr m,., .. = M, .

ve rectangular M — metriginilk aksiyomundan dolay: asikar olarak

m(x,Tx) =m, . =M, . & rv="Tx

Te,Tx



37

sonucuna ulasilir. Bu nedenle de C}",, T’ doniisiimiin bir sabit gemberidir.

Ornek 5.4 4. boliimde verilen 6rnek 4.1 deki (Xg, m, ) rectangular M —metrik uzayr § = 37”
olmak sartiyla alinsin. Buna gore agik¢a X sx = {z € C|arg(z) =2 }U{0} vem, : Xz X
Xz — [0, 00) fonksiyonu her x,y € X377r icin m,(z,y) = M bi¢iminde taniml olsun.

Buna gére bu uzayda C™;; ,cemberi ve

z, 2| <8
Tz =
{ = 2l =8

dontistimiinti goz ontine alalim. Bu takdirde ¢ember ve m,. rectangular M —metrigin tanimi
kullamlarak hesaplamayla C™;; | = {0, —8i} bulunur. Buna gére kolayca her v € C™y; |
icin (C3'"1) (C32) (C33) kosullart saglandigi goriiliir. Dolayisiyla C™, | ¢emberi, T
doniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir. Ayrica T doniisiimiiniin tek sabit ¢emberi Cj; |
degildir. Biraz dikkatli bakilinca CZT,%’ C"s Ci”gl g cemberlerininde T nin sabit cemberi
oldugu goriiliir. Elbetteki bu tiim cemberlerin T doniisiimii altinda invaryant oldugu

anlamina gelmez. Ornegin C%, , cemberi T doniisiimii altinda invaryant kalmaz.

Ornek 5.5 Bir onceki ornekle ele aliman rectangular M —metrik uzay ve ¢ember ele

3

alinsin. Ayrica doniisiim Tz = 3

i¢in (C3"" 1) kosulu

z olarak verilsin. Buna gére her v € C"j,, = {0, -8i}
r=0icin0—-0<24+2—-4=0<0

r=8&icin9—8<24+7—-4—-4=1<1

olup saglaniyor iken basitce (C5'"2) kosulu

r=0icin2—-0<2=2<2
r=8&icin7T—4<2=3<2

olacagindan saglanmaz. Bu nedenle C"; | c¢emberi, T' doniisiimii altinda invaryant
degildir.
Ornek 5.6 Onceki iki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele alinsin.

Ayrica doniisiim Tz = 5z olsun. Buna gore her x € C™y; , = {0, =81} igin (C3'" 1) kosulu

r=0icin0-0<24+2—-4=0<0
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r=8&i¢cin6 —4<24+44—-4—-4=2<-2
olup saglanamaz iken (C5'"2) kosulu

z=0icin2-0<2=2<2
r=8&icind—4<2=0<2

oldugundan saglanr. Bu sebeple de C'j, | ¢emberi, T doniisiimii altinda invaryant
degildir.

Teorem 5.3 (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay ve C}, bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica ¢ : x — |0, 00) fonksiyonu her x € X igin

(p(x) = m'r('x7 xo) - mrz,zo

seklinde tamimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniisiimii, her x € C', ve bazi h € [0, 1)

zo,r

icin

(C5 1) mp(a, Tx) — my, ., < () — o(Tx)
(C32) h [m, (2, Tx) —m, .| +p(x) >
(CZ’)%TS) mTr,Tz = M

Te,Tx

kosullarini sagliyorsa Cr,. cemberi T doniisiimiin bir sabit cemberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M— metrik uzay, Cror. bu uzayda xo merkezli r yarigaplh bir
gember ve p : x — [0,00) fonksiyonu her v € X icin p(x) = m,(x,x0) — m,, , seklinde
tammmlive T' : X — X teoremin hipotezindeki kosullar: saglayan bir déniisiim olsun. Buna
gore herhangi bir x € CJ, icinm,(z,x9) —m,, , = rdir. Buasamada (C3'"1) kosulundan

baslayarak, (C"2) kosulu yardimiyla

my(z, Te) =my, ., < @) = p(Tr)

(my(z,20) — My, ) — p(T'x)

r—o(Tx)

(b [mp(z, Tz) = my, 1, ] + o(T'7)) — o(T')
h[m(z, Tx) —m,, . ]

IN

bulunur. (1 — h) [m,(z,Tz) —m,, .| < 0 elde edilir. Bu noktada hipotez geregince
h € [0,1) oldugundan m,(z,Tx) — m,, ., = 0 olur. Bunun yani sira (C3""3) kosulundan
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dolayr m;,,, = M, ve rectangular M— metrigin ilk aksiyomundan dolay

Te, Tx

My 7y = M, ve rectangular M — metrigin ilk. aksiyomundan dolay

Tz Tz

me(2,Tx) =my, ., =M, ., & rv="Tx

Te Tx

sonucuna ulasilir. Boylelikle C7,, T' doniisiimiin bir sabit cemberidir.

Ornek 5.7 4. béliimde verilen 6rnek 4.1 deki (19, m,) rectangular M —metrik uzay 6 = m

olmak sartiyla ele alinsin. Yani X, ={z € C | arg(z) = 7}U{0} vem, : X x X — [0, 00)

||+

Sonksiyonu her x,y € X, icin m,(x,y) = 2|y| bigiminde tamimhduwr. Bu uzayda (C"3 )

z, |z <4dise
Tz=4 _o .
|z| > 4 ise

z )

cemberi ve

dontistimii goz oniine alinsin. Buna goére c¢ember gerekli hesaplamalar yapilarak

51 = {-1,=5} olarak bulunur. Bu noktada (C3""1),(C35"2),(C3"3) kosullarinin
saglandigy goriiliir. Boylelikle C™3 | ¢emberi, T' doniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir. Ancak
T doniisiimiiniin tek sabit cemberinin C"§ | olmadigi, C"5 ., Tf,%’ T%% cemberlerinin de
T nin sabit ¢emberi oldugunun goriilmesi ile anlasiliv. Ancak tiim ¢emberler T' altinda

invaryant degildir. Ornegin C’gy ve C”_”Ar s cemberleri T nin sabit cemberi degildir.
2

Ornek 5.8 Bir onceki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele
alinsin. Ayrica doniisiim Tz = 2(z — 1) olsun. Bu halde her v € C"§, = {—1,—5} i¢in
(C5"1) kosulu

r=—ligin2—-1<1—(

_ c19 9
x=-=biginy —35<1-—

olup saglaniyor iken apagik olarak (C{"2) kosulu h € [0, 1) olmak iizere

xz—liginh&—i—%Zl
x:—5i§inh.%+§21

olacagindan saglanmaz. Boylelikle Cy | ¢cemberi T doniisiimii altinda invaryant degildir.

Ornek 5.9 Bundan onceki iki ornekte kullanilan rectangular M —metrik uzay ve cember

veniden ele alinsin. Ayrica doniigiim Tz = 5z olarak verilsin. Bu takdirde her
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x € O, {—1,=5}igin (C3'1) kosulu

r=—-1ligin3—1<1-(4-3)=2<0
x:—5i§in15—5§1—(14—3):>10§—1O

olacagindan saglanmaz iken (CY'"2) kosulu agik bir sekilde h € [0, 1) olmak iizere

r=—licinh2+1>1
r=—-bicinh.10+11>1

olup saglamyr. Dolayisiyla C™5 | ¢emberi T’ doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 5.4 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay ve C}", bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica ¢ : X — [0, 00) fonksiyonu her x € X icin

p(a) = mu(z,20) =My,

seklinde tanmimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniisiimii her x € C’géjr icin

(C7"1) me(, Tw) —my, o, < @(x) + o(Tx) = 2r
cy2) mp(z, Tw) —my, ., +o(Tx) <7
(CZ{”‘B) mTac,Tac = M

Te, Tx

kosullarini sagliyorsa C}, .cemberi T doniigiimiiniin sabit ¢emberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay, Cror. bu uzayda xo merkezli, v yarigaplh bir
gember ve o : X — [0, 00) fonksiyonu her v € X icin o(x) = m,(x,20) — my, , seklinde
tammlive T' : X — X teoremin hipotezindeki kosullar: saglayan bir déniigiim olsun. Buna
gore herhangi bir v € CJ, icin m,(z, x9) —my, . = r dir. Bu noktada (CJ""1) kosulundan

baslayarak ve (C]""2) yardimiyla

me(x, Tx) —my, ., o(x) + o(Tx) —2r

= mr(xv ZL’()) - mrm,zo + (p(T.TJ) —2r

r+p(Tx) —2r
o(Tx) —r
p(Tx) = [mp(x, Tx) —my, ., +p(Tz)]

IN

— [mr(:me) — m,nx’”}
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0 elde edilir Ayrica

bulunur. Bu asamada diizenleme ile 2 [m,(z,Tx) —m,, ]

<
rectangular M —metrigin 2. aksiyomu geregince m,(z,Tx) > m, ., olacagindan
[my(z,Tz) —m,, .| > 0olmahdir: O halde agikca m,(x,Tx) — m,, . = 0 olur. Ustelik
(Cy"3) kosulundan dolayr m,, ., = M,, ., olup rectangular M —metrigin ilk aksiyomu
geregince

mp(x,Tx) =m, ., =M, ., <= z="Tx

Te Tx

sonucu elde edilir. Bunun neticesi olarak C7,., T' doniisiimii altinda invaryanttr.

Ornek 5.10 4. béliimde verilen 6rnek 4.1 deki (Xy, m,.) rectangular M —metrik uzay 0 = T
olmak sartiyla ele alnsin. Yani X= = {z € C | arg(z) = 5} U {0} ve m, : Xz x Xz —

0,00) fonksiyonu her x,y € X icin m,(x,y) = lzl+lyl bi¢iminde tamimhdir. Bu uzayda
4 2

<104
Ty ) ? || ise
3z |z| > 10ise

C3'rs; | cemberi ve

dontistimii goz ontine alinsin. Buna goére c¢ember gerekli hesaplamalar yapilarak
Ciryy = {B3=v2)+ (3= v2)i,(3+v2) + (34 V?2)i} olarak bulunur. Bu moktada
kolayca her x € C3Yy, , icin (C"1), (C]"2), (C{*"3) kosullarimin saglandigi gériiliir. Bu
sebeple C375; | ¢emberi T' doniisiimiiniin sabit gemberidir. Ancak T' doniistimiiniin tek sabit
gemberinin C3Yy; | olmadig, C;’f;%,l,cg%, C3Vs;.0 cemberlerinde T nin sabit ¢emberi
oldugunun goriilmesi ile anlasilir. Elbetteki tiim ¢cemberler T' altinda invaryant degildir.

Ornegin C§'g, 5 ve C2's, - cemberleri T nin sabit cemberi degildir.

Ornek 5.11 Bir onceki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele

alimsin.  Ayrica  doniisiim Tz 32 olsun. Bu  halde  her

v e O3y, = {(3- V2)+ (3 —v2)i,(3+v2)+ (3 + \/5)2} i¢in (C""1) kosulu

_ c .. 62438 66—36v2 78v/2—66 78v/2—96 78v2-94
= (3—V2)+ (83— V2)i igin ©2H38 _ S6=36v2 <1 4 TVEE0 _ ) — T8I0 < T8V2

= (3+V2) + (3+ V2)i igin YWEEV2 _ (3/2+2) <14 B0V2 9 = 3862 < 38-6v2

olup saglaniyor iken agik bir sekilde (C]""1) kosulu

_ .. 784/2-96 78v/2—66 156/2—162
T =(3—V2)+ (3= V2)iigin B 4 TBVI66 < = 156v22162 <

_ C e 38—6v2 | 66—61/2 104—12v/2
T = (3+V2)+ (34 V2)iigin B2 4 BE6V2 <] = 1041VE <

olacagindan saglanmaz. Bu nedenle C3's, | ¢emberi, T' doniisiimii altinda invaryant
degildir.
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Ornek 5.12 Bundan énceki iki rnekte kullamlan rectangular M —metrik uzay ve cember

veniden ele alinsin. Ayrica doniigiim Tz = ‘ngo‘ ‘; olarak verilsin. Bu takdirde her

zeCyy, ={B- V2) + (3= V2)i, 34+ V2) + (3+ V2)i} igin (C'"1) kosulu

= (3—-+2) + (3 —V2)iigin 6‘f 8 (3v2-2)
<1402 _3/2-1)-2=>1< -1
= (B3+V2) + 3+ V2iigin V2 (32 41) <1+ 924 35 92 1< |
olacagindan saglanmaz iken (C}]""2) kosulu apagik olarak

=(3—Vv2)+ (38— V2)iigin V23 — (32 -2) + 2L (3,2 -1)<1=1<1
x:(3+\/§)+(3+\/_)21¢an7+3—(3\/§+1) 6‘f+1 ~—3V/2<1=1<1

olup saglamyr. Bundan dolay1 C3Y'y; | ¢emberi, T' doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 5.5 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay ve C}", bu uzayda bir cember olsun.
o, - RTU {0} — R doniisiimii her v € RT U {0} i¢in

r (W) =
() 0, u=01se

{u—r, u > 01se

olarak tamimlansin. Bu takdirde T' : X — X doniigiimii her v,y € C" i¢in

xo,T

(C3" 1) me(Tw, o) — My, , =7

(C§"2) x # y olmak iizere m,(T'x, Ty) — Myy, 7, > 7T

(C53) mp(Tx, Ty) — My, 7y, < M2, y) — My, — (M (x, TT) — M40, 1)
(C5"4) my, 7, = M, o,

kosullarint sagliyorsa C}r, ¢emberi T' doniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M—metrik uzay, Cror. bu uzayda xo merkezli, v yarigapl bir

cember ve @, : [0,00) — R fonksiyonu her u € [0, 00) igin

u—r, u>01ise
SOT(U):

0, u = 01se

seklinde tanimly ayrica T’ : X — X teoremin hipotezindeki kosullar: saglayan bir doniisiim
olsun. Buna gére v € CJ, keyfi bir nokta olmak iizere (C5'"1) kosulu geregince Tw €
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Cror. olmalidir: §imdi © noktasinin T’ nin bir sabit noktast oldugu ispatlanmalidir. Bu amag

icin v # Tx oldugu varsayilsin. llk olarak (C7'2) kosulunda x = x ve y = Tx alnarak
my(Tx, T*x) —m,__, > eldeedilir. Ayrica (C5"" 3) kosulu geregince

m,(Tx, T?r) — My, my (2, Tx) — My, o, — @r(me (2, Tx) =My, 1)

= my(z,Tz) — My py — (m(x,Tx) — My, py =T
= 7

elde edilir. Ancak agtk¢a m,.(Txz, T?r) — My 4o, > T V€ m,(Tz, T?x) — Myy o, ST

oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla varsayim hatalidir. Yani Tx = x olmalidir. Bu

takdirde C7',. ¢cemberi T' doniisiimii altinda invaryanttur.

T

Ornek 5.13 4. boliimde verilen érnek 4.1 deki ( Xy, m,.) rectangular M —metrik uzayi 0 = 5

olmak sartiyla ele alinsin. Buna gére X = = {z € C|arg(z) = Z}U{0} vem, : Xz x Xz —

2
[0, 00) fonksiyonu her x,y € Xz icin m,(z,y) = M seklinde tamimlidir. Bu uzayda
REE: : e doniisiimii goz oniine alinsin. Buna gore ¢cember
=5 —min{|z],

icin gerekli hesaplamalar yapilarak C3", = {1, 5i} olarak bulunur. Bu noktada kolayca her
x € Oy igin (C51),(C5"2), (C5"3), (C5*4) kosullarim sagladigr goriiliir. Bu nedenle

C3i cemberi, T' doniisiimii altinda invaryanttir.

C3in cember ve Tz =

Ornek 5.14 Bir onceki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele

alinsin. Ayrica doniigiim Tz = %z olsun. Bu durumda her x € Cy3j = {i,5i} icin (C5'"1)
kosulu
x:iigin%—?):1vem=5iigin%—1:1

m

olup saglanir. (C5'"2) kosulu her x,y € Cyj, ve x # y igin
Ho1=2>1

oldugundan saglanir. (C5'" 3) kosulu her x,y € Cy}", igin
B < g (2)=2<2-(2-1)=>2<1
olup saglanmaz iken (CZ'"4) kosulunda

min{l,5} = max{1,5} = 1=5

oldugundan saglanmaz. Bu sebeple C3;"y ¢cemberi, T doniisiimii altinda invaryant degildir.
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Teorem 5.6 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay ve C}, bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica 0, : R — R déniigiimii her w € R ve r > 0 igin

Qr(u):{r’ u=raise

u+r, u#rise

olarak tanimlansin. Bu takdirde 7" : X — X doniistimii

(Cg"1) Her x € X ve baz1 L € [—00,0) i¢in

m,(Tx,z9) — Mg < 0.(m,(x, 20) — mrz,zo) + L(m, (2, Tx) — me,Tm)

(CgLTQ) X E ;‘;7177'1 lgln mT’(TxJ xo) - m"'Tz,:EO > r

(Cg""3) Her x # y olacak sekilde z,y € C7'". i¢in

xo,T

m,(Tx, Ty) — Mgy ry > 21

(Cg'"4) Her x # y olacak sekilde z,y € CI'"_ i¢in

x,r
m,(Tz, Ty) — mryry <1 +m(y, Tx) —m,, .

(Cg'm5) Her v € C iginm,,, ., = M,

xo,T Te, Tx

kosullarini sagliyorsa C77", ¢emberi T ddniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M—metrik uzay, Crir. bu uzayda xo merkezli, r yaricaplt bir

\T

cember ve 0, : R — R doniisiimii her u € R ve r > 0 icin
T, U =Tr18e
0, (u) = .
u+r, uFrise
seklinde tamiml ve ayrica T' : X — X teoremin hipotezindeki kosullari saglayan bir

déniisiim olsun. Buna gore x € CJ keyfi bir nokta olmak iizere (Cg'"1) ve (Cg'2)

kosullar: geregince

my (T, 20) = My, o < On(mn(,00) =My, ) + L (2, T) —my, 1)

= r + L(m'r'(x7 Tx) - mTz,Tz)

ve

m,.(Tx, xy) — My gy =T
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olacagindan agik¢a

r <m.(Tz,xy) — Mgy g ST+ L(m, (v, Tx) —m,, ..)

elde edilir. Simdi L € (—o0,0] igin durum L = 0 ve L € (—00,0) olmak iizere iki hale

ayrilacaktir.

1.Hal: L = 0 olsun. Bu takdirde istteki son esitsizlik geregince asikar olarak
m(Tx,20) — Myp,, = r bulunur. Yani Tz € Cpr. olur Bu takdirde

m(Tz,x9) — Myy, . = 0 veyam,(T'x, 29) — My, . # 0 olur. Buasamada z € C77, igin
my (T, z9) — My, . # 0 olduBu varsayilsin. O halde = # Tz oldugundan (Cg"3) kosulu
geregince z = x ve y = Tx alarak m, (T'z, T°x) — m,,___, > 2r bulunur. Ayrica (Cg'"4)

kosulu kosulu kullanilarak,

my (TC(], TQ‘/E) - mTTz,T2z <r-+ my (TC(], TZE) ™ mTTz,Tz

olacacagindan (C¢""5) kosulu geregince de agik bir sekilde

m,(Tx, Tr) — Myy 4o, <T

elde edilir. Fakat bu ifade m,(Tz,T%z) — m,___, > 2r olmas ile gelisir. Dolayisiyla
my(x,Tz) —m, . = 0 olmahdir ve béylelikle (Cg""5) kosulu ve rectangular M/ —metrik

uzayn ilk aksiyomu geregince x = T’z dir.
2.Hal: L € (—00,0) olsun. m,(x,Tx) —m,, . # 0ise

r <m(Tx,z9) — Myry g ST+ L(m,(z,Tx) — m?“z,Tz)

esitsizligi ile gelisir. Boylelikle m,.(z, T'x) —m,, ,, = 0 olak zorundadir. Bu nedenle (Cg"'5)
kosulu ve rectangular M —metrik uzayin ilk aksiyomu geregince x = T'x elde edilir. Yani
Cror. gemberi T' doniligiimii altinda invaryanttir. Diger bir degisle 7" doniistiimiiniin bir sabit

noktalarmin kiimesi C7", ¢emberini igerir.

Ornek 5.15 4. boliimde verilen érnek 4.1 deki (X, m,) rectangular M—metrik uzayi
0 = w olmak sartiyla ele alnsin. Buna gore X, = {z € C|arg(z) ==} U {0} ve
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my © Xp x Xz — [0,00) fonksiyonu her x,y € X, ig¢in m,(z,y) = \x|+\y| seklinde

1
(F57 —min{ 2| 4})2
alinsin. Buna gére C"} | = {—2, —6} olarak bulunur. O halde kolaylikla her x € C"y | icin

(Cg1),(Cg2), (Cg™3), (Cg'4) (Cg'5) kosullarim sagladigy goriiliir. Dolayisiyla C™

gcemberi, T' doniigiimii altinda invaryanttir.

tammhid. Bu uzayda C™, ¢cemberi ve Tz = 2 db'niisumu goz oOntine

Ornek 5.16 Bir onceki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele
alinsin. Ayrica doniigiim Tz = 22 olsun. Bu durumda her x € C";, = {—2,—6} i¢in

(C§' 1) kosulu

—2i¢in %% —4<0,(1)+ L(3 —2) = 1< 1+ L2
—6igin 22 —2<0,(1) + L(E2 -2) =1 <1+ L2

olup L = 0 i¢in saglanmr. (C§'"2) kosulu
—2icinSt —4=1>1vex = 6lgln2+4 2=12>1
oldugundan saglanr. (Cg'"3) kosulu her x,y € C{ | ve x # y igin

62 _9=92>2

olup saglanir iken (C{'"4) kosulu
B2 _2<14+8-6=2<1
olup saglanmaz (C{'"5) kosulunda
min{2,6} = max{2,6} =2=06

oldugundan saglanmaz. Bu sebeple C"" | cemberi, T' doniisiimii altinda invaryant degildir.

Teorem 5.7 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay ve C}, bu uzayda bir cember olsun.

Ayrica 0, : R — R déniisiimii her v € R ve r > 0 igin

Qr(u):{r’ u:rz:se

u—+r, u#rise

olarak tanmimlansin. Bu takdirde T' - X — X doniistimii
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(C7'"1) Her x € X ve bazi L € (—o0, 0] igin

2 [m (2, 20) = Mo, | = [me (T, 20) = M0y, | < On(m (2, 0) =00, )+ L (2, T) =m0y, 1, )

(C;nrz) S Cg;fr i¢in mr(Tx’ l‘o) o mrTx’mO =7

(C7'3) Her x # y olacak sekilde x,y € CI'" icin

zo,r

my (T:Ea Ty) — M7z, Ty Z 2r

(CT'"4) Her x # y olacak sekilde x,y € CI'" icin

xo,T

my (T, Ty) — mrery <1 +me(y, Tx) —my, .,

(C'"5) Her x € O iginmy, ., = M, ..

r

kosullarint saglyorsa Cyr, ¢emberi T' doniisiimiiniin bir sabit ¢emberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M—metrik uzay, Cror. bu uzayda xo merkezli, v yarigapl bir

cember ve 0, : R — R doniisiimii her u € R ve r > 0 icin

Hr(u):{r’ U =Tr1ise

u+r uFrise

seklinde tammli ve ayrica T : X — X teoremin hipotezindeki kosullar: saglayan bir
doniisiim olsun. Buna gore x € CI' keyfi bir nokta olmak iizere (C7'"1) ve (C7'72)

xo,T

kosullar: geregince

2 [mr(x,xo) — mm@o] — [mr(Tl', xg) — mrTmO}
S eT (mr(x7 'TO) - mrz,zo) + L(mr('x7 Tx) - mrm,Tm)

= 2T — |:mq"<Tx7 QUO) - mTTz,z()j|

S r + L(mT(I7 Tx) - mTa:,Ta:)

ve

ﬁ
IN

|:m7" (Tx7 'TO) - mrTz,zo] + L(mr(x7 T:B) - mr:c,T:c)

< 7+ L[(me(z,Tx) —my,,,)]

elde edilir. Simdi L. € (—o0,0)| i¢in durum L = 0 ve L € (—o0,0) olmak iizere iki hale

ayrilacaktir.
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1.Hal: L = 0 olsun. Bu takdirde dstteki son esitsizlik geregince agikca
my(Tx,z9) — Mmyp,, = 1 bulunur. Yani Tz € CFr, olur. Bu takdirde

m, (v, Tx) —m,, ., = 0veyam,(z,Tx) — m,, ., # 0 olur. Buasamada z € CJ, igin

my(x,Tx) — my, ., # 0 oldugu varsayilsin. O halde x # Tz oldugundan (C7""3) kosulu
geregince v = = ve y = T'x alarak m,(Tx, T%z) — m,.___, > 2r bulunur. Ayrica (C7""4)

kosulu kosulu kullanilarak,

m, (TZL’, TQZL’) — m’,’T:C’TQm <r-+ my (TZL’, T[L') - mTTz,Tz

olacagindan (C7""5) kosulu geregince de apagik olarak

m,(Tz, T*z) — My o, <T

elde edilir. Fakat bu ifade m,(Tz,T%z) — m,__, > 2r olmasi ile gelisir. Dolayisiyla

)

my(x,Tx) — my, ., = 0 olmaldir ve béylelikle (C7""5) kosulu ve rectangular M —metrik

uzayin ilk aksiyomu geregince x = T’z dir.
2.Hal: L € (—00,0) olsun. m,(x, Tz) —m,, ., # 0ise

r < [mr(Tx,xo) — m,.TI’ZO] +L [mr(x,Tx) — m,«zyh] <r+L(m,(z,Tz) —m,,,,)

esitsizligi ile gelisir. Boylelikle m,.(x,Tx) — m,,,, = 0 olmak zorundadir. Bu nedenle

(C7'"5) kosulu ve rectangular M —metrik uzayin ilk aksiyomu geregince + = Tz elde
edilir. Bu takdirde her z € C¢

wo.r 16In T = T'x elde edilir. Yani C77, ¢emberi T doniigiimii

T

altinda invaryanttir. Diger bir degisle 7" doniisiimiiniin bir sabit noktalarinin kiimesi C""

Zo,T

¢cemberini igerir.

Ornek 5.17 4. boliimde verilen érnek 4.1 deki (X, m,) rectangular M—metrik uzayi

0 = 2 olmak sartyla ele alinsin. Buna gére X, = {z € C|arg(z) =2} U {0} ve

2
my : X377r X ng — [0, 00) fonksiyonu her x,y € X%w icin m,(x,y) = 2l seklinde

2
(‘z‘%_mfn{‘zm})rz doniistimii goz oniine
alinsin. Buna gore C™s; , = {—i,—9i} olarak bulunur. O halde kolaylikla her v € C™%, ,
icin (C7'"1),(C7'2), (C7"3), (C7"4) (CT'"5) kosullarimi sagladigi goriiliir. Dolayisiyla

CT&Q g¢emberi, T' doniisiimii altinda invaryanttir.

tanimhidi: Bu uzayda C™%3;, ¢emberi ve Tz =

Ornek 5.18 Bir onceki ornekte ele alinan rectangular M —metrik uzay ve cember ele

alinsin. Ayrica doniigiim Tz = %z olsun. Bu durumda her x € C"%3;, = {—i, —9i} icin
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(C7'"1) kosulu

v=—iigin2 [H2 —1] =232 -5 <6,2)+ L[ -1 =2<+L4
v=-9ii¢in2 [ —5] —2[H2 -1] <0,2)+ L[ -1] =2< +14

olup L = 0 i¢in saglamr. (C7'"2) kosulu

x=—iigin %5 —5=2<2
x=—9iigin 3> —5=2<2

oldugundan saglanr. (C7""3) kosulu her x,y € C"%, , ve v # y icin

BH 1 =4>4

olup saglanir iken (C7'"4) kosulu

H_1<24+H-9=4<2

oldugundan saglanmaz (C7'"5) kosuluda
min{1,9} =max{1,9} = 1=9
oldugundan saglanmaz.

Bu sebeple C;,; , cemberi, T’ doniisiimii altinda invaryant degildir.

X bostan farkli bir kiime olmak tizere her x € X igin I,.(z) = z olacak sekilde
taniml1 doniisiime x tlizerinde birim doniisiim denir. A¢ik¢a birim doniisiim uzaydaki biitiin
noktalar1 sabit birakan déniisiimdiir. Ustelik Teorem 5.1-5.4 teoremlerindeki kosullar birim
doniisiim tarafindan saglanir. Dogal olarak teoremin hipotezinde verilen ¢gemberler [ altinda
invaryanttir. Fakat birim doniistimler tim noktalar1 biraktigi icin bu sonu¢ ¢ok anlamli
degildir. Bu nedenle birim olmayan doniistimleri belirlemek onemli olacaktir. Asagidaki
teorem ele alinan doniisiimiiniin hangi kosullar alinda birim doniisiim olacagini ifade

etmektedir.

Teorem 5.8 (X, m,) bir rectangular M—metrik uzay, C}'", bu uzayda x, merkezli, r

yarigapli ¢ember olsun. Ayrica ¢ : X — [0,00) fonksiyonu her x € X igin
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o(x) = m.(z,z0) — My, seklinde tanimlansin. Bu takdirde T : X — X doniisiimii v # y

olacak sekilde her x,y € X ve bazi h > 1 igin

(@) —p(Tz)+p(y)—p(y)—2|mr (T2, Ty)—mrp,
mT(ZL‘,T(E) = Moy ra + mr(ya Ty) - My, 1y < 7 [ L ’Ty] ve

My g = M

Te,Tx

kosullarini sagliyorsa T, X iizerinde birim doniisiimiidiir. Dolaswla C7,.,

T doniisiimiiniin bir sabit cemberidir. Ustelik ifadenin tersi de dogrudur.

Ispat (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay, Cron. bu uzayda xo merkezli, v yarigapl
bir gember ve ¢ : x — [0,00) doniisimii her x € X icin p(x) = m,(x,z0) — My,
seklinde tamimli ve T' : X — X teoreminin hipotezindeki kosullar: saglayan bir doniisiim
olsun. x,y € X, x # y,x # Tx vey # Ty olsun. Bu takdirde teoremin hipotezindeki

esitsizlik ve rectangular M —metrigin 4. aksiyomu kullanilarak

h[me (2, Te) = my, . +me(y, Ty) —mp, ] < (@) = o(Tx) + o(y) — p(Ty)
—2 [mr(Tx, Ty) — m,,T%Ty]
= m,(2,20) — My, — m.(Tx,20)
Mgy 0+ Me(Ys To) — My,
—me (T, ©0) = My, 4o
—2 [m,(Tz,Ty) — mTTw,Ty]
my(x,Tx) —my, ., +m,(Tx,Ty)

IA

~Myyy oy + M (TY, T0)

Mgy, 0 — m, (T, yo) — Mo 2o
+me(y, Ty) = mr, 7, +me(Ty, T'x)
—Myyy py + M (T, 00) — My,

— (T, ©0) = My,

-2 [mT(Ta:, Ty) — mTTw,Ty]

= mT(‘/’U’ Tx) - mrz,Ta: + m'l‘(y7 Ty> - m'l'y’Ty

elde edilir. Bu ulasilan noktadan diizenleme ile

(h — 1) [mr(ma TQJ) = My 1y + mr(:g? Ty) - mTy,Ty} <0

sonucuna ulasir. Simdi h > 1 oldugundan ve rectangular M —metrigin 2.aksiyomu

geregince
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mT‘ <x7 T‘,'U) - mTz,Tz + mr(y, Tg) - mrvai’/ = O
= mr(xa Tx) - mrz,Tz = 0

= Ovem,(y,Ty) —my, ., =0

olur. Ayrica teoremin hipotezi geregince m,,, .. = M,

rora OlUp rectangular M —metrigin

1.aksiyomundan dolayi v = T'x ve y = Ty sonucuna ulasilir. Bu nedenle T' = Ix dir ve
sonug olarak C7. cemberi T'nin sabit ¢emberidir. Tersine T' = Ix ise Ix birim doniisiimii

hipotezdeki kosulu agik¢a saglar.

Teorem 5.9 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay, C}", bu uzayda bir cember olsun.

T

Ayrica C', T : X — X doniisiimiiniin sabit ¢cemberi olsun. Bu takdirde T : X — X

xo,r’

doniisiimiiniin her x € X igin ve bazt o € (0, 1) igin

my(x, Tz)—m, . <a [max {mr(x, Tx) —my, ;. mp (20, T2) — mTa;O,ch} — (my(xo, Tx) — mrzo,Tz)]

vemy, ., = M kosullarini saglamasi igin gerek ve yeter kosul T' = I, olmasidur.

Te,Tx

Ispat (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay ve T : X — X déniisiimii CI",. sabit
g¢emberine sahip olsun © # Tx olacak sekilde x € X olsun. Teoremin hipotezindeki

esitsizlikte yer alan maksimum ifadesi geregince iki durum soz konusudur.

1.Durum:

mr(a:, T$) - me,Tx Z mr(x(% T'r) - mr:cO,Tm

olsun. Bu takdirde ifade

IN

mr ('T’ T:C) - mTz,Tz o [mr(ﬂ:’ T:B) - mr:c,T:c - (mT{xO? T.I') - mrzo,Tz)}

< Oé(mr(x, Tx) - mr.:(:,T.I(I)

olup a € (0, 1) oldugundan dolay1 m, (z,T'x) — m,, ., = 0 bulunur Bu ise 2 # Tz olmasi

ile celigir.

2.Durum:

mr(I, Ta:) — mTw,Tw S mT(‘rO7 TI) - mTIO,Tz
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olsun. Bu gore ifade

mr(x7 Tx) - mrx,Tx S «Q [(mr(x[J? Tx) - mrcco,Ta: - (mr(x7 Tx) - mrz,Tz)):| = O

olur. Bundan dolay1 her x € X i¢in Tz = z olur ki bu ise 7' = I, olmasin1 gerektirir. Tersine
I, birim doniisiimii teoremin hipotezindeki kosulu apagik bir sekilde saglar.
Asagidaki onermeler bir ractangular M —metrik uzayda bu uzayimin kendi doniisiimiiniin

birden fazla sabit cemberinin varolabilecegine gostermektedir.

Onerme 5.1 (X,m,) bir rectangular M—metrik uzay ve C, ile CTv,  bu uzayda iki

Z1,T1 Z2,T

cember olsun. Bu takdirde C™'.  ile C"'  cemberlerini sabit birakacak sekilde bir

x1,T1 2,72

T : X — X doniigiimii vardir

Ispat (X,m,) bir rectangular M —metrik uzay ve Coy ve G bu uzayda sirasiyla x,

merkezli, r yaricapli ve x5 merkezli, ry yarigapli ¢emberler olsun  Ayrica
m,.(P,x1) — Myp, 7F T1Ve m,.(P, xg) — Mip,. =+ 19 olacak sekilde bir nokta P € X olmak
tizere her x € X icin T : X — X doniistimii

Tr — €, $% C-'Eliﬂ"l U CIBQN’Q ise
P, diger durumlarda

seklinde tanmimlansin. Bunlarin yani sira @1, ps : X — [0, 00) doniisiimleri her x € X igin
1(z) = my (2, 21) — My, ve po(x) = my(z,22) — My 2y

olacak sekilde tanimli olsun. Bu takdirde T’ doniistimii, o, ve po doniigiimleri ile birlikte C;’ffﬁ

ile C7,, gemberlerii =1,2,3,4,5vede j = 1,2,3,4,5,6,7 olmak iizere (CY") kosullarim

x2,T2

saglar. Bunedenle Teorem 5.j geregince agikca C7\",. ile C7r,, cemberi'T’ doniisiimiiniin sabit

cemberleridir. Ustelik dikkat edilirse Crr, ile CF'r cemberinin konumlar ve biiyiikliikleri

tizerinde herhangi bir kisitlama yoktur.

Onerme 5.2 (X,m,) bir rectangular M —metrik uzay ve Coreys - G, bu uzayda
herhangi n ¢ember olsun. Bu takdirde C;’f:‘rl, ey C’;’;jm cemberlerini sabit birakacak sekilde
birT : X — X doniistimii vardir

Ispat (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay olmak iizere Coreys - Oy, buuzayda i =

1, ...,n igin x; merkezli, r; yaricapli gemberler olsun. Ayrica i = 1,2, ...,n i¢in m,.(P, x;) —
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My, 7 T; olacak sekilde bir nokta P € X olmak iizere her v € X i¢cin T : X — X

dontistimii
n .
Ty — r, T€ iL:JlC’;’ij ise
P, diger durumlarda
bigiminde tammlansin. Bunlarin yam sira i = 1,2,...n icin ¢(x) : X — [0.00)

déniisiimleri her x € X igin p;(x) = m,(x,z;) — m,,,, olacak sekilde tamimlanmis olsun.
Bu takdirde T doniisiimii © = 1,...,n olmak iizere p; doniisiimleri ile birlikte Cgfjm
gemberleri igcin k € {1,2,3,4,5} ve de j € {1,2,3,4,5,6,7} olmak iizere (C}""k)
kosullarini saglar. Béylelikle Theorem 5.1 geregince asikar olarak C7,. ..., C7'".

cemberleri 'T' doniigiimiiniin sabit cemberleridir. Ayrica dikkat edilecegi tizere v = 1,...,n

i¢in C7'r,. cemberlerinin konumlari ve biiyiikliikleri iizerinde herhangi bir kisitlama yoktur.

Buraya kadar olan kisimda teorem 5.1-5.7 ile rectangular M —metrik uzayda bir
kendi iizerine doniisiimiin hangi kosullar altinda sabit ¢emberinin varolacagi verildi.
Kisaca sabit cemberin varlik kosullar: verildi. Onerme 5.1 ve Onerme 5.2 ile de varlik
kosullarini saglayan bir doniisiimiin birden fazla sabit ¢emberinin olabilecegi goriilmiis
oldu. O halde an itibari ile bir rectangular M —metrik uzayda bir kendi iizerine déniigiimiin
ne zaman bir tek sabit ¢emberinin olacagr sorusu énem kazanmis olur. Bu baglamda
asagidaki teoremler bu soruya yanit vermektedir. Yani kisacasi bir rectangular M —metrik

uzayda sabit cemberin teklik kosullar: verilecektir.

Teorem 5.10 (X, m,.) bir rectangular M —metrik uzay, C'". bu uzayda bir ¢ember olsun.

xg,T

Ayrica C, T+ X — X doniigiimiiniin sabit ¢cemberi olsun. Bu takdirde T' : X — X

xo,r’

doniisiimii i = 1,2,..,7, j = 1,2,...,5 olmak iizere (C}""j) kosullarimi saglasin. Bu
takdirde her v € C},., y € X \ CJ ve bazi h € (0, 1) i¢in T' doniisiimii

T Zo,T

mr(T‘r7 Ty) — Mgy 1y <h [mr(l’, y> - mrz,y}

biiziilme kosulunu ve m,., , = M,

re.y KOSUlunu sagliyorsa meofr cemberi T doniisiimiiniin bir

tek sabit cemberidir.

Ispat (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay Cor. bu uzayda siraswyla xo merkezli, r

yaricapli bir cember ve T : X — X bir doniisiim olsun. Ustelik T déniisiimii her x € C’;’Sfr
vey € X \ C™ noktalari igin h € (0, 1) olmak iizere

zo,r

m,(Tx, Ty) — Mgy gy <N [mr(x, y) — mrmyy}
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biiziilme kosulunu saglasin. Bunun yam sira C", ve C’;%’,,x cemberlerinin T déniigiimiiniin

iki farkly sabit gemberi oldugu varsayilsin. u # v olmak iizere u € C3, vev € Cpi

xo,r xg,r®

noktalart ele alinsin. Bu takdirde T’ doniistimiiniin gergekledigi biiziilme kosulu geregince

m"'(u? U) - mTu,v - m"'(Tu? TU) - mTTu,Tv S h [mr(u7 U) - mTu,v]

olur: Buradan da diizenleme ile (1 — h) [m,(u,v) — m,, ]| < 0 sonucuna ulasilir. Ancak her

h € (0,1) oldugundan m,(u,v) = m,, , ve m,, , = M, olup dolayisiyla v = v olmalidir.

Tu,v

Bu ise bir geliskidir. O halde varsayim hatali olup bu nedenle C, ¢emberi, T doniisiimiiniin

T

tek sabit cemberidir.

Teorem 5.11 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay, C}'", bu uzayda bir ¢ember ve
T : X — X doniigiimii i = 1,2,...,7, j = 1,2,...,5 olmak iizere (C]""j) kosullarin
saglasin. Bu takdirde her x € CI'v.. y € X \ CI' ve bazi h € (0, 1) i¢in T doniisiimii

xo,r’ xo,T

m,(Tz, Ty)—mrszTy < hmax {mr(x, y) — my, m,(x,Tx) — W, 1, m.(y, Ty) — mry,Ty}

biiziilme ve m,, = M,

rey KOsulunu saghyorsa C7'., T doniisiimiiniin bir tek sabit

xo,r’

cemberidir.

Ispat Teorem 5.12 nin ispatinda oldugu gibi Crone ve Cov o cemberlerinin T
doniigiimiintin iki farkli sabit ¢emberi oldugu varsayilsin. O halde u # v olacak sekilde

u € Cprovev € Cpr . olmak iizere T' nin sagladigi biiziilme kosulu geregince

me(u,0) =y, = me(Tu, T0) = My, o, <0 [me(u, Tw) = my, 4 ome(0,T0) = my, ;]
= h [mr(U7 Tu) — mru,Tu,+mT(U7 Tv) - mrv,Tv}

= 0

olur. Dolayisyla m,(u,v) — m,.,, dir. Ayrica m,.,, = M, oldugundan dolayr v = v
sonucun ulaswr. Fakat bu bir ¢eliski olup varsayim hatalidir. Boylelikle C77, ¢emberi, T

doniistimiiniin bir tek sabit cemberidir.

Teorem 5.12 (X, m,) bir rectangular M —metrik uzay, C}, bu uzayda bir cember, T : X —
X doniigiimiii € {1,2,...,7}, j € {1,2,...,5} olmak iizere (C["" j) kosullarini saglasin. Bu
takdirde her x € C7., y € X \ C" ve bazi h € [0, ‘/§_I> icin 'T" doniigiimii

x xo,T 2

m(Tx, Ty) — Mgy, <H [mr(a:, Ty) — My, 1, + m,(y, Tx) — mryﬂ]
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biiziilme kosulunu ve m,, , = M, , kosulunu sagliyorsa C’;’gfr, T doniistimiiniin bir tek sabit

cemberidir.

Ispat Teorem 5.10 un ispatina benzer sekilde Croreve Oy gemberleri, T doniisiimiiniin

iki farkly sabit cemberi oldugu varsayilsin. Bu durumda u # v olacak sekilde u € C7, ve
v € Cy . noktalary icin ' nin gergekledigi biiziilme kosulu geregince

To* ,T

m’r‘(u7 /U) - mT‘u,v = mr (TU/7 TU) - mrTu,Tv S h |:m7'<u7 T/U) - mru,Tv+mT (/U’ TU/) o mrU’T“:|
= h [mr(u, T'U) - mruyTermT (U7 TU) - mrv,Tu}
= 2h [mr(u, U) - mru,v}

bulunur: Buradan diizenleme ile (1—2h) [m.(u,v) — m,, ] < 0sonucuna ulasir: Ancak h €
0

2

) oldugundan 2h < 1 olup m,(u,v) —m,, , dir. Ayrica m,., , = M,, , oldugundan
dolayru = v elde edilir. Fakat bu bir ¢eliski olup varsayum hatalidwr. Boylelikle C7', cemberi,

T doniisiimiiniin bir tek sabit cemberidir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Bu tezde alisimis metrik uzayin bir genellestirilmesi olan rectangular M — metrik
uzayda metrik sabit nokta teori alaninda(kolunda) calisilmistir. Rectangular M — metrik
uzay kavrami alisilmis metrik uzayin bir genellestirilmesi olan M — metrik uzay ile
alisilmis metirk uzayin bir bagka genellestirilmesi olan rectangular metrik uzay
kavramlarim birlestirir. Dolayisiyla rectangular M — metrik uzay, alisilmis metrik uzay,
kismi metrik uzay, M — metrik uzay, rectangular metrik uzay, kismi rectangular metrik
uzay kavramlarimin bir genellemesidir. Klasik sabit nokta teoremi g¢alismalarinda genel
olarak bir uzay lizerinde ele alinarak kendi iizerine doniisiimiin hangi kosullar altinda sabit
noktasinin var ve tek oldugu sorusuna odaklanilir. Ancak bir doniisiimiin sabit noktalarinin

kiimesi bos kiime veya sayilabilir ya da sayillamaz ¢oklukta eleman igerebilir.

Sabit nokta kiimesinin birden ¢ok eleman ihtiva ettigi durumlarda bu noktalarin
geometrik 6zelliklerinin arastirilmasi dnemli ve giizel bir problemdir. Ozgiir ve Tas’in 2016

yilindaki ¢alismalari ile birlesince 6nemi artmistir.

Bu tez calismasinda Ozgiir vd. 2018 yilindaki ¢aligmalari ile literatiire kattiklart
rectangular M — metrik uzay kavrami ve yine bu ¢aligmalarda tanittiklar1 rectangular M —
metrik uzayda ¢ember ve sabit cember tanimlarindan hareket ile bu uzayda bir iizerine
doniisiimiin sabit cemberleri konusu ele alinmistir. Bu baglamda bir rectangular M — metrik
uzayda bir kendi tlizerine doniisiimiin sabit ¢cemberinin hangi kosullar altinda varolacagi
problemlemi yani sabit ¢emberin varlik kosullar1 arastirilmis ve bu soruya tespit edilen

bir¢ok varlik kosulu ile yanit verilmistir.

Sabit ¢emberin varlik kosullar1 verildikten sonra bu kosullar1 saglayan doniigiimlerin
ne zaman birim doniisiim olacagi sorusu yanitlanmistir. Sonrasinda rectangular M — metrik
uzayda kendi iizerine doniistimiin n € N olmak {izere n adet sabit cembere sahip olabilecegi
gosterilmistir. Son olarak da bir doniisiimiin hangi kosullar altinda bir tek sabit ¢gemberi
olacaginin yaniti i¢in ¢esitli teoremler verilmistir. Kisacasi rectangular M — metrik uzayda

sabit cemberin teklik kosullart verilmistir.

Bu baglamda en son genellestirilmis metrik uzaylardan biri olan rectangular M —
metrik uzaylarda sabit noktalarin geometrik ozelliklerin incelenmesine dair bir yol

acilmistir. Ayrica genellestirilmis metrik uzaylarda sabit noktalarin geometrik 6zelliklerine
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dair yeni sonuglar bulunmus olup bu bulgular ile literatiiriin bu yoniine katkida

bulunulmustur.



58

7. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda alisilmis metrik uzayin en son genellemelerinden biri olan
rectangular M — metrik uzaylar ele alinmis olup bu uzayda bir kendi {izerine doniisiimiin
sabit noktalarinin kiimesinin geometrik Ozellikleri sabit ¢ember Ozelinde arastirilmistir.
Temel olarak rectangular metrik uzay ile M — metrik uzay kavramlarinin birlestirilmesi
fikrine dayanan ve 2018 yilinda Ozgiir vd. tarafindan literatiire katilan uzayda yine yazarlar

tarafindan verilen ¢gember ve sabit gember kavramlari ele alinmstir.

[k olarak bir rectangular M — metrik uzayda bir kendi {izerine doniisiimiin sabit
cembere sahip olma kosullar1 yedi ayri teorem ile ifade edilmistir. Bu teoremlerin dort

tanesi ticer kosul, biri dort kosul, iki tanesi de beser kosul icermektedir.

Sonrasinda ifade edilen bu yedi teoremdeki kosullari saglayan herhangi bir
doniisiimiin ne zaman birim doniisiim olacag1 sorusuna iki teorem ile yanit verilmistir. Bir
baska deyisle sabit cembere sahip olan bir doniisiim hangi kosul altinda birim doéniisiim

olmayacag1 yanitlanmis oldu.

Daha sonra bir rectangular metrik uzayda birden fazla hatta n € |n| olmak iizere n
adet sabit cembere sahip olan doniisiimlerin var oldugu gosterildi. Bu sonugla birlikte
giindeme gelen bir bagka dnemli problem rectangular M — metrik uzayda bir doniisiimiin
sabit cemberlerinin tek olmasi kosullarinin ne olduguna dair ayr1 teoremle yanit verilmistir.
Ozetlenirse rectangular M — metrik uzayda bir kendi {izerine ddniisiimiin sabit cembere
sahip olmasina dair varlik ve teklik kosullart belirlenmistir. Bu sayede metrik sabit nokta
teoresi alaninda genellestirilmis metrik uzaylarin sabit noktalarinin geometrik 6zelliklerinin
incelenmesi c¢aligmalarina katkida bulunulmus ve literatiire yeni varlik ve teklik kosullar

eklenmistir.

Bundan sonraki ¢aligmalar i¢in bir rectangular M — metrik uzayda diger bazi temel
egrileri; 6rnegin elips, hiperbol, Cassini ovali, Apollonius ¢gemberi parabolu gibi egrileri baz
alarak bu egrilerin sabit kalmasi i¢in varlik ve teklik kosullar1 arastirilabilir. Yine bu uzayda
bu tezde ele aliman sabit ¢ember konusuna burda yer almayan kosullar ve sonuglar
arastirilabilir. Bunlarin disinda bu tezde alinan veya yukarida ifade edilen diger egrilerin
sabit olmas1 i¢in varlik ve teklik kosullar1 rectangular M — metrik uzaydan farkli bir bagka
genellestirilmis metrik uzayda ele alinabilir. Bu noktada ifade edilen kavramlarin

uygulamasina yonelik uygulama alani aragtirilmasi yapilabilir.
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