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OZET

Bu tez alt1 kissmdan meydana gelmekte olup, klasik metrik uzayin olduk¢a 6nemli bir
genellestirilmesi olan ve birgok genisletilmis metrik uzay1 igeren A,— metrik uzay kavrami
tizerinde durularak bu uzayda metrik uzaylar i¢in son derece iyi bilinen bir takim sabit nokta

teoremlerinin A,—metrik uzayindaki versiyonlar1 arastirilarak verilmistir.

[Ik kisimda, ¢alismada iizerinde durulacak problemin tanimlandigi matematiksel
alandan ve daha 6zelde bu alanda metrik uzaylarin ortaya ¢ikisi , gelisimi ve genellestirilme

caligmalarindan s6z edilerek konuya giris yapilmis ve ayrica ¢calismanin amaci verilmistir.

Ikinci kisimda c¢alismada ele alnan probleme dair gecmisten giiniimiize olan

caligmalardan s6z edilerek kisaca literatiir 6zeti yapilmistir.

Ugiincii kisimda problemin tanimlandig: klasik metrik uzaylarin en son ve dnemli
genellestirilmelerinden biri olan A,— metrik uzay kavrami ve bu uzaym temel 6zellikleri

incelenmistir.

Dordiincii kisimda A,— metrik uzayda klasik metrik uzayda iyi bilinen bir takim
sabit nokta teoremlerinin (Banach , Kannan , Bianchini , Chaterjea, Reich , Zamfirescu gibi)
Ap—metrik uzay versiyonlar1 incelenerek c¢alisilmis olup elde edilen sonuglara yer

verilmistir.

Besinci ve Altinct kisimlarda tez calismasinda ulasilan veriler Ozetlenmis ve

sonrasinda yapilmasit muhtemel ¢aligmalar i¢in dnerilere deginilmistir.

Anahtar kelimeler: Genellestirilmis metrik uzay , A,— metrik uzay , Sabit Nokta

teoremleri



vil

SUMMARY

This thesis consists of seven parts, focusing on the concept of A,—metric space, which
is a very important generalization of the classical (usual) metric space and includes many
generalized metric spaces, and the A,—versions of some well-known fixed point theorems

are investigated.

In the first part, the mathematical field in which the problem to be emphasized in
the study is defined, and more specifically the emergence, development and generalization
of metric spaces in this field, the subject is introduced and also the purpose of the study is

given.

In the second part, a brief summary of the literature was made by mentioning the

studies from the past to the present regarding the problem discussed in the study.

In the third part, the concept of A,—metric space, which is one of the last and
important generalizations of classical metric spaces in which the problem is defined, and the

fundamental properties of this space are examined.
In the fourth part, versions of some well-known fixed point theorems (such as Banach
, Kannan , Bianchini , Chaterjea, Reich , Zamfirescu) in classical metric space in A,—metric

space are studied and the obtained results are given.

In the fifth and sixth sections, the data got in the thesis study are briefly restated and

offers for possible next studies are mentioned.

Key Words: Generalized metric Space, A,—Metric Space, Fixed Point Theorems
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1. GIRIS VE AMAC

Bu tez calismasinda ele alinan problemin orijinini olusturan tek degiskenli sabit nokta

problemi olup ilgili problem asagidaki gibidir:

S herhangi bir kiime, A ile B en az bir ortak elemana sahip olan .S de igerilen iki
kiime olmak tizere 7' : A — B bir donilisiim olsun. Bu durumda 7" nin sabit noktas1 olarak
adlandirilan 7'(x) = z kosulunu saglayan x € A noktasi ne zaman vardir? Eger bu tiir nokta

veya noktalar varsa kag tanedir ve bu noktalar nasil bulunur ?”

O halde daha basitge .S bir kiime , 7" : S — S doniisiim iken hangi durumlarda 7" nin
sabit nokta(lara)ya sahip olacagi ve bu nokta(larin) nasil bulunacagi problemi olarak ifade

edilebilir. Bu sorulara yanit veren ifadelere sabit nokta teoremleri denilmektedir.

Dogrusal olmayan fonksiyonel analizin gelistirilmesinde dnciilerden olarak goriilen
Browder’in da belirttigi gibi sabit nokta teorisi siiphesiz modern matematigin en 6nemli
araglarindan biridir. Bu kismen, bir¢cok gergek diinya probleminde sabit nokta teorisinin,
uygulamalarda dogal olarak ortaya g¢ikan problemlere ¢oziimlerin varligini kurmak igin
kullanilan temel matematiksel ara¢ olmasindan kaynaklanmaktadir. Sonug¢ olarak sabit
nokta teorisi teorik ve uygulamali matematikte énemli bir ¢alisma alanidir ve gelismeye

devam etmektedir.

Sabit nokta teorisinin bilimsel temeli 19. yiizyilin sonlarinda ve 20. yiizyilin
baslarinda Poincare , Lefschetz - Hopf ve Leray-Schauder’in ufuk agici katkilariyla
topolojinin ilk giinlerinde atilmaya bagladi. Sabit nokta teori topoloji ve analizden cebir ve
geometriye ve yani sira ayrik ve uygulamali matematige kadar yogun ve ¢ok yonli bir

ilkeler, sonuglar ve yontemler biitiinii haline geldi.

Bu miikemmel disiplinler arasi teori topolojik gozlemlerin ¢ok O6nemli bir rol
oynadig1 matematigin pek ¢ok giincel ilgi alanlarindaki merkezi problemlerin ¢6ziilebilirlik
yonleri i¢in ongori ve gliglii araglar saglar. Gergekte dogrusal ve dogrusal olmayan
problemlerin varlig1 genellikle sabit nokta problemlerine ¢evrilir. Bu noktada eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin ¢o6ziimlerinin varligi dinamik sistemlerde kapali periyodik
yoriingelerin varligi ve daha ¢ok son zamanlarda mantiksal programlamada cevap

kiimelerin varlig1 bu problemlere 6rnek olarak verilebilir.



Sabit nokta teorisi c¢aligmalari genel ¢ercevede ii¢ ana alana boliinerek
simiflandirilabilir. Bu alanlar {i¢ Onemli sabit nokta teoreminin ortaya atilmasi ile
olugsmustur. Daha a¢ik¢a 1912 yilinda Brouwer’ in yayimladigi teorem ile Topolojik sabit
nokta teori , 1922 yilinda Banach’ in yayinladigi teorem ile Metrik sabit nokta teori ve 1955
yilinda Tarski’nin yayimladig: teorem ile Ayrik sabit nokta teori alanlar1 olusmaya baslamis

ve sinirlar belirlemistir.

Bu ¢alismada sinirlar1 Banach’ in teoremiyle belirlenmis olan alaninda yani Metrik
kisminda arastirmalar yapilacaktir. Metrik sabit nokta teori esasen izometrik doganin
ozelliklerini iceren metodlart ve sonuglar1 kapsamaktadir. Teorinin orijini 1. mertebeden
lineer olmayan baslangic deger problemlerinin ¢dziimlerinin varligini ve tekligini teskil
etmek amaciyla Picard’in ardisik yaklasimlarma dayanir ve Cauchy, Lioville,
Libschitz,Peano, Fradholm ve 6zellikle Emile Picard’a kadar geri gider. Bununla birlikte,
Polonyal1 matematik¢i Stefan Banach temeldeki fikirleri basit diferansiyel ve integral
denklemlerin kapsaminin ¢ok 6tesinde genis uygulamalar i¢in uygun soyut bir ¢erceveye
yerlestirmekle taninir. Metrik sabit nokta teori sadece onemli doniisiim siniflar1 i¢in bir¢ok
sonucun yapici ispatlara sahip olmasi nedeniyle degil ayni zamanda normlu uzaylarin

geometrisine aciklayici bir 151k tuttugu icin sayginlik ve 6nem kazanmustir.

Metrik sabit nokta teorisinde calismalar genel olarak iki farkli yonde ilerlemistir.
Buna gore alanin temelinde yer alan Banach sabit nokta teoreminde ifade edilen biiziilme
kosulunun degistirilmesi veya daha basit¢e doniisliimiin iizerine biiziilme kosulunun disinda
ne gibi kosullar konulabilecegi ¢caligmalarin yonlendigi bir taraf iken diger tarafta calisilan
metrik uzay kavramin degistirilmesi, genellestirilmesi seklindedir. Daha agikga 1922
yilinda Banach tarafindan ifade edilen biiziilme kosulu yapilan c¢alismalar ile
genellestirilmis ve degistirilmistir. Ornegin bu tiirden yapilan galismalar olarak Kannan,
Chaterjea, Bianchini, Reich, Hardy- Rogers gibi yazarlarin isimleri ile anilan sabit nokta
teoremleri verilebilir. Hatta 1977 yilinda Rhoades mevcut biiziilme kosullarini inceleyerek
bunlar arasindaki iligkileri ifade etmis ve yeni biiziilme kosullar1 ortaya atmistir. Caligilan
metrik uzaym genellestirilmesi caligmalarina 6rnek olarak 2007 de Mustafa ve Sims
tanimladigi G —metrik uzay, 2012 de Sedhgi vd tanimladig1 S —metrik uzay , 2015 de
Abbas vd tanimladigi A— metrik uzay ve 2016 da Ughade vd tanimladig1 A,— metrik uzay

calismalar1 verilebilir.

Bu tez ¢aligmasinda amag bir kiimenin n — [z kartezyen carpimi {izerinde tanimli
olan ve alisilmig , S , S, ve A —metrik uzaylarimi genelleyen A,— metrik uzayda sabit
noktanin varligm ve tekligini ifade edecek teoremler elde etmekdir. Bu amag

dogrultusunda klasik (alisilmis) metrik uzay alaninda popiiler olan ve iyi bilinen baz1 sabit



nokta teoremlerinin (Banach, Kannan, Chaterjea, Hardy-Rogers, Zamfirescu vb.) A,—

metrik uzaydaki versiyonlar1 verilecektir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Metrik uzay kavrami ilk olarak M.Fréchet tarafindan 1906 yilinda yayimladigi
doktora tezinde tamimlanmigstir. Fréchet metrik kavramini tanimladiginda uzaklik
fonksiyonu ismini vermis olup uzaklik fonksiyonu kavramina metrik ismini {inli
matematik¢i Hausdorff vermistir. Buna gore Fréchet uzaklik fonksiyonu kavramin

asagidaki gibi tanimlamstir.

Tamm 2.1 X +# () iken tiim p, q, r € X noktalari i¢in
() d(p,q) =0 < p=¢
(ii) d(p, q) = d(q, p)
(iii) d(p, q) < d(p, ) + d(r, q)

kosullarint saglayan d : X x X — [0, 00) fonksiyonuna X iizerinde bir uzaklik fonksiyonu,

ayrica (X, d) ifadesine de metrik uzay adi verilir.

Sonralarda metrik uzay kavramini genellestirme ¢alismalar1 goriilmeye baslandi. Bunun ilk
ornegi olarak Géhler 1963 de gerceklestirdigi caligmalarinda adina 2— metrik uzay dedigi

kavrami tanitt1 ve bu uzayin klasik metrik uzayin bir genelestirmesi oldugunu 6ne siirdii.

Tamm 2.2 X +# () iken tiim p, q, r, a € X noktalar i¢in
(i) p# qvep,q€ X icind(p, q,r) # 0 kosulunu saglayan bir r € X vardwr.
(ii) p, q, T den en az iki tanesi esit ise d(p, q, r) = 0 diwr
(iii) d(p, g, v) = d(p, v, q) = d(q, p, 7) = d(q, v, p) = d(r, q, p) = d(r, p, q)
(iv) d(p, ¢, 7) < d(p, ¢, a) + d(p, a, ) + d(a, ¢, 7)

kosullarini saglayan d : X x X x X — [0, 00) fonksiyonuna X iizerinde bir 2 — metrik ve

ayrica (X, d) ifadesine de 2—metrik uzay adi verilir.



Gébhler iddia ettigi gibi tanimladig1 yeni metrik uzay kavraminin klasik (aligilmis) metrik
uzayin bir genellemesi olmadig1 1988 yilinda Ha ve digerleri gergeklestirdigi ¢alismada
ortaya konulmustur. Buna gore Ha ve digerlerinin yaptiklar1 calismada Géhler’ in
tanimladig1 fonksiyonunun degiskenleri {izerinde siirekli olmak zorunda olmadigin
gostererek alisilmis metrik uzaylardaki meshur biiziilme doniigiimiine dair teorem ile bu
teoremin 2—metrik uzaydaki karsiliginin ilgisiz oldugunu ortaya koymuslardir. Bu durumda

2—metrik uzayin genelleme olma iddias: ¢liriimiistiir.
1989 yilinda Bharktin yayimladigi calismasinda klasik metrik aksiyomlarindan biri
olan ve adina ticgen esitsizligi denilen aksiyomda esitsizligin sag tarafini 1 veya daha biiyiik

bir skaler ile ¢arparak metrik uzayin bir genellestirilmisi olan b—metrik uzay1 asagidaki gibi

tanitti.

Tamm 2.3 X + () iken tiim p, q, r, € X noktalar i¢in
() dy(p,q) =0 <= p=gq
(it) dy(p, q) = dy(q, )
(iii)dy(p, q) < s(dp(p,7) + dy(r, q))

kosullarini saglayan d, : X x X — [0, 00) ifadesine X iizerinde bir b-metrik ve ayrica (X,

dy) ifadesine de d,— metrik uzay adi verilir.

b—metrik uzayin tanitilmasi metrik uzaylarin ileri genellemeleri i¢in bir kap1 agmis oldu.
Bharktin’in ortaya attig1 genelleme fikri kronolojik siralama ile goriilen her genellestirilmis
metrik uzaya uygulanarak ortaya atilan genellestirilmis metrik uzayin biraz daha

genellestirilmesi saglanmistir.

Daha sonralarda 1992 yilinda Dhage yaptigi calismasiyla klasik metrik uzay1

genellestirdigini iddia ederek adina D — metrik uzayr dedigi uzayi tanitmistir.

Tamm 2.4 X = () iken tiim p, q, r, a € X noktalar icin
() D(p,q,7) =0 <= p=q=r

(i) D(p, q,7) = D(p, 7, q) = D(q, p, ) = D(q, 7, p) = D(r, p, q) = D(r, q, p)



(ii) D(p, ¢, ) < D(p, ¢, a) + D(p, a, 1) + D(a, g, 1)

kosullarin saglayan D : X x X x X — [0, 00) fonksiyonuna X iizerinde bir D— metrik

ve ayrica (X, D) ifadesine de D— metrik uzay ad verilir.

[lave bir 6zellik olarak (X, D) D— metrik uzayinda tiim p, ¢, r € X noktalari igin

(iv) D(p, ¢, q) < D(p,r,7) + D(r, q, q)

ifadesi verilebilir. Ayrica her p, g € X i¢in D(p, p, q) = D(p, q, q) ise D—metrigine simetriktir

ad1 verilir.

Yakinsaklik kavrami D—metrik uzayda farkli sekillerde ifade edilerek bu uzay
iizerinde 1ki farkli topoloji insaa edilebilir. Her ne kadar Dhage bu iiretilen topolojilerin ayni
oldugunu iddia etse de Mustafa ve Sims 2003 yilinda gerceklestirdikleri bir ¢alisma ile ayni
oldugu iddia edilen topolojilerin ayni olmadigin1 ve Dhage’nin sundugu bazi sonuglarda
birtakim yanliglhiklarin bulundugunu ortaya koymuslardir. Dogal olarak D-metrik uzay
kavrami da iddia edildigi gibi klasik metrik uzayin bir genellemesi olamayacaktir. Daha
sonrasinda Mustafa ve Sims 2006 yilinda gerceklestirdikleri ¢alismalari ile klasik metrik
uzayin bir genellemesini genellestirilmis metrik uzay adi ile ya da kisaca G—metrik uzay

seklinde tanitmiglardir.

Tamm 2.5 X # () iken her p, q, 7, a € X icin
()p=q=r = G(p,q,r)=0dmr
(ii) Her p, q € X ve p # q i¢in G(p, p, q) > 0 dw:
(iii) Her p, q, v € X ve q # 7 i¢in G(p,p,q) < G(p, q,r) dir.
) G(p,q,7) = G(p,r,q) = G(q, p, 1) = G(g,r, p) = G(r, p, ) = G(r, ¢, p)
v) G(p,q;7) <G(p,a,a) + Gla, q,r)

kosullar: saglayan G : X xX x X — [0, 00) fonksiyonuna X iistiinde bir G— metrik ve
ayrica (X, G) ifadesine G— metrik uzay denir.



Boylelikle metrik uzaymn bir genisletilmesi tanitilmig oldu. Ardindan 2007 de Sedgi ve
digerleri gerceklestirdikleri ¢aligma ile G-metrik uzayr da kapsayan bir metrik uzay

tanittilar.

Tamm 2.6 X +# () iken tiim p, q, r, a € X noktalar i¢in
() D*(p,q,r) =0 <= p=q=r
(ii) D*(p, ¢, r)=D*(p, v, 4)=D"(q, p, r)=D*(g, r, p) = D*(r, p, q) = D*(r, ¢, p)
(iii) D*(p, ¢, ) < D*(p, g, @) + D*(a, 7, 7)

kosullarini saglayan D* : X x X x X — [0, 00) ifadesine D* bir D* — metrik ve (X, D*)

ifadesine de D* — metrik uzay denir.

Buna gore her G— metrik uzay bir D*—metrik uzay olmaktadir ve fakat ifadenin tersi
yanlistir. Boylelikle her G-metrik uzayi kapsayan bir metrik uzay yapisi tanitilmis ve metrik
uzaym bir baska genellemesi verilmis oldu. Ancak Sedghi ve digerleri 2012 yilinda
gerceklestirdikleri calisma ile G — metrik uzayin ve D* — metrik uzaym giiciinii simetri
ozelliklerinden dolay1 zayifladigi kanaati {izerine klasik metrik uzaylarin baska bir

genisletilmesi olan S' — metrik uzay kavramimi tanitmiglardir.

Tamm 2.7 X +# () iken her p, q, r, a € X icin
@) S(p,q;r)=0 < p=q=r

kosullarint saglayan S : X x X x X — [0, 00) fonksiyonuna X iistiinde bir S— metrik ve
(X, S) ifadesine de S—metrik uzay adi verilir.

S— metrik uzay , G— metrik uzay ve D*— metrik uzaywn bir genellemesi olsa da 2015
yilinda Abbas ve digerleri S— metrik uzay kavrammin genellestirilmisi olan A-metrik
uzay kavramini ortaya ¢ikarmislardir. Ilgili alismaya gore X bostan fakli bir kiime olmak
tizere S— metrik kavrami X in Giglii kartezyen ¢arpimi iken A— metrik kavrami X in n li

(n > 3) kartezyen carpimi iizerinde tanimlanmaktadir. A— metrik uzay kavramimin



tanimlanmasinin hemen akabinde Ughade vd. 2016 yilinda Bharktin’in genelleme fikri
kullanilarak A— metrik uzay kavrammi da genelleyen A, — metrik uzay kavrami

asagidaki gibi tanitilmistir.

Tanmm 2.8 X #0, s> 1, n>3veic{l,2,..,n} iken tim x;, a € X icin
(i) Ap(zq, .y ) =0 <= a1 =... =1,
(i) Ap(z1, oy ) < 8> Ap(y, ...y Ty, a)
i=1

kosullarint saglayan A, : X™ — [0, 00) ifadesine X iistiinde bir A, — metrik ve (X, Ap)
ifadesine de A, — metrik uzay adi verilir . (Ughade vd. 2016)

Agikca s = 1i¢in her A — metrik uzay bir A, — metrik uzaydwr. Ancak elbette tersi dogru
degildir. Dogal olarak A,— metrik uzay, A— metrik uzaywn bir genellestirilmesidir.

Metrik uzay kavraminin genellestirilmesine dair pek ¢ok calismalar mevcut olup
gilinlimiizde halen devam etmektedir. Bu ¢alismalarin yani sira 1922 de Banach tarafindan
verilen biiziilme kosulunun (ilkesinin) genelleme c¢alismalari da tim hiziyla devam
etmektedir. Bu baglamda Bianchini, Ciric, Kannan, Reich, Chatterjea, Hardy-Rogers gibi
bilim insanlar1 glinlimiizde kendi isimleri ile anilan biiziilme kosullar1 tanitmiglardir.
Rhodes 1977 de yaptigi calisma ile bilinen biiziilme kosullar1 ve aralarindaki iligkileri
incelemis ve bunlardan faydalanarak orijinal biiziilme kosullar1 sunmus ve boylelikle yeni
sabit nokta teoremleri elde etmistir. Bahsedilen caligmalar klasik metrik uzaylarda olup
bunlarin disinda literatiirde alisilmis metrik uzayin genellestirilmis hallerinde de sayisiz

coklukta yayin mevcut olup ilgili uzaylarda sabit nokta teorisi bir¢ok yonde irdelenmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezin 4. boliimiinde verilecek olan A,— metrik uzaydaki sabit nokta
teoremlerinin olusturulmasinda ve ispatlanmasinda kullanilacak A,— metrik uzaya dair
temel fikir, tanim, teorem ve kavramlara yer verilecektir. Biitiinliigli ve anlasilirhig:
saglamak adima verilen bu boliimde yer alan teoremlerin ve hiikiimlerin bazilar1 sadece
ifade edilecek olup ispatlarma yer verilmeyecekdir. Bu hiikiimlerin ispatlar1 isaret edilen

kaynaklardan incelenebilir.

3.1 A,-METRIK UZAY

Literatiir arastirmasi kisminda da kisaca bahsedildigi ilizere 1906 yilinda Frechet’in
tanimlamasi ile baslayan metrik uzay kavrammin aradan gegen siire¢ boyunca birgok
genellemesi verilmistir. Onceleri bostan farkli X bir kiimesi i¢in klasik metrik kavrami1 X
x X kiimesi iizerinde tanimlanmistir. Bir siire sonra bu kavram X x X x X i¢in

genellenmis olup sonralarda bu genelleme daha da genellestirilerek X x X x ... x X

'
n tane

lizerinde tamimlanan metrikler ile gelistirilmistir Bu bolimde X # 0 igin

X x X x .. x X ilzerinde tanimlanan A;,-metrik ile olusturulan A, —metrik uzay

n tane
kavrami ele alinacak, bu uzayin 6zellikleri verilecektir.

Ayrica bu boliimde ve gelecek boliimde gosterimlerde karmasa ve uzunlugu 6nlemek

amact ile Ay(z, ..., x, y) ifadesi A, (x;y) bigiminde ifade edilecektir.

Tanim 3.1 X # (), s > 1ven > 3iken A, : X™ — [0, 00) fonksiyonu i € {1, 2, ..., n} olmak

tizere her x; , a € X igin
Apl) Ay (21, ey 2) =0 <= 1= ... =1,

Ab2) Ab (xla 7In) S SiAb (xia ey Ly CL)
=1

sartlarim gergekliyorsa A, ye X iizerinde bir A, — metrik adi verilir ve (X, Ay) ifadesine
de Ay, — metrik uzay denir. (Ughade vd. 2016)
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Ay — metrik uzay kavrami sadece alisilmis metrik uzayin degil ayn1 zamanda A
—metrik uzay kavraminin bir genellestirilmesidir. Yani A,-metrik uzay smifi A —metrik
uzay sinifindan daha genistir. Agik¢a her A —metrik uzay s = 1 olmak iizere bir A, — metrik

uzaydir. Fakat tersi dogru degildir.

Ay, — metrik uzay n. mertebeden bir S, — metrik uzaydir. Ozetlenirse her S, — metrik

uzay A, — metrik uzaym 6zel durumudur.

Asagida A, — metrik icin iki 6rnek verilmistir.

Ornek 3.1 X =[1,00)vei=1,2,....,nolsun. A, : X" — [0, 00) ifadesi her x; € X igin

Ay (aizn) = > | — )

i=1 i<j

seklinde tamimlansin. Buna gore iist satirda ifade edilen Ay fonksiyonu agikca bir A,—
metriktir.(Ughade vd. 2016)

Verilen fonksiyonun bir A, — metrik oldugunu gormek icin tanmim 4.1 de yer alan
(Ap1) ve (Ay 2) kosullarimin saglandigini gostermek yeterlidir. Bu takdirde (Ay 1) igin x4,

To, ..., T, € X olmak tizere

Ap(21, 29, ) = 0 = D00 >0 fw — x> =0
— |z, -7 =0
= |z, —x;|=0
= =1y
— T1=Ty=..=T,

olur. Dolayisiyla agik¢a (Apl) saglamir (Ap2) i¢ini = 1,2, ...,n ve x;,a € X olmak iizere

actkca
Ay(xp;a) = (n—1)|z —al?
Ay(x;a) =  (n—1) |z —al?
Ab(X:‘,; CL) = (n — 1) ’1'3 — a\Q
Ay(Xp_p;a) = (n—1)|za 1 —al

Ay(xp;a) = (n—1)|z, —al
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bulunur. Buna gorei =1, 2, ..., nve her x;, a € X icin yukaridaki esitliklerden faydalanarak

D it Ei<j |z — xj‘2
D it ZK]‘ (2 —a) — (z; — a)|’
{2(n — 1) |21 — a> +2|xy — af” +2 |25 — a|* +... 42|z, — a|*}
+{2(n — 2) |zo — af’ + 2|z — a]* + ...
+2 |z, —al’} + {2(n — 3) |zs — a]* 4+ 2 |zs — a|* + ...
12|z, — al’} + . 4+ {2(2) |2 — af’ + 2|20y — a
+2 |z, — al’} + 2|21 — al* + 2|z, — af
= 2n—1) |z —al*+2(n — 1) |20 — al* +...
+2(n — 1) |21 —al> +2(n — 1) |z, — a’
= 2[Ap(x1;a)+Ap(X250)+ Ap(X3; a) +...+ Ap(Xpo1; @) HAp(Xp; a)]

Ap(z1, 22, .y )

IN

sonucuna ulasilir. Boylece agikca A, fonksiyonu bir A, — metriktir. Dolayisyla (X, Ap) ,
s = 2 > 1 oldugundan bir A, — metrik uzaydir.

Ornek3.2 X =Rvei=1,2,..,nolsun. Ay: X" — [0, 00) fonksiyonu her x; € X icin
Ayxiszn) =[S0, 2= (0= 1)a|
I, 2= (= 2w+ .
+ |Zf:_§’ T; — 3xn,3‘2
2 — 22|

+ ‘Z’n — .I'nfl‘Q

olacak sekilde tanimlansin. O halde Ay, - fonksiyonu bir A, — metriktir. (Ughade vd. 2016)

Burada da agik¢a bir onceki érnekte oldugu gibi A, -metrigin aksiyomlarinin

saglandigi gosterilmelidir. Bu takdirde i = 1, 2, ..., n ve her x; € X i¢in

2
Ap(xi;2) =0 = |20, mi—(n— 1| +..
_ 2
+ 0w — 22|+ [T — 2P =0
2
— ‘Zfznxl —(n— 1)zl| =0,..,
_ 2
’ZL; xr; — 2%—2} =0,
2
|z, — 2p_1|" =0
<~ Tp =Tp-1, Tpn = Tp-2,..., Tn = T1
— T1=T2=..=2Ty
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bulunur. A¢ik¢a (Apl) saglanmaktadr. Simdi (Ap2) i¢ini = 1,2, ...,nve her z;, a € X olmak

lizere

Ap(xq5a) = (n— 1)|a—x1|2

Ap(xz;a) = (n—1) |a—x2|2

Ap(xz;a) = (n—1)]a—xs/?
Ap(xXp_1;a) = (n—1)]a— xn_1|2
Ap(xp;a) = (n—1) |a—xn|2

elde edilir. Buna gore i € {1, 2, ..., n} ve her z;, a € X i¢in yukaridaki esitsizliklerden

faydalanarak

Ab(xl; mn)

IA

S l(@i—a) = (n = 1)(z1 — a)[*

+ Y (@i —a) = (n=2)(z2 = a)|" +...
FT02 (@1 — @) = 3(ons — )

+ 3000 (@i = @) = 2(as — ) + (@0 — @) = 3(wa1 — @)

257 |z —al* +2(n — 1) |z; — af

+2570 |z — af’ +2(n — 2) |y — al* +...

2312y = af? +2(3) [ns — al? +2 305 1 — af? +2(2) 72 — of
2|zn — af’ +2 |zt — a)® +..42|zs — af

+2(n — 1) |2y — a® +2 |z, — a®> +2 |20y — af?

42wy —al® +2(n — 2) |z — al® +...

+2 |z, — af’ +2|x0_y — al® +2(3) |zn_s — a|?

+a, — al® + |zaey — al? 4+ 2(2) |2p_s — af?

+2 |z, — al* + 2|z, —al?

2(n —1)|zn —a)* +2(n — 1) |#n_y — a|* +2(n — 1) |2p_y — a|* + ...
+2(n —1) s —al> +2(n — 1) |y — al* + 2(n — 1) |21 — a

2(n — D) {|ze — af’ + |22 — a|* + ... + |z, — a|*}

[ Ap(x1, 21,21, .0, (21),,_4 , 0) |
+Ap(z2, T2, 2, ..., (T2),, 1, 0)

2 +Ap(z3, 23, 3, ..., (T3),,_1,0) + ...
+ A (Tp-1, Tn1, Tn-1y -y (Tp—1)n_1, Q)

+Ab<xn7 I (':En)n—la a’)

bulunur. O halde agik¢a s = 2 > 1 oldugundan A, ifadesi bir A, — metriktir. Dolayisiyla
(X, Ap) bir Ay, — metrik uzaydur.

Asagida verilen iki yardimc1 teorem A, — metrik uzaylarda siklikla kullanilan iki 6zelligi

ifade etmektedir.
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Yardimer Teorem 3.1 (X, Ay) ifadesi s > 1 igin bir A,— metrik uzay olsun. O halde her
x,y € X igin
Ap(x;y) < sAy(y; @)

olur. (Ughade vd. 2016)

Ispat (X, A) bir Ay— metrik uzay oldugundan her x, y € X icin (Ay2) aksiyomu

uygulanmirsa basitce

Ay(xyy) < s [Ap(xs2)TA(X; 2) F A (X 2) ++ (Ap(X5 ), ) HA(Y; T)]
= sA(y;z)

sonucu elde edilir.

Yardimceir Teorem 3.2 s > 1 i¢in (X, A,) ifadesi bir A,— metrik uzay olsun. O halde her
x,y, z € X igin
Ap(x; 2) < s[(n = 1) Ap(x;y) T4 (2, y)]

ve

Ap(x;2) < s[(n — 1) Ap(x;y) +sAu(y; 2)]
olur. (Ughade vd. 2016)

Ispat (X, A,) bir Ay— metrik uzay oldugundan her x, y, » € X igin (A,2) aksiyomu
uygulanmirsa kolaylikla

Ap(x52) < slin—1D)A(x;y)+A(X; y) +Ap(X; y) +o . A(X; y) )1 HAu(Z; )]
s[(n —1)Ap(x;y)+Au(2; )]

elde edilir. Buna gore yardimci teorem 4.1 kullanilarak
Ap(x;2) < sl(n—1)A(x5y) + sAs(y; 2)]

sonucuna ulasilir. Boylelikle ifade ispatlanmis olur.

Asagidaki yardimci teorem bir A,— metrik uzayin kendisi ile kartezyen ¢arpimi
iizerinde bir A,— metrik uzay olusturdugunu gostermektedir. Bir baska deyisle A,—

metrik uzay ile yeni bir A,— metrik uzay olusturulabilecegi ifade edilmektedir.
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Yardimer Teorem 3.3 (X, Ay) s > 1 i¢in bir Ay— metrik uzay vei,j = 1,2, ....,n olsun. O
halde her x;, y; € X igin

DAb (('rlv yl) ) ($2792) PR (xnv yn)) = Ab(xlﬂ Ta, 75En) + Ab(ylﬂ Yo, 7yn)

seklinde tamumlanan D, : X x X — [0,00) fonksiyonu bir A,— metriktir. Dolayisiyla
(X x X, Dy,) s > 1 olmak iizere bir A,— metrik uzaydir. (Ughade vd. 2016)

Dy,

aksiyomlarinin saglandig1 gosterilmedir. Buna gore ¢, j = 1,2, ..., n olmak lizere z;,y; € X

fonksiyonunun bir A, — metrik oldugunu gostermek i¢in A, — metrik

i¢in

DAb (($1>y1)7(x2:y2)7"'7($n>yn)) 0

— Ay(x1, 29,23, ...s ) + Ap(Y1, Y2, Y3y s Yn) = 0
— Ap(x1, 29,73, ....2,) = 0ve Ap(y1, Y2, Y3y oy Yn) = 0
S X1 =T =T33 = .. =TpVEY] =Y =Yz = ... =Yy
= (z1,01) = (22, 92) = (¥3,93) = ... = (Tn, Yn)

elde edilir. Bu ise agik¢a (A,1) aksiyomunun saglandigini ifade eder. Simdi i, j = {1,...,n}

olmak tizere x;, y;,a € X i¢in

Dy, ((x1, 1), (X2,Y2) 4 ooy (TnyYn)) = Ap(21, 22, T3, ooy @) F A (Y1, Y2, Y3, ovy Un)
Ap(x1; a)+Ap(x2; a)+
Ap(x3; a)t.. + Ay (Xy-15 ) Ay (205 a)
Ap(y1;0)+Ap(y2; )
+ Ay (¥3; ). Ay (Yo—15 b)+Ap (Ya; b)
= s[Ay(x1;a)TA(y1; b)] + s [Ap(x2; a)+ Ay (y2; 0)]
+s [Ap(x3; a)+Ap(ys3; 0)] +...
+5 [Ap (Xn-1; @) +Ap(Yn-1; )]
+s [Ap(Xp; @)+ Ap(¥n; )]
= 5[Da, ((z1,91) , (z1,91) , (T1,91) , --r; (@, D))]
= 8[Da, (x1,91), (x1, 1), (1, 91) 5 -, (@, )
+Da, (22, 42) , (T2, 92) » (T2, 92) » oor, (@, D)) +...
+D a4, (Tn, Yn) 5 (T, Yn) 5 (T, Yn) , ooy (@, D))]

bulunur. O halde bunun anlami ise

DAb ((1’1, yl) ) (xlv yl) ) (xla yl) PRIES) (CL, b))
Da, ((x1,91) 5 (02,92) 5 o (T yn)) < 8| +Da, ((22,92) 5 (2,92) , (T2, 42) , ..., (@, D)) +...
+Day, ((xna yn) ) ([Bn, yn) ) (ajm yn) yeee (a’ b))
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oldugudur. Yani D,, fonksiyonunu (A,2) aksiyomunu saglamaktadir. Dolayisiyla D 4, bir

Ap—metriktir . Buna gére (X x X, Dy, ) s > 1 olmak iizere bir A, — metrik uzaydir.

Yukaridaki yardimci teoremde verilen ifadeler icin n ve s gesitli degerlerine gore

asagida listenen sonuglar hemen verilebilir.

a) s = 1 alinirsa

DAb ((zla yl) ) (x% 92) PERED] (xna yn)) = A(.Tl, T2,y .ny $n) + A(yla Y2,y .-y yn>
olacagindan (X x X, D, ) ifadesi X x X iizerinde bir A — metrik uzaydir.

b) n = 3 alinirsa

Dy, ((x1,91) , (22, 92) (23, 93)) = Sp(@1, 2, 23) TS (Y1, Y2, y3)
olacagindan (X x X, Dy, ) ifadesi X x X iizerinde bir S,-metrik uzaydir.

c)n =3 ves = 1alinirsa

Da, ((z1,01) , (22, 92) (v3,93)) = S(@1, 29, 23) TS (Y1, Y2, Y3)
olacagindan (X Xx X, Dy, ) ifadesi X x X iizerinde bir S-metrik uzaydir.

Asagidaki diyagram uzaylar arasindaki iligkiyi net bir sekilde ortaya koymaktadir.

G-metrik uzay = D*-metrikuzay = S-metrik = A-metrik uzay

4 4 4

Gy-metrik uzay — Sy-metrik = A,- metrik uzay

Asagidaki tanim bir A, — metrik uzayda bir dizinin yakinsak olmasini , Cauchy olmasini ve

uzayin tam olmasini ifade etmektedir. (Ughade vd. 2016)

Tanim 3.2 (X, Ay) bir Ay— metrik uzay ve (xy) ifadesi de (X, Ay) Apy— metrik uzayinda
dizi ve x € X olsun. Bu takdirde ;

1. Verilen her € > 0 degerine karsilik £ > n kosulunu saglayan her bir k£ dogal say1s1 i¢in
Ab(mlw Ty Ly ooy Th(n—1)» .CE) <€

olacak sekilde bir ny € N varsa (zy) dizisine A,— yakinsaktir denir ve x degerine de

{x} dizisinin limiti denir. Ayrica

lim Ap(xg,, ..., T, x) =
k—o00

ile gosterilir.
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2. Verilen her € > 0 degerine karsilik m, k& > ngy kosulunu saglayan her m, k € N i¢in
Ap(Tpy oy Tp(n—1); Tm) < €

olacak sekilde bir ng € N varsa (zy,) dizisine A,— Cauchy dizisi denir.

3. (X, Ay) Ay— metrik uzaydaki her A,— Cauchy dizisi yakinsak ise (X, A;) A,— metrik
uzayina A,— tamdir denir. (Ughade vd. 2016)

Yardimeir Teorem 3.4 (X, A,) bir Ay— metrik uzay olsun. Bu takdirde (X, Ay) Ay— metrik
uzaydaki (1) dizisi © noktasina Ay,— yakinsak ise x tektir. (Ughade vd. 2016)

Ispat Yardimc: teoremin hipootezindeki ifadenin aksine x # y olmak iizere (x},) dizisinin
x ve y degerlerine Ay—yakinsak oldugu varsayilsin. Bu takdirde verilen her € > 0 degerine

karsilik k > ny kosulunu saglayan her k € N i¢in

€

Ab<xkaxk>$k>"'7xk(n71)7x> 252(n— 1)

olacak sekilde ny € N ve k > no kosulunu saglayan her k € N igin

A ooy Th(n—1), < —
b(xkaxk7xk7 y Lk(n—1) y) 242

olacak sekilde ny € N degerleri vardir. Simdi ng = max{n, ns} alinsin. O halde agik¢a her

k > ng icin

Ap(xsy) < s [Ap(x;, mp) T Ap (X)) + Ap (X5 28) +o AR (X5 28) ) o1+ A (Y; 78]

= s(n—1)Ay(x;, zx) +sAp(y; z1)
elde edilir. Buna gore yardimci teorem 4.1 ve 4.2 geregince

Ap(xsy) < 52— 1) Ap(xXe; ) + 52 Ap(Xi; )

€ €
< -1+ 2
sn )232(n— 1) L 252

= €

bulunur. Burada agik¢a € keyfi oldugundan Ay(x, x, x, ..., T(n—1), y) = 0 sonucuna ulagilir.

Bunun anlamu ise x = y olmasidir. Dolayisiyla (xy) dizisinin yakinsadigi deger tektir.

Yardimci Teorem 3.5 (X, Ay) A, — metrik uzaydaki her A,— yakinsak dizi bir A,— Cauchy
dizisidir. (Ughade vd. 2016)
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Ispat (z;) (X, Ay) Ay —metrik uzayda x € X noktasina yakinsak dizi olsun. Yani lim

k—+o0
= x olsun. Bu taktirde verilen her € > 0 degerine karsilik k > n, kosulunu saglayan her k €

N icin
€
2s(n —1)

olacak sekilde ny € N ve m > ngy kosulunu saglayan her m € N igin

Ap(x;z) <

€

Ap(Xm; < —
(X 7) 25

olacak sekilde ny € N degeri vardir. Simdi ng = max{ny, ny } alinsin. O halde agik bir sekilde

her m, k > ny icin

Ap(xi5m) < s(n— 1) Ap(xk; ) + sAy(Xm; , )

€ €
< sfn—1)— 55
s = D5 1%

= i€

olur. Bu ise (xy) dizisinin bir A,— Cauchy dizisi olmaswni gerektirir.

Yardimci Teorem 3.6 (X, A,) Ay-metrik uzay ve (xy) ile (yx) da Ay-metrik uzayda birer

dizi olsun. Bu takdirde }gim Tk =T ve hm 1 Yp =Y ise
— 00

1
—2Ab (fL‘,...,l’,y) < lim inf Ab (xk‘a'-'rrk)yk)

k—o00

< lim sup A (xk, ..., Tk, Yg)
k—o0
S 82Ab (-T,--'aa:ay)

dir. Ozel olarak v, = y olacak sekilde sabit dizi ise

IN

lim inf Ab (l’kv ey Lhy y)
k—o0

1
?Ab (,...,x,y)

< lim sup Ay (xk, ..., Tk, Y)
k—o0
S S2Ab (mj"'7x7y)

dr. (Ughade vd. 2016)

Ispat A,— metrigin (A,2) aksiyomu kullanilarak

Ay (X59) S 1) Ay (x5 1) +5A (y; 1)
1) Ay (x;25) +5%(n — 1) Ay (y; yr) +5° Ap (Xi; Yie)

s2(n — 1) Ay (xi; ) +83(n — 1) Ay (yi; y) +s2 Ay (Xi; yr)

elde edilir. Diger taraftan da

n —
n —

(
s(

VAR VANVAN

Ay (i yr) < (n— 1Ay (xi; ) +5Ap (Yi; 7)
< — 1A, (x5 ) +5°(n — 1) Ay (Vi y) +57 4 (X3 9)
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bulunur. Iik esitsizlikte k — oo icin alt limit ve ikinci esitsizlikte k — oo icin iist limit alinirsa

IN

lim inf A, (Xk; yx)

k—o00

< lim sup A, (Xx; yx)
k—oo
< s%A, (x;y)

1
?Ab (x;9)

sonucuna ulasilir. Bu noktada (yy,) = y olacak sekilde bir sabit dizi ise A,— metrigin (A,2)

aksiyomu kullanilarak

Ay (xiy) < s(n— 1) Ay (x5 23) +sAy(y; @)
< s%(n— 1) A, (xi;w) +s% Ay (xk; )
olur. Diger taraftan ise
Ap(xiiy) < s(n—1)Ap(xi; z) + sA, (y; )
< s(n—1)A4, (xx; ) + s2Ap(x;y)

ifadesine ulasilir. Yine ilk esitsizlikte k — oo igin alt limit ve ikinci esitsizlikte k — oo igin
tist limit alinirsa '
A (xy) < lim inf Ay (x; y)
k—o0
< lim sup A (Xx;y)
k—00
< sS4 (xy)

elde edilir.

Tamm 3.3 (X, Ay) bir A, -metrik uzay olsun. Her x,y € X i¢cin Ay(X;y) < r olacak sekilde
bir sabit r > 0 degeri varsa A,— metrik uzaya simirli denir. Aksi takdirde (X, Ap) Ap— metrik
uzayi sinirsizdwr denir. (Maliki vd. 2017)

Tanmim 3.4 (X, A,) bir Ay -metrik uzay , vy € X ver > 0 olacak sekilde bir reel sayt olsun.
Bu takdirde
B(I‘(),T) = {y €X | Ab(y7 "'73/7370) < T}

kiimesine x, merkezli ve r yaricapli acik yuvar ,
B (xOJT) = {y €X ’ Ab<y7 --->y7$0> S T}

kiimesine de x( merkezli ve r yarigapli kapali yuvar adi verilir. (Maliki vd. 2017)

Tamm 3.5 (X, Ay) bir Ay— metrik uzay ve G C X olsun. Her bir x € G igin B (x, ) C G
olacak sekilde bir r > 0 degeri varsa G C X kiimesine bir a¢ik kiime denir. F' C X olmak
sizere X \ F kiimesi a¢ik ise F' C X kiimesine bir kapali kiime denir. (Maliki vd. 2017)
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Yardimer Teorem 3.7 (X, A,) bir A,— metrik uzay olsun. Bu takdirde A,—metrik uzaydaki
her agik yuvar bir agik kiime ve her kapali yuvar bir kapali kiimedir. (Maliki vd. 2017)

Teorem 3.1 (X, A,) bir Ay— metrik uzay olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler dogru olur.

(1) Ay— metrik uzaydaki B (z, r) agik yuvarlarimn keyfi birlesimi ve sonlu kesigimi
acgiktir.

(ii) Ap—metrik uzaydaki B (x, 1) kapali yuvarlarin keyfi kesigimi ve sonlu birlegimi
kapalidir. (Maliki vd. 2017)

Teorem 3.2 (X, A,) bir Ay— metrik uzay olmak iizere bu uzaydaki tiim agik yuvarlarin
T ={B(z,r) |z € X, r > 0}

koleksiyonu X itizerinde bir T topolojinin tabanidir. (Maliki vd. 2017)

Tamim 3.6 (X, A,) ve (Z, A,) birer Ay— metrik uzay ve f : X — Z bir fonksiyon olsun.
Bu takdirde Z deki her G agik kiimesi i¢in f~1(G) ifadesi X de bir agik ise f fonksiyonuna
xo € X noktasinda siirekli denir. (Maliki vd. 2017)

Teorem 3.3 (X, A,) ve (Z, A,) iki Ay— metrik uzay olsun. Bu takdirde f : X — Z
fonksiyonunun xo € X noktasinda siirekli olmast igcin gerek ve yeter kosul f nin x
noktasinda dizisel siirekli olmasidir. (Maliki vd. 2017)

Teorem 3.4 (X, A,) bir Ay— metrik uzay olsun. O halde A(x, ..., x, y) fonksiyonu tiim
bilesenleri iizerinde siireklidir. Bir diger deyisle (xy,) ve (yx) Ap— metrik uzayda swrasiyla x

ve y ye yakinsayan iki dizi ise %}im Ap (s ooy Ty yi) = Ap(, .oy, y) olur: (Maliki vd. 2017)
—00

Asagida verilen yardimei teorem ile bir A,— metrik uzayda ele alinan bir dizinin A,—
Cauchy dizisi olmasini dizinin ardigik terimlerinin tizerinden degerlendirmenin bir kriterine
(bir yoluna) 1s1k tutmaktadir. Gelecek boliimde ele alinacak olan A,— metrik uzaydaki sabit

nokta teoremlerinde bu yardimci teoreme atifta bulunarak buradaki yontem kullanilacaktir.



20

Yardimei Teorem 3.8 (X Ab ) s > 1 olmak tizere bir A,— metrik uzay olsun. (xy), (X, Ap)

Ap— metrik uzayda \ € {O ) vek =1,2, ... olmak iizere

Ap(Xi; 1) < AAp(Xk—1; k)

kosulunu saglayan bir dizi ise (xy) dizisi (X, Ay) Ay — metrik uzayda bir A, — Cauchy
dizisidir. (Ughade vd. 2016)

Ispat (z1), (X, Ay) Ay— metrik uzayda bir dizi olsun. Teoremin hipotezi geregince k = 1,
2, ... icin
Ap(xi; Tpy1) < AA(X1; T)
N Ap(Xy—2; Tp—1)

< M A(xo;71)
sonucuna ulasilir. Buna gore genelligi bozmaksizin m > k olsun. Buna gére Ay,— metrigin

aksiyomlari ve yukaridaki egitsizlik kullanilarak

Ap(xi;zm) < [(n = 1) Ap(Xi; Thy1) + Ap(Xmj Trp1)]
< s(n — 1) Ap(Xi; Tpp1) + 5*Ap(Xi1, Tn)
< s(n = DAp(xi 2p1) + 8 [(n — 1) Ap(Xicr1; Trv2) + Ap(Xim} Thr2)]
< s(n— DAy (xis 2g1) + 57 (0 — 1) Ap(Xacy1; Tagz) + 51 Ap (X 25 )]
< (n — D) Ap(xi; 2p11) + 8% (0 — 1) Ap(Xit25 Tp42)
% [(n — 1) Ap(Xir1; Ties) + Ap(Xm; Tigs)]
< (n — 1) Ap(xi; 2411) + 5% (0 — 1) Ap(Xi15 Zp42)
+5°(n — 1) Ap(Xir15 ) + 87 (0 = 1) Ap(Xia5 Tppa) + oo
+82m 7263 (n — 1) Ap(Xm—2, Tin—1) + 2™ 22 Ay (Xm_1; Ty
< (n—1) [sAF 4 SN 4 PARTZ o GTARS | g2m2hmd\m—2]
Ap(xg; 1) + 87722\ A (x5 1)
= (n—=1)sA* [1 4 $?X + '\ ON3 4 4 g2mm2hmdym—h=2]
Ap(Xo; 1) + 822N I A (x5 1)
< (n—1)sA 1+ 82X+ A2 + 03 + ] Ap(xo; 71)
k
(= )2 (s )

elde edilir. Ay (xo;11) > 0 oldugu varsayilir ve \s*> < 1 oldugundan dolay yukaridaki

esitsizlikte k, m — oo i¢in limit alinirsa

lim  Ap(xx;x,) = 0
k,m—~+o00

bulunur. Bu nedenle (xy,) dizisi (X, Ay) Ay— metrik uzayinda bir A, — Cauchy dizisidir. Eger
Ay (X0;21) = 0 ise tiim m > k i¢in Ay (Xx; ) = 0 olur Dolayisiyla (xy) ifadesi (X, Ap)
Ap— metrik uzayinda bir A, —Cauchy dizisidir.
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4. A,- METRIK UZAYDA BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

Bu bolimde A,— metrik uzayda cesitli sabit nokta teoremleri verilecektir. Burada
ele aliman sabit nokta teoremleri alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen Banach, Kannan,
Chaterjee, Bianchini, Zamfirescu ve benzeri sabit nokta teoremlerinin A,—metrik uzay

versiyonlarini olusturmaktadir.

Teorem 4.1 (Banach) (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii \ €

[0, S%) olmak tizere her x1 , x5 , ..., x, € X icin
Ab(Txh Tm27 ) T.’L’n) < A Ab('xl,x% Pocg l'n)

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

ispat xg € X olsun. Ayrica vy, = Tx_1 = T*xq olacak sekilde bir (x}) dizisi tamimlansin.

O halde teoremin hipotezindeki kosul geregince
Ay mr) < AN Ap(xigapm1) < < A Ay(xq; o)

olur. Burada )\ € [O, 5%) oldugundan dolay1 \ < S% dir. O halde Cauchy olmay: karakterize
eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (x1,) bir A,— Cauchy dizisidir. Ustelik (X, Ap)
bir tam Ay,— metrik uzay oldugundan (x)) — u olacak sekilde w € X vardir. Bu asamada

Tu # u oldugu varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi kullanilarak
Ap(Tuy .oy Tu, ) < X Ap(uy ooy u, T 1)

elde edilir. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri iizerinde

stirekli olmasindan dolayt

Ap(Tu, ..., Tu,u) < NAp(u,...,u,u)
= 0

bulunur. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir. O halde agik¢a T'v = u olur.
Simdi sabit noktamn tekligini gostermek icin v # v ve u,v T nin sabit noktalar

olsunlar. O halde

Ap(uyyuyv) = Ap(Tu,....,Tu, Tv) < INAp(u,...,u,v)
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olup buradan basit bir diizenleme ile

(1= XN)Ay(u,...,u,v) < 0

1
sonucuna ulasilir. Ancak acik bir sekilde A\ € [0, —2) oldugundan Ay(u,...,u,v) =0 = u
s

= v bulunur. Dolayisiyla 'T' nin sabit noktas tektir.

T nin u da siirekli oldugunu géstermek icin (y,) € X bir dizi ve klim Yr = U olsun.
—00
Buna gore

Ab(TykaaTykaTu) S AAb(y/m"'aykau)

sonucuna ulagil: Elde edilen bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alimrsa Ay(Tyg;u) < A
Ap(u;u) = 0 bulunur. O halde siireklilik teoreminden dolayr Ty, — w = Tu olup T , u da
Ay —siireklidir.

Asagida ifade edilen sonug teoremde verilen kosulda 7" doniisiimii yerine m € N olmak
tizere 1" doniisiimil i¢in saglandiginda bulunan sabit noktanin 7" i¢in de yine sabit nokta
oldugunu ifade etmektedir. Bu sonu¢ bu béliimde elde edilen her sabit nokta teoremi igin
verilebilecektir. Ilgili sonuglarin ispatlar1 ayn1 olacagindan bundan sonraki sonuglarda

ispata yer verilmeyecektir.

Sonu¢ 4.1 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii \ € [O, 9%) olmak

tizere her x1 , x5 , ..., x, € X ve bazi m € Nigin

Ay (T Ty, T n) < X Ay(21,22, ..., Tn)

.....

kosulunu saglasin. Bu takdirde T doniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Ustelik T™

doniisiimii bu sabit noktada A,— siireklidir.

Ispat Teorem 5.1 den dolay: T™ bir tek sabit noktaya sahiptir. Yani T™u = u dur. Buna gére
Tu = T(T™u) = T u = T™(Tu)

oldugundan dolay: Tw , T™ igin bir sabit noktadr. Ancak sabit noktanin tekligi geregince
Tu = w olur. A¢tk¢a T déniisiimii bir tek noktaya sahiptir. Ustelik teorem 4.3 geregince T™

u noktasinda siireklidir.

Teorem 4.2 (X, A,) bir tam Ay—metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii q €
1

o -—
{ "s24+(n—1)
Ab(T,CL’l, sz’..., Txn) é q [Ab(T.Tl, 1’1)+Ab(T.CE2, ZL’Q)"' tee +Ab(T$n, .Clﬁn)]

) olmak iizere her x1 xs, ..., x, € X icin
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kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden
Ap(Xicrs ze) <0 q [Ap(Xicpns o)+ A (Xigr; ) T A (Xi T—1)]
= q(n — 1) Ap(Xacr1; Tr) +q A (Xa; Tp—1)
elde edilir. Burada diizenleme yapilarak kolaylikla

Ap(Xir;ax) < ﬁflb(xk;xkl)

q 1
1—(n—1)q <3
dir. O halde Cauchy olmay: karakterize eden yardimct teorem 4.8 den dolayr (xy.) bir Ay—

1
sonucuna ulasiliv. Burada q € |0, ——— = | oldugundan dolay: a =
24+ (n—1)

Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay oldugundan (xy,) — u olacak sekilde u €

X vardw. Bu asamada T'u # v oldugu varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi kullanilarak
Ap(Tu; ) < q[Ap(Tusu) + -+ 4+ Ap(Tu; u) + Ap(Xy; Tx-1)]
= q(n—1)Ay(Tu;u) + qAp(Xu; T1-1)
elde edilir. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri iizerinde

stirekli olmasindan dolayi
Ap(Tu;u) < g(n — 1) Ay(Tu; u) + qAp(u;u) = Ap(Tusu) < g(n — 1) Ap(Tu; u)

bulunur. q € [0, ) oldugundan q(n — 1) < < 1dir. Dolayisiyla

n J—
2+ (n—1) 24+ (n—1)
actk bir sekilde bu bir ¢eliskidir. O halde T'vw = u olur. Yani u, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek icin w # v ve u, v T nin sabit noktalar
olsunlar. O halde
Ay(Tu; Tv) < q[Ap(Tuju)+- -+ +A(Tu;u) + Ap(Tv;v)]
= qlAp(w;u)+ - +Ap(u;u) + Ap(v;v)]
= 0
bulunur. Bu ise agtk¢a Ay(u;v) = 0 olmasmnt yani u = v olmasim gerektirir. Dolayisiyla T

nin sabit noktasi tektir.

T nin u da siirekli oldugunu gostermek igin (yy,) C X bir dizi ve }jm Yr = U olsun.
—00

Buna gore teoremin hipotezi ve A,— metrigin aksiyomlari kullanilarak

Ap(Ty; Tu) < q[Ap(Tyys yp)+ - ATy yx) + Ap(Tu; u)]
= q(n — 1) A(Tyy; yr)

q(n —1) [s(n — 1) Ap(Tyy; u) + Ap(yi; Tu))]

sq(n — 1)?Ay(Ty,; Tu) + sq(n — 1) Ay(yi; u)

IN
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elde edilir. Buradan diizenleme ile

ATy Tu) < < _qu(q”( - 1)1)2Ab(yk; w)

sonucuna ulasilir. Elde edilen bu esitsizlikte k — oo igin limit alimwrsa Ay(Tyx; w) — 0 olur.

Stireklilik teoreminden dolayt Ty, — v = Tu olup T', u da A,— siireklidir.

Sonu¢ 4.2 (X, A,) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii q €

1
0, —— = | olmak iizere her x, x5 , ..., x, € X ve bazim € N i¢in
24+ (n—1)
Ap(T" w1 T™xs, T"x,) < q[Ap(T™Xq,21) + Ap(T™Xp 5 22) 4 -+ - + Ap(T"Xn; 2]

kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

1
Teorem 4.3 (X, Ay) bir tam Ay—metrik uzay olsun. T: X — X doniisiimii 0 < ¢ < —
s

olmak iizere her x1 s, ..., x,, € X i¢in
Ab<TX1; TZCn) S q max{Ab(Txl; 1’1), ceey Ab(TXn; l’n)}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

ispat xg € X olsun. Ayrica vy, = Txy_1 = T*xq olacak sekilde bir (x}) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden dolay

Ap(Xi1; 1) < qmaX{Ab(Xk-i-];xk):---aAb(xk+l§xk)aAb<Xk;xk—1)}
= qAb(Xk;xkq)
olur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ay(Xxi1; ) < q Ap(Xy; x—1) elde ediliv. Burada 0 < q

52
yardlmcz teorem 4.8 den dolayi agik¢a (xy) bir Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam Ap,—

1 1
— oldugundan dolay1 q < — dir. O halde Cauchy dizisi olmayi karakterize eden
52

tam metrik uzay oldugundan (x)) — wu olacak sekilde w € X vardwr. Bu noktada u nun sabit

nokta oldugunu géstermek icin T'u # wu olsun. Bu durumda teoremin hipotezi geregince
Ab(Tll; [L‘k) < q max {Ab(Tll, U), ceey Ab<Tll, u), Ab<xk; ij*l)}

elde edilir. k — oo icin limit alimirsa ve Ay,— metriginin tiim degiskenleri iizerinde siirekli
olmasindan dolayt

Ap(Tu; u)

— Ab(Tll; U)

gmax{Ay(Tu;u), ..., Ap(Tu; u), Ap(u; u)}

<
< qAy(Tu;u)
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1
bulunur. q € [0, —2> oldugundan dolayr acik¢a bu bir ¢eliskidir. O halde T'v = u olmalidur.
s

Dogal olarak bu durumda w,'T’ nin bir sabit noktasidur.
Simdi sabit noktanin tekligini gostermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit
noktalari olsunlar. O halde teoremin hipotezi geregince

Ap(Tv; Tu)
= Ap(V;u)

gmax{A,(Tv;v), ..., Ap(Tv;v), Ap(Tu; u) }

<
< gmax{A4,(v;v), Ap(w;u)} =0

bulunur. O halde agik¢a Ay(v;u) = 0 = v = w olur. Yani T nin sabit noktasi tektir.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek i¢in (yy) C X bir dizi ve llgim Yp = U
—00

olsun. Buna gore teoremin hipotezindeki kosul nedeniyle

Ab<Tyk; TU) S q max {Ab(Tyk7 yk), . Ab(Tyk> yk), 14[,(Tll7 u)}
= qA(TY; Yk)
< q((n—1)Ap(Tyy; Tu) + Ap(yi; Tu))

bulunup gerekli diizenleme yapilarak Ay(Ty,;Tu) < Ay (yx;u) elde edilir.

. ! -
1—(n—1)
Burada k — oo igin limit alimrsa Ay(Ty,;u) — 0 olmalidwr. Siireklilik teoreminden dolay
Tyr — u="Tuolup T, u da A,— siireklidir.

1
Sonug 4.3 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X déniisiimii 0 < g < — olmak
s

lizere her x1 %3, ..., x, € X i¢in ve bazi m € N ler i¢in
Ab(TmXI; Tm.’ﬂn) S qmax{Ab(mel; [L‘l), vy Ab(Tan; l‘n)}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.4 .(X, Ay) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii s>« + (s
+(n — 1)) B < 1 olmak iizere her x1, x, ..., x, € X icin

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada A, — siireklidir.
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Ispat xy € X olmak iizere x, = Tx;_, = Tz olacak sekilde bir (v,) C X dizisi

tammlansin. Bu takdirde teoremin hipotezi geregince

Ap(Xicrn;zr) < ady(Xis mr-1) F8 [Ap(Xig; 7x) o A (Xicpr; Tr) HAp (X T5-1)|
aAp(Xi; 2p—1) FB(n — 1) Ap(Xi1; Tx) 8 Ap (Xa; Tp—1)
= (a+ B)Ap(xi; Tr—1)+B(n — 1) Ap(Xar1; )
bulunur. Bu esitsizlikte diizenleme yapilarak basitce
<_o*+0
ST=Bm-1)

sonucu elde edilir. Burada s*a + (s* +(n—1)) 8 < 1 oldugundan dolayi a =

Ab(Xk+1; Ik) Ab(Xk; xk—1)

_ath
1= B(n—1)
< i dir. O halde Cauchy dizisi olmay: karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolay:
ag:zkga (xy) bir Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ap) bir tam A,— metrik uzay oldugundan (zy) —
u olacak sekilde u € X vardir. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu gostermek igin Tu #

u varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; ) < aAp(wsap_1)+0 [Ap(Tu;u)+ - - - +Ap(Tu; u) +Ap(Xk; Tg—1)]
= aAy(w;xp_q)+8(n — 1) Ap(Tu; u)+LAp(Xk; Tp—1)
bulunur. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri iizerinde

stirekli olmasindan dolayi
Ap(Tu;u) < adp(u;u)+6(n-1)Ap(Tu; ) +8Ap(w; u) = Ap(Tu;u) < B(n-1)A,(Tu; u)

bulunur. s?a +(s*> +(n—1))8 < 1 oldugundan 3(n—1) < 1 dir. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir.
Bu takdirde acik¢ca T'u = u olmalidrr.

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek i¢in u # v ve u, v T nin sabit noktalar
olsunlar. O halde
Ap(Tu; Tv) < aAp(w;v) + 8 [Ap(Tusu)+ - - - + A (Tu; u)+ Ay (Tv; v))]
= aAp(w;v)+8[(n — 1)Ap(u; u)+Ap(v; v)]
= ady(u;v)
bulunur. Ancak s*a +(s* + (n — 1)) < 1 oldugundan o < 1 olup agik¢a Ay(u;v) = 0

olmalidwr. Dolayisiyla w = v dir. Yani T nin sabit noktasi tektir.

T nin u da siirekli oldugunu gostermek icin (yx) C X bir dizi vekl_i};gyk =u
olsun.Buna gore
Ap(Tyr; Tu) < ady(yi; u)+8 [Ap(Tyy; ye) - - +Ap(Tyy; yr) +Ap(Tu; )]
= aAb(Yk; w)+B(n — 1) Ap(Tyy; yi)
aAp(yi;u)+t6(n — 1) [s(Ap(Tyy; Tu)+ - - - +Ap(Ty,; Tu) +Ap(yi; Tw))]
aAy(yi;u)+sB(n — 1)2Ap(Ty,; Tu)+sB(n — 1) Ap(yi; u)
la+sB(n — 1)] Ap(yi; u)+s8(n — 1)2Ap(Ty,; Tu)

IN
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elde edilir. Buradan diizenleme ile

Ay(Ty,: Tu) < 2850 = 1)

~ 1—-sp(n— 1)2Ab(yk; v)

sonucuna ulasil: Bulunan bu son esitsizlikte k — oo i¢in limit alimrsa Ay(Ty,; u) — 0 olur.

Siireklilik teoreminden dolay: Ty, — v = Tu olup T, u da Ay, — siireklidir.

Sonug 4.4 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun.T : X — X doniigiimii s*c +(s* + (n —
1)) < 1 olmak iizere her x1, xo, ..., x, € X ve bazi m € N igin

T"x,) < aAp(z1,22, .y 20) +0 [Ap(T™Xq; 21)+ - - - +Ap(T™Xp; 24,)]

.....

kosulunu sagliyor olsun. Bu takdirde T déniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir. Ustelik T™

doniistimii bu sabit noktada siireklidir.

Teorem 4.5 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii s*(a + () < 1

olmak iizere her x; xs, ..., x,, € X i¢in

Ap(Txy, Ty ..., Ty) < aAy(21, 22, 2n)+F max { Ay(TXq; 1), ..., Ap(TXn; 25) }

77777

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Ispat o € X olmak iizere x;, = Txp_1 = Tz olacak sekilde bir (v) C X dizisi

tammlansin. Bu takdirde teoremin hipotezi geregince

Ap(Xp1; 7)) < oAy (Xi; Tp—1) T8 max { Ap(Xuy1: 7x), Ap(Xi; Tr—1) }

olup burada maksimum operatoriin degerine bagl olarak iki durum soz konusudur.

1.Durum:
Ap(Xkg1; k) > Ap(Xk; Tp—1)

olsun. O halde bu kabullenme ve gerekli islemler yapilarak

< oAy (X Tp—1) T LAY (Xt1; T)
o
< Ap(Xa; Tp—1)

1-p

Ap (X157
- Ab(xk+1; xk)

elde edilir.
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2.Durum:
Ab(XkH;OCk) < Ab(stﬂikfl)

olsun. Buna gore gerekli diizenlemeler yapilarak

Ap(Xy1; 1) < @Ay (Xi; Tp—1) A (Xa; T—1)

= (atpf)Ap(xi; Tp—1)

bulunur. O halde iki durum birlikte diisiiniiliirse N = max{ ,a+ } olmak tizere

Q@
1-p
Ap(Xkp1; ) < ANAp(Xk; 2g—1) dir: Burada (o + ) < 512 oldugundan )\ < 5_12 dir. O halde
Ap— Cauchy dizisi olmayr karakterize eden yardimci teorem 4.8 geregince (xy,) bir Ay—
Cauchy dizisidir. Ayrica (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay oldugundan (xy) — u olacak
sekilde w € X vardir. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu géstermek igcin Tu # u

varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; z) < aAp(w; xp—1)+F max { Ap(Tu; u), Ap(Xk; Tx—1)}

olup k — oo icin limit alimirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri tizerinde siirekli olmasindan
dolayr

Ap(Tu; u) aAp(u; u)+B max { Ay(Tu; u), Ap(u;u)}
BA(Tu; )

elde edilir. s*(a + B) < 1 oldugundan 3 < 1 dir. Dolayisiyla agik¢a Tu = u olur.

<
<

Sabit noktanmin tekligini ispat etmek i¢in u # v olacak sekilde u, v T nin sabit noktalar

olsunlar. O halde teoremin hipotezindeki kosul kullanilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
Ap(Tu; To) < aAp(u;v)+pmax {Ay(Tu;u), Ay(Tv;v)} < adAy(u;v)

bulunur. s*(a+ 3) < 1 oldugundan o < 1 olup agik¢a Ay(u;v) = 0 olacagindan dolayr u =

v dir. Yani T nin sabit noktas: tektir.

T nin u da siirekliligini gostermek i¢in (yy,) € X bir dizi ve ]lcim Yr = u olsun. Bu
—00

takdirde teoremin hipotezi , A,— metrigin aksiyomlari kullanilarak

Ap(Ty; Tu) < aAp(yk; w)+8 max{ Ay(Ty,; yx), Ap(Tu; u)}
= aAp(yx; u)+BA(TY; Yk)
= aA(yx;u)+8s(n — 1) Ap(Ty,; Tu)+BsAp(yi; Tu)
= (a+s8) Ap(yk; u)+8s(n — 1) Ap(Ty,; Tu)
olacagindan

Ay(Tyy; Tu) < %Ab(yk; u)

elde edilir. Bu esitsizlikte k — oo igin limit alimrsa Ay(Ty,;Tu) — 0 olur. Siirekliligi
karakterize eden teorem 4.3 den dolayt Ty, — v = Twu olup T, u da stireklidir.
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Sonu¢ 4.5 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun.T : X — X doniisiimii s*(a + ) < 1

olmak iizere her x1, x3, ..., ¥, € X ve bazt m € N icin

Ap(Txy Ty, T™ay) < ady(ry,22, ... xn) B max{ Ay (T x1; 21)+... + Ap(T"Xn; ) }

-----

kosulunu sagliyor olsun. Bu takdirde T déniisiimii bir tek sabit noktaya sahiptir Ustelik T™

doniistimii bu sabit noktada siireklidir.

Teorem 4.6 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X déniigiimii a € [0, %), b

€ [0, ﬁ) olmak iizere her x1, xs, ..., v, € X i¢in
Ap(Ty; Tw) < max{ad,(y; x),b[Ap(TX, 2)+A,(Ty; y)] , b [Ap(Ty; 2)+ A (Ty; y) + A, (Tx; y)]}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir () dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden

aAp(Xi; T—1), b [Ap(Xx; Tr—1) + Ap(Xt1; T8)] 5
b [Ap (X5 Tr—1) T Ap(Xp15 Te) +Ap (Xi; 7]

elde edilir. Bu noktada A,— metrik aksiyomu geregince

Ap(Xki1525-1) < s(n— 1) Ap(Xp1; o) HAp(Xk—1; 1)
s(n — 1) Ap(Xxr1; Tx) + Ap(Xi; Tp—1)

oldugundan acik¢a
b[Ap(Xi; Th—1) tAp (X1 k)] < b [Ap(Xk; Tp—1) 5 Ap(Xkt1; k)]
olur. O halde
Ap(xkrr; ) < max{a. Ap(xy; xp_1), b [Ap(Xi; Tr_1) T Ap(Xkr1; )]}

elde edilir. Buna gére maksimum operatoriiniin sonucuna gorve 2 durum vardir.

1.Durum
max{a.Ap(X; Tr—1), b [Ap(Xk; Tp—1) TS Ap(Xit1; Tx) |} =0 [Ap (Xk; Tr—1) TS Ap (Xit1; 1)

olsun. Bu takdirde

Ap(xi; 2p—1) < b[Ap(Xi; 1) T8 Ap (Xit1; T |
b

== A : <
p(Xkp1; Tp) < 1 —bs

Ap(x; Tp—1)
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elde edilir.

2.Durum
max{a.Ap(Xx; Tr—1), b [Ap(X; Tp—1) +5Ap(Xki1; Tk) |} =a Ap(X; Tp—1)

olsun. Buna gore

Ap(Xiy1; 7x) < aAp(Xa Tp-1)

olmak

bulunur. O halde her iki durum goz oniinde bulundurularak q = max

1—bs'"
1 1

sizere Ap(xpi1; k) < q Ap(zk; xx—1) dir. Burada a € [0, —2) ,be [0, T) oldugundan
s s2 4+ s

1
q < — dir. O halde Cauchy olmay: karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr ()
bir Ab— Cauchy dizisidir.(X, Ay) bir tam A, — metrik uzay oldugundan (xy) — u olacak
sekilde u € X vardir. Bu asamada Tw # u oldugu varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi

kullanilarak

Ap(Tu; ) < max{ ady(W; 1), 0[Ap(Xig 2x-1) + Ap(Tu; )] }

b[Ay(Tu; 1) + Ap(Tu; w) + Ap(xx; w)]

elde edilir. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri iizerinde

stirekli olmasindan dolayt
Ap(Tu; u) < 20A,(Tu; w)

1
b e [O, T) ve n > 3 oldugundan agik¢a 2b < 1 dir. Dolayisiyla asikar olarak bu bir
s+ s

celiskidir. O halde T'uw = u olur.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa

Ay (Ty: Tu) < aAp(v;u), b[Ay(Tu; u) + Ap(Tv;v)],
e - b[Ay(Tv;u) + Ap(Tv;v) + Ap(Tu; v)]
= Ap(v;u) max{aA,(v;u), 2bA,(v;u)}

<
= Ap(v;u) < cAp(viu)

1
sonucuna ulasilir. Burada ¢ = max{a, 2b} olup a € [O, —2) ,be {O ) oldugundan
S

"s2 4+ 5

¢ < 1 dir. Buna gore agik¢a Ay(V;u) = 0 = u = v dir. Yani T nin sabit noktas: tektir.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (yy,) C X bir dizi ve IICim Yk = U
— 00

olsun. Buna gore teoremin hipotezi geregince

aAp(yi; u), b [Ap(Tu; u) + Ay (Ty,; yr)] }

Ap(Ty,; Tu) < max
b [Ap(Tyy; u)+Ap(Ty,; y) +Ap(Tu; yi )]
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olacagindan ve agik¢a
Ap(Tu;u) = Ap(u;u) =0

oldugundan dolay:
Ap(Tyy; Tw) < max{aAy(yx; u), b [Ap(Tyy; w) +Ap(Tyy; yi) +Ap(Tu; yi) |}
elde edilir. Ayrica Ay,— metrigin aksiyomlari geregince
Ap(Tyi; yr) < s((n — 1) Ap(Tyy; u) +Ap(yi; )
oldugundan dolay:
Ap(Ty,; Tu) < max{adp(yx; u), b[snAy(Ty,; u)+2sAp(yx; u)|}

bulunur. O halde maksimum operatoriiniin olast sonuglarina gére mevcut 2 durum vardir.

1.Durum
aAp(yi; u) > b[snAy(Ty,; u)+2sAp(yi; u)]

olsun. O halde acik bir sekilde

Ap(Tyy; Tu) < aAp(yx; )

2.Durum
aAp(yk;u) < b[snAy(Tyy; u)+2sAp(yx; u)]

olsun. Bu takdirde
2bs

s(1 —=n)b

olur. Her iki durumda k — oo i¢in limit alinirsa Ay(T'yx; w) — 0 olur. Siireklilik teoreminden

Ap(Tyy; Tu) < Ap(yi; w)

dolayi Ty, — v ="Tu olup T, u noktasinda A,— siireklidir.

1
Sonu¢ 4.6 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigtimii a € [0, —2> b
s

1
€ [0, ?> olmak iizere her x1, xs, ..., ¥, € X ve bazt m € N icin
s?+s

Ap(y; ), b [Ap(T™x; ) + Ay (T™y;
A(T"3:T™2) < max { (v ), b [Ap(T™x; ) +A4(T™y; y)] }

b [Ap(T™y; )+ A (T™y; )+ A (T x; y)]

kosulunu saglasin. Bu takdirde T’ bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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1
Teorem 4.7 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T:X — X doniistimii a € [0, —2> b
s

1
c {(), m) olmak iizere her x| s, ...,x, € X icin

Ay(Ty: T) < max { ady(y; @), b[A(Tx ) + Ay(Ty; )], }

b[As(Tx; y) + Ap(Ty; )]

kosulunu saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir .

ispat xg € X olsun. Ayrica vy, = Tx_1 = T*xq olacak sekilde bir (x}) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezi geregince

Ay(Kier 78) < max{ aAp(Xi; Tr—1), b [Ap(Xi; T—1) + Ap(Xier1; T)] 5 }

b [Ap(Xi; )+ Ap(Xach 15 Tr—1)]

olur. Bu noktada A,— metrigin (A,2) aksiyomu geregince
Ap(Xicr1; Tp—1) < 8(n-1) Ap(X wpr; Tr) T Ap (X1 25) =5(n-1) Ap (X 15 Tk ) +Ap (Xk; Tt 1)
oldugundan dolay:
Ap(Xki1; ) < max{a.Ap(Xg; 1), sb[(n-1) Ap(Xk11; x) +Ap(Xi; Tu—1)] }

bulunur.O halde maksimum operatoriiniin sonucuna gére 2 durum séz konusudur.

1.Durum
a.Ap(xXx; Tp—1) > sb[(n — 1) Ap(Xq1; k) +Ap (Xi; T—1)]
olsun. Bu durumda acikca
Ap(Xiy1; 7x) < aAp(Xi Tp-1)

olur.

2.Durum
a.Ap(xi; p—1) < sb[(n — 1) Ap(Xq1; 2x) +Ap (Xi; T—1)]
olsun. Buna gore gerekli diizenlemeler yapilarak

Ay(Xep; ) < bs[(n— 1) Ap(Xgr; o) +Ap(Xi; Ti—1)]

bs
— Ab(xk+1;$k) < mAb(xk;Ik—l)
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elde edilir Buna gore her iki durum goz oniinde bulundurularak g = max
b
{a, Ts—l)b} olmak iizere Ap(Xxi1; Tx) < q Ap(Xk; T—1) dir:

1
Buradaa € |0,— | ,b€ |0, ——— | oldugundan a¢ik¢a q < 1 dir. O halde
52 s2+s(n—1)
Cauchy olmayr karakterize eden yardimct teorem 4.8 den dolayr (xy) bir Ay— Cauchy
dizisidir. Ustelik (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay oldugundan (x},) — u olacak sekilde u €
X vardw. Bu asamada Tu # u oldugu varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi

kullanilarak

Ap(Tu; ) < max{ ay(W; Ti-), }

b[Ap(Xi; Tp—1)tAp(Tu; w)] +b [Ap(Xk; u) +Ap(Tu; 1)

olur. k — oo i¢in limit alimirsa ve Ay fonksiyonunun tiim degiskenleri iizerinde siirekli

1 1
olmasindan dolayr Ap(Tu;w) < bAy(Tu;w) bulunur. a € {O, 3_2) RS [0, m)
oldugundan dolayr bu bir ¢eliskidir. Bu takdirde T'uw = u elde edilir. Yani u, T’ nin bir sabit

noktasidr.

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek i¢in u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezi geregince

A(Tv:T) < max { aAy(vi ), sb[Ap(Tu; u)+A4,(Tv; v)] }
b[Ay(Tu; v)+ A (Tv; u)]
= Ap(v;u) < max{ady(v;u),2sbAp(v;u)}
= A(Tv;Tu) < cAp(v;u)

1 1
bulunur. Burada ¢ = max {a, 2bs} olup a € [0, ?) ,be [O, m) oldugundan c

< 1dir. Buna gore agik¢a Ap(v;u) =0 = u = v dir.

T nin u noktasinda stirekli oldugunu gostermek igin (yy) C X bir dizi ve klim Yk = U
—00

olsun. Buna gére

Ab(Ty 'Tu) < max aAb(yk; u), b [Ab(TUQ U)+Ab(TYk§ yk)] )
e b[Ap(Tys, u)+Ap(Ty; yi) +Ap(Tu, yi)]

olur. Actkca
Ap(Tu;u) = Ap(w;u) =0

oldugundan

A .
Ap(Ty,; Tu) < max @y u).
b [Ab(TYké U)+Ab(TYk; yk)+Ab(Tu; yk)]
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elde edilir. Bu noktada A,— metrigin aksiyomlari geregince
Ap(Ty, s yi) < s(n— 1) Ap(Tyy; u) + Ap(yi; u)
oldugundan dolay:
Ap(Tyy; Tu) < max{aAy(yx; u), bs [nAy(Ty,; u)+2A,(yx; u)]}

bulunur. O halde maksimum operatoriiniin sonucuna gore 2 durum séz konusudur.

1.Durum:
aAp(yi;u) > bs [nAy(Ty; u)+2A4,(yi; u)]

olsun. Buna gore
Ap(Tyy; Tu) < aAp(yx; )

olur.

2.Durum:
aAp(y;u) < bs[nAy(Tyy; u)+2A45(yi; u)]

olsun. O halde

' b(1+ s) ‘
ATya Tw) < T —yp e )

olur. Her iki durumda k — oo i¢in limit alimirsa Ay(Ty,; u) — 0 olur. Siireklilik teoreminden

dolayt Ty, — u=Twu olup T, u da A,— stireklidir.

1
Sonu¢ 4.7 (X, Ap) bir tam Apy— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii a € [0, —2> )
s
1
c [0, m) olmak iizere her x1, xs, ..., x, € X i ¢in

Ap(T™y; Tr) < max{ady(y; ), b[Ap(T"z, 1)+ As(T™y; y)], b [Ap(T™x; )+ A, (T"y; )] }

kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

Teorem 4.8 (X, Ay) bir tam Ap,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigtimii k € [O, ﬁ)
olmak tizere her x, y € X igin
Ap(Tx; ) + Ap(Ty; y),
Ap(Ty;Tx) < kmax Ay(Ty; x) + Ap(Ty; y) + Ap(Tx; y),
Ap(y; Tz) + Ap(y; Ty) + Ap(x; Ty)
kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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ispat xo € X olsun. Ayrica v, = Tx;,_, = Tz olacak sekilde (xy) dizisi tamimlansin. O

halde teoremin hipotezinden

5 Ap(Xi; Tp—1) + Ap(Xit1; Th),
Ap(Xig; o) < kmax ¢ Ay(Xipr; 1) FA(X k1; o) HA (X 2,
L Ap(Xi; )+ A (Xa; Thg1) T A (Xk—1; Thog1))
( Ap(Xi; T—1) + Ap(Xg15 7)),
= kmax{ nA,(Xei1; 2r) +Ap(Xi; Tr—1),

[ A (Xicp1; 2r) A ( Xi; Th—1)

olur. Buna gore maksimum operatoriiniin degerlerine gére 2 durum vardur.

1.Durum

A cx_1)TA :
s Ao (0 T )+ Ao (it ), > Ap(xi; ) HAp(Xk; Trt1) T A (Xk—1; Tht1)
Ap (X1 Tp—1) FAR(X w15 1) +Ap (Xi; 1)

olsun. Bu durumda

IA

k [Ap(Xk; Tr—1)+Ap(Xt1; Tk

k
A : <
= p(Xkp1; Tp) < 11—k

Ab(XkH; $k)

Ab(Xk; l’kzq)

olur.

2.Durum

s Ay (Xi; Tr—1) +Ap (Xt 15 k), Ap(Xicq1; Tr—1) +Ap (X wp1; 1) T Ap (Xi; )
< Ap(Xi; k) +Ap (Xi; Tpor1) +Ap(Xk—1; Tt 1)

olsun. Buna gore gerekli diizenlemeler yapilarak
Ap(Xksizn) <k [Ap(Xirrs o) Ay (Xi 241 )]

A : <
- p(Xkt1; ) < 11—k

Ab(Xk; fl?k—l)

—k
karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr (xy) bir A,— Cauchy dizisidir. (X, Ap) bir

1 1
elde edilir. O halde k € l(), m) oldugundan q = 1L < — dir: O halde Cauchy olmayt
s s

tam Ay— metrik uzay oldugundan (x,) — u olacak sekilde u € X vardwr:. Bu asamada T'u #

u oldugu varsayilsin. Bu durumda teoremin hipotezi kullanilarak

Ap(Tu; ) < kmax{ Ay g1 ) + Ay (Tus ), }
Ap(Tu; zp1 )+ Ap(Tu; u)+ Ap(Tu; w) + Ay (w; zx) +Ap (u; Tu) + Ap(Xk_1; Tu)
olur. Son elde edilen esitsizlikte k — oo igin limit alimrsa ve Ay,— fonksiyonunun tiim
degiskenleri tizerinde stirekli olmasindan dolay
Ap(u; u)+Ap(Tu; u),
Ap(Tu; w)+ Ay (Tu; w) + Ap(u; w) +Ap (u; w) + Ay (u; Tu) + A, (u; Tu) }
= 2kA(Tu;u)

Ap(Tu;u) < kmax {
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1
bulunur. k € [O, m) oldugundan a¢ik¢a 2k < 1 dir. Dolayisiyla bu bir ¢eligkidir. O halde
s

Tu = w olur. Yani v, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek icin u # v ve u, v T nin sabit noktalar
olsunlar. O halde

Ap(Tv;Tu) < kmax ¢ Ay(Tv;u)+Ay(Tv,v)+A(Tu;v),

(
= A(Tv;Tu) kmax ¢ A,(T

IN

\

kmax{0,2A,(v;u), 24,(v;u)}
2k Ap(v;w)

= Ay(Tv;Tu) <
—  Ay(v;u) <
1
bulunur. k € [O, ﬁ) olup 2k < 1 dir. Dolayiswyla agik¢a Ap(v;u) = 0 = u = v dir.
s

Buna gére T nin bir tek sabit noktast vardir.

T nin u noktasinda stirekli oldugunu gostermek i¢in (yy,) C X bir dizi ve Ilﬂim Y = U
— 00

olsun. Buna gore

Ap(Tu; u) +Ap(Tyy; yi),
Ap(Tyy; Tu) < kmax ¢ Ay(Ty; w)+ A (Tyr, yr) + Ap(Tu, yi),
Ap(yi; Tu) +Ap(Y s Tyr) + Ap(w; Ty )

olur. Actkca
Ap(Tu;u) = Ap(u;u) =0

oldugundan

Ap(Tyx, Yx),
kmax ¢ Ap(Tyy; u) +Ap( Ty ye) +Ap(Tu, yi),
Ap(yi; Tu) + Au(y s Tyr) +Ap(w; Ty
k (Ap(Tyr, )+ Ap(Tyr, yu) + Ap(Tu; yi))
kE (nAy(Tyg, u)+2A,(yx; u))

2k
1— nk:Ab(yk’ v)

Ap(Tyy; T'u)

IA

IN

IA

= Ab(TYk§ U)

elde edilir. Burada k — oo igin limit alimrsa Ay(Ty,;u) — 0 olmalidwr: Siireklilik
teoreminden dolayt Ty, — u = Tu olup T, u da A,— siireklidir.



37

1
Sonuc 4.8 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii k € [0, m)
s
olmak iizere her x, y € X ve bazi m € N igin
Ap(T™x; 2)+ A, (T3 ),
Ap(Tmy; T™x) < kmax < Ay(T™y; z)+A(T™y; ), Ay (T™x; y),
Ap(y; T )+ Ap(y; Ty ) +Ap(x; T x)

kosulunu saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.9 (X, A,) bir tam Ay—metrik uzay olsun. T : X — X doniisimii q €
1

{0, m) olmak iizere her x1, xs, ..., x, € X i ¢in

Ab(l‘l,flfg, "'7xn)7
Ay(T(z1), T(z2),.... T(x,)) < gmax < Ay(Txg;a1), ..., Ap(TXn; ),
Ap(Txy; 13), ..., Ap(TXq; 2)

kosulunu saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden

Ap(Xi; Tp—1), Ap(Xiq15 Tie), -0
gmax ¢ Ap(Xi1; x), Ap(Xi; Th-1),

Ap(Xiq 15 Th), -, Ap (X T8), Ap(Xiy 15 T1)
= gmax{Ay(Xi; Tr—1), Ap(Xur 15 Tx), Ap(Xacr1; To—1) }
< qmax{ Ap(Xi; Tx—1), Ap(Xi 15 T ); }

(n — 1) Ap(Xacrr; r) +Ap(Xi; T4—1)

= q(n —1)Ay(Xis1; %) + qA(Xi; Tp—1)

IN

Ap(Xiy1; Tr)

bulunur. Bu esitsizlikte diizenleme yapilarak

4q

m/lb(xk; Thy1)

Ap(Xir;ax) <
7
1—(n—1)q

dizisi olmay1 karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (zy,) bir Ay— Cauchy

1 1
elde edilir. Burada a = < — oldugundan dolay1 a < — dir. O halde Cauchy
s s

dizisidir. (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay oldugundan (xy) — u olacak sekilde u € X vardir.
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Bu noktada v nun sabit nokta oldugunu gostermek i¢in T'u # u olsun. Bu durumda teoremin

hipotezi geregince

Ab(u; xk—l)v Ab(Tu’ U), ooy Ab(Tu7 U),
Ap(Xii; 1), Ap(Tus w), Ay(xi; w), Ap(Tu; 24-1)

bulunur. Bu esitsizlikte k — oo i¢in limit alinirsa ve A,— metrigin tiim degiskenleri iizerinde

stirekli olmasindan dolayi

Ap(Tu;u) < Ab(u;u),Ab(TU;u),...,}

g max
{ Ap(Tu; u), Ap(w; w), Ap(Tu; w), ..., Ap(w; u); Ap(Tu; u)
— A(Tw;u) < qAp(Tu;u)

bulunur. q € [0 oldugundan agik¢a bu bir ¢eligkidir. O halde T'u = u olur.

Yani v, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek igin w # v ve u, v T nin sabit noktalar

olsunlar. O halde teoremin hipotezindeki kosul geregince

Ay(Tv:Tu) < gqmax Ap(viu), Ap(Tv;v), ..., Ap(Tu; w),
Ab<TU7 U)> ) Ab(Tu; U)> Ab(Tv; u)
— Ay(Tv;Tu) < qmax{A,(v;u), Ap(Tu;v), Ay(Tv;u)}
= Ap(v;u) < qAy(v;u)

bulunur. q < 1 oldugundan ag¢ik¢a Ay(v;u) = 0= u = v dir. Dolayisiyla T' nin sabit noktast
tektiv. T' nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek icin (yy,) C X bir dizi ve }Cim Yp = U
—00

olsun. Buna gére teoremin hipotezi geregince

Ap(yi; w), Ap(TY Yr), -y Ap(Tu
Ap(Tyy; Tw) Sqmax{ b(Yi w), Ap(Tyy; i), oo Ap(Tu; ), }

Ap(Tyi, Yie) - Ap(Tu, e ); Ap(Tyy; w)

< gmax{A;(yi; u), Ap(Tyy; yr), Ao(Tyy; u) }
Ap(yi; u),

<gmax | (n-1)Ay(Ty,; Tu)+Ap(yx; Tu),
Ap(Ty ;u)

= q(n — 1) Ap(Tyy; Tu)+qAp(yk; ©)

olacagindan Ay(Ty,; Tu) < a Ap(yx; u) elde edilir. Burada k — oo igin limit
q

1—(n—1)
alimirsa Ay(Ty,; u) — 0 olmalidwr. Siireklilik teoreminden dolayr Ty, — v = Tu olup T, u

da Ay— stireklidir.
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Sonuc¢ 4.9 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisimii q €
1

0, —— | olmak iizere her x| xs, ..., x, € X ic¢in
{ 24+ (n—1) 1,2 ¢

Ab(xlvx%"wxn)a
ATy, T, ..., T™x,) < gmax < Ay(T™xy; 1), ..., Ap(T™Xy; 1),
Ab(TmXZ;l‘g),...,Ab(mel;{L‘n>

kosulunu saglasin. Bu takdirde T’ bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniistimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

Teorem 4.10 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T: X — X doniisiimii

1
k e [O, m) olmak iizere her x1 x,, ..., z, € X i¢in

Ap(Txy; 1)+ - - HFA(TXp; ),
Ap(Txr, Txs, ..., Txy) < kmax ¢ Ap(Txo; 1)+ -+ - +A(Txy; 2,
Ap(Xo; Tawy)+ - - +Ap(x1; Ty,

kosulunu saglasin. Bu takdirde T’ bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden

Ab(Xk+1; xk)
s((n — 1) Ap(Xuy15 7)) + Ap (X1 Tr-1),
< kmax (n — 2) Ap(Xiq1; Tr) +Ap(Xac; 1),
+ Ay (Xkr1; Tr—1), (1 — 2) Ap(Xa; Treg1) +Ap (Xip1; Trgr) + A (Xi; 7))
= kmax{s(n — 1) Ap(Xiy1; Tr) T A (Xi; T—1), (1 — 2) Ap (X1 T ) +Ap (X5 To—1) }
< kmax{s(n — 1) Ap(Xx1; )+ Ap(Xx; T—1), (2n — 3) Ap(Xk—1; T ) T Ap(Xk; Tp—1) }
= k(2n — 3) Ap(Xkr1; Tr) HhAp(Xi; T—1)

bulunur. Bu esitsizlikte diizenleme yapilarak

k

Ab(Xk+1§$k) < m/lb(xk;xk—l)
lde ediliv. Burada k € |0 ! ldugundan dol K <1d'0
elde edilir. Burada o (2n — 3) oldugundan dolayt - (Qn — 3)k = ir.

halde Cauchy dizisi olmayi karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir
Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ap) bir tam Ay— tam metrik uzay oldugundan (xy) — u olacak
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sekilde u € X vardir. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu gostermek igin T'u # u olsun.

Bu durumda teoremin hipotezi geregince

s(n — 1) Ap(Tu; uw) + Ap(Xk; Tk—1),
Ap(Tu;z) < kmax (n —2)Ap(Tu; u) + Ap(Txy; u) + Ap(Tu; x5_1),
(n—2)Ap(w; Tu) + Ap(xk_1; Tu) + Ap(u; i)

olur. Burada k — oo i¢in limit alimirsa ve A,— metriginin tiim degiskenleri tizerinde siirekli

olmasindan dolay:

s(n —1)Ap(Tu; u)+ A, (u; u),
Ap(Tu;u) < kmax (n — 2)Ap(Tu; u)+Ap(w; u) +Ap(Tu; u),
(n — 2)Ap(u; Tu) +Ap(u; Tu)+ Ap(u; w)
= ks(n —1)A,(Tu;u)

bulunur. k € |0, ) oldug undan a¢ik¢a k < 1 dir. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir.

s+ (2n —3)
O halde T'uw = w olur. Yani v , T nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezinden

s((n — 1) Ay(Tv; v)+A(Tu; u),
k max (n — 2)Ap(Tv; v)+Ay(Tu; v)+ A (Tv; u),
(n—2)Ay(v; Tv)+Ap(u; Tv)+Ay(v; Tu))
= A(Tv;Tu) < kmax{0,2sA4,( u;v),25A4,(v;u)}
= Ay(v;u) < 2ksAp(v;u)

Ap(Tv; Tu)

IN

1
bulunur. k € |:0, m

= u = v dir. Yani T nin sabit noktas: tektir.

) oldug undan 2ks < 1 dir. Dolayisiyla agik¢a Ap(v;u) =0
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T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (yy,) C X bir dizi ve klim Yk =1U
—00

olsun. Buna gére teoremin hipotezindeki kosul geregince

([ s((n — 1) Ap(Tyy; y) +Ap(Tus ),

Ap(Ty; Tu) < kmax ¢ (n—2)A(Ty; yr) +Ap(Tu; ye) + Ay (Ty w),
(n = 2) Ap(yi; Tyx) +Ap(w; Tyx) + Ay (yi; Tw))

s(n — 1) Ap(Tyy; Ur),

k max (n — 2) Ap(Tyy; yr) + Ap(u; i) + A (Tyys w),

§ (” — 2) Ap(yi; Tyi) +Ap(w; Ty )+ Ay (yi; T

(

IN

TL —1 Ab TYkayk)
<  kmax
(n = 2)Ap(Tyy; yr) +Ap(w; y) + Ay (Tyy; u)
< 1)sAp(Ty,: ye)
< ( 1) (5 (n-1) Ay(Tyy; w) + Ay (yi; )
n—
= Ay(Tyx; Tu) < (( )>282Ab(yk;u>
k(n—1)s . e
olacagindan Ay(Ty,; Tu) < = k(n = 17252 Ap(yx; u) elde edilir. Burada k — oo igin limit

alimirsa Ay(Ty,; u) — 0 olmalidw: Siireklilik teoreminden dolayr Ty, — v = Tu olup T, u
da Ay,— stireklidir

Sonu¢ 4.10 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii k €
1

lO, m) olmak iizere her x,y € X ve bazi m € N igin

Ap(Ty; y) + Ap(Tx; ),
Ay(Ty; Tx) < kmax (¢ Ay(Ty;z) + Ay(Tx; y),
Ap(y; Tr) + Ap(x; Ty)

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.11 (X, Ay) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T: X — X doniigtimii

1
q € |0, S (@n = 3)5) olmak iizere her x| x,, ..., x, € X i¢in

Ap(Ty; Tz) < gmax{(n — 2)Ay(Ty;y) + Ap(Ty; x), (n — 1) Ap(Tx;9) }

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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ispat xo € X olsun. Ayrica v, = Tx;,_, = Tz olacak sekilde (xy) dizisi tamimlansin. O

halde teoremin hipotezinden

(n-1) Ap(x1; 1))
< gmax{s((n-2)Ap(Xxs1; zx) +(n-1) Ap(Xkr1; r) +Ap(Xk; 1)) }
= qs(2n — 3)Ap(zra1; zr) TqsAp(Tr; T_1)

- . + .
Ap(Xicr1; ) < qmax{ $((1n-2) Ap (Xicqr; )+ Ap (X1 To-1), }

bulunur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ap(Xxi1;71r) < as
1—(2n—3)gs

1 qs 1
< — dir. O
"3+ (2n — 3)s 1—(2n—3)gs  s2 "
halde Cauchy dizisi olmay: karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir

Ap(Xx; xp—1) elde

edilir. Burada q € [0 ) oldugundan dolay

Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ap) bir tam A,— metrik uzay oldugundan (x) — wu olacak

sekilde u € X vardw. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu géstermek icin T'u # u olsun.

Bu durumda teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; ) < gmax {s((n — 2)Ay(Tu; u)+A(Tu; z5_1), (n — 1) Ap(u; u))}

elde edilir.k — oo i¢in limit alinirsa ve Ay,— metriginin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

olmasindan dolayt
Ap(Tuyu) < gmax{s(n — 2)Ay(Tu;u) + Ap(Tu;u), (n — 1)Ay(u;u))}

= Ap(Tuw;u) < gmaxs(n — 1)A,( Tu;u)
1

"$3+ (2n — 3)s
bu bir celiskidir. O halde T'vw = u olmalidir. Yani v, T nin bir sabit noktasidir.

1
bulunur. q € [0 ) oldug undan dolayr agik¢a q(n — 1) < 5 dir. Dolayisiyla

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek i¢in u # v olacak sekilde u, v T' nin sabit

noktalart olsunlar. O halde
Ap(Tv; Tu) < gmax{s((n — 2)Ay(Tv;v)+A,(Tv;u), (n — 1)Ay(Tu;v))}
= gqs(n—1)Ap(u;v)

1
bulunur. O halde qgs(n—1) < 5 oldugundan agik¢a Ay(v;u) = 0 = v = w olur. Dolayisiyla

T nin sabit noktasi tektir.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek i¢in (yy,) C X bir dizi ve Em Yp = U
—00

olsun. Buna gore teoremin hipotezindeki kosul dolayisiyla

Ap(Tyy; Tu) < gmax {s((n — 2)Ay(Ty,; yr) T As(Tyy; u), (n — 1) Ap(Tu; yx)) }

< gmax s((n-2) [s*(n-1) Ay(Tyis Tu) + 4y (Ty; Tw)] +Ab(Tyk;U)’}

) (n = 1)A4y(Tus )

— gmax 5<”-1>{S3<<n-2><n—1>+1>Ab<Tyk;Tu>+<n-2>Ab<yk;Tu>’}
(n — 1) Ap(Tu; yi))
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elde edilir. Burada maksimum operatoriiniin degerlerine gore iki durum soz konusudur.

1.Durum:
s((n — 2)Ap(Tyy; yr) +Ap(Ty;u) > (n— 1) Ap(Tu; yy)
olsun. Bu durumda
Ap(Ty; Tu) < s3q(n? — 3n+3) Ay(Ty,; Tu)+(n — 2)gsAy(yi; u)

3
qs*(n —2) ,
1 —s3q(n? — 3n+3)Ab(yk’ v)

=  Ay(Ty,;Tu)

IN

2.Durum:
s((n = 2)Ap(Tyy; y) + Ap(Tyu) < (n—1)Ap(Tu; yy)
olsun. Buna gore gerekli islemler yapilarak
Ay(Ty; Tu) < sq(n — 1) Ay(Tu; Ty ) = sq(n — 1) Ap(yi; u)
gs*(n —2)

— s3q(n? — 3n + 3°
Ap(Tyy; Tu) < rAp(yk; u) elde edilir. Burada k — oo igin limit alimwrsa Ay(Ty;u) — 0

elde edilir r = max{1 q(n — 1)} olsun. Her iki durum iginde

olmalidir. Siireklilik teoreminden dolayt Ty, — v = Tu olup T, uw da A,— siireklidir.

Sonuc 4.11 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii q €
1

0
"$3 4 (2n — 3)s

) olmak iizere her x1 xs, ..., x,, € X ve bazi m € N igin

Apy(T"y; Tz) < gmax {(n — 2)A,(T™y; y) +A,(T™y; ), (n — 1) A (T™x; y) }

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.12 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii q €
1

0
"$3 4+ (2n — 3)s

) olmak iizere her x1 s, ..., x,, € X i¢in

Ap(Txy; 29)+ -+ - +Ay(Txy; ),

Ap(Txy; 1)+ -+ - +A(Txy; x,,),
Ap(Txy; Tz,) < gmax (T3 1) ' b{Tx2; )

Ab(TXn§ $1)+ Tt +Ab(TXn; xn71)7

kosulunu saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden

(n — 1) Ap(xk; 21,))
< gmax{s((n — 2)Ap(Xks1; 2%) +(n — 1) Ap(Xks1; 2x) +Ap(Xk; 25-1)) }
= ¢s(2n — 3) Ap(Xkt1; k) + ¢S A (Xk; Tp—1)

—2)A cx)TA T
Ap(Xiy1578) < qmax{ s((n = 2)Ap(Xicer; 2x) +Ap (Xicrr; T 1)7}

bulunur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ap(Xyy1; 1)) < = (QZS— 3)qSAb(Xk;xk_1) elde

dilir. Burada q € |0 ! ldugundan dol 1 <L airo

edilir. Burada oldugundan dolay — dir.
1 "3+ (2n — 3)s & 1o (2n —3)qs 2

halde Cauchy dizisi olmayi karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir
Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam A, metrik uzay oldugundan (x),) — u olacak sekilde
u € X vardir. Bu noktada w nun sabit nokta oldugunu gostermek i¢in Tu # u olsun. Bu

durumda teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; ) < gmax {s((n — 2)Ay(Tu; u)+A(Tu; 1), (n — 1) Ap(u; u))}

elde edilir. k — oo i¢in limit alimirsa ve A,— metriginin tiim degiskenleri tizerinde siirekli

olmasindan dolayt

Ap(Tu;u) < gmax{s(n — 2) Ay(Tu; u)+A,(Tu; u), (n — 1) Ap(u;u))}
= Ap(Tw;u) < gmax s(n — 1) Ay( Tu; u)
bulunur. q € |0 ! oldugundan dolayr agik¢a q(n — 1) < L dir. Dolayisiyla
4€ 0 T 3 g 1 agikea q 5 dir: Dolayisty

bu bir celiskidir. O halde Tw = v olmalidir. Yani u, T nin sabit noktasidr.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezi geregince

Ap(Tv;Tu) < gmax{s((n — 2)Ap(Tv;v)+A,(Tv;u), (n — 1)Ap(Tu;v))}
= gs(n — 1)Ap(u;v)

1
bulunur. O halde gs(n — 1) < 3 oldugundan agik¢a Ay(viu) =0 = v = u olur.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (yy,) C X bir dizi ve Em Yk = U
—00

olsun. Buna gére

Ab(Ty 'TU) < gmax S((n_Z)Ab(Tyk;yk)JrAb(Tyk;u)’ }
k> =

(n — 1) Ap(Tu; yx))

< gmax s((n-2) [s*(n-1) Ap(Ty,; Tu)+Ay(Ty,; Tu)] +Ay(Ty,; u), }

. (n-1) Ay(Tu; )

= @max s*((n = 2)(n — 1)+1) Ay(Tyy; Tu) +(n — 2) Ay (yi Tw), }
(n — 1) Ap(Tu; y))
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elde edilir. Burada maksimum operatériiniin alacagi degerlere gore iki durum séz konusudur.

1.Durum:
s(n = 2)Ay(Ty; yi) + Ap(Tyysu) = (n— 1) Ap(Tu; yx)
olsun. Buna gore gerekli islemler ile
Ap(Ty,; Tu) < s3g(n? — 3n+3) Ap(Ty,; Tw) + (n — 2)gs> Ay(yi; v)

3
qs’(n — 2)
= Ay(Ty; T <
o(TyisTu) < 1—s3%(n*>—3n+3

) Ab<yk; ’LL)

olur.

2.Durum:
s(n —2)Ap(Ty; yk) + Ap(Tysu) < (0 — 1) Ap(Tu; yi)
olsun. Bu takdirde

Ap(Tyy; Tu) < sq(n — 1) Ap(Tu; Tyy) = sq(n — 1) Ap(yx; w)

gs°(n — 2)
) 54
—s3g(n? —3n+3
Ap(Ty; Tu) < rAp(yx;u) elde ediliv. Burada k — oo igin limit alinirsa Ap(Tyg;u) — 0

elde edilir. r = max{1 (n — 1)} olsun. Her iki durum igin de

olmalidir. Stireklilik teoreminden dolayt Ty, — v = Tu olup T, u da A,— stireklidir.

Sonu¢ 4.12 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii q €
1

0, s34+ (2n — 3)s

) olmak iizere her x,y € X ve bazi m € N igin

Ap(T™%1; ) o+ Ap(T™x5 20,
Ap(T™xy; 1) + -+ + Ap(T™Xa; ),

Ap(T"xy; T"z,) < gmax ) : e

Ap(T™Sn 1) + -+ Ap(T™xi 1),

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.13 (X, A,) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii q €
1

Pm

Ap(Txy; Tx,) < gmax{Ay(Txy;x1), ..., Ap(TXn; 1), Ap(Txy; 2,) }

) olmak iizere her x1 xs, ..., x, € X i¢in

kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden

IN

gmax{Ay(Xis1; k), -, Ab(Xup1: Tx), A (Xi; T ), Ap (K15 Tio—1) }

Ap(Xicy 1 1) (

qmax{ Ay(Xir1; T ), Ap(Xicr1; To—1) }
(
)

IN

gmax{Ay(Xxt1; x), S(n — 1) Ap(Xuy1; ) + Ap(Xk—1; 7) }
q(s(n — 1) Ap(Xt1; 1) + Ap(Xi; T—1))

olur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ap(Xxi1;Tr) < ﬁflb(aﬁk;xkl) elde edilir.
—s(n—1)q
1 1
Burada 0 < q < — oldugundan dolay1 a = T = dir O halde Cauchy dizisi
52 l—s(n—1)q s

olmayr karakterize eden yardimct teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir Ay— Cauchy
dizisidir. (X, Ap) bir tam Ay,— metrik uzay oldugundan (x;) — u olacak sekilde v € X
vardir. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu gostermek igin T # u olsun. Bu durumda

teoremin hipotezi geregince

Ab(Tll; xk) S q max {Ab(Tll, ’LL), ceey Ab<Tll, u), Ab(xk; u), AAb(Tl.l7 l’kfl)}
= gmax{Ay(Tu;u), Ap(xx; u), Ap(Tu; z5_1)}

elde edilir. k — oo i¢in limit alimirsa ve A,— metriginin tiim degiskenleri tizerinde siirekli

olmasindan dolayt

Ap(Tusu) < qmax {Ay(Tuu), Ap(u;u),Ap(Tu; u) }
= qAy(Tu;u)

1
"s2 4 s(n—1)
Ap(Tu; u) = 0 olup Tuw = u olur: Bu nedenle u, T' nin sabit noktasidur.

bulunur. q € [0 ) oldugundan dolayr agik¢a bu bir celiskidir. O halde

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek icin u # v olacak sekilde w,v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezince

Ap(Tv; Tu) < gmax{A,(Tv;v),..., Ap(Tv;v), Ap(Tu;v), Ap(Tv; Tu)}
= gmax{Ay(v;v), Ap(u;v), Ap(v;u)}
= qAy(V;u)

bulunur. Buna gore Ay(Tv;Tu) = Ap(v;u) < qAp(v;u) ve g € [0, m> oldugundan
agtk¢a Ap(v;u) = 0= v = w olur. Yani T nin bir tek sabit sabit noktast vardr.
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T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (y,) C X bir dizi ve Em Yk = U
—00

olsun. Buna gére teoremin hipotezindeki kosul kullanilarak

Ap(Tyy; Tu) < gmax {Ap(Tyy; yr), -, Ap(Tyi; Yx)s Ap( Tu;y), Ap(Tyy; u) }
= qmax{Ay(Ty,; yx), As(Yi;; ), Ap(Tyy; u)}
gmax{s(n — 1) Ap(Ty,; Tu) + Ap(yx; Tw), Ap(yi; u), Ap(Ty,; u)}
= gqmax{s(n — 1) Ay(Ty,; u) + Ap(yi; v), Ap(yi; u), Ap(Tyy; w) }
= qs(n — 1)Ay(Tyy; Tu) + qAp(yi; u)
q

1—s(n—1)q
alimirsa Ay(Ty,; u) — 0 olmalidw: Siireklilik teoreminden dolayr Ty, — u = Tu olup T, u

da Ay— stireklidir.

IA

olacagindan Ay(Ty,; Tu) < Ap(yx; u) elde edilir. Burada k — oo igin limit

Sonug 4.13 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii q € [0, m>

olmak iizere her x; xs, ..., x, € X ve bazi m € N igin
Ap(Tx; T™xy,) < gmax{Ay(T™Xz; 1), ..., Ap(T™Xp; 1), Ap(T™Xq; 2,) }

kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

1
Sonug 4.14 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X déniisiimii 0 < q¢ < —

s
olmak tizere her x, y € X icin

Ap(Ty; Tz) < gmax{A4,(Ty;y), Ao(Tx;y), Ap(Ty; )}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

1
Sonug 4.15 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T: X — X déniisiimii 0 < q < —
s

olmak tizere her x,y € X icin
Ap(Tmy; Tz) < qmax{A,(T™y; y), A (T™x;y), Ap(T"y; )}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.14 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii q €
1

Pm

lizere

> olmak iizere her x1, s, ..., x, € X j, 1 € {1, ..., n} ve j # | olmak

Ab(Txl;Ta:n) S qmax{Ab(Txl;asjl),Ab(sz;a:jQ),...,Ab(Txn;xjn)}
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kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden dolayt

Ay ) < gmax{Ay(Xicrr; Tr ), Ap(Xit1; To-1), Ap(Xi; ) }
< gmax{Ay(Xis1; k), s(n — 1) Ap(Xq1; Tx) + Ap(Xi—1; 1)
= q(n — 1) Ap(Xar1; 7)) + 5qAp(Xo; Th1)
T
1—s(n—1)q
1
S S— < — dir. O halde Cauchy dizisi
l—s(n—1)q s
olmayr karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayi agik¢a (xy) bir Ay— Cauchy

olur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ap(Xyy1;2r) < Ap(x; 1) elde edilir.

1
Burada 0 < q < — oldugundan dolayr a =
s

dizisidir. (X, Ap) bir tam A,— metrik uzay oldugundan (x;) — u olacak sekilde v € X
vardwr. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu géstermek igin Tu # u olsun. Bu durumda

teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; ) < gmax {Ay(Tu;u), Ap(Tu; 1), Ap(Xk;u)}

elde edilir. Son esitsizlikte k — oo igin limit alimirsa ve A,— metriginin tiim degiskenleri

tizerinde stirekli olmasindan dolay

Ap(Tu;u) < gmax{Ay(Tu;u), Ay(Tu; u), Ap(u;u)}
= qAy(Tu;u)

bulunur. Bu noktada q € [O, Wln—n> oldugundan dolayr acgik¢a bu bir ¢eliskidir. O halde
Ap(Tu;u) = 0 olup Tu = u olur. Bu nedenle w, T nin sabit noktasidr.

Simdi sabit noktanin tekligini gostermek igin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezi geregince

Ap(Tv; Tu) < gmax{A,(Tv;v), Ay(Tv;u), Ay(Tu;v)}
= gmax{A,(v;v), Ap(u;v), Ap(v;u)}

olacagindan Ay(v;u) < qAy(v;u) elde edilir. Buna gore agtk¢a Ap(v;u) = 0= v = u olur.
Dolayisiyla T nin bir tek sabit noktasi vardir.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (yy,) C X bir dizi ve ]1€ m y, =u
—00

olsun. Buna gére teoremin hipotezindeki kosul ve A,— metrik ozellikleri geregince
Ap(Tyy; Tu) < gmax {A(Tyy; yi), Ap(Tyys ), Ap(Tus yp) }
< gmax{s(n — 1) Ap(Ty,; Tu)+Ap(yx; Tw), Ap(Ty,; w), Ap(Tu; yx) }
= qs(n — 1) Ay(Tyy; Tu) + qAp(yi; u)
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7
1—s(n—1)q
esitsizlikte k — oo igin limit alimrsa Ay(Tyy;u) — 0 olmalidr: Siireklilik teoreminden

olacagindan Ay(Ty,;Tu) < Ay(yx; u) elde edilir. Burada elde edilen son

dolayt Ty, — u=Tuolup T, uw da A,— siireklidir.

Sonu¢ 4.16 (X, Ay) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii 0 < q <
m olmak iizere her xy, xa, ..., x, € X vebazim € Nj 1 € {1, ....,n}vej #1
olmak iizere

Ay(T™xy; Tx,) < gmax{A,(T™Xy;25,), ..., Ap(T™Xn; 75,)}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Sonu¢ 4.17 (X, A,) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniigiimii 0 < q <

m olmak iizere her x, y € X i¢in
52+ s(n —

Ap(Ty; Tz) < gmax{A,(Ty;y), Ao(Ty; z), Ap(Tx;y)}

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Sonuc 4.18 (X, A,) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii 0 < q <

m olmak iizere her x, y € X i¢in
52+ s(n —

Ap(Ty; T™x) < gmax{A,(T™y;y), Ap(T™X; ), Ap(T"y; 2) }

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

Teorem 4.15 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii v €
1

lO, A s 12 - 1)2) olmak tizere her x4, xs, ..., x, € X olmak iizere
Ap(Txy; Txyn) <y [Ap(xy, Txoy .., Txn)+Ap(Txy, 29, Tas, .., Tay)+ - - + ATy, o, T, )]

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniistimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.
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ispat xo € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir (xy) dizisi tammlansin.
O halde teoremin hipotezinden ve A,— metrigin aksiyomlarindan dolay

Ap(Thg1s Thg2s ooy Thog1) T
| Ap(Thso, Tig1, Thro, Tig1)F oo H A (Tpr2, o, Tiop, Tk)
[ s(n—1)(n — 2)Ap(Trt2, - Thot2, Tht1)

+25Ap(Tha1ys o, Tha1) TSN — 1) Ap(Tha2, on, Tha2, Thoy1)
| +SAY( Tk, ey Thy Thg1)

= vs(n — 1)2Ap(Thy2, oo Thoros Try1) T2 AN(Tpi1y ooy Ty 1, Th)

== Ap(Xpr2; Tpr1) < ys(n — 1)2Ap(Xiy2; Trr1) 82 Ap( Xipr; )

Ap(Xacp2; Trr1) <

(VAN
)

vs®

<
“1—7s(n—1)

olur. Bu esitsizlikte diizenleme ile Ay(Xxy2; Tpy1)

1 4 52 1
Burada v € lO, m) oldugundan dolay1 \ = =5l = 1) < 2

Cauchy dizisi olmayr karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir Ap—

2Ab<Xk+1; xy,) elde edilir.

dir.O halde

Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay oldugundan (x1,) — u olacak sekilde u €
X vardw. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu géstermek igin T'u # u olsun. Bu durumda

teoremin hipotezi geregince
Ap(Tw; Txy) < v [Ap(w, Tu, ..., Tu, x) + Ap(Tu, u, Tu, ..., Tu, xp)+ - - +Ap(Tu, Tu, ..., Tu, x5_1)]

elde edilir. O halde son esitsizlikte k — oo i¢in limit alimrsa ve A,— metriginin tiim

degiskenleri tizerinde stirekli olmasindan dolay

Ap(Twsu) < 7y [Ap(u, Tu, ..., Tu,u)+ Ap(Tu, w, Tu, ..., Tu,u)+ - - - +Ap(Tu, Tu, ..., Tu, u)]
< yls(n—1)(n — 2)Ap(Tu; u)+28Ap(u; u)+ Ap(Tu; u)]
= v(s(n—1)(n—2)+1)Ay(Tu; u)
1 —1 -2 1
bulunur. Ayrica q € [0, m) oldugundan dolay: 8(22 n ?S((Z — 1));— < 1dir

O halde agik¢a bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla T'vw = w olur. Yani u T nin bir sabit noktasidur.

Simdi sabit noktanmin tekligini géstermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezi geregince

Ap(Tw; To) < v [Ap(u, Tu, ..., Tu, Tv)+ Ap(Tu, u, Tu, ..., Tu,v)+ - - - +Ap(Tu, ..., Tu, v)]
= v[Ap(u,u,...;u,v)+Ap(u, ..., )+ Ap(u, ..., u, v)]
= ynAy(u,...,u,v)

olacagindan Ay(w;v) < v nAy(u;v) elde edilirBuna gore v n < 1 oldugundan agik¢a
Ap(v;u) = 0 = u = v olur. Dolayisiyla w T nin bir tek sabit noktasi vardir.
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T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek igin (y,) C X bir dizi ve Em Yk = U
—00

olsun. Buna gére teoremin hipotezindeki kosul ve A,— metrigin aksiyomlar: geregince

A Ty, ..., Typ, Tu)+
Ab(Tyk,TU) b(yk?’ Yky ooy L Yk, U) ]

Ao(Tye, Yks Tk -y Tyg, Tu)+ -+ +Ap(Tyg, o, Typ, 1)
(sAp(Yry ooy Yy w0) + (0 — 2) Ap(TYkey oo, Ty, w)
+sAy(t, ..., u,uw))(n— 1) + Ap(Tyk, ..., Tyx, u)
< s(n = DAYk, s Yo w) + 7 [s(n = 1)(n = 2) + 1] Ap(Tys, ..., Tyx, )

<

ys(n —1)

A .
(= s — (n—2) + 1] W ¥
elde edilir. Bu son egsitsizlikte k — oo igin limit alimrsa Ay(Ty,; u) — 0 olmalidwr. Siireklilik

olacagindan buradan diizenleme ile Ay(Ty,; Tu) <

teoreminden dolayt Ty, — u = Tu olup T, u da A,— siireklidir.

Sonu¢ 4.19 (X, Ay) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii v €

1
{O, R - 1>2) olmak tizere her x1, xs, ..., x, € X ve bazim € N icin
Ap(xy, T2, ..., T x,)+

Ap(T™x; T™zy,) <y
Ap(Tmxy, 20, T3, o, Ty )+ - F A (T, oo, T 1, )

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T™ déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

Teorem 4.16 (X, A,) bir tam A,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii 0 < > a;

< 2 olmak iizere her x; x, ..., x, € X i¢in

Ap(Txy; Txy) < apAp(Xp;2n)tar Ap(Txy; 1)+ - - - +a, Ap(TXy; 2

kosulunu saglasin. Bu takdirde T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' doniisiimii bu sabit
noktada Ay— stireklidir.

ispat 1o € X olsun. Ayrica xj, = Tz, = T*x( olacak sekilde bir () dizisi tammlansin.

O halde teoremin hipotezinden dolay

aoAb((Xk; xk—l)
Ap(Xiy1; T) < Far Ap((Xegr; k)t a1 Ap((Xeg1; k)

+a, Ap((Xi; Ti—1)
ap + an

1—(a1+---+an,1)

IN

—> Ap((Xkq1; 7)) Ap((Xi; 21-1)) }
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n 1 ag + an,
lasilr. i < — oldugund = <—a’ O hald,
sonucuna ulasilr. Zi:(? = oldugundan q = (a1t tany) 2 ir. alde

Cauchy dizisi olmayr karakterize eden yardimci teorem 4.8 den dolayr agik¢a (xy) bir Ap—

Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay oldugundan (xy,) — u olacak sekilde u €
X vardir. Bu noktada u nun sabit nokta oldugunu géstermek i¢in T'u # u olsun. Bu durumda

teoremin hipotezi geregince
Ap(Tu; ) < agAp(w; xp_1)tar Ap(Tu;u)+ - - - +a, 1 Ap(Tu; w) + ap Ap(Xk; T—1)

elde edilir. k — oo icin limit alimirsa ve Ay,— metriginin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

olmasindan dolay:
Ap(Tu;u) < apAp(wyu)tar Ap(Tu;u)+ - - +a, 1 Ap(Tu; w) +a, Ap(u; u))
= A(Tw;u) < (a;tagt---+a,_1)Ay(Tu;u)

1 A
bulunur. Z aZ — oldugundan dolay agik¢a Z aZ < 1dir. Dolayisiyla bu bir ¢eliskidir. O
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halde Tu = u olmalidir. Buna gore acik bir §'€klld€ u, T nin bir sabit noktasidir.

Simdi sabit noktanin tekligini géstermek icin u # v olacak sekilde u, v T nin sabit

noktalart olsunlar. O halde teoremin hipotezindeki kosul nedeniyle

Ap(Tv;Tu) < agAp(v;u)tar Ap(Tv; )+ - - +a, 1 Ap(TV; v) +a, Ap(Tu; u)
— Ap(v;u) < agAp(viu)tar Ap(vi o)t a1 Ap(Vi o) ta, Ap(u; u)
= Ay(v;u) < agAy(v;u)

bulunur. O halde Z a; < 1 oldugundan agik¢a Ay(v;u) = 0 = v = u olur. Dolayisiyla T
=1
nin bir tek sabit noktast vardur.

T nin u noktasinda siirekli oldugunu gostermek i¢in (yy,) C X bir dizi ve klim Yk = U
—00

olsun. Buna gore teoremin hipotezi geregince

Ap(Ty,; Tu) < agAp(Ty i u)Far Ap(Tyys yr) + - - - Tagu-1)Ap( Ty yr) Fan Ap(Tu; u)
= agAp(yi; u)H(art - +an_1) Ap(Ty,; yr)
< apAp(Ty u)t(art - +an-1) [s(n — 1) Ay(Ty\; u) + Ap(yi Tw)]
= (ap+art - +a,_1)Ap(y;u) + s(n — 1) (a1t - - +an_1)Ap(Tyy; Tu)
olacagindan gerekli diizenlemeler vapilarak Ap(Ty,; Tu) <

(a0+a1—|—~--+an,1)

1—8(71— 1)(a1+a2—|—---+an,1)
Ap(Ty,; w) — 0 olmaldur. Siireklilik teoreminden dolayt Ty, — u = Tu olup T, u da Ap—

Ap(yk; u) elde edilir. Burada k — oo igin limit alinirsa

stireklidir.
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n 1
Sonug 4.20 (X, Ay) bir tam Ay— metrik uzay olsun. T : X — X doniisimii 0 < ) a; < —
i=0 S

olmak iizere her x1 xs, ..., x,, € X i¢in ve bazi m € N ler i¢in
Ap(T™xy; T™xy) < agAp(Xp; 2p)tag Ap(T™Xq; 2q) + - - +a, Ap(T™ Xy 2)

kosulunu saglasin. Bu takdirde 'T' bir tek sabit noktaya sahiptir ve T' déniigiimii bu sabit
noktada Ay,— stireklidir.

1
Teorem 4.17 (X, Ay) bir tam Ay,— metrik uzay olsun. T : X — X doniisiimii o € [0, —2)
s

1
ﬁ c |:0, m) S |:0, m) olmak tizere her L1, Ty ooy Ty € X lg‘ll’l

21) Ap(Txqy;Tx,) < aAp(zr;x,)
22) Ap(Txy;Tx,) < B[Ap(x1, Txq,...;Tay)+ - +Ap(xy, Ty, ..., Txy,)]

Ap(xy, Txs, ..., Tx,)+

23) Ap(Txy;Tx,) <7
Ap(Txy, 29, Txs, ..., Tay)+ - + Ay (T, ..., Ty 1, Txy)

kosullarindan en az birini saglasin. Bu takdirde T bir tek sabit noktaya sahiptir ve T

doniisiimii bu sabit noktada A,— siireklidir.

Ispat zI kosulu saglaniyorsa

QA ( Tk, Tt 1, oo Tht1)

A (Thy Tt 1y s Thg1)

Ab(l’kﬂ, Thot2,--+5 $k+2)

IA A

bulunur.

z2 kosulu saglaniyorsa

Ap(Trg1s Thga, s Thg2) < B [Ap(Tr, Tigr, k) A (Thg2, oy Tigr ) T T AR (Xig2; Ty )]
5}
< .
- 1— (n . 1)6(Xk+17 Ik)
< ANy(Tk, Thgas oo, Tigr)

elde edilir.
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z3 kosulu saglaniyorsa

[ Ap(Ti1 Thra, ooy Thyas Thp1)+
Ap(Xit2; Thoi1) <Y | Ap(Thr2,Thg1s Thgas oo Thga, Thgr ) oo -
| A (Trg2s s Thg2, Th)

[ s(n —2)Ap(Tpy2y vy Thy2y Ty1)

<y | +s(n—1)Ay(zrio, ..., Tha2, Tpy1)

| sAp(zky .. Tk, Thgr)

v8(n-1)2Ap(Tps2, oy Thios Thy1)

2
+78° Ap(Ths1s ey Tht1, k)

= Ab($k+2,$k+2;--7$k+27$k+1) < 75(”'1)2Ab($k+2,---7$k+27$k+1)+32Ab(%+17 ooy Tt 1, $ks)

< ’ySQ
“1l—vs(n—1
S ANAY(Thg1, Thgrs oo Th)

g Ab('xk+27 ooy Tlt-2, karl) >2Ab(xk+1a ceoy Tt 15 il'k)

olur. (0] halde li¢ durum birlikte diistintiliirse A =

Ap(Xkt15 Trpa) < ATy T 1y oovy Tio1)

dir. Burada o < l oldugundan \ < l dir. O halde Cauchy dizisi olmay karakterize eden
yardimci teorem 4 8 den dolay agzkgcf (xy) bir Ay— Cauchy dizisidir. (X, Ay) bir tam A,—
metrik uzay oldugundan (x),) — u olacak sekilde v € X vardir. Bu noktada u nun sabit nokta
oldugunu gostermek igin T'u # u olsun. Buna gore x1 = Ty 1, T = ... = x, =1 (u) noktalar

icin 3 durum s6z konusudur.

1.durum: Noktalar (z1) kosulunu saglryorsa
Ab(karla T(U), ey T(U)) < )\Ab(xk: Uy -ey u)

olup k — oo icin limit alimrsa ve A,— metriginin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

olmasindan dolay:
Ay(u, T(u), ... T(w)) < Ay(u,u, ..., u)

bulunur. O halde agik¢a Ay(u, T (u), ..., T (u)) = 0 olup T (u) = u oldugu goriiliir.

2.durum: Noktalar (z2) kosulunu sagliyorsa

Ap(xpyr, T(w), ..., T(w) < BlA(u,u,...,u)+(n—1)Ay(u, T(u),...,T(u)]
= (n—1)pAu,T(u),....,T(u))
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1
elde edilir. € [O, m) oldugundan (n — 1) € [0,1) dir. Dolayisiyla bu bir
celiskidir. O halde T (u) = u olmaldir.

3.durum:Noktalar (z3) kosulunu sagliyorsa

Ap(u, Tu, ..., Tu, xp)+ Ap(Tu, w, Tu, ..., Tu, xy)

Ay(T (), T(u),....,T(u), Tx,) <
b( ( ) ( ) ( ) k) v —|—---+Ab(TU,TU,---,TU>$k—1)

olup k — oo igin limit alimrsa ve Ay,— metriginin tiim degiskenleri iizerinde siirekli

olmasindan dolayt

Ap(Tusu) < vy [Ap(u, Tu, ..., Tu, u) +Ay(Tu, u, Tu, ..., Tu,u)+ - - - +Ap(Tw, Tu, ..., Tu, u)]
=7(s(n—1)(n —2)+1)Ap(Tu, ..., Tu,u)

elde edilir. Yani v (s(n — 1)(n —2) + 1) < 1 dir. O halde « € [0, 1) olmak iizere
Ap(Tu;u) < aAy(Tu;u)

bulunur. Acikca bu bir celiskidir. Yani Tu = u olmalidir. Bu takdirde her iic durum icin u
noktasmmin T' nin sabit noktast oldugu goriilmiis olur. Simdi sabit noktann tekligini ispat
etmek i¢in u # v ve u, v T nin sabit noktalari olsunlar. O halde v1 =T (u), x5 = ... = x,, =

T (v) noktalart i¢in oncekilerde oldugu gibi ii¢ durum séoz konusudur.

1.durum: Noktalar (z1) kosulunu sagliyorsa

Ap(T(w), T(v),....,T(v)) < aAy(u,v,...,v)
— Ap(u,v,..v) < adp(u,v,...,0)
1
olur. o € [O, —2> oldugundan Ay(u, v, ..., v) = 0 olmalidir. Buna gore v = v sonucuna
s

varir.

2.durum:Noktalar (z2) kosulunu sagliyorsa
Ap(T(u), T(v),....,T(v)) < BlA(u, T(u),....,T(u))+ (n—1)Ay(v, T (v),...,T(v))]
= Ap(u,v,...,v) < BlAp(u,u,...;u) + (n— 1) Ap(v, v, ..., v)]
0

bulunur. Bu durumda agik¢a Ay(u, v, ..., v) = 0 ve u = v dir.

3.durum: Noktalar (z3) kosulunu sagliyorsa

- Ap(u, Tu, ..., Tu, Tv)+
=7 Ap(Tu,u, Tu, ..., Tu, Tv)+ - - - +Ay(Tu, ..., Tu,v)

= v [Ap(u, u, ..., u, )+ Ap(u, uy uy .y )+ FAp(uy .y w, 0)]

= ynAy(u, u, ..., u,v)

Ay(T(w), T(v), ..., T(v))

Ap(uy ...y u,v) < ynAp(u, ..., u,v)
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1
"5t 4 s(n—1)2
= 0 olmalidw. Yani agik¢a v = v dir. Her ti¢ durum incelendiginde sabit noktanin tek oldugu

dolayisiyla ~v € [0 ) oldugundan ~ n € [0, 1) dir. Buradan Ay(u, ..., u, v)

gortilmiis olur.
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S. BULGULAR VE TARTISMA

Sabit nokta teorisinin {i¢ temel alanindan biri olan metrik sabit nokta teorisi alani
1922 yilinda Banach’in yayimladigi makalesindeki giiniimiizde Banach biiziilme prensibi
olarak bilinen teoremi merkeze alan bir disiplindir. Sabit nokta teorisinin bu alan1 dnceleri
Banach biiziilme kosulunun degistirilmesi ve bu kosulun yerine ne tiir kosullar konulabilecegi
iizerine yogunlagmis iken sonradan alisilmis metrik uzaylarin genellestirilmesi fikirleri ve bu
dogrultuda iiretilen genellestirilmis metrik uzaylar ile birlikte bu uzaylarda Banach biiziilme
prensibinin uygulanmasi ve Banach biiziilme doniisiimiiniin yerine konulabilecek biiziilme

dontistimlerin ilgili genellestirilmis uzaylardaki versiyonlari iizerine olarak yogunlasmistir.

Bu baglamda genellestirilmis metrik uzaylarin en son versiyonlarindan biri olan A,
— metrik uzaylar bu ¢alismada ele alinmistir. Buna gore A, — metrik uzaylarda Banach
biliziilme prensibinden yola c¢ikarak alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen Kannan,
Bianchini, Chaterjea, Genellestirilmis Chaterjea, Reich, Zamfirescu ve bu teoremlerin
cesitli kombinasyonlar ile birlestirilmesi ile olusturulan sabit nokta teoremlerin A, — metrik
uzaydaki versiyonlar1 verilmistir. Ustelik A, — metrik uzaylar A — metrik uzaylar1 ve S, ile
S — metrik uzaylar1 kapsadigindan bu genellestirilmis metrik uzaylar i¢inde yukarda ifade
edilen sabit nokta teoremlerinin ilgili uzaylardaki versiyonlar1 da otomatik olarak verilmis

veya bagka bir deyisle ilgili versiyon sabit nokta teoremleri verilmis oldu.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda alisilmig metrik uzaylarin en son genellemelerinden biri olan A,
— metrik uzaylarda metrik sabit nokta teorisi alaninda ¢alisilmistir. X # () bir kiime olmak
tizere X in kendisi ile n kez ¢arpimi ile olusturulan veya X in n li kartezyen garpimi
iizerinde tanimlanan A,— metrik yardimiyla olusturulan A,— metrik uzay ele alinmistir.
Metrik sabit nokta teorisinin merkezinde yer alan Banach biiziilme teoreminden (Banach
sabit nokta teoreminden ) baglayarak alisilmis metrik uzaylarda iyi bilinen Kannan,
Bianchini, Chaterjea, Zamfirescu, Reich gibi {nlii sabit nokta teoremleri ile bu
teoremlerdeki kosullarin veya baska bir deyisle biiziilme kosullarinin birlestirilerek ortaya
atilmis c¢esitli sabit nokta teoremlerinin A, — metrik uzay icin versiyonlar1 (karsiliklarr)

verilmis ve ispatlanmistir.

Ap — metrik uzay kavrami nispeten yeni tanitilmis bir kavram oldugundan bu tez
calismasinda ele alimamamis olan sabit nokta teoremlerinin bu uzaydaki karsiliklari
arastirilarak ortaya koyulabilir. Bunlarin disinda A, — metrik uzaya has olan 6zellikler ve
kavramlar tespit edilerek verilebilir. A, — metrik uzaylarin ¢esitli uygulama alanlari

arastirilarak bu kavramin kullaniminin yayginlagsmasina destek verilebilir.
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