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OZET

UCUNCU ANLAMDA s-KONVEKS FONKSIYONLAR VE INTEGRAL
ESITSIZLIKLER
Baki UNAL
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Serap KEMALI
Ocak 2022; 58 sayfa

Bu tezde, Ugiincii anlamda s-konveks fonksiyonlar icin yeni integral esitsizlikler elde
edilmistir.

Bu tez ¢alismasi bes boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, esitsizlik kavrami ve esitsizlik kavraminin gelisiminde biiyiik 6neme
sahip konvekslik kavraminin giiniimiize kadar olan gelisiminden, tarih¢esinden soz edil-
migtir.

Ikinci boliimde, Esitsizlik ve Konvekslik kavramlarinin gelisiminde biiyiik katki sag-
layan kitaplar, tezler ve ozellikle son yillarda ¢alisilmig makaleler taranmig ve arastirma-
cilar i¢in kaynaklar verilmistir.

Uciincii boliimde, esitsizlik ve konvekslik kavramlari ile ilgili temel tanim ve teorem-
ler verilmis, Soyut konveks fonksiyon siniflarindan bazilarinin 6zelliklerine deginilmistir.
Ayniboliimde, literatiirde en ¢ok kargilan 6nemli esitsizliklere de yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, Klasik konveks fonksiyonlar, Quasi-konveks fonksiyonlar, p-Konveks
fonksiyonlar, Birinci, ikinci ve Ugiincii anlamda s-konveks fonksiyonlar icin literatiirde
karsilagilan integral esitsizlikler verilmistir. Sonrasinda, integrallenebilir fonksiyonlar i¢in
bir Onteorem yazilmis, bu Onteorem yardimi ve bilinen integral esitsizlikler yardimi ile
yeni integral esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica literatiirde mevcut, n-inci mertebeden
integrallenebilir fonksiyonlar icin yazilmis bir bagka Onteorem yardimi ve yine bilinen
integral esitsizlikler yardimi ile yeni integral esitsizlikler elde edilmistir.

Besinci boliimde, arastirmacilar icin tezin genel bir 6zeti yapilmig, Konveks analiz ve

integral esitsizlikler ile ilgilenen arastirmacilar i¢in Oneriler verilmistir.
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ABSTRACT

s-CONVEX FUNCTIONS IN THE THIRD SENSE AND INTEGRAL
INEQUALITIES
Baki UNAL
MSC Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assistant Professor Serap KEMALI
January 2022; 58 pages

In this thesis, new integral inequalities are obtained for s-convex functions in the third
sense.

This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, it is of great importance in the development of the concept of inequ-
ality. The development and history of the concept of convexity until today is mentioned.In
the second part, a major contribution to the development of the concepts of Inequality and
Convexity is presented books, theses and especially the articles that have been studied in
recent years have been examined and researchers have resources are given.

In the third chapter, basic definitions and theorems about inequality and convexity are
given. The properties of some of the abstract convex function classes are mentioned. In
the same section, the most important inequalities encountered in the literature are also
included.

In the fourth chapter, Classical convex functions, Quasi-convex functions, p-Convex
functions, s-Convex in the first, second and third sense integral inequalities encountered
in the literature for functions are given. After that,a Lemma has been written for integ-
rable functions, with the help of this Lemma and known integral inequalities, new integral
inequalities have been obtained. Also, some new integral inequalities have been obtained
with the help well-known integral inequalities and a lemma which was written for n-th
order integrable functions.

In the fifth chapter, a general summary of the thesis is made and suggestions are given

for researchers interested in convex analysis and integral inequalities.
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ONSOZ

2019 yilinda baglamis oldugum yiiksek lisans egitimimi bu tez ile birlikte tamamla-
manin hem mutlulugunu hem de hiizniinii yasamaktayim. Tez yazim asamasinda hicbir
zaman deste8ini esirgemeyen aileme, 0gretmenlik yaptigim okulumdaki mesai arkadag-
larima, egitimim sirasinda verdigi desteklerden ve ayrica bana boylesine 6zgiin bir tez
yazabilme firsatim1 verdigi icin danisman hocam Dr. Ogr. Uyesi Serap KEMALI’ye te-
sekkiirlerimi sunuyorum. Ogrenmek sadece derslerden ibaret degildir. Yiiksek lisans egi-
timim boyunca hi¢bir zaman unutamayacagim ve kopamayacagim dostluklar da edindim.
Birgiin bile benden yardimlarini esirgemeyen dostlarim Ar. Gor. Cagla SEKIN ve Giil-
dane YILDIZ a tesekkiirii bir borg bilirim.

Burada 6grendiklerimle birlikte geriye kalan hayatimin her aninda yeni 6grenmelere
gebe bir yasam siirebilmeyi temenni ediyorum. Umarim bu calismamiz bu konularda ca-

lisacak olan kisiler i¢in bir yol gosterici olur.



ICINDEKILER

OZET . . . . 1
ABSTRACT . . . . e 11
ONSOZ . . .. v
AKADEMIK BEYAN . .. ... ... ... . ... vii
SIMGELER . . . . . ... viii
1. GIRIS . . . . . 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . s 3
3. MATERYALVEMETOT . . . . . . ... ... . . 5
3.1. Temel Kavramlar ve Teoremler . . . . . . .. ... ... .. ... .... 5
3.2. Bazi Soyut Konveks Fonksiyon Siniflart ve Ozellikleri . . . . . . ... .. 9
3.3. Baz1 Onemli Esitsizlikler . . . . . .. .. ... ... ... ........ 22
4. BULGULAR VETARTISMA . . . ... ... . ... .. . .. 25
4.1. Klasik Konveks Fonsiyonlar icin Integral Esitsizlikler . . . . .. ... .. 25
4.2. Quasi-Konveks Fonksiyon Sinifi i¢in Integral Esitsizlikler . . . . . . . . . 28
4.3. p-Konveks ve p-Quasi-Konveks Fonsiyonlar i¢in Integral Esitsizlikler . . 31
4.4. Birinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler . . . 33
4.5. Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler . . . . 36
4.6. Uciincii Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar i¢in Integral Esitsizlikler . . . 39
4.7. Ugiincii Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar i¢in Yeni Integral Esitsizlikler 40
5. SONUCLAR . . . . .. e 51
6. KAYNAKLAR . . . . . 53
OZGECMIS

vi



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Uciincii anlamda s-Konveks Fonksiyonlar ve
Integral Esitsizlikler” adli bu calismanin, akademik kurallar ve etik degerlere uygun ola-
rak yazildigini belirtir, bu tez calismasinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini

gosterdigimi beyan ederim.

21/01/2022
Baki UNAL

vii



SIMGELER

Simgeler:

N : Dogal sayilar kiimesi

Z : Tamsayilar kiimesi

/. : Negatif tamsayilar kiimesi
y/n : Pozitif tamsayilar kiimesi
Q : Rasyonel sayilar kiimesi
R : Reel sayilar kiimesi

R, : [0, 4+00)

R++ L (O, +OO)
R—I—OO . R U {+OO}
R o :RU{-00}

R™ : R™ boyutlu Oklid uzay1

R? : R™’ de tiim koordinatlar1 negatif olmayan noktalarin kiimesi
R% : R™de tiim koordinatlar1 pozitif olan noktalarin kiimesi

I : R’de bir aralik

I° : I’min ici

Lla,b] :]a,b] araliginda integrallenebilen fonksiyonlarin kiimesi
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K? : Ikinci anlamda s-konveks fonksiyon sinifi
K3 : Uciincii anlamda s-konveks fonksiyon sinifi
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1. GIRIS

Matematikte esitsizlik kavraminin amaci, degeri tam olarak bilinmeyen bazi mate-
matiksel ifadeleri ve fonksiyonlar1 daha iyi bildigimiz ifadeler ve fonksiyonlarla sinirlan-
dirmak veya dogrudan sayisal sinirlar belirlemektir. 21. yilizyilin baglarinda matematiksel
esitsizlikler alani hizla gelismeye devam etmistir. Esitsizlikler, fonksiyonel analiz, dife-
ransiyel ve integral denklemler teorisi, olasilik gibi matematigin bir¢cok 6nemli dallarin-
dan biridir. Ayrica esitsizlik kavrami mekanik, fizik ve diger bilimlerde de 6nemli bir yere
sahiptir.

Esitsizlikler tizerine bir¢ok calisma yapilmistir. Yapilan her ¢alisma kendisinden dnce
yapilmig calismalari referans alarak yeni esitsizliklerin de giiniimiize kadar ulagmasin1 ve
bu konuda daha genis bir bilgiye sahip olmamizi saglamistir. Esitsizlik teorisinin gelisme-
sinde konvekslik kavrami 6nemli bir rol oynamaktadir. Kendisi de temelde bir esitsizlik
olan konvekslik kavrammnin tarihi Archimedes’in M.0O.250 yilinda 7 sabitinin hesaplan-
masina kadar gitmesine ragmen matematik literatiiriine kavram olarak ancak 19. yiizyil
sonunda 20. yiizy1l baginda girdigi goriilmustiir. Konvekslik kavraminin énemli bir par-
cas1 konveks bir kiimenin grafikiistii (epigrafi) olan konveks fonksiyon kavramidir. i1k
olarak Ch. Hermite’ in 22 Kasim 1881’de elde ettigi bir sonucun, 1883’de "Mathesis"
adli dergide yaymlanmasi ile karsimiza ¢ikmistir. Daha sonraki donemlerde Hermite ve
Hadamard tarafindan agikca belirtilmese de konveks fonksiyonlarla ilgili ¢alistiklar: an-
lagilmistir. Gliniimiizde Hermite-Hadamard esitsizligi olarak bilinen,

"Sur deux limetes d’une integrale define. Soit f(z) une Fonction qui varie toujours

dans le méme sens de © = a, x = b On aura les relations

(b—a)f (a;rb) </abf(x)d:p<(b—a)w

ou bien

(b—a)f (“*b) /f iz > b_a)f(>2f()

suivant que la courbe y = f(x) tourne sa convexité ou sa concavite vers I’axe des abcis-
ses." esitsizliklerini literatiire kazandirmiglardir. Konveks analizin, Uygulamali Matema-
tik, Optimizasyon Teorisi, Olasilik Teorisi, Esitsizlik Teorisi, Matematiksel Ekonomi, vs.

bircok alanda uygulamasi mevcuttur.
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Bu tezde oncelikle klasik konvekslikle ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilerek
bir literatiir taramas1 yapilmistir. Ardindan soyut konveks fonksiyonlar sinifina genel bir
bakis yapilmigtir. Daha sonra bu konveks fonksiyonlar i¢in olusturulmus integral esitsiz-
liklerin elde edilisi hakkinda genel bilgi verilmistir.

Farkli yontemlerle elde edilmis bircok soyut konveks fonksiyon sinifi ve bu sinif-
lar icin elde edilmis farkli integral esitsizlikler vardir. Bu tezde asil iizerinde durulan
konvekslik smift "Stetigkeitsaussagen fiir eine Klasse verallgemeinerter konvexer funk-
tionen in topologischen linearen Raumen" (Breckner 1978) adli caligmada tanitilan s-
konveks fonksiyonlar sinifinin birinci ve ikinci anlamda s-konveks olan fonksiyonlar (K}
ve K?) i¢in ve bu fonksiyon siniflarinin devami gibi diisiinebilecegimiz iigiincii anlamda
s-konveks fonksiyonlar (K?) i¢in elde edilmis integral esitsizlikleri incelemek, yeni yazi-
lacak bir Onteorem yardimuyla iiiincii anlamda s-konveks fonksiyonlar icin yeni integral

esitsizlikleri elde etmektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Matematik literatiirlinde gilintimiize kadar bircok matematikgi esitsizlikler ve kon-
vekslik iizerine ¢alismustir. Ozellikle 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen tarafindan
yapilan ¢aligmalardan sonra konveks fonksiyonlar ve esitsizlikler iizerine cok sayida ca-
lisma yayimlanmigtir. Dolayisiyla bu tezin yaziminda cesitli kitap, makale ve yayindan
yararlanilmustir.

Konveks fonksiyonlarla ilgili en kapsamli ¢alisma 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V.
Jensen tarafindan yapilmistir. Jensen ’nin ¢alismasindan sonra daha kapsamli bir calisma
olan "Convex Functions" (Roberts ve Varbeg 1976) adli eser yayinlanmistir. Konveks
fonksiyonlar1 iceren genel esitsizlikler ise "Convex Functions: Inequalities"adl1 eser ile
Pecaric (1987) tarafindan yazilmistir.

Matematikte esitsizlik kavrami denilince akla ilk gelen kaynak Hardy, Littlewood ve
Polya (1934) yazdig1 "Inequalities" adl1 kitabidir. Bu kitabin onciiliigiiyle birlikte yazilan
ikinci kitap E.F.Beckenbach ve R.Bellman (1961) tarafindan yazilan yine ayni "Inequali-
ties" adli kitaptir. Daha sonralar1 Mitrinovic (1970) "Analytic Inequalities" adli kitap da
esitsizlikler icin temel olan kitaplar arasina girmistir. Bu kaynaklara ek olarak, "Classical
and New Inequalities" (Mitrinovic vd. 1991), "Convex Functions Partial Orderings and
Statistical Applications" (Pecaric vd. 1992), "Selected Topics on Hermite-Hadamard Ine-
qualities and Applications" (S.S.Dragomir ve Pearce 2000), "Mathematical Inequalities"
(Pachpatte 2005) vb. kaynaklar1 da gosterilebilir.

Daha once de bahsettigimiz gibi Esitsizlik Teorisi ile konveks fonksiyonlar yakindan
iligkilidir. Ornegin, literatiirde iyi bilinen Holder ve Minkovski gibi genel esitsizlikler,
konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitisizliginin bir sonucudur. Bir¢ok arastirmaci farkl
konveks fonksiyon siniflar1 ve genellestirmeleri {izerine calismistir.

Bu tezin yazim asamasinda bir ¢ok yiiksek lisans tezi, doktora tezi ve makale incelen-
mistir. Ornegin, "Konvekslik Kavramimin Soyutlasmasi Uzerine (Demirsoy 2019)" isimli
yiiksek lisans tezinde soyut konvekslik siniflarinin hiyerarjisi calisiimistir. "s-Convex Func-
tions In The Third Sense (Kemali vd. 2021)" bashikli makalede ii¢iincii anlamda s-konveks
fonksiyonlarin genel 6zelliklerine de8inilmis ve literatiirde mevcut olan birinci ve ikinci

anlamda s- konvekslik siniflar1 arasindaki iligkiler verilmistir. "The Hermite-Hadamard
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Inequality for s-Convex functions In The Third Sense (S. Sezer 2021)" isimli makale de
ise iiclincii anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in elde edilmis yeni esitsizliklerler ve bun-

larin sonuglar vardir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Temel Kavramlar ve Teoremler

Bu boliimde, tezimizde ihtiya¢c duyacagimiz bazi temel tanim ve teoremlere yer ve-

rilmistir.
Tanmmm 3.1. 21,29, - ,x,,, € R, A\, Ao, -+, A\, € R olmak iizere \yx1 + Aoxo + - - +
A&y noktasina xv, xa, - - - , T, noktalarinin lineer kombinasyonu denir.
m
Tanmm 3.2. 21,29, -+ , 2, € R™, A, Ao, -+, Ny € Rve YO\, = 1 olmak iizere, \yxq +
i=1
Aoy + + -+ + A&y, noktasina xq, s, - - -, T,, noktalarimin afin kombinasyonu denir.

Tanmm 3.3. x1, 20, - , 2 € R, A, Mg, - A €ERved N =1,0,2>0,(i=1,2,---,m)
i=1
olmak iizere, \yx1 + \ox9 + - - - + A\, 2, NOktasina x1,xs, - - - , x,, noktalarinin konveks

kombinasyonu denir.

Tanim 3.4. L C R" olmak iizere,
i) 1,09 € Licinzy +1x9 € L
i)reR NeRicin\z € L

gercekleniyorsa L kiimesine bir lineer alt uzay denir.

Tanmm 3.5. M C R" olmak iizere, her v,y € M icin (1 — X))z + Ay € M gergekleniyor

ise M kiimesine R™ de bir afin kiimedir denir.

Onteorem 3.6. M C R™ kiimesinin afin kiime olabilmesi icin gerek ve yeter kosul, M

m
kiimesinin icerdigi noktalarin, afin kombinasyonlarint da icermesidir. Yani, > )\, = 1
i=1

esitligini saglayan Y\, Ao, -+ ;N\, € Rve xy, 29, , 2, € M igin Y Nx; € M olma-
i=1
sudrr.

Tanim 3.7 (Konveks Kiime). C' C R" ve C' bostan farkl: bir kiime olsun. her x1,x5 € C
ve 0 <\ < 1igin
Azp+ (1= N € C

ise C' kiimesi konvekstir denir. Bir baska sekilde ifade edecek olursak, C' kiimesinden
alinan herhangi iki noktay birlestiren dogru parcasi yine C' kiimesinin elemani oluyorsa

C' kiimesi konvekstir denir (Rockafellar 1970).

5
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Onteorem 3.8. C,, Cy C R" iki konveks kiime olmak iizere,

i) Iki konveks kiimenin toplami, Cy + Cy = {x1 + x5 | 71 € C} ve x5 € Cy} konveks
kiimedir.

ii) Iki konveks kiimenin kesisimi konveks kiimedir.

iii) A € R™ olmak iizere, \C; = {\x1 | A € Rve x1 € C} konveks kiimedir.

Tammm 3.9. C' C R” kiimesinin tiim konveks kombinasyonlari topluluguna C' kiimesinin

konveks értiisii denir ve conv(C)) ile gosterilir;

k
conv(C) = {Alxl + Xowg + -+ Ny | 7 € C) Ny > 0 ve Z)"' = 1} . (3.

i=1
Diger bir ifadeyle, C kiimesini kapsayan tiim konveks kiimelerin kesisimine konveks ortiisii

va da konveks zarfi denir (Rockafellar 1970).

Onteorem 3.10. Bir C kiimesini kapsayan en kiiciik konveks kiime, C' kiimesinin kon-
veks ortiisiidiir. Daima C' C conv(C') gecerlidir. C' konveks bir kiime ise conv(C) = C

dogrudur.

Onteorem 3.11. C' C R” kiimesinin elemanlarinn tiim konveks kombinasyonlarimn kii-

mesi K(C) ile gosterilmek iizere, C C R" icin conv(C) = K(C) gegerlidir.

Teorem 3.12 (Caratheodory Teoremi). C' C R" ve x € conv(C) olmak iizere x noktast

C’deki en fazla n + 1 noktanin konveks kombinasyonu olarak gosterilebilir.

Ispat Bir 2 € conv(C) noktasini alalim. Tanim (3.9)’dan dolay1 j = 1,2,3,--- , k igin

)‘j >0
k

Z Aj = 1 olmak lizere, x = A\z1 + Aowa + - -+ + A\p2p,

j=1
x noktas1 seklinde z1, zo, - - - , xy vektorlerinin konveks kombinasoyonu olarak ifade edi-
lebilir. k£ > n + 1 olsun. 9 — 1, - -+ , zx — 21 lineer bagimlidir. Dolayisiyla hepsi birden

k k
sifirdan farkli reel say1 mo, mg, - - -, my igin y “m;(z;—x;) = 0’dir. my = —> m; olsun.
=2 1=2

Dolayisiyla,

k k
E ijOVC E mjszo
Jj=1 Jj=1

olur. Herhangi bir « reel sayisi i¢in,

k

k k k
r = Z)\jxj +0= Z)\jxj - Oézmj = Z()‘j — am;)x;
j=1 j=1 j=1

j=1

6
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Y Y
o« = min {—j :mj>0}——j

1<i<k | 'my

ve a > 0 seklinde tanimlansin. O zaman,

2 >avel; —am; >0

m;
olur. Ayrica \; — am; > 0 oldugundan z, C icindeki en fazla k — 1 tane noktanin bir
konveks kombinasyonu olarak yazilabilir. Bu islem n+-1 noktanin konveks kombinasyonu

olarak gosterilene kadar devam eder. U

Tamim 3.13. R genisletilmig reel sayilar kiimesi olmak tizere f : R" — R fonksiyonu icin
dom(f) = {z € R": f(x) < +oo} kiimesine f fonksiyonunun tamm kiimesi, epi(f) =
{(z,a) e R" x R : f(z) < a} kiimesine f fonksiyonunun grafikiistii ya da f’nin epigrafi
denir (Rockafellar 1970).

Tamim 3.14 (Konveks Fonksiyon). Her z,y € I ve \ € |0, 1] icin,

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y) (3.2)

esitsizligini saglayan f : I C R — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (esdeger
olarak \, (0, 1) araliginda da secilebilir). Geometrik olarak bu egitsizlik, f fonksiyonunun

grafigi kirislerinin altindan gecer anlamindadir (Pecaric vd. 1992).

Eger A € [0, 1] kapali arahigindaki u¢ noktalari disarida birakirsak o zaman konveks

fonksiyon sartindaki "<" yerine "<" gelir yani

Oz + (1 =Ny) <Af(x)+ (1 =N f(y)

olur. Bu durumda bu fonksiyona kesin konveks fonksiyon denir.
z,y€l,p,q=0,p+q>0igin

F <pw + qy) < pf@) +af(y)
p+q )~  p+q

esitsizligi (3.2) esitsizligine denktir (Mitrinovic 1970).
“— f konveks (kesin konveks) ise o zaman f ye konkav (kesin konkav) denir. Eger f
fonksiyonu hem konveks hem de konkav ise f afin doniisiimdiir. Bu afin doniisiim uygun

m ve n sabitleri i¢cin ma + n seklindedir.
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Teorem 3.15. i)f : I CR — Rveg: I C R — R fonksiyonlart konveks ve o« > 0 ise
f + g ve af fonksiyonlari da I’da konvekstir.

ii)f : 1 CR — Rveg: I CR — R fonksiyonlar: konveks ve g artan ise g o f
bileskesi konvekstir.

iii)f : 1 CR — Rveg: I CR — R fonksiyonlar: konveks, negatif olmayan, azalan
(veya artan) ise h(x) = f(x)g(x) fonksiyonu da bu ézellikleri saglar.

iv)Eger f, : I C R — R, sonlu bir f limit fonksiyonuna yakinsayan konveks fonksi-

yonlarin bir dizisi ise f’de konvekstir (Roberts ve Varberg, 1973).

Teorem 3.16. (i) I araligi iizerinde [ fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter

sart herhangi bir c € I noktas igin,

f(x) = f(c)

r—c
fonsiyonunun I araliginda artan olmasidir.
(ii) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmast icin gerek ve yeter sart herhangi bir

¢,z € (a,b) igin,

olacak sekilde g : (a,b) — R artan fonksiyonun olmasudur.

(iii) f diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f’in konveks olmast icin gerek
ve yeter sart [’ fonksiyonunun artan olmasidur.

(iv) f ikinci mertebeden tiirevlenebilir olsun. Bu durumda, f’in konveks olmast icin
gerek ve yeter sart f"(x) > 0 olmasidur.

v) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter sart her x, €

(a,b) icin f fonksiyonun en az bir destek dogrusuna sahip olmasidir. Yani
f(@) = f(xo) + Az —x0) V€ (a,b)

esitsizliginin saglanmasidir. Burada \, xo a baghdir ve eger f' varsa o zaman X\ = f'(zy)

yada [ (o) # [ (z0) ise A € [ (w0), [ (x0)] dir
i) f : (a,b) — R fonksiyonunun konveks olmast icin gerek ve yeter sart P, Q) ve R

noktalart f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi iic nokta olmak iizere,
egimPQ < egimPR < egimQR
esitsizliginin saglanmasidir (Robert ve Varberg 1973).

8



MATERYAL VE METOT B. UNAL

Tanim 3.17 (Ozel Ortalamalar). .y reel sayilar ve x # vy olmak iizere,

G(z,y) = /Ty, x,y € R/{0} Geometrik Ortalama

Alx,y) = a—;rﬁ, x,y €ER Aritmetik Ortalama

i(x, Y) = T z,y € R/7{0} Logaritmik Ortalama

Ly(z,y) = [Z(ﬂ;)_—(ii;} » x#y,r,y € R Genellestirilmis Logaritmik Ortalama

W(z,y)=Xx+(1—-Ny z,yeR Xe€[0,1] Agirlikli Ortalama
seklindedir (Dragomir ve Pearce 2000).

Tamim 3.18 (Beta ve Gamma Fonksiyonlari). Beta (f(x,y)) ve Gamma (I'(x)) fonksi-

yonlart her x,y > 0 icin,

1 1
Ba) = [ 0=t T@) = [t
0 0
biciminde tanimlanir.

Beta ve Gamma fonksiyonlarinin sahip oldugu 6zelliklerden bazilar sdyledir:

x,y > 0ven € Z,, olmak iizere,

ﬂ(may> = ﬁ(yax)’ 5(£L’+1,y):x+yﬁ($,y)
B(x,y) = % I'(n)=(n—1).

3.2. Baz1 Soyut Konveks Fonksiyon Smmiflar1 ve Ozellikleri

Cesitli konveks fonksiyon siniflart vardir. Bu boliimde bazilarina yer verilecek ve bu

tezin igerigini olusturan s-konvekslik siniflarinin 6zelliklerine de deginilecektir.

Tanim 3.19 (J-Konveks Fonksiyon ). f : I — R bir fonksiyon ve her x,y € I icin
1 (sc + y) < f@)+ f(y)

2 2

sartiu saglayan f fonksiyonuna, I iizerinde Jensen anlaminda konveks veya J-konveks

fonksiyon denir (Mitrinovic 1970).

Sonuc¢ 3.20. Her konveks fonksiyon J-konveks fonksiyondur.
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Tanmm 3.21 (Yildiz Bicimli Fonksiyon). f : [0,b] — R olmak iizere, her x € [0,b] ve
t € 10,1] igin,

fltx) < tf(x)
sartimt sagliyorsa f fonksiyonuna yidiz bicimli fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce

2000).

Tanim 3.22 (m-konveks Fonksiyon). f : [0,b] — R olmak iizere, her x,y € |0, b] ve
m,t € [0,1] igin,

fltz +m(1 —t)y) <tf(x) +m(l —1t)f(y)
esitsizligi saglaniyorsa, [ m—konvekstir denir (Toader 1984).

— f fonksiyonu konveks ise f fonksiyonu m—konkavdir. Ayrica f(0) < 0 igin [0, b
araliginda taniml tiim m—konveks fonksiyonlarmn sinifi K, (b) ile gosterilir.
Eger m = 0 almirsa yildiz bi¢imli fonksiyon kavrami ve m = 1 alinirsa bilinen

konveks fonksiyon kavrami elde edilir.

Tamim 3.23 (Godunova-Levin Fonksiyon). f : I — R negatif olmayan fonksiyon olsun.

Herz,y € I, a € (0,1) olmak iizere,

flax+ (1 —a)y) < @ + 1f<_y>a

ise f fonksiyonuna Godunova-Levin fonksiyonu veya Q)(I) sinifina aittir denir.

Bu tanima ek olarak; f € Q([) ve x,y, z € [ ise bu takdirde,
@)@ —y)e—2)+ fWy—o)y—2)+ f2)(z—2)(z—y) =20
esitsizligi saglanir (Godunova ve Levin 1985).

Tanmim 3.24 (p-Fonksiyonu ). f : I — R negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Her

z,y € I, a € [0,1] olmak iizere,

flax 4+ (1 —a)y) < f(z) + f(y)

sartim saglayan | fonksiyonuna p-fonksiyonu veya P(I) sinifina aittir denir (Dragomir

vd. 1995).

10
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Bu tanima ek olarak; f € Q([) ve x,y, z € [ ise bu takdirde,

f@) (e —y)(z—2)+ [y — o)y —2) + () (z —2)(z —y) 2 0
esitsizligi saglanir (Godunova ve Levin 1985).

Tanim 3.25 (Wright-Konveks Fonksiyon). f : [ — R tammlive y > x, 6 > 0 sartlart
altinda her bir y + 6, x € I igin

flx+06) = f(z) < fly+0)— fy)

esitsizligi saglaniyorsa, f 'ye I C R’de Wright-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve
Pearce 1998).

Tanim 3.26 (Quasi-Konveks Fonksiyonlar). f : C' — R bir fonksiyon ve C' C R"

bostan farkli konveks kiime olsun. Yx,y € C ve \ € [0, 1] igin

fz+ (1= A)y) <max{f(z), f(y)}

ise f’ye quasi-konveks fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce 1998).
Eger
fQz+ (1= Ny) <max{f(z), f(y)}

ise [’ye kesin quasi-konveks fonksiyon denir. Aymi sartlar altinda

fOw + (1= Ny) = max {f(z), f(y)}

ise f’ye quasi-konkav fonksiyon ve

fQz + (1= N)y) > max{f(z), f(y)}
ise f’ye kesin quasi-konkav fonksiyon denir (Dragomir ve Pearce 1998).

Tanim 3.27. f hem quasi-konveks hem de quasi-konkav ise f ’ye quasi-monotonik fonk-

siyon denir (Green ve Pierskalla 1970).

Tanmim 3.28 (Wright-Quasi Konveks Fonksiyon). f : I — R tamumli bir fonksiyon

olsun. y > x, 6 > 0 sartlart altinda ¥z, y,y + 6 € I ve her a € [0, 1] igin

% [flaz+ (1 —a)y) + f(1 — @)z + ay)] < max{f(z), f(y)}

11
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veya
1

5 [F) + [z +0)] < max{f(z), f(y+ )}

esitsizliklerinden biri saglaniyorsa f 'ye I C R ’de Wright-quasi-konveks fonksiyon denir

(Dragomir ve Pearce 1998).
Tanim 3.29 (Logaritmik Konveks Fonksiyon). I, R’de bir aralik f : [ — R bir fonksi-
yon olsun. Her x,y € I ve a € [0, 1] icin
flaz+ (1 —a)y) < f4@)f ()
sartiu saglayan f fonksiyonuna logaritmik-konvekstir denir (Pecaric vd. 1992).
Tanim 3.30 (r-Konveks Fonksiyon). f : [a,b] — R pozitif bir fonksiyon olmak iizere

her x,y € [a,b] ve a € [0, 1] igin,

flaz + (1= a)y) < M (f(x), f(y); @)

sartini saglayan f fonksiyonuna |a, b araliginda r-konveks fonksiyon denir. Burada M.,z y

pozitif sayilarinin r. kuvvetlerine gore ortalamasi

(Az" + (1= Ny")7, r#0

T -

Mz, y; A) =
olarak tanimlanmir. Burada A € |0, 1] dir. (Gill vd. 1997).

Bu tanimdan 0-konveks fonksiyonlarin log-konveks fonksiyonlar ve 1-konveks fonk-
siyonlarin bilinen konveks fonksiyonlar oldugu sonucuna kolaylikla ulagilir.

r-konvekslik tanimi

Aff(e) + (=N f"(y), r#0
f@P@I, r=0
biciminde genisletilmistir (Pearce vd. 1998).

frOe+ (1= Ny) <

Tanim 3.31 (h-Konveks Fonksiyon). 4 : J C R — R negatif olmayan fonksiyon olsun.

Herx,y € Ivet € (0,1) olmak iizere f : I C R — R negatif olmayan fonksiyonu icin

fltz+ (1 =t)y) <h(t)f(x) +h(1—1)f(y)

esitsizligi gecerli ise f'ye h-konveks fonksiyon veya SX (h, I) sinifina aittir denir (Varo-
sanec 2007).

12
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Bu esitsizlik yon degistirirse, f’ye h-konkav fonksiyon veya SV (h, I) sinifina aittir
denir. Bu tanimin A(t) = ¢ igin klasik konvekslige, s € (0, 1) olmak iizere h(t) = ¢* i¢in
s—Breckner konvekslige, h(t) = 1 i¢in P-fonksiyonlara ve h(t) = ¢! i¢in Gudunova-
Levin fonksiyonlarina indirgenir.

Bu teze konu olan s-konvekslik ve 6zellikle {igiincii anlamda s-konveks fonksiyonlarin

ozelliklerine ve bu simiflar arasindaki iligkilere deginelim;

Tanim 3.32 (Birinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon). f : [0, 00) — R bir fonksiyon ve

0 < s < 1olsun. Eger her x,y > 0 ve o® + 3° = 1 icin,

flax + By) <o’ f(x) + 8°f(y) (3.3)

esitsizligi saglaniyorsa f'ye birinci anlamda s-Orlicz konveks fonksiyon denir ve bu sinif

K ile gésterilir. (Orlicz 1968; Dragomir vd. 1998).

Tamm 3.33 (Ikinci Anlamda s-Konveks Fonksiyon). f : [0, 00) — R bir fonksiyon ve

0 < s <1olsun.Eger her x,y > 0 ve o, 3 > 0 iken o + 3 = 1 i¢in,

flaz + By) <o’ f(z) + B°f(y)

esitsizligi saglaniyorsa f'ye ikinci anlamda s-Breckner konveks fonksiyon veya ikinci an-
lamda s-konveks fonksiyon denir. Ikinci anlamdaki s-konveks fonksiyonlarin kiimesini K>

ile gosterilir (Breckner 1978; Hudzik vd. 1994).
Ornek 3.34. s € (0,1) ve a,b,c € Rolsun. f : [0,00) — R fonksiyonu

a, t=20
ft) =
bt* +c¢, t>0

olarak tanimlansin. Bu takdirde
)b>0vec<aise fe K!dir
ii))b>0ve0<c<aisefe Kdir
iii) b > 0 ve c < 0ise f, (0,00) de azalmayan fonksiyondur.
iv)b>0vec<0ise f ¢ K2 dir (Hudzik and Maligranda 1994).

Teorem 3.35. 0 < s < 1 olsun. Eger f € K2 ise f, [0,00) araliginda negatif degildir
(Hudzik and Maligranda 1994).

13
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Teorem 3.36. [ € K? olsun. Her u,v € R, her o, 3 > 0 ve o + 8 < 1 olmak iizere,
(3.3) esitsizliginin saglanmasu icin gerek ve yeter kogul f(0) = 0 olmasidir (Hudzik and
Maligranda 1994).

Teorem 3.37. (a) 0 < s < 1 olsun. Eger, [ € K2 ve f(0) = 0ise f € K 'dir,

(b) 0 < s1 < sy < 1olsun. Eger, [ € K2, ve f(0) = 0ise f € K2 'dir,

(c) 0 < 51 < sy < 1olsun. Eger, f € KSQ2 ve f(0) < Oise f € Ksl1 "dir (Hudzik and
Maligranda 1994).

Pinheiro tarafindan yapilan calismada birinci ve ikinci anlamda s-konveklik tekrar

tanimlanmugtir. Bu tanimda fonksiyonun tanim kiimesi daha genis bir kiime alinmustir.

Tanim 3.38. U C R, olmak iizere, f : U — R bir fonksiyon olsun. Her x,y € U ve
A €10, 1] icin,
£ Qa4+ (1= X)7y) SN f(@)+ (1= X))

esitsizligini saglaniyorsa f’ye birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir (Pinheiro 2007).

Tanmm 3.39. U C R, olmak iizere, f : U — R bir fonksiyon olsun. Her x,y € U ve
A € [0,1] igin,
fOz+ (1 =Ny < Nf(z)+ (1 =A)°f(y)

esitsizligini saglaniyorsa f’ye ikinci anlamda s-konveks fonksiyon denir (Pinheiro 2007).
Onteorem 3.40. f € K! veya f € K2 ise \, u € [0,1] icin izel halde

fO + py) <N f(x) + 1 fy)
saglanmir (Pinheiro 2007).

Bu tez i¢in kullanacagimiz fonksiyon sinifi yeni bir simif olup, asagidaki sekilde ta-

nimlanir.

Tamim 3.41 (Uciincii Anlamda s-Konveks Fonksiyon). U C R" s-konveks kiime ve

f:U — R™olsun. Eger her z,y € U ve A\, u € [0, 1] dyle ki \* + p* = 1 igin,

FO + py) < A5 f(x) + 5 f(y) (3.4)

esitsizligi saglaniyorsa, f fonksiyonuna iictincii anlamda s-konveks fonksiyon denir (Ke-

mali vd. 2021).
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(3.4) esitsizligi asagidaki esitsizliklere denktir:

veya

ml\)"i

FOGz+ (1= Niy) SAZf(2)+ (1— N f(y)

FOx+ (1= X)Fy) S A f(@) + (1= X f(y).

A € [0,1] ve z,y € U dur. Bu fonksiyonlarin sinifi K2 ile gosterilir.

Dikkat edilirse birinci, ikinci ve iiglincii anlamda s-konveks fonksiyon siiflar1 s = 1

icin bilinen klasik konvekslik ile ¢akisir.

Ornek 3.42. s € (0,1] ve b, ¢ < 0 olmak iizere, a,b, c € R olsun.

a, x = 0ise
flz) =

br'/s + ¢, x> 0ise

fonksiyonu, (0, 00) araliginda iiciincii anlamda s-konveks fonksiyondur. Bu kogsullara ek

olarak, ¢ < a ise f fonksiyonu, [0, c0) araliginda iigiincii anlamda s-konvekstir.

Ornek 3.43. z,y € (0, 00) oldugunu varsayalim. O halde, \° + 1* = 1 icin \a + py > 0

dir.

fOz4puy) = bOx+ uy)Ys +c

(
< BAYEZME o Myl e
— BV 4 M5 4 oA )
< BAYSZYS 4 Msyls) g (WY 4 )
= Al/s(bxl/s +¢) 4 p*(bx* + ¢)

= Nf(@)+u'f(y).

¢ < a kosulu da eklendiginde, x = 0, y # 0 ve x = y = 0 olmak iizere iki durum vardur.

I. durum

y > x = 0 i¢in,

(A0 + py)

= fluy) = b oy + = byt 4+ o(X + )

15

le/Syl/S +C(>\1/S +:u1/5) — /\1/SC—|-,u1/S(by1/s —I—C)

Aoc ps fly) = MNoa+ u* fly) = AV F(0) + 1! f(y).
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II. durum
y =« = 0 i¢in,
FOO+p0) = a < a(N* + p!/*) = N £(0) + pt/* f(0)
dir (Kemali vd. 2021).
Ornek 3.44. U kiimesi,
U={(x1,29, -+ ,xp) ER" 1y + -+ 12, >0}
vek € Ry olsun. f : U — R fonksiyonu,
flxy, - xn) = —k(xg + -+ + )

seklinde tammlamirsa, f € K3 tiir. Ciinkii, \° + p° = 1 olacak sekildeki \, ji > 0 icin,

S @y, an) + puyn, - yn)) = —kQA@r+ iy + - 4 Az + )
= A=k)(@1+ -+ )+ p(—k)(y+ -+ yn)
< AV (—k) (@ + )+ R ()

= Al/sf(xl + oy, +H1/Sf<yl oY)
yazabiliriz. Dolayisiyla, buradan f € K? oldugu elde edilir (Kemali vd. 2021).

Teorem 3.45. f : U — R, bir fonksiyon olsun. Eger f € K3 ise f € K dir (Kemali vd.
2021).

Ispat =,y € U ve \* + u° = 1 saglanacak sekilde X, 2 > 0 olsun. O halde,
FOx + py) < NF(x) + @ fy) < Af(@) + uf ()

olur. O

Teorem 3.46. f : U — R bir fonksiyon olsun. Eger f € K? ise

f (l’;y) < f(l“);f(y)

esitsizligi her x,y € U icin saglanir (Kemali vd. 2021).
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Ispat s € (0, 1] igin 1% < 2% oldugu aciktir. Bu esitsizlikten yararlanarak,
2 s

r+y flx)+ fly) _ flx)+ f(y)
f( 23 )S 97 = 23

esitsizligi elde edilir. 0
Teorem 3.47. f : U — R ve g : [0, 1] — R birer fonksiyon olmak iizere g(t) = f(tx +
(1 — t%)5y) seklinde tanimlansin. Eger, g € K? ise f € K3'tiir (Kemali vd. 2021).

Ispat )\ € [0,1] ve z,y € U olsun. O halde,

f(Aer(l—As)%y) = g(\) =

oldugundan f € K2 tiir. O

m

Teorem 3.48. f; : U — R fonksiyonlar olsun. f : U — R fonksiyonu, f = > a;f;
i=1
seklinde tammlansin ve a; > 0 olsun. Egeri=1,2,---  micin, f; € K2 ise f € K3 tiir

(Kemali vd. 2021).

Ispat =,y € U ve \* + 1° = 1 saglanacak sekilde X, > 0 olsun. O halde,

m

fOz+py) = Z aifi(Ax + py)

Zm: a; (A%fi(ﬂf) + M%fi(y))

<
=1
=\ > aifi(x) + e > aifiy)
=1 i=1
= N f(@)+ e f(y).
olur. Bu da bize f € K? oldugunu gosterir. O

Teorem 3.49. f; : U — R fonksiyonlar ve f : U — R fonksiyonu, f = max {fi}
seklinde tammlansin. Eger i = 1,2, --- m icin, f; € K2 ise f € K3 tiir (K;n;ali vd.

2021).
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Ispat Her z,y € U ve \* + 1* = 1 saglanacak sekildeki her \, ;> 0 igin,

FOw+py) = max {fi(Az + py)}

max {A%fi(x) + N%fi(y>}

1<i<m

max {A%fi(l’)} + max {,U/%fi(y)}

1<i<m 1<i<m

A5 max {fi(z)} + p+ max {fi(y)}

1<i<m 1<i<m

= A f(@) 4 ()

IN A

IN

dir. Buradan, f = max {f:} € K? oldugu goriiliir. O

Teorem 3.50. f : R, — R artan bir fonksiyon ve g : U — R, bir fonksiyon olsun. Eger
f,9 € K3ise f og e K3>tir (Kemali vd. 2021).

Ispat =,y € U ve \* + u° = 1 saglanacak sekildeki her \, ;« > 0 igin,

fl9(Az + )

f (Aig(x) + uég(y)>
fAg(@) + pg(y))

A= f(g()) + 15 f(9(y))

N (f 0 g)(@) + 1t (f 0 9)(y):

(fog)(A\z+ py)

ININ IA

dir. Buradan, f o g € K3 oldugu goriiliir. O

Teorem 3.51. f : U — R bir fonksiyon olsun. Eger f € K3 ise f ’ nin herhangi bir

verel minimumu fonksiyonun genel minumudur (Kemali vd. 2021).

Ispat *, f’in bir yerel minimumu olsun. Aksini varsayalim: Bir y € U i¢in f(y) <

f(x*) olsun. f € K? oldugundan, \* 4+ p* = 1 olan her A\, u > 0 igin,

A F(2") + i £ (y)

AN f(@®) + 1 f(y)

(1 =) f(@") + 1’ f(y)
@)+ (fly) — fa"))
f(@®)

18
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oldugunu biliyoruz. Bu z*’nin f’in yerel minimumu olmasiyla celigir. Dolayisiyla, f’in

her yerel minimumu genel minimumudur. U

Teorem 3.52. g : R — R artan bir fonksiyon ve f € K3 ise g o f € K2 'tiir (Kemali vd.
2021).

Ispat =,y € U ve \* + u° = 1 saglanacak sekildeki her \, > 0 icin,

(go iz +py) = g(f( A+ py))
< g\ f(x) + ps f()

= Aog(f(@) + prg(f(y)
= XAi(go @)+ utgo f)(y).

Buradan g o f € K3 oldugu goriiliir. O

Konveks fonksiyonlarin temel esitsizliklerinden olan Jensen esitsizliginin ii¢lincii an-

lamda s-konveks fonksiyonlar i¢in olan esitsizligi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 3.53. f : U — R bir fonksiyon, x1,- -+ ,x,, € Uve \]+---+ X, = 1saglanacak
sekilde her \y,- -+ , A\, > 0 olsun. Eger f € K? ise

fOazy + o+ M) <A f(21) + 4 A f(2)
esitsizligi saglanir (Kemali vd. 2021).

Ispat m iizerine tiimevarim kullanacagiz. m = 2 icin esitsizlik dogrudur. & > 2 olmak
tizere m = k icin dogru oldugunu varsayalim ve m = k + 1 icin de dogru oldugunu
gorelim. @1, -+, 2541 € U ve A\] + -+ A\, = 1 olacak sekilde her Ay, -+, A1 >0
i¢in,

T = NI+ App 1Ty
olsun. Burada Ay, - - -, A\;41’den en az biri 1’den kiiciik olmalidir. Diyelim ki Agyq < 1
olsun ve

A+ A =1-X
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seklinde yazalim. A + --- + A\; = ] olacak seklide A\, < 1 sayisi secelim. Buradan
<ﬂ> + -+ (%) = 1 seklinde yazabiliriz. Timevarim varsayimdan dolayz,

Ar
f (i—ix1+-~+:\\—fm) < (i—i)sf(m)%—---—i— (;—i)f(l’k)

olur. Buradan,

A A

IN

1 A A 1
A ()\_1x1 +e )\—kﬂﬁc) + N f(@rg)

< A f(@) 4+ A f(Trg)

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar. U

Teorem 3.54. g : U — V bir lineer doniisiim ve f : V. — R bir fonksiyon olsun. Eger
f € K3ise f og € K2tiir (Kemali vd. 2021).

Ispat Her z,y € U ve \* + p* = 1 saglanacak sekildeki her \, ;1 > 0 igin,

(fog) Az +py) = flg(Az+ py))
= f(g(@) + png(y))
= A flg(@) + p= f(g(x))
< A (fog) (@) +pu(fog)(y)

esitsizligi saglamir. Buda f o g € K? demektir. O

Teorem 3.55. f : U — R bir fonksiyon ve f € K? olsun. O halde her x,y € U ve
A+ p® < 1 saglanacak sekildeki A\, i > 0 igin (4.8) esitsizliginin saglanabilmesi icin
gerek ve yeter sart f(0) < 0 olmasidir (Kemali vd. 2021).

Ispat )\ = ;. = 0 durumda gereklilik kosulunun dogru oldugu aciktir. O halde varsayalim
ki her z,y € U ve v = \° + p® olacak sekilde A\, > 0 ve 0 < v < 1 olsun. Burada
o= )\’y‘i ve § = ;ry‘% degisken degistirmesi yaparsak,

PCIE

as+/852_+_:1
Y gl
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seklinde yazabiliriz. Buradan yeterlilik kogulu icin,
FO + ) ==(f(a75x+—675y)

S(ﬁﬂs@+ﬁf@%)
= af<7x+1— )< .0 +6f(vy+ﬂ—7)0)
< ab [yEf) + (1= 9)F SO0)] + 8% |3 fly) + (1= 7)* [(0)]

— by f(a) + B f() + (aF +81) (1= )F £(0)

< aryEf(a) + By £(y)

= A f(x)+ps f(y)

»

yazilir ve ispat tamamlanir. U

Teorem 3.56. f : R, — R artan bir fonksiyon, g : U — R bir fonksiyon ve g(0) = 0
olsun. 0 < sy < sy < 1igin, eger [ € K3 ve g € K2 ise fog e K} 'tiir (Kemali vd.
2021).

Ispat Her z,y € U ve \* + ' = 1 saglanacak sekildeki her A, z > 0 olsun. (3.55)’den
A2+ p°2 < N+t = 1 seklinde yazabiliriz. O halde,
(fog) Az +py) = flg(Az + py))
f Aég()+u%9@ﬂ
f(Ag(x) + ng(y))
AT (fog) (@) +u (fog)(y)

buda f og € K? demektir. O

INIA

IN

Teorem 3.57. 0 < s1 < sy < ligin eger f : U — (—00,0] fonksiyonu f € K2 ise
fe Kg’l ‘tiir (Kemali vd. 2021).

Ispat f € K3 herz,y € Uve X\ + u** = 1 saglanacak sekildeki her ), 2 > 0 igin,

82’
ASQ +M52 S )\51 _{_#81 — 1

yazabiliriz. Burada U konveks kiime oldugu i¢in orijini igerir. O halde Teorem (3.55)’den

dolay1,
FO -+ py) < A f(x) + p f(y) < N F(x) + o f(y).
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buda f € K? demektir. O

3.3. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Teorem 3.58 (Ucgen Esitsizligi). Herhangi .,y reel sayilart icin,
[z +y| < |z] + [yl

[z = [yl <z =yl
|z = [yl < [z + ]

ve tiimevarim metoduyla,
|21 4 x| < g A A |
esitsizlikleri gecerlidir.

Teorem 3.59 (Integraller icin Ucgen Esitsizligi). f : [a,b] — R siirekli fonksiyon olsun.
b
[ s

Teorem 3.60 (Jensen Esitsizligi). f : [a,b] — R konveks fonksiyon ve x; € [a,b], i =

Bu durumda,

s/ F(@)] dz (a < b)

esitsizligi saglanr.

1,2,--- ,nolsun. O halde, "  o; = 1ve a; > 0 ise,
f (Z aixi) S Z azf(xz>
=1 =1

esitsizligi saglamir (Jensen 1905).

Teorem 3.61 (Integraller icin Jensen Esitsizligi). f : I = [a, b] — R konveks fonksiyon,
h:I— (0,00)veu:I — R, =][0,00) integrallenebilir fonksiyonlar olmak iizere,

f (Jh@udt) _ JhOf ()
fab h(t)dt B fb h(t)dt

a

esitsizligi gecerlidir.
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Teorem 3.62 (Holder Esitsizligi). x1,--- ,x,, y1, - ,yn > 0vep,q > 1 oyle ki i—i—é =

1 olmak iizere,

1 1
n n P q
o< (32) (L)
i=1 i=1 i=1
esitsizligine Holder Egitsizligi denir. Ozel olarak, p = q = 2 secilirse yukardaki esitsizlik
Cauchy-Buniakowsky-Schwartz esitsizligi elde edilir (Mitrinovic 1970).

Teorem 3.63 (Integraller icin Holder Esitsizligi). p > 1 ve % + é = 1 olmak iizere, f ve

g, la, b] araliginda tamumli olsun. Eger |f|" ve |g|?, [a, b] aralhginda integrallenebilir ise,

/ | @)g(a) do < (/ b |f<x>|Pda:); (/ b |g<x>|qu)é

esitsizligi saglanir (Mitrinovic 1970).
Teorem 3.64 (AO-GO Esitsizligi). Eger her i = 1,2,--- ;nicin x; > 0, a; > 0 ve
Yor o = lise,

n n
o
Hxiz < E oG T;
i=1

i=1
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic 1970).

Teorem 3.65 (Hermite-Hadamard Esitsizligi). I, R’de bir aralik a,b € [ ve a < b

olmak iizere, f : I — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda,

f(aﬂ)ﬁbfa/abﬂx)dxgw

2
esitsizligi gecerlidir. Burada, f fonksiyonunun konkav olmast esitsizligi tersine cevirir

(Hermite 1883).

Ispat f fonksiyonu siirekli ve simrli oldugundan [a,b] araliginda integrallenebilirdir.

Konvekslik tanimindan,
fOa+ (1 =X)b) < Af(a)+ (1= N)f(b)

esitsizligi saglanir. Bu esitsizligin her iki tarafinin [0, 1] araliinda \ ya gore integrali

alinirsa,

[ oaraxm < [as@s [a-no

fla) + f(b)
2
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elde edilip soldaki esitsizlikte © = Aa + (1 — A\)b, A € [0, 1] doniisiimii uygulanirsa,
Hermite-Hadamard esitsizliginin sag tarafi elde edilir. Sol tarafini elde etmek igin,

b.i(L/be(x)dx:: 5{?5 [jﬁagbj(x)dx-+!/§;)f(x)dx]

esitliginin sagindaki integradlara sirasiyla, © = a + A\(b —a)/2 ve x = b — A(b — a)/2

degisken degistirmesi uygulanirsa,

bia/abf(x)da: _ %/01 {f(ajLM)—Ff(b—w)]dA
> f(a;b)

elde edilir ki bu da Hermite-Hadamard esitsizliginin sol tarafinin ispati demektir. 0

Teorem 3.66 (Fejér Esitsizligi). f : [a,b] — R konveks bir fonksiyon, g : |a,b] — R

a
integrallenebilir, negatif olmayan ve ye gore simetrik bir fonksiyon ise,

F(452) [ oo < [ @otwar < LI [ oy,

esitsizligi gecerlidir (Fejér 1906).

Eger g = 1 secilirse Fejér esitsizligi Hermite-Hadamard esitsizligine indirgenmis olur.

Teorem 3.67 (Ostrowski Esitsizligi). f : I C R — R tamml, IV nde diferensiyellenebi-
len bir fonksiyon olsun. a,b € I, a < bve f' € L|a,b| olacak sekilde Eger ‘f’ (Z‘)‘ <M

ise her x € [a, b] icin,

- [ roa| < A {(:c—a)?;(b_xi]

1
esitsizligi elde edilir. Buradaki 1 katsayist bu sartlar altindaki en iyi katsayidir. Daha

kiiciik olan bir katsay: ile yer degistirilemez (Ostrowski 1938).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Klasik konveks fonksiyonlar i¢in saglanan Hermite-Hadamard esitsizligi ile iligkili
elde edilmis bazi esitlikler ve bilinen esitsizlikler yardimiyla integral esitsizlikler elde
etmek bir yontem olarak arastirmacilar tarafindan kullanilir.

Bu boliimde, literatiirde bulunan, soyut konveks fonksiyonlar icin elde edilmis integral

esitsizliklerine yer verilmistir.

4.1. Klasik Konveks Fonsiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Integral esitsizlikler elde edilirken bazen esitliklerden bazen de bilinen esitsizlikler-
den yararlanilir. Bu yontemde kullanilan esitlik ve elde edilen integral esitsizliker soyle-

dir:

Onteorem 4.68. f : [° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon
vea,b e I[°vea < bolsun. Eger f' |a,b| de integrallenebilir ise
1

ﬂ@;— b—a/f b‘“/u—aowa%1—QMﬁ

0

esitlik saglanir (Dragomir ve Agarwal 1997).
Onteorem 4.68’den yararlanarak Teorem 4.69 ve 4.70’deki esitsizlikler elde edilmistir.

Teorem 4.69. f : I° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°vea < bolsun. Eger | f'| konveks ise

fla) + f( b—@ﬂf®N+U%W
2 b—a/f 8 dt

esitsizliklik saglanir (Dragomir ve Agarwal 1997).

Teorem 4.70. f : I° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°ve a < bolsun. Eger | f'|"/ ™Y konveks ise

dt

fla)+ 1 b—a (7@ e
2 b—a/f p+nw 2

esitsizliklik saglanir (Dragomir ve Agarwal 1997).
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Onteorem 4.71. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebi-

lirve a,b € I° ve a < b olsun. Eger f" [a, b] de integrallenebilir ise

fla)+ f(b) . i - /f(x)dx _(b-ay /t(l —t)f"(ta+ (1 — t)b)dt

2 2
0

esitlik saglanir (Hussian 2009).
Onteorem 4.71°den yararlanarak Teorem 4.72’de verilen esitsizlik elde edilmistir.

Teorem 4.72. f : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir, f" [a,b] de in-

tegrallenebilir ve a,b € 1°, a < b olsun. Eger , q > 1 icin ve |f"|? fonksiyonu [a,b]

araliginda konkayv ise

a)’

b
fla)+f®) 1 (b—
2 _b—a/f(x)dx 4 2

esitsizligi dogrudur (Hussian 2009).

2

f" (a e b) ‘ [B(p+1,p+ 1))’ dt

Fonksiyonun konvekslik 6zelliginden ve bilinen esitsizliklerden yararlanilarak elde

edilmis bazi integral esitsizlikler sOyledir:

Teorem 4.73. f : [a,b] — R konveks fonksiyon olsun. O halde hert € [0, 1] icin

1(57) < 5o / / 4 (1 = Dg)wy < 3 / flajar < LOEI0

esitsizligi saglanir (Dragomir 1990).

Teorem 4.74. f : [a,b] — R konveks fonksiyon ve n > 2, n € N olsun. O halde her

t €10,1] igin
. . b b
0 < n//f DTt T g dey.day
2 (b— CL) n
. b b
S P EN— / /f (xl R et xn—l) d!Eld{L‘Q...dl‘n_l
(b - a) n—1

esitsizligi saglanir (Pearce ve Pecaric 1990).
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Teorem 4.75. f : [a,b] — R konveks siirekli fonksiyon ve ¢; > 0 (i = 1,2,3,...,n)
olmak iizere Q,, = > ¢ > 0 olsun. O halde

b b
b 1 ot
f(‘” ) n/.../f<xl+x2+ T )dxld:cz...dxn
2 a) n

b b
1

IN

A

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Buse 1995).

Teorem 4.76. f : [a,b] — R konveks fonksiyon ve a; € (0,1) (i = 1,2,3,....,n;n > 2)

olmak iizere ., a; = 1 olsun. O halde

b b
b I
f(a+ ) < G )n/,,,/f(a1x1+0z21’2+...—l—anxn)dxldxz...dxn
—a

2

a a

b b
I—a Q11+ @22 + ...+ Gy
< Z =1 a] / /f ( o, dridzs...dx,

i=1

esitsizligi saglamir (Yang ve Wang 1997).

Teorem 4.77. f : I° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°ve a < bolsun. Eger [’ |a, b de integrallenebilir, p > 0 ve | f'|? konveks ise

f(a) + b—a ()| + | £/ (B)]“] 7
2 /f : dt

esitsizliklik saglamr (Pearce ve Pecaric 2000).

Teorem 4.78. f : [° C R — R fonksiyonu 1° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°ve a < bolsun. Eger [’ [a,b]’de integrallenebilir, p > 0 ve | f'|* konveks ise

a+b b—a IHOEHORE
f< > b—a/f 2 o

esitsizliklik saglanir (Pearce ve Pecaric 2000).
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Teorem 4.79. f : I° C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon ve

a,b € I°ve a < bolsun. Eger [’ |a, b de integrallenebilir, p > 0 ve | f'|? konkav ise

f(a);f(b) _bia/bf(x)dx SbjTa'f/(“;b)‘dt,

(55 -k f | <252 (15

esitsizliklikler saglanir (Pearce ve Pecaric 2000) .

ve

4.2. Quasi-Konveks Fonksiyon Smfi icin Integral Esitsizlikler

Teorem 4.80. a,b € Rve a < bicin f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda tiirevle-

nebilir olsun. Eger |f'| [a, b] araliginda quasi-konveks ise

fla) + b—a)max{!f’( )| LF(0)[}
2 b—a/ fla

4
esitsizligi saglanir (Ion 2007).

Teorem 4.81. a,b € Rve a < bigin f : [a,b] — R fonksiyonu (a,b) araliginda tiirev-
lenebilir olsun. p € R ve p > 1 olmak iizere eger |’ \P%l la, b] araliginda quasi-konveks

ise

flay+f) 1
- b—a/a f(z)dz

p—1

< St e {07 0T}

+1)r

2

esitsizligi saglanir (Ion 2007).

Onteorem 4.82. f : I C R — R, I%da ikinci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon

olsun. a,b € I° ve a < b olmak iizere [a,b] araliginda f" integrallenebilir ise

f(a)2 b_a/ flo b_a) /Ot(1—t)f”(ta+(1—t)b)dt

esitligi gecerlidir (Dragomir vd 2000).

Bu Onteorem kullanilarak, ikinci mertebeden tiirevlenebilir Quasi-konveks fonksiyon-

lar i¢in elde edilmis daha genellestirilmis integral esitsizlikleri sdyledir:

28



BULGULAR VE TARTISMA B. UNAL

Teorem 4.83. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
ve a,b € 1°, a < bolsun. Eger |f"| [a, b] de integrallenebilir ve |a,b] araliginda Quasi-

konveks fonksiyon ise

f@;f(b) - bia/f(a:)dx < (b I;) max {|f"(a)| + | f"(b)|}

esitlsizigi saglanir (Dragomir vd. 2010).

Teorem 4.84. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
ve a,b € I°, a < b olsun. Eger |f”\p/p*1 la, b]'de integrallenebilir ve [a,b] araliginda

Quasi-konveks fonksiyon ise

fl@+ fb) 1 /f(x)da: . w(gy/p

1/p
(M) (max {]f"(a)]q + ’f”(b)lq})l/q

r(+p)
esitsizligi p > 1 icin saglanir. Burada % S8 % = 1 (Dragomir vd. 2010).
Teorem 4.85. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir

ve a,b € I° a < bolsun. Eger |f"|? [a,b] de integrallenebilir ve [a,b] aralifinda Quasi-

konveks fonksiyon ise

b
PO IO [ pwnas] < C a1 @)+ 1700

esitsizligi ¢ > 1 icin saglanir. Burada 110 + 5 = 1 (Dragomir vd. 2010).

Asagidaki Onteorem’den yararlanarak quasi-konveks fonksiyonlar icin daha genel in-

tegral esitsizlikler calisilmistir ve bu esitsizlikler yukarida verilenlerden daha iyidir;

Onteorem 4.86. f : I — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevienebilir

olsun. Eger a,b € 1°, a < bve f" |a, b de integrallenebilir ise

b 1
a —a)? (it 4 1=ty
f()+f(b>_bia/f(x)dx:(b >/(1_t)2 (5 +2_) P

2 16
0

esitligi saglanir (Dragomir ve Barani 2011 ).
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Teorem 4.87. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
ve a,b € I° a < bolsun. Eger |f"| [a, b] de integrallenebilir ve [a,b] araliginda Quasi-

konveks fonksiyon ise

b
fla)+f() 1 (b= | max{[f"(@)][/"(5")]}
- f(z)de| <
2 b—a/ +max{|f” ‘ |f// a+ ’}

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Barani 2011).
Sonuc 4.88. f fonksiyonu Teorem 4.87’de tanimlandigi gibi olsun. Eger

i) |f"] artan ise,

ii) |f"| azalan ise,
b

esitsizlikler saglanir (Dragomir ve Barani 2011 ).

Teorem 4.89. f : I C R — R fonksiyonu I° iizerinde ikinci mertebeden tiirevlenebilir
ve a,b € I°, a < b olsun. Eger | f"|""*~" [a,b] de integrallenebilir ve [a,b] arahginda

Quasi-konveks fonksiyon ise

L1061 f ] < C0? (45 (G )
)
;

(max {|f// |q {f” % q
ﬂ

p

1/q
+ (max {|f"(b)|*, | f"(%

esitsizligi p > 1 icin saglanir. Burada é + % = 1 (Dragomir ve Barani 2011).

Sonug 4.90. f fonksiyonu Teorem 4.89’da tanimlandigr gibi olsun. Eger

i) |f"] artan ise,

@i 1 b-a? (v (rasn)\"”
) ‘b_a/ﬂx)dx < T(T) (3_29)

a

[ERORE]
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ii) |f"| azalan ise,

@]+ (D)

esitsizlikler saglanir (Dragomir ve Barani 2011 ).

4.3. p-Konveks ve p-Quasi-Konveks Fonsiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Yine bu smiflar i¢in integral esitsizlikler elde edilirken benzer yontem kullanilmis ve

asagidaki yardimc1 Onteorem tanimlanmustir:

Onteorem 4.91. a,b € [ ve a < b olmak iizere f : I C (0,00) — R I°’de tiirevlenebilir

bir fonksiyon olsun. p € R\ {0} ve f' [a, ] de integrallenebilir ise
—aP b 1 [t o1 1
PJo ’

bP — aP v —ar J, ul~P

esitligi saglamir. Burada A, ,, = tb° + (1 — t)a? seklindedir (Iscan vd. 2017).
Tamim 4.92. Asagidaki bazi Teoremler icin kullanilan ortalamalarin tamimlarini verelim,

, A(a,b) p=1
Cylat) = [ ALydt =3 Gan)/L(ab) p=—1
Lb(a,b)/Ly"y  peR\{-1,0,1}

ve
b ) 1 Lr(a, b) p — 1
D, .(a,b) = </ At’jpdt) =< G*(a,b)/L_.(a,b) p=-—1
a ptr—1 p—1
Lp+;;fl(a7 b)/Lpil ((l, b) pE ]R\ {_17 07 1}
seklindedir.

Teorem 4.93. a,b € I° ve a < b olmak iizere f : I C (0,00) — R I°’de tiirevienebilir
bir fonksiyon olsun. p € R\ {0} ve [’ [a,b] de integrallenebilir olsun. Eger |f'|?, [a,b]
lizerinde p—quasi-konveks ise ¢ > 1 ve her x € [a, ] icin

PIO) —af@)  p " f), | _ Celab)

bp — qp N br —ap J, ul—-p - |p‘

a mas {|(a)] .| (8)]}
esitsizligi gecerlidir (Kadakal vd. 2017).
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Sonuc 4.94. Teorem 4.93 icin,
i) Eger p = 1 ve [a, )] iizerinde | f'|? p-konveks ise asagidaki esitsizlik gecerlidir:

o et 1 )

< A(a, b) max {[f'(a)[, | /'(b)[}

b—a
ii) Eger p = —1 ve [a,] iizerinde |f'|" harmonik konveks ise asagidaki esitsizlik
gecerlidir:
af(b) —bf(a) ab b f(u) G*(a,b) . )
— du| < ——2 b
g [ ] < Lt w17 @) )

(Kadakal vd. 2017).

Teorem 4.95. a,b € I° ve a < b olmak iizere f : [ C (0,00) — R I°’de tiirevienebilir
bir fonksiyon olsun. q > 1, % + % = 1 ve [’ [a,b]'de integrallenebilir olsun. Eger |f'|?,
[a, b] iizerinde p—quasi-konveks ise

b f(b) — a f(a) bp_ap/ulp ’— Dorl @) e (17 @) 1 )1}

= Tl

esitsizligi gecerlidir (Kadakal vd. 2017).

Sonuc 4.96. Teorem 4.95 icin,
i) Eger p = 1ve [a, b] iizerinde | f'|* quasi-konveks ise asagidaki esitsizlik gegerlidir:

b _
FO ) L ] < Lo by max(17 @l 10))
ii) Eger p = —1ve |a, b] iizerinde | f'|" harmonik quasi-konveks ise asagidaki esitsizlik
gecerlidir:
af(b) —bf(a flu G*(a,) /
Jot) b [0 < FOY gisa 10

(Kadakal vd. 2017).

Teorem 4.97. a,b € [ ve a < b olmak iizere f : I C (0,00) — R p-konveks fonksiyon

olsun. p € R\ {0} ve [ [a, ] de integrallenebilir ise

f({ap;lﬂ’r) _bp_ap/ fl 2 g < );rf(b)

esitsizligi gecerlidir (Kadakal vd. 2017).
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4.4. Birinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Bu sinif i¢cin Hermite-Hadarmard integral esitsizligi asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem 4.98. f : R, — R, fonksiyonu |a,b] araliginda integrallenebilir olsun. Eger f,

birinci anlamda s-konveks bir fonksiyon, a,b € R, O'yle kia <bves e (0,1] ise,

e

esitsizligi dogrudur (Dragomir vd. 1998).

f fonksiyonunun s-konkav olmast durumunda (4.1) esitsizligi yon degistirir.

Onteorem 4.99. a,b € I ve a < b olmak iizere f : I C R — R I°’da tiievlenebilir bir

fonksiyon olsun. Eger f" [a, b] de integrallenebilir ise
e T T
—aJa 2 16| b [ =2 (th+ (1 — t)%52) dt

esitligi saglanir (M. Ozdemir vd. 2013).

Bu Onteorem’den yararlanarak asagidaki Teorem 4.100 ve 4.103°de birinci anlamda

s-konveks bir fonksiyon i¢in integral esitsizlikler elde edilmistir:

Teorem 4.100. a,b € [ ve a < b olmak iizere f : I C [0,00) — R I°da ikinici
mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger s € (0, 1] icin |f|, a,b] araliginda

birinci anlamda s-konveks bir fonksiyon ise

a+b

() [ e
(b—a) Vi

s e A CAC RO

[1+ (s +2)2' ] (b — a)?

8(s+1)(s+2)(s+3)

esitsizligi saglamr ( Ozdemir vd. 2013).

(50|

{lf" ()| + 1" (D)}

Sonug 4.101. Teorem 4.100°de eger s = 1 alinirsa

() -5 e < S irare | (40| + )
< O e

esitsizligi elde edilir (Ozdemir vd. 2013).
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Sonuc 4.102. Teorem 4.100°de eger s = 1 alinirsa

’f (”b) - bia/abf(x)dx s {|f”<a>|+6 I

- 192
esitsizligi elde edilir (M. Ozdemir vd. 2013).

(%) +1r7on}

(b_a)2 " "
s W@+ IO

<

Teorem 4.103. a,b € I ve a < b olmak iizere f : I C [0,00) — R I°'da ikinici
mertebeden tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger ¢ < 1 i¢in ]l) + % = 1 olmak iizere

s € (0,1] i¢in | f"|, |a, b] araliginda s-konveks bir fonksiyon ise

f(a;b)—bia/jﬂx)da:
<b—a)2( 1 )( 1 ) (@ + |77 (=52)[1)?

<
- 16 2p+1 s+1 (|fu(a+b)’q+ |F"(b)] )

Q=

esitsizligi saglanir (Ozdemir vd. 2013).

Onteorem 4.104. a,b € I° ve a < b olmak iizere f : I C R — R I”da tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Eger her x € [a,b] icin [’ [a,b] de integrallenebilir ise

flay + LE D=2 [ pap

_ 2 1 1 1 —

= (3;) a)/%,< ;—t:v—i— 2ta>dt

—_ )2 [t _

—<$b a)/%f’<12tx+1;ta)dt
2 _

_(bb z) / %f,<1—21—tx+12tb>dt
(b—@?/l (1=t 14t

b) dt
e )T T

esitligi saglanir (M. Latif 2015).

~~

Teorem 4.105. a,b € I ve a < b olmak iizere f : I C [0,00) — R I°’da tiirevlenebilir

bir fonksiyon olsun. Her z,y € [a,b] ve s € (0, 1] icin |f'|, |a, b] araliginda s-konveks bir

fonksiyon ise

)

ey {(‘i:? 17 ()] + £ (@] +

esitsizligi saglamir (M. Latif 2016).

) AT >|+|f’<b>|}
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Sonuc¢ 4.106. Teorem 4.105°de v = a ya da x = b alirnirsa

f(a) + f(b) I (s+27°)(b—a)
2 _b—a/af(u)du‘§2(s—l—1)(s+2)

[Lf" (@)l + [/ (D)]]
esitsizgi saglamr (M. Latif 2016).

Teorem 4.107. a,b € I° ve a < b olmak iizere f : I C R — R I%da tiirevlenebilir bir
fonksiyon olsun. Her x,y € [a,b] i¢in % + é = 1ve q > 1 olmak iizere, s € (0,1] icin

|

9 [a,b] araliginda s-konveks bir fonksiyon ise

flay + LmOEEZ AN 2 [ g

> ( 1 >2
s+1
oy | (=27 P @) +27°|f(a))7
+27 ' @)+ (2-27) | (a@)])
b2 | (Z=27)[f (@) +27°[f (0
@227 PO
esitsizligi saglanmir (M. Latif 2016).

Q= Q=

Q=

Sonuc 4.108. Teorem 4.107 deki kosullarin saglandigini varsayalim. i—i—é =licinr =a

() () o

@27 (@) + (2 —27) | f/(0)|")7
(2 =27 | (@) + 27 | f/(0)|")7

va da x = b alimirsa

fla)+f) 1 [
2 a b—a/a J(w)du

esitsizligi saglanmir (M. Latif 2016).

Teorem 4.109. f, g : [0,00) — [0,00) srasiyla [ € K. ve g € K. olsun. s, s, € [0,1]

olmak iizere,

1 b r—a —x
fra(x)ghe (z)de <

f(0) + B2, 51+ 1)f(a)

b—a /, s1+2

g 9(0) + 5252+ Dgla)

esitsizligi elde edilir. Burada [ fonksiyonu klasik anlamdaki Beta fonksiyonudur (Ekinci
vd. 2020).
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Sonuc¢ 4.110. Teorem 4.109°da s1 = so alinirsa

[ 1 @ e < S0 + 0]+ § 17 + 90

esitsizligi elde edilir (Ekinci vd. 2020).

Tamm 4.111. Simdi asagidaki bazi teoremler icin kullanilan ortalamalarinin tanimlarini

verelim:

agan) = 5 [ e

B(f;a,b;s) = %
Ala,b) = “;b

seklinde tanumlanir.

Teorem 4.112. f : [ C R, — R fonksiyonu [0, 1] araliginda integrallenebilir ve s €

(0,1) icin f € K} olsun. a < bve a,b € I olmak iizere
f(A(a,0)) < A(f;a,b) < B(f;a,b;s)

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Fitzpatrick 1999).

4.5. Ikinci Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar icin bir ¢ok integral esitsizliginin elde edil-
digi calismalar mevcuttur. Bu calismalarin bir coguna temel olusturan esitsizlik Dragomir

tarafindan elde edilmistir:

Teorem 4.113. f : R, — R, tamml ve [a,b] araliginda integrallenebilir olsun. Eger

feK?abeR, dylekia < bves € (0,1] ise,

+b
15 ) <

esitsizligi dogrudur (Dragomir vd. 1998).

_ f@)+ 1)
- s+ 1

Onteorem 4.114 ile ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar igin elde edilmis integral

esitsizliklerden bazilart:
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Onteorem 4.114. f : I° C R — R, tiirevienebilir fonksiyon, a,b € I°, a < b olsun. Eger

1" a,b]’de integrallenebilir ise

b _a)? !
f(a);f(b)—bia/a f(x)dx:(b 5 ) /Ot(l—t)f”[ta+(1—t)b]dt 4.2)

esitligi saglanir (Hussian vd. 2009).

(4.2) esitligi ve bilinen baz esitsizlikler yardimi ile elde edilmis integral esitsizlikler-

den bazilan soyledir:

Teorem 4.115. ¢ > 1, s € (0,1], f : I C [0,00) — R, I°’da ikinci mertebeden tiirevle-
nebilir ve a < b, a,b € I° olsun. Eger " |a, ] de integrallenebilir ve | f"|* fonksiyonu,

[a, b] araliginda s-konveks ise

x| <

(ORSONER Wy Py

B (a —b)° [If”(a)\q + | f(b)]
2 b—a

QXG% (s+2)(s+3)

esitsizligi, saglamr (Hussian vd. 2009).

Teorem 4.116. f : [ C R — R fonksiyonu I° iizerinde tiirevlenebilir ve f" [a,b]’de
integrallenebilir olsun. Eger ¢ > 1 ve s € (0,1] icin |f"|? fonksiyonu ikinci anlamda

s-konveks ise,

2 ) )
f(a)+f(b)_ 1 /f(a:)dx < (b—Qa) [|f”(a>|q+’f’/(b)|q]a(8+1)_5
[Bp+1,p+ 1) dt
esitsizligi dogrudur (Hussian, 2009).

Onteorem 4.117. f : I C R — R I%da n.mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun.

a,b € 1% a < bven € N olmak iizere

S (P

0

_ (= 1)n+1/ n ) () dx

esitligi elde edilir (Kadakal vd. 2017).
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Teorem 4.118. Her n € N icin; a,b € I°, a < bve f : [ C [0,00) — R I”dan

inci mertebeden tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun. Eger % + % = 1lveq > 1icin |a, b

araliginda ‘f { a, b]'de integrallenebilir ve ‘f ’ € K2 ise
n—1
iy (10— g )
2.~ (= /f
1 2 . q n q
« Jo-n (s s o o)

esitsizligi elde edilir (Kadakal vd. 2017).
Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.119. Teorem 4.118’deki kosullar altinda n = 1 alinirsa,

b
‘f b—a _bia/af(x)dx

1

< ( 2 )qLp<a,b>A3<|f'<a>|q,|f'<b>|Q>

s+1

esitsizligi elde edilir (Kadakal vd. 2017).

Teorem 4.120. f : [ C R, — R fonksiyonu [0, 1] araliginda integrallenebilir ve s €
(0,1) ve a,b € I, a < b olsun. Eger f ikinci anlamda s-konveks fonksiyon ise

2

27 f(Ala,B) < Afsa,) < ——

A(f(a), £(b))

esitsizligi saglanir (Dragomir ve Fitzpatrick 1999).

Teorem 4.121. b* > Oi¢in f, g : I C [0,b*] — R ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar
vea < b a,b € Ivesy, sy € (0,1] olsun. Eger her x,y € |a,b| icin, f ve g sirasiyla

ikinci anlamda s ve so konveks ise

/ab /abA(fg; x,y)dydx

a) [(s1+ 1)l (sy+ 1)
0 A(fga.b) +
S1 + S9 —f- ]_ (fg ¢ ) 2P(81 + S9 —f- ].)

[M(a,b) + N(a,b)]

esitsizligi saglanr.

Burada M(a,b) = f(a)g(a) + f(b)g(b) ve N(a,b) = f(a)g(b) + f(b)g(a) seklinde

tamimlanmustir (Tung ve Kirmaci 2010).
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4.6. Uciincii Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Integral Esitsizlikler

Teorem 4.122. U C R, ve f : U — R, iiciincii anlamda s-konveks bir fonksiyon olsun.

a < bolan a,b € U igin,

25%_1f (a; b) (b—a) < /abf(x)dx
1 1

s

(Lusn s sas (5. 1) +stson+ o)

<

s+1

esitsizligi saglanir (Sezer 2021).

Sonug 4.123. Teorem 4.122°de s = 1 durumunda Hermite-Hadamard eAYitsizliAYi elde

edilir.

Teorem 4.124. f : U — R integrallenebilir iiciincii anlamda s-konveks bir fonksiyon

olsun. a < b olcakgsekilde her a,b € U igin,
1
/ f ((1 —t5)§a+tb> [1 F(1— ) dt
0

< (5438 (50) ) r@ e s @3)

esitsizligi gecerlidir (Sezer 2021).

(4.3) esitsizliginin iist sinir1 Beta fonksiyonunu barindirmaktadir. Ancak ayni calis-

mada, yazarlar iist sinir1 Beta fonksiyonundan bagimsiz olarak su teorem ile vermislerdir;

Teorem 4.125. f : U — R integrallenebilir iiciincii anlamda s-konveks bir fonksiyon

olsun. a < b olacak sekilde her a,b € U igin,

! . ) 1
s\ < s\-—1ys—1
/0 f((l—t )sa+tb> [1+(1—t )s e }dtg (s+4—8) [f(a) + f(D)].
esitsizligi gecerlidir (Sezer 2021).

Teorem 4.126. U C R olmak iizere f : U — R azalmayan iigiincii anlamda s-konveks

bir fonksiyon olsun. a < b olacak sekilde a,b € U igin,

f@j_f) < /Olf<a;b [H—(l—ts)-])dt

1
11 / f((l—ts)%aﬂb) [H(l—t)i—lts—l dt  (4.4)
22 Jo

@ =

<

esitsizligi gecerlidir (Sezer 2021).
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Sonug¢ 4.127. U C R, olmak iizere f : U — R azalmayan iiciincii anlamda s-konveks

bir fonksiyon olsun. a < b olacak sekilde a,b € U igin,

227 (40) < o (s 28 (500) ) i@+ 0 < (54 42 ) U@ + 70

elde edilir.

Teorem 4.128. f : U — R iiciincii anlamda s-konveks bir fonksiyon olsun. O halde a < b

olacak sekilde her a,b € U icin,

/01 f (t%a+ (1- t)%b) dt < M

esitsizligi gecerlidir (Sezer 2021).

Teorem 4.129. 0 < a < bve U C R, olmak iizere f : U — R artan iigiincii anlamda

s-konveks bir fonksiyon olsun. Eger

41
[L'S(S*l)f(l‘)div
a
2 o 2 o
s [H / 27T f(z)dz + b0 / mef(x)dx}
— 8 @ b

esitsizligi gecerlidir (Sezer 2021).

sonlu ise

b—a

4.7. Uciincii Anlamda s—Konveks Fonksiyonlar icin Yeni Integral Esitsizlikler

Bu boliimde, asagidaki Onteorem, literatiirde mevcut olan bir bagka Onteorem ve
fonksiyonun konveksliginden yararlanarak tii¢iincii anlamda s-konveks fonksiyonlar i¢in

yeni integral esitsizlikler elde edilir.

Onteorem 4.130. f : [a,b] C R — R, [a, b] araliginda tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

Eger ' [a,b)'de integrallenebiliyorsa,
1 b2 — a2ts_1(1 . ts)%—l
f - af / f = / 1 1
0 | —abt*(1 —t)s~1 +ab(1 —t%)s
F(th+ (1= t%)5a)dt

esitligi dogrudur.
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Ispat Kuismi integrasyon metodu ile asagidaki belirli integral hesaplanirsa,

/ab:cf’(w)dx bf(b) — af(a / e

esitsizligi yazilabilir. Burada x = tb + (1 — ts)ia degisken degistirmesi yapilirsa;

- /1 02— a2 (1= )3 = bt (1 - #)F T ab(1 - )
Fth+ (1 — %) a)dt
::/X“+“‘f*@@—f”ﬂ—fﬁwww+u—ﬁﬁ@ﬁ

= (th+ (1—t)3a)f(tb+ (1 —t*)%a) |}
/ftb+ (1—t9)7a)(b—a(l — )=t )dt

_ - [ oy

Onteorem 4.130’da verilen 6zdeslikten yararlanarak, iiciincii anlamda s-konveks fonk-

siyonlar icin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edelim.

Teorem 4.131. f : [a,b] C R — R tiirevlenebilir fonksiyon olsun. Eger |f'|, [a, b]'de in-

tegrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon ise asagidaki egitsizlik dogrudur;

‘f ~af(a /f

< (a4 10 [ w54t 1r@

] 4.5)
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ispat
b
b0) ~ af (@)~ [ fa)da
Jy (Pt =aet (=) —abte (1= ) ab (1 - 1))
f! (tb F(1—t5)s a> dt
</
<

IN

(B2t — et (=) = (1= ) ab (1 1)° )|
(th+ (=) a)| at

1
0
f/
1 2 1
/ [\b2t| + ‘aQtS_l (1— tS)Tl‘ + ‘abts (1— tS)Tl‘ + ‘ab(l 1)
0
1

1
s

)

[ 1@+ (1= )% | @) at
< [t [B @)+ 0= e )] a

(o] + 01 [|f()| bl e (5 + 11)]

(al+ 10)* | 2 01+ 56 (5413 ) @]

Sonug 4.132. Teorem 4.131°deki kosullar altinda, s = 1 alirsak,
b9 - o /f » 2 L@+ 170

2
Sonuc 4.133. Teorem 4.131°deki kosullara, x € [a,b] igin |f'(z)| < M kosulunu ilave

< (lal + [61)

edersek,

< M (Jal + [b])*

‘bf( )~ af(a / f(x)da
esitsizligi elde edilir.
Teorem 4.134. f : R — R tiirevienebilir, a,b € R, a < bve p € (1,00) oyle ki % < s

olsun. Eger |f'|",

i |

< (#) (ol 180F 1@+ 1495 (54 1. ) 17 @]

1+s

R’de iiciincii anlamda s-konveks ise asagidaki esitsizlik dogrudur;
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Ispat Onteorem 4.130’de Hilder integral esitsizligi ve |f'|P nin iiiincii anlamda s-

konveksligini kullanirsak;

b) —af(a /f )dx
1 2 2 s—1 s 2.1 s s L1 s 1

IN (bt 51 —t%)s —abt’ (1 —1t°)> +ab(1—t)s>

= '
f (tb 4 (1—t)¢ a> dt
1 2 1 1

< / Vt—a?t (1 —t°)s —abt* (1 —t5) s +ab (1 —t°)+

0

’(tb+(1—t5)§a)‘dt

W 2 1 1 %1 pTTl
< / [b2t—|—a2ts’1(1—ts)?_l—i—abts(l—ts)? l—i—ab(l—ts)?} dt}

LJ O

1 \ » 2

| (tb+(1—t)s )) dt}

e : 1 s 1
< / [b2t+a2t5*1<1—t8)5—1+yabyﬁ(1—ts>r1+yabm—mé} dt}

LJO

i 1 1 1 %

[ (Frrorsa-efirara)

LJ O

[ 1 _p_ pT?l 1 1 1 %
< |[ weraira) [ (Brorsa-etiror) d

LJ O 0

(1lal + 1) 7 <|f< 0
(ol + * (5 70 +

(ol 0 (15

1

st
+ 1

(%

1
lo

LY (st + s (S0

Hlr@p 3 +11))
)rfw);
L))

1

52

1
+1,-

Sonuc 4.135. Teorem 4.134 deki kosullar altinda, s = 1 alirsak,

o

/f

< (lal+ 1"

SO + 11 (@)
2

)é

Sonug 4.136. Teorem 4.134’deki kosullara, her x € R icin |f'(x)|[" < M kosulu eklersek,

‘bf( )~ af(a

elde edilir.

/f

43

dz| < M (la] + [b])*




BULGULAR VE TARTISMA B. UNAL

Bu kisimda da, literatiirde mevcut olan bir Onteorem yardimui ile, n-inci mertebeden
tiirevinin mutlak degeri iiclincii anlamda s-konveks olan fonksiyonlar i¢in yeni integral

esitiszlikler elde edildi.

Onteorem 4.137. f : [a,b] C R — R, [a, b] araliginda n-inci mertebeden tiirevlenebilir

bir fonksiyon olsun. Eger " € Lla, ] ise,

n—l f(’“)(b)bkﬂ f(k ak+1 )n+1 b .
k;(—w{ | - /f [ s

esitligi vardir (Kadakal vd. 2017).

Teorem 4.138. s € [0,1) ven € Nve f : [ C [0,00) —> R fonksiyonu I° iizerinde n-
inci mertebeden tiirevlenebilir ve a,b € 1°, a < b olsun. Eger g>1 icin ‘ f ‘q Sfonksiyonu

[a, b] araliginda integrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon ise

g(_l)k {f<k><b>b'f:;+fk> ’“H} / fa

1/q
1 0 s[LF™®)]" + | f™ ()"
< ﬁ(b r a)an(a, b) [ p] (4.6)
esitsizligi saglanir.
Ispat z = £=2b+"=Zg olsun. | f™|* fonksiyonunun iigiincii anlamda s-konveksliginden,
‘f(n)(ﬂﬁ)’q: f(n) $—ab+b—xa q
b—a b—a

< (fg:;ﬁ)l/ £ )]+ [1 — (2:2)]1/ £ (a)]"

esitsizligini yazabiliriz.

Onteorem (4.137)’den,

)‘q fonksiyonunun {i¢iincii anlamda s-konveksliginden ve
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Holder integral esitsizliginden,

n—l(_l)k |:f ( )bk+1 f(k k+1:| / f
= (k +1)!
1 b
< E/ " | f(x)] dz
1T b 1P b 1/q
< ] / x"Pdx [/ |f(")(x)‘qu}
- - r 1/q
- q /s q
1 b 1/p b z—a\1
<= / x"Pdx / (=) ‘f | dx
nl | Ja e +<1_(_) )‘f (a)]”
. Jp [ F® b La
1 b /p _ (" — a)Y*dx
3] [
e ] G o (0= ) = (z —a)/*] do
r 1
11/p [FP0)|° | @ayst ' e
1 e b (b—a)i/s (bia)%Jrl
"ol np+1|, F(a)]? s I ! b
- F |(b7a)1/s (b - a)l/ xr — ( sll
] ) ()] 14 1/q
1 [ ool _ o1 1/p ‘(J;_a(ﬁ)/ls (b_fif
— £ ()] s o)1 s
n! np + 1 |(b_a)1/s (b _ a)l/ h— (b %J)rl i (b _ a)l/ a]
|f<n) )| 1/q
1 prptl _ grptl 1/p b—a
" np+ 1 +|F( |q [b— lhf) a]
(n) (1) ]9 () (9719
_ 1/prn S(b - CL) ‘f (b)| S(b - CL) ‘f (a)}
— L — L (a,)
n! 1+s 1+s
1 1/prn 1/q Ha ONK (n) q\ /e
= —(b= )Ly ()b -V (=) (0] +[7@])
1/q
L . s ((FOF + [ @)])
= m(b_a’)[’np(aalﬁ [ 1+s .
0
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Sonuc 4.139. Teorem 4.138’de verilen aynt kosullar altinda,
i) Eger s = 1 alirsak, (4.6) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniigiir,

S [ ],

k=0

L e, 0) A ([fO) + |1 @)]).

b

ii) Eger s = 1, n = 1 alirsak, (4.6) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir,

fOb—fl@a 1 [
‘ b—a _b—a/af(x)dx

iii) Eger s = 1, n = 1 ve q = 1 alirsak, (4.6) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir,

fOo—fla)a 1 f°
' b—a —b_a/Gf(x)dm

Teorem 4.140. s € [0,1) ven € Nve f : [ C [0,00) —> R fonksiyonu I° iizerinde n-

< Ly(a,0) AY(|f' (@), | /' (0)]).

< Lp(a, b)A(|f ()], [f(D)))-

inci mertebeden tiirevlenebilir ve a,b € 1°, a < b olsun. Eger g>1 i¢in ‘ f ‘q Sfonksiyonu

[a, b] araliginda integrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon ise

Sy [f(k)(b)bk;H —|- / fo

k=0

|f(n)
—Ln * (a,b) (=)< +* S 4.7)
n +| ™ (a)|* L7 (a, b)

1/q

burada, F (%,n,z) = f;(x — a)'/*z"du.

Ispat Onteorem 4.137°de ‘ o ‘q fonksiyonunun {i¢iincii anlamda s-konveksliginden ve

Power mean integral esitsizliginden,
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nzjl(—l)k {f(k)(b)bkz;Jr{ k+1} / fo

k=0
_ 1/q
- -1-1/ n (z—a\1l/s n q
<1 /bxndx ' /b " (520) ™)
—nl :E a 1/5
o™ (1= ) @)
_ G 1/q
_l_/bxndqul/q (J;al/ fm (v —a)/*de
= ™) (a
nl {Ja | |J; al/s J21b = a)s = (x — a)/*] adx
1/q
- S1-1 ERRIO] [F™ @\ o 1/s,.n
_ 6 /bx"dx : <<b—a>1/s ~ o ) Ju(@ — @) randa
I
" La - + ‘f(”)(a)|qff 2"dw
1/q
- 1-1/ lFO®)" ™) 1
B l Zntl | a <(b—a)1/s — s F(g,n,x)
Sl n+41 d gt |l
L 4 +‘f( )<a)qn+1 A
/4
i ) o @)’ '
B l bn—H _ an+1:|1 1/q <|(ba)1/3 — |(b7a)1/3 F (%,n,x)
~nl 1 i1 _gn
i’ 4 +| £ @) g
1/q
o |F™®)|" =] ()| 1
_ i(b B a)l_l/q prtl _ oAl q11a ( a1/ F (;,n,x)
n! (b—a)(n+1)

} _ )bn+lian+l

n q
. |f(n)(b)’q_‘f(n)(a)|q 1
=—(b- a)lfl/qLZqT(a, b)(b — a)'/1 ( (b—a)1/++1 F(5.n.z)
+ £ (a)|* Lz (a, b)

1/q
FO®)|" =™ @)
b—a net (| (b_|a)1|/s+1 | F (%7 n, :L’)

+ | f™(a)|" L (a, b)

1/q

O

Sonuc 4.141. Teorem 4.140°da verilen ayni kosullar altinda, i) Eger s = 1 alirsak, (4.7)

esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir,

S (-1 {f(k)(b)bkz,;{ m] / fa

k=0
OO =™ @[ i Ve
J— nq;l L 7b - Ln 7b
B R = o L )
" +[f™(a)|" Ly(a, b)
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ii) Eger s = 1,n = 1 alirsak, (4.7) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniigiir,

f(b) _ Y ] < () gy | B TOTOF
T [ < (3) 4 H2a+ )1 (0)

iii) Eger s = 1,n = 1 ve q = 1 alirsak, (4.7) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir,

HO e b - a /bf(x)dx < (2b+a)[/'(0)] + (2a +b) | ['(a)] .

1/q

b—a
Teorem 4.142. s € [0,1) ven € Nve f : I C [0,00) — R fonksiyonu 1° iizerinde n-

inci mertebeden tiirevlenebilir ve a,b € 1°, a < b olsun. Eger g>1 icin | f |q fonksiyonu

[a, b] araliginda integrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon ise

R PAlCas Sl /f

k=0
ool i@l
- 7n )
< b 'CL (b—a)s s+l (3 %% ) (4.8)
" +| £ (a)|* L2, (a, b)
esitsizligi saglamr. Burada G (%, n,q,x) = f 2™ (2 — a)/*dx.

Ispat Onteorem 4.137°de ’ o ’q fonksiyonunun ii¢iincii anlamda s-konveksliginden ve

Holder integral esitsizliginden,

N L AL

k=0
-1 n+1 b
<[ S [

b 1/p b 1/q
/ 1pdx> (/ ™ |f(")(x)‘q dx)

)l/p /ban (z a 1/8}]('(71 ‘
= )»fw)(aw

IN

1/q

VAN
S|
N\ VRS N\
T~
o
[—
QL
S

MO | 1/q
1 bd ip [ |10 b\a’lf/s )|’ f 2 (a — o) o da
([ n
’ + ’f ‘ f x™dx
1/q
f(n) ’ _|f(n)(a)|
b—a)l .
:i‘ b—al/p ( ) (b a) +1 ( nq’ )
n' n q pra+1_gna+1
@l 0 - o ()
’f(n)(b)|q_|f(n)(a)‘q : 1/q
- il(b o a’)l/p(b - a>1/q (bfa)%Jrl G (s’na q, Q?)
n! + |f(n)(a>‘qLZq(a, b)
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Sonuc 4.143. Teorem 4.142’de verilen ayni kosullar altinda,
i) Eger s = 1 alirsak, (4.8) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniigiir,

z AT O R

£ () ‘ —

1/q

() (
VOO (pnat (4 ) — aLra(a,b)]

+1"(a !qL"q(a b)

ii) Eger s = 1,n = 1 alirsak, (4.8) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniisiir,

PO - i [ o

< (17O = 17 @) [LE (e, b) — aLi(a, b)] + ()| Li(a,5)] "

iii) Eger s = 1,n = 1,q = 1 alirsak, (4.8) esitsizligi asagidaki egitsizlige doniigiir,

f(v) L
‘ — —b_a/af(x)dx

[(2b+a) [/ (B)] + (2b+ a) | F(a)]] -

1
b
Teorem 4.144. s € [0,1) ven € Nve f : [ C [0,00) — R fonksiyonu I° iizerinde n-

inci mertebeden tiirevlenebilir ve a,b € I°, a < b olsun. Eger g>1 icin | fo |q Sfonksiyonu

[a, b] araliginda integrallenebilir ve iiciincii anlamda s-konveks fonksiyon ise

n-1 (b)bk+1 f k+1

2.1 [ (k1] } / fla
—a)l/p 2

(b a) (b—a) 7?15 L2 (4,0 ’f(n) (a—i—b)‘ .

n! 2

Ispat Onteorem 4.137°de | £ |q fonksiyonunun ii¢iincii anlamda s-konkavligindan ve
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Hermite-Hadamard integral esitsizliginden,
Zl |: b)bk+1 f k+1:| / f
p- (k+1
1 /4
([ ) ([ mora)
n!
np+1 np+171/p
_ L[t —amt 977 F atb
n! np + 1 21/s
(b— a)l/p 1—s n (n) a+b
= T2 1152 L CL, b) f 21/8
U

Sonug 4.145. Teorem 4.144 de verilen ayni kosullar altinda,
i) Eger s = 1 alirsak, (4.5) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniigiir,

Sl [
SML”(a,b)'f(")(a+b)‘.

n! 2
ii) Eger s = 1,n = 1 alirsak, (4.5) esitsizligi asagidaki esitsizlige doniigiir,

f(b)b— f(a)a 1 b
‘ (b—a)l/r B (b—a)l/P/a flw)de

< L,(a,b)
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5. SONUCLAR

Sonuclar

Soyut konvekslik kavrami ve Esitsizlikler teorisi matematigin bir¢ok alaninda
onemli bir role sahipken, uygulamalar1 dier bilim dallarinda da deger gérmektedir. Gii-
niimiize kadar bir¢ok arastirmaci Hermite-Hadamard, Ostrowski, Simpson tipi integral
esitsizlikleri iyilestirme lizerinde ¢aligmalar yapmistir. Bu tezde, bu integral esitsizlikler
ve bu esitsizliklerin iizerinde calisildig1 bazi soyut konveks fonksiyon siniflar1 incelen-
mis, yeni integral esitsizliklerin elde edilmesi veya mevcut esitsizliklerin iyilestirilmesi
yontemi arastirmacilara sunulmustur. Bunu yaparken ;

1.Soyut konvekslik ile ilgili temel kavramlar ve teoremler verildi.

2. Klasik konvekslik sinifi ve soyut konveks fonksiyon siniflarindan: J-konveks fonk-
siyonlar, m-konveks fonksiyonlar, Godunova-Levin fonksiyonlar, Quasi-konveks fonksi-
yonlar, Birinci anlamda s-konveks fonksiyonlar, Ikinci anlamda s-konveks fonksiyonlar
ve Uciincii anlamda s-konveks fonksiyonlar gibi simiflar verildi.

3. Literatiirde mevcut olan nemli esitsizliklerden: Ucgen esitsizligi, Jensen esitsiz-
ligi, Holder integral esitsizligi, Power mean integral esitsizligi gibi esitsizlikler verildi.

4-Tanmtilan soyut konveks fonksiyon siniflar1 i¢in elde edilmis integral esitsizliklerin
bazilar verildi

5. Integrallenebilir fonksiyonlar icin bir esitlik elde edildi. Daha sonra, Uciincii an-
lamda s-konveks fonksiyonlar i¢in bu esitlik ve bilinen Holder, Power mean gibi integral
esitsizlikler yardimu ile yeni integral esitsizliklere ulasildi.

6. Literatiirde mevcut olan, n-inci mertebeden tiirevlenebilir fonksiyonlar i¢in elde
edilmis bir esitlik yardimu ile {i¢iincii anlamda s-konveks fonksiyonlar icin yeni integral
esitsizlikler elde edildi.

Oneriler

Bu tez ile Konveks analiz ve Esitsizlikler Teorisi iizerine ¢alisan arastirmacilar
igin;

1. Farkl1 konvekslik siniflar1 i¢in elde edilmis integral esitsizlikleri bir arada bulabil-
meleri,

2. Burada verilen esitligi (Onteorem 4.130) kullanarak farkli konvekslik simiflar1 icin
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yeni integral esitsizlikler elde edebilmeleri,
3. Yeni bir konvekslik sinift elde ederek, esitlik yardim ile integral esitsizliklerin
elde edilebilmesi veya mevcut esitsizliklerin iyilestirilebilmesi yoniinde bir kaynak ol-

masi beklenmektedir.
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