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OZET

Tezde yiiksek mertebeden ( kategorik anlamda ) Leibniz cebirler ve aralarindaki funk-
toriyel iligkiler incelenmistir. Leibniz cebirleri ve Leibniz caprazlanmis modiiller i¢in
izoklinizm tanimi yapilmis ayrica Leibniz cebirler tizerinde 2-¢aprazlanmis modiil ve ¢ap-

razlanmig kareler tanimlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Leibniz cebiri, ¢aprazlanmis modiil, 2-caprazlanmis modiil, ¢cap-

razlanmig kare, izoklinizm.



Vil

SUMMARY

In this thesis, we investigate the functorial relations between the categories of higher di-
mensional ( in categorical viewpoint ) Leibniz algebras. We introduce the Leibniz algebra
and Leibniz crossed module version of izoklinizm. Additionally, we introduce the notion

of 2-crossed modules and crossed square of Leibniz algebras.

Keywords: Leibniz algebras, crossed modules, 2-crossed modules, crossed square,

izoklinizm.



viil

TESEKKUR

Tezin her asamasinda katkilar1 olan danismanim Doc. Dr. Enver Onder USLU’ya ve
Eskisehir Osmangazi Universitesi Matematik ve Bilgisayar Bilimleri Boliimii calisanla-

rina tesekkiir ederim.



iX

ICINDEKILER

OZET vi
SUMMARY vii
TESEKKUR viii
1. GIRIS 1
1.1 Tezin Yapist . . . . . . . o . o vt e e e e e 2
2. TEMEL KAVRAMLAR 3
2.1 GIrlS . . o e e e e e e 3
2.2 LeibnizCebirleri . . . . . ... ... 3
2.3 lizoklinik Leibniz cebirleri . . . . . ... ... ... ... ....... 6

3.1Ki BOYUTLU LEIBNIZ CEBIR KATEGORISI VE FUNKTORIYEL ILIS-
KILER 9
31 Girls . . . e e e 9
3.2 Leibniz Caprazlanmig Modiiller . . . . . . ... .. ... ... .... 9
3.2.1 Leibniz Caprazlanmis Modiiller Katagorisi . . . . .. ... .. 13
3.2.2 1Izoklinik Leibniz Caprazlanmis Modiiller . . . . .. ... ... 16
3.3 Simplisel Leibniz Cebirleri . . . . . ... ... ... ... ...... 18
3.3.1 Bir Simplisel Leibniz Cebirin Moore Kompleksi . . . . . . .. 19
34 Cat"-LeibnizCebirleri . . . . . . ... .. ... ... ... ... ... 21
3.5 Uglenebilirlik(Tripleability) Ozelligi . . . .. ... .......... 24



4. UC BOYUTLU LEIBNiZ CEBIRLER, 2-CAPRAZLANMIS MODULLER,

CAPRAZILANMIS KARELER 30
4.1 GIrlS . . o o o e e e 30
4.2 Leibniz Cebirler Kategorisinde 2-Caprazlanmig Modiiller ve Capraz-
lanmig Kareler . . . . .. . ... .. L L oL 30
5. SONUC ve ONERILER 38

KAYNAKLAR DIZINi 39



1. GIRIS

Lie cebirlerinin degismeli olmayan (non-commutative) versiyonu olarak tanimla-
nan Leibniz cebirleri J.L. Loday tarafindan [31] de insaa edilmistir. Genel olarak skew
symmetry 6zelligini saglamayan Lie cebirleri olarak diisiinebilecegimiz Leibniz cebirleri

Leibniz 6zdesligini saglayan, yani,
[X, [YvZH = [[X,Y],Z] - [[X,Z],Y]

sartin1 saglayan bir [,] carptminin tizerinde tanimli oldugu vektor uzaylaridir. Eger Leibniz
cebiri skew symmetry, yani [X,X] = 0 sartin1 sagliyorsa, Leibniz sart1 Jakobi 6zdesligi
ile ayn1 anlama gelir. Bu genelleme Lie cebirlerini baz alan tiim matematiksel ve fiziksel
yapilarda da genelleme yapilmasina ve daha genel modellemelerin yapilabilmesine imkan
tanimugtir [18, 21]. Ayrica, Leibniz cebirlerinin Nambu Mekanigi ve uygulamadaki formu

olan Leibniz n-cebirleri [17] de tanimlanmugtir.

Leibniz cebirlerinin tanimlanmasindan sonra, Leibniz kategorisindeki grup objeler ta-
mimlanmistir. Bu yapilar cat!-Leibniz cebirler ve Leibniz cebirler iizerinde caprazlanmis
modiiller olarak iki denk baslik altinda incelenmistir. Burada 6nemli olan nokta, Leibniz
caprazlanmis modiiller ile Leibniz cebirlerin kohomoloji gruplari arasindaki iligkidir [18].
(Burada kohomoloji grubu, bir Leibniz cebirinin 3. mertebeden abelyen katsayili koho-
moloji grubudur). Benzer calisma cat!-Leibniz n-cebirler yardimiyla Leibniz n-cebirler
icin [21] de yapilmistir. Bu dogrultuda tezde de Leibniz cebirleri tizerinde 2-¢aprazlanmig

modiiller tantmlanmistir.

Anlatilan kavramlara ek olarak tezde Leibniz cebirleri ve Leibniz ¢aprazlanmis mo-
diiller icin izoklinizm kavrami tamimlanmis ve Leibniz cebirler {izerinde 2-caprazlanmig
modiiller ile caprazlanmis kareler insaa edilmistir. Boylelikle, Leibniz cebirler kategori-
sinde izomorfizmden daha zayif dolayisiyla daha genel bir denklik bagintis1 tanimlanmig

diger taraftan 4-tipten Leibniz cebirleri i¢in farkli modeller olusturulmustur.



1.1 Tezin Yapisi

Birinci boliimde Leibniz cebir kavraminin kisa tanittmi yapilip tezin kalan kisminda
kullanilacak bazi 6zelliklere yer verilecektir. Ayrica, Leibniz cebirler tizerinde izoklinizm

kavrami tanimlanacak, baz1 6rnekler ve ilgili 6zellikler incelenecektir.

Ikinci boliimde, 2-boyutlu Leibniz cebiri (kategorisel bakis agisiyla) olarak adlandi-
racagimiz cat! —Leibniz cebir, Leibniz caprazlanmis modiiller ve Moore kompleksi nin
boyu 1 olan simplisel Leibniz cebirler ve aralarindaki funktoriyel iligkilere yer verilecek-
tir. Ayn1 zamanda Leibniz caprazlanmig modiiller kategorisinin ti¢lenebilir oldugu goste-

rilecek ve Leibniz caprazlanmis modiiller i¢in izoklinizm tanimi yapilacaktir.

Uciincii boliimde, bir 6nceki boliimde tanimlanan yapilarin bir boyut iistii incelenecek
ve Leibniz cebirleri i¢in ¢aprazlanmis kare ve 2-caprazlanmis modiil insaa edilecektir.
Daha sonra, Leibniz ¢aprazlanmis kare, Leibniz 2-¢aprazlanmis modiil, cat>-Leibniz ce-
biri ve Moore kompleksi’nin boyu 2 olan simplisel Leibniz cebirler ve aralarindaki funk-

toriyel iligki incelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Giris

K bir sabit cisim olsun. Tezin tamaminda tiim cebir ve vektor uzaylar1 K iizerinde

tanimhidir. Leibniz cebirleri ile ilgili detayli bilgiye [25, 31, 32] dan ulagilabilir.

2.2 Leibniz Cebirleri

Bu kisimda verilen tanim ve 6zellikler yukarida belirtilen kaynaklardan alinmustir.

Tanmim 2.1 g bir K—vektor uzay1 ve [,] : g x g — g bir lineer doniisiim olsun. Her
X,Y,Z € gigin
[Xa [Y,Z] = HX’YLZ] - HX7Z]>Y]

sart1 saglaniyorsa g ye bu carpimla birlikte K {izerinde bir Leibniz cebiri denir.

Tanimlanan bu kavram literatiirde sag Leibniz cebiri olarak bilinir. Tezde bu kavrami

kisaca Leibniz cebiri olarak adlandiracagiz.

Tanmim 2.2 g ve g’ Leibniz cebirleri olmak iizere, her X,Y € g i¢in

XY =[f(X), f(Y)]

sartin1 saglayan f : g — g’ K lineer doniisiimiine g den g’ ye bir Leibniz cebir homomor-

fizmasi denir.

Ornek 2.1 Her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir. Gergekten g bir Lie cebiri olsun. g, Jakobi

0zdesligi olarak bilinen
X,V Z]|+ [V, [Z,X]|+[2,[X, Y]] = 0
X,Y,Z € g sartim1 sagladigindan ve ayn1 zamanda g, skew-simetri sartin1 sagladigindan

[Zv [X7Y” = —[[X,Y],Z]



veE

[Y7 [ZaX” = _[[Z7X]7Y] = [[X7Y]7Z]

olur boylece g, bir Leibniz cebiridir.

Bu ornekten de anlasilacagi iizere, Leibniz cebirleri, Lie cebirlerinin genellemesidir. Ay-

rica, Lie cebirleri kategorisi, Leibniz cebirleri kategorisinin bir tam alt kategorisidir.
Ornek 2.2 A bir asosyetif K-cebiri ve D : A — A ise her a,b € A icin
D(a(Db)) = DaDb = D(D(a)b)

sartini saglayan bir KK-cebir doniisiimii olsun. Bu durumda

[]: AxA — A
(X,Y) — [X,Y]=XD()—(DY)X

carpimut ile birlikte A bir Leibniz cebiridir. Ger¢ekten, her X,Y,Z € A i¢in

X,[Y,Z]] = [X,YD(Z)—D(Z2)Y]
— XD(YD(Z)-D(Z)Y)—D(YD(Z)—D(Z)Y)X
— XD(Y)D(Z)—XD(Z)DY —D(Y)D(Z)X +D(Z)D(Y)X

IX,[v.Z]] = [X,D(YZ)—D(Y)X,Z
= (XD(Y)-D(Y)X)D(Z) - D(Z)(XD(Y) — D(Y)X)
= XD(Y)D(Z)—D(Y)XD(Z) —D(Z)XD(Y) +D(Z)D(Y)X

ve
-[X,Z],Y] = —[XD(2)-D(2)X,Y]
= (XD(Z)—D(Z2)X)DY +DY (XD(Z) —D(Z)X)
= —XD(Z)DY +D(Z)XDY +DYXD(Z)—DYD(Z)X
oldugundan

[X’ [sz]] = [[X,Y],Z] - [[X’ZLY]

olup, Leibniz 6zdesligi saglanmis olur.



Dikkat edilecegi tizere D = id4 oldugunda bu carpim ile birlikte A bir Lie cebiri olur.
Diger taraftan bir D cebir doniisiimii idempotent ise, yani D? = D sartin1 sagliyorsa veya
her a,b € A igin D(ab) = D(a)b+-aD(b) ve D*a = 0 sartlarim sagliyorsa belirtilen carpim

ile A bir Leibniz cebiri olur.

Tanim 2.3 g bir Leibniz cebir ve b, g nin bir alt cebiri (carpim islemi altinda kapali olan
bir alt vektor uzay1) olsun. Her X € g ve Y € b i¢gin [X,Y],[Y,X] € b oluyorsa b ye g nin
bir (cift tarafl) ideali denir ve h < g seklinde gosterilir.

Tanmim 2.4 g bir Leibniz cebiri olsun, her X,Y € g i¢in [X,Y] = 0 oluyorsa (yani agikar
carpima sahipse) g ye bir abelyan Leibniz cebiri denir. Bu baglamda her K-vektor uzayi

asikar carpim ile birlikte bir Leibniz cebiridir.

M bir K-vektor uzayi olsun ve n-boyutlu M @x M Qg ...M®g tensor ¢carpimini 7, M
ile gosterelim. ToM = K olsun. n > 0 i¢in 7,,M lerin ayrik birlesimi olan <§ T,M yapisi,
my,..mp,my,.my € M igin (m®@,..,mp) - (M| ®,..,m;) = (m1®,..,mpsz®,..,m;) car-
pimu ile birlikte bir asosyetif K -cebir yapist olusturur ve genelde T M ile gosterilir. Benzer
sekilde herhangi M vektor uzay: lizerinde bir Leibniz cebir yapisi olusturulabilir. Soyle

ki;

Tamm 2.5 M bir vektor uzayi olsun. T(M) = M & M®? @ ... & M®" @ ... tensor uzay1

tizerinde indiiksiyonla tanimlanan

X, YoM = [X,Y]eM—-[X®M,Y],
X, YoM = [X,Y]oM—-[X®M,Y],

X,Y € T(M),M € M, carpimiyla bir Leibniz cebiridir.

Tanim 2.6 Yukarida tanimlanan Leibniz cebirine M vektor uzay iizerinde bir serbest

(free) Leibniz cebiri denir ve F (M) ile gosterilir.

Tanmm 2.7 g ve b Leibniz cebirleri olsun. K -bilineer

oxg —g, (xx) — [xX]
gxg—g, (x) — x4



doniigiimleri, her X,Y € g, X', Y’ € ¢ i¢in

X, .Y =[x, Y]+, [X, Y],
X, [Y’ Y] = [XY]Y]+[Y,[X,Y],
Y, [x, Y]] = [Y.X].Y]+[X,[Y Y]],
X, XY = [[X, XY+ X, [X Y],
[X/a [XaY/H = [[X/7X]>Y/]+[X7 [X,>Y/]]>
[Xla [Yl,X” = [[X/,Y/],X]—I—[Y/,[X/,XH,

oluyorsa g nin g’ iizerine etkisi vardir denir.

Tanim 2.8 g bir Leibniz cebiri olsun. K-lineer d,D : g — g doniisiimleri, her X,Y € g

icin
DIX,Y] = [D(X),Y]-[D(Y),X],
diX,y] = [dX),Y]+[X,d(Y)],
X, d(Y)] = [X,D(Y)],

sartlarini sagliyorsa ¢ = (d, D) ikilisine g nin bir biderivasyonu denir.

Tanim 2.9 g bir Leibniz cebiri olsun. {x € g | [x,g] =0 = [g,x],g € g} idealine g nin

merkezi denir ve Z(g) ile gosterilir.
Onerme 2.10 Bir Leibniz cebirinin abelyan olmast icin gerek ve yeter sart merkezinin

kendisine esit olmasidir.

Ispat: g bir abelyan Leibniz cebiri olsun. x € g secelim. Her y € g icin g abelyan
oldugundan [x,y] = 0 = [y, x] tir. Dolasiyla x € Z(g) dir. Boylece g = Z(g) bulunur. Diger
taraftan g = Z(g) olsun. Tanmim geregince her x,y € g i¢in [x,y] = 0 olup g abelyandir. O

Tanmim 2.11 g bir Leibniz cebiri ve x,y € g olsun. [x,y] terimine bir komiitator denir. Bu

tip elemanlern iirettigi ideale g nin komiitator ideali denir ve [g, g| ile gosterilir.

2.3 Izoklinik Leibniz cebirleri

Bu boliimde izomorfizmaya gore daha zayif bir kavram olan izoklinizm yardimiyla

Leibniz cebirlerinin bir siniflandirilmasi verilecektir. izoklinizm kavrami ilk olarak Hall



tarafindan [26, 27] de, Lie cebiri icin, K. Moneyhun tarafindan [35] de tanimlanmuisgtir.

Ayrica 2- boyutlu gruplar i¢in [37] makalesinde genelleme verilmistir.

g bir Leibniz cebiri olsun

c:9/Z(g1)D@9/Z(g1) — 9,9
(xy) — [xy]

seklinde tanimlanan ¢ doniistimii iyi tanimhidir. ¢ doniisiimiine komiitator doniisiimii denir.

Tanmm 2.12 g ve h iki Leibniz cebiri olsun.

7l © Zlg) [0, 0]
(ovt) B
25 ® 7y [,b]

diyagramim degismeli yapacak sekilde , bir bagka ifade ile her X,y € g|Z(g) i¢in B[x,y] =
g b

—— = —— Ve
o 2 Z(0) . -
varsa g ve h ye izoklinik Leibniz cebirleri denir ve g ~ h seklinde gosterilir. (o, ) ikili-

[o(x),0(y)] olacak sekilde , o : B:[g,8] — [b,h] izomorfizmalari

sine g den b ye bir izoklinizm denir.

Ornek 2.3 Tiim abelyan Leibniz cebirleri izoklinikdir. Komiitator doniisiim ve (o, 3)

izoklinizmlerini olusturan o, § doniisiimleri sifir doniisiimlerden olugmaktadir.

Ornek 2.4 Her Leibniz cebiri kendisine izokliniktir. (o, ) izoklinizmi (id,id) seklinde

tanimlanmaktadir.

Ornek 2.5 Her Leibniz cebiri , Z(L) < [L, L] sartin1 saglayan bir Leibniz cebirine izokli-

niktir. Bu sart1 saglayan cebire stem Leibniz cebiri denir.

Ornek 2.6 izomorf Leibniz cebirleri izokliniktir.



Dikkat edilecegi iizere; (i, B) ikilisi g; den g, ye bir izoklinizm ise (o~!, 1) ikilisi
g2 den gy e bir izoklinizm dir. Ayrica, g1 ~ g2 ve g, ~ g3 ise g1 den g» ye ve g,den g3 €
sirastyla (o, B) ve (o, B) gibi isoclismler vardir. Buradan hareketle (o o o, ' o B) ikilisi
g1 den g; ye bir isoclinsmdir. Yani izoklinik olma bagintis1 gecisme 6zelligine sahiptir.

Boylece asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 2.13 Izoklinik olma bir denklik bagintisidir.



3. IKi BOYUTLU LEIBNiZ CEBIR KATEGORISI VE
FUNKTORIYEL ILISKILER

3.1 Giris

Bu boliimde Leibniz ¢aprazlanmis modiiller, simplisel Leibniz cebirler ve Cat'-
Leibniz cebirler ile aralarindaki funktoriyel iligski detayli bi¢imde incelenecektir. Boliimde
verilen tanim ve Ozellikler [21] ¢alismasinda bulunabilir. Ayrica yenilik olarak Leibniz

caprazlanmis modiiller i¢in izoklinizm kavrami tanimlanacaktir.

3.2 Leibniz Caprazlanmis Modiiller

Tamim 3.1 L Leibniz cebirinin L; Leibniz cebiri iizerine etkisi var ve 9: L; — Lo homo-
morfizmast her Iy € Lo ve [1 , [] € L; i¢in

X1. d[ly,lo] = [9(1r), o], A[lo, 1] = [lo,d(11)]

X2. [11,8()] = [1},11] = (1)), 1]

sartlarin1 sagliyorsa bu sisteme bir Leibniz ¢aprazlanmig modiilii denir ve genelde L :
Ly i> Lo seklinde gosterilir. Ozel olarak L sistemi sadece X1. sartin1 sagliyorsa L ye bir

Leibniz 6n¢aprazlanmis modiil denir.

Ornek 3.1 a) g bir Leibniz cebiri ve b, g nin bir ideali olsun. Bu durumda

— b
(8,h) — [g,h]

ve

bxg — b

(h,g) — [hg]
doniisiimleri g nin b iizerinde bir etkisidir. Bu etki eslenik etki olarak adlandirilir. Bu etki
ile birlikte inc. : h — g icine homomorfizmasi bir Leibniz ¢aprazlanmig modiil olusturur.

Gergekten, her g € g ve h, ' € by igin
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X1.
inc.[g,h] = [g,h]
= [g,inc.(h)]
inc.[h,g] = [hg]
= [inc.(h),g]
dir.
X2.
linc.(h),] = [h,H] |
(W inc.(h)] = [W,h]
dir.

Onerme 3.2 L:L, 2, Ly bir Leibniz ¢caprazlanmig modiil olsun. Bu durumda d(L;) < Ly
dir.

Ispat: Iy € Ly ve 9(I;) € Ly olsun. Bu durumda [lo,9(11)] = 9[lo,l1] € A(Ly) ve
[0(11),lo] = 9[l1,1lp] € d(Ly) oldugundan d(l;) < Lo dir. O

Dikkat edilecegi iizere d : Ly — Lo herhangi bir Leibniz homomorfizmasi olsaydi,

genelde, d(L;), Lo 1 sadece bir alt cebiri olurdu.

Ornek 3.2 g bir Leibniz cebir ve Bid er(g), g nin biderivasyonlarinin olusturdugu Leibniz

cebiri olsun.
gxBider(g) — ¢
(,(d,D)) +— D(g)

ve
Bider(g)xg — ¢
((d,D),g) +— d(g)

seklinde tanimli doniisiimler Bider(g) nin g iizerine bir etkisini tegkil eder. g € g igin

dg:g— g, x—[g,x] ve Dg: g — g, x+— [x,g] olmak iizere

g — Bider(g)
g§ (dgaDg)

doniistimii bir ¢caprazlanmis modiildiir.
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Ornek 3.3 L bir Lo-modiil olsun. Yani L; abelyan Leibniz cebiri ve Ly 1n L; tizerinde bir
etkisi olsun. Bu durumda 9 : L;—L¢ doniisiimii bir ¢aprazlanmig modiil olur. Gergekten

her lp€Lg ve ll,li €L icin, istenildigi lizere

X1.
dllo,l1] = 0
= [l,0]
= [lo,o(I1)]
ve
a[ll,l()] =0
= [0,[0]
= [9(hh),lo]
dir.
X2.
[0(h), ] = [0,0}]
=0
= [llvl”
" 0,300 = [1,0]
=0
= [i},4]
dir.

Teorem 3.3 J: L; — Ly bir caprazlanmig modiil olsun. Bu durumda asagidakiler dogru-
dur.

a) ker(d), L in bir idealidir.

b) ker(d), Lo| d(L;) modiildiir.

¢) Ly|[L1,Ly] ve o(Ly)|[0(L1),9(Ly)] birer Lo|d(L;) modiildiir.

Ispat: a) z € ker(d) ve /1 € Ly olsun. Bu durumda, 9(z) = 0 oldugundan

A,z = [0(hh),9(z)]

veE

dz,h] = [0(z),9(1r)]
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bulunur. Buradan [z,/;],[l1,z] € ker(d) yani ker(d) <L, dir.
b) (L) < Lo oldugundan Loy|d(L;) boliim cebiri tizerindeki braket islemi, /;,/] € L; i¢in

(L +9(Ly), 17 +9(Ly)] = [l,11] +9(Ly)

seklinde tanimlanir. Her /; € L; ve z € ker(9) igin

[a(ll)7z] = [ll,Z]
= [l1,0(z)]
= [11,0]
=0

ve

z,9(l)] =

=0
oldugundan, Ly 1n L; iizerine etkisi yardimiyla elde edilen d(L;) in ker(9) iizerine etkisi

asikar etkidir. Boylece
Lo|d(ly) x ker(d) — ker(d)
(lo+9(ly),2) — [lo,2]

* ker(d) x Ly|d(l;) — ker(d)
(z,(lo+9(ly)) — [z0]

seklinde tanimlanan etki iyi tanimli olur. Bu etki sonucu olarak ker(d) bir Ly|d(/;) modiil
bulunur.

¢) Ikinci sikkin ispatina benzer sekilde yapilir. O

Ornek 3.4 L bir Leibniz cebir ve y:L — L’1 bir Ly-modiil homomorfizmasi olsun. L

n L iizerine etkisiyle L] x Lo semi-direkt carpimu elde edilir ve bu yapinin L; iizerine

(LNLo)XLl — L
(1 00) 1) = [lo, 1]

veE
Ll X (Lll >4L()) — Ll

(L, (I, 00)) = [l o]
seklinde tanimli etkisi vardir. Bu etki ile birlikte

8:L1 — L/1>4L()
ll = (W(h)?o)

homomorfizmasi bir Leibniz ¢aprazlanmis modiildiir.
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3.2.1 Leibniz Caprazlanmis Modiiller Katagorisi

Tanm 3.4 L: L, 9 LyveL': L] LN Lj, birer Leibniz ¢aprazlanmig modiil olmak iizere
Bo=d'aveherly€ Ly, l; €Ly iginafly,li] = [B(l),(ly)], o[l1,lo] = [ct(lr),B(lp)] sartim
saglayan o : Ly — L}, B : Ly — Lj, cebir homomorfizmalarindan olusan (o, ) ikilisine
L den L' ne bir Leibniz ¢aprazlanmis modiil homomorfizmasi denir ve (a,p) : L — L'

seklinde gosterilir.

Objeleri Leibniz ¢caprazlanmis modiiller ve morfizmleri Leibniz ¢aprazlanmis modiil
homomorfizmalar1 olan kategoriyi XLnbz ile gosterelim. Leibniz on¢aprazlanmis modiil-
lerin kategorisi de benzer sekilde olusturulur ve PXLnbz ile gosterilir. XLie (Bu kategori
ile 1lgili detayli bilgiye [15] den ulasilabilir), Lie ¢caprazlanmis modiiller kategorisi olmak

uzere
inc. : XLie —— XLnbz

(L:L S L)) — (L:L1 3 L)

ve
Lie : XLnbz —— XLie

(Li%L)  — (L >L)
funktorlar1 mevcuttur. Burada L; ve Lo, sirastyla L; ve Ly Leibniz cebirlerinin [x,x] = 0
bagitisina boliinmesiyle, bir bagka ifade ile Liesation funktoru altindaki goriintiisiiniin
almmasiyla elde edilen Lie cebirleridir. XLbnz kategorisi Cat' —Lbnz kategorisine (bir
sonraki kisimda anlatilacak) dogal denk olmas1 sebebiyle bir modifiye interest kategorisi

dolayisiyla bir semi-abelyan kategoridir.[10, 11, 12, 14,9, 13]

Simdi bir g Leibniz cebirini sabitleyelim. L; herhangi bir Leibniz cebiri olmak iizere
L:L; i g formundaki tiim ¢aprazlanmig modiillerin kategorisini XLnbz/g ile gostere-
lim. Kolayca goriilebilecegi iizere XLnbz/g kategorisi XLnbz kategorisinin bir tam alt
kategorisidir (full subcategory). [36] da degismeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiil-
ler kategorisi i¢in gegerli tiim 6zellikler XLnbz/g kategorisi i¢in de gecerlidir. [36] da
cebirler lizerinde ¢aprazlanmis modiiller i¢in yapilanlarin Leibniz ¢aprazlanmis modiiller
icinde gecerli olup olmadig1 incelenecektir. Ispatlarin bir kismi tamamen benzer oldugu

icin verilmemistir. Detaylar i¢in [36] a bakilabilir.
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Onerme 3.5 XLbnz /g da her morfizm ¢iftinin bir esitleyicisi vardur.

Ispat: uy/ : (£,d) — (£.,d"), XLbnz/g de morfizm olsun. £ = {k €
Llu(k) =4/ (k) } olsun. A = d |k olmak iizere. (&,A) bir ¢aprazlanmig g-modiildiir. Di-
ger taraftan y: (R,A) — (£,d) igine doniisiimii bir caprazlanmig g-modiil morfizmi olup
(R,A),(£,d) nin bir altobjesidir. gy = ¢y sartin1 saglayan y : (&,)) — (£1,d) cap-
razlanmig modiil morfizmi var olsun. Her k& € & icin u(Y (k")) =4/ (Y (k) olup Y (k') € £
dir. &: & — &, E(K') ;==Y (K') olsun.

(K,\) ! (L1,d) (Ly,d")

€, diagram degismeli olacak sekilde tektir. Buradan (8&,A) , y; ve u{, morfizmlerinin esit-

leyicisidir. O

Teorem 3.6 XLbnz/g kategorisi gericekmelere(pullback) sahiptir.

Ispat: u; : (£,0¢) — (M, 00n) ve ug : (8],05) — (IM,d9n) iki morfizm olsun.
X :={(k,l) : dx(k) = dr(I)} olsun. X, bir altcebiridir. ¢ : X — I, @(k,l) :=d¢(l) =
dg(k) bir caprazlanmig modiildiir. 7 : (X,9) — (8,05) ve m @ (X,9) — (£,0,)
morfizmleri evrensellik 6zelligini saglar. Gergekten, 7} : (X',0') — (8,d5) ve T :

(X',¢') — (£,0;) ¢ aprazlanmug modiil morfizmleri uxm) = ) sartini sagladiginda
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(L,aL)

ML

diagramini degismelidir ve y biriciktir. O
(R,05) ve (£,0d¢) iki caprazlanmis g -modiil olsun.

(K,aK)

(L,9r) —— (Lo, idy,)

diyagraminin geri ¢ekmesi (X, @) caprazlanmig g-modiilii, bu iki objenin ¢arpimi olup
buradan XLbnz/g kategorisi sonlu carpimlara sahip oldugu sonucu elde edilir. Diger ta-
raftan, I sonlu bir kategori olmak iizere herhangi F : I — XLbnz/g funktoruna kargilik
XLbnz/g kategorisi bir limite sahiptir. Sonug olarak inceledigimiz bu kategori sonlu tam-

dir.
Onerme 3.7 XLbnz/g de her morfizm ciftinin bir koesitleyicisi vardur.

Ispat: u, 4/ : (£,0) — (£,9") iki caprazlanmus g -modiil morfizmi olsun. £ icinde
{u(l) — ¢/ (I)|l € £} kiimesi tarafindan iiretilen ideal J olsun. (£//J,9’) bir ¢aprazlan-

mis g-modiildiir. p : (£/,0') — (£//1,0) projeksiyon déniisiimii evrensellik 6zelligine

sahiptir. O

Onerme 3.8 XLbnz/g kategorisi escarpimlara sahiptir.
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Ispat: £ A, g ve R L/> g birer caprazlanmis modiil olsun. & min £ iizerine her
ke K1 € £igin [k, 1] = [d'(k),l] seklinde tanimlanan bir etkisi mevcuttur. Bu etki x ile
gosterilsin. Buradan hareketle £ x £ semidirekt carpimi tamimlanabilir. 6 : K x £ — g,
o(k,l) :=d'(k)+d(l) doniisiimii bu etki ile birilikte bie Leibniz 6n¢ aprazlanmis modiil-
diir. 3 = (c(a) xb —[a,b] : a,b € & x £) ollsun. Bu durumda 6 : (R x £) /I — g donii-
stimil indirgeme islemleri ile birlikte bir Leibniz ¢aprazlanmis mod il olup £ N g ve

R i’> g nin bir ko ¢carpimidir. O

3.2.2 Izoklinik Leibniz Caprazlanms Modiiller

Bu kisimda Leibniz ¢aprazlanmis modiiller i¢in izoklinizm kavrami tanimlanacak ve
temel bazi 6zellikler verilecektir. Kavramin ingaasi i¢in gerekli olan Leibniz caprazlan-
mi1s modiillerin merkezi ve kommiitatorleri gibi tanimlar i¢in [40] kaynaklarinda detayli

bilgiye ulasilabilir.

Notasyon. Bir L: L; 9 Ly Leibniz gaprazlanmis modiiliin merkezi Z(L) : ZF — Z§ ve
kommiitatoriinii ise K (L) : KF — K} ile gosterecek ve Ly|ZE ve Ly|Z5 boliim cebirlerini

sirayla Ly ve L ile gosterecegiz. m

L:L 3> L bir Leibniz ¢aprazlanmis modiil olsun
cl: E X IT() - K (L)
(ll,l()) — [ll,l()],
' LoxLi — Ki(L)
(lo,11) ¥ [lo,11]
ve o
co . L()_X_L() — Ky (L)
(l(), l()) — [l(), l(/)]
doniigiimlerini L nin kommiitator doniisiimleri diye adlandiralim. Doniistimlerin iyi ta-

nimlilig1 kommiitatdr ve merkez tanimlarindan direkt olarak elde edilir.

Tanm 3.9 L: L, 9 LoveL : L] LA L;, birer Leibniz ¢aprazlanmis modiil olsun. Asagi-

daki diyagramlar degismeli olacak bicimde

(€1,80) : (L_1—>L_0) — <L_,1_>L_6)
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veE

(&1,E0) : (KE 5 KE) — (KF — KE)

izomorfizmalari varsa L ve L' ne izoklinik Leibniz ¢aprazlanmis modiiller denir.

L x Ly 2 Kk
(€1,%0) &
v L
L —Ly—r K!
L_ o C‘l’pp 7
0 X L1 Kl
(€o,C1) G
LN — L K
0 1 d 1
LoxLo @ Kt
(0,%0) o
Y _ -’
L~ Lh— K!

Burada (c1,c{”,co), (di,d{"?,dp) sirayla L ve L’ niin kommutator doniisiimleridir.
Ornek 3.5 Tiim abelyan Leibniz caprazlanmis modiiller birbirine izokliniktir.

Ornek 3.6 g ve b izoklinik Leibniz cebirleri ise g “ gvebh @ b Leibniz caprazlanmig

modiilleri izokliniktir.
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3.3 Simplisel Leibniz Cebirleri

Bu boliimde simplisel Leibniz cebirleri ile ilgili yapilar incelenecektir. Simplisel yap1

ile ilgili detayl bilgiye [24, 29, 34] de ulasilabilir.

Tanmm 3.10 L = {Ly,L,...,L,,...} Leibniz cebirlerin bir kiimesi olsun.

io=dl': L, — L, ,0<i<n (n#0)

1

si=s7: Ly, — Ly ,0<i<n

Leibniz cebir homomorfizmler olmak iizere 0 < i < n i¢in

didj = dj—ldia i<j
Sj—ldi, i<j

disj = ld, i=jveyai=j+1
del',l, i>j+1

SiSj = Sj+1Si, i<j

ozdeslikleri saglantyorsa L = ((L,),en, di, s ;) sistemine bir simplisel Leibniz cebir denir.
d; ve s; doniisiimlerine sirasiyla yiizey ve dejenere operatdrleri denir. L simplisel Leibniz

cebiri genelde
do.dy dy

l
i

Lo

il
[

©
(=)
&
©
<

seklinde gosterilebilir.

Ornek 3.7 g bir simplisel Leibniz cebir olsun. Her n € Nigin L, = g ve d; = s j = id olmak
tizere ((Ly)nenN,di,s;) bir simplisel Leibniz cebirdir ve sabit simplisel Leibniz cebiri diye

adlandirilir.

u : L — L’ seklindeki bir simplisel Leibniz cebir morfizmi, ylizey ve dejenere ope-
ratorleri ile uyumlu olan f,, : L, —> L;, seklindeki Leibniz cebir homomorfizmlerinin bir

ailesidir. Yani herbir i ve n i¢in

difn = fu—1d; ve fusi=Sifu—1

dir. Boylece simplisel Leibniz cebirlerinin kategorisini olusturabiliriz. Bu kategoriyi

SimpLnbz ile gosterecegiz.
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3.3.1 Bir Simplisel Leibniz Cebirin Moore Kompleksi

L bir simplisel Leibniz cebir olsun.

n—1
NL, = () kerd;
h=0

olmak tizere

0y
NL:-- — NL, 25 NL,_; 24 ... 2 np, 225 NI

kompleksine L simplisel cebirinin Moore kompleksi denir .
Tanmm 3.11 0 <i < ki¢in L; ler Leibniz cebirler olmak iizere
O0=0->Ly—> L 1— ...~ L1 — Ly

simplisel Leibniz cebirine k-par¢alanmis simplisel Leibniz cebir denir. k-parcalanmig
simplisel Leibniz cebirler kategorisini Tr;SimpLbnz ile gosterelim. SimpLbnz katego-
risinden Tr;SimpLnbz kategorisine ¢r; funktorunun st; sol eki ve cost sag eki vardir. Bu
funktoriyel iliski

Tr;Simp o~ Slmprnz—>Trk81mp
costy,

seklinde ifade edilebilir.

Teorem 3.12 XLbnz ve Simp_, Lbnz kategorileri dogal denktir.

Ispat: L, Moore kompleksinin boyu 1 olan bir simplisel Leibniz cebiri olsun.
R =kerd olsun. Ly n R iizerinde Lo xR — R, [lp,r] = [solo,r],Rx Lo — R, (r,lp) —
[r,s0l0] s eklinde tanimli bir etkisi vardir ve 9d[ly,r] = di[solo,r] = [lo,dr] ve I[r,lh] =

dy[r,s0(lo)] = [d1(r),lp] dir. Ayrica istenildigi tizere, NL, = 0 oldugundan

/

[or;r] = [sodi(r),7]
[sodl(r’; —r'+r,r

[sodi(F') =7, r]+ [, 1]
[dasor’ —dasir’ dasyr] + 1, 7]
dy[sor’ —s1r syr] + [P, 7]

/

= I/
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veE

[7’, 8r’] = [I", S()d] (l"/)]
= [rsodi(r')—7 +7]
[r,s0d1 (r') — ']+ [, 7]
[dasyr,dasor’ — dpsi ']+ [1, 7]
= dafsirsor’ —sir']+[r, 7]
= 7]

oldugundan bir Leibniz ¢aprazlanmis modiildiir. Boylece
N; : Simp_,Lbnz — XLbnz

funktorunu elde ederiz.
Tersine d : R| — Ry Leibniz ¢aprazlanmis modiil olsun. Ry 1n R; iizerine etkisi yardi-
miyla

L1 =R XRy

yaridirekt carpimini elde ederiz. Diger bir deyisle L; bir Leibniz cebirdir. Her o, [, € Ly

ve [1,1] € L igin toplam, carpim ve skaler ile carpma islemleri

(lo, 1) + (o, 1Y) = (lo+1lp, L +17)
[0, 10), (g, 1)) = (o, g, [, 1] + o, 1] = [, )

seklinde tanimlanir. Diger taraftan

d(): LoxLi — Ly
(lo,ll) — l()

di: LoxLi — Ly
(lo, 1) — (9r) +lo

so: Lo— LoXxL;
lo — (l(),())

Leibniz cebir homomorfizmlerdir. Ayrica her [ € L i¢in

d()So(l) = d()(l,())
= 1

d1S0(l) = dl(l,())
= 9(0)+!
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dir. Diger bir deyisle dyso = d1so = Id olur. Bu durumda simplisel 6zdeslikler saglanir.

Sonug olarak
_>

LixLy — Ly
%

bir 1-parcalanmis simplisel Leibniz cebirdir. Boylece
M : XLbnz — Tr;SimpLbnz

funktoru elde edilir. st; funktorunu kullanarak 1-par¢alanmig simplisel Leibniz cebirler
kategorisinden Moore kompleksinin boyu 1 olan simplisel Leibniz cebirler kategorisine

ulagilir. Boylece M ve st; in bileskesi olarak
s1 : XLbnz — Simp_,Lbnz

tanimlanir. Sonug olarak Leibniz caprazlanmig modiiller kategorisi ile Moore kompleksi-

nin boyu 1 olan simplisel Leibniz cebirler kategorisi dogal denktir. O

3.4 Cat"-Leibniz Cebirleri

Cat"-gruplar kavrami ilk olarak homotopi n-tipler i¢in cebirsel model olarak [30] de
tanimlanmustir. Daha sonra Ellis K-cebir kategorisinde cat!-cebir kavramini tanimlamis-
tir [23]. cat!-Leibniz cebirler yapisi [21] da Leibniz cebirleri i¢in tammlanmistir. Bu bo-
liimde Cat! Leibniz ¢aprazlanmis modiiller kategorisi olusturularak, bu kategorinin Leib-
niz ¢aprazlanmis modiiller kategorisiyle denk oldugu gosterilecektir. Yani [21] da verilen

sonuclar n = 2 i¢in detayl bicimde incelenecektir.

Tanim 3.13 g bir Leibniz cebiri, s, : g — g Leibniz cebir homomorfizmalar1 olsun. Bu

durumda
i), st=tvets=s
ii). [kerskert] = 0 = [kert kers]

sartlar1 saglaniyorsa (g,s,t) iicliisiine cat' -Leibniz cebir denir. Morfizmler s ve  homo-
morfizmalar1 ile uyumlu Leibniz cebir homomorfizmleri olmak iizere cat'-Leibniz cebir-

ler kategorisini olusturabiliriz ve bu kategoriyi Cat' (Lbnz) ile gosterecegiz.
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Teorem 3.14 Cat'Lbnz ve XLbnz kategorileri dogal denktir.

Ispat: (L,s,t) bir cat!-Leibniz cebir, M = kers, N = Ims ve d = t|3; olsun. N nin M
tizerine etkisini eslenik etki olarak tanimlayalim.

X1).n € N ve m € M igin

[m,0(n)] = [dm,on]
= [(0n)+n—n,om]
= [(0n) —n,0m] + [n,dm],

[0(n),m] = [dn,dm]
= [dm,d(n)+n—n]
= [am7 n] + [am, on— I’l]

olur. n € Ims oldugundan s(n’) = n olacak s ekilde n’ € £ vardir. Bu durumda

dln,m| = [(dn)—n,om|+ [n,dm]

= [(9n) —s(n'),dm] + [n,0m]
[tn—ts(n'),tm] + [n,0m]

= tln—s(n'),m]+[n,dm|

= tln—n,m|+ [n,om|

= t[0,m]+ [n,0dm]

= [n,0m]

elde edilir. Benzer sekilde d[m,n| = [dm, n| dir.

X2). m,m’ € M igin

[m',0om] = [m—m+dm,n’]
= [—m+om,m'|+ [m,n’]
ve
[Om,m'] = [m';m—m+om]
= [m —m+0m|+[m' ,m]

olur. dm € Ims oldugundan s(a) = d(m) olacak sekilde vardir.

t(om—m) = t(sa—m)

= tsa—tm
sa—tm
Im—tm
=0
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olup (91,1) € kert dir. m’ € kers ve [kert, kers] = 0 oldugundan [0m —m,m’] = 0 dir. Benzer
sekilde [m’,0m —m] = 0 dir. O halde

[0m,n'] = [m,m'] = [m,0m|

elde edilir.
Sonug olarak d : M — N bir Leibniz ¢aprazlanmig modiildiir.
Tersine, 0 : g — b bir Leibniz ¢aprazlanmig modiil olsun. g x b nin Leibniz cebir oldu-

gunu biliyoruz. s ve ¢ doniistimlerini;

ve
t: hbxg — bhxg
(r,l) +—— (0,0r+1)

seklinde tanimlayalim. Her (r,1), (r1,01),(r2,02) € b x g igin

s[(r1,0), (r2, )] = s([r1,m2], [l1, 12])

= (0,[h,h])
([0,0],[11,])

_ %(

0,01),(0,0)]
(r1,11),5(r2,12)]

oldugundan s, Leibniz cebir homomorfizmidir. Benzer sekilde ¢ de bir Leibniz cebir ho-

momorfizmidir. Diger taraftan
s(t(r,])) = s5(0,0r+1)
= (0,0r+1)
= t(nl)

t(s(r,l)) = (0,1)
= (0,])

= s(nl)

olup st =t ve ts = s elde edilir. s ve ¢ nin tanimindan

veE

kers = {(r,0)|r € g} ve kert = {(r,—0r)|r € h}

olup
[(7‘,0), (rlv _a(r/))] =
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olur. Benzer sekilde [(#',—d(r),(r,0)] = (0,0) bulunur. Buradan [kers,kers] = 0 =
[kert,kers] elde edilir. Sonug olarak cat'-Leibniz cebirler kategorisi ile Leibniz ¢apraz-

lanmis modiilleri kategorisinin dogal denkligi g6 sterilmis olur. O

3.5 Uclenebilirlik(Tripleability) Ozelligi

Bu kisimda Leibniz caprazlanmis modiiller kategorisinin ti¢clenebilir oldugu goste-
rilecektir. Oncelikli olarak iiglenebilir kategorilerle ilgili bazi temel tanim ve sonuglar
verilecektir. Bu tanimlamalarla ilgili detayh bilgilere [1, 4, 5, 7, 8, 9, 10, 28, 33] kaynak-
larindan ulasilabilir. Literatiirde var olan ve yukaridaki kaynaklarda mevcut olan tanim ve
teoremler [41] da sunuldugu bigcimde sunulmugstur. Burada Lie 6n¢aprazlanmis modiiller

yerine Leibniz On¢aprazlanmis modiiller incelenecektir.

M bir kiilme p: M x M — M,n : {1} — M iki fonksiyon olsun. Burada{1},M
nin tek elemanl bir altkiimesini temsil etmektedir. d : {1} x M — M,d(1,m) = m,

[:Mx1— M,(m,1)=m olmak iizere;

id
MxMxM—"* MxM
uxid H
MxM m M
ve
nxid idxm
{1} xM MxM M x {1}
A I ¢
M M M

diyagramlar1 degismeli ise (M, 1,u) sistemine bir monoid denir ve 1 elemanina monoidin

birim elemani denir.
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Tammm 3.15 X bir kategori, T : X — X bir funktor ven : Ix — T ve u: T> — T birer

dogal transformasyon olsun. 72 = T o T olmak iizere

TT T TT
2 nT
veE
TTT— 7T
uT u
TT . T

diyagramlar1 degismeli ise T = (T, m, ) sistemine X iginde bir monoid denir.

[33] de belirtildigi lizere monad tanimi, kiimeler iizerinde monoid taniminin bir ge-
nellemesidir. Bir M monoidini olusturan kiimenin yerine 7 = X — X funktoru, ¢arpimin
yerine u =TT — T transformasyonu ve birim eleman yerine 1 : Iy — T transformas-
yonu yer almaktadir. Yani X i¢inde bir monad, X iizerinde tanimli funktorlarin olustur-
dugu bir monoiddir. Burada {1} kiimesinin yerini birim funktor almaktadir. Literatiirde
monoid; dual standard construction, monoid ve triad seklinde de adlandirilmaktadir. Yay-

gin olarak monad ve triple seklinde kullanilmaktadir.

(T,m,u) monadinda 1 ve u sirastyla birim(unit) ve carpim(multiplication) olarak bi-
linir. Verilen diyagramlarin degismeliligi, sol ve sag birimlilik ve bileske 6zelliklerinin

varligin1 gostermektedir.
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(T,m,u) bir monad ve A € Ob(X) olsun. h: T(A) — A morfizmi

TTA d TA
MA h
TA h A
ve
A ALl TA
id h
A

diyagramlarim degismeli yapiyorsa (A, h) ikilisine (7,1, u) monadi iizerinde bir T-cebir

denir. 4 morfizmine cebirin yap1 doniistimii(structure map) denir.

(A,h) ve (A',}') iki T-cebir olmak iizere f: A — A’ morfizmi yapi doniigiimleri
ile uyumlu ise f ye (A,h) ve (A’ i) T-cebirleri arasinda bir morfizm denir. T cebirlerin
kategorisi X7 ile gosterilir. [33] den hatirlanacag iizere, X ve Y iki kategori ve F : X —
Y,U : Y — X iki funktor olmak iizere her A € Ob(X) ve B € Ob(Y) i¢in

Homx (A,U(B)) = Homy(F(A),B)

izomorfizmi (kiimeler i¢in) mevcut ise (F,U) ikilisine es ikili (adjoint pair) denir.

Simdi [5, 6] ¢calismalarinda verilen, es ikililerin i¢lenebilir (tripleable) olmasinin ta-
nimi verilecektir. Fakat tezde bu orjinal tanim yerine buna denk olan [7] de verilen tanim-

lama kullanilacaktir.

Tamm 3.16 Eger @ : ¥ — X7 Kategoriler arasinda bir denklik ise (F,U) es ikilisine
ticlenebilir (tripleable) denir.

Teorem 3.17 Set, kiimeler kategorisi olmak iizere U : D — Set funktorunun tripleable

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart U nun bir sol esini (left adjoint) var olmas1 ve agagidaki
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ic sartin saglanmasidir:
(1) D nin kernel ¢iftleri ve coequalizerleri vardir.
(ii) p : Y — Z nin coequalizer olmasi i¢in gerek ve yeter sart U, : U(Y) — U(Z) nin

coequalizer olmasidir.

s Us
(iii) X = Y nin D igin kernel pair olmasi i¢in gerek ve yeter sart U(X) = U(Y) nin Ser
t U

icinde kernel pair olmasidir.

Simdi bu kriter U : PXLbnz — Set, (L: L, i> Lo) — Ly X Ly seklinde tanimlanan

U funktoru icin uygulanacaktir.

Onerme 3.18 U : PXLbnz —; Set funktorunun sol esi (left adjointi) vardur.

Ispat: L: L N Ly bir Leibniz 6ngaprazlanmis modiil olsun. Ly * Ly, L; x Ly i ze-

rindeki serbest Leibniz cebiri,

Ly = Ker(Ly x Lo ©id) Lo) , (d,d):LyxLy— Ly
olmak iizere U; (L, Ly, d) = d seklinde tanimlanan U} : PXLbnz — Lbnz | Lbnz funk-
torunun F (L SN Lo) = (L1, Lo, (d,1d) |f;) seklinde tamimlanan Fi : Lbnz | Lnbz —
PX(Lnbz) sol es funktoru vardir. Yine U, (L; M, Lo) — L x Ly seklinde tanimlanan
U, : Lnbz | Lnbz — Lbnz funktorunun F>(L;) = (L, N Ly L) seklinde tanimlanan
F> : Lbnz — Lbnz | Lbnz sol es funktoru vardir. Yine Uz : Lbnz — Set funktorunun
bilinen F3 : Set — Lbnz sol es funktoru diger bir deyisle kiimeyi, bu kiime iizerinde

tanimli serbest Lie cebirine gotiiren funktor vardir.

Boylelikle
Ui %) Us
PXLbnz = Lbnz | Lbnz = Lbnz & Set
B 1) F

degismeli diyagram elde edilir. Bu funktorlarin bileskesi yardimiyla
U=UzoUyoU; : PXLbnz — Set

funktorunun

F =F0F,0F; : Set — PXLbnz
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funktorunun sag es funktoru oldugu sonucu elde edilir. Yani bir L : L; A, Ly Oncap-
razlanmig modiiliiniin U altindaki goriintiisii Ly X Ly olup L; X Lo in F altindaki goriin-
tiisii; K = £(Ly x Lo), K = Ker(K + (K+K) Y9 K« K), (i1, id) : K+ (K+K) — K%K ve
K * K min K ne etkisi es gosterim (adjoint representation) yardimiyla tanimlanmak iizere
(K,K xK,(i1,id) |%) 6n¢aprazlanmig modiiliidiir. Burada Peiffer ideale béliimle ¢apraz-
lanmis modiil elde edilir ve U : XLbnz — Set funktorunun sol esi (left adjointi) nin

oldugu sonucuda elde edilir.. O

Teorem 3.19 U : PXLbnz — Set funktoru tripleable funktordur.

Ispat: Teorem 3.18 deki sartlarin saglandig1 gosterilmelidir. Istenen sonuglar [16,
23] calismalarinda yapilan hesaplamalara benzer hesaplamalarla kolayca elde edilir. Yine

benzer sekilde U : XLbnz — Ser funktoru da tripleable funktordur. O

Sonu¢ 3.20 PXLbnz kategorisi bir tiglenebilir kategoridir.

Burada yapilan islemler Liesation : Lbnz — Lie ve Liesation : PXLbnz — PXLie
funktorlar1 ve [16] deki sonuclar derlenerek de elde edilebilir.(Modifiye) interest kategori-
leri [14, 19, 38, 39] de tamimlanmis ve degisik ozellikleri atyrintili bicimde incelenmistir.
PXLbnz i¢in elde edilen sonuglarin tamami1 XLbnz i¢inde elde edilebilir. Tek ekstra ya-

pilmasi gereken elde edilen oncaprazlanmis modiillerin Peiffer ideallerine bolmektir.

Q ve E sirasiyla, gruptaki islemler kiimesini ve grup kurallarini i¢ine alacak sekil-
deki 6zdeglikler kiimesini temsil etmek tizere, C sistemi, Q ve E ile birlikte gruplarin bir
kategorisi olsun ve bu kategori i¢in agsagidaki sartlar saglansin. Q;, Q daki i-li islemlerin

kiimesi olsun ve C, C nin bir objesi olmak {izere x,y,z € C olsun. Buna gore:
(a) Q=QpUQUQy;

(b) toplamsal grup islemleri olan 0, —, 4+ islemleri, sirasiyla Qg, ; ve ; nin elemanla-
ridir.
Ayrica, Q) = Q) \ {+}, Q] = Q; \ {—} olmak iizere, x € Q; iken Q), x+°y = y*x sek-

linde tanimlanan *° iglemini igerir ve Qo = {0} olarak kabul edilir;
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(c) her bir « € Q) i¢in, E, x* (y+z) = x*y+x %z dzdesligini igerir;

(d) her bir ® € Q] ve * € Q) icin, E, o(x+y) = o(x) + o(y) ve o(x) *o(y) = o(x*y)

Ozdesliklerini igerir.

C, C nin bir objesi ve x1,x2,x3 € C olsun. Buna gore:
Aksiyom 1: Her € Q) i¢in, x; + (x2 *x3) = (X2 % x3) +x1 dir.
Aksiyom 2: Her (x,%) € Q) x Q) siral ikilisi igin,

(21 *xp)%x3 = W (xq (x0x3),x1 (x3x2), (x2X3) X7,

(x3x2)x1, 22 (x1x3), 22 (X3x1), (x1X3)x2, (X3X71 )x2)

seklinde tanimlanan bir W kelimesi vardir. Yani, (x] % x2)%x3 elemant, (xj(x2x3),...) ele-

manlarinin iiretti8i alt cebirin elemanidir.

Tamim 3.21 Aksiyom 1 ve Aksiyom 2 sartlariyla birlikte, C kategorisine modifiye inte-

rest kategorisi denir.

Tanimlanan bu kategorinin interest kategorisinden farki; ®(x) * ®(y) = ®(x*y) sar-
tinin interest kategorisinde ®(x) *y = ®(x *y) seklinde olmasidir. Bu baglamda gruplar

kategorisi bir interest kategorisi olup modifiye interest kategorisi degildir.

Boliim3’ten hatirlanacag: iizere XLbnz ve Cat!-Lbnz denk olup, Cat' —Lbnz modi-

fiye interest kategosi oldugundan XLbnz de bir modifiye interest kategosidir.



30

4. UC BOYUTLU LEIBNIZ CEBIRLER,
2-CAPRAZLANMIS MODULLER, CAPRAZLANMIS
KARELER

4.1 Giris

Her ne kadar birinci boliim ve ikinci boliimde sirayla Leibniz cebirler ile Leibniz ¢ap-
razlanmig modiiller i¢in izoklinizm kavrami ve Leibniz ¢aprazlanmis modiillerin triple
ozelligi gibi yeni kavram ve ilgili bazi yapilarin insaas1 verilmis olsa da, tezin asil amaci
bu boliimde verilecek olan Leibniz ¢aprazlanmis kare kavrami, Leibniz 2-caprazlanmis
modiiller ve Moore kompleksinin boyu 2 olan simplisel Leibniz cebirleri arasindaki funk-
toriel iligkilerdir. Leibniz 2-¢aprazlanmis modiil ve Leibniz ¢aprazlanmis kare kavramlari

literatiirde heniiz mevcut olmayi1p ilk defa burada tanimlanacaktir.

4.2 Leibniz Cebirler Kategorisinde 2-Caprazlanms Modiiller ve
Caprazlanms Kareler

Bu kisimda oncelikli olarak Leibniz Cebirler Kategorisinde 2-Caprazlanmis Modiil

kavramini tamimlayacagiz.

Tanim 4.1 Leibniz cebirlerinden olusan bir

kompleksini diigiinelim. N nin L ve M, iizerine ayrica M nin L lizerine Leibniz etkisi

olsun. Peiffer lifting diye adlandiracagimiz k-bilineer doniisiimleri,
{,MW:MxM—L {,}2:MxM—1L

hern e N,m,mg,m; € M, l,1y,l1 € Ligin
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1. 92, N nin L iizerine etkisini korur ve M L N bir dngaprazlanmis modiildiir.
2. 92 {mo,m1 }, = (mo)°'"™) — [mg,m]
3. 9y {mo,m1 }, = 9100) (my) — [mo,my]
4. {02(lp),02(l1)}; = —lo, 1], i=1,2

5. {0p(1),m}, =10 —m,
{02(1) ,m}py = —1"

6. {m,dx (1)}, =— "1,
{m, 0, (1)}, = 10mi— 1

1. {mlva}? = {mrllamZ}i_ {m17nm2}i7 = 172

8. n{m17m2}1 = {nmlamZ}l o {nm27m1}2,
mi,myty = {"mi,my}s —{"ma,mi },

0. {mo, [my,mo]} = {[movml]amzh—{[movmz],m1}1+{mo,m1}?l(m2)—
{mo’mz}?l('nl)

1o, {mosmilima}y = {mo,fmy,mal}yy + {mo,ma] i}y — {mo,mi 37 +
{m(),mZ}?l(ml)

11, lmo.fmi,ma]}; = {[mo,m1),ma2}, — {[mo,ma) ,mi }, — {mo,ma} 3 ") —
qmo) fmy,my},

1o {lmom] ma}y = {mo,my,mal}by + {lmo,ma) i}y + {mo,ma}y ™) +

al(m()) {m17m2}2

sartlar1 saglanmiyorsa bu liftinglerle beraber L i M i> N kompleksine bir 2-
caprazlanmis modiil denir ve (L,M,N,d,,0;) seklinde gosterilir. Boylece 2-caprazlanmis

modiillerin kategorisi olusturulur ve bu kategori XoMod seklinde gosterilir.

Onerme 4.2 L, Moore kompleksinin boyu 2 olan bir simplisel Leibniz cebiri ve L =

NLp, M = NL;, N = NLy olsun. N nin M iizerine etkisini [so(n),m], [m,so(n)])
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seklinde, M nin L iizerine etkisini [s; (m),l], . [I,s1 (m)]) seklinde ve N nin L iize-
rine etkisini [sys0 (n),!], [m,s1s0(l)] s eklinde tamimlayalim.{ , }; : M xM — L,
{, }2: M xM — L liftinglerini swrasiyla {mq,m;}, = [s1 (mo),s0(m1)—s1 (m1)],
{mo,m1}, = [so (mo) —s1 (mp) ,s1 (my)] seklinde tanimlayalim. Bu tanimlamalarla £ bir

2-caprazlanmis modiildiir.

Ispat: Hyper crossed kompleks ciftleri kullanilarak her m, mo,m; € M, I, 1y,1; € Ligin

[lo,5002 (I1)] =
10,5102 (I1) —I1] =
[s15001 (m) —s0 (m) , 1] =
[s0 (m) — 51 (m) ;5102 (1) = 1] =
[Sl (m) , 5002 (l) — 5102 (l) —|—l] = Soaz( ) —Slaz( ) +1,51 (m)]
[Slaz (l()) , 5002 (11) — 5102 (11)] + [lo,ll] =0 5002 (l()) — 5102 (lo) 5102 (11)] + [lo,ll]

esitlikleri elde edilir.Bu esitliklerin grup ve cebir versiyonlarinin detaylar1 [20] da bulu-

nabilir. O

= [5092 (lo) , 1]

= [5102 (lo) — lo, 1]

= [1,515001 (m) — s0 (m)]
Flaz()—lSo( m) — s1 (m)]
= |

S oo oo

Bu 0nermenin bir genellemesi olarak su sonug elde edilir.

Sonu¢ 4.3 L, Moore kompleksinin boyu 2 olan bir simplisel Leibniz cebiri olsun. Bu
durumda

NLs/35(NLsND3) -2 NL; 25 NLg

kompleksi
{, 1t NLi x NL; — NLy/93(NL3 N D3), {mg,m1}, = [s1 (mo) ,s0 (m1) —s1 (m1)], {,
}2:NLy x NLy — NL,/d3(NL3ND3), {mo,m1}2 = [so (mg) — s1 (mg) ,s1 (m1)] seklinde

tanimlanan Peiffer liftingleriyle bir 2-caprazlanmig modiildiir. Burada iist ¢izgiler koset-

leri temsil etmektedir.

Sonug 4.4 X900 ve Gimp_, kategorileri dogal denktir.

ispat: Onerme (1) in sonucu olarak X> : Simp_, — X;Mod funktoru vardir. Ter-

sine,
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2-caprazlanmig modiiliive { , }; : M xM — L, {, }»: M x M — L, Peiffer liftinglerini
diigiinelim. "I = 1" — {m 9, (1)}, ve I'" = [90") — {9, (I),m}, dzdeslikleri M nin L
tizerine bir Leibniz etkisini tanimlar. Bu ve N nin M, iizerine etkisi ile birlikte L x M ve
M x N semi-direkt ¢arpimlari elde edilir. [23] de kullanilan metoda benzer bir metodla

arzu edildigi gibi S : X,Mod — Simp_,, funktoru elde edilir. O

Tanim 4.5 Leibniz cebirlerinden ve homomorfizmalarindan olusan

7\’/

L N

A 3

M P
8/

diagramim diigiinelim. P nin M, N ve L iizerine, M nin & vasitasiyla N ve L iizerine, N nin
0 vasitasiyla M ve L tizerine etkileri olsun. K -bilineer /,h° : M x N — L doniisii mleri

herl e L,m,m' e M,n,n' €N, p € Pvek e Kigin.

1. A,),8,8,8 A ile M/ Leibniz ¢aprazlanmis modiiller

A ve A/ doniigiimleri P nin L ii zerine etkisini korur,

2. M (x,y) =7x, Vh°(x,y) = y*
Mi(x,y) =2, Nh(x,y) ="y,

"A(D),y) =L k(N (1) =
(A (),y) =P, h(x, M (1) =1,

4. h(fm,m'],n) = (h(m,n))" -+ "(h(m',n))
he([mym'],n) = (h°(m,n))"™ — (h°(m',m))™,

h
h

5. h(m,[n,n]) = (h(m,n'))" + (h(m,n))"
1 (m, [n,n']) =" (h(m, ")) + (h° (m,n))"

6. P (h°(m,n)) = h°(m,” n) — h(Pm,n)
P(h(m,n)) = h(Pm,n) —h°(m,’ n),
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7. (h°(m,n))? = h°(m,n?) — h(Pm,n)
(h(m7n))p = h(m?,n) — h(m,Pn),

sartlarini sagliyorsa bu doniisiimler ve etkilerle birlikte verilen diagrama Leibniz cebirler
kategorisinde bir ¢ aprazlanmis kare denir. Caprazlanmis karelerin kategorisini Crs? ile

gosterecegiz.
Ornek 4.1 (i) P bir Leibniz cebir ve M, N ise P nin iki ideali olsun. Budurumda

}\1/

L N

A 3

M P
8/

bir ¢aprazlanmus karedir. A-dontistimleri 2 : M x N — L, h(m,n) = [m,n], h° : M x N —
L, h°(m,n) = [n,m| tammli olup L =M NN ve A ;' |8 ,8 i¢ine doniisiimlerdir.

(ii)) M i) PveN ®, P Leibniz caprazlanmis modii | olsun. M ® N non-abelyan tensor
carpimini diisiinelim. Burada M ve N nin birbiri tizerine etkisi P vasitasityla tanimlanmak-
tadir. Detayl bilgi i¢in [25] ye bakiniz. h: M X N — M @ N, h(m,n) = m®@mn, h® : M X
N—M®N,h°(mn)=n®@molsun. Her m@n, n@m e MQN i¢in A\: M QN — M,
AMm@n)=m", Mn@m)="m,XN :MQN — N, N (m@n) ="n, ' (n®@m) = m" olsun.
P nin M ® N lizerine etkisi her m®@n, n®@m € MQN, p € Pigin?(m®@n) = (Pm &P n),
Pln@m) = (Pn®@Pm),( mn)’ = (mP @nP), (n@m)P = (n” @ mP) seklinde tanimlansin.

Bu tanimlamalarla

M®N v N
A d
M P

5/

bir capeazlanmis karedir.
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Tanim 4.6 (L, Si,l‘i) birer cat'-Leibniz cebiri ve 8iSj =88, Litj =1t Sitj =S, i,j= 1,2
ve i # jise (L,sy,t1,52,t) sistemine bir cat®>-Leibniz cebiri denir ve bu kategori Cat?

seklinde gosterilir.

Onerme 4.7 Cat® ve Crs” kategorileri dogal denktir.

Ispat: (L,sy,1,52,1) bir cat>-Leibniz cebiri olsun.

kersi(kers» N

M § P

diagrami indirgenmis homomorfizmalar ve eslenik etkiler ile birlikte bir caprazlanmig

karedir. Tersine,

L N N

A )

M P
6/

bir caprazlanmis kare olsun. L i> M ve N i> P caprazlanmis modii lleri yardimiyla
(LxM,sy,t1) ve (N x P,sp,1;) cat!-Leibniz cebirleri elde edilir. N x P nin L x M ii zerine
bir etkisini
o: (NxP)x(LxM) — LxM
((n,p),(Il,m))  +— ("l+ Pl4+h°(m,n), Pm)

ve
o0°: (NXP)x(LxM) — LxM
((,p),(L,m)) = (I"+1P +h(m,n),m")
seklinde tanimlayalim. Boylece (L x M) x (N x P) bir Leibniz cebiri ve sonug¢ olarak
((Lx M) x (N x P),s1,t1,52,t2) sistemi (L x M, s1,t;) ve (N x P,s2,12) cat! -Leibniz ce-

birlerinden tiiretilen bir cat?-Leibniz cebiridir . O
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Onerme 4.8
L x N
A S
M P
8/
bir caprazlanmig kare olsun. Bu durumda
02 e
L—MxN-—P

—_
—
3
s
N—r
—
3
=
N
—
Il

h°(m',n)

{im,n),(m';n')}2 = h(m,n)
seklinde tanimlanan { , }; : (M XN) X (M xN) — L, {, }2: (MXN)x (M xN) —
L Peiffer liftingleriyle bir 2-¢aprazlanmig modiildiir. Her [ € L, (m”,n") € M x N igin
(1) = (—=M1),N (1)) ve o1 (m",n") =& (m") + 8(n"), olup M x N nin L iizerine etkisi
her (m,n) € M x N vel € Ligin "] =" [0"") = | seklinde tanimlanmaktadir.

ispat:
82{(m7n)>(m/>n/)}l = (_xho(mlvn%;\‘/ho(mlvn))

ve
(m’n)a](m’,n’) - [(m7n) ) (m/7n/)] =
= (_ m ’nm’)
olup 2. sart elde edilmis olur. Diger sartlarin dogrulugu asikardir. O

Not 4.9 Onerme yardimiyla Crs® den X,Mod kategorisine tanimlana funktoru (—); :

X,Mod — Crs? ile gosterecegiz. Ayni zamanda gruplar icin tanimlanan M (—,2):
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Simp_,— Crs? funktoru vardir. Sonug olarak bu bolimde elde edilen sonuglari aga-

g1daki diagramla ifade edebiliriz.

Crs?

X,Mod Simp_,




38

5. SONUC ve ONERILER

Tezin asil amact Leibniz cebirler yerine izoklinizm tanimi yapilmasi ve yine Leib-
niz cebirler i¢in 3-tipten cebirsel modellerin tanimlanmasidir. Tezde bu amaca ulagilmas,

tanimlama ve yapilarin dogruluklar1 farkli bigcimlerde desteklenmistir.

Isoklinizm tanimi kullanilarak Leibniz cebirlerin izoklinik genislemeleri, schur car-
panlar1 ve Hopf-type formiilleri elde edilebilir ve iligskilendirilebilir. Ayrica Leibniz 2-
caprazlanmis modiil kavrami yardimiyla herhangi Leibniz cebirinin 4. kohomoloji grup-
larinin siniflandirilmasi yapilabilir. Yine bu baglamda Leibniz 3-caprazlanmis modiil kav-

rami ve iligkili kavramlar elde edilebilir.
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