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OZET

Doktora Tezi
SONLU GRUPLARDA PADOVAN DIiZiLERI
Sait TAS

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Cebir ve Sayilar Teorisi Bilim Dal1

Danigsman: Prof. Dr. Erdal KARADUMAN

Bu ¢alismada, ilk olarak m modiiliine gére Padovan dizileri ¢alisilmis ve (x,y) € G
geren ¢ift i¢in G grubunun Padovan orbiti tanimlanmustir. (x,y) geren ¢ifti i¢in bazi
sonlu gruplarin Padovan uzunluklari elde edilmistir. ikinci olarak, m modiiliine gore
Fibonacci-Padovan dizileri galisilarak, 2 <j <5 olacak sekilde j gerenli sonlu
gruplarin Fibonacci-Padovan orbitleri incelenmistir. Son olarak, sonlu gruplarda k-

271—1

basamak Padovan dizisi tanimlanmis ve n >4 i¢in SD,n ={(a,b:a =bh? =

e,bab = a?" °~1) Semidihedral grubunun 2-basamak ve 3- basamak Padovan
uzunluklari elde edilmistir.

2016, 75 sayfa

Anahtar Kelimeler: Dizi, Padovan dizisi, Fibonacci dizisi, Fibonacci-Padovan dizisi,

orbit, Padovan orbiti, Fibonacci-Padovan orbiti.



ABSTRACT

Doctoral Thesis
THE PADOVAN SEQUENCES IN FINITE GROUPS
Sait TAS

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Algebra and Number Theory Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Erdal KARADUMAN

In this study, firstly, the Padovan sequences with modulo m have been studied and also,
the Padovan orbit of a 2-generator group G has been defined for a generating pair
(x,y) € G. The Padovan lengths of some finite groups have been obtained for a
generating pair (x,y). Secondly, the Fibonacci-Padovan sequence with modulo m has
been studied. Also, the Fibonacci-Padovan orbits of the j-generator finite groups have

been examined where 2 < j < 5. Finally, k-step Padovan sequence in finite groups has
been defined and 2- step and 3- step Padovan lengths of SD,n = (a, b:a?" = b? =

e,bab = a?" “~1) (Semidihedral group) have been obtained for n > 4.

2016, 75 pages

Keywords: Sequence, Padovan sequence, Fibonacci-Padovan sequence, Orbit, Padovan

orbit, Fibonacci-Padovan orbit.
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SIMGELER DiZIiNi

. Alterne grup
: Dihedral grup
: Genellestirilmis Quaternion grup
: Simetrik grup

: Kiigtiktiir

. Esittir

: Bliyiiktiir

: Bos kiime

: Elemanidir

: Elemani degildir

: Izomorf

: Esit degil

: Denktir

: Kiiciik ya da esittir

: Bliytik ya da esittir

- Alt grup

: Alt kiime

: Normal alt grup

: Dogal sayilar kiimesi
> a, b yi boler

> a, b yi bolmez

: Birim eleman



CIZELGELER DiZiNi

Cizelge 3.1. p > 5 olacak sekildeki p asal say1s1 icin h3(p)| (p3-p!) nin durumu
Cizelge 3.2. p > 5 olacak sekildeki p asal sayis1 icin hy(p)| (p*-p?) nin durumu
Cizelge 3.3. p > 5 olacak sekildeki p asal sayis1 icin hs(p)| (p>-p') nin durumu
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1. GIRIS

Toplama islemi ile tamsayilar, carpma islemi ile sifirdan farkli rasyonel sayilar birer
grup meydana getirdiginden, grup ifadesinin matematigin ilk yillarinda var oldugu ve
tizerinde c¢alisildigi disiiniilebilir; fakat bu yanlistir. Giiniimiizdeki sekliyle grup
kavrami matematigin farkli boliimlerinde zaman i¢inde meydana ¢ikan ve tizerinde

caligilan fikirlerin soyutlanmasiyla gelistirilmistir.

Soyut grup taniminin ilk kez Cayley tarafindan verildigi (1854) kabul edilmektedir.
Bununla birlikte, alenen grup ifadesi kullanilmasa da daha onceki pek ¢ok

matematik¢inin arastirmasinda grup kavrami goriilmektedir.

Euler’in 1761°de elde ettigi sonuglar arasinda, bir sonlu grubun her altgrubunun
mertebesinin o grubun mertebesini boldiigiinii iceren Lagrange Teoremi’nin bir 6zel
durumunun ispatt mevcuttur. Yine de bu sonuglar arasinda, grup teorik olarak ifade
edilmese de bir degismeli grubun herhangi bir altgrubunun eskiimelerinin o grubun bir

ayrisimini olusturdugu ifade edilmistir.

1801°de Gauss, Euler’in ¢aligmalarini gelistirerek degismeli gruplarin yapisini 6nemli
Ol¢iide belirlemistir. Gauss, glinlimiliz gosterimleriyle olmasa da elemanlarin
mertebelerini incelemis, bugiiniin ifadeleriyle, devirli bir grubun mertebesini bélen her

say1 i¢cin o mertebeden bir altgruba sahip oldugunu ispatlamistir.

Soyut grup kavraminin meydana gelmesine sebep olan diger bir yaklasim, cebirsel
denklemlerin koklerinin, koklerin permiitasyonlari vasitasiyla incelenmesi olmustur. Bu

dogrultudaki ¢alismalar1 Lagrange’in baslattigi sdylenebilir (1770).

Cebirsel denklemlerin kdklerle ¢oziilebildigini arastirirken grup kelimesini ilk kullanan
Galois olmustur (1831).



Soyut grup ifadesinin matematigin temel kavramlarindan biri haline gelmesinde
Klein’in Erlanger Programi’nin etkisinden bahsetmek gerekir. Bu programda amag,
geometrilerin grup teorisel smiflandirilmasiydi. Daha grup kavrami ortada yokken de
Mobius (1827)’un her geometrinin belli bir grup altinda degismez kalan ozellikleri
inceledigini farkederek geometrileri siniflandirmaya c¢alistigi bilinmektedir. Yine 1832
lerde Steiner’in ele aldig1 sentetik geometri konular1 bu giin doniisiim gruplari olarak

bilinen gruplarin incelenmesinden baska bir sey degildir.

Soyut grup ifadesini ilk tanimlayanin Cayley oldugunun genel kabul gordiigiinii
belirtmistik. Cayley’in ilk caligmalar1 (1854) zamaninin oldukga ilerisinde oldugundan
gerekli ilgiyi gormemistir. 24 yil sonra (1878), Cayley konu ile ilgili 4 calisma
yaymladiginda artik soyut grup kavraminin matematigin temel arastirma alani igine
girmisti. Calismlardan birinin basligi Grup Kuramu idi. Cayley’in ispatladig: ifadelerden

biri, her grubun bir permiitasyon grubuna izomorf oldugudur.

Padovan dizisi Richard Padovan ile Hollandali mimar Hans van der Laan birlikte 1994
yilinda yaptiklar1 “Dom. Hans van der Laan: Modern Primitive” isimli ¢alismadan sonra

adlandirilmistir. Bu dizi Haziran 1996 yilinda Ian Stewart tarafindan tanimlanmistir.

Padovan sayilar1 ve oOzellikleri bazi arastirmacilar tarafindan calisilmistir. Bu

caligmalardan bir kac¢1 asagidaki gibidir.

Weger (1997) tarafindan yapilmis olan “Padua and pisa are exponentially far apart”

isimli ¢aligmada Padovan ve Fibonacci sayilari arasindaki farklar iizerinde durulmustur.

Gil et al. (2007) tarafindan yapilmis olan “Complete padovan sequences in finite fields”
isimli ¢alismada p>5 ve 1<k<p-—1 (p asal) olmak iizere complete
@, (Complete Padovan)- dizisini tanimlamak i¢in gerekli olan durumlar iizerinde

durulmustur.



Bu anlamda gruplarda Fibonacci dizilerini ilk olarak Wall ¢alismistir (Wall 1960). Wall
bu c¢alismasinda devirli gruplardaki Fibonacci dizilerini arastirmistir. Daha sonra
Wilcox 1986 yilinda problemi abelyen gruplara tasimistir. Campbell 1990 yilinda bu
teoriyi bazi sonlu gruplara uygulamistir. Aydin and Smith 1994 yilinda 2-basamak
Fibonacci dizisinin uzunlugunun, nilpotent sinifi 4 ve exponenti p (p asal) olan sonlu
nilpotent gruplardaki 2-basamak Fibonacci dizilerinin uzunluguna esit oldugunu

ispatlamislardir.

Bu teoriyi, Dikici and Smith 1995 yilinda nilpotent sinifi 2 ve exponenti 2 olan sonlu

nilpotent gruplardaki 3-basamak Fibonacci dizilerine genellestirmislerdir.

Aydin and Dikici 1998 yilinda 2-basamak genel Fibonacci dizisinin periyodunun
uzunlugunun nilpotent sinifi 2 ve exponenti p (p asal) olan herhangi bir sonlu p-grup
icin bu grubun geren elemanlariyla olusturulan 2-basamak genel Fibonacci dizisinin
periyoduna esit oldugunu gostermislerdir. Karaduman 2002 yilinda Fibonacci
sayilarinin gruplardaki uygulamalari tizerinde durmustur. 2003 yilinda Karaduman and
Yavuz 2<p<2927 araligindaki p asal sayisi igin k(p), 2-basamak Fibonacci dizilerinin
periyodu olmak iizere, exponenti p nilpotent sinifi 5 olan sonlu nilpotent gruplarda 2-
basamak Fibonacci dizilerinin periyodlarimin  p.k(p) oldugunu gostermislerdir.
Karaduman and Aydin 2003 yilinda exponenti p ve nilpotent sinifi 4 olan gruplardaki 2-
basamak genel Fibonacci dizilerini incelemislerdir. 2003 yilinda Ozkan exponenti p ve

nilpotent sinifi 4 olan gruplardaki 3-basamak Fibonacci dizileri lizerinde durmustur.

Knox 1992 yilinda sonlu bir gruptaki, k-nacci dizisini tanimlamig ve n > 3 i¢in a, b
gerenleriyle takdim edilmis D,, dihedral grubunun periyodunun P, (D,;a,b) = 2k + 2
oldugunu gostermistir. Lii and Wang 2007 yilinda k-basamak Fibonacci dizileri igin
Wall sayilarmi incelemistir. Campbell 2004 yilinda i > 2 icin D&, nin Fibonacci orbitini
tanimlamis ve D%, nin Fibonacci uzunlugunu hesaplamistir. Campbell 2005 ve 2009
yillarinda (I, m,n) polyhedral, ([,m,n) binary polyhedral, E(p,q,7r) genisletilmis
polyhedral ve centro polyhedral gruplarmin orbitlerini tanimlamis ve bu gruplarin

Fibonacci uzunluklarini hesaplamstir.



Karaduman and Deveci 2009 yilinda n > 2 igin sonlu (2,2,2), (n,2,2), (2,n,2),
(2,2,n) polyhedral ve E(2,2,2),E(n,2,2),E(2,n,2),E(2,2,n) genisletilmis triangle

gruplardaki k-nacci dizilerinin periyodlarini hesaplamislardir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu béliimde tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.1.1 a € A™ ve a # @ olsun. a'dan A ya tanimli fonksiyona A da n-li islem
denir (Tas¢1 2007).

Tamm 2.1.2. Bos kiimeden farkli bir kiime {izerinde bir veya daha fazla ikili islem
tanimlanmis ise bu ikili islemlerle birlikte bu kiimeye bir cebirsel yap1 denir. A kiimesi

tizerinde bir “*” islemi tanimlanmigsa bu cebirsel yap1 (4,*) ile gosterilir (Callialp

2001).

Tanmm 2.1.3. G bostan farkli bir kiime ve % G iizerinde bir ikili islem olsun. Eger

asagidaki sartlar saglanirsa (G,%) cebirsel yapisina bir grup denir (Callialp 2001).

i) Vab,c €Gigin(axb)*xc=ax*(b=*c),
i) Va € Gigina*e = e *a = aolacak sekilde e € G vardur,

iiil) Va € Gigina xa' = a’ * a = e olacak sekilde bir a’ € G vardir.

Tamim 2.1.4. (G,*) ve (H,o) iki grup olmak lizere ¢: G — H doniisiimii Vx,y € G i¢in
p(x*y) = @(x) o @(y) sartin1 saglarsa ¢ ye bir grup homomorfizmi ya da kisaca bir
homomorfizm denir (Tasg1 2007).

Tamim 2.1.5. @: G = H, orten bir grup homomorfizmi ise ¢ ye epimorfizm denir (Tasc1
2007).



Tamm 2.1.6. ¢@:G — H, 1-1 bir grup homomorfizmi ise ¢ ye monomorfizm denir
(Tasc12007).

Tammm 2.1.7. @:G - H, 1-1 ve oOrten bir grup homomorfizmi ise ¢ Yye bir grup

izomorfimi denir ve G = H ile gosterilir (Tasg1 2007).

Tamm 2.1.8. ¢@: G — G, grup homomorfizmine endomorfizm denir. ¢, 1-1 ve orten bir

endomorfizm ise ¢ ye bir grup otomorfizmi denir (Tasg1 2007).

Tamm 2.1.9. G bir grup ve X € F olmak tizere f: X — G fonksiyonu verilsin. Eger 8
nin genislemesi olacak sekilde tek bir ': F — G homomorfizmi varsa F, X iizerinde
serbesttir denir (Johnson 1997).

Tamim 2.1.10. X bir kiime, F(x), X tlzerinde serbest bir grup ve R € F(x) olsun.
G = (X|R)’a, G grubunun serbest veya basit takdimi denir. Burada X kiimesine
tanimlayict gerenler kiimesi ve 7 € R i¢in r = e olacak sekildeki denklemlerinin

kiimesine ise tanimlayicit bagintilar kiimesi denir. r elemanlarma da bagintilar denir

(Johnson 1997).

Tamm 2.1.11. Bir grubun takdimi asagida verilen doniisiimler yardimiyla kendisine
izomorf baska bir takdime doniistiirebilir. Bu doniisiimlere Tietze doniisiimleri denir

(Johnson 1997).

i) Verilen takdime baginti ekleme,
i) Verilen takdime bagint1 yok etme,
iii) Verilen takdime geren ekleme,

iv) Verilen takdime geren yok etme.

Ornek 2.1.1. G = (x,y:x3 = 1,y?> = 1, (xy)? = 1) olsun.



G=(xyzx3=1y>=1(xy)2 =1,z=xy) (zgereniekleme)
G={(xyzx3=1y2=1,(2)>=1,x=zy) (x =zy ! =zyekleme)
G =(y,z:(zy)*=1,y2=1,(2)> = 1) (x gerenikaldirma ekleme)

olacak sekilde Tietze déniisiimleri yardimiyla G = (y,z: (zy)3 = 1,y% = 1,(2)? = 1)

grubuna doniistiirilir.

Tamm 2.1.12. F(r,n) Fibonacci grubu, » > 0,n > 0 ve biitiin alt indisler n modiiliine

gore indirgenmis olmak {izere,

F(r,n) =(ay,az -+, an: Q103+ Qp = Qpy1, Q203 Qpy1 = Qrigy Q10 Grop

= Uy_1,0p0q "+ Ar_1 = Ay )

seklinde tanimlanir.

Ornek 2.1.2. F(2,4) = Cs oldugunu gosterelim.

F(2,4) =(x,y,z,t:xy = z,yz = t, 2zt = x, tx = y)

olmak tzere

xy=zveyz=t =>yxy=t

yazilir. Diger taraftan

t=yxy,z=xyvezt =x = Xyyxy =X

tx =yvet=yxy 2> yxyx =y =>xyx =e

elde edilir. Son olarak



XYYXy = X Ve Xyx = e = xy’xyx = xx

xy?e = x? > x lxy? = x"1x? = x = y?

elde edilir. Bu takdirde

z=xyvet=yz =>z=y3ve t = y*

elde edilir. Boylece,
F(24) =Cs = (y:y° = e)

oldugu gosterilmis olur.

Tamm 2.1.13. G bir grup ve a € G olmak iizere Vx € G icin I,(x) = axa™? ile
tanimlanan I,: G = G otomorfizmine G grubunun i¢ otomorfizmi denir. G grubunun
biitiin i¢ otomorfizmlerinin kiimesi I(G), biitiin otomorfizmlerinin kiimesi de Aut(G)

ile gosterilir (Tasg1 2007).

Tamm 2.1.14. Bir G grubu 0(a) = n,0(b) = 2 ve ba = a~1b bagintilarin1 saglayacak
sekilde a, b elemanlar tarafindan geriliyorsa bu G grubuna 2n. mertebeden Dihedral

grup denir ve

D, ={a,b:a™ = e,b? = e,ba = a~1b)

seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).

Tamm 2.1.15. Bir G grubu 0(a) = 4,a? = b? ve ba = a3b bagntilarin1 saglayacak

sekilde a, b elemanlar tarafindan geriliyorsa bu G grubuna Quaternion grup denir ve

Q =(a,b:a* = e,b? = a%,ba = a3b)



seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
Genellestirilmis Quaternion grubu ise
Q,, = {a,b: a%* = e,b? = a*,aba = b, k = 2" 2)
seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
Tamim 2.1.16. (I, m, n) polyhedral grubu [, m,n > 1 igin

(x,y,z2x' = y™ = z" = xyz = e)
veya
(x,y:xt = y™ = (xy)" = e)
seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
Eger t =Imn G + % + % - 1) =mn+ In+Im—Imn sayis1 pozitif ise (I,m,n)

polyhedral grubu sonludur. Eger 1 <[ < m < n ise yalnizca asagidaki durumlarda ¢t

sayist pozitif olup (I, m, n) polyhedral grubunun sonlu oldugu durumlar elde edilir;

i)l =m =2 ven,n = 2 olacak sekilde tamsayu ise,

i)l =2,m=3 ven,3 <n < 5 olacak sekilde tamsay1 ise.

-1
(1,m,n) polyhedral grubu sonlu ise bu grubun mertebesi 2 G + i - 1) = th""

n

olur.

(1) durumundaki gruplarin yapist asagidaki teoremle belirlenir.
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Teorem 2.1.1. D, mertebeleri 2 olan iki eleman tarafindan iiretilmis bir grup olsun. Bu

durumda D grubu asagidaki takdime sahiptir,
D=(x,y:x2=y?=(xy)* =e)
burada n ya bir dogal sayidir ya da n = o dur. Eger n = o ise (xy)™ = e bagintisi

ihmal edilecektir. n nin sonlu oldugu durumlarda ise D grubu mertebesi 2n olan bir

dihedral gruba izomorf olur (Suzuki 1982).

(i1) durumundaki gruplarin yapist ile ilgili asagidaki durumlar s6z konusudur.

(2, 3, 5) polyhedral grubu basit bir grup olup bu grupta t = 1 dir. Bu grubun mertebesi

60 olup A alterne gruptur. Ayni zamanda bu grup icosahedral grup olarak adlandirilir.

(2, 3, 4) polyhedral grubu indeksi 2 olan bir alt gruba sahip olup bu grupta t = 2 dir. Bu
grubun mertebesi 24 olup S, simetrik gruptur. Ayn1 zamanda bu grup octahedral grup

olarak adlandirilir.

(2, 3, 3) polyhedral grubunda ise t = 3 diir. Bu grubun mertebesi 12 olup A4, alterne

grubudur. Ayni1 zamanda bu grup tetrahedral olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.17 ([, m, n) binary polyhedral grubu [, m,n > 1 igin;

(x,y,z:xt = y™ = z" = xyz)
y y y

veya

(x,y; xt=y™ = (xy)™)

seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
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(I, m,n) polyhedral grubu (I, m, n) binary polyhedral grubu i¢in bir b6liim grubu olarak
meydana geldiginden t < 0 oldugu zaman bu grup sonsuzdur. Bu gruptaki bagintilar;
x! =y™ =z" = xyz = f seklindedir. t > 0 oldugu zaman f2 =1 olur. Bu grupta

x,y,z nin mertebeleri (I, m,n) polyhedral grubundakinin iki katidir. Ayn1 zamanda bu

grubun mertebesi de (I, m, n) nin mertebesinin iki kati olup @ dir.

(2,3,5) binary polyhedral grubunun mertebesi 120 olup binary icosahedral grup olarak

adlandirilir.

(2,3,4) binary polyhedral grubunun mertebesi 48 olup binary octahedral grup olarak

adlandirilir.

(2,3,3) binary polyhedral grubunun mertebesi 24 olup binary tetrahedral grup olarak

adlandirilir.
(2,2,n) binary polyhedral grubunun mertebesi 4n olup dicyclic grup olarak adlandirilir.
Tanim 2.1.18. ([, m, n) centro-polyhedral grubu [, m,n € Z igin,

(x,y,z:xt = y™ = z" = xyz)
y y y

seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
Tamim 2.1.19. E(p, q, ) genisletilmis triangle grubu p, g, > 1 igin,
(x,y,z2x* = y* = 2% = (xy)? = (y2)? = (zx)" = e)

seklinde takdim edilir (Coxeter 1972).
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Eger % + % + % > 1ise E(p, q, ) genisletilmis triangle grubu sonludur.

Tamim 2.1.20. Belli bir noktadan sonra grup elemanlarinin dizisi sabit bir alt dizinin

tekrarindan olusuyorsa grup elemanlarinin dizisine periyodik dizi denir (Knox 1990).

Tamm 2.1.21. Periyodik dizideki tekrarlanan alt dizideki elemanlarin sayisina dizinin

periyodu denir.
Omegin; a,b,cd,b,cd,b,c,d, .. dizisi periyodiktir ve periyodu 3 tiir.

Tamim 2.1.22. Dizideki ilk k elemani tekrarlanan bir alt dizi olusuyorsa diziye k

periyodlu basit periyodik dizi denir (Knox 1990).

Omegin; a,b,c,d, e, a, b, c,d, e, ... dizisi basit periyodik bir dizidir ve periyodu 5°tir.
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3. MATERYAL ve YONTEMLER

3.1. Sonlu Gruplarda k-nacci Dizisi

Tammm 3.1.1. Sonlu bir gruptaki bir k —nacci dizisi, grubun xg,x, x5, X3, , X, =
elemanlarinin bir dizisidir. Burada dizinin her bir elemani, verilen X0, X1, Xj_q

baslangi¢ elemanlar1 i¢in,

{xoxlxz Xp—1; J <n <k icin
n— . &
Xn—kXn—k+1 """ ¥n—1; N = kicin

seklinde tamimlanir. Ayrica bu dizinin X, xy,:+,Xj_1 baglangi¢ elemanlarinin grubu
germesi gerekir. Boylece bu k —nacci dizisi grubun yapisini yansitir. Xo, Xq, ", Xj_1
tarafindan gerilen sonlu bir gruptaki bir k —nacci dizisi Fk(G; xo,xl,---,xj_l) ile
gosterilir. Bir Fy(G; xo,xy, -, xj_1) k —nacci dizisinin periodu Py (G; xo,xy, "+, %j—1)

seklinde gosterilir (Knox 1990).

Tamim 3.1.2. G bir grup olsun. G nin her elemaninin i¢inde bulundugu bir k —nacci

dizisi varsa G ye k —nacci dizilenebilirdir denir (Knox 1990).

Teorem 3.1.1. n > 3 olmak iizere (x,y : x™ = y? = e,yx = x~1y) seklinde takdim
edilen D,, dihedral grubunda P (D, ; x,y) = Pr(D,, ; y,x) = 2k + 2 dir (Knox 1990).

Teorem 3.1.2. G, 2-gerenli bir grup ve G nin birim eleman
F,(G;x,y)veyaF,(G;y,x) Fibonacci dizilerinde goriilityorsa G abelyendir (Knox
1990).
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Ispat: Genelligi bozmaksizin G nin F,(G ; x,y) Fibonacci dizisini ele allim ve n dogal
say1st i¢in G nin birim elemani bu dizinin (n + 1). elemani oldugunu kabul edelim. Bu

dizinin n. eleman1 grubun herhangi bir elemani olabilir. Boylece,

x’y’--.’s’ e’--.

seklinde bir dizi elde edilir. Buna gore sadece s™1, (n — 1). eleman i¢in tanimlayici
bagintiy1 saglar. Benzer sekilde s2 dizinin (n — 2). pozisyonunda, s~3 dizinin (n — 3).

pozisyonunda olur. Bu sekilde devam ederek

seklinde bir dizi elde edilir. Buradan u;_, = —u;_; + u; bagntis1 kullanilarak s nin
islerinde ortaya ¢ikan ardisik pozitif ve negatif tamsayilardan bir Fibonacci dizisi elde

edilir. Boylece grubun bir Fibonacci dizisi asagidaki iki formda olur:

(1). n tek ise dizi

Sun‘ S_un—l’ Sun—Z‘ e, SS, 5_3’ SZ, S_l, S,e,

seklinde olur. Bu durumda,

stn = x,s7Un-1 = y ghn-2 = xy

olur. Yine

slUn-1gUn-2 = gUn-1tUn-—2 — glUn

oldugundan

ylxy=x, xy=yx
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olur. O halde bu grup degismelidir.

(ii). n ¢ift ise dizi

seklinde yazilir. Bu durumda

s Un = X, sin-1 = y,S_un_Z = xy
olup

s Un-1g7Un—2 — S_(un—1+un—2) = s Un
oldugu icin

ylxy=x, xy=yx

elde edilir. Dolayisiyla bu grup degismelidir.

Bu teoremin tersi dogru degildir. Bu durumu bir 6rnek ile aciklayalim

=y =e, Xy = yx)

abelyen grubunu ele alalim. Bu grubun Fibonacci dizileri

2 3 5,8 4 3 .7 8
XV, XY, XX7Y,X7Y, X5, XY, XY, X0, XY, XY, X5, Y,

8 8 .7 6 4 5 6 ,.2 8
XV, X5, XY, X"V, X", XY, X" Y, X", XY, X"Y, X, Y, XY, ***

ve
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2 3 .5 8 4 .3 7 8 8
VX, XY, XY, X7, X7Y, X7y, X, XY, X" Y, X%, X"y, Y, X",

8 7 6 .4 5 ,.6 2 8
XY, XY, X5, XY, XY, X", X"V, XY, X, XY, Y, X, XY, "

seklinde olur. Dikkat edilirse bu grubun e,x?vex’ elemanlar1 bu dizilerde yer

almamaktadir.

Sonug 3.1.1. 2-nacci dizilenebilir bir grup devirlidir (Knox 1990).

Ispat: G, 2-nacci dizilenebilir bir grup olsun. Bu takdirde, G grubu ya 1-gerenli ya da 2-
gerenlidir. G, 2-gerenli bir grup ise e , G nin 2-nacci dizisinde bulunacagindan
yukaridaki teoremin ispatinda oldugu gibi G nin bir s elemaninin terimlerinden bir dizi
olusturulabilir. G nin her eleman1 kendisinin 2-nacci dizisinde bulunur ve bu yiizden G
nin biitiin elemanlar1 sadece bir s elemaninin terimleri ile takdim edilir. O halde G

grubu 1-gerenlidir ya da devirlidir.

Teorem 3.1.3. (x,y,z:x% =y? =22 =xyz=e) seklinde takdim edilen G, =

(2,2,2) polyhedral grubu i¢in k —nacci dizisinin periodu k + 1 dir (Deveci 2010).

Teorem 3.1.4. (x,y,z:x" =y? =22 =xyz=-¢e), n> 2 seklinde takdim edilen
G, = (n,2,2) polyhedral grubu i¢in k —nacci dizisinin periodu 2k + 2 dir (Deveci
2010).

Teorem 3.15. (x,y,z:x?> =y" =22 =xyz=-¢e), n> 2 seklinde takdim edilen
G, = (2,n,2) polyhedral grubu i¢in k —nacci dizisinin periodu 2k + 2 dir (Deveci
2010).

Teorem 3.1.6. (x,y,z:x>=y?=z"=xyz=¢e), n> 2 seklinde takdim edilen
G, = (2,2,n) polyhedral grubu i¢in k —nacci dizisinin periodlar1 igin asagidaki

durumlar s6z konusudur (Deveci 2010).
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Ik olarak grubun (x,y,z:x? = y? = (xy)" = e), n > 2 seklinde takdim edilen 2-
gerenli durumunu ele alalim. Bu durumda hem x, y hemde y, x baslangi¢c elemanlarina

gore k —nacci dizilerinin periodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. P,(Gy;x,y) = P,(Gy;y,x) = 6.

n(%), n = 0 mod 4,

i P34 (G52, y) = P3a(Gn3y, ) = Yk + 1), n =2mod 4,
2n(k + 1), diger durumlarda.

iii. k > 5 olsun. Bu durumda

1. Eger n nin garpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k — 2] araliginda degil ise

period asagidaki gibidir;

k+1
n( 5 ), n = 0 mod 4,
Pe(Gn;x,y) = P(Gn 5y, %) = n(k +1) n = 2 mod 4

2n(k + 1), diger durumlarda.

2. Eger a,n nin [3,k — 2] araligindaki c¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:
i. Eger j € N icin a.3/ & [3, k — 2] ise period asagidaki gibidir;

(a<n(k;1)>, n = 0 mod 4,

a(n(k + 1)), n = 2 mod 4,
a(Zn(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Gn ;x,y) = Pk(Gn ;y,X) =

ii. Eger B,[3,k — 2] araligindaki en biiyiik tek tamsayr ve j € N igin f = a.3/ ise
period asagidaki gibidir;
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(ﬁ(n(k;1>>, n = 0 mod 4,

B(n(k + 1)), n =2 mod 4,
B(2n(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Gn;xﬂy) = Pk(Gn;yﬂx) =

Simdi grubun (x,y,z:x% =y? =2z" = xyz =e), n > 2 seklinde takdim edilen 3-
gerenli durumunu ele alalm. x,y,z baslangi¢ elemanlari igin bu gruptaki k —nacci

dizisinin periodu i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur:

i. P,(G,;x,y,2) =6.

n(%), n = 0 mod 4,

. P34 (Gn3%,Y,2) = Y n(k + 1), n = 2 mod 4,
2n(k + 1), diger durumlarda.

iii. kK = 5 olsun. Bu durumda

1. Eger n nin garpanlarindan tek tamsay1 olanlarin higbiri [3, k — 2] araliginda degil ise

period asagidaki gibidir;

k+1
n( > ), n = 0 mod 4,

P(Gn;x,y,2) = n(k + 1), n = 2 mod 4,

2n(k + 1), diger durumlarda.

2. Eger a,n nin [3,k — 2] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i. Eger j € N icin a.3/ & [3, k — 2] ise period asagidaki gibidir;

k+1
a n( > ) , n = 0 mod 4,
Pk(Gn;x'y’Z)z

| a(n(k + 1)), n = 2 mod 4,
ka(Zn(k + 1)), diger durumlarda.
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ii. Eger 5,3,k — 2] arahgindaki en biiyiik tek tamsay1 ve j € N icin f = .3/ ise
period asagidaki gibidir;

k+1
(n( > )), n = 0 mod 4,
P(Gp;x,y,2) =
im %Y |ﬁ(n(k+1)), n = 2 mod 4,

kB(Zn(k + 1)), diger durumlarda.
z,x,y baslangi¢ elemanlari igin ise k —nacci dizisinin periodu 2k + 2 dir.

Teorem 3.1.7. (x,v,z : x2 = y? = z2 = (xy)? = (y2)? = (zx)? = e) seklinde takdim
edilen E, = E(2,2,2) genisletilmis triangle grubundaki k —nacci dizilerinin periodlar

i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci 2010).

I. Eger k=2 ise bu gruptaki 2-nacci dizilerinin herbiri basit periodik olmayip
periodiktir ve her bir 2-nacci dizisinin periodu 3 tiir.

ii. Eger k > 2ise Py(E, ;x,y,z) = k + 1 dir.

Teorem 3.1.8. (x,y,z: x? = y? = z2 = (xy)? = (yz)? = (zx)" = e),r > 2 seklinde
takdim edilen E, = E(2,2,7) genisletilmis triangle grubundaki k —nacci dizilerinin

periodlart i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci 2010).

i. Eger k=2 ise bu gruptaki 2-nacci dizilerinin herbiri basit periodik olmayip

periodiktir ve her bir 2-nacci dizisinin periodu 6 dir.

r(%) r = 0 mod 4,

il. Pys(Er;x,y,2) = r(k + 1), r = 2 mod 4,
2r(k + 1), diger durumlarda.

iii. k > 6 olsun. Bu durumda

1. Eger r nin garpanlarindan tek tamsayi olanlarin higbiri [3, k — 3] araliginda degil ise

period asagidaki gibidir;
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k+1
r( >, r = 0 mod 4,

P (E,;x,y,2) = 2
LANENES r(k + 1), r = 2 mod 4,

2r(k + 1), diger durumlarda.

2. Eger a,r nin [3,k — 3] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:
i. Eger j € N icin a.3/ ¢ [3,k — 3] ise period asagidaki gibidir;

(a<r<k;1)>, r = 0 mod 4,

| a(r(k + 1)), r = 2 mod 4,
ka(Zr(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Er;xﬂyJZ) =

ii. Eger f5,[3,k — 3] arahigindaki en biiyiik tek tamsay1 ve j € N i¢in f = .3/ ise
period asagidaki gibidir;

(B<r(k;1>>, r = 0 mod 4,

ﬁ(r(k + 1)), r = 2 mod 4,
ﬁ(Zr(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Er;x'yﬂZ) =

Teorem 3.1.9 (x,y,z: x2 = y2 = z2 = (xy)? = (yz)? = (zx)? = e),p > 2 seklinde
takdim edilen E, = E(p,2,2) genisletilmis triangle grubundaki k —nacci dizilerinin

periodlart i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci 2010).

I. Eger k=2 ise bu gruptaki 2-nacci dizilerinin herbiri basit periodik olmayip

periodiktir ve her bir 2-nacci dizisinin periodu 6 dir.
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p(%), p = 0 mod 4,

ii. Pys(Ey s x,y,2) = p(k + 1), p = 2mod 4,
2p(k + 1), diger durumlarda.

iii. k > 6 olsun. Bu durumda

1. Eger p nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarm higbiri [3, k — 3] araliginda degil ise

period asagidaki gibidir;

k+1
JP<T>' p = 0 mod 4,
Pk(Ep ;X;yxz) = p(k + 1), p= 2 mod 4‘,

2p(k + 1), diger durumlarda,

2. Eger a,p nin [3,k — 3] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsayi ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:

i. Eger j € N icin a.3/ & [3, k — 3] ise period asagidaki gibidir;

! k k+1 1
, p = 0 mod 4,
PelE, ;5 x,y,
k(pxyz) | @ (k+1)) p = 2 mod 4,
\a(2p(k + 1)), diger durumlarda.

ii. Eger B,[3,k — 3] araligindaki en biiyiik tek tamsayr ve j € N igin g = a.3/ ise
period asagidaki gibidir;

(B(p(%)), p = 0 mod 4,

B(p(k + 1)), p = 2 mod 4,
ﬁ(Zp(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Ep 3 X, Y, z) =
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Teorem 3.1.10. (,v,z: x> =y2 =22 = (xy)? = (y2)? = (zx)? = e),q > 2
seklinde takdim edilen E, = E(2,q,2) genisletilmis triangle grubundaki k —nacci

dizilerinin periodlar1 i¢in asagidaki durumlar s6z konusudur (Deveci 2010).

I. Eger k=2 ise bu gruptaki 2-nacci dizilerinin herbiri basit periodik olmayip

periodiktir ve her bir 2-nacci dizisinin periodu 6 dir.

q(ﬁ), q = 0 mod 4,

.. 2
ii. Pys(Eq;x,y,2) = q(k + 1), q =2 mod 4,
2q(k + 1), diger durumlarda.

iii. kK > 6 olsun. Bu durumda

1. Eger g nin ¢arpanlarindan tek tamsay1 olanlarmn higbiri [3, k — 3] araliginda degil ise
period asagidaki gibidir;

( k+1 _
q(T)' q = 0 mod 4,

2q(k + 1), diger durumlarda.

2. Eger a,q nin [3,k — 3] araligindaki ¢arpanlarindan olan en biiyiik tek tamsay1 ise

asagidaki iki durum s6z konusudur:
i. Eger j € N icin a.3/ & [3, k — 3] ise period asagidaki gibidir;

{a <q (%)) q = 0 mod 4,

a(q(k + 1)), q = 2 mod 4,
a(Zq(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Eq 3 X, Y, z) =

ii. Eger f8,[3,k — 3] araligindaki en biiyiik tek tamsay1 ve j € N i¢in f = .3/ ise
period asagidaki gibidir;
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(ﬁ(q(%)), qg = 0mod 4,

Blatk + 1)), q = 2mod 4,
B(2q(k + 1)), diger durumlarda.

Pk(Eq ;X Y, z) =

3.2. Fibonacci Uzunlugu

Tamim 3.2.1. G grubu A = {a4, a,, -+, a,} tarafindan gerilen bir grup olsun. Bu takdirde
X1 = Qg0 Xp = A, Xijyn = [[j=1 Xi4j—1, © =1 dizisine G grubunun Fibonacci orbiti

denir ve F4(G) ile gosterilir (Campbell and Campbell 2005).

Tamim 3.2.2. Eger F,(G) dizisi periodik ise bu dizinin perioduna A geren kiimesine
gore G grubunun Fibonacci uzunlugu denir ve LEN,(G) ile gosterilir. Eger F,(G) dizisi
periodik degilse G grubunun, A geren kiimesine gore Fibonacci uzunlugu sonsuzdur

denir ve LEN,(G) = oo ile gosterilir (Campbell and Campbell 2005).

Bir grubun Fibonacci uzunlugu, gerenlerin segilen farkli n —lisine yani baslangi¢

elemanlarina bagli olarak degisir. Bu durum i¢in asagidaki 6rnegi verebiliriz.

Ornek 3.2.1. As grubunun farkli geren 2 —lisine gbre Fibonacci uzunlugu
LENy(As) = 12, LENy(A5) = 14 olur. Burada X geren kiimesi
X =1[(1,2,3,4,5),(3,4,5)] ve Y geren kiimesi Y = [(3,4,5), (1,2,3,4,5)] seklinde olup,

farkli iki geren ¢ifti i¢in Fibonacci uzunluklarimin farkli oldugu goriilmektedir.
Gergekten, X = [(1,2,3,4,5), (3,4,5)] i¢in
xo = (12345),x; = (345),x, = (12354),x3 = (124),x, = (13542), x5 = (135),

Xg = (1534‘2),.7(7 = (234‘), Xg = (15324‘),.7(9 = (154‘),.7(10 = (13245),}(11 = (132),
X12 = (12345),)(13 = (34‘5), ey
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olarak elde edilir. Boylece, LENyx(Ag) = 12 olur. Y = [(3,4,5), (1,2,3,4,5)] i¢in
xo = (345), x, = (12345),x, = (12435), x5 = (13)(25), x, = (15432),

xs = (12354), x¢ = (345), x, = (123), x5 = (12453), xo = (13245),

x10 = (25)(34), x1; = (13542),x1, = (14532),x13 = (123),x14 = (345),
x5 = (12345), ...

olarak elde edilir. Boylece, LENy(As) = 14 olur.

Ayrica, H ve G gruplar i¢in H < G veya H < G ise asagidaki durumlarin herhangi biri

sozkonusudur,

LEN(H) = LEN(G)
LEN(H) < LEN(G)
LEN(H)|LEN(G)
LEN(H) + LEN(G)

Bu durum i¢in 6rnek olarak, n tek oldugunda,

S, =(1,2,---,n),(1,2))ve A, =((1,2,:-,n),(n — 2,n — 1,n))

seklinde ve n ¢ift oldugunda,

S, =(1,2,--,n),(1,2))ve 4, =((1,2,--,n—1),(n —2,n — 1,n))

seklinde takdim edilen S,, ve A,, gruplar verilebilir (Campbell 2003).

fo = 0ve f; = 1 baslangi¢ degerleri olmak tizere,

fan = fo—2 T f21 n=2
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seklinde tanimlanan Fibonacci dizisinde n. Fibonacci sayisi f,, ile ve bu dizinin mod m

ye gore en kii¢iik periodunun uzunlugunu da k(m) ile gosterilsin (Wall 1960).

Teorem 3.2.1. f,,(mod m) basit periodik bir dizidir (Wall 1960).

Ispat: Bu dizide miimkiin olan terim ¢ifti m? tane oldugunda tekrar eder. Fibonacci

dizisinin tanimindan f,,_; = f,,41 — f olarak yazabiliriz. Boylece eger fi,1 = fs41 Ve

fi = fi(mod m) olursa fi_1 = fo_1,"*) fies+1 = f1 V€ fi—s = fo olur ki dizi basit

periodiktir.

Teorem 3.2.2. i. p bir asal say1 olmak {izere, eger m = Hpie " olacak sekilde asal

carpanlarina ayrilabiliyorsa ve t; = k(pie i) ise k(m),t; lerin en kii¢iik ortak katidir
(Wall 1960).

ii.p bir asal say1 olmak iizere, k(p?) # k(p) ise k(p®) = p®~1k(p) dir. Ayrica I,
k(p") = k(p) olacak sekilde en biiyiik tamsayr olmak iizere e >1 igin k(p®) =
p¢~k(p) olur.

3.3. Sonlu Polyhedral ve Binary Polyhedral Gruplarin Fibonacci Uzunluklar:

Bu boliimde, sonlu polyhedral ve binary polyhedral gruplarimin Fibonacci uzunluklar

ile lgili yapilan baz1 ¢aligmalara yer verilecektir.

Teorem 3.3.1. Herhangi bir n igin (x,y,z: x" = y? = z2 = xyz) takdimi ile

tanimlanmis grubun Fibonacci uzunlugu 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Sonu¢ 3.3.1. G=(x,y,z: x"=y2=z2=xyz=-¢e), n>2 olsun. Bu durumda
LEN(y ) (G) = 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Benzer ifadeler kullanilarak asagidaki teoremler ve sonuglar verilmistir.
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Teorem 3.3.2. Herhangi bir n icin (x,y,z: x? = y™ = z? = xyz) takdimi ile

tanimlanmig grubun Fibonacci uzunlugu 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Sonu¢ 3.32. G=(x,y,z: x?=y"=z2=xyz=¢e), n>2 olsun. Bu durumda

LEN(y ) (G) = 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Direkt olarak hesaplama ile iki gerenli durumda yani herhangi geren gifti icin
LEN((n,2,2)) =6, LEN((n,2,2)) =6, LEN({2,n,2)) =6 ve LEN((2,n,2)) =6

oldugu goriiliir.

Teorem 3.33. G,, n>0 i¢in (x,y,z: x? = y? = z" = xyz)

tanimlanmis bir grup olsun. Bu durumda

4n, n cift,

LENG:y,» (Gn) = {Sn n tek.

olur (Campbell and Campbell 2009).

Sonu¢ 3.33. G,, n>0 icin (x,y,z: x2 =y%2 =z"=xyz =e)

tanimlanmis bir grup olsun. Bu durumda

2n, n = 0 mod 4,
LEN(x_y’Z)(Gn) =14n, n = 2 mod 4,
8n, diger durumlarda .

olur (Campbell and Campbell 2009).

3.4. Genisletilmis Triangle Gruplarin Fibonacci Uzunluklar

takdimi

takdimi

ile

ile

Bu boliimde, genisletilmis triangle gruplarin Fibonacci uzunlugu ile ilgili yapilan bazi

calismalara yer verilecektir.
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Lemma 3.4.1. E(o,2,00) =(x,y,z:x% =y2=2? = (xy)®° = (y2)? = (zx)* = e)
nin Fibonacci uzunlugu 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Ispat: Fibonacci orbitinin elemanlar1 asagidaki gibi hesaplanir:

X, ¥, Z,XYZ, YZXYZ, ZXYZYZXYZ = ZXXY = ZYZ,
XYZYZXYZZYZ = XXYYZ = Z,

Yzxyzzyzz = yzxyy = yzx,

ZyZZyzX = ZYYZX = 2ZX = X,

ZyzxXx =zyz =22y =Y,

YZXXY = yZy = yyzZ =12,

Boylece, bu grup i¢in Fibonacci uzunlugu 8 olur.

Sonu¢ 3.4.1. E(p, 2, ) nin Fibonacci uzunlugu 8 olur (Campbell and Campbell 2009).

Lemma 3.4.2. ¢ > 2 olsun. Bu durumda

2n, n = 0 mod 4,
LEN(y,y,z) (E(Z' q, 2)) =14n, n = 2 mod 4,
8n, diger durumlarda.

olur (Campbell and Campbell 2009).

3.5. hy(m) Fonksiyonu
n(k), 1<i<kigin fi(k) = 0ve fk(k) = 1 baglangi¢ sartlariyla tanimli

JARIED I A 3.1)

n—j’
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k —basamak Fibonacci dizisinin n. elemamdir. £*™ = £%)(mod m) olmak iizere bu

dizi m modiiliine gore indirgenirse tekrar eden

f(k) m) = (f;.(k,m)l f‘z(k‘m)l ot ) frl(k‘m)l oo )

dizisi elde edilir. Bu takdirde (fl("’m) flem f<’<'m)) =(0,0,0,--,1) olup bu dizi

icin tekrar eden bagintilar (1) deki ile aymidir (Lii and Wang 2007).

Teorem 3.5.1. f(k, m) periodik bir dizidir (Lii and Wang 2007).

Ispat:

Sy ={(ay,az,,a,) : 0< a; <m—1}
olsun. |S,| = m¥ olup sonludur. Yani

f(k m) _ f(k m) f(k m) _ f(k ,m)

u+1 v+1 u+k v+k

olacak sekilde u = 0 i¢in v = u sayis1 vardir. Tanimdan

(k) Z (k)
n+k n+]

yazilir. Boylece
k-1
K _ () (k)
f‘ fh+k :E:];+]

j=1

yazilir. Buradan
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f(k m) _ ﬁ;(k ,m) f(k m) _ f(k ,m) f(k m) _ p(km) ’ f(k,m) _ g(km)

- Jv-2 2 v-u+2’

f'l(klm) — (krm)

v—u+l

olur. Boylece f(k, m) periodik bir dizidir.

h,(m) ile f(k,m) nin en kii¢iik periodu gosterilir. f(k,m) nin periodu veya m
modiiliine gore k —basamak Fibonacci dizisinin Wall sayisi diye adlandirilir (Lii and

Wang 2007).
Ornek olarak,

s(3,3) =(0,0,1,1,2,1,1,1,0,2,0,2,1,0,0,1,1,2, )

dizisi ele alinirsa bu dizi k = 3 basamak i¢in her 13 terimde bir baslangic¢ terimleri ile

tekrar edip h;(3) = 13 olur.

Teorem 3.5.2. t , hi(p) = hi(p*) olacak sekilde en biiyiik pozitif tamsay1 olsun. Her
a >t i¢in hy(p%) = p* thy(p) olur. Ozellikle eger hy(p) = hi(p?) ise her a > 1
i¢in, hy (p%*) = p* 1hy(p) dir (Lii and Wang 2007).

Varsayim 3.5.1. Eger p >k bir asal say1 ise, hy (p)|(pk — pi) olacak sekilde
0 <i <k — 1 araliginda bir i sayis1 vardir (Lii and Wang 2007).

Yukaridaki varsayimi dogrulayan bazi Ornekler asagidaki tablolar yardimiyla

gosterilmistir (Deveci 2010).
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Cizelge 3.1. p > 5 olacak sekildeki p asal sayisi i¢in h3(p)| (p3 — p*) nin durumu

h;(p) Sonug

5 31 hs()| (0° — 1)
13 168 hs(0)| (0 — p?)
23 553 hs()| (0° — 1)
67 1519 hs(p)| 0 — 1)
107 1272 hs()| (0 — p)
179 32221 hs(p)| (p3 — 1)
241 29040 hs()| (0 — p)
317 100807 hs(p)| (3 — 1)
389 151711 hs(p)| (p3 — 1)
557 103416 h;(p)| (p® —p)
839 704761 hs(p)| (p3 — 1)
881 777043 hs(p)| (p3 — 1)
971 943813 hs(p)| (p3 — 1)
1033 1067088 hs ()| (p® — p)
1103 1217713 hs(p)| (p3 — 1)
1301 1693903 hs ()| (p® — p)
1447 2093808 hs()| (0> — p)
1759 3094080 hs(p)| (p* —p)
2851 8128200 hs ()| (p® — p)
3347 11205757 hs(p)| (p3 — 1)
4831 11669280 hs ()| (0° — p)
13367 7444862 hs(p)| (p* —p)
15791 10389820 h;(p)| (p® —p)
17207 17206 hs(p)| (p° — p?)
18047 1696324 h;(p)| (p® —p)
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Cizelge 3.2. p > 5 olacak sekildeki p asal sayisi i¢in hy(p)| (p* — p*) nin durumu

h,(p) Sonug
5 312 h()| (p* — 1)
11 120 ha ()| (0* — p?)
13 84 ha(0)| (0* — p?)
19 6858 ha()| (0* — p)
29 280 ha(0)| (0* — p?)
37 1368 ha ()| (0* — p?)
41 240 ha®)| (* - p?)
67 100254 ha ()| (0* — p)
83 1157520 ha@)| (@* - 1)
151 533216 h,(p)| (p* — 1)
211 9393930 h,(p)| (p* —p)
433 23248760 h,(®)| (p* — 1)
907 822648 hy()| (p* — p?)
1277 1630728 ha(p)| (p* — p?)
1579 623310 h,(D)| (p* — p?)
1973 1946364 ha(p)| (0* — p?)
2593 1680912 h,(D)| (p* — %)
2749 7557000 ha(p)| (0* — p?)
3079 4740120 ha()| (* - p?)
3331 369270 ha(p)| (0* — p?)
3581 3205890 hi(p)| (p* — p?)
3733 2322548 ha(p)| (0* — p?)
3823 3822 hy(p)| (0* — p®)
4019 8076180 hs(p)| (p® —p?)
4253 6029336 ha()| (0* — p?)




Cizelge 3.3. p > 5 olacak sekildeki p asal sayisi1 i¢in hs(p)| (p° — p*) nin durumu

32

p hs(p) Sonug
5 781 hs(@)| (° — 1)
7 2801 hs@)| (° — 1)
11 16105 hs(p)| (p° — 1)
19 13032 hs(P)| (p° — p)
31 190861 hs(p)| (p° — 1)
41 2896405 hs()| (p° — 1)
53 8042221 hs(p)| (p° — 1)
79 39449441 hs(p)| (p° — 1)
89 3690720 hs(@)| (p° — p)
163 176477940 hs(p)| (p° — p)
283 20022 hs@)| (@° — p*)
419 35112 hs@)| (p° = p*)
503 127263526 hs(p)| (p° — p?)
683 159305993 hs(@)| (p° — p?)
823 677328 hs(p)| (p° — p*)
1259 317016 hs(p)| (p° — p*)
1709 1460340 hs(@)] (p° — p3)
2287 50292 hs(p)| (p° — p*)
2549 6497400 hs(@)] (p° — p3)
2957 8743848 hs(@)] (p° — p3)
3163 3162 hs@)| (p° —p*)
3541 12538680 hs()| (° = p*)
3929 15437040 hs(@)| (p° — p3)
4159 17297280 hs@)| (° - p*)
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde Padovan, Fibonacci—Padovan ve k-basamak padovan dizileri ile ilgili elde
edilen galismalara yer verildi. 4.1 ve 4.2 basliklar1 altinda Padovan dizisi ile ilgili bazi
tanim ve teoremler verildi. 4.3 ve 4.4 bagliklar1 altinda Padovan orbiti tanimlanarak bazi
Polyhedral ve Binary Polyhedral grublarinin Padovan uzunluklar: elde edildi. 4.5 ve 4.6
bagliklar1 altinda Fibonacci- Padovan dizisi ve bir m-modiiliine gére Fibonacci-Padovan
dizisi ele alindi. Ayrica 2 < j < 5 olacak igin j-gerenli sonlu gruplar i¢in Fibonacci-
Padovan orbitleri tanimlandi. Son olarak 4.7 ve 4.8 basliklar1 altinda da k-basamak
Padovan dizisi ve sonlu gruplarda k-basmak Padovan dizisi tanimlandi. Ayrica n > 4
icin SD,n = (a,b:a®" " = b% = e, bab = a®" 1) grubunun 2-basamak Padovan ve

3- basamak Padovan uzunluklar1 elde edildi.

4.1. Padovan Dizileri

Tanim 4.1.1. P(0) = P(1) = P(2) = 1 baslangi¢ degerleri olmak iizere, Padovan

dizisi,
Pn)=P(n—2)+P(n—-3)n=3 4.1)

seklinde tanimlanir.

P(n) nin ilk birkag terimi;

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16,21,28,37,49,65,86,114,151,220,265, ...

seklindedir.
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Padovan sayilar1 ve

seklindeki bir Q matrisi ile arasindaki iliski asagidaki teoremde verilmistir.

P(n—1) P(n+1) P(n)
Teorem4.1.1. Q" =| P(n) P(n+2) P(n+1)|,n = 3olur (Sokhuma 2013).
P(n+1) Pn+3) P(n+2)

Ispat: n = 3 icin

e =0 0 1 0 1 1|=[(PB) P(»B) PH
1 1 0 1 1 1 P(4) P(6) P(5)

[P3-1) P(3+1) PR
=| P(3) P(B+2) PB+1)
P(3+1) P(B3+3) P(3B+2)

0 1 or [1 1 0] P(2) P4) P@3)

seklinde olup esitlik dogrudur. Simdi n = k i¢in dogru oldugunu kabul edelim. Yani

P(k—1) P(k+1) P(k)
ok=| P(k) Pk+2) P(k+1)
Pk+1) P(k+3) P(k+2)

oldugunu kabul edip n = k + 1 i¢inde dogru oldugunu gosterelim. Bu durumda

P(k-=1) Pk+1) P(k)
Q1 =qQkQ = Pk Pk+2) Pk+1)
P(k+1) P(k+3) Pk+2)

0 1 0
0 0 1

1 10
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P(k) P(k—1)+ P(k) P(k+1)
P(k+1) Pk)+P(k+1) P(k+2)
P(k+2) P(k+1)+P(k+2) P(k+3)

P(k) Pk+2) P(k+1)
P(k+1) P(k+3) P(k+2)
P(k+2) P(k+4) P(k+3)

P((k+1)—-1) P((k+1+1)  Pk+1
P(k+1)  P((k+1D+2) P((k+1)+1)
P((k+1)+1) P((k+1+3) P((k+1)+2)

seklinde olup esitlik n =k + 1 icinde dogrudur. Boylece esitlik tim n > 3 icin

dogrudur.

Q matrisinin kuvvetleri,

P(n—1) P(n+1) P(n)
Q" =| P(n) P(n+2) Pn+1)|,n=3 4.2
P(n+1) Pn+3) P(n+2)

seklinde olur.

P(n) padovan sayilari n < 0 igin,

P(n)=P(n+3)—P(n+1)

seklindedir. Buna gore baz1 terimler

...4,-3,1,1,-2,2,-1,0,1,-1,1,0,0,1,0

olur.



36

Padovan dizisi ile ilgili bazi ozellikler asagida verilmigtir

(http://mathworld.wolfram.com)

Yh_oP(m)=Pn+5)—2

YroP2m)=P2n+3)—-1

Ym—oP(3m) =P@Bn+2)
n_PBm+1)=PBn+3)—1
n_P(Bm+2)=PBn+4)—1
n_oP(5m) =P(5n+1)
noP(m)??P(m+1)=Pm)P(n+ 1)P(n+2)
noPMPm+2)=Pn+2)P(n+3)—-1

O N o g bk~ w D PE

Yukarida verilen ozelliklerden 1., 4. ve 7. ozelliklerin ispatlar1 tiimevarim ydntemi
kullanilarak asagida verilmistir. Diger 06zelliklerin ispatlar1 da benzer yoOntemle

yapilabilir.

1. 6zelligin ispati: n = 1 i¢in
1
ZP(m)zP(O)+P(1) —2=4-2=P() -2
m=0

olup ifade dogrudur. Simdi n = k i¢in dogru oldugunu kabul edip n = k + 1 icinde

dogru oldugunu gosterelim. Yani

k
> P(m) = P(0) + P(1) + -+ P() =2 = Pk +5) - 2

m=0

olsun.n =k + 1 i¢in
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k+1

Z P(m) = P(0) + P(1) + -+ P(k) + P(k + 1)

m=0

k+1
Z P(m) = P(k +5) — 2+ P(k+ 1) (n = k icin dogru oldugundan)

m=0

k+1
Z P(m)=P(k+3)+P(k+2)+P(k+1)—2 (Padovan dizisi tanimindan)

m=0

k+1
Z P(m) = P(k+3)+ P(k+4) —2 (Padovan dizisi tanimindan)

m=0

k+1
Z P(m) = P(k + 6) — 2 (Padovan dizisi tanimindan)

m=0

seklinde olup ifade dogrudur. Boylece bu ifade tiim n € N i¢in dogrudur.
4. ozelligin ispati: n = 1 i¢in

1
PBm+1)=P(1)+P(4)=3=4—-1=P(6) -1

m=0

olup ifade dogrudur. Simdi n = k i¢in dogru oldugunu kabul edip n = k + 1 iginde

dogru oldugunu gosterelim. Yani

k
PBm+1)=P(1) +P@) ++PBk+1)=2=P3k+3)—1

m=0
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olsun.n =k + 1 igin

k+1
Z P(3m +1) = P(1) + P(4) + -+ P(3k + 1) + P(3k + 4)

m=0

k+1
Z P(3m+1) = P(3k +3) — 1+ P(3k +4) (n = k icin dogru olduundan)

m=0

k+1
Z P(3m+1) =Pk +6)—1 (Padovan dizisi tanimindan)

m=0

seklinde olup ifade dogrudur. Boylece bu ifade tiim n € N i¢in dogrudur.

7. 6zelligin ispati: n = 1 i¢in

Z P(m)?P(m+ 1) = P(0)?P(1) + P(1)?P(0) = 2 = P(1).P(2).P(3)

m=0

olup ifade dogrudur. Simdi n = k ig¢in dogru oldugunu kabul edip n =k + 1 iginde

dogru oldugunu gosterelim. Yani

k
z P(m)2P(m + 1) = P(0)2P(1) + P(1)2P(0) + - + P(k)?P(k + 1)

m=0

= P()P(k + 1)P(k + 2)

olsun.n = k + 1 i¢in
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k+1
Z P(m)2P(m + 1) = P(0)2P(1) + P(1)2P(0) + -+ P(k)2P(k + 1) +

P(k +1)*P(k +2)

k+1
Z P(m)*P(m+ 1) = P(k)P(k + 1)P(k + 2) + P(k + 1)*P(k + 2)

m=0

k+1
z P(m)2P(m + 1) = P(k + 1)P(k + 2)[P(k) + P(k + 1)]

m=0

k+1
z P(m)?P(m+ 1) = P(k + 1)P(k + 2)P(k + 3) (Padovan dizisi tanimindan)

m=0

seklinde olup ifade dogrudur. Boylece bu ifade tiim n € N i¢in dogrudur.
4.2. Bir m Modiiliine gore Padovan Dizileri

Bir m modiilii ile indirgenmis Padovan dizisi asagidaki sekilde tanimlanir:
{PM @)} = {P™(0), Pt (1), P™(2),..,P™(n),..}, P™ () = P(i)(modm)
Teorem 4.2.1. {P(m) (n)} dizisi basit periodiktir (Tas and Karaduman 2014).

Ispat: Padovan dizisinin tanimdan P(n — 2) = P(n) — P(n — 3) olarak yazilabilir.

Boylece eger,

P +2) = POM( 4+ 2), PM (i + 1) = PM( + 1) ve PV (i) = PUV())
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oluyorsa, 0 zaman P (i —j +2) = P (2),PM (i —j + 1) = PM(1) ve

P™ (i — j) = P™(0) olur ki {P™ (n)} dizisi basit periyodiktir.

kP (m) ile {P"™ (n)} dizisinin periodu gosterilir.

Ornek 4.2.1. {P®(m)}={1,1,1,2,2,0,1,2,1,0,0,1,0,1,1,1,...} olup kP(3) = 13

olur.

Teorem 4.2.1°ye bagli olarak asagidaki sonug verilir.

Sonu¢ 4.2.1. {P(m) (kP(m) — 7), P™ (kP(m) — 6), ..., P(™ (kP(m)), PM (kP(m) +
1), P™kP(m) +2)} ={1,m—-1,1,0,0,1,0,1,1,1 } dir.

Gergekten, kP(m) = r olsun. Bu durumda

PM@)=1=m+ 1mod(m),P™(r +1) =1=m+ 1mod(m),

P™M(r +2)=1=m+ 1mod(m)

olarak yazilir. Padovan dizisinin tanimindan asagidaki esitlikler bulunur.

PG +2)=P™E)+ PM(r—1) = P™M(F —1) =0 =mmod(m)

PG +1)=PM™Gr—-1)+PM™Er -2) = PMF—-2)=1=m+ lmod(m)

P =PM G —2) + PM(r—3) = PM(r—3)=0=mmod(m)
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P —1)=PM™G -3)+PMr —4) = PM(r —4)=0=mmod(m)

PM(r—2)=PM™ @G —4)+PM™ @ —5) = P™(r—5)=1=m+ Imod(m)

P —3)=PM G -5)+PMH —-6) = PM(r—6)=—-1=m-1mod(m)

PM(r—4)=PM™@GF —6)+P™7r—-7) = P™(Fr—7)=1=m+1mod(m)

Bu takdirde, {P"™ (kP(m) — 7),P™ (kP(m) — 6), ... , PT™ (kP(m)), P™ (kP(m) +
1), P™(kP(m) +2)} = {1,m —1,1,0,0,1,0,1,1,1 } olarak bulunur.

(Q)pe = {Q*(modp®)| i = 0} bir devirli grup olsun. [(Q)ye|, (@)« nin mertebesini
gostersin. Boylece (2) esitliginden kP(p%) = |(Q)pa| oldugu goriiliir. Gergekten

[(Q)pe| =m ve kP(p%) =n olsun. [(Q)pe| =m oldugundan
0 1 0\™ 1 0 0

<O 0 1) (modp%) = (0 1 O) yazilir. Bu takdirde
1 1 0 0 0 1

P(m) 0 1 0\™ P(0)
P(m+1) E(O 0 1) (modp*) | P(1)

P(m +2) 110 P(2)

yazilir. Bu durumda

P(m) = P(0)(modp?%)
P(m + 1) = P(1)(modp%)
P(m + 2) = P(2)(modp®)

olur. kP(p%) = n oldugundan n|m yazilir. Diger yandan kP (p%) = n oldugundan
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P(n) = P(0)(modp%)
P(n+1) = P(1)(modp?%)
P(n+2) = P(2)(modp?%)

olur. Bu takdirde

olur. |(Q)pa| = m oldugundan m|n elde edilir. Béylece m|n ve n|m olup n = m olur.

Yani kP(p®) = [(Q)pe| dir.

Teorem 4.2.2. p; ler farkli asal sayilar olmak iizere mzl_[lepiei, (t=1) ise

kP(m) = ekok[kP(p;*)] olur (Tas and Karaduman 2014).

ispat. “kP(pf "),{P(pf i) (n)} dizisinin periyodunun uzunlugudur.” ifadesinden
{P(piei)(n)} dizisinin sadece u-kP(p;*),(u € N) uzunlugundaki bloklardan sonra
tekrar ettigi anlasilir. “kP(m), {P(m) (n)} dizisinin periyodunun uzunlugudur.”
ifadesinden {P(pf i)(n)} dizisinin tim i degerleri i¢cin kP(m) den sonra tekrar ettigi

anlasilir. Boylece kP(m) tim i degerleri i¢in u - kP(pf i) ,(u € N) formundadir. O
zaman kP(m) = ekok[kP(p;")] olur.

43. (2,2,2),(n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) Polyhedral Gruplarin Padovan

Uzunluklar

Bu boliimde, (x,y) € G geren ¢ifti i¢in 2-gerenli bir G grubunun Padovan orbitini

tanimlayip, (x,y) geren gifti igin
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(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2),(2,2,n)

Polyhedral gruplarinin Padovan uzunluklari arastirildu.

Tamm 4.3.1. (x,y) € G i¢in P,,,,,(G) = {x;} Padovan orbiti

Xo =X, X1 =Y, X2 =Y, Xjy2 = Xj—1 "X, 121

seklinde tanimlanir (Tag and Karaduman 2014).

P, (G) padovan orbitinin periyodunun uzunlugu LP,, ,(G) ile gosterilir ve (x,y)

geren ¢iftine gore G nin Padovan uzunlugu seklinde adlandirilir.

Ornegin (2,2, 2) polyhedral grubunun Padovan uzunlugu 7 olur. Gergekten

Xo =X,X1 =Y, X2 =Y, X3 = XY, X4 = €,X5 = X,Xg = XY, X7 =X,Xg =Y, X9 =Y

olur. Buradan LP, ,,,((2,2,2)) = 7 olur.

Teorem 4.3.1. n > 2 igin (2, n, 2) polyhedral grubunun padovan uzunlugu

( 7
—-n, n = 0mod8,
4
7
LPx,y,y((Z; n, 2)) = 9 En, n = 4mod8,

7n, n = 2mods§,
\ 14n, diger durumlarda.

seklindedir (Tas and Karaduman 2014).
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Ispat. (x,y : x? = y™ = (xy)? = e) oldugundan |x| = 2,|y| = n ve |xy| = 2 yazlir.

Padovan orbiti,

X0 x9, 4%, xy3,y2x, 3,y 75, xy, y 2, xy®, xy 7, xy8, y 77, y2, -

seklinde yazilir. Buradan

— — — — — 2 — — 3
Xo =X,X1 =Y, X2 =Y, X3 = XY, Xg =Y", X5 = X, Xg = XY,

_ 2 3 — =5 _ =2 — 6 -1
X7 =YX, Xg =YY", X9 =Y ", X10 = XY, X911 =Y X912 = XY, X913 = XY 7,

a8 _ _ 49 _ — _ .8 w3
X14 = XY, X15 =Y 1 X16 =Y 1 X17 = XY, X183 = Y, X19 = Y X, X0 = XY,

13

_ 10 | - r =2 w14 1
X201 =Y X, X2 =Y X3 =Y T,Xo4 = XY, X5 =YV T,Xp6 = XY, X7 = XY 7,

17

— 16 _ .,—15 _ _ ) _ .16 — 3
Xog = XY ", X9 =Y T, X30 =Y ', X371 = XY, X32 =Y, X33 =Y X, X34 = XYT,

-21

_ .18 — 19 _ _ =2 22 -1
X35 =Y X, X36 =Y ,X37 =Y ",X3g = XY, X39 =Y T, X40 = XY, X471 = XY 7,

24 — =23 — 25 _ 2 — 24 i3
Xgp = XY™, X43 =Y "7, X44 =Y, X055 T XY, Xg46 =Y, Xg7 = YT X, X4g = XY,

— 1,26 — 1,27 — A,—29 — — A2 — 30 — -1
X49 =YX, X50 =Y ", X51 =Y yX52 = XY, X53 =Y ", X54 = XY~ ,X55 = XY 7,

-8

8 _ i+ — .8+l _ )
X141 = XY~ 5 X14:i+1 = Y 1 X14i42 =Y y X14.i43 = XY, X14.i44 = Y7

8 R
X14:i45 = Y X, X14.i46 = XY,

8 -5 _ _
y X14:i410 = XY, X14.i+11 =Y

— 8042 — 8043 _ -8
X14-i+7 = Y X, X14-i+8 = Y yX14.i49 = Y
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o 8it+6 a1
X14-i+12 = XY yX14-i+13 = XY 7,
elde edilir.

Boylece, en kiiciik u € N i¢in 8- i = u - n olacak sekilde bir i € N ye ihtiya¢ vardir.

Eger n = 0(mod8) ise iki durum s6z konusudur:

Birinci durum: eger 250(m0d8) ise 0 zaman izg olur. Bu durumda

LPx'y,y((Z, n, 2)) = %n olur.

ikinci durum: eger %E4(mod8) iss 0 zaman i=§ olur. Bu durumda

LP,,,((2,n,2)) = %n olur.
Eger n = 4(mod8) ise 0 zaman i = % olur. Bu durumda LB, ,,,((2,n,2)) = %n olur.

Eger n = 2(mod8) ya da n = 6(mod8) ise 0 zaman izg olur. Bu durumda

LP,,,((2,n,2)) = 7nolur.
Eger n tek 0 zaman i = n olur. Bu durumda LP,,,,((2,n,2)) = 14n olur.

Teorem 4.3.2. n > 2 i¢in G, (n, 2,2) ve (2,2,n) polyhedral gruplarindan herhangi biri

olsun. Boylece

7
En, n = 0mod4,
LPeyy(G) = 7n, n =2mod4,
14n, diger durumlarda.

olur (Tas and Karaduman 2014).
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Ispat: ilk olarak (n, 2, 2) polyhedral grubu ele alinirsa, Padovan orbiti,

2 -1 -1 2 -1 -2 .3 4
XYY, Xy, Y- =e6,X 5,XY, X Y, XY, X Y, X 5, X7, XY, X, XY, Y,

seklinde yazilir. Buradan

— — — — — — 1 —
Xog =X, X1 =Y, X3 =Y, X3 = XY, X4 =6,X5 =X ~,Xg = XY,

— -1 _ 2 — -1 _ =2 _ .3 _
X7 =X 7, Xg =Y, X9g =X"Y,X10 =X Y, X171 =X ", X120 = X", X13 = XY,

_ _ 4 _ — 25 _ 4 S _
X14 = X%, X15 = XY, X16 = Y, X17 = X7Y,X18 = X, X19 = X 7, X309 = XY,

-1 -4 2 — =5 _ =6 _ 7 _
X21 =X T,X2 =X Y, X3 = XY, X4 =X Y, Xp5 =X ,X36 = X',X27 = XY,

r _ .8 _d — 9 _ .8 — =9 _
X8 = X, X229 = XY, X30 =Y, X31 = XY, X33 = X",X33 =X 7,X34 = XY,

_ 1 _ .—8 ) — =9 _ .—10 — 11 _
X35 =X T,X36 =X "Y,X37 = X"Y,X33 =X "Y,X39 =X "7,Xy0 = X T,X41 = XY,

_ _ 12 _ _ 13 _ 12 _ .—13 _
X4 = X, X33 = X7V, X494 = Y, Xg5 = X777V, X946 = X7, X947 = X 77, X948 = XY,

— 1 — 12 — 42 — ,—13 — ,—14 — 15 —
X49 =X T, X50 =X Y, X571 = XY, X52 =X 7Y, X53 =X 7, X5q = X7, X55 = XY, 00

_ Al _ o Ai+l A
X140 = X%, X14i+1 = XY, X14i+2 = Y, X14.i+3 = X ViX14i+4 = X7,

—4.0—

_ 1 _
X14.i+5 = X yX14i+6 — XY,

4.i—-1

_ -1 A ) -’y
X14i47 = X 5 X14i+8 = X Y, X14i+9 = X7Y, X144i+10 = X Y

— —4i-2 — o Ai+3 _
X14i+11 = X yX14i+12 = X yX14i413 = XY, ",
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elde edilir.

(x,y:x" =y%2 =(xy)2=e),|x| =n,|y| =2 ve |xy| =2 olur. Bdylece en kiigiik
u € Nicin 4-i = u - n olacak sekilde bir i € N ye ihtiya¢ vardir.

Eger n = 0(mod4) ise 0 zaman i = %olur. Bu durumda LP,,,((n,2,2)) = %n olur.
Eger n = 2(mod4) ise 0 zaman i = %olur. Bu durumda LP,,,((n,2,2)) = 7n olur.

Eger n tek ise 0 zaman i = n olur. Bu durumda da LP, ,, ,((n,2,2)) = 14n olur.
Simdi (2, 2, n) polyhedral grubu ele alinirsa, bu durumda Padovan orbiti,
X9, 9, XY, €, Y%y, xy, yxy, y(xy)?, ¥, -
seklinde yazilir. Buradan
Xo =X, X1 =Y, X2 =Y, X3 = XY, X4 = €,X5 = YXY,Xe¢ = XY,
x; = yxy,xg = y(x¥)%,x9 = ¥, %10 = xy, %11 = (%)%, %12 = Yxy, %13 = X,
x12 = Y(xy)%, %15 = ¥, %16 = 0)*y, %17 = %)%, %15 = (x¥)*, X109 = yxY, X320 = XY,
Xo1 = (XY)%%, %52 = Y(x¥)%, %23 = (xy)3x, %24 = (xy)°, %25 = y(X¥)°%, X326 = Yy,
X27 = VX,

X8 = 3’(353’)7;3529 =V, X30 = )’(x)’)8'x31 = (yx)7,x32 = (x}’)s'x33 =YXy,
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X34 = XY,

X35 = (xy)°x,x36 = y(xy)%, %37 = (xy)7x, X35 = (xy)°, %39 = y(x¥)°y, %49 = yxy,
X41 = VX,

Xa2 = YY) x5 = ¥, x40 = y(x¥) 2, 045 = (v2)1, 046 = ()12, 247 = yxy,

X48 = XY,

X490 = ()%, x50 = y(x¥)%, x50 = ()M x, x5, = ()3, %53 = y(xy) PPy,

X54 = VXY, X55 =YX,

X145 = YOV X401 = Vo Xaaiaz = YOO X1ai43 = ()Y,
X144 = OV, X14.045 = VXY, X1a446 = XY,

X14547 = V)20, X1ai08 = YY) Xrairo = Y)*7IX X1gi4010 = (y) Y,
X411 = YOY)*IX, Xig 412 = VXY, Xiaia13 = VX,

elde edilir.

Diger taraftan, (x,y:x>=y2=(xy)"=e)|x|=2,|y|=2 ve |xy|=n olur.
Boylece, en kiigiik u € N i¢in 4 - i = u - n olacak sekilde bir i € N ye ihtiyag¢ vardir.

. _ . . 7
Eger n = 0(mod4) ise 0 zaman i = %olur. Bu durumda LP,,,((n,2,2)) = Znolur.

Eger n = 2(mod4) ise 0 zaman i = %olur. Bu durumda LP,,,((n,2,2)) = 7n olur.
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Eger n tek ise 0 zaman i = n olur. Bu durumda da LP, ,,,((n,2,2)) = 14n olur.

44. (2,2,2),(n,2,2),(2,n,2) ve (2,2,n) Binary Polyhedral Gruplarin Padovan

Uzunluklar:

Bu bolimde, (x,y) € G geren gifti igin 2-gerenli bir G grubunun, (x,y) geren ¢ifti i¢in

(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2),(2,2,n)

Binary Polyhedral gruplarinin Padovan uzunluklarini arastirildi.

Teorem 4.4.1. (2, 2,2) binary polyhedral grubunun padovan uzunlugu 14 olur (Tas and
Karaduman 2014).

Ispat: (x,y : x2 = y2 = (xy)?) olup |x| = |y| = |xy| = 4 olur. Padovan orbiti,

XY, 9,x7, V%%, xy3, x7 Ly, y,x3y, 72, %3, 1y, %, 9, 9, .

olur. Boylece LP,,,,,({2,2,2)) = 14 olur.

Teorem 4.4.2. n > 2 igin (2, n, 2) binary polyhedral grubunun Padovan uzunlugu

—n, n = 0mod4,

_ 2
LPyyy(G) = 7n, n =2mod4,
14n, diger durumlarda.

seklindedir (Tas and Karaduman 2014).

Ispat: (x,y : x2 = y™ = (xy)?) olup |x| = |xy| = 4 ve |y| = 2n olur. Padovan orbiti,
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X, 9,9, %y, V% %, x93, v%x, x2y3, x2y 7%, x3y,y 72, xyb, x3y 7L, xy8,y77, 52, ..

seklinde olur. Buna gore

— — — — — 2,2 — — 3
Xo =X%X1 =Y, X2 =Y, X3 = XY, X4 =YY", X5 = X, Xg = XY,

) w243 o _ 2.-5 _ .3 =2 a6 _ 3.1
X7 =YX, Xg =X"Y ", Xg =X"Y T, X0 =X Y, X11 =Y " X2 = XY, X133 =X"Y 7,

a8 - — .9 _ 2 _ .8 w3
X14 = XY, X15 =Y X6 =Y X917 = XY, X183 = Y, X19 = Y X, X0 = XY,

— 10 211 2,13 .3 ) — 14
Xo1 =Y X, X2 = XY T, X3 = XTY T, X4 = XY, X5 =Y T,Xp6 = XY,

16 -15

_ 17 _ 2 _ .16 — a3
yX29 =Y T, X30 =Y ,X31 = XY, X32 = Y",X33 =Y X, X34 = XY

_ .18 — 2,19 — 2.-21 _ .3 =2 22
X35 =Y X, X36 = XY T, X37 = XY "7,X38 = XY, X39 =Y ",X40 = XY,

24

— =23 — 25 _ ) 24 — 3
1 X43 =Y TTX44 = YT, X85 = XY, X046 =Y, X47 = YT X, Xyg = XY

— 26 2,27 — 2.,-29 _ .3 =2 — 230
X49 =YX, X50 = X"V, X510 = XY ", X52 = XY, X53 =Y ", X54 = XY™,

— a8 R _ 8041 _ 2
X144 = XY 7, X144541 = Y yX14i42 = Y yX14i43 = XY, X14i+4 =Y,

— .8 3
X14.i+5 = Y X X14i+6 = XY,
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— ., 8.0+2 — 2.,8.0+3 — 2.,—8i-5 — .3
X14i+7 =Y X, X14i48 = X7y yX14i49 = X7Y yX14i410 = XY,
=2 — n 8046 — 3.-1
X14.i+11 = Y T X14i4+12 = XY yX14i413 = X7Y 7,000,
elde edilir.

Boylece, en kiigiik v € N i¢in 8- i = v - 2 - n olacak sekilde bir i € N ye ihtiya¢ vardir.

Eger n = 0(mod4) ise iki durum s6z konusudur:

Birinci durum: efer n = 0(mod8) ise o zaman i=% olur. Bu durumda

LP,yy((2,m,2)) = Znolur.

ikinci durum: eger n % 0(mod8) ise o zaman i=% olur. Bu durumda

LP,,,({(2,1,2)) = %n olur.
Eger n = 2(mod4) ise 0 zaman i = % olur. Bu durumda LB, ,, ,({2,n,2)) = 7n olur,

Eger ntek 0 zaman i = n olur. Bu durumda LP, ,,,,({2,n,2)) = 14n olur.

Teorem 4.4.3. G,, n> 2 igin (n,2,2) ve (2,2,n) binary polyhedral gruplarindan

herhangi biri olsun. Bu durumda

7n, niftise,

LPx.y,y(Gn) - {14n, n tek ise.

olur (Tas and Karaduman 2014).

Ispat: Ilk olarak (n, 2, 2) binary polyhedral grubu ele alinirsa,
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(x,y : x™ = y2 = (xy)?) olup |x| = 2n, |y| = 4 ve |xy| = 4 olur. Buna gére:

— — — — — 2,2 — A 241 — 3
Xo =X%,X1 =Y, X2 =Y, X3 = XY, X4 =YY", X5 =YX ",Xg =XY7,

— -1 _ — 2.3 — -1 =2 — 3 _
X7 =X 7,Xg =Y, Xg =X"Y", X190 =X Y, X171 =X ",X12 = X7, X13 = XY,

_ 4 _ — .5 A2 — 2.—5 — w3
X14 = X, X15 = XY, X16 = Y, X17 = X7Y, X1 = X Y, X19 =YX T,Xp0 = XY,

-1 -4 _ 2.3 _ =5 _ =6 T e
X21 =X T,X2 =X Y, X3 = XY, X4 =X Y, Xp5 =X T,Xp6 = X', X7 = XY,

_ _ .8 _ — .9 _ 8.2  2..-9 w3
X2 = X, X329 = XY, X30 = Y, X317 =X Y, X3 = X"Y",X33 =YX 7,X34 = XY",

_ -1 _ -8 _ 2.3 — =9 _ »—10 — 11 _
X35 =X T,X36 =X "Y,X37 = XY ,X33 =X "Y,X39 =X ",Xy0 =X 7,X41 = XY,

1

il _ 12 r _ 13 _ 12,2 — .,2..-13 w3
Xa2 = X, X43 = X7V, Xg4 = Yy X45 = X77Y, X406 = X7V, Xg7 =YX 7T, Xy = XYT,

— 1 — =12 — 24,3 — ~—13 — ~—14 — 15 —
X49 =X 7,X50 = X YV, Xg1 = X"y, X520 = X YV, Xs3 =X yX54 = X7, X55 = XY,

_ Al _ o Ai+l A2
X140 = X%, X14i+1 = XY, X14i+2 = Y, X14.i+3 = X ViX14i+4 = X7°Y5,

2,41

_ -1 — a3
X14i+5 =YX yX14i+6 — XY,

-1 'y, _ 2.3 — —4i-1
X14.i+7 = X T, X14.i+8 = X TV, X144+49 = XY, X14i+10 = X Y

— —4i-2 — L Ai+3 _
X14i+11 = X yX14i+12 = X yX14i413 = XY, ",

elde edilir. Boylece, en kiicik v € N i¢in 4-i = v- 2 - n olacak sekilde bir i € N ye
ithtiyag vardir.
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Eger n = 0(mod4) ise 0 zaman i = % olur. Bu durumda LP,,,,({n,2,2)) = 7n olur.

Eger n = 2(mod4) ise 0 zaman i = golur. Bu durumda LP,, ,({n,2,2)) = 7n olur.

Eger n tek ise 0 zaman i = n olur. Bu durumdada LP,,,({n,2,2)) = 14n olur.
Ikinci olarak (2,2, n) binary polyhedral grubu ele alinirsa,
(x,y : x2 = y? = (xy)™) olup |x| = 4, |y| = 4 ve |xy| = 2n olur. Buna gére:
Eger n = 0(mod4) ise LP, ,,,,({2,2,n)) = 7n olur.
Eger n = 2(mod4) ise LP, ,,,,({2,2,n)) = 7n olur.
Eger ntek ise LP, ,,,,({2,2,n)) = 14n olur.
4.5. Fibonacci-Padovan Dizisi
Tamim 4.5.1. {a,,} Fibonacci-Padovan dizisin = 5vea, =1,a; = 1,a, = 3,a; = 3,
a, = 7 baslangic degerleri i¢in
ap = 0p_1+2ay,_,—20a,_3+a,_s 4.3)
seklinde tanimlanir (Gogin and Myllari 2007).

Kalman, bu dizilerin, k dan onceki terimlerin lineer bir kombinasyonu olarak
tekrarlanan bir dizinin 6zel durumlart oldugunu belirtmistir. Yani cg, ¢y, -, cx_1 reel

sabitler olmak tizere
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Ant+k = CoQp + C1Ap4q + "+ Cp—1Apig—1

Kalman, asagida verilen matris metoduyla genellestirilmis diziler igin

seklinde bir formiil elde etmistir.

A= ':aii]kxk yr

olmak {izere tiimevarim yontemi ile

oldugunu gostermistir.

an

Apy1

An+k-1

ap=(1 0 00 0)1xx(AMkxk 0

1 kx1

“ kXk

4.6. Bir m Modiiliine Gore Fibonacci-Padovan Dizisi

(4.3) ve (4.5) esitliklerinden Fibonacci-Padovan dizisi i¢in

In+1 =0.9n + Gnt1 + 0. 9542+ 0. 943+ 0.gp 4y

(4.4)

(4.5)
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In+2 =0.9n +0.9n41+ Ggnt2 + 0. 9n43+ 0. gp 44

In+3 = 0.9 +0.9n41+0.gn42 + Gnss +0.gn4s

In+a = 0.9 +0.9n41+0.9n42 + 0.gn43 + Gnssa

In+s = 9n +0.9n41 — 2. 9ns2 + 2. gnys + Gnsa

olup,

[gn+1'| [0
|9n+2]| |0
lgn+z| =10

lgn+4J 0
In+s ll

esitligi yazilir. Buradan

M =

matrisi yazilir. n = 0 igin

1 In
|[1]| In+1
M™ 3| = |9n+2
l3J In+3
7 In+4
seklinde yazilir.

S o OO
S O - O
N O R OO

N

[mif]sxs - [8

0]|'gn
0||9n+1|
0|gn+2
1|[gn+3J
1J In+a

[O 1 0 O O]

0O 0 1 O 0|

0O 0 1 O

0 0 0 1J

1 0-2 2 1

Bir m modiiliine gore indirgenen Fibonacci-Padovan dizisi,



56

{gn(m)} = {go(m), g1(m), g,(m), -+, g;(m), -}, g;(m) = g;(mod m)

seklinde tanimlanir.

Teorem 4.6.1. {g,,(m)} dizisi basit periodik bir dizidir (Tas, Deveci and Karaduman
2014).

Ispat: Herhangi bir j > 0 icin

gira(m) = g(m), giz3(M) = gj43(M), giv2(M) = gj12(M), gix1 (M) = gji1 (M),

gi(m) = g;(m)

olacak sekilde i > j vardir. Fibonacci-Padovan dizisinin tanimindan

In+s = Gn+a + 29043 — 29n+2 + 9n

yazilir. Yani

In = In+s — In+a — 29n+3 + 29n42

olur. Buradan,

gi-1(m) = gj_1(m), gi_,(m) = g;j_,(M), -+, gi—j+1 (M) = g:(m), g;—j(m) = go(m)

olup {g,,(m)} dizisi basit periodik bir dizidir.

L(m) ile {g,,(m)} dizisinin en kiigiik periodunu gosterelim.
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Ornek 4.6.1.

{9.(2)}={1,1,1,1,1,0,1,0,1,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,1,1, 1,1, -+, }

olup I1(2) = 21 dir.

p, asal bir say1 olmak iizere (M),u = {M'(mod p*):i > 0} devirli bir grup ve |(M),u|

ile (M),u grubunun mertebesini gosterelim.

(4.6) esitliginden

(™) = [(M)p]

oldugu goriiliir. Gergekten |(M )pu| =m ve [(p*) = n olsun. |(M )pul = m oldugundan

0 1 00 O]m 1 0 0 0 0

|0 0 1 0 O0f |0 1 0 0 O]

lo 0 0 1 ol (modp®=l0 0 1 0 0]lyazilir. Butakdirde

[0 0 0 0 1 [O 0 0 1 0

1 0-2 2 1 0 0 0 0 1
gn 1 [0 1 0 0 O]m (907
|gm+i| [0 0 1 0 0| 191 |
Im+2|=|0 0 0 1 0| (modp™)|92
[9m+3‘ [0 0 0 0 1 [gsj
Im+4 1 0—-2 2 1 9a

yazilir. Bu durumda

9m = go(modp™)
Im+1 = g1(modp*)
Im+2 = g2(modp*)
Im+3 = gz(modp™)
Im+a = ga(modp*)
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olur. I(p*) = n oldugundan n|m yazilir. Diger yandan [(p*) = n oldugundan

In = go(modp™)
In+1 = g1(modp")
In+2 = go(modp™)
In+3 = gs(modp™)
In+a = ga(modp™)

olur. Bu takdirde

[O 1 0 0 O]n [1 0 0 O 0]
lo 0 1 0 of lo 1. 0 0 o]
lo 0 0 1 ol (moap®»=l0 0 1 0 0|
lo 0 0 0 1J lo 0 0 1 oJ
1 0-2 2 1 00 0 0 1

olur. |(M)pu| = m oldugundan m|n elde edilir. Bdylece m|n ve n|m olup n = m olur.

Yani, [(p*) = |[(M),u| dur.

Teorem 4.6.2. Eger p; ler farkl asallar olmak iizere m = []}_, piei ise

l(m) = okek [l(piei)]

olur (Tas, Deveci and Karaduman 2014).

ispat: I(p/"),{gn(p/")} dizisinin period uzunlugu olup {g,(p;")} dizisi sadece
u.l(p;.‘3 ©), (u € N) uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar eder. ((m) de {g,(m)}
dizisinin period uzunlugu oldugundan {g,(p;")} dizisi tim i degerleri i¢in I(m)
uzunlugundaki bloklardan sonra tekrar eder. Boylece [(m), tiim i degerleri i¢in u. l(pl.e i)

seklindedir.

Sonug olarak,
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l(m) = okek [l(pl.e")]

olur.

G,j —gerenli sonlu bir grup ve X,G X G X -+ X G nin bir alt grubu olsun. 2 <j <5

j tane

olacak sekilde j —gerenleri icin sonlu gruplarin Fibonacci-Padovan orbitleri asagidaki

gibi tanimlanir.

Tamim 4.6.1. (Tas, Deveci and Karaduman 2014)

i. G, 2-gerenli bir grup olsun. (xo,x;) € X geren cifti i¢cin FP(G),, ., Fibonacci-

Padovan orbiti, n = 5 i¢in

by = X, by = x4, by = (bg)?by, b3 = (by)%(b;1)?by, by = (by)~%(b,)?b3

olmak lzere

by, = (bp_s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bp-1)

olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

ii. G, 3-gerenli bir grup olsun. (xo,x;,x;) € X geren igliisii icin FP(G)yxyx, x,

Fibonacci-Padovan orbiti, n > 5 i¢in

by = X0, by = X1, by = x5, b3 = (by)~2(b1)*by, by = (b1)72(b;)*b3

olmak tizere
bn = (bn—s)(bn—S)_Z(bn—Z)z(bn—l)

olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.
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iii. G, 4-gerenli bir grup olsun. (xo,xy, X5, x3) € X geren dortliisii i¢in FP(G)x, x, x, x5

Fibonacci-Padovan orbiti, n > 5 igin
by = Xo, by = X1,b; = X3,b3 = x3,b, = (by)7?(b;)?b3

olmak lizere

by, = (bp_s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bp-1)

olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

iv. G, b5-gerenli bir grup olsun. (xg,x1,%5,%3,%,) €X geren beslisi igin

FP(G)yx,x, x,xsx, FiDONacci-Padovan orbiti, n = 5 icin

bO = xO,bl = xl,bz = xz,b3 == x3,b4, = X4

olmak tizere
bn = (bn—s) (bn—B) —2 (bn—z)z (bn—l)

olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

Teorem 4.6.3. 2 < j <5 gerenli, sonlu bir grubun basit periodik Fibonacci-Padovan

orbiti vardir (Tas, Deveci and Karaduman 2014).

Ispat: G dort gerenli sonlu bir grup ve (xo, X1, X, X3), G nin bir geren dortliisii olsun.
Eger G nin meretebesi n ise 0 zaman G nin n® tane 5-li elemanlar1 vardir. Bdylece
(%9, X1, X2, x3) geren dortliisii i¢in bu S-lilerin en az biri G nin Fibonacci-Padovan
orbitinde iki kez goriiniir. Yani Fibonacci-Padovan orbiti periodiktir. (xq, x4, X2, x3)

geren dortliisii icin Fibonacci-Padovan orbiti periodik oldugundan
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br+1 = bs41,Dri2 = bsi2,++, brys = Dgys

olacak sekilde r > s i¢in r ve s pozitif tam sayilar1 vardir. Fibonacci-Padovan orbitinin

tanimindan
br = (br+5) (br+4)_1 (br+3) 2 (br+2)2

ve

bs = (bsi5)(bssa) ™ (bsr3) 7 (bsy2)?
yazilir. Boylece, b, = by dir ve
by_s = bs_s = by = Xo, by_541 = bs_s41 = by = x3,
br_s42 = bs—s42 = by = X3,by_543 = bs_g43 = b3 = X3
olur. Boylece, FP(G)y, x, x,x, FibONacci-Padovan orbiti basit periodiktir.

2-gerenli gruplar, 3-gerenli gruplar ve 5-gerenli gruplar iginde ispatlar iistteki ispata

benzerdir.

FP(G)xO,...,x]., 1 < j < 4 Fibonacci-Padovan orbitlerinin periodlarini LFP(G)xO,...,xj ile

gosterecegiz.

Tamm 4.6.2. G sonlu bir grup olsun. Eger G nin herbir eleman:1 dizide goriinecek
sekilde G nin Fibonacci-Padovan orbiti varsa G ye Fibonacci-Padovan dizilenebilirdir

denir (Tas, Deveci and Karaduman 2014).

Ornek 4.6.2. Qg grubu Fibonacci-Padovan dizilenebilir oldugunu gosterelim.
FP(Qg),,, Fibonacci-Padovan orbiti
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3 43 4,3 4,3 3 4,3 3 4,3 2 2 .3 4,3 2 3
XYY Y5 Y5,X7Y,X0,X7Y, XXy, e,X7,Yy, Xy, X0, X7, X7, X7y, X7, e,6,X7,¥,Y,

3 3 3 2 3 2 3 4,3 4,3 43
WY,XTY, X7, XY, X, X7y, X%, X, Yy, Xy, 6, X%, X, Xy, €,€,e,X,¥,y, Yy, Y, X"Y, ",

seklinde yazilir. Qg grubunun her bir eleman1 FP(Qg),, Fibonacci-Padovan orbitinde

goriildiigiinden Qg grubu Fibonacci-Padovan dizilenebilirdir.

Teorem 4.6.4. LFP(Qg)xy = LFP(Qg)y =42 olur (Tas, Deveci and Karaduman
2014)

Ispat: Qg quaternion grubunun takdiminden ve 2-gerenli gruplar igin Fibonacci-

Padovan orbitinin tanimindan

by = X, by = x4, by = (bg)?by, b3 = (by)"%(by1)?by, by = (by)~*(b;)?b3

by, = (bp_s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bp-1)

FP(Qg),, Fibonacci-Padovan orbiti

bo =v,b; = x,b, = x3,b3 = x3,b, = x3,bs = yx3,bg = y53,

b; = xy,bg =y, by = x3y, bio = e,by; = y3,b12 = x3,b13 =yx,

by = yz,bls = yz'b16 = yg,b17 = xy,big = yz'b19 =e,byy =,

by, = y3,b22 = X,by3 = X,by4 = X,by5 = X, by = y3x,b27 = y3;

byg = xy3,b29 =y,b3p = xy,b31 = yz'b32 =y,b33 = x3,b34 = yX,
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bss = e,b3g = ¥%, b3y = y,bsg = x%y,b3g = €,bsg = €,by; = ¢,
bz =Y,baz = X,bsq = X7, bys = X°,byg = X°,by7 = yx°, -+,
seklinde yazilir. Buna gore LFP(Qg),,, = 42 olur.
Diger taraftan FP(Qg), , Fibonacci-Padovan orbiti

by = x,b; =y, b, = y% b3 = y°,by = y°,bs = x°y,bg = x°,

b; = yx,bg = x,bg = yx*,byg = e,byy = x°,by; = y3,byz = xy,
biy = x%,bys = x%,b1g = x%,b1; = yx,b1g = x%,b1g = e,y = ¢,
b1 = X3, by2 = ¥,bp3 = ¥,bp4 = ¥,bp5 = ¥, b6 = x°y,bp7 = X7,
byg = yx°,by9 = X, b3g = yx, b3y = x%, b3y = x,b33 = y°, b3y = xy,
bss = e,b3s = x%,by; = x,b3g = yx°,b3o = €,byy = €,by; = e,
by = X,baz = Y,baq = %, bys = Y%, bag = ¥°, bsy = 2%y, -,

seklinde yazilir. Boylece LFP(Qg)y, = 42 olur.

Tamim 4.6.3. k- basamak Padovan dizisi, P(0) = P(1) = --- = P(k) = 1ve n = 0 i¢in

k-1
Pn+k+1)= P(n+1i)
%
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seklinde tanimlanir. Burada

Ornek 4.6.3. 2- basamak Padovan dizisi, 3-basamak Padovan dizisi ve 5- basamak

Padovan dizisi sirasiyla asagidaki gibidir.

P(n + 3) =ZP(n+i) = P() + P(n+ 1)

2
P(n+4)=ZP(n+i)=P(n)+P(n+1)+P(n+2)

=0

P(n+6)=ZP(n+i)=P(n)+P(n+1)+P(n+2)+P(n+3)+P(n+4)
i=0

Bu dizilerin birkag terimi;
1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12,16, 21, 28,37,49, 65, 86,114, ...,
1,1,1,1,3,3,5,7,11,15,23,33,49,71,105,153, 225 ..,,
1,1,1,1,1,1,5,5,9,13,21,33,53,81,129, ...,
gibidir.
4.7. Sonlu Gruplarda k- Basamak Padovan Dizisi
Bu boliimde sonlu gruplarda k- basmak Padovan dizisi tanimlanarak, n > 4 i¢in

SD,n = {a,b:a?" ' =b? = e, bab = a®" "~1) grubunun 2-basamak ve 3- basamak

Padovan uzunluklar: elde edildi.
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Tamm 4.7.1. Sonlu grupta k- basamak Padovan dizisi xq,xq, ", %; Ve Xj = Xj_4

baslangi¢ elemanlari i¢in

_{xoxl---xn_z ; j+1<n<k+1
- Xn—k—1Xn—k " Xn—2 n=>k+2

olarak tanimlanir.

-1

Teorem 4.7.1. i. n > 4 i¢in SD,n = (a,b:a?" = b% = e,bab = a®" 1) grubunun

2-basamak padovan uzunlugu
LP, ,(SDyn) = 7.2072
dir.

ii. n>4 icin SD,n = (a b:a®" =b%=e bab=a? 1) grubunun 3-basamak

padovan uzunlugu

LP, ,(SD,n) = 14
dir.
ispat. i. n>4 i¢in SDy = (a b:a®" =b%=ebab=a®"""1) oldugundan
la] = 2"7L,|b| = 2 yazilir. Simdi n =4 i¢in SD,+ = {a,b:a® = b? = e,bab = a3)
olup

Xo =a,x, =b,x, =b,x3 =ab,x, = e,xs = a3,xs = ab,x, = a3,xg = a*b,

_ 2 7 _ 2 7 _ 5 _ _ 4
X9 = ab,x19p =a’b,x;1 = a°, x5, =a’,X13 =a’bh, x4, = a,x15 = a°b,
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_ _ 5 _ 4 _ 7 _ _ 3 _ _ 2
X16 = b,x17 = a’b,x1g3 = a*,X19 = a’, X990 = ab,Xxy; = a°, Xy, = b, x,3 = a*b,

— 3 — 6 — A3 — 45 — 49 — — 81 —
Xo4 = a°b, X35 = a°, X3 = A°,X97 = a°b, X3 = a° = a,Xy9 =a°b = b,

X30 = a8b = b,"',

elde edilir. Buna gore, dizi x,5 = a,x,9 = b, x50 = b clemanlarindan sonra tekrar edip

LP,,(SD,s) = 28 = 7.22 olur.

n > 4 igin SD,yn = (a, b: a2 = b2 = ¢, bab = a?" ") olmak iizere

n—2_
Xo=a,x, =b,x, =b,x3 =ab,x, =e,xs =a* ~1,x, = ab,
n—-2_ n—-2 _ n—-2_ n—-2
x; =a? "Lxg=a? "b,xg=a’b,x;g=a"tbh,x;; =a® T%x;, =a* "3,
n-2
X13 = a2 +1b,

n-2_g

— — 44 — — 5 — 4 — 2 —
X14 = Q,X15 = a"b, X146 = b,x17 = a’°bh,x13 = a*, X9 = a ,X20 = ab,

2‘".—2_

n-2
X1 = a 2

1 _ -4 _ 2 _ -5 _ 2" 2_¢ _ 27247
,Xoo = @ b,x;3 = a*b,x,4 = a"°b,x;5 = a , X6 = Q ,

— 2" %41
X7 = a* “tip,

n-2_

— — 8 — — 49 — 48 — ,2"72-9 _
Xog = @, Xp9 = a°b, X390 = b,X31 = a’°b,x3, = a®,x33 =a , X34 = ab,

211.—2_

n-2 n—-2_
X35 = a 1, x36 = a? 10

_Bb, X37 = azb, X3g = a_gb, X39 = az )

—_ 2™"2411 _ 224
X40 = Q , X4 = Q b,
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n-2

— — 12 — — 13 — 12 — 2 13 —
X420 = A, X33 = A D, X4 =D, X45 =0 °b, X4 =0, X47 =0 ,X4g = ab,

271.—2_

n—-2
X4 =a 2

_ 2" 214

1 — -12 — 42 — ,—13
»X50 = A b, x5y = a®bh, x5, =a” b, x53 =a )

22415 2”‘2+1b
) )

Xgg = QA Xgg = A

n-2_

— — 16 — — 17 — 16 — 2 17 —
Xsg = A, Xs7 = A °b,Xsg = b, Xs9g = 'b,Xg0 = °,Xg1 = Q ,Xg2 = ab,

271.—2_

n-2
x63 =a 2

2n—2_138

1 _ -16 — — ,-17 —
,Xga = @ b,x¢s = a°b,x¢6 =a”'b,xg7 = a ,

22419 2”—2+1b
) ) )

x68=a x69=a

elde edilir. Bu durumda i € N i¢in

_ — 4 _ — o 4i+1 4
X14i = A, X14541 = Q7D Xq4542 = b, X14543 = Q b, x14i+4 = a™,

—_ 2172 (4i+1 _
X14j+45 = 4 ( ):x14-.i+6 = ab,

_ 22 _ 2" 24 _ 2 —_ —(4.i+1)
X144+7 = A yX14i+8 — A b,X14i4+9 = A°b,X141410 = Q b,
— 2N 2_(4i42 —_ 224 (401 _ 207241

X14i+11 = Q ( ):x14.i+12 =a ( );x14.i+13 =a b,

yazilir.

Burada 4.i = 2" 1icini = 2™ 3 olup

- — 21 — — 42" 14
X14,(2n73) = A, Xq4 (on-3)41 = @ b'x14.(2”—3)+2 = b'x14.(2”—3)+3 =a b,
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n—-1 2n—2_(2n—1

— 2 _ +1 _
X142 3)44 = A7, X14 (2" 3)45 = 4 )'x14.(2n_3)+6 = ab,

211—2

— -1 — 2"22nt
X14.(2n3)47 = A ) X14.(2n3)+8 = @

b, X14 (20-3)49 = a’b,

— o—(2"th1 — 2" 2-(2" 142
X14.(2n"3)410 = @ ( )b, X14,(2n=3)411 = @ ( )

2n—2+(2n—1_ 7’1—2+1b .
) )

— 1 — 2
X14,(2"3)412 = @ ),X14_(2n—3)+13 =a

elde edilir. Sonug olarak bu dizi
X7 (2n-2) = @ X7 (an=2)41 = D, X7 (an-2)4, = D

elemanlarindan sonra tekrar edip

LP,,(SDyn) = 7.272

olarak elde edilir.
-1

ii.n > 4icin SD,n = (a,b:a®" = b% =e bab = a®" ") oldugundan,

la] = 2"7L,|b| = 2 yazilir. Simdi n =4 i¢in SD,+ = (a,b:a® = b% = e, bab = a3)

olup
_ _ _ _ _ _ _ 4 _ 7 _ 6
Xo=a,X; =b,x, =b,x3 =ab,x, =a,xgs =ab,xs, =a*,x;, =a’,xg = a®bh,
= a’b =ab = g3 =a’b = = =albh=bh
X9 =a"b, X9 = ab,x11 = A°,X12 =A°D,X13 = €,X14 = A, X5 = A D =D,

X6 =a®bh =b,-,
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elde edilir. Bu takdirde dizi x;, = a,x;5 = a®b = b,x; = a®b = b elemanlarindan

sonra tekrar edip LP, ,(SD,+) = 14 olur.

n >4 icin SDyn = (a,b:a®"" = b% = e,bab = a?" 1)

n-2
Xo =a,x, =b,x, =b,x3 =ab,x, = a,xs = ab,x;, = a? ~,

n—-2_ n-2
1,X12 = CLZ +1b, x13 =e,

— n-2

x; =a l,xg =a? "*?b,xq = a’bh,x,y = ab,x;; = a?
n—-1

Xia =a,x;s=a®> b=b,x;c=0a*> b=bh,

elde edilir. Bu takdirde dizi x4, = a, x5 = b, X34 = b clemanlarindan sonra tekrar edip

LP, ,(SDyn) = 14

olarak bulunur.
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5. SONUCLAR

Sonlu gruplarda Padovan, Fibonacci-Padovan ve k - basamak Padovan dizileri ile ilgili

elde ettigimiz sonuglar agsagida verilmistir.

(x,y) € G geren cifti i¢in 2-gerenli bir G grubunun Padovan orbitini tanimlayip, (x,y)

geren ¢ifti i¢in

(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2),(2,2,n)

Polyhedral gruplarinin
LP.y,((2,2,2)) =7,
I{ Zn, n = 0mod8,
7 _
LP,,,((2,n,2) = “n, n=4mod8, ;o
7n, n = 2mod8,
14n, diger durumlarda.
7
En, n = 0mod4,
LP.,,(G) = Tn n=2mods, n>2 G=Mm22)yadaCG = (2,2,n)

14n, diger durumlarda.

olacak sekilde Padovan uzunluklarini elde edildi.

(x,y) € G geren gifti igin 2-gerenli bir G grubunun, (x,y) geren ¢ifti igin

(2,2,2),(n,2,2),(2,n,2),(2,2,n)

Binary Polyhedral gruplarinin
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LP,,,((2,2,2)) = 14

7

En, n = 0mod4,
LPryy(2,m,2)) = 7n, n = 2mod4 , n>2
14n, diger durumlarda.

7n, niftise

14n, ntekise’ " >2, G=(Mn22)yadaG =(2,2,n)

LPx,y,y(Gn) = {

seklinde Padovan uzunluklar elde edildi.

G,j —gerenli sonlu bir grup ve X,G X G X -~ X G nin bir alt grubu olsun. 2 <j <5

j tane
olacak sekilde j —gerenleri igin sonlu gruplarin Fibonacci-Padovan orbitleri asagidaki

gibi tanimladi.

i. G, 2-gerenli bir grup olsun. (xo,x;) € X geren cifti i¢cin FP(G),, ., Fibonacci-

Padovan orbiti n > 5 i¢in

by = X, by = x4, by = (bg)?by, b3 = (by)%(b;1)?by, by = (by)~%(b;)?b3
olmak tizere

b, = (bp-s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bn-1)
olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

ii. G, 3-gerenli bir grup olsun. (xo,x1,%;) € X geren fgliisii i¢in FP(G)xyx, x,

Fibonacci-Padovan orbiti n > 5 i¢in

by = x9,b; = x1,by = x3,b3 = (bo)_z(b1)2b2;b4 = (b1)_2(b2)2b3
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olmak tizere
bn = (bn—s) (bn—3) —2 (bn—z)z (bn—l)

olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

iii. G, 4-gerenli bir grup olsun. (xo, x1,x2,x3) € X geren dortliisii icin FP(G)y, x, xy

Fibonacci-Padovan orbiti n > 5 igin
by = Xg, by = x1,b; = X3, b3 = x3,by = (by)7?(b;)?b3

olmak tzere

by, = (bp-s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bn-1)
olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanur.

iv. G, b5-gerenli bir grup olsun. (xg,x1, %3, x3,%,) €EX geren beslisi igin

FP(G)yx,x,x,x3x, FiDONacci-Padovan orbiti n > 5 igin

by = xo,b1 = x1,b; = X3,b3 = X3,by = x4
olmak tizere

by, = (bp-s) (bn—3)_2 (bn—z)z (bn-1)
olacak sekilde G nin elemanlarinin {b;} dizisi ile tanimlanir.

Son olarak k- basamak Padovan dizisini

k-1
P(n+k+1)=ZP(n+i), n=0
i=0
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seklinde, sonlu gruplarda k- basamak padovan dizisini de xg,xq, -+, x; Ve X; = Xj_4

baslangi¢ elemanlari i¢in

_{xoxl---xn_z ; j+1<n<k+1
- Xn—k—1Xn—k " Xn—2 n=>k+2
olarak tamimlayarak, n =>4 i¢cin = SD,n =(a,b: a?" = b2 =¢, bab = a?" ")

grubunun 2-basamak padovan uzunlugunun

LP,,(SDyn) = 7.2072

n>4 i¢in  SD,n = {a b:a?" =b%=ebab=a? 1) grubunun 3-basamak

padovan uzunlugunun
LP,,(SD,n) = 14

seklinde oldugu goriildii.

Yukarida elde ettigimiz sonuglar géz oniinde bulundurularak j > 2 olacak sekilde j-
gerenli bir grubun Fibonacci-Padovan orbitleri arastirilabilir. Yine yukaridaki sonuglara
gore n > 4 i¢in SD,n = (a,b:a?" = b? = e,bab = a®" ~1) Semidihedral grubunda
k = 4 olmak iizere k-basamak Padovan dizisinin uzunluklar1 arastirilarak bunlar

arasindaki iligkinin nasil oldugu incelenebilir.
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