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OZET

FIBONACCI SAYILARI VE UCGENSEL GRAFLAR
YUKSEK LiSANS TEZi
HURIYE KORKMAZ
BALIKESIR UNIVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTIiTUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI
(TEZ DANISMANI: PROF. DR. RECEP SAHIN)
BALIKESIR, OCAK - 2016

Bu tezin amaci1 tuggensel graflar yardimiyla Fibonacci 6zdesliklerinin
ispatlarini vermektir.

Tez ti¢ boliimden olusmustur.

Birinci b6limde Fibonacci hakkinda bilgi ve Fibonacci ve Lucas
dizilerinin tanimi ile Fibonacci 6zdeslikleri verilmistir.

ikinci boliimde F fonksiyonunun tanimi ve ilgili teoremler verilmis.
Ayrica Fibonacci 6zdesliklerinin F fonksiyonu oldugu gosterilmistir.

Son bolimde Once Uggensel graf tanimi verilmistir. Daha sonra Fibonacci
ozdesliklerinin U¢gensel graflar yardimiyla ispatlari incelenmistir.

ANAHTAR KELIMELER:Fibonacci sayilari, Fibonacci 6zdeslikleri, Uggensel
graf.



ABSTRACT

FIBONACCIi NUMBERS AND TRIANGLE GRAPHS
MSC THESIS
HURIYE KORKMAZ
BALIKESIR UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE

MATHEMATICS
(SUPERVISOR: PROF.DR.RECEP SAHIN )
BALIKESIR, JANUARY 2016

The aim of this thesis is to give the proof of the Fibonacci equalities by the
triangle graphs.

This thesis consist of three chapter.

In the first chapter, it is given the information about Fibonacci the
definition of the Fibonacci and Lucas sequences and their equalities.

In the second chapter, it is given the definition of F function the theorems
related with the F function. Also, it is showed that Fibonacci equalities are F
functions.

In the last chapter, firstly, it is given the definition of the triangel graph.
Later, it is investigated the proofs of the Fibonacci equalities by the triangle
graphs.

KEYWORDS: Fibonacci numbers, Fibonacci equalities, Triangle graph.
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Tablo 1.1: Fibonacci ve Lucas say1 0zdeslikleri. ..........cocoviniiiiiiiiiciicnienn, 2



SEMBOL LiSTESI

F Fibonacci dizisi

L, Lucas dizisi

X (n) NU{0} tizerinde tanimli F fonksiyon
e, n-inci vektor

A(n) Bir F fonksiyonu

B(n) Bir F fonksiyonu

(xY) iki boyutlu uzayda vektor

(x,y,2) Uc boyutlu uzayda vektor
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1. ON BILGI

ftalyan matematik¢i Leonardo de Pisa, gercek ismi yerine, Filius Bonaccio
(Bonaccio’nun oglu) kelimelerinin kisaltilmist Fibonacci ile bilinir. Fibonacci Arap
say1 sistemi konusunda kafa yordu ve Liber Abaci (Hesaplama Y ontemleri, Abakiis
Kitab1) adli eserini 1202 yilinda yayinladi. Bu kitap, Fibonacci serisi (Fibonacci say1
dizisi) nin temeli olan, bir ¢ift tavsanin dogurarak neslini ¢ogaltmasini ele alan bir
problemi de anlatiyordu.

Fibonacci’nin Unll sorusu:

“Bir ¢ift yetiskin tavsan, her ay yeni bir ¢ift tavsan yavrulamaktadir. Bu
yavrular, bir ayin sonunda erigkin hale gelmekte ve sonraki her ay yeni bir ¢ift yavru
yapmaktadir. Herhangi bir ay sonunda yavrularin ve yetigskin tavsanlarin sayisini
bulunuz. Bu siire zarfinda tavsanlarin hi¢birinin 6lmedigi varsayilacaktir.”

Daha sonra Edouard Lucas, Fibonacci dizisini yeniden kesfetti ve bu diziyi
gercek bulucusuna atfetti [1] .

1.1  Fibonacci ve Lucas Say: Dizileri

Fibonacci say1 dizisi F, =0 ve F =1 baslangic kosullar1 ile verilen, n >0

tamsay1 olmak {izere genel terimi

I:n+2 =F

n+l

+F

olan bir dizidir. Burada
0,1,1,2,35,8,13,21,34,55,89,144,233,...

sayilar1 Fibonacci Say1 dizisini olusturur[1].

Benzer sekilde Lucas say1 dizisi Ly =2 ve L =1 baslangi¢ kosullari ile

verilen, n > 0 tamsay1 olmak iizere genel terimi

Ln+2 = L + Ln

n+1

olan bir dizidir.



Bu say1 dizisi

2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199,322,521,...

seklinde olusmustur [1].

Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ile ilgili bagintilardan bazilar1 agagidaki

gibidir [2].

Tablo 1.1: Fibonacci ve Lucas say1 6zdeslikleri.

Fon = Foa + Fy (1.1)
FooFa=Fh—F/ (1.2)
FrsFos—F7 = (1) (L.3)
F=FF.,.+F.F._. (1.4)
Lo +(-1)" L, = Ly L, (1.5)
L, +2(-1)" =2 (1.6)
L, +L,., =5F (1.7)
L.F +LF =2F (1.8)
FL,-LF,=2(-1)"F_, (1.9)
Loom —(-1)" L, =5F, L, (1.10)
L2 -2L, =-5F? (1.11)
L,, —2(-1)" =5F? (1.12)
5F2 L2 =4(-1)"" (1.13)
FoatFa=L (1.14)
F.—-F..=L (1.15)
F.+L, =2F, (1.16)
F,, =FL, (1.17)
F.,+L,-FL =F,., (1.18)




Tablo 1.1:( devami)

Fon+(-1)"F ., =L,F, (1.19)
Fon—(-1)" Fp = LF, (1.20)
F.L=F.-1 (ntek) (1.21)
3F +L, =2F,, (1.22)
5F +3L, =2L , (1.23)
Fraln =Fopu +1 (n cift) (1.24)
L =F +2F, , (1.25)
L, =F.;—2F (1.26)

n




2. F FONKSiYONUN TANIMI VE OZELLIKLERI

2.1  F Fonksiyonu

211 Tamm: NU{0} kiimesi iizerinde taniml1 bir X (n) fonksiyonu

X (n+3)=2[ X (n+2)+ X (n+1)]-X(n) (2.1)
indirgeme bagitisini sagliyorsa X (n) fonksiyonuna F fonksiyonu denir [2].

Simdi asagidaki fonksiyonlarin birer F fonksiyonu oldugunu gosterelim.

212 Onerme: X (n)=(-1)" bir F fonksiyonudur [2].

Ispat: X (n)=(-1)" fonksiyonu i¢in (2.1) esitligini yazalim. Burada

(_1)n+3 — 2[(_1)(n+2) + (_1)(n+1)] _ (_1)n
bulunur. Simdi
A(n)=(-D"ve B(n)=2[(-)"? +(-)™]-(-1)"

diyelim. Boylece

=1y
B() = 2[(-1)" (-1? + (1" (-2)']- (-1
= 201" (-1"]- ("
(-1

bulunur.



Buradan da A(n)=B(n) oldugu goriiliir.

2.1.3  Onerme: X(n)=F? bir F fonksiyonudur [2].

F?=F ,F,..—(-1)" oldugunu biliyoruz. Burada (2.1) esitligi kullanilirsa

n+3_2|:F2 +Fn+1:| F2

2
olarak bulunur. Bu esitlikte
A(n)=F:; ve B(n)=2[F,+F, |-F’
diyelim. Boylece
A(n)=F;

n+3

_ (n+3)
- I:(n+2) I:(n+4) - (_1)

(F(n+l) +F )(3 (n+1) + Fn) + (_1)”

_3Fn2-+1+5FnFn+l+2F2 ( 1)” (22)
ve
2|:Fn2+2 + Fn+l] 2
- z[(mm (<)) (FaFoe = (-0") |- (FusFo) - (-1)']
= 2[ I:(n-¢-1) (2 I:(n-¢—1) + Fn) - (_1)” + I:n (F(n+1) + Fn) + (_1)“] - [( I:(n—l) I:(n+1)) - (_1)”]
=2[2F} +2FF,, +F? |- (F.,F,.)+(-1)'
- 4F(i+1) + 4Fn F(n+l) + 2F ’ ( (n-1) F(n+1)) + (_1)n (2-3)
bulunur.



(2.2) ve (2.3) esitliklerinden

3F’, +5F F,, +2F7+(-1)" =4F2, +4FF,, +2F) —(F,,F ) +(-1)"

n+l n' n+l n-1" n+l
FoFo = Fra = (FraFo)
= (Fipy + F)F, = (Frin Fiog) + (1)
=(FatF)F - (FaF) - (-1)
=F,.F, +F_.F..—(-1)" =(F,.F.,)+(-1)
=F F+F F —(D"—(F,F )+
-FF

n' n+l

olarak bulunur ve ispat biter.

2.14 Onerme: X (n)=F,, bir F fonksiyonudur [2].

Ispat: X (n) =F,, fonksiyonu igin (2.1) esitligi kullanilirsa
Fz(n+3) = Z[Fz(mz) T Fz(n+1)} -F,
elde edilir. Burada
I:2n = I:n2 + 2F(n—1) Fn ve Fn2 = I:(n—l) I:(n+1) - (_1)“

bagintilarindan yararlanalim. BOylece

Fynis) = Fioey + 2F i Fineg
= FosFoe (1) +2F LF,
=(3F,,+2F,)(F..,+F)+(-1)"+2(F,, +F)(2F,.+F,)
=18F,F,.,, +11F7 +8(-1)" (2.4)



F.n=F,+2F ,F

2(n+2) n+2 n+l' n+2

_ (n+2)
- F(n+3) F(n+1) - (_1) +2 F(n+1) F(n+2)

=(2F,,+F)F..—(-1)"+2F ,(F . +F,)

n n

=4F?+7F F, ., +3(-1)" 2.5)

F(n+1) = F(iu) + 2F(n+l) F,
= 3Fn I:(n+1) + (_1)n + I:n2 (26)

bulunur (2.4),(2.5) ve (2.6) esitliklerinden

18F,F, ; +11F7 +8(-1)" =2| 5F +10F F, . +4(-1)" |- F? - 2F,F,

n' n+l n' n+l

2F2=2F, F —2FF,

n+l' n

2F?=2F, (F,

n+l

I:n -1 )

F =F

n n

elde edilir.

215 Onerme: r eZ olmak tizere X (n)=F,,F, birF fonksiyondur [2].

n+r-n

Ispat: X (n)=F,,F, fonksiyonu icin (2.1) esitligi kullamlirsa

n+r- n

F

n+r+3

F

n+3 =

2[F Foo + I:n+r+1|:n+1]_ Fo.rF

n+r+2° n+2 n+ron

elde edilir. Burada n+r =m olsun.
Bdylece

F

m+3 m+2" n+2 m+1

F..s = 2[FosFoy + FraFou ]~ FoF,



bulunur. Simdi,

A(N)=FooFs ve  B(n)=2[F R, +FuFu]-FF,
diyelim. Buradan
A(n)=Fy.Fg
=(2F,.,+F,)(2F,,+F,)
=4F F., +2F F +2F F +F F (2.7)
ve
Fr2 Pz =(Fra + P ) (R + F)
=F ., ,F,+F.F+F,F +F.F,
B(n)=2[F,.F... + Fo.F, + F..F, + F.F +FouF - FOF)
=4F F. +2F ,F +2F F. +F F, (2.8)
elde edilir.

(2.7) ve (2.8) esitliklerinden yararlanarak
A(n)=B(n)
bulunur.

216 Onerme: X(n)=L: , X(n)=L,L, , X(n)=L,  birer F

n

fonksiyonudur [2].

Ispat: : Lucas ozdesliklerinin ispati yukarida ispatlarmi yaptigimiz
Fibonacci 6zdesliklerinin ispatiyla benzerdir.



2.2 F Fonksiyonunun Temel Ozellikleri

221 Yardimer Teorem: A(n)=B(n) F fonksiyonlar1 ve r € Z sabit bir

tamsay1 olsun. Bu durum da

X(n)=A(n+r)) Y(n)=rA(n) ve A(n)xB(n) de

F fonksiyondurlar [2].
222 Yardimer Teorem: A(n)=B(n) birer F fonksiyonu olsun.
A(n)=B(n)e= k=012 icin A(k)=B(k)

olmasidir [2].

2.2.3 Yardimci Teorem: A(n) =B (n) ,NU {0} kiimesi uizerinde tanimli

fonksiyonlar olsun.

A(n)=B(n) nin her ikisi ya

)X (n+2)=-X(n+1)+ X (n)
ya da
i)X (n+3)=-2X (n+2)+2X (n+1)+ X (n)

esitliklerini saglarsa

A(n)=B(n)<k=0,12 icin A(k)=B(k)

olur [2].



2.3 Catalan Ozdesliginin F Fonksiyonlarla ispati

2.3.1 Yardimc Teorem: 4(—1)3_r +F

r+3

F,-F2=0 dir[2].

r-3~ 'r

ispat:r>0 igin A(r) =4(-)®" +F,;F,—F olsun.

Yardimct Teorem 2.2.1 den A(r) bir F fonksiyondur. Yardimci Teorem

2.22dentim r degerleri igin A(1)=0 dur.

2.3.2 Teorem: (Catalan Ozdesligi)

F—FuinFan =DV R?
dir [2].
Ispat:
Burada
Fo=(-)""F,

olarak almir. Ayrica >0 ve n>1 dir.
Simdi

A(n)=F?-F_,F., ve BM)=(-)""F’
diyelim.
Yardimer Teorem 2.2.1 den A(n) ve B(n) birer F fonksiyondur.
Burada n=1,2,3 icin

A()=F’-F.,,F, ve B()=(-1) " F?

A(2)=F}-F,,F,, ve B(2)=(-1)""F?



olur.

r<3,n=123iken A(n)=B(n) oldugu kolayca goriilir.

Burada
r=0 ise
A =F’-Fy . Fun=F°—FuoFui=1-11=0
B(1)=(-1) "F2=(-1) "F?=(-1).0=0
A(1)=B(1)
A(2)=F}-F,,F,, =F'-F,F,,=1"-11=0
B(2)=(-D)*"F?=(-D*F =0
A(2)=B(2)
ve
AR)=F -FunFan =F —FgoFeq =2°-22=0
B(3)=(-1)""F2=(-1)""F?=0
A(3)=B(3)
bulunur.
Eger r =1 ise

2
A(l) =R - F(1+r)F(1 n = F F(1+1) F(1 )= 1?-1.0=1
B (1) = (_1)(1—r) Fr2 _ (_1)(1—1) F12 1

A(1)=B(1)

11



A(Z) = I:22 - F(2+r) F(Zfr) = F22 - F(2+1) F(Z—l) =1"-21= (-1

B(2) = (-0 B = (-1 R = ()

A(2)=B(2)
ve
A(3)=F} ~FuFap = FF —FayFay =2°-31=1
B(3)=(-1)""F*=(-1)"R?=1
A(3)=B(3)
bulunur.
Eger r =2 ise
A(l)=F?-FyFor =F2—FupFu, =1 -2.(-)*Y.1=(-1)
B(1)=(-1)"F?=(-1)" F2=(-1).1=(-1)
A(1)=B(1)
A(2)=F?-F,,F,, =F-F,,F,,=1-30=1
B(2)=(-)*"F?=(-)*?F’=1
A(2)=B(2)
ve
AR)=F —FanFon =F ~FapFey=2"-51=(-1)
B(3)=(-)®"F’=(-D*?F/ =(-1)
A(3)=B(3)
bulunur.

12



Eger r=3ise

A(l)=F’-Fy Fo, =F*—Fy3F. 4 =1 -3.(-1)"?.1=4

A(Z) - F22 o I:(2+r) I:(Z—r) = Fz2 - F(2+3) I:(2—3) =1 _5-(_1)(1+1)-1 =—4

ve

bulunur. Boylece

r>4 iken Yardimci Teorem 2.2.2 den A(n) = B(n) elde edilir.

AR) =4+F(-D)®"F, 4F,, ve B(3)=(-D"F?

A()-B(3)=4+(-)¢" N (- Fr2

3-r

Yardimci Teorem 2.3.1 den F, ,F ,—F*= —4(-1)"" dir.

A@)-B(3) =4+ (D[R, Fy oy —F]
=4+ (-1 [-4(-1)® "]
=4-4=0
A(3)=B(3) elde edilir.

13



Ayni sekilde;

A(l) =1+ (- 1)(1—r) F.F. ve B(l) _ (_1)14 F2
AQ)-BQ) =1+(-)*"F ,F_, - (-)*"F?
=1+(-1) " [FuF - F7]
—14(-1)" [(_1)@
=1+(-1)=0

A(1)=B(1) elde edilir.

A(2)=1+(-1)"F,F, ve B(2)=(-1)""F?
A(2)-B(2)=1+(-1)""F,F ,—(-1)""F?
=1+(-1)""[F.,F,-F’]
=1+(-1) " [(F+F)(F -F,)-F]
=1+(-1)" " [F,F +F -F F,-FF,—F]
=1+(-1)""[F+FF -F F,-FF,]

=1+(-1)"[(F, +F_)F —F.,F - FF_]

bulunur.

14



Burada,

r tek say1 ise
A(2)-B(2)=1+(-1)[-(-1)]=1-1=0
ve r gift sayi ise
A(2)-B(2)=1+(+1)[—(+1) |=1-1=0

elde edilir.

15



3. UCGENSEL GRAFLAR

3.1  Ucgensel Graf Olusturma

e.€,,e, asagidaki tliggensel graftaki yerlestirilen vektorler olsun.
e, =2(e;,+6,)—¢

formuliyle verilen vektor olsun.

x=2(e;+e,)—¢

Sekil 3.1: (e1,e,€3) ile olusturulan ti¢gensel graf .

Bdyle bir e, vektorine e;,e, ve e ile F Uretilen vektor denir. e, vektori igin

e, =(e;6,:6)=2(e;+&,)—e 3.1)

semboliinii kullanacagiz [2].
Burada (€;,€,:€,) # (e,,& :&;) #(€,6;:€,) olduguna dikkat edelim.

(3.1) bagintisinin (2.1) de verilen indirgeme bagintisinin bir genelleme
bagintisi oldugu kolayca goriilebilir.

Boyle devam edersek

€.6,,6,68 =2(e;+e,)—e, e =2(e, +6&;)—6,,... (3.2)
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e..=2(e,+€,)—€_, .... seklinde sonsuz elemanl vektdrlerin bir dizisini

olusturabiliriz.

Bu diziyi F (e, e, e;) ile gosterecegiz.

{e,,e,,e;} vektorleriR® dogal tabani segilirse ilk dokuz vektor asagidaki gibi
bulunur.

e, =(10,0),e,=(0,1,0),e,=(0,0,1),&, =(-12,2),, =(~2,36) ...

Burada e,,e,,€,,...,€,, grafin ist yarisinda, e;,e;,e;,....e,,,, grafin alt yarisinda yer

alir.

Sekil 3.2: (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) ile olusturulan tiggensel graf .

Sekil 3.2 kullanilarak asagidakiler kolayca goriilebilir:

(@ e, = (a,b,c) vektorlerinin her bir girdisi iki Fibonacci sayismin carpmmudir. ilk
dokuz terim icin vektorler

(_Fn I:n+l' I:n I:n+21 I:n+1|:n+2 ) (33)

bicimli olurlar.

(b) e, =(a,b,c)nin normu a+b+c toplanudir. Burada N((xl,xz,x3)) normu

X+ X+ X
olarak tanimlanir.
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(c) e, —e,,_, nin girdilerinin mutlak degeri (licgensel grafin iist yarisinda) ve

€, — €, (licgensel grafin alt yarisinda) Fibonacci sayilaridir.

Ornegin; (—40,65,104)—(-6,10,15) = (-F,,F,,F,) bu bize vektorlerin her

bir girdisini Fibonacci sayilarinin bir toplami olarak yazmamiza yardimci olur.

(@) ve (b) den n<6 icin

(Fn I:(n+l))2 + (Fn I:(n+2))2 + (F(n+1) I:(n+2))2 = (_Fn I:(n+1) + I:n I:(n-¢—2) + I:(n-¢—l) I:(n+2))2 (34)

oldugu goriiliir ki bu bize asagidaki yardimci teoremin ilk kisminin ispatini verir.

Ayrica

~FF,+FF ,+F F. ,=F?+F F

n° n+l n' n+2 niitni2 = Mo n+l" n+2
oldugu unutulmamalidir.

(@) ve (b) nin iyi incelenmesiyle ilk dokuz vektorin her bir girdisinin Fibonacci
sayllarinin  ¢arpimlarinin  toplami olarak yazilabilecegi ve dolayisiyla

asagidaki yardimci teoremin (ii) - (V) kisimlarinin oldugu gériilebilir [2].

311 Yardimc1r Teorem: F, n. Fibonacci sayist olsun, buna gore

asagidaki 6zdeslikler vardir.

(N(FFa) +(FFs) +(FusFos) = (R + FraFone)
(i) FpsFon, =R+ F+...+ Fyp s

(iii) Py Py =1+ R+ R+ 4 Fy g

(V)PP =R+ F o+ Fyp

(V)FpFon =F + R +...+F,
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Ispat: Bu 6zdeslikleri iiggensel graflar kullanarak gérmek miimkiindiir.

Burada ,

a) €, den baglayarak ilk ardisik 2k —1 vektoriin ilk girdilerinin toplami bir

Fibonacci sayisinin bir miikemmel karesinin negatif isaretlisidir.
Ornegin; k =2 igin ilk 3 vektoriin ilk girdilerinin toplami

(-1)+(=2)+(-6)=-9= -3 = —F?

b) €, den baslayarak ilk k wvektoriin ikinci girdilerinin toplami herhangi iki

Fibonacci sayisinin ¢carpimidir.
Ornegin; k =4 icin e,,e.,6,,e, vektorlerinin ikinci girdileri toplami

2+3+10+24=39=3.13=F, F,

c) Her vektoriin girdileri iki Fibonacci sayisinin bir ¢arpimidir. Eger (—a, b, C)

bdyle bir vektor ise c—b—a==+1 olur.
Omegin; e, = (—15, 24,40) icin
15=35=F,.F; 24=38=F,F,; 40=5.8=F,.F, eldeedilir.

Ayrica

c-b—-a=21 de 40-24-15=1 olur.

d) Ucgensel grafin iist yarisinin herhangi ardisik iki vektorii alinirsa (8rnegin
(e,.6,).(e:.€),...) veonlar (—a,b,c) ve (~A,B,C) ile gosterilirse

C-c=(B-b)+(A-a) bulunur.
Ornegin;
€ Ve € vektdrlerini ele alahm. e; =(—6,10,15) , e, =(—40,65,104)

104-15=(65-10)+(40-6)
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¢) Ust yarinin ardisik iki vektorii (benzer olarak alt yarimn) alinip (—a,b,c) ve

(—C, B, A) ile gosterilirse biitiin girdiler iki Fibonacci sayisinin ¢arpimidir. a ve A

nin ¢arpimi bir Fibonacci sayisinin dordiincii kuvvetinden bir eksiktir.

Ornegin;
1.15=2-1,6.104=5"-1,2.40=3"-1,15.273=12* -1

Boylece (a) dan (e) ye kadar olanlar bize iyi bilinen 5 tane 6zdesligi verir.
Ornegin (e) yi alarak

"Bir Fibonacci sayisimin dordiincii kuvvetinin bir eksigi, 4 tane Fibonacci
sayistmin ¢arpimdir. "'

0zdesligini buluruz.

Yani,

F‘—F _F ,F.F

n n+l" n+2 =

1

Gelin-Cesaro 6zdesligi goriiliir [2].

3.2  (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1) Vektorleriyle Ucgensel Graf Olusturma

321 Tamm: X (n):Z—C fonksiyonu

X(n+3)=2[ X (n+2)+ X (n+1)]-X(n) (3.5)

dzdesligini sagliyorsa X (n) bir F fonksiyonudur denir [3].
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3.2.2 Onerme:

AX(M=(D",  BXMN)=F:.,,
oX(nN)=F,F.. d&X(n)=F., .
e X(n)=L, f X (n)=Ly Lo,
9) X(N)=Ly,» ) X(n)=F, L.

fonksiyonlar1 birer F fonksiyondur [3].
Ispat:

a) X(n)=(-1)" o6zdesligi i¢in (3.5) esitligini yazarsak

(1) =2) (-2)" +(-1)"" |- (-2

bulunur. Burada

diyelim.

Buradan A(n)=B(n) dir.

b) X(n)= F(EH) ozdesligi igin (3.5) esitligini yazarsak

Flow =2[Flp +Fo, |- F

n+2+r n+1+r:| n+r

bulunur.
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Burada
A(n): Fn2+3” WG B(n)ZZ[FnZJrZH +Fn2+1+r]_Fn2+r dlye“m

Bdylece

Fibonacci genel terimi F,, =F +F,, kullanarak,

I:n+r+3 - 2Fn+r+1 + l:n+r Ve I:n+r+2 - |:n+r+l + I:n+r
olacagindan
2
A(n) = Fn+3+r
2
= (2Fn+r+1 + I:n+r)
2 2
= 4Fn+r+1 + 4Fn+r+1 I:n+r + I:n+r

B (n) = 2[I:n2+2+r + Fn2+l+ri|_ I:n2+r
= 2|:( Fn+r+l + Fn+r )2 + Fnihr :| - Fn2+r
=4F>  +4F .F _+F?

n+r+1 n+r+l" n+r n+r

bulunur. Boylece A(n)=B(n) elde edilir.

c) X(n)=F,,F. ozdesligi icin (3.5) esitligini yazarsak

n+r- n+

FosrssPos = 2[FrioFos + FraFa] = R P
bulunur. Burada
A(n)=F,aFos
ve
B(n)=2[F, .2z FrraFoca] = Four Fo

olarak esitligi ayiralim.
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Boylece

A(n) = Fn+r+3 I:n+t+3
= (2 I:n+r+l + I:n+r )(2Fn+t+l + I:n+t)

= 4Fn+r+1Fn+t+1 + 2Fn+r+1 I:n+t + 2Fn+t+an+r + I:n+r Fn+t
B (n) =2 [ I:n+r+2 Fn+t+2 + I:n+r+1 Fn+t+1] - I:n+r I:n+t

=2 [( Fn+r+1 + I:n-*—r )( I:n+t+1 + I:n+t ) + I:n-¢—r+1 Fn+t+1:| - I:n+r I:n+t

= 4F

n+r+l1

F

n+t+1

+2F  ,F . +2F .F. +F F

n+r+l1" n+t n+t+1" n+r n+r- n+t

olur. Yani A(n)=B(n) elde edilir.

d) X(n)=F,,,, ozdesligi igin (3.5) esitligini yazarsak

F

2n+6+r

=2 [ I:2n+4+r + I:2n+2+l‘ ] - FZ“”

bulunur .Burada 2n+r =molsun.

Boylece
Foo =2 Pt Fos] - F,
Fre = 2Fn + P + R
2R+ P+ Ry =2F +2F - F,
Fria=Fn2—Fy
bulunur.
Ayni sekilde

e) X (n) = LfH—r ! f) X (n) = Ln+an+t ! g) X (n) = L2n+r ! h) X (n) = I:n+r|‘n+t

esitliklerinin birer F fonksiyon olduklar1 gosterilebilir.
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323 Yardimer Teorem: A(n) ve B(n) bir F fonksiyon olsun. Bu

durumda

A(n)=B(n)= k=012 icin A(k)=B(k) dir [3].

3.24 Onerme: F, ve L, n.Fibonacci ve Lucas sayilar1 olsun Bu durumda

,-F ,F-FF _ =F2,
olur [ 3].
Ispat:
Burada
L,=(-1)"L, ve F,=(-1)""F,
olur.

n>0 icin 6zdesligin sag ve sol tarafini A(n) ve B(n) olarak tanimlayalim.
A(n) =2,-F ,F-FF. ve B(n) =F?,

A(n) veB(n) F fonksiyondur ;

k=0 ise

A(O) = L?)—l -FF-FKRF.= L271 -F,FR-FRHR
2 +.
=«4fg)—@n“aa—aﬁ
=(1)" +3.0-0.1=1

ve
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k=1 ise

= Lé -F;F-FRF,

3+1

- 2-(-1)"FRFR-FF, =22-2.1-11=1
ve
B(1)=F2, =F2= ((—1)1+1 Fl)2 -1
A(1)=B(1)=1
k=2 ise
A(2)=L,-F, ,F,—-FF,=-F,F,-FF
=2 —(-1)"'FRF,-FF,=1"+1.1-12=0
ve

B(2)=F?,=F2=0
A(2)=B(2)=0

Boylece 3.2.2 Yardimer Teoreminden A(n)=B(n) oldugu goriiliir.

3.2.3 Onermesinin lcgensel graf yardimiyla ispatini verelim.

Burada
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e = (l,O,O),e2 = (O,l,O),e3 = (0,0,l)
alalim.

F (e, 2e, +e,,2e +2e,+€;) iinilk dokuz terimi asagidaki gibi verilir.

1 2 2
u=e=/0| , u=2¢e+e,=1|, U =2¢+2¢ +6=|2
0 0 1

Sekil 3.3: (1,0,0), (2,1,0), (2,2,1) ile olusturulan tiggensel graf .

Dizimizin ilk dokuz teriminden asagidaki ilging durumlar goriilebilir.

(i) ikinci girdiler F, ile F, ., Fibonacci sayilarmin bir carpimidir [3].

n
Ornegin;

1=11=FF, ,2=12=FF, ,6=23=FF, , ...

(if) Her bir vektoriin birinci ve ikinci girdilerinin farki F

n—

, Fibonacci

sayisinin karesidir [3].
Ornegin;
7-6=1=F?,44-40=4=F}? 113-104=9=F/...
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Yukaridaki (i) ve (ii) Fibonacci ve Lucas terimlerindeki ilk girdiyi
aciklamay1 bizlere gosterir.

(iii) Her vektoriin ilk girdileri L2, —F,_,F. bigimlidir [3].
Ornegin;

2-F,F,=3-12=7 ,2-FF,=4"-03=16,...

(1),(ii) ve (iii) kullanarak yukaridaki grafin ilk dokuz vektorii i¢in

>,-F ,F -FF

nfnet = Fn2—2
oldugu goriiliir [3].
Ayrica

(iv) 1k 2k +1 terimin iigiincii girdilerinin toplanmi bir Fibonacci sayisinin
karesidir [3].

(v) Her vektorin ikinci ve Uglncl girdileri Fibonacci sayilarmin bir
carpimidir. Toplamlari da bagka bir Fibonacci sayisidir [3].

Ornegin;

2+1=3=F, 6+2=8=F, 15+6=21=F,

3.3 (1,2),(2,1), (1,2) Vektorleri icin Ucgensel Graf Olusturma

Bu kisimda Fibonacci sayilarinin toplamini igeren iki 6zdeslik sunacagiz.

Bunlarin ispatlarini tiggensel graf kullanarak yapacagiz.

3.31 Onerme:

() 3(F,+F,+Fp+...+Fpg ) =Fs
(“) 1+3(F6+Fl4+F22+"'+F6+8n):F42n+5

olur [3].
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Ispat:
e, =(10),e,=(01) ve u, =e +2e,u,=2e+e, U, =€ +2e, alahm.
Baslangicta €, +2e, nin iki kez alindigina dikkat ediniz.

Burada F(uj,u,,us,) ilk on terimi asagidaki gibi verilir.

|

Sekil 3.4: (1,0), (0,1) ile olusturulan tiggensel graf .

Buradan

(i) (s, U3 ), (Ug, U, ), (Usg, Uy, ). grafin iist yarisimn vektdrlerinin girdileri d;

farklar1 baz1 Fibonacci sayilarinin 3 katidir [3].

[k @i¢ fark

10-1=9=3F, ,505-73=432=3F, ve 23761-3466 = 20295 =3F,, olur.
(ii) Ardisik d; lerin toplamu karedir [3].

Ornegin;

9=3% , 9+432=21%, 9+432+20295 = 144>
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(i) ve (ii) den
3F, +3F,=F’ ,3F,+3F, +3F, =F}
oldugu goriileceginden Onerme (3.3.1)-(i) ispatlanir [3].
Burada grafin alt yarisin1 inceleyelim. ilk 5 vektoriin girdileri
1+3F, +3F, = (—1+2)+(-5+29)+(-194+1325) = 34’ =F/
oldugunu gosterir.

Bdylece Onerme (3.3.1)-(ii) ispatlanir [3].

3.4  Baz Fibonacci ve Lucas Ozdesliklerinin Ucgensel Graf
Yardimiyla Ispati

341 Onerme: L2n+l—Fn2+1—(Lﬁ ~F _,F .+ FZn_Z):(—l)"_l [3].

Ispat:
u, =(10,-1),u, =(2,11),u,=(2,1,4) ile
Uy =2(U, +U, 4 )—U

n-2

formdlindn yardimiyla grafin diger vektorlerini olusturalim[3].

2 7 44 298

Sekil 3.5: (1,0,-1), (2,1,1), (2,1,4) ile olusturulan tiggensel graf.
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e U, vektorinin Gglnct girdisi L,,,, Lucas sayisini verir.

n+2
Ornegin;
4=1, 11=L;,,29=1L, ,...
e U, vektorinin ikinci girdisi F?, Fibonacci sayismni verir.
Ornegin;
1=F7 4=F 9=F} ...
e U, vektorinin birinci girdisi L> —F, ,F ., degerini verir.
Ornegin;

2= Li -FR, = Li -F,F,

[L-LF,~1F, 1]

342 Onerme:F,, =F2, —-F, [3].

Ispat:
(1,1,2),(0,1,—1),(1,0,2) vektorlerini kullanarak 6zdesligi tliggensel graf

yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u, =(11,2),u, =(0,1,-1),u; =(1,0,2) ile

Uy = 2(un +un—1)_un—2

formiiliinii kullanarak grafin diger vektorlerini elde edebiliriz.
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Sekil 3.6: (1,1,2), (0,1,-1), (1,0,2) ile olusturulan tiggensel graf .

e n sayisi tek iken u_, vektorinln birinci girdileri F

n+1

Fibonacci sayisinin

n+3

karesini verir.
Ornegin;
1=F? 9=F ,64=F ...
e n sayst tek iken u,, Vvektorinin ikinci girdileri F,, Fibonacci sayisinin
karesini verir.
Ornegin;
0=F’1=F ,9=F>...

e n says: tek iken u,,,—U nin ikinci terimlerinin farki F,, Fibonacci

n+2

sayl1sini verir.
Ornegin;
1-0=1=F, 9-1=8=F, ,...

e nsayist ¢ift iken u,, vektortinun birinci girdileri F,_;, Fibonacci sayisinin

n+l

karesini verir.
Ornegin;
1=F’,4=F ,25=F/ ,...

e nsayist Gift iken u,,, vektorinun ikinci girdileri F,,, Fibonacci sayisinin
karesini verir.
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e nsayist ¢ift iken U, —U, nin ikinci terimlerinin farki F,, Fibonacci sayisini

n

VErir.

Yukarida verilenlerden yararlanilarak F,, =F? —F? &zdesligi ispatlanir.

343 Onerme: F,,,, = Fn2+1 + Fn2 [3].

Ispat:(1,1,2),(0,1,-1),(1,0,2) vektdrlerini kullanarak 6zdesligi liggensel
graf yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u, = (1,1, 2) U, = (0,1, —1) Uy = (1, 0, 2) kullanilarak

U, = 2(un +un—1)_un—2

formalinin de yardimiyla diger vektorleri elde edebiliriz.

Sekil 3.7: (1,1,2), (0,1,-1), (1,0,2) ile olusturulan {iggensel graf .

e n sayist hem tek hem de ¢ift iken u,,, vektorlnin birinci girdileri F ;

n+3

Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;

4=F}, 64=F;

241 1 541 1°°°
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e nsayist hem tek hem de ¢ift iken u, ., vektorinun ikinci girdileri F,

n+3

Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;
1=F’ 9=F/ ...
vektorinin birinci girdisi ve ikinci girdisinin

e n hem cift hem tek iken u

n+3

toplam1 F,, , Fibonacci sayisini verir.

n+l

Ornegin;
4+1=5=F ,4+9=13=F, ,...
344 Onerme: F,F  =F> —F” [3].

Ispat: :

(1,1, 2),(0,1, —1),(1,0, 2) vektorlerini kullanarak 6zdesligi Uiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

U =(112),u, =(0,1,-1),u; =(1,0,2) il

U, = 2(un + un—l)_un—z

formiilii kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

Sekil 3.8: (1,1,2), (0,1,-1), (1,0,2) ile olusturulan tiggensel graf.
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e U ., vektorinin birinci girdileri F,, Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;

4=F), 64=F}, ...
e U, vektorinin ikinci girdileri F, Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;

1=F* 9=F} ...
e U, vektdriiniin birinci girdisi ve ikinci girdisinin farki F _,F , iki

Fibonacci sayisinin ¢arpiminti verir.
Ornegin;

9-4-= F3+2F3_1 125_9: F4+2F4—1 L

345 Onerme: F/-F ,F ,=(-1)" [3].

n

(1,1,2),(0,1, —1),(1,0,2) vektorlerini kullanarak Ozdesligi tiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u, =(11,2),u, =(0,1,-1),u; =(1,0,2) ile

Uy, = 2(un + un—l)_un—z

formili kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.
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Sekil 3.9: (1,1,2), (0,1,-1), (1,0,2) ile olusturulan tiggensel graf.

e u,, vektoruniln birinci girdisi F, Fibonacci sayisinin karesini verir.

Ornegin;
1=F? 9=F},...
e u,, vektorinin t¢lnch girdisi F,_,F,,, iki Fibonacci sayisinin ¢arpimini
verir.
Ornegin;

0=F_F.,.26=F_F, ...
e U, vektoriiniin birinci girdisi ve ti¢lincii girdisi arasindaki fark (—1)n dir.
Ornegin;
3 6
(1)’ =4-5,(-1) =64-63,...

346 Onerme: Y F*=FF [3].

n' n+l
i=1

ispat: (0,1, 0),(1,0,1),(1, 2,3) vektorlerini kullanarak 6zdesligi tiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].
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0, =(0,1,0),u, =(10,1),u, =(1,2,3) ile
U, = 2(un +un—1)_un—2

formiilii kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

| 4 25 169

21 144

Sekil 3.10: (0,1,0), (1,0,1), (1,2,3) ile olugturulan tiggensel graf .

tictincti girdisi —birinci girdisi)
2

orant F F

e n sayist tek iken u ., vektorinin (

iki Fibonacci sayisinin ¢arpimini verir.
Ornegin;
21-9

= =FF ..

n
e nsayist cift iken u, vektoriiniin tiim girdilerinin toplami ZFiZ Fibonacci
i=1
sayilarinin toplamini verir.
Ornegin;

4+3+8=241Fi2

i=1
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347 Onerme: F’-F, _F , =(—1)n_1 [3].

ispat:

(0,1, 0) , (1, 0,1) , (1, 2, 3) vektorlerini kullanarak 6zdesligi tiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u,=(0,1,0),u, =(1,0,1),u;=(12,3) ile

U, = 2(un + un—l)_un—z

formali kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

4
3
8

25 169

21 144

Sekil 3.11: (0,1,0), (1,0,1), (1,2,3)ile olusturulan tiggensel graf .

e U, Vvektorinin birinci girdisi F, Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;
64=F? ,441=F/ ,...

vektorinin ikinci girdisi F _,F iki Fibonacci sayisinin ¢arpimini

n-1" n+1

e U

n+l

Verir.
Ornegin;

24=F,F, 168=F,F,,...
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® U, vektorliiniin birinci girdisi ve ikinci girdisi arasindaki fark (—1)n

degerini verir.
Ornegin;
9-10=(-1)’ ,25-24=(-1)" ,...

348 Onerme: FF .=F Fn+2+(—1)ml [3].

n' n+3 n+1

Ispat:

(1, —1,0),(0,1,0),(0,0,1) vektorlerini  kullanarak o6zdesligi tiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u, =(1,-10),u,=(0,1,0),u; =(0,0,1) ile

U, = 2(un + un—l)_un—z

formiilii kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

Sekil 3.12: (1,-1,0), (0,1,0), (0,0,1) ile olusturulan ucgensel graf .
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e U, vektortinun ikinci girdisi F,F, , iki Fibonacci sayisinin ¢arpimini verir.
Ornegin;
105=FKF, ,272=FF, ,...

e U, Vvektorinin uctinct girdisi F,,,F iki Fibonacci sayisinin ¢arpimini

n+l" n+2

verir.
Ornegin;
6=F,F, I5=F,F, ...
e U, vektoriinin ikinci girdisi ve Ugiincii girdisi arsindaki fark (—1)”7l
degerini verir.
Ornegin;

39-40=(-1)" ,715-714=(-1)’ ...

349 Onerme:F’-F’ =FF +(—1)”_1 [3]

n' n-1

Ispat:

(111),(0,1,0),(0,0,1) vektorlerini kullanarak ozdesligi iiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].

u, =(111),u, =(0,1,0),u, =(0,0,1) ile

U, = Z(Un +un—1)_un—2

formiilii kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

39



[—273

0 -1 -6 —-40

—~104 1
64
169 |

9
1 | 4 25

Sekil 3.13: (1,1,1), (0,1,0), (0,0,1) ile olusturulan ii¢gensel graf .

u,, vektordnun ikinci girdisi F, Fibonacci sayisinin karesini verir.
Ornegin;

2 2
1=F7 4=F7 ...

e U, vektdriiniin birinci girdisinin ters isaretlisi F,F, , iki Fibonacci
say1sinin ¢arpimini Verir.
Ornegin;

—(-6)=F,F, ,—(-15)=FRF, ...

e U, vektorunln Gguncu girdisi F,, Fibonacci sayisinin karesini verir.

n+l
Ornegin;

25=F' ,64=F7 ...

3410 Onerme:F, ,+(-1)"=F_F . +F2 I3l
Ispat:

(-1,0,0),(3,1,0),(0,0,1) vektorlerini kullanarak ozdesligi tiggensel graf
yardimiyla ispatlayabiliriz [3].
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u, =(-1,0,0),u, =(3,1,0)ve u,(0,0,1) vektorleri ile

u :Z(Un +un—1)_un—2

n+1

formalind kullanilarak diger vektorleri elde edebiliriz.

Sekil 3.14: (-1,0,0), (3,1,0), (0,0,1) ile olusturulan tiggensel graf .

e N sayist tek iken U vektoriiniin birinci girdisinin 2 fazlas1 F,

n+2 n+1

Fibonacci sayisini verir.
Ornegin;
11+2=13=F ,87+2=89=F, ,...
Fibonacci

e N sayist ¢cift iken U, ,, vektoriiniin birinci girdisinin 2 eksigi F,

n+1

sayl1sini verir.
Ornegin;

7-2=5=F ,36-2=34=F, ,...
e u,,vektorindn ikinci girdisi F,_,F, ., iki Fibonacci sayisinin ¢carpimini verir.
Ornegin;

3=F,F, 10=FF ,...
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e U, vektdriiniin ikinci girdisi ve liglincli girdisinin toplami F,,, Fibonacci

sayisinin karesini verir.

Omegin; 24+40=8°=F ,65+104=13"=F’ ...

3.4.11 Onerme:

FS _ (Fn—an+1Fn+2 + anz I:n—anJrl) 4 ( I:n—2 Fn+an+2 - I:n—2 Fn—l Fn+2) [3]
n 6 2 .
Ispat:
e1=(0,0,0,1), e,=(0,0,1,0), e3=(0,0,0,0), €4=(0,1,0,0) ve es=(1,0,0,0) vektorleri
kullanilarak
e, =5e,,+15e, ,-15¢e, ,—5€e, ,+¢€, (3.6)

formtliiniin yardimiyla diger vektorleri bulup, tiggensel grafi olusturabiliriz.

(3.6) indirgeme bagintisin1 elde etmek igin

W Y F LR LF
—_ _1 2 n+l" n n+2-r .
en+1 ;( ) Fr Fr_l L Fl en+l—r (3 7)

denklemi kullanilir [3].
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Sekil 3.15: (0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,0,0,0), (0,1,0,0) ,(1,0,0,0) ile olusturulan iicgensel graf .

o Her bir g =(a,b,—c,d) vektériiniin girdileri 6a,2b,2c ve6d sayilari dort

Fibonacci sayisinin ¢arpimidir.
Ornegin; e, =(5,15,-5,1) igin
6a=6.5=30 30=1.235=F,FKFF
2b=215=30 30=1235=F,FKFF
2c=25=10 10=1.1.25=FF,RF,

6d =6.1=6 6=1.1.2.3=FF,F,F,

e a+b-c+d esitligide bir Fibonacci sayisinin dérdiincii kuvvetini verir.
Ornegin;

5+15-5+1=16=2'=F/

40+60-24+5=81=3'=F/

260+520-195+40=625=5*=F'
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. 6a=F,F ,F .F

n+l" n+2" n+3" n+4

6d=FF ,F ,F

n' n+l" n+2° n+3

2b=F,,F ,F..F

n+l" n+2° n+3" n+4

2c=FF F ,F

n" n+l" n+2" n+3

F..uFoFoa (F

n+l" n+2" n+3 n+4
a+d=

6

+F))

FraFoF (Fn+3_|:n)

n+l’ n+2" n+4
b—c=

- 2

a+d+b-c=F'

n+2

F‘* —F .F |:Fn+3(Fn+4+Fn)+ Fn+4(Fn+3_Fn):|

n+2 n+2" n+l
6 2

F3 - F Fn+3(Fn+4+Fn)+Fn+4(Fn+3_Fn)
n+2 = ' n+l
6 2
— I:n-¢-1 Fn+3 I:n+4 + I:n+1|:n+3 I:n + I:n+1|:n+4 Fn+3 — I:n+1|:n+4 I:n
6 2

n+2 —n olsun.

Boylece

Fs _ (Fn—an+an+2 + anz ananJrl) n (anz I:nJranJrz -FFF )

n-2" n-1" n+2
n

6 2

elde edilir.
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4, SONUC VE ONERILER

Bu tezde Fibonacci ve Lucas o6zdesliklerinden bazilarinin F fonksiyonu

oldugu gosterilmistir.

Ayrica bazi Fibonacci 6zdesliklerinin liggensel graflar kullanilarak ispatlari

verilmistir.

Benzer yontem kullanilarak diger Fibonacci ve Lucas 6zdesliklerinin ispati
verilebilir. Ayrica yeni 6zdeslikler bulunabilir. Bu yontem kullanilarak
Genellestirilmis Fibonacci ,Lucas say1 dizilerinde ispatlar yapilabilir. Ayrica yontem

Pell , Pell-Lucas say1 dizilerinde de kullanilabilir.
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