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SIMGELER VE KISALTMALAR

U Evrensel kiime

E Parametreler kiimesi

P(U) U’nun kuvvet kiimesi

N()) U lizerinde E parametre kiimesi yoluyla tanimlanan tiim esnek

kiimelerin kiimesi

Fy U iizerinde bir esnek kiime

Fg Bos esnek kiime

Fz A-evrensel esnek kiime

Fz Evrensel esnek kiime

c Esnek alt kiime

=) Esnek tist kiime

V] Esnek birlesim

n Esnek kesisim

\ Esnek fark

¢ Esnek tiimleyen

c Klasik alt kiime

U Klasik birlesim

N Klasik kesisim

\ Klasik fark

¢ Klasik tiimleyen

€ Ait olma

¢ Ait olmama

€ Esnek ait olma

¢ Esnek ait olmama

a Esnek eleman

fa F, esnek kiimesinin yaklasim fonksiyonu
faos F 4y esnek kiimesinin yaklasim fonksiyonu
fars F 455 esnek kiimesinin yaklagim fonksiyonu
fass F 535 esnek kiimesinin yaklagim fonksiyonu
f 42 F£ esnek kiimesinin yaklasim fonksiyonu
P(F,) F, esnek kiimesinin esnek kuvvet kiimesi



Kardinalite

Esnek topolojik uzay

Esnek taban

Esnek topolojik alt uzay

Tpy 1¢in esnek taban

F, esnek kiimesinin esnek i¢i

F, esnek kiimesinin esnek kapanisi

F, esnek kiimesinin tiim esnek limit noktalarinin esnek birlesimi
F, esnek kiimesinin tiim esnek smir noktalarinin esnek birlesimi
a’nin esnek komsuluklar ailesi

a’nin esnek agik komsuluklar ailesi

Indis kiimesi

Dogal sayilar kiimesi
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OZET

ESNEK TOPOLOJI UZERINE

Tugge AYDIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Serdar ENGINOGLU
08/01/2016, 45

Esnek kiime kavrami, ¢esitli belirsizlik tiirleri ile basa ¢ikmak i¢cin matematiksel bir
arac olarak ilk kez Molodtsov (1999) tarafindan ortaya atildi. Bu tez ¢alismasinda, ilk
olarak Cagman ve ark. (2010a) tarafindan yeniden tanimlanan esnek kiime iglemleri ve
baz1 6zellikleri verildi. Daha sonra, Cagman ve ark. (2011) tarafindan bir esnek kiimenin
esnek alt kiimelerini kullanarak, bir esnek kiime iizerinde tanimlanan esnek topoloji
kavrami gelistirildi. Buna ek olarak, esnek eleman kavrami yoluyla tanimlanan esnek T;
uzaylar, esnek regiiler ve esnek normal uzay tanimlar1 (Nazmul ve Samanta, 2014) verildi
ve onlarin temel 6zellikleri incelendi. Son olarak, Cagman ve ark. (2011) ve Shabir ve Naz

(2011) tarafindan ortaya atilan esnek topoloji kavramlari izerine bir tartismaya yer verildi.

Anahtar sozciikler: Esnek Kiimeler, Esnek Topoloji, Esnek Ac¢ik Kiimeler, Esnek

Tek Nokta Kiimesi, Esnek Limit Noktasi, Esnek Ayirma Aksiyomlari.
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ABSTRACT

ON SOFT TOPOLOGY

Tugge AYDIN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Master of Science Thesis in Mathematics Science
Advisor: Asst. Prof. Dr. Serdar ENGINOGLU
08/01/2016, 45

The concept of soft sets was firstly introduced by Molotdsov (1999) as a
mathematical tool for dealing with some kinds of uncertainty. In this thesis, firstly the
operations and some properties of soft sets redefined by Cagman et al. (2010a) are given.
Afterwards, the concept of soft topology on a soft set by using the subsets of it defined by
Cagman et al. (2011) is developed. Furthermore, the definitions of soft T; spaces, soft
regular space and soft normal space (Nazmul and Samanta, 2014) defined by means of the
concept of soft element are given and basic properties of them are investigated. Finally,
concepts of soft topology propounded by Cagman et al. (2011) and Shabir and Naz (2011)

are discussed later on works.

Keywords: Soft Sets, Soft Topology, Soft Open Sets, Soft Single Point Sets, Soft

Limit Point, Soft Separation Axioms.
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BOLUM 1
GIRIS

Esnek kiimeler kavrami miihendislik, fizik, bilgisayar bilimleri, ekonomi, sosyal
bilimler ve tip bilimleri gibi bir¢ok alanda belirsizlik i¢ceren problemleri modellemek icin
yeni bir matematiksel arag olarak ilk kez Molodtsov (1999) tarafindan ortaya atild.

Molodtsov esnek kiime kavrammi siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, oyun
teorisi, Riemann integrasyonu, Perron integrasyonu, olasilik ve dl¢iim teorisi gibi pek ¢ok
alana basaril1 bir sekilde uyguladi (Molodtsov ve ark., 2006).

Daha sonra bu kavramin bir¢ok versiyonu gelistirildi ve bu kavram cebirden karar
verme problemlerine kadar pek ¢ok alana uygulandi.

Maji ve ark., (2002, 2003) esnek kiime islemlerini tanimladi ve bu kavrami karar
verme problemi iizerine uyguladi. Pei ve Miao (2005) bu calismay1 gelistirdi ve esnek
kiimelerin 6zel bilgi sistemlerinin bir smifi oldugunu gosterdi. Buna ek olarak Cagman ve
Enginoglu (2010a), esnek kiime islemlerini yeniden tanimlayarak, bu yeni islemler ile uni-
int karar verme metotunu insa etti. Daha sonra, esnek matrisler tanimlandi ve esnek max-
min karar verme metotu ortaya atildi (Cagman ve Enginoglu, 2010b). Bu karar verme
metotlar1 belirsizlikler igeren birgok probleme basarili bir sekilde uygulandi. Boylece
esnek kiime teorisi lizerine yapilan ¢aligmalar hizla artt1 (Kovkov ve ark., 2007; Majumdar
ve Samanta, 2008; Ali ve ark., 2009; Jiang ve ark., 2010; Qin ve Hong, 2010; Sezgin ve
Atagiin, 2011).

Esnek cebirsel yapilar ilk olarak Aktas ve Cagman (2007) tarafindan ortaya atildi.
Onlar bu caligmalarinda esnek grup kavrami ve onlarin temel 6zellikleri {izerine c¢alisti.
Ayrica esnek kiimelerin cebirsel yapilari lizerine literatiirde Feng ve ark., (2008); Jun ve
Park, (2009); Acar ve ark., (2010); Jun ve ark., (2010) gibi pek cok ¢alisma yer almaktadir.

Esnek kiime kavrami iizerine ¢alisilan alanlardan biri de Cagman ve ark. (2011)
tarafindan ortaya atilan Esnek Topolojidir. Onlar bu caligmalarinda, esnek topolojiyi
verilen bir esnek kiimenin esnek alt kiimelerini kullanarak, bu esnek kiime iizerinde
tanimladi. Ayrica aynt donemde Shabir ve Naz (2011) evrensel esnek kiimenin esnek alt
kiimelerini kullanarak, evrensel kiime iizerinde esnek topoloji kavramini ortaya atti.

Min (2011), Shabir ve Naz (2011) tarafindan verilen esnek topolojik uzay ile ilgili
bazi sonuglarm hatali oldugunu ve esnek topolojik uzaylar i¢in genel Ozelliklerin
incelenmesini engelleyen sorunu gosterdi. Ayrica Shabir ve Naz (2011)’mn tanimladig:

esnek ayirma aksiyomlarmi, 6zellikle de esnek regiiler uzaylarin 6zelliklerini inceledi.



Daha sonra Peyghan ve ark. (2014), Min (2011)’in ¢alismasinda yer alan bazi teoremlerin
saglanmadigmi Ornekler vererek gosterdi ve devaminda genel topolojide saglanan bazi
ozelliklerin Shabir ve Naz (2011) tarafindan tanimlanan esnek topoloji kavramma gore
Min (2011) tarafindan verilen bazi teoremlerin saglanmadigini gosterdi. Ayrica esnek
kompaktlik ve sayilabilir esnek kompaktlik kavramlar: ile ilgili bazi sonuclar elde etti.
Buna ek olarak, 6zel bir esnek topolojik uzay insa ederek, genel topolojideki bazi klasik
sonuglarin esnek topolojik uzaylarda saglanmadigini gésterdi.

Zorlutuna ve ark. (2012) ¢alismasinda esnek nokta kavramini tanimlayarak, esnek i¢
nokta, esnek i¢, esnek komsuluk, esnek siireklilik gibi kavramlar1 tanimladi ve bu
kavramlar ile ilgili teoremlere yer verdi. Ne var ki bu kavram esnek limit noktasi ile ilgili
teoremlerin agiklanmasinda bir takim zorluklara sahiptir.

Aygiinoglu ve Aygin (2011), esnek c¢arpim topolojisini ortaya attt ve esnek
kompaktlik olarak adlandirilan esnek uzaylarda kompakthigin cesitli versiyonlarmi
tanimladi. Hazra ve ark., (2012) esnek alt kiimelerin topolojisi ve esnek topoloji olarak
adlandirilan iki kavram iizerine ¢alisti. Onlar bu iki kavram arasindaki temel farklar1 ve bu
iki topolojide esnek doniistimlerin siirekliligini tanimlayarak, bazi 6zelliklerini inceledi.
Daha sonra, esnek topoloji ile ilgili kavramlar iizerine pek ¢ok calisma yapildi (Atmaca,
2010; Aygiinoglu, 2011; Hussain ve Ahmad, 2011; Ahmad ve Hussain, 2012; Karatas,
2012; Varol ve ark., 2012; Georgiou ve ark., 2013; Peyghan ve ark., 2013; Varol ve
Aygiin, 2013; Georgiou ve Megaritis, 2014; Li ve Xie, 2014; Min, 2014; Roy ve Samanta,
2014; Senel ve Cagman, 2015).

Bu tez ¢alismasinda ilk olarak, esnek kiime kavrami ve esnek topoloji ile ilgili
literatiir calismasina yer verildi.

Ikinci boliimde, Cagman ve Enginoglu (2010a)’nda verilen esnek kiime kavramu ile
ilgili temel kavramlar verildi.

Ugiincii boliimde, Cagman ve ark. (2011)’inda verilen esnek topoloji kavrami
gelistirildi ve devam ¢alismalar1 i¢in uygun hale getirildi. Burada, esnek topolojinin
bulanik parametreli bulanik esnek topoloji gibi diger tiirleri goz Oniine alindiginda bazi
yeni diizenlemeler gerekebilecegine dikkat edilmelidir. Ayrica yapilan bu temellendirme
calismasinin bir bollimii makale olarak yayimlandi (Enginoglu ve ark., 2015).

Dordiincii boliimde, Cagman ve ark. (2011) tarafindan tanimlanan esnek topoloji
kavrami {lizerine bir devam calismasi olarak Nazmul ve Samanta (2014) tarafindan esnek
eleman yoluyla tanimlanan esnek aymrma aksiyomlar: verildi ve ilgili 6zellikleri incelendi.

Boylece genel topolojide yer alan bazi teoremlerin esnek topolojide de saglandig: goriildii.



Son olarak, Cagman ve Enginoglu (2011) ve Shabir ve Naz (2011) tarafindan
tanimlanan esnek topoloji kavramlar1 arasinda bir karsilastirmaya yer verildi.
Bu calisma boyunca genel topoloji kavramlar1 i¢in Mucuk O., 2010 ve Kocak M.,

2011 kitaplarindan yararlanilmigtir.



BOLUM 2
ESNEK KUMELER

Bu béliimde, esnek kiimeler (Molodtsov, 1999) ile ilgili temel kavramlar (Cagman
ve Enginoglu, 2010a) ve esnek kiime ailelerine ait birtakim 6zellikler (Zorlutuna ve ark.,
2012) verildi.

Bu ¢alisma boyunca, evrensel kiime U, parametreler kiimesi E, U’nun kuvvet kiimesi
P(U) ve U lizerinde E parametre kiimesi yoluyla tanimlanan tiim esnek kiimelerin kiimesi
S(U) ile gosterilsin.

Tanim 2.1. A € E olmak tizere x ¢ A iken f,(x) = @ ile tanimli f, : E —» P(U)
fonksiyonunun grafigine U iizerinde bir esnek kiime denir ve F, ile gosterilir (Molodtsov,
1999).

Diger bir ifadeyle, U iizerinde bir esnek kiime F, = {(x, f,(x)) : x € E} bigiminde
sirali ikililerin bir kiimesidir.

Burada, f,; fonksiyonu F, esnek kiimesinin yaklagim fonksiyonu olarak adlandirilir.
fa(x)’in degeri keyfi olabilir. Bu kiimelerin bazilar1 bos olabilir, bazilar1 bostan farkli
arakesite sahip olabilir.

Ornek 2.1. Bir sirkette var olan bos bir pozisyona basvuran adaylarin kiimesini
g6z Oniine alalim ve U = {uq, u,, uz, Uy, Us, Ug} ile gdsterelim.

Burada, E = {x;, x,, x3, x4, X5} parametreler kiimesi olmak tizere x; (i € {1,2,3,4,5})
parametreleri sirastyla bir adaym “deneyim”, “bilgisayar bilgisi”, “gen¢”, “yiiksek egitim”,
“saglikl’” durumlarin1 gostersin. Bu durumda, bir esnek kiime tanimlamak verilen
parametreler yoluyla adaylar1 deneyimli calisanlar, bilgisayar bilen ¢aligsanlar vb. olarak
ifade etmek anlamina gelir.

A = {xq,x3,x,} € E olmak lizere f,(x1) = {uy, us}, fa(xs) = U ve fo(x,) =0 ile

tanimli f, : E - P(U) yaklasim fonksiyonunu g6z Oniine alalim. O halde F, esnek kiimesi,

Fy = {(xq, {uz, uysd), (x5, 0), (x3,U), (x4, 0), (x5, 0)}

ya da kisaca

Fy = {(xq, {uz, us}), (x3,U)}

bi¢imindedir.



Tanim 2.2. F, € S(U) olsun. Eger her x € A igin f,(x) =@ ise F; esnek
kiimesine bos esnek kiime denir ve Fy ile gosterilir.

fa(x) =@ ifadesi U’nun hicbir elemanmm x € E parametresini saglamadigi
anlamma gelir. Bu nedenle, kisaligin hatirma (x,®) gibi elemanlar bir esnek kiimede
gosterilmemektedir.

Tanim 2.3. F, € S(U) olsun. Eger her x € A i¢in f,(x) =U ise F, esnek
kiimesine A-evrensel esnek kiime denir ve Fz ile gosterilir.

Eger A = E 1se A-evrensel esnek kiimesine evrensel esnek kiime denir ve Fj ile
gosterilir.

Ornek 2.2. U = {uy, uy, us, Uy, us} evrensel kiimesini ve E = {x1, X, X3, X4}
parametreler kiimesi géz oniine alalim.

A ={x,,x3,x,} olmak flizere f;(x;) = {uy,us}, f41(x3) =0 ve fu(x,) =U ile
tanmimli  f, : E > P(U) vyaklasim fonksiyonu i¢in  F, = {(xy, {uy, us}), (x4, U)}
bi¢imindedir.

B = {x,,x3} olmak iizere fz(x;) =@ ve fz(x3) =0 ile tanmh fz: E - P(U)
yaklagim fonksiyonu i¢in Fz = Fy bicimindedir.

C = {x,,x,} olmak ftizere f.(x;) =U ve fc(x;) =U ile tanimhi f,: E - P(U)
yaklagim fonksiyonu i¢in F; = F# bicimindedir.

D =E ve i € {1,2,3,4} olmak tizere her x; € E i¢in f,(x;) = U ile tammh f}, : E —
P(U) yaklasim fonksiyonu i¢in F, = Fjz bigimindedir.

Tanim 2.4. F,,Fg € S(U) olsun. Eger her x € E i¢in f,(x) € fz(x) ise F,
esnek kiimesi Fy esnek kiimesinin esnek alt kiimesidir denir ve F, € Fy ile gdsterilir.

Diger bir ifadeyle, Fp esnek kiimesi F4 esnek kiimesinin esnek tist kiimesidir denir ve
Fy 3 F, ile gosterilir.

Yorum 2.1. F, € Fp ifadesi F, esnek kiimesinin her elemanmnin Fp esnek
kiimesinin de bir elemani olmasmi gerektirmez. Dolayisiyla, klasik alt kiime kavrami
esnek alt kiime kavramindan farkhdir.

Ornegin, U = {uy,u,,us,us} evrensel kiimesini ve E = {x;,x,,x3} parametreler
kiimesini goz oniine alalm. Eger A = {x;}, B = {x1,x3}, F4 = {(xy, {uy, u )} ve Fg =
{(xy, {ug, us, us}), (x3,{us, us})} ise her x € E i¢in f;(x) € fz(x) saglanir. Dolayisiyla,
F, € Fp elde edilir. Fakat (xy, f4(x;)) € Fy iken (x, f4(x;)) & Fj bigimindedir.



Onerme 2.1. F,, F5 € S(U) olsun. O halde

ii. F,CF,
iii. F,CF,

iv. F,CFgveFR€F.=>F,CF,

onermeleri saglanir.

Ispat. Her x € E igin

i fu) U= f(x) € felx)
i 0C fulx) = folx) € fulx)
iii.  fu(x) = fa(x) = fo(x) € fa(x)
iv.  fa(x) € fr(x) ve fz(x) € fr(x) = fu(x) € fr(x)

bi¢imindedir.
Tamm 2.5. F,, Fg € S(U) olsun. Eger her x € E i¢in f;(x) = fz(x) ise F, ve
Fy esnek kiimeleri esnek esittir denir ve Fy, = Fy ile gosterilir.

Onerme 2.2. F,, Fy € S(U) olsun. O halde

1. FA=FBVGFB=FC®FA=FC

il. FAgFBVGFBgFA@FA=FB

onermeleri saglanir.

Ispat. Her x € E igin

L fal) = frx) ve fz(x) = fe(x) & fu(x) = fc(x)
i fa() € fr(x) ve fy(x) S fulx) & fulx) = fr(x)

bi¢imindedir.
Tanim 2.6. F, € S(U) olsun. O halde F, esnek kiimesinin esnek tiimleyeni her

x € E i¢in f ,z(x) = ff (x) yaklagim fonksiyonu yoluyla tanimlanir ve Fy ile gdsterilir.



Burada f{(x), f,(x) kiimesinin U’ya gore tiimleyenidir. Diger bir ifadeyle, her
x € E i¢in f{(x) = U \ f,(x) bigimindedir.
Onerme 2.3. F, € S(U) olsun. O halde

i (F) =F,

ii. F§=Fg

esitlikleri saglanir.

Ispat. Her x € E igin

i (ff00) = U\ W) = £
i fer() =fEC) =UN\fo()=U\D=U = fp(x)

bi¢imindedir.

Tanim 2.7. F,,Fg € S(U) olsun. O halde F, ve Fg esnek kiimelerinin esnek
birlesimi her x € E igin f,g5(x) = f4(x) U fz(x) yaklagim fonksiyonu yoluyla tanimlanir
ve F, U Fy ile gosterilir.

Onerme 2.4. F,,Fg, F; € S(U) olsun. O halde

i F,UF,=F,

ii. F,UF,=F,

iti. F,0F;=Fg

iv. F,UF{=F;

v. F,UF;=F3UF,

vi. (FyUFz)UF,=F,0(FpUF,)

esitlikleri saglanir.

Ispat. Her x € E igin

L fava(x) = f1(0) U fu(x) = fu(x)

i fave() =f2(0) U fo(x) = L)V O = f(x)
iii.  fagp(x) =) U fs(x) =fu(x) VU =U = fg(x)
V. fagae@®) = f2() U fi(x) =U = fz(x)



V. faos(@) = fu(x) U fz(x) = fz(x) U fu(x) = frga(x)
vi.  fuopue = (fA(x) U fB(x)) U fc(x) = f(x) U (fB(X) U fc(x)) = fauBoc)

bi¢imindedir.

Tanim 2.8. F,,Fg € S(U) olsun. O halde F, ve Fg esnek kiimelerinin esnek
kesigimi her x € E i¢in fux55(x) = f4(x) N fz(x) yaklasim fonksiyonu yoluyla tanimlanir
ve F, N Fy ile gosterilir.

Onerme 2.5. F,,Fg, F; € S(U) olsun. O halde

i. FysNF,=F,

ii. F;0Fp=F,

iti. F,0NFz=F,

iv. Fy0Ff=F,

v. F,0Fa=FzN0F,

vii (FyDFg)DF.=F,N(FzNF.)

esitlikleri saglanir.
Ispat. Onerme 2.4 icin verilen ispata benzer bigimde yapilabilir.

Onerme 2.6. F,, F5 € S(U) olsun. O halde

i. (FyUFg)°=F{NF§

ii. (FaDFg)°=FfUFS
esitlikleri saglanir.

Ispat.

i. Herx €E i¢in

f avpye () = figp(x) = (fau fB(x))C = (fA(x))C N (fB(X))C = fenge(x)

bigimindedir.

ii.  Ispat1 benzer sekilde yapilabilir.



Onerme 2.7. F,, F5 € S(U) olsun. O halde

1. FAO(FBﬁFc)=(FAGFB)H(FAOFc)
il. FAﬁ(FBOFc)=(FAﬁFB)G(FAﬁFc)

esitlikleri saglanir.
Ispat.

i. Herx € E i¢in

favney(®) = fa(x) U farc(x)
= 2 U (f(0) 0 £ ()
= (2 U f(0)) n (faG) v fo ()
= faup(®) N fagc(x)

= faup)ncavc) (x)

bi¢imindedir.
ii.  Ispat1 benzer sekilde yapilabilir.

Tanim 2.9. F,,Fg € S(U) olsun. O halde F, ve Fg esnek kiimelerinin esnek
farki her x € E igin f,55(x) = f4(x) \ fz(x) yaklasim fonksiyonu yoluyla tanimlanir ve
F4 \ Fp ile gosterilir.

Onerme 2.8. F,, F5 € S(U) olsun. O halde

i. FAKFB=FAﬁFB€
ll FA KFB = FQ)@FA gFB
iii.” ANB=@=F,\Fz=F,veFz \F,=Fp

onermeleri saglanir.

Ispat. Her x € E igin

L fas() =10\ fr(x) = f1(0) 0 f5(x) = fyape(x)
. fap) =1\ f5(x) =fo(x) =0 f(x) € fp(x)



iii. AN B = @ olsun. Buradan

fasg(x) = faG)\ fz (x) = fa(x) ve fpia(x) = fr(x) \ fa(x) = fp(x)

bi¢imindedir.

Onerme 2.9. F,,Fy, F; € S(U) olsun. O halde

(Fa UF)\Fc = (Fy\F;) U (Fs \ F¢)

esitligi saglanir.

Ispat. Her x € E igin

faopye™®) = faup()\ fc(x)
= (L) U fr)\ fe(x)
= (\ ) U (fr()\ fe ()
= fasc () U fpie(x)

bi¢imindedir.
Tamm 2.10. i € [ i¢in F; € S(U) olmak {izere {FAi T i€ I} esnek kiimelerin bir

ailesi olsun. O halde i € I i¢in F; esnek kiimelerin esnek birlesimi her x € E i¢in

Foin @ = | 100

i€l

yaklasim fonksiyonu yoluyla tanimlanir ve U;¢,F, a; 1le gosterilir (Zorlutuna ve ark., 2012).
Tamm 2.11. i € [ i¢in F; € S(U) olmak {izere {FAi T i€ I} esnek kiimelerin bir

ailesi olsun. O halde i € I i¢in F,; esnek kiimelerin esnek kesigimi her x € E i¢in

Frien @ =) a0

i€l

yaklasim fonksiyonu yoluyla tanimlanir ve N;¢,F, a; 1le gosterilir (Zorlutuna ve ark., 2012).
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Onerme 2.10. F, € S(U) vei €I igin Fg; € S(U) olmak iizere {FBi : i € I} esnek

kiimelerin bir ailesi olsun. O halde

i.  FaD (UierFp;) = Uies(Fa A Fp,)
ii.  FyU(NierFp,) = Nies(Fa UFy))
iii.  Fo\ (UierFp;) = Niet(Fa \ Fg,)
iv.  Fa\(NierFs;) = User(Fa \ Fs,)
v.  F40(Uie/Fs;) = Use/(Fa U Fg))

VI. FAﬁ(ﬁiEIFBi) = ﬁiEI(FAﬁFBi)

Il
|

esitlikleri saglanir (Zorlutuna ve ark., 2012).
Ispat.

i. Herx € E i¢in

fari(Oie) @) = fa() 0 f, 5, ()
=fa(x)n (UiEIfBi(x))

= Uier (f2(0) N f3,(0))

= UiEIfAﬁBi(x)

bi¢imindedir.
ii.  Ispati benzer sekilde yapilabilir.

iii.  Herx € E i¢in
fAi(UiezBi) () = fal)\ fDiEIBi(x)
= 2\ (Uierfo, ()
= Nier (fa0\ fi, ()
= nieIfAiBi(x)
bi¢imindedir.
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iv.  Ispati benzer sekilde yapilabilir.

v. Herx € E i¢in
fAU(DiE,Bi)(x) =fa) U fg,_5,x)
= fa() U (UiEIfBi(x))
= Uier (fa00) U f,())

= UiEIfAUBi(x)

bi¢imindedir.

vi.  Ispat1 benzer sekilde yapilabilir.
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BOLUM 3
ESNEK TOPOLOJi

Bu boliimde, Cagman ve ark. (2011)’inda verilen esnek topoloji kavrami gelistirildi
ve devam c¢alismalart i¢in uygun hale getirildi. Burada, esnek topolojinin bulanik
parametreli bulanik esnek topoloji gibi diger tiirleri goz Oniline alindiginda bazi yeni
diizenlemeler gerekebilecegine dikkat edilmelidir. Ayrica yapilan bu temellendirme
calismasmin bir boliimii makale olarak yayimlandi (Enginoglu ve ark., 2015).

Tanim 3.1. F, € S(U) olmak iizere,

{Fa,: Fay EFsi€l}
kiimesine F, esnek kiimesinin esnek kuvvet kiimesi denir ve P(F,) ile gosterilir (Cagman
ve ark., 2011).

Tanim 3.2. F, € S(U) olmak iizere, 2ZxeEfa®l sayisina P(F,) kiimesinin
kardinalitesi denir ve |P(F,)| ile gosterilir (Cagman ve ark., 2011).

Burada, |f,;(x)| sayis1 f, (x)’in kardinalitesidir.

Ornek 3.1. U = {uy,u,,us} evrensel kiimesini, E = {x;,x,,x3} parametreler

kiimesini, A = {x,x,} € E ve F, = {(x1, {uy, u,}), (x5, {uy, us})} esnek kiimesini goz

oniine alalim. O halde
Fay = {CGey, {us D}
Fa, = {(xy, {u; D}
Fuy = {(xq, {ug, up D}
Fa, = {(x2, {uz})}
Fag = {(x2,{us})}

Fyo = {(x2, {uz, ush}
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Fy, = {Ceq, {ur D, (g, {u D}
Fpg = {Cep, {urd), Gep, {us D}
Fpy = {Cep, {urd), Gep, {ug, usH}
Faio = {Cep, {u2}), G, {u )}
Fpi = {Ceq, {u2}), Cep, {us}
Fypp = {Ceq, {2}, Cep, {un, us}
Fpi3 = {Cep, fug, uz}), (g, {u D}
Fpip = {Cep, {u, uzd), (g, {usH}
FA15 =Fy
FA16 =Fp
esnek kiimeleri F, esnek kiimesinin tiim esnek alt kiimeleridir.
Ayrica |P(F,)| = 2* = 16 bigimindedir (Cagman ve ark., 2011).
Tanmm 3.3. F, € S(U) olsun. O halde asagidaki kosullar1 saglayan F, esnek

kiimesinin esnek alt kiimelerinin bir 7 koleksiyonuna F, lizerinde bir esnek topoloji denir

(Cagman ve ark., 2011).
ii FpF,€%
ii. {Fa,€Fy:i€l}ci=UgFy €t

iii. {F4,€F:1<i<n neN}JSi=NLF, €t

Burada (F,, T) siral ikilisi bir esnek topolojik uzay olarak adlandirilir (Cagman ve

ark., 2011).
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Ornek 3.2. Ornek 3.1°de verilen F, esnek kiimesinin esnek alt kiimelerini goz
oniine alalm. O halde % = {Fy,Fy}, %, = P(Fy) ve %35 ={Fg,Fa,Fa, Fa,; Fars)
koleksiyonlar1 F,; esnek kiimesi iizerinde esnek topolojilerdir (Cagman ve ark., 2011).

{Fp,F4} ve P(F,) koleksiyonlar: sirastyla F, esnek kiimesi iizerinde ayrik olmayan
esnek topoloji ve ayrik esnek topoloji olarak adlandirilir (Enginoglu ve ark., 2015).

Tamm 3.4. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. O halde #’nun her elemanina
bir esnek agik kiime ya da kisaca 7’da esnek agik denir (Cagman ve ark., 2011).

Aciktir ki F, ve F, esnek kiimeleri 7°da esnek agiktir (Cagman ve ark., 2011).

Tanim 3.5. (F,,T1) ve (F4,T,) esnek topolojik uzaylar olsun. O halde

i. Egert, 2 T, ise T, esnek topolojisi T, ’den esnek incedir denir.
ii. EgerT, D 1, ise T, esnek topolojisi T, ’den kesin olarak esnek incedir denir.
iii. Eger ya 7,27, ya da T,<S1%; ise 7, ile T, esnek topolojileri
karsilastirilabilirdir denir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 3.3. Ornek 3.2°de verilen F, esnek kiimesi iizerindeki esnek topolojileri
g0z Oniine alalim. O halde 7, esnek topolojisi T; ve T3 esnek topolojilerinden esnek incedir
ve 3 esnek topolojisi %; esnek topolojisinden esnek incedir. Ustelik, %;, %, ve %3
karsilastirilabilir esnek topolojilerdir (Cagman ve ark., 2011).

Tanim 3.6. (F4, %) bir esnek topolojik uzay ve B € % olsun. Eger #'nun her
eleman1 B’nin elemanlarinin  esnek birlesimi olarak yazilabilirse B’ye, T esnek
topolojisinin bir esnek tabani denir (Cagman ve ark., 2011).

Tanmim 3.7. (F4, ©) bir esnek topolojik uzay ve B, £'nun bir esnek tabani olsun.
B’nin her elemanina esnek taban elemani denir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 3.4. Ornek 3.1 ve Ornek 3.2’yi gbéz oniine alalim. Burada B =
{F,Fa,, Fa,, Fa,, Fa} koleksiyonu £, icin bir esnek tabandir (Cagman ve ark., 2011).

Teorem 3.1.  (F,, ©) bir esnek topolojik uzay ve B, £ i¢in bir esnek taban olsun. O
halde %, B’nin elemanlarmin tim esnek birlesimlerinin koleksiyonuna esittir (Cagman ve
ark., 2011).

Ispat. Esnek taban tanimindan agiktir.

Tanim 3.8. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg € F, olmak iizere

{Fa,AFp: Fy,etiel}
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koleksiyonuna Fg tizerinde bir esnek alt uzay topolojisi denir ve 7, ile gosterilir (Cagman
ve ark., 2011).
Ayrica (F, B,fFB) swral ikilisi (F,,T) esnek topolojik uzayinin bir esnek topolojik alt
uzay1 olarak adlandirilir (Cagman ve ark., 2011).
Teorem 3.2.  (F,,T) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olsun. O halde Fg
iizerinde bir esnek alt uzay topolojisi bir esnek topolojidir (Cagman ve ark., 2011).
Ispat. (F,,T) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olmak iizere ¥r,, Fj lizerinde bir
esnek alt uzay topolojisi olsun.
i.  (F,T) bir esnek topolojik uzay oldugundan Fy, F, € T dir. Fz € F, ve esnek
alt uzay topoloji tanimindan, Fy N Fy = Fp ve F4, N Fg = Fg olur. O halde
Fy,Fg € Tp, elde edilir.

. T= {FAi 2 Fy, CF,i€l } sonlu esnek kesisimler altinda kapali oldugu i¢in,

n

ﬂ(FAi AFg) = (O FAi> A Fy

i=1

elde edilir. O halde 75 sonlu esnek kesisimler altinda kapalidir.

{FAi P Fy; CF,i€l } keyfi esnek birlesimler altinda kapali oldugu i¢in,

U(FAi A Fy) = (U FAi> A Fp

i€l i€l

. T

elde edilir. O halde 75 keyfi esnek birlesimler altinda kapalidir.

Sonug olarak 7p,, Fp lizerinde bir esnek topolojidir.

Ornek 3.5. Ornek 3.2°de verilen F, iizerindeki ¥5 esnek topolojisini ve Fz € F,
olmak tizere Fg = Fpq = {(x1, {us}), (x2, {uz, u3})} esnek kiimesi g6z niine alalim.

O halde Fp NFyy=Fp, FoNFyg=Fsy, Fao, NFyg=Fgp, Fy, NFy =F4 ve
Fyis n Fpy = F,, oldugu i¢in Fg esnek kiimesi iizerindeki esnek alt uzay topolojisi
%r, = {Fa, Fag) Fary Fao} bicimindedir. Dolaystyla (FAg, fFAg), (F,,%5) esnek topolojik
uzayinin bir esnek topolojik alt uzayidir (Cagman ve ark., 2011).

Teorem 3.3.  (F,, ) ve (Fy, T') esnek topolojik uzay ve B ve B’ sirasiyla ¥ ve £’
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esnek topolojileri i¢in esnek tabanlar olsun. Eger B’ € B ise #, ¥ esnek topolojisinden

esnek incedir (Cagman ve ark., 2011).
ispat. (F4, %) ve (F4 ') esnek topolojik uzay, B ve B’ swrasiyla © ve ' esnek

topolojileri icin esnek tabanlar ve B’ € B olsun. O halde her Fy € ¥’ ve F, € B’ i¢in

bi¢imindedir. Dolayisiyla Fz € T elde edilir. Sonug olarak 7' € 7 oldugundan ¥ esnek

topolojisi ' esnek topolojisinden esnek incedir.

Teorem 3.4.  (F,, %) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger B, T esnek topolojisi

icin bir esnek taban ise
Bry = {Fa, N Fg: Fy, €B,i €1}

koleksiyonu 7, i¢in bir esnek tabandir (Cagman ve ark., 2011).
ispat. (F,, ) bir esnek topolojik uzay ve B, ¥ esnek topolojisi i¢in bir esnek taban
olsun. Esnek alt uzay topoloji tammindan F € Tz, ve F, € ¥ olmak iizere F; = Fp N Fp

bigimindedir. F, € % oldugundan F, = U F,.8Fa; bigiminde yazilabilir. Buradan,

FC=FDﬁFB= UFAl ﬁFB= U(FAlﬁFB)

FAiE% FAiE%

elde edilir. Sonug olarak B Fg» Trg 16iN bir esnek tabandir.

Yorum 3.1. Cagman ve ark. (2011) makalesinde verilen Teorem 5’deki
“Fc€Tp, > Fc €T

kosulunun saglanmadig1 goriiliir. Bu nedenle teorem asagidaki gibi gilincellendi.
Teorem 3.5. (F,,T) bir esnek topolojik uzay ve (FA,fFB) bu esnek topolojik

uzayn bir esnek topolojik alt uzay1 olsun. Eger F, Tr, de esnek acik ise F; € Fj, olacak
B c
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bigimde 3F; € 7 vardir (Enginoglu ve ark., 2015).

Ispat. F; € 5, olsun. Tanim 3.8’den Fj, € ¥ olmak iizere F; = F), 1 F bigiminde
yazilir. Bu durumda her F¢ € g, i¢in F € Fp olacak bicimde 3F,, € T vardur.

Yorum 3.2. Cagman ve ark. (2011) makalesinde verilen Teorem 6 (i.)’deki “Fz
evrensel esnek kiimesi ve F{ esnek kapal1 kiimelerdir.” dnermesinin ayn1 makalede verilen
Tanim 13’e gore saglanmadigi goriiliir. Bunun yani sira, (F,, T) esnek topolojik uzayinda
bir esnek kiimenin F,’ya gore esnek tiimleyeni Fz evrensel esnek kiimesine gore esnek
tiimleyenden daha yararli ve anlamlidir. Bu nedenle esnek kapali kiime tanimi asagidaki
gibi giincellendi.

Tanim 3.9. (Fy, %) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olsun. Eger F, \ Fy
esnek kiimesi T da esnek agik ise Fp esnek kiimesine bir esnek kapali kiime ya da kisaca
T’ya gore esnek kapali denir (Enginoglu ve ark., 2015).

Teorem 3.6.  (F,,T) bir esnek topolojik uzay olsun. O halde asagidaki kosullar
saglanir (Enginoglu ve ark., 2015).

i. Fg ve F, esnek kapali kiimelerdir.
ii.  Esnek kapali kiimelerin keyfi esnek arakesitleri esnek kapalidir.
iii.  Esnek kapali kiimelerin sonlu esnek birlesimleri esnek kapalidir.

Ispat.

i.  Esnek kapali kiime tanimindan, F, \ Fy = Fp ve F4 \ Fp = F, T’da esnek
aciktir. O halde F, ve Fy esnek kapalidir.

1. {FAi : Fy Fp,etiel } esnek kapali kiimelerin bir koleksiyonu ise

A (ﬂ FA1> YRS

i€l i€l

esnek agiktir. Bu nedenle N, F, 'a; esnek kapalidir.

iii.  Benzer olarak, egeri = 1,2,...,n i¢cin FAi esnek kapali ise

n

<u / ﬂl Fa\ Fay)
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esnek agiktir. Bu nedenle U{‘le a; esnek kapalidir.

Yorum 3.3. Cagman ve ark. (2011) makalesinde verilen Teorem 12-17 ve ayni
makaledeki bazi tanimlarm birtakim uyusmazliklara sahip oldugu goriildii. Bu zorluklarin
iistesinden gelmek i¢in yukarida bahsedilen teoremler esnek eleman (Nazmul ve Samanta,
2013) yoluyla giincellendi.

Tamm 3.10. F, € S(U) ve Fg € F, olsun. Eger fz(x) sadece bir x € B i¢gin bir
tek nokta kiimesi ve y € E \ {x} i¢in fz(y) = @ ise Fp esnek kiimesine F,’nm esnek
elemani denir ve Fy € F, ya da kisaca a € F, ile gdsterilir (Nazmul ve Samanta, 2013).

Bu ¢alismada, esnek eleman kavrami esnek tek nokta kiimesi olarak da adlandirildi
ve (x, f3(x)) € F, bigiminde de gosterildi.

Ornek 3.6. Ornek 3.1°de verilen F, esnek kiimesinin esnek alt kiimelerini goz
Oniine alalm. O halde Fy,, F4,, F4, ve F,. esnek kiimeleri F,’nin esnek tek nokta
kiimeleridir. Kisaca bu esnek kiimeler sirasiyla a4, a,, a, ve as ile gosterilir (Enginoglu
ve ark., 2015).

Yorum 3.4. F, € Fp ifadesi F, esnek kiimesinin her esnek elemanmm Fy esnek

kiimesinin de bir esnek eleman1 olmasimi gerektirir. Diger bir ifadeyle, her a i¢in
F,CF, o (d EF, > a € Fp)

bi¢imindedir.

Yorum 3.5.  F,, Fz € S(U) olmak tizere, esnek kiime islemleri
F,UFg={a: a €F, V a € Fg}

F,0Fg={a: a €F, A a € Fg}

Fy,N\Fs={a: a €Fy A a & Fg}

Fi={a: a €Fy A a EFg}

bi¢iminde esnek eleman yoluyla da tanimlanabilir.

Teorem 3.7. F,,Fz € S(U) ve Fz € F, olsun. O halde
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a€EFpoai(Fy\Fp)

onermesi saglanir (Nazmul ve Samanta, 2013).

ispat. Fy € F, ve a = (x, fo(x)) olsun. O halde

a€Fy; ©a€F, Na€EFy
& Vx € E icin f-(x) € £(x) AVx € E igin fo(x) € f5 ()
© Vx € E icin fo(x) € f(x) A3x € E igin fc(x) € f1(x) \ fp(x)
& a & Fy\ Fp

bi¢imindedir.

Teorem 3.8. F,,Fg € S(U) olsun. O halde
(FA=FB)¢>((Z§FA¢>(Z§FB)
onermesi saglanir (Enginoglu ve ark., 2015).

Ispat. Aciktir.
Teorem 3.9. F,, Fg, F;, Fp € S(U) olsun. O halde

i. (Fy,€Fy NF.EFp)) = (F,AF.EF,;AFp)
ii. (Fy€Fy AF.EF,)) = (F,UF, €FyUFp)

onermeleri saglanir (Enginoglu ve ark., 2015).
Ispat.

i. F, S Fz A F; € Fpolsun. O halde

a€EF,NF, >a€F, AN ad EF,

bicimindedir. Buradan, F, N F; € Fz N Fp elde edilir.

ii.  Ispati benzer sekilde yapilabilir.
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Teorem 3.10. F,, Fg,F. € S(U) ve Fg,F; € F, olsun. O halde
FBﬁFC =F¢ @FB § (FAKFC)

onermesi saglanir.
Ispat.
(=): F3 0 F¢ = F, olsun. O halde

a€EFp=>a@F.>a€(F,\F;)=Fz € (Fs\F¢)

bi¢imindedir.

(&): Kabul edelim ki Fg € (F,\ F;) iken Fg0 F; # F, olsun. O halde her
a EFg A F, icin a EFy ve a €F; olur. Fy € (Fy\ F¢) oldugundan « € (F,\ F;)
bigimindedir. Bu durumda, « € F; ve a € (F, \ F;) olmast bir celiskidir. O halde kabul
yanlistir. Dolayisiyla, Fg € (FA \ FC) iken Fg N F = F, bigimindedir.

Sonug 3.1. Teorem 3.10°da F4, = F 3 olarak alinirsa teorem
FyNF.=Fy & Fy EF¢

bi¢iminde ifade edilir.

Tamm 3.11.  (F,, T) bir esnek topolojik uzay, Fz € F, ve a € Fy olsun. Eger
a € F, ve F; € Fy olacak bicimde 3F, € T varsa a’ya, Fp esnek kiimesinin bir esnek i¢
noktast denir. Fp esnek kiimesinin tiim esnek i¢ noktalarinin esnek birlesimine Fgz esnek
kiimesinin esnek i¢i denir ve Fp ile gosterilir (Nazmul ve Samanta, 2013).

Ayrica Fg esnek kiimesinin esnek i¢i, Fp’nin tiim esnek acik alt kiimelerinin esnek
birlesimidir. Diger bir ifadeyle, Fg esnek kiimesi Fj tarafindan esnek kapsanan en biiyiik
esnek agiktir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 3.7. Ornek 3.2°de verilen #; esnek topolojisini ve Fg € F, olmak {izere
Fg = Fy,, = {(x1,{uz}), (xz,{uz, us})} esnek kiimesini géz oniine alalm. O halde Fp
esnek kiimenin esnek ici, Fg = Fp UF,, UF,,, = Fy,, bigimindedir (Cagman ve ark.,
2011).

Teorem 3.11. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fy € F, olsun. Fy esnek agiktir
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gerek ve yeter kosul Fp = Fg olmasidir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat.

(=): Fp bir esnek acik kiime olsun. O halde Fg tarafindan esnek kapsanan en biiyiik

esnek acgik kiime Fp’ye esittir. Bu nedenle Fz = Fg elde edilir.

(&): Fg = Fg olsun. O halde F5 esnek kiimesi esnek agik oldugundan Fgy = Fj

esitliginden Fy esnek acgiktir.

Teorem 3.12. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg, F; € F, olsun. O halde

1.
1.

.

(Fg)" = Fg
FyEF, > F,CFS
FSAFe = (Fy A FL)°
FiUF. € (Fs UF,)

onermeleri saglanir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat.
1

il.

111

1v.

Fg = Fp olsun. Bu durumda, Fj, € 7 gerek ve yeter kosul F, = F; olmasidur.
Dolayisiyla (Fg)" = Fp elde edilir.

Fy € F; olsun. Esnek i¢ tammimdan, Fg € Fz ve FZ € F, bi¢imindedir.
Ayrica F; esnek kiimesi F; tarafindan esnek kapsanan en biiylik esnek agik
kiimedir. O halde Fz € F. = F5 € F; elde edilir.

Esnek i¢ tammmdan, Fg €& Fy ve FZC F. bigimindedir. Buradan,
FeAF2 S Fg N F; elde edilir. (Fg N F;)° esnek kiimesi Fgz N F, esnek
kiimesi tarafindan esnek kapsanan en biiyiik esnek ac¢ik kiimedir. Bu nedenle
FeAF.C (FgNF;)° olur. Tersine, FgNF. S Fy ve FgNF.CF,
bi¢imindedir. O halde (Fg N F;)° € Fg ve (Fg N F.)° € F; elde edilir. Bu
nedenle, (Fg N F;)° € F5 N FZ olur. Sonug olarak Fy N FZ = (Fg 0 F;)° elde
edilir.

Esnek i¢ tanimindan, Fg € Fg ve F2 € F, olur. O halde Fp UF: € Fy U F,
elde edilir. (Fg U F)° esnek kiimesi Fg U F, esnek kiimesini esnek kapsayan

en biiyiik esnek agik kiimedir. Dolayisiyla Fg U FZ € (Fg U F)° elde edilir.

Tamm 3.12.  (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fyz € F, olsun. O halde Fj’ nin

tiim esnek kapali iist kiimelerinin esnek kesisimine Fj’nin esnek kapanisi denir ve Fj ile

gosterilir (Cagman ve ark., 2011).
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Ayrica Fy esnek kiimesi F esnek kiimesini esnek kapsayan en kiigiik esnek kapali
kiimedir (Cagman ve ark., 2011).

Ornek 3.8. Ornek 3.2°de verilen 5 esnek topolojisini géz dniine alalim. Burada
Fp =Fyy = {Ccy, {ug}), (x2, {uz, us})} esnek kiimesi igin Fpg = {Cer, {urd), Gep, {uz, usH}
ve Fy = {(xy, {ug, u)), (x5, {uy,us})}  esnek kapali dst kimelerdir. O halde Fp =
Fy, NF, = F,4 bi¢imindedir (Enginoglu ve ark., 2015).

Teorem 3.13. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg € F, olsun. Fy esnek kapali
kiimedir gerek ve yeter kosul F; = Fj olmasidir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat.

(=): Fp bir esnek kapali kiime olsun. O halde Fp’yi esnek kapsayan en kiiglik esnek
kapali kiime Fp’ye esittir. Bu nedenle Fy = Fj elde edilir.

(&): Fg = Fp olsun. O halde Fp esnek kiimesi esnek kapali oldugundan Fy = Fp
esitliginden Fy esnek kapalidir.
Teorem 3.14. (F,, ) bir esnek topolojik uzay ve Fg € F, olsun. O halde

F5 € Fy € Fy esnek kapsama saglanir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat.

Fj = O{FBi : Fp, €1,Fg, S Fp,i € I} oldugundan her x € E igin f5;(x) € fp(x)
ve Ujer fz;(x) € f5(x) bigimindedir. Bu nedenle Fz € F elde edilir.

Fg= ﬁ{FAi : F, iFAi €1,Fg CFy,i €J} oldugundan her x € E icin fz(x) S
fa;(x) ve fz(x) € Nie;fa, (x) bigimindedir. Bu nedenle Fp Fp elde edilir.

Dolayisiyla F§ € Fp € Fp elde edilir.

Teorem 3.15. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg, F; € F, olsun. O halde

i. (?B) = FB

i. (Fa\Fp)=(F;\Fp)
iii. FyzC€F,=FyzCF,
iv. (FgNF;)EFzNF,

V. ﬁB GFC=(FBOFc)

onermeleri saglanir (Cagman ve ark., 2011).
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Ispat.

i

il.

111

1v.

Fg = Fp olsun. Bu durumda F,, esnek kapali kiimedir gerek ve yeter kosul
Fp = Fp olmasidir. Dolayisiyla (fB) = Fp elde edilir (Cagman ve ark.,
2011).

Esnek kapanis ve esnek i¢ tanimlarimdan,

(FA KFB) = F, ‘ | m FAi\l = U (FA ‘ FAi) = (FA ‘ FB)O

Fa;3Fp / Fa\FR3F 4\Fa,
FAKFAL'E% FAKFAL'E%

elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).

Fg € F, olsun. Esnek kapanis tanimindan, Fz € Fp ve F. € F, olur. Diger
bir ifadeyle, Fg € F ve Fz € F bi¢imindedir. F5 esnek kiimesi Fg’yi esnek
kapsayan en kiigiik esnek kapali kiime oldugu icin Fy € Fp € F esnek
kapsamasi saglanir. Bu nedenle Fy € F elde edilir (Cagman ve ark., 2011).
Esnek kapams tammmdan, Fz € Fz; ve F.ZF, olur. O halde
Fy N F. EF5 N F, elde edilir. (FyMF.) esnek kiimesi Fp M F, esnek
kiimesini esnek kapsayan en kiigilk esnek kapali kiime oldugu icin
(Fg 0 F.) € Fg 0 Fy elde edilir (Cagman ve ark., 2011).

Esnek kapams tammmmdan, Fz € Fz; ve F.ZF, olur. O halde
FyUF.EF,UF, elde edilir. (FyUF,) esnek kiimesi Fp UF, esnek
kiimesini esnek kapsayan en kiigilk esnek kapali kiime oldugu icin
(FyUF,)EF, UF, elde edilir. Tersine, F.EF.E (F30F,) ve
Fy € Fp € (F3 U F,) olur. Bu nedenle, Fg UF, € (F5 U F,) bigimindedir.

Dolayisiyla F U F, = (F5 U F,) elde edilir (Cagman ve ark., 2011).

Teorem 3.16. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg, F, € F, olsun. O halde

i

1.

a € Fy gerek ve yeter kosul a € F, olacak bicimde VF, € %, F5 0\ F # Fj.
B, 7 icin bir esnek taban olsun. O halde a € Fp gerek ve yeter kosul a € F),

olacak bi¢cimde VF; € B, Fg N Fp, # F, bigimindedir (Cagman ve ark. 2011).
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Ispat.

il.

Mantiksal olarak; hipotez “a & Fy gerek ve yeter kosul a € F. ve Fg 1 F, =
F4 olacak bicimde 3F. esnek acik kiimesi vardir.” ifadesine denktir.

(): Eger a&Fp ise a€(F,\Fp) olur. Teorem 3.15 (ii.)’den
a € (F, \ FB)O elde edilir. Esnek i¢ tammindan, a € F; € (F, \ Fz) olacak
bigimde 3F; € T vardir. Dolayisiyla a € F; ve Fg N F; = F,, olacak bigimde
3AF. € T vardur.

(&): Eger a € F; ve Fg N\ F; = Fy olacak bigimde 3F, esnek agik kiimesi
var ise Fy € (FA KFC) olacak bi¢imde F, \ F. bir esnek kapali kiimedir.
Esnek kapanis tammindan, Fpy & (FA KFC) olur. Dolaysiyla, a € Fj elde
edilir (Enginoglu ve ark., 2015).

(2): a €F, olacak bicimde a €Fyz ve Fp, € B olsun. Esnek taban
tanimindan ve Teorem 3.16 (i)’den a € F, olacak bicimde VF, € B,
Fg 0 Fp # Fy elde edilir.

(&): a € Fp, olacak bicimde VF, € B, Fz N Fp, # Fy ise bu nedenle a € F,
olacak bi¢imde VF, € ¥, F3 0\ F; # F, olur. Dolaysiyla @ € Fy elde edilir
(Enginoglu ve ark., 2015).

Ornek 3.9. Ornek 3.2°de verilen (F4,%3) esnek topolojik uzaymi ve

Fpg = {(x1, {1}, (x2,{u3})}  esnek  kiimesini goz  Oniine  alalim.  Burada

a; = {(xg, {u D} az = {(xq, {u D} ay = {(x, {uxD} ve a5 = {(x,, {uz})} bigimindedir.

O halde Teorem 3.16 geregince,

Fy 5 Fa € T3 olmak tizere a; € Fy,, i¢in Fy , NFay # Fp ve a; EF, igin
Fy A\ Fy, # Fy oldugundan a; € F g elde edilir.

Fa, € %3 olmak iizere a, € Fy, igin Fy, N Fyy = Fp oldufundan a, & Fu elde
edilir.

Fy 5 Fa € T3 olmak iizere a, € Fy,, i¢in Fy , N Fay # Fp ve a, €F, igin
Fy A\ Fy, # Fy oldugundan a, € F 4 elde edilir.

Fy,, Fa € T3 olmak tizere as € F,,, icin Fu, NFy, # Fp ve as € Fy,, igin

Fy A\ Fy, # Fy oldugundan as € F 4 elde edilir.

Ayrica esnek kapanis tanimindan, FAS = Fuy = {(Cx1, {us}), (x, {2, u31} oldugu

goriiliir.
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Tamm 3.13.  (F,,T) bir esnek topolojik uzay Fz € F, ve a € F, olsun. Eger
a € F; € Fy olacak bicimde bir F, esnek agik kiimesi var ise Fg esnek kiimesine a’nin
esnek komsulugu denir. a’nin tiim esnek komsuluklarmm kiimesine a’nin esnek

komsuluklarmin ailesi denir ve V' (a) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle,
N(a)={Fz: F,€% A a € F; € Fg}

bi¢imindedir (Nazmul ve Samanta, 2013).

Tamm 3.14.  (F,, T) bir esnek topolojik uzay F. € F, ve a € F, olmak iizere
(F,€%: a€F}

kiimesine a’nim esnek ac¢ik komsuluklarmin ailesi denir ve V() ile gosterilir (Enginoglu
ve ark, 2015).

Ornek 3.10.  Ornek 3.2°de verilen (F,,#3) esnek topolojik uzaymi ve ag =
(x,,{us}) EF, esnek tek nokta kiimesini géz oniine alalim. O halde N(a) =
{F4,Fayy, Fayy Fay,} ve V(@) = {Fy, Fy,, } bicimindedir (Enginoglu ve ark., 2015).

Sonug 3.2. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olsun. Fg nin esnek agik
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Va € F i¢in F, € V(a) olmak iizere F. € F olacak
bicimde bir F esnek kiimesi olmasidir.

Tamm 3.15.  (F4, T) bir esnek topolojik uzay Fg, F, € F, ve a € F, olsun. Eger
VF, € V(a) igin F; N (FB \ a) * Fg 1se a’ya, Fp esnek kiimesinin bir esnek limit noktasi
denir (Nazmul ve Samanta, 2013).

Burada, Fp esnek kiimesinin tiim esnek limit noktalarmin esnek birlesimi Fg ile
gosterilir.

Ornek 3.11.  Ornek 3.2°de verilen (F,, #3) esnek topolojik uzaymi1 ve Fy,, esnek

kiimesini g6z Oniine alalim. O halde
Fays N (FA13 iFAl) = Fuy3 ﬁFAw = Fayo # Fo

FA ﬁ (FA13 KFAl) = FA ﬁFAlO = FAlO * FQ)
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Fay D (FA13 iFAz) =Fa, N Fy, = Fy

Faps 0 (Fay3\Fa,) =Fas O Fay =Fy, # Fy
Fof (Fa 3\ Fa,) =Fa0Fy, =Fy, # Fyp
Fapq 0 (FA13 iFAS) = Fpyy NFpyy = Fap # Fy
Fof (Fa s\ Fag) =FafFy, =Fy, # Fy

oldugu i¢in

Faj3 = U{FAl'FM' FAS} = Fuq

elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).
Teorem 3.17. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg € F, olsun. O halde

esitligi saglanir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat. Eger a € F;, UF} ise a € F3Va € F} bigimindedir. Bu durumda, eger
a €EFy ise a€Fp olur. Eger a €EF, ise VF,€V(a) icin Fo N (Fp\a)#F,
bi¢imindedir ve bu nedenle VF, € V(a) i¢in F, N Fz # Fy olur. Dolayisiyla Teorem 3.16
(i.)’den a € Fy elde edilir. Tersine, « € Fy ise a € F3 Va & Fy bicimindedir. Bu
durumda, a € Fy ise a € Fz U F}, oldugu agiktir. Eger a & F ise Teorem 3.16 (i.)’den ve
Tanim 3.15°den VF,; € V(a) igin F; A\ Fp = F; 0 (F5 \ @) # F, olur. Bu nedenle, a € Fj
oldugu icin a € F; UFj elde edilir. Sonu¢ olarak Fy UFS = Fp esitligi saglanir
(Enginoglu ve ark., 2015).

Ornek 3.12.  Ornek 3.2°de verilen (F,, #3) esnek topolojik uzaym1 ve Fy,, esnek
kiimesini gdz Oniine alalm. Ormek 3.11den Fj . = Fug = {(xy, {u1}), (x2, {up, us})}

oldugu gorilir. Ayrica F, esnek kiimesi F, ,’Un en kiiglik esnek kapali Gst kiimesi
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oldugundan F, , esnek kiimesinin esnek kapanisi FA13 = F, elde edilir. Teorem 3.17
geregince Fy,, UF, , = FA13 bigimindedir.

Teorem 3.18. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fgz € F, olsun. O halde Fj esnek
kapalidir gerek ve yeter kosul Fy € Fg olmasidir (Cagman ve ark., 2011).

ispat. Fy esnek kapalidir & F = F; © Fy = F5 U F} © Fj, € Fj.

Teorem 3.19. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg, F, € F, olsun. O halde

i. FjCFy

ii. FyCF,=F,EF,
iii. (FgNF;) €FyN0F,
iv. (FgUF;) =F,UF,

onermeleri saglanir (Cagman ve ark., 2011).
Ispat.

1. Tanmm 3.15 ve Teorem 3.16 (i.)’den

a€Fy =>VF. €V(a), Fo N (Fs\a) # Fp
= VF; € V(a), Fc N Fg # Fy
= Fj E Fy

bi¢imindedir (Enginoglu ve ark., 2015).

ii. Fg € F, olsun.

a€Fy =>VF,€V(a),Fp N (Fz\a)# Fy
= VF, € V(a), Fp 1 (Fc \ @) # Fy
= a € F,
O halde Fy € F/ elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).
iii. FaNF.SFy, ve FzNF.SF, oldugu icin (FgNF.) CF, ve
(Fg0WF;) € F. elde edili. O halde (FgNF;) € F,NF, bulunur

(Enginoglu ve ark., 2015).

iv. FgCFyUF;, ve F,SFyUF; oldugu igin F, S (FgUF:)" ve
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Fj € (Fg U F;)' elde edilir. O halde Fg U F. € (Fg U F;)' bulunur.
Tersine, VF, € V() i¢in

a€FUF) & Fpn[(FpUF)\a]#F,
o Fp N [(Fp\a)T(F\a)] # Fo
o [Fp A (Fp\a)] T [F A (Fe\a)] # Fo
S a€Fy V a€F,

© a€F,UF,

Bu nedenle (Fz U F;)' € Fg U F/ bulunur. Dolayisiyla (Fg U F.)' = F5 U F/.
elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).

Tamm 3.16.  (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olsun. Eger her F, €
V() igin F; 0 Fg # Fy ve Fo 0 (Fy \ Fp) # F ise a’ya Fp’nin bir esnek sinir noktast
denir. F’nin tiim esnek sinir noktalarinmn esnek birlesimine Fg’nin esnek sinir1 denir ve FZ
ile gosterilir (Enginoglu ve ark., 2015).

Diger bir ifadeyle, F5’nin esnek sinir1 Fp = Fg i (F "\ F B) bi¢iminde de ifade edilir
(Cagman ve ark., 2011).

Ornek 3.13.  Ornek 3.8’i goz oniine alalim. Fp = Fy, esnek kiimesi igin Fg= Fpqy
ve (Fy\Fp)=F,, =F, bigimdedir. O halde F§ =Fy N (Fs\Fg)=Fs, N\ F4 = Fy,

elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).
Teorem 3.20. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fg € F, olsun. O halde

i. FPCFy
~ b

iii. FP=Fg\F;
onermeleri saglanir (Cagman ve ark., 2011).

Ispat.

1.  Esnek smir noktasi tanimindan,

29



a €EFp :a'éfBﬁm
=>a€Fy /\a'ém

~

= a € Fy

O halde FL € Fj elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).
1.  Esnek smir noktasi tanimindan,
a€F) o VF.€V(a),F;NFg+# Fy A Fo 0 (F4\Fp) # Fyp
& VF, € V(a), Fo 0 [Fy N\ (F4\Fg)] # Fp A Fo B3 (F4\ Fg) # Fy
o a€(F,\Fp)

O halde F? = (F, \ FB)b elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).

iil.  Esnek kapanis ve esnek i¢ tanimlarindan,

elde edilir (Enginoglu ve ark., 2015).
Ornek 3.14.  Omnek 3.2°de verilen (F,,#3) esnek topolojik uzaymi ve
Fa,, = {(xq, {uz}), (xz, {uz, u3})} esnek kiimesini géz oniine alalim. F,, esnek kiimesinin

esnek i¢i,

Fiy, = U{FAZ’FAS} = Fuy,
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bi¢imindedir. Gergekten,
a = (x1,{u,}) i¢in ar, € F,,, € F,,, olacak bigimde bir F,,, €  vardur.
ay = (x3,{u,}) icin a, € Fy,, ¢ Fy,, veay € F, ¢ F4,, oldugu i¢in ay & F,__ dir.
as = (x,,{us}) i¢in a5 € F,,, € F,,, olacak bigimde bir F,,, € ¥ vardur.
F, esnek kiimesi F,,, nin en kiigiik esnek kapali list kiimesi oldugundan F,, esnek
kiimesinin esnek kapanisi FA12 = F, bicimindedir.

F4,, esnek kiimesinin tiim esnek limit noktalarmim esnek birlesimi,

Fay, = U{FAl'FAzu FAS} = Fy

olarak bulunur. Gergekten,

Fap3 B (FA12 iFA1) = Fay3 N Fayy = Fago # Fo
Fof (Fa,\Fa) =FaDFy, =Fy, # Fo
Fa, 0 (Fay, \Fa,) = Fa, N Fy, = Fy

Fap3 (FA12 iFA4) = Fay3 N Fpyy = Fap # Fy
Fof (Fa,\Fa,) =FafFy =F4, #Fp
Fapq 0 (FA12 iFAS) = Fpyy NFpyg = Fap # Fo
Fof (Fa, \Fa;) =Faf Fyyy = Fa,, # Fo

bi¢imindedir. F,,, esnek kiimesinin esnek siniri,

Ff?lz = U{FA1'FA4} = Fy,
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olarak bulunur. Gergekten,
Fa,5 Fa € V(ay) igin
Faya N Fa, =Fy # FpveFy N (Fy\Fay,) = Fayy NFa, = Fy # Fy
FofFy, =Fy, #Fyve F, 0 (Fy\ Fa,,) =FaNFy =Fy # Fyp
Fay Fayyr Fags Fa € V(ay) igin
Fay, A Fy, =F4, #FypveFy N (Fy\Fap,)=Fay NFa =Fp
Fa,5 Fa € V(ay) igin
Fap N Fa, =Fy, # FpveFy y 0V (Fy\ Fay,) = Fayy N Fa, = Fay # Fo
FofNFy, =Fy, #Fyve F, 0 (Fy\ Fa,,) =FaNFy =Fy # Fy
Fy,, F4 € V(as) igin
Fay, A Fy, =F4, #FypveFy N (Fy\Fap,)=Fay NFa =Fp

bi¢imindedir (Enginoglu ve ark., 2015).
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BOLUM 4
ESNEK AYIRMA AKSiYOMLARI

Bu boliimde, esnek ayirma aksiyomlari verildi ve ilgili 6zellikleri incelendi.

Tamm 4.1. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger a; # a, olmak lizere
Va,,a, € F, i¢in Fy € V(ay) ve Fy & V(a,) veya F, & V(ay) ve F, € V(a,) olacak
bigimde 3Fg, F; € 7 varsa (F4, T) esnek topolojik uzaymna bir esnek T, uzay denir (Nazmul
ve Samanta, 2014).

Ornek 4.1. Ornek 3.2°de verilen (F4,%;) esnek topolojik uzay: bir esnek T,
uzay degildir. Gergekten, @; # @, olmak iizere Vaq, a, € F, i¢in tek esnek acik F, esnek
kiimesidir.

Teorem 4.1.  Bir (F,,7) esnek topolojik uzay1 esnek T, uzaydir gerek ve yeter
kosul a; # a, olmak iizere Va,,a, € F, i¢in a; # @, olmasidir.

Ispat.

(=): (F,4, %) bir esnek T, uzay olsun. O halde a; # a, olmak iizere Va,, a, € F, i¢in
Fz € V(a;) ve Fy & V(a,) veya F, & V(a,) ve F. € V(a,) olacak bi¢imde 3Fy, F, € %
vardir. Burada, Fy € V(a,) oldugundan Fy N a, = F, bi¢imindedir. Ayn1 zamanda
Fg € V(a;) oldugundan Teorem 3.16 (i.)’den a; & @, olur. Dolayisiyla ; # a, olmak
lizere Vaq,a, € F, i¢in a; # @, elde edilir.

(e): a; # a, olmak iizere Va,, a, € F, i¢in @; # @, olsun. O halde Teorem 3.16
(i.)’den a; & @, oldugunda F N a, = F, olacak bigimde 3F; € V(a;) vardir. Dolayisiyla
a, # a, olmak iizere Va,,a, € F, icin Fz € V(a;) ve Fg & V(a,) olacak bicimde
3Fg € 7 vardir. O halde (F,, T) esnek topolojik uzayi bir esnek T, uzaydir.

Ornek 4.2. Omek  3.1°de  verilen F, esnek  kiimesi iizerinde
T= {FA, Fo,Fay) FAS’FAS’FAll’FAlz’FA14} koleksiyonu bir esnek topolojidir. Ayrica farkli
(1, Ay, Ay, s € F, esnek elemanlan igin a; = Fppo @y = Fyy @ =Fy, ve as =F,,,
oldugundan Teorem 4.1 geregince, (F,, T) bir esnek T, uzaydir.

Teorem 4.2.  Bir esnek T uzaym her esnek alt uzay da bir esnek T, uzaydir.

Ispat. (F,, ¥) bir esnek T, uzay ve Fp € F, olmak iizere (FB,fFB) bir esnek topolojik
alt uzay olsun. O halde a; # a, olmak iizere Va,, a, € Fg i¢in F, € V(ay) ve F, & V(a,)
veya Fp & V(ay) ve Fp € V(a,) olacak bigimde 3F.,Fp € ¥ vardir. Esnek alt uzay
tammindan, a; # a, olmak iizere Va,, a, € Fp i¢in F. N Fz € V(a;) ve F. 0\ Fy & V(a,)

veya F, 0\ Fg & V(ay) ve F, N Fp € V(a,) olacak bigimde 3F; N Fp, Fp N Fp € Tp,
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vardir. O halde (F B fFB) bir esnek T, uzaydir.

Tanim 4.2. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger a; # a, olmak lizere
Va,,a, €F, i¢in Fz € V(ay) ve Fy & V(a,) ve Fo & V(ay) ve F, € V(a,) olacak
bigimde 3Fg, F; € 7 varsa (F4, T) esnek topolojik uzayma bir esnek T; uzay denir (Nazmul
ve Samanta, 2014).

Teorem 4.3.  (F,,T) bir esnek topolojik uzay olsun. O halde asagidaki ifadeler
denktir.

i.  (F, T) esnek topolojik uzay1 esnek T; uzaydir.
ii.  Her esnek tek nokta kiimesi esnek kapalidir.
iii. Va € F,i¢in NV(a) = a bigimindedir.

Ispat.

(1.)=(ii.)

(F,, %) bir esnek T; uzay ve a; € F, olsun. O halde a, € (F;\ @) icin a; # a,
bi¢imindedir. Burada (F,, ¥) bir esnek T, uzay oldugundan F € V(a;) ve Fz & V(a,) ve
F. ¢ V(a;) ve F. € V(a,) olacak bicimde 3IFy, F, € ¥ vardr. a; € F, ve a, € F,
oldugundan a; N F, = Fp ve F. C (FA \ 0(1) bigimindedir. Sonug 3.2°den F, \ a; esnek
kiimesi esnek ag¢iktir. Dolayisiyla @; esnek kapalidir. Sonug olarak (F,, ) bir esnek T,
uzay ise her esnek tek nokta kiimesi esnek kapalidir.

(ii.)=(iii.)

Her esnek tek nokta kiimesi esnek kapali olsun. Bir a; € F, esnek tek nokta kiimesi
her esnek ac¢ik komsulugunun esnek elemam oldugundan a; € a; = a; € NV (ay)
biciminde yazilabilir.

Kabul edelim ki, a; € NV(ay) ve a; # a, olmak iizere @, € NV(a;) olsun. Bu
durumda VFg € V(a;) icin Fz N a, # Fp olur. O halde Teorem 3.16 (i.)’den a; € @,
bi¢cimindedir. Ancak her esnek tek nokta kiimesi esnek kapali oldugundan a, = a, esitligi
saglanir. Diger bir ifadeyle, a; € @, bi¢imindedir. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla
a, = a, elde edilir. Her a € F, icin N7V(a) = a bicimindedir.

(iii.)=(i.)

a, # a, esnek tek nokta kiimeleri icin NV (ay) = a; ve NV(a,) = a, olsun. O
halde Fz € V(a;) ve Fp ¢ V(a,) ve F, & V(ay) ve F; € V(a,) olacak bicimde 3Fy, F, €
1 vardir. Buradan (F,, T) esnek topolojik uzaymin bir esnek T; uzay oldugu goriiliir.

Ornek 4.3. Ornek 3.2°de verilen (F,,%,) ve (F4,3) esnek topolojik uzaylari
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g6z Oniine alalim. (F,,7,) esnek topolojik uzay1 i¢in her esnek tek nokta kiimesi esnek
kapali oldugundan (F,,%,) bir esnek T; uzaydir. Diger taraftan (F,, 75) esnek topolojik
uzayl i¢in a, = (x1,{uz}) ve as = (x,,{us}) esnek tek nokta kiimelerinin birbirini
icermeyen bir esnek ac¢ik komsuluklar1 olmadigindan (F,, T5) bir esnek T; uzay degildir.

Teorem 4.4.  Bir esnek T; uzayn her esnek alt uzay: da bir esnek T; uzaydir.

Ispat. (F,, ¥) bir esnek T; uzay ve Fp € F, olmak iizere (FB,fFB) bir esnek topolojik
alt uzay1 olsun. O halde a; # a, olmak iizere Va,,a, € Fy i¢in F, € V(ay) ve F, &
V(a,) ve Fp & V(a;) ve Fp € V(a,) olacak bigimde 3F,, F, € ¥ vardir. Esnek alt uzay
tammindan, a; # a, olmak iizere Va,, a, € Fp i¢in F. N Fz € V(a;) ve F. 0\ Fy & V(a,)
ve Fp N Fp & V() ve Fp N Fy € V(ay) olacak bigimde 3F; A Fg, Fy A Fp € £, vardir.
O halde (F B fFB) bir esnek T; uzaydir.

Tanmm 4.3. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger a; # a, olmak lizere
Va,,a, € F, i¢in Fy N F, = Fp olacak bicimde 3Fz € V(ay) ve 3F, € V(a,) varsa
(F,, T) esnek topolojik uzayina bir esnek Hausdorff uzay (esnek T, uzay) denir (Nazmul ve
Samanta, 2014).

Ornek 4.4. Ornek 3.2°de verilen (F,,,) esnek topolojik uzaymi géz Oniine
alalim. Her a € F, i¢in a € ¥ bigimindedir. Diger bir ifadeyle, her a € F, i¢in a € V(a)
dir. Vi igin a; € ; ve esnek eleman tammmndan «; # @; oldugunda a; Na; = Fy
bi¢imindedir. Ornegin, ay,a, € F, olmak iizere a; = (x1,{u;}) ve a, = (x1,{u,}) icin
F,, A F,, = F, olacak bi¢imde F,, € V() ve F,, € V(a,) vardir. Dolayistyla (Fy, %)
esnek topolojik uzayi bir esnek Hausdorff uzaydir.

Ornek 4.5. Ornek 3.2°de verilen (F,,T3) esnek topolojik uzayindaki F, esnek
kiimesinin a; = (x,{u;}) ve a, = (xq,{u,}) esnek tek nokta kiimelerini géz Oniine
alalim. Burada Fz N F, = F, olacak bicimde 3F; € V(a;) ve 3F; € V(a,) bulunamadig1
i¢in (F,, T3) bir esnek Hausdorff uzay degildir.

Teorem 4.5.  Bir esnek Hausdorff uzayda her esnek tek nokta kiimesi esnek
kapalidir.

Ispat. (F,, %) bir esnek Hausdorff uzay ve a; # a, olacak bi¢cimde a,,a, € F,
olsun. O halde esnek Hausdorff uzay tanimindan, Fz N F; = F, olacak bicimde 3Fg €
V(a,) ve IF; € V(a,) vardrr. Fz A a, = Fy oldugundan Teorem 3.16 (i.)’den a; € @,
elde edilir. Bu nedenle, Va; # a, i¢in a; € a, olur. Diger bir ifadeyle, o, = a, elde

edilir. Sonug olarak Teorem 3.13’den a, esnek kapalidir.
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Teorem 4.6. Bir esnek Hausdorff uzaym her esnek alt uzayr da bir esnek
Hausdorff uzaydir.

Ispat. (F,, ) bir esnek Hausdorff uzay ve Fy € F, olmak iizere (FB,fFB) bir esnek
topolojik alt uzay olsun. O halde @; # a, olmak iizere Va,,a, € Fg icin F, N Fp = F,
olacak bicimde 3IF, € V(a;) ve 3IF, € V(a,) vardir. Esnek alt uzay tammindan,
Va,,a, € Fy icin (F; 0 Fg) N (Fp N Fg) = Fp olacak bigimde 3F, A Fy € V(ay) ve
3F, A Fg € V(a,) vardir. O halde (Fg, ¥, ) bir esnek Hausdorff uzaydr.

Teorem 4.7.  (F,,T) bir esnek topolojik uzay olsun. O halde asagidaki ifadeler
denktir.
i.  (F, T) bir esnek Hausdorff uzaydir.

ii. a; # a, olmak iizere Vay,a, € F, icin a; € Fz ve a, & Fj olacak bi¢imde
bir Fg € 7 vardur.
iii. ~ Va € Fyi¢in NpepyFp = @ bigimindedir,

Ispat.

(i.)=(ii.)

(F,, %) bir esnek Hausdorff uzay olsun. O halde a; # a, olmak iizere Va,,a, € F,
icin Fy A F, = Fp olacak bigimde 3F; € V(a;) ve 3F, € V(a,) vardir. Teorem 3.16
(i.)’den a, € F, ve F5 01 F. = F,, olacak bi¢imde 3F, €  oldugundan a, & Fj elde edilir.
Dolayisiyla a; # a, olmak iizere Va,,a, € F, i¢in @, € Fg ve a, & Fp olacak bi¢imde
bir Fg € 7 vardur.

(11.)=(ii1.)

a; # a, olmak iizere Va,,a, € F, icin a; € Fz ve a, & Fp olacak bicimde bir
Fg € T var olsun. Buradan, F5 € V(a,) icin a; € Fj oldugundan a, € ﬁFBEﬁ(al)fB elde
edilir. Diger taraftan a, & Fp oldugundan a, & N FBEﬁ(al)ﬁB olur. O halde Va, € F, i¢in
Nryev(ay)Fp = a; bigimindedir.

(iii.)= (i)

Va, € F, i¢cin ﬁFBEﬁ(al)ﬁB = a; ve a; # a, olmak lizere a,;,a, € F, olsun. Bu
durumda, a; & Np,epa)Fp olur. Diger bir ifadeyle, a, & Fp olacak bicimde 3Fj €
V(a,) vardr. Burada Fp esnek kapali oldugundan F, \ Fp € ¥ olur. Ustelik, a, & Fj
oldugundan @, € F, \ F3 ve ayni zamanda Fj 0 (FA KFB) = Fy4 bigimindedir. O halde
(F,, 7) bir esnek Hausdorff uzaydir.
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Teorem 4.8.  (F,, T) bir esnek topolojik uzay olsun.
i. (F, ) bir esnek T, uzay ise (F,, T) bir esnek T, uzaydir.
ii.  (F,T) bir esnek Hausdorff uzay ise (F,, T) bir esnek T; uzaydir.
(Nazmul ve Samanta, 2014).

Ispat. Esnek Ty, T; ve Hausdorff uzay tanimlarindan agiktir.

Ancak Teorem 4.8’in tersi her zaman saglanmamaktadir.

Ornek 4.6. T= {FA, Fo,Fay Fago Fagi FagyFaqy FA14} olmak iizere Ornek 4.2°de
verilen (F,,T) bir esnek T, uzaydir. Ancak a, = (xq,{u,}) ve a, = (x,,{u,}) esnek
elemanlar1 i¢in Fz € V(a,) ve Fp € V(a,) ve F. & V(a,) ve F,; € V(a,) olacak bicimde
3Fg, F; € 7 bulunamadigindan (F,, 7) bir esnek T; uzay degildir.

Tanim 4.4. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Esnek kapali her Fy esnek
kiimesi ve a; & Fp ozelligindeki her a; € F, i¢in Fg € F,, a; € Fp, ve F. N Fp = Fy
olacak bi¢imde IF, Fj, € T varsa (F4,T) esnek topolojik uzayma bir esnek regiiler uzay
denir (Nazmul ve Samanta, 2014).

Teorem 4.9.  Bir esnek topolojik uzayda her esnek agik kiime esnek kapali ise bu
esnek topolojik uzay esnek regiiler uzaydir.

Ispat. (F,, %) bir esnek topolojik uzay ve bu uzaydaki her esnek agik kiime esnek
kapali olsun. Esnek kapali F esnek kiimesi ve a; € Fp dzelliginde a; € F, esnek elemani
verilsin. Bu durumda, a, & Fz = a, € F, \ Fp ve Fj esnek kapali oldugundan F, \ F5 €
7 elde edilir. Ayn1 zamanda Fj esnek kapali kiimesi 7’da esnek acik oldugundan Fy € Fp
olur. O halde esnek kapali her Fp esnek kiimesi ve a; & Fp 6zelligindeki her a; € F, igin
Fp € Fg, a; € Fy\ Fp ve Fz 0 (Fy\ F3) = Fp olacak bigimde 3Fg, F, \ Fg € ¥ vardrr.
Dolayisiyla (F,, T) bir esnek regiiler uzaydir.

Ornek 4.7. Ornek 3.1°de verilen F, esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri icin
# ={F,, Fy,F, Ay FA12} olmak tizere (F,,7) bir esnek regiiler uzaydir. Gergekten,
Fy, Fp, Fay, Fa,, esnek kiimeleri 7°da hem esnek agik hem de esnek kapalidir.

Teorem 4.10. (F,, T) bir esnek topolojik uzay ve Fz € F, olmak iizere (FB,fFB)
bu esnek topolojik uzaym bir esnek topolojik alt uzayr olsun. O halde F; € Fy esnek
kiimesi 7, de esnek kapalidir gerek ve yeter kosul Fp = Fp N Fg olacak bi¢cimde ¥’da
esnek kapali bir Fj esnek kiimesi vardir.

Ispat. (F,, %) bir esnek topolojik uzay ve Fy € F, olmak iizere (FB,fFB) bir esnek

topolojik alt uzay olsun.
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(=2): F. € Fy esnek kiimesi 75’de esnek kapali olsun. Bu durumda, F \ F, € Ty

olur. Esnek alt uzay tanimindan, Fp, € T olmak lizere Fp i F, = Fp N Fy bigimindedir.
Buradan, F; = (F, \ Fp) N F olacak bigimde F, \ Fp, #’da esnek kapalidr.

(&): F. = Fp N Fy olacak bi¢imde Fp esnek kiimesi 7’da esnek kapali bir kiime
olsun. Buradan, Fg \ F¢ = (F4 \ Fp) A F oldugundan Fy \ F; € %z, elde edilir. O halde
F¢ esnek kiimesi 7, ’de esnek kapalidir.

Teorem 4.11. Bir esnek regiiler uzayin her esnek alt uzay1 da bir esnek regiiler
uzaydir.

Ispat. (F,,©) bir esnek regiiler uzay, Fz € F, olmak iizere (FB,fFB) bir esnek
topolojik alt uzay ve F. € Fy olmak iizere a; & F, dzelliginde a; € Fp igin F, Tp, de bir
esnek kapali kiime olsun. Bu durumda, Teorem 4.10’dan Fj, esnek kiimesi 7’da esnek
kapali bir kiime olmak iizere F, = F, N Fz bigimindedir. a; € F, oldugundan
a, € FpNFg > a, € Fp V a; € Fg olur. Buradan, a; & F,, ve (F,, T) bir esnek regiiler
uzay oldugundan F, € Fp, a; € F; ve Fr N\ F; = Fy olacak bicimde 3Fg, F; € T vardur.
Ustelik, F, N Fg € Fr 0\ Fg, a; € F; N Fy ve (Fr 0 Fg) 0 (F; N Fg) = F, olacak bigimde
3Fr O Fg,F; N Fp € T, vardir. O halde (FB,fFB) esnek topolojik alt uzay1 bir esnek
regiiler uzaydir.

Tanim 4.5. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (F,,7) esnek topolojik
uzay1 bir esnek T; uzay ve bir esnek regiiler uzay ise (F,,7) esnek topolojik uzayima bir
esnek T3 uzay denir.

Ornek 4.8. Ornek 3.2°de verilen (F,,%,) ve (F4,%3) esnek topolojik uzaylar
g0z Oniine alalim.

(F,,7,) esnek topolojik uzayr igin her esnek tek nokta kiimesi esnek kapali
oldugundan (F,, ,) bir esnek T; uzaydir. Ustelik, (F,, ;) esnek topolojik uzayindaki her
esnek agik esnek kapali oldugundan (F,, T,) bir esnek regiiler uzaydir. Bu nedenle, (F,, T,)
bir esnek T; uzaydir.

(F,4,73) esnek topolojik uzayi i¢in her esnek tek nokta kiimesi esnek kapali
olmadigindan (F,, T3) bir esnek T; uzay degildir. Ayrica (F,,T3) bir esnek regiiler uzay
degildir. Bu nedenle, (Fy, T3) bir esnek T5 uzay degildir.

Teorem 4.12. Her esnek T3 uzay bir esnek Hausdorff uzaydir.

Ispat. (F,, ©) bir esnek T; uzay ve a; # a, olmak iizere a;, a, € F, olsun. O halde

(F,, ) bir esnek T; uzay oldugundan a; esnek tek nokta kiimesi esnek kapalidir. Diger bir
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ifadeyle @; = a; bi¢imindedir. Buradan a, € a; elde edilir. Ayrica, (F,,¥) bir esnek
regiiler uzay oldugundan a; € Fg, a, € F, ve Fz N F; = F,, olacak bigimde 3Fg, F, € T
vardir. Dolayisiyla, Fz N F, = F, olacak bigimde 3F; € V(ay) ve 3F; € V(a,)
oldugundan (F,, T) bir esnek Hausdorff uzaydur.

Tanim 4.6. (F,,©) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger Fg N F. =F,
ozelligindeki her Fg, F. € F, esnek kapal kiimeleri i¢in Fy € Fp, Fo € Fr ve Fp 0\ Fr =
F, olacak bigimde 3IF,, Fr € T varsa (F,, T) esnek topolojik uzayina bir esnek normal
uzay denir (Nazmul ve Samanta, 2014).

Ornek 4.9. Ornek 3.2°de verilen (F,,%3) esnek topolojik uzaymi géz Oniine
alahm. Fy, Fop, Fyc, Fy,, Fyq esnek kiimeleri 73°deki esnek kapali kiimelerdir. Burada
Fyg, Fy, esnek kapali kiimeleri Fy, NF 4, = Fp Ozelligini  saglamaktadir. Fakat,
Fug € Fuyys Fa, € Fyyy ve Fyy N Fy , # Fy oldugundan (Fy, 3) bir esnek normal uzay
degildir.

Teorem 4.13. Bir esnek topolojik uzayda her esnek agik kiime esnek kapali ise bu
esnek topolojik uzay esnek normal uzaydir.

Ispat. (F,, %) bir esnek topolojik uzay ve bu uzaydaki her esnek agik kiime esnek
kapali olsun. O halde Fz N F. = F, 6zelligindeki her Fg,Fo € F, esnek kapali kiimeleri
icin Fg € Fg, Fo € F; ve Fy 0N F, = F, olacak bicimde 3Fg, F, € T bulunabildigi i¢in
(F,, T) bir esnek normal uzaydir.

Ornek 4.10.  Ornek 3.1°de verilen F, esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri igin
t={F,, Fp,Fy,, FA9} olmak tizere (F,7) bir esnek normal uzaydir. Gergekten,
Fy, Fp, Fy,, Fyq esnek kiimeleri 7°da hem esnek agik hem de esnek kapalidir.

Ancak Teorem 4.13’{in tersi her zaman saglanmamaktadir.

Ornek 4.11.  Ornek 3.1°de verilen F, esnek kiimesinin esnek alt kiimeleri igin
t={F,, Fp,Fy,, FA4,FA7} olmak tizere (F,,7) bir esnek topolojik uzaydir. Bu esnek
topolojik uzayda Fy, Fg, Fy;; = {Cep, {uzd), (a2, {us D3, Fppp = {Cey, {uzd), Cep, {uz, usH}
ve Fy , = {(xy, {ug, up}), (xz, {us}} esnek kiimeleri esnek kapalidir. Burada Fy N Fg =
F, ozelligindeki F, ve F, esnek kapali kiimeleri i¢in Fy € F,, Fp € Fp ve Fy DN Fy = Fy
olacak bi¢imde Fy, Fp € T vardir. Benzer sekilde diger esnek kapali kiimeler iginde bu
kosul saglanmaktadir. O halde (F,,7) bir esnek normal uzaydir. Fakat (F,,7) esnek
topolojik uzaymda her esnek agik esnek kapali degildir.

Teorem 4.14. Bir esnek normal uzaymn esnek kapali her esnek alt uzayr da bir
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esnek normal uzaydir.

ispat. (F,,7) bir esnek normal uzay, Fg esnek kiimesi 7°da esnek kapali olmak tizere
(F,%r,) bir esnek topolojik alt uzay ve F. 0 Fp = F, 6zelliginde Fg,Fp € Fg esnek
kiimeleri 7z, de esnek kapali olsun. Ornek 4.10°dan F.,F, esnek kiimeleri ¥’da esnek
kapahdir. (F,, T) bir esnek normal uzay oldugundan F, € Fp, F, € F, ve Fr 0N F; = F
olacak bigimde 3Fz F; €t vardr. Buradan F. CF.NFy F,SF;NF; ve
(Fr N Fp) N (F; N Fg) = Fp olacak bigimde 3Fp N Fp, Fg N Fp € Tp, vardr. O halde
(F B fFB) bir esnek normal uzaydir.

Tanim 4.7. (F,,7) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (F,,7) esnek topolojik
uzay1 bir esnek T; uzay ve bir esnek normal uzay ise (F,,T) esnek topolojik uzayimna bir
esnek T, uzay denir.

Teorem 4.15. (F,, T) bir esnek topolojik uzay olsun. Eger (F,, T) bir esnek T, uzay
ise (F,, T) bir esnek T3 uzaydir.

Ispat. (F,,©) bir esnek T, uzay ve a; & Fy 6zelliginde a; € F, i¢in F bir esnek
kapali kiime olsun. O halde (F,, T) bir esnek T; ve esnek normal uzaydir. (F,, T) bir esnek
T, oldugundan a; esnek tek nokta kiimesi esnek kapalidir. Buradan Fz N a; = Fy
ozelligindeki Fg, a; esnek kapali kiimeleri i¢in (F4,7) esnek normal uzay oldugundan
Fy €F,, a; €F, ve F, 0N Fp = F, olacak bi¢cimde 3F, F, € ¥ vardir. O halde esnek
kapali her F esnek kiimesi ve a; & Fg 6zelligindeki her ay; € F, icin Fz € F,, a; € Fp
ve Fo 0 Fp = F,, olacak bicimde 3F,, Fp € T oldugundan (F,, ¥) bir esnek regiiler uzaydir.

Sonug olarak (Fy, T) bir esnek T3 uzaydir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

Cagman ve ark. (2011) herhangi bir esnek kiimenin esnek alt kiimelerini kullanarak,
bu esnek kiime iizerinde esnek topoloji kavramii tanimladi. Daha sonra Enginoglu ve ark.
(2015) tarafindan kendi i¢inde tutarh hale getirilen bu ¢alismanin yayimlandigi donemde,
Shabir ve Naz (2011) evrensel esnek kiimenin esnek alt kiimelerini kullanarak, evrensel
kiime tlizerinde esnek topoloji kavramini ortaya att.

Bu iki esnek topoloji kavrami hakkinda ilk olarak bahsedilmesi gereken ayrinti
Cagman ve ark. (2011)’nin yeniden tanimlanmis esnek kiime islemlerini (Cagman ve ark.,
2010) kullanrrken Shabir ve Naz (2011)’mn yaygm olarak kullanilan tanimlar1 tercih
ettigidir.

Diger bir ayrnty, her iki topolojinin de farkli amaclar i¢in ortaya atildigidir. Cagman
ve ark. (2011)’nin bir esnek kiimenin {lizerinde bir esnek topoloji insa ederek bu esnek
kiimeyi daha iyi anlama ¢abas1 varken, Shabir ve Naz (2011)’1n bir klasik kiime lizerinde
bilinen topolojinin yani sira bir esnek topolojiye sahip olmasi yoluyla bu klasik kiimeyi
daha i1yi anlama c¢abas1 mevcuttur. Bu nedenle, tanimlanan bu esnek topolojilerin esnek
eleman, esnek i¢, vb. argiimanlarinda farkliliklar arz etmektedir. Burada, hangi esnek
topoloji kavrammin bi¢imsel olarak digerinden daha genel ve kullamigli oldugu,
topolojilerin kullanim alanlarina gore farklilik arz ettigine dikkat edilmelidir.

Bahsi gegen bu iki esnek topoloji kavrami arasindaki farklarin agikca ortaya konmasi

calisilmaya deger bir konudur.
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