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ÖZET 

ÇARPIMSAL LATİSLERİN 2-YUTAN ELEMANLARI VE DEĞİŞMELİ 

HALKALARIN 2-YUTAN ASALIMSI İDEALLERİ  

Bu çalışmada, değişmeli halkalarda asalımsı ideallerin bir genelleşmesi olarak 2-yutan 

asalımsı ve zayıf 2-yutan asalımsı ideal kavramları tanımlanmıştır. Böylece değişmeli 

halkalarda asal ve zayıf asal ideallerin genelleştirmesi olarak literatürde A. Badawi 

tarafından tanımlanmış olan 2-yutan ve zayıf 2-yutan ideallerin de bir genelleştirmesi 

elde edilmiştir. Asal, zayıf asal, asalımsı, 2-yutan idealler ile 2-yutan asalımsı ve zayıf 

2-yutan asalımsı idealler arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 

Daha sonra, değişmeli halkalar üzerinde kurulan çarpımsal modüllerin 2-yutan asalımsı 

alt modül ve zayıf 2-yutan asalımsı alt modülleri tanımlanarak, temel özellikleri ve 

detayları ile irdelenmiştir. 

Değişmeli birimli bir halkanın ideallerinin latisi, kompakt olarak ve esas olarak 

üretilmiş modüler bir çarpımsal latis oluşturur. Oysa modüler olmayan pek çok 

çarpımsal latis mevcuttur. Değişmeli halkalardaki 2-yutan ideal ve zayıf 2-yutan ideal 

kavramlarının, modüler olmayan çarpımsal latislere genelleştirmeleri ise 2-yutan 

eleman ve zayıf 2-yutan elemanlar tanımlanarak elde edilmiştir. Tanımlanan bu yeni 

elemanların, değişmeli halka ve çarpımsal latis teorisindeki asal, zayıf asal, asalımsı ve 

zayıf asalımsı elemanlarla olan ilişkileri irdelenmiştir. Dahası, bazı özel latisler için 2-

yutan ve zayıf 2-yutan elemanlar cinsinden bir takım karakterizasyonlar elde edilmiştir. 
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ABSTRACT 

2-ABSORBING ELEMENTS OF MULTIPLICATIVE LATTICES AND 2-

ABSORBING PRIMARY IDEALS OF COMMUTATIVE RINGS 

In this study, the concepts of 2-absorbing primary and weakly 2-absorbing primary 

ideals are defined as a generalization of primary ideals in commutative rings. So 

generalizations of 2-absorbing and weakly 2-absorbing ideals which are defined in 

literature by A. Badawi as generalizations of prime and weakly prime ideals in 

commutative rings are obtained. The relations among the concepts of prime, weakly 

prime, primary, 2-absorbing primary ideal and 2-absorbing primary, weakly 2-absorbing 

primary ideals are investigated. 

Then we define 2-absorbing primary and weakly 2-absorbing primary submodules of 

multiplication modules over commutative rings and some basic properties are studied in 

detail. 

The lattice of ideals of a commutative ring with identity is a compactly generated and 

principally generated modular lattice. However there are non-modular multiplicative 

lattices. The extensions of 2-absorbing and weakly 2-absorbing ideals of commutative 

rings to multiplicative lattices are obtained by defining 2-absorbing and weakly 2-

absorbing elements. The relations among prime, weakly prime, primary and weakly 

primary elements in multiplicative lattices are investigated. Moreover some 

characterizations for some special lattices in terms of 2-absorbing and weakly 2-

absorbing elements are obtained. 
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YENİLİK BEYANI 

Tezin ikinci bölümünde, değişmeli halkalarda asalımsı ve zayıf asalımsı ideallerin 

genelleştirmesi olarak, 2-yutan asalımsı ideal ve zayıf 2-yutan asalımsı ideal kavramları 

tanımlanarak, ana özellikleri ile irdelenmiştir. Bu çalışmalar aşağıdaki gibi 

yayınlanmıştır: 

 Badawi, A.,Tekir, Ü., Yetkin, E., On 2-absorbing primary ideals in commutative 

rings, Bulletin Korean Mathematical Society, 4, 51 (2014) 1163-1173. 

 Badawi, A., Tekir, Ü., Yetkin, E., On weakly 2-absorbing primary ideals of 

commutative rings, Journal of the Korean Mathematical Society, 52 (1) (2015) 

97-111. 

Üçüncü bölümde değişmeli halkalar üzerindeki çarpımsal modüllerin 2-yutan asalımsı 

alt modülleri tanımı yapılarak, detaylarıyla çalışılmıştır. Bu çalışma aşağıdaki makale 

ile yayına kabul edilmiştir: 

 Mostafanasab H., Yetkin, E., Tekir, Ü., Darani, A.Y., On 2-absorbing primary 

submodules of modules over commutative rings, Analele Stiintifice ale 

Universitatii Ovidius Constanta (in press) 

Değişmeli halkalarda 2-yutan ideal kavramının çarpımsal latislere genelleştirmesi olarak 

2-yutan eleman ve zayıf 2-yutan eleman kavramları tanımlanarak, tüm özellikleri ile 

dördüncü bölümde incelenmiştir. Bir takım özel latislerin için bu elemanlar cinsinden 

farklı karakterizasyonları elde edilmiştir. Bu çalışma aşağıdaki gibidir: 

 Jayaram, C., Tekir, Ü., Yetkin, E., 2-absorbing and weakly 2-absorbing elements 

in multiplicative lattices, Communications in Algebra, 42, 6 (2014) 2338-2353. 
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SEMBOLLER  

∨  : Supremum 

∧  : İnfimum 

∪ : Birleşim 

∩ : Arakesit 

∈ : Elemanıdır 

∉ : Elemanı değildir. 

⊆ : Alt kümesidir. 

⊈ : Alt kümesi değildir. 

≤ : 𝐿 latisindeki sıralama bağıntısı 

𝑎𝑆  : 𝑎 nın 𝑆 çarpımsal alt kümesine göre yerelleştirmesi 

√𝑎  : 𝑎 nın radikali 
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BÖLÜM 1 - GİRİŞ 

Asal idealler, halka teorisinde önemli bir yere sahiptir. Dolayısıyla pek çok matematikçi 

asal ideallerin çeşitli genelleştirmelerine başvurmuştur. Örneğin zayıf asal ideal kavramı 

ilk olarak (Anderson ve Smith, 2003) de ortaya atılmıştır. Diğer taraftan, asal ideallerin 

farklı bir genelleştirmesi olarak 2-yutan idealler, (Badawi, 2007) de tanımlanmış ve 

Badawi ve Darani, zayıf 2-yutan idealleri (Badawi ve Darani, 2011) de çalışmıştır. 

Zayıf asal ideallerin çarpımsal latislere olan genelleştirmesi ise (Çallıalp ve ark., 2012) 

te yapılmıştır.  

Bu genelleştirmelerden hareketle, tezde aşağıdaki gibi pek çok soruya cevap aranmıştır: 

Değişmeli halkalarda asalımsı ideallerin bir genelleştirmesi kurulabilir mi? 

Tanımlanacak olan bu yeni yapı değişmeli halka teorisindeki benzer ilişkileri korur mu? 

Bir has idealin 2-yutan asalımsı ideallere parçalanışı mümkün müdür? Bir takım 

halkalarda bu genelleştirmelerin genel formları belirlenebilir mi? Bazı halkalar bu 

idealler yardımıyla karakterize edilebilir mi?  

Tezin ikinci bölümünde tanımlanan bu yapılar, üçüncü bölümde çarpımsal modüllere, 

dördüncü ve bölümde ise çarpımsal latislere genelleştirilerek benzer sorulara yanıtlar 

bulunmuştur. 

Bu bölümde ise tez boyunca kullanılacak olan değişmeli halka, çarpımsal modül ve 

çarpımsal latislerdeki bu genelleştirmelere ve ön bilgilere yer verildi.  

 

1.1 Değişmeli Halkalarda Asal İdeallerin Genelleştirmeleri 

Tez boyunca kullanacağımız notasyonları sıralayalım. 𝑅 ile değişmeli ve birimli bir 

halkayı göstereceğiz. 𝑅 halkasının bir 𝐼 idealine 𝐼 ≠ 𝑅 ise has ideal diyeceğiz. 𝐼 

idealinin radikali √𝐼 = {𝑟 ∈ 𝑅 ∶  𝑟𝑘 ∈ 𝐼, ∃𝑘 ∈ ℕ} ile tanımlanırken, bilindiği gibi 

değişmeli halkalarda √𝐼 = ⋂ 𝑃𝐼⊆𝑃   (𝑃  asal) sağlanır. 𝑎 ∈ 𝑅 elemanına, bir 𝑛 pozitif 

tam sayısı için 𝑎𝑛 = 0𝑅 sağlandığı takdirde nilpotent eleman denir. √0𝑅 ile 𝑅 nin 

nilpotent elemanlarının kümesini göstereceğiz. √0𝑅 = 0𝑅 durumunda 𝑅 ye indirgenmiş 

(reduced) halka diyeceğiz. 𝑅 nin bir 𝐼 idealinin nilpotent olması ise 𝐼𝑛 = {0𝑅} ı 
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sağlayan bir 𝑛  pozitif tamsayısının mevcut olması anlamına gelir. 𝑅 nin her 𝐼 ideali ve 

her 𝑎 ∈ 𝑅 elemanı için (𝐼: 𝑎) = {𝑟 ∈ 𝑅 ∶  𝑟𝑎 ∈ 𝐼} olarak tanımlayacağız. 

2003 te Anderson ve Smith Tanım 1.1.1 ile zayıf asal idealleri tanımlamıştır.  

 

Tanım 1.1.1 (Anderson ve Smith, 2003) 𝑃,  𝑅 nin bir has ideali olsun. 0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 

koşulunu sağlayan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎 ∈ 𝑃 veya 𝑏 ∈ 𝑃 sağlanıyorsa 𝑃 idealine 𝑅 nin bir 

zayıf asal ideali denir. 

Her asal idealin bir zayıf asal ideal olduğu açıktır. Oysa bu gerektirmenin tersi doğru 

değildir. 

 

Örnek 1.1.2 𝑅 = ℤ4 halkasında (0) idealini düşünelim. 2 ∙ 2 ∈ (0) iken 2 ∉ (0) 

olduğundan (0) ideali açıkça asal ideal olmayıp bir zayıf asal idealdir. 

Asalımsı ideallerin bir genelleştirmesi ise zayıf asalımsı idealler tanımlanarak elde 

edilmiştir.  

 

Tanım 1.1.3 (Atani ve Farzalipour, 2005)  𝑅 nin bir  𝑃 has idealine, 0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ 𝑃 

koşulunu gerçekleyen her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝑎 ∈ 𝑃 veya 𝑏 ∈ √𝑃 sağlandığı takdirde 𝑅 nin bir 

zayıf asalımsı ideali denir. 

Değişmeli birimli bir halkada asal ideallerin farklı bir genelleştirmesi olarak 2-yutan 

ideal kavramı ise (Badawi, 2007) de tanımlandı. 

 

Tanım 1.1.4 (Badawi, 2007) 𝐼, 𝑅 nin bir has ideali olsun. 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 eşitsizliğini sağlayan 

her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ 𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 olması gerekiyor ise 𝐼 idealine 2-

yutan ideal denir.  
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Bir 2-yutan idealin radikali için iki durum söz konusudur. Bu durumlar aşağıdaki 

teorem ile belirlenmiştir. 

 

Teorem 1.1.5 (Theorem 2.4, (Badawi, 2007)) 𝐼,  𝑅 nin 2-yutan ideali olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki durumlardan biri gerçeklenir: 

  (1) √𝐼 = 𝑃, 𝑅 nin bir asal ideali ve 𝑃² ⊆ 𝐼 dir. 

  (2) 𝑃₁, 𝑃₂, 𝐼 nun farklı minimal asal idealleri olmak üzere √𝐼 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ ve 𝑃₁𝑃₂ ⊆ 𝐼 

dır. 

2-yutan ideallerin bir genelleştirmesi olarak, zayıf 2-yutan idealler ise (Badawi ve 

Darani, 2011) de çalışıldı. 

 

Tanım 1.1.6 (Badawi ve Darani, 2011) 𝑅 halkasında bir 𝐼 ideali için, 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 

eşitsizliğini sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ 𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 olması 

gerekiyor ise 𝐼 idealine zayıf 2-yutan ideal denir.  

 

Önerme 1.1.7 (Badawi, 2007)  𝑃1 ve 𝑃2, 𝑅 halkasının iki (zayıf) asal ideali ise 𝑃1 ∩ 𝑃2 

bir (zayıf) 2-yutan idealdir. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑃1 ∩ 𝑃2 (0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑃1 ∩ 𝑃2) olsun. Bu takdirde 𝑃1 ve 𝑃2, 

(zayıf) asal idealler olduğundan (𝑎 ∈ 𝑃1 veya 𝑏 ∈ 𝑃1 veya 𝑐 ∈ 𝑃1) ve (𝑎 ∈ 𝑃2 veya 

𝑏 ∈ 𝑃2 veya 𝑐 ∈ 𝑃2) sağlanır. Buradan  𝑎𝑏 ∈ 𝑃1 ∩ 𝑃2 veya 𝑏𝑐 ∈ 𝑃1 ∩ 𝑃2 veya 𝑎𝑐 ∈

𝑃1 ∩ 𝑃2 elde edilir. Dolayısıyla 𝐼 bir (zayıf) 2-yutan idealdir. ⎕ 
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1.2 Çarpımsal Modüller için Ön Bilgiler 

𝑅 bir değişmeli birimli halka, 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑁,  𝑀 nin bir alt modülü olsun. 

(𝑁:𝑅𝑀) ile 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁 koşulunu gerçekleyen tüm 𝑟 ∈ 𝑅 elemanlarının kümesini 

göstereceğiz. 𝑀 modülünün sıfırlayıcısı {𝑟 ∈ 𝑅 ∶  𝑟𝑀 = 0} kümesini 𝐴𝑛𝑛(𝑀) veya 

(0:𝑅𝑀) ile göstereceğiz. 

 

Tanım 1.2.1 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Eğer 𝑀 nin her 𝑁 alt modülü için 𝑁 = 𝐼𝑀 olacak 

şekilde 𝑅 nin bir 𝐼 ideali bulunabiliyorsa, 𝑀 ye çarpımsal modül denir. Dikkat edilecek 

olursa, 𝐼 ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) ise 𝑁 =  𝐼𝑀 ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) 𝑀 ⊆ 𝑁 olup, 𝑁 = (𝑁:𝑅𝑀) 𝑀 elde edilir. 

(El-Bast ve Smith, 1988) 

𝑀 nin bir 𝑁 alt modülü için 𝑁 =  𝐼𝑀 yazılımındaki 𝑅 nin 𝐼 idealine, 𝑁 nin takdim 

(presentation) ideali adı verilir. Tanımdan açıkça anlaşıldığı üzere, 𝑀 nin her alt 

modülünün bir takdim idealine sahip olması için gerek ve yeter koşul 𝑀 nin bir 

çarpımsal modül olmasıdır. 𝑁 ve 𝐾, bir 𝑀 çarpımsal R-modülün alt modülleri ve 𝑅 nin 

𝐼₁ ve 𝐼₂ idealleri için 𝑁 =  𝐼₁𝑀 ve 𝐾 =  𝐼₂𝑀 olsun. 𝑁 ve 𝐾 alt modüllerinin çarpımı 

𝑁𝐾 ile gösterilir ve 𝑁𝐾 =  𝐼₁𝐼₂𝑀 ile tanımlanır. 𝑁 ve 𝐾 nın çarpımı 𝑁 ve 𝐾 nın 

takdimlerinden bağımsızdır. (bkz Theorem 3.4, (Ameri, 2003)) Ayrıca, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏 

çarpımı ile 𝑅𝑎 ve 𝑅𝑏 nin çarpımını kastederiz. Açıkça 𝑁𝐾,𝑀 nin bir alt modülüdür ve 

𝑁𝐾 ⊆ 𝑁 ∩ 𝐾 dir. (Ameri, 2003). 

 

Tanım 1.2.2 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Eğer 𝐼𝑀 =  𝐽𝑀  özdeşliğini gerçekleyen 𝑅 nin her 𝐼 

ve 𝐽 ideali için 𝐼 =  𝐽 sağlanıyorsa, 𝑀 ye bir kısaltmalı (cancellation) modül denir.  

Sonlu üretilmiş sadık çarpımsal bir modül, kısaltmalı modüldür. (bkz. Corollary 10, 

(Smith, 1988)) Eğer 𝑀 bir sonlu üretilmiş sadık çarpımsal 𝑅-modül (dolayısıyla 

kısaltmalı modül) ise 𝑀 nin her 𝑁 alt modülü ve 𝑅 nin her 𝐼 ideali için (𝐼𝑁 ∶  𝑀)  =

 𝐼(𝑁 ∶  𝑀) sağlandığını görmek kolaydır.  

Asal ve asalımsı alt modüller modül teorisinde önemli bir yere sahiptir. 



 

5 

 

Tanım 1.2.3 𝑀 bir  𝑅 modül ve 𝑁, 𝑀 nin bir has alt modülü olsun.  

(1) 𝑎 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑚 ∈ 𝑁 veya 𝑎 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sağlanıyorsa 𝑁 ye 

𝑀 nin bir asal alt modülü adı verilir.  

(2) 𝑎 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑚 ∈ 𝑁 veya bir 𝑘 > 0 pozitif tamsayısı için 

𝑎𝑘 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 nin bir asalımsı alt modülü adı verilir.  

Asal alt modül kavramını genişletmek için pek çok yola başvurulabilir. Örneğin Atani 

ve Farzalipour (Atani ve Farzalipour, 2007), zayıf asal alt modülleri aşağıdaki tanım 

yardımıyla asal alt modüllerin bir genişlemesi olarak tanımlamıştır.  

 

Tanım 1.2.4 (Atani ve Farzalipour, 2007) 𝑁, bir 𝑀 modülünün has alt modülü olsun. 

𝑎 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 0 ≠  𝑎𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑚 ∈ 𝑁 veya 𝑎 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 

nin bir zayıf asal alt modülü adı verilir.  

Çarpımsal modüllerin asal ve maksimal alt modülleri ise Teorem 1.2.5 yardımıyla 

belirlenir. 

 

Teorem 1.2.5 (Corollary 2.11, (El-Bast ve Smith, 1988)) 𝑁,  bir 𝑀 çarpımsal 𝑅-

modülün alt modülü olsun. Bu takdirde aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑁, 𝑀 nin bir asal alt modülüdür, 

(2) 𝐴𝑛𝑛(𝑀/𝑁), 𝑅 nin bir asal idealidir. 

(3) 𝐴𝑛𝑛(𝑀) ⊆ 𝑃 olmak üzere bir 𝑅 nin bir 𝑃 asal ideali için 𝑁 = 𝑃𝑀 biçimindedir. 

 

Teorem 1.2.6 (Teorem 2.5, (El-Bast ve Smith, 1988)) 𝑀 bir sıfırdan farklı çarpımsal 

𝑅-modül olsun. 

(1) 𝑀 nin her has alt modülü bir 𝐾 maksimal alt modülü tarafından içerilir. 
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(2) 𝐾 nın 𝑀 nin maksimal alt modülü olması için gerek ve yeter koşul 𝑅 nin bir 𝑃 

maksimal ideali için 𝐾 = 𝑃𝑀 ≠ 𝑀 olmasıdır. 

İspat (1) 𝑁,  𝑀 nin bir has alt modülü olsun. Bu takdirde 𝑀/𝑁 bir sıfırdan farklı 

çarpımsal modüldür. Dolayısıyla teoremin ispatı için herhangi sıfırdan farklı bir 

çarpımsal 𝑀 modülünün bir maksimal ideale sahip olduğunu göstermek yeter. Bir 

0 ≠ 𝑚 ∈ 𝑀 alalım. Buradan 𝐼 = (0:𝑚) = {𝑟 ∈ 𝑅 ∶ 𝑟𝑚 = 0},  𝑅 nin bir has idealidir. 

Şu halde 𝐼 ⊆ 𝑃 olacak şekilde bir 𝑃 maksimal ideali vardır. Burada 𝑃𝑀 ≠ 𝑀 dir. 

Gerçekten 𝑃𝑀 = 𝑀 varsayalım. 𝑚 ∈ 𝑀 alalım. O halde 𝑅𝑚 = 𝐴𝑀 olacak şekilde 𝑅 nin 

bir 𝐴 ideali vardır. 𝑅𝑚 = 𝐴𝑀 = 𝐴𝑃𝑀 = 𝑃𝐴𝑀 = 𝑃𝑚 ve bir 𝑝 ∈ 𝑃 için 𝑚 = 𝑝𝑚 dir. 

Fakat buradan (1 − 𝑝) ∈ 𝐼 ⊆ 𝑃 çelişkisine varılır. Bu sebepten 𝑀 ≠ 𝑃𝑀 dir. Burada 

𝑀/𝑃𝑀 , 𝑅/𝑃 cismi üzerinde bir vektör uzayı ve 𝑀/𝑃𝑀 1-boyutlu olduğundan 𝑃𝑀, 𝑀 

nin maksimal alt modülüdür. Böylelikle (1) ispatlanmış olur. 

(2) (⇒) 𝐾, 𝑀 nin bir maksimal alt modülü olsun. 𝑄 = 𝐴𝑛𝑛(𝑀/𝐾) diyelim. Bu takdirde 

𝑀/𝐾 basittir ve dolayısıyla 𝑄, 𝑅 nin maksimal idealidir. 𝐾 = (𝐴𝑛𝑛(𝑀/𝐾))𝑀 = 𝑄𝑀 

biçimindedir.  

(⇐) 𝑀 ≠ 𝑃𝑀  olsun. O halde (1) de gösterdiğimiz üzere, eğer 𝑀 ≠ 𝑃𝑀 ise 𝑃𝑀, 𝑀 nin 

maksimal alt modülü olarak bulunur. ⎕ 

 

Teorem 1.2.7 (Corollary 1.7, (El-Bast ve Smith, 1988)) 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 

𝐼𝛼 (𝛼 ∈ Λ), 𝑅 nin bir idealler ailesi ise ⋂ (𝐼𝛼𝑀) = (𝛼∈Λ ⋂ (𝐼𝛼 + 𝐴𝑛𝑛(𝑀)))𝑀𝛼∈Λ  

özdeşliği sağlanır. 

 

Tanım 1.2.8 𝑁, 𝑀 nin bir sıfırdan farklı has alt modülü olsun. Bu durumda 𝑁 nin 𝑀-

radikali, 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ile gösterilirken ve 𝑁 yi içeren tüm asal alt modüllerin arakesiti 

olarak tanımlanır. 𝑀 nin 𝑁 yi içeren hiç asal alt modülü yoksa 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = 𝑀 dir.  
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Yardımcı Teorem 1.2.9 (El-Bast ve Smith, 1988) 𝑁 bir 𝑅-modül 𝑀 nın alt modülü 

olsun. Bu takdirde √(𝑁 ∶  𝑀) 𝑀 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. 

İspat 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  =  𝑀 ise iddia açıktır. 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  ≠  𝑀 ve 𝑃,𝑀 nın 𝑁 yi içeren 

bir asal alt modülü olsun. Buradan (𝑁 ∶ 𝑀 )  ⊆  (𝑃 ∶  𝑀 ) dir. (𝑃 ∶ 𝑀 ) nin bir asal ideal 

olduğunu gösterelim. 𝑟𝑠 ∈  (𝑃 ∶  𝑀) varsayalım. Bu halde 𝑟𝑠𝑀 ⊆  𝑃 olur. Burada 

𝑠𝑀 ⊆  𝑃 veya 𝑠𝑚 ∈  𝑀\𝑃 olacak şekilde bir 𝑚 ∈ 𝑀 vardır. İkinci durumda, 𝑃 bir asal 

alt modül ve 𝑟𝑠𝑚 ∈  𝑃 olduğundan 𝑟𝑀 ⊆ 𝑃 bulunur. Böylece 𝑟 ∈ (𝑃:𝑀) veya 

𝑠 ∈ (𝑃:𝑀) dir. Yani (𝑃:𝑀) bir asal ideal olarak bulunur. Buradan √(𝑁 ∶  𝑀)𝑀 ⊆

(𝑃:𝑀)𝑀, yani √(𝑁 ∶  𝑀)𝑀 ⊆ (𝑃:𝑀)𝑀 ⊆ 𝑃 sağlanır. 𝑃,  𝑁 yi içeren herhangi bir alt 

modül olarak alındığından √(𝑁 ∶  𝑀) 𝑀 ⊆  𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sonucuna varılır. ⎕ 

 

Sonuç 1.2.10 𝑀 bir sonlu üretilmiş 𝑅-modül, 𝑃,  𝐴𝑛𝑛(𝑀) yi içeren bir asal ideal ve 

𝐼𝑀 ⊆ 𝑃𝑀 olacak şekilde 𝐼,  𝑅 nin bir ideali ise 𝐼 ⊆ 𝑃 dir. Özel olarak 𝑀 sonlu üretilmiş 

𝑅-modül ve 𝑃, 𝐴𝑛𝑛(𝑀) yı içeren bir asal ideal ise (𝑃𝑀:𝑀) = 𝑃 dir. 

 

Teorem 1.2.11 (Theorem 2.12, (El-Bast ve Smith, 1988)) 𝑁 bir çarpımsal R-modül 𝑀 

nin alt modülü ise 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = √(𝑁:𝑅𝑀)𝑀 dir.  

İspat Genelliği kaybetmeden 𝑀 yi bir sadık 𝑅-modül olarak alabiliriz. Ω = {𝑃 ∈

𝑆𝑝𝑒𝑐(𝑅): (𝑁:𝑅𝑀) ⊆ 𝑃} diyelim. Buradan √𝑁:𝑅𝑀 = ⋂ 𝑃𝑃∈Ω  olup √𝑁:𝑅𝑀𝑀 =

(⋂ 𝑃𝑃∈Ω )𝑀 = ⋂ (𝑃𝑃∈Ω 𝑀) olur. 𝑀 = 𝑃𝑀 ise 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ⊆ 𝑃𝑀 açıktır. 𝑀 ≠ 𝑃𝑀 

olsun. 𝑃, 𝑅 nin bir asal ideali olduğundan 𝑃𝑀 nin, 𝑀 nin bir asal alt modülü olacağı göz 

önüne alınırsa, 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ⊆ 𝑃𝑀 ve buradan 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ⊆ √𝑁:𝑅𝑀 𝑀 elde edilir.  

Ters taraf Yardımcı Teorem 1.2.9 dolayısıyla açıktır. ⎕ 

Değişmeli halkalarda tanımlanan 2-yutan ve zayıf 2-yutan ideal kavramı, 2011 de 

Darani ve Soheilnia tarafından çarpımsal modüllerin alt modüllerinde 2-yutan ve zayıf 

2-yutan alt modülleri tanımlanarak genelleştirdi.  
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Tanım 1.2.12 (Darani ve Soheilnia, 2011) 𝑁,  𝑀 modülünün has alt modülü olsun.  

(1) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) veya 𝑎𝑚 ∈ 𝑁 veya 

𝑏𝑚 ∈ 𝑁 sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 nin bir 2-yutan alt modülü denir. 

(2)  𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) veya 𝑎𝑚 ∈ 𝑁 veya 

𝑏𝑚 ∈ 𝑁 sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 nin bir zayıf 2-yutan alt modülü denir. 

Her 2-yutan alt modül açıkça bir zayıf 2-yutan alt modüldür. Ancak ters gerektirme 

genel olarak sağlanmaz. Aşağıdaki örnek bu durumu açıklar. 

 

Örnek 1.2.13 𝑅 =  ℤ tamsayılar halkasını göz önüne alalım. 𝑀 =  ℤ /30ℤ bir 𝑅-

modül ve 𝑁 =  0, 𝑀 nin alt modülü olarak alınsın. Sıfır alt modülü her modülde bir 

zayıf 2-yutan alt modül olduğundan 𝑁, 𝑀 nin bir zayıf 2-yutan alt modülüdür. Ancak 

2 ∙ 3 ∙ (5 +  30ℤ)  =  0 ∈  𝑁 iken 2 ∙ 3 ∉  (𝑁:𝑅𝑀) ,  2 ∙ (5 +  30ℤ)  ∉  𝑁 ve 3 ∙ (5 +

 30ℤ)  ∉  𝑁 olduğundan 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan alt modülü değildir.  

 

Teorem 1.2.14  (Theorem 2.3, Darani ve Soheilnia, 2011) 

𝑀 bir 𝑅-modül olsun. Bu takdirde 

(1) 𝑀 nin herhangi iki asal alt modülünün arakesiti 2-yutan alt modüldür.  

(2) 𝑀 nin herhangi iki zayıf asal alt modülünün arakesiti zayıf 2-yutan alt modüldür.  

 

1.3 Çarpımsal Latisler için Ön Bilgiler 

Bu bölümde, tezin dördüncü bölümünde ihtiyaç duyacağımız çarpımsal latis ve 𝐶-latis 

yapılarının temel özellikleri verilecektir.  
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1.3.1 Çarpımsal latis 

Tanım 1.3.1.1 𝐾 boş olmayan bir küme ve " ≤ " bu küme üzerinde bir bağıntı olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki özellikleri gerçekleyen " ≤ " bağıntısına 𝐾 üzerinde bir (kısmi) 

sıralama bağıntısı ve (𝐾,≤) ye bir kısmi sıralı küme ya da kısaca sıralı küme adı verilir. 

(1) Her 𝑎 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑎. (Yansıma özelliği) 

(2) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑎 iken 𝑎 = 𝑏. (Ters simetri özelliği) 

(3) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾 için 𝑎 ≤ 𝑏 ve 𝑏 ≤ 𝑐 iken 𝑎 ≤ 𝑐. (Geçişme özelliği) 

 

(𝐾, ≤) bir kısmi sıralı küme olmak üzere 𝐴 ⊆ 𝐾 olsun. Herhangi iki 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 elemanı 

için 𝑎 ≤ 𝑏 veya 𝑏 ≤ 𝑎 sağlanıyorsa, yani 𝐴 nın herhangi iki elemanı karşılaştırılabiliyor 

ise 𝐴 ya tamamen sıralı küme ya da zincir (chain) adı verilir.  

 

Tanım 1.3.1.2 

(𝟏) (𝐿, ≤) kısmi sıralı kümesinde her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 elemanının bir supremumu ve infimumu  

sup {𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∨ 𝑏  ve  inf  {𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∧ 𝑏 

varsa, 𝐿 ye latis adı verilir. Bir latiste boş olmayan sonlu her 𝐴 alt kümesi için sup(𝐴) 

ve 𝑖𝑛𝑓(𝐴) vardır. Bu durum 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2… , 𝑎𝑛} olarak alındığında 𝑆𝑢𝑝(𝐴) nın varlığı 

tümevarım yardımıyla kolaylıkla gösterilebilir.  

(2) 𝐿 latisinin her alt kümesinin supremumu ve infimumu varsa bu latise tam (complete) 

latis denir. Burada 𝐿 ⊆ 𝐿 olduğundan açıkça sup(𝐿) ve 𝑖𝑛𝑓(𝐿) varlığı görülür. O halde 

tam latiste bir en büyük eleman ve en küçük eleman her zaman vardır. 

 

Tanım 1.3.1.3 𝐿 bir latis olsun. Her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 

(1) 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) sağlanıyorsa 𝐿 ye dağılmalı latis, 

(2) 𝑎 ≤ 𝑐 iken 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑐 ise 𝐿 ye modüler latis denir. 
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Örnek 1.3.1.4 

 

Şekil 1.1(a)       Şekil 1.1 (b) 

Şekil 1.1 Dağılmalı olmayan latis örnekleri 

Şekil 1.1 (a) da, 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = 𝑎 ∨ 0 = 𝑎 iken (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) = 𝐼 ∧ 𝑐 = 𝑐 olur. (b) 

de, 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = 𝑎 ∨ 0 = 𝑎 iken (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) = 𝐼 ∧ 𝐼 = 𝐼 olduğundan her ikisi de 

birer dağılmalı olmayan latistir. 

 

Tanım 1.3.1.5 Bir 𝑎 ∈ 𝐿 alalım.  

(1) 𝑎 < 1 ise 𝑎 ya has (öz) eleman, 

(2) 𝑎 ∨ 𝑏 = 1 ve 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 olacak şekilde bir 𝑏 ∈ 𝐿 elemanı bulunabiliyor ise 𝑎 ya 

tamlanabilir eleman, 𝑏 ye 𝑎 nın tamlayanı adı verilir. 

Şekil 1.1 (a) da 𝑎 ∨ 𝑏 = 1 ve 𝑎 ∧ 𝑏 = 0 olduğundan 𝑎 ve 𝑏 tamlanabilir elemanlardır. 

Ayrıca 𝑏 ∨ 𝑐 = 1 ve 𝑏 ∧ 𝑐 = 0 olduğundan 𝑐 de bir tamlanabilir elemandır. Ayrıca bir 

latiste bir elemanın tamlayanı birden fazla olabilir. Şekil 1.1 (b) den 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑎 ∨ 𝑐 =

𝑏 ∨ 𝑐 = 1 ve 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑐 = 𝑎 ∧ 𝑐 = 0 olduğu görülür. O halde bu latiste herhangi iki 

eleman birbirinin tamlayanıdır.  

 

Örnekler 1.3.1.6 

(1) 𝐿 bir latis olsun. 𝐿 nin her tam sıralı alt kümesi, bir supremum ve infimuma 

sahiptir, gösterelim: 𝐿0 ⊆ 𝐿 bir zincir olsun. O halde her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿0 için 𝑎 ≤ 𝑏 veya 
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𝑏 ≤ 𝑎 sağlanır. 𝑎 ≤ 𝑏 olsun. O halde sup {𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ve inf  {𝑎, 𝑏} = 𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑎 

olarak elde edilir. Dolayısıyla her 𝐿0 tam sıralı alt kümesi için sup(𝐿0) ve 𝑖𝑛𝑓(𝐿0) 

vardır. Ayrıca her tam sıralı küme bir dağılmalı latistir. Herhangi 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿0, 𝑎 ≤ 𝑏 ≤

𝑐 alalım. O halde 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑐) = 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ve (𝑎 ∨ 𝑏) ∧ (𝑎 ∨ 𝑐) = 𝑏 ∧ 𝑐 = 𝑏 

olduğundan 𝐿0 bir dağılmalı latistir. 

 

Şekil 1.2 İki ve üç elemanlı latis örnekleri 

(2) ℕ,  ℤ,  ℚ ve ℝ den her biri bilinen ≤ sıralamasına göre her iki eleman 

karşılaştırılabilir olduğundan tamamen sıralı ve dağılmalı latislerdir. Ancak hiç biri en 

büyük elemana sahip olmadığından tam latis değildir.  

 

 

 

 

Şekil 1.3 (ℕ, ≤) tamamen sıralı latisi 

(3) 𝑥 < 𝑦 için [𝑥, 𝑦] kapalı aralığı, ℝ nin tamlık aksiyomu (ℝ nin boş olmayan 

üstten sınırlı her alt kümesi en büyük elemana sahiptir) gereğince bir tam latistir. ℚ nun 

tam latis olmayışının sebebi yalnızca en büyük elemanının olmaması sorunu değildir. 

Örneğin {𝑠 ∈ ℚ : 𝑠2 < 2} ⊂  ℚ kümesi üstten sınırlı olmasına rağmen bu üst sınırların 

en küçüğü (supremumunun) bulunamaz. 

(4) ℕ0 negatif olmayan tam sayılar kümesi üzerinde tanımlanan  
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𝑎 ≼ 𝑏  ⇔   𝑎|𝑏 

bölme bağıntısı ile bir sıralı kümedir. Ayrıca 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑒𝑘𝑜𝑘(𝑎, 𝑏) ve 𝑎 ∧ 𝑏 =

𝑒𝑏𝑜𝑏(𝑎, 𝑏) olmak üzere bir dağılmalı tam latistir. 

 

Şekil 1.4 (𝑵,≼,ekok,ebob) latisi    

(5) Bir 𝑋 kümesinin kuvvet kümesi (𝑃(𝑋),∪,∩) bir dağılmalı latis oluşturur. 

 

 

Şekil 1.5 (𝑷({𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒅, 𝒆, 𝒇}), ⊆,∪,∩) latisi. 

(6) Sonsuz devirli grup ℤ nın alt gruplarının latisi 𝑆𝑢𝑏ℤ yi düşünelim. Bu latis 

aslında (ℕ0, ≼, 𝑒𝑘𝑜𝑘, 𝑒𝑏𝑜𝑏) latisine izomorftur. Örneğin Şekil 1.6 ve Şekil 1.7 de 
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görülebileceği gibi kapsama bağıntısına göre 𝑍30 un alt gruplarının latisi ile (30 un 

bölenleri, ≼, 𝑒𝑘𝑜𝑘, 𝑒𝑏𝑜𝑏) latisi izomorftur. Dolayısıyla dağılmalı tam latistir.  

             

         Şekil 1.6 (𝑆𝑢𝑏(𝑍30), ⊆,∪,∩) latisi               Şekil 1.7 (30 un bölenleri, ≼, 𝑒𝑘𝑜𝑘, 𝑒𝑏𝑜𝑏) latisi 

(7) Herhangi bir 𝐺 grubunun tüm normal alt gruplarının ailesi 𝑁(𝐺),𝑁 ∧ 𝐾 = 𝑁 ∩

𝐾 ve 𝑁 ∨ 𝐾 = 𝑁𝐾 işlemleriyle birlikte bir modüler latis oluşturur:  

Herhangi 𝐻, 𝐾, 𝑁 ∈ 𝑁(𝐺),  𝑁 ⊆ 𝐻 için açıkça (𝐻 ∧ 𝐾) ∨ 𝑁 = (𝐻 ∩ 𝐾)𝑁 ⊆ 𝐻 ∩ 𝐾𝑁 =

𝐻 ∧ (𝐾 ∨ 𝑁) küme kapsaması her zaman gerçeklenir. Tersine bir 𝑎 ∈ 𝐻 ∧ (𝐾 ∨ 𝑁) ise 

𝑎 ∈ 𝐻 ve 𝑎 = 𝑘𝑛 olacak şekilde 𝑘 ∈ 𝐾 ve 𝑛 ∈ 𝑁 bulunur. Burada 𝑁 ⊆ 𝐻 ve 𝑁 bir alt 

grup olduğundan 𝑘 = 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐻 olup 𝑎 = 𝑘𝑛 ∈ (𝐻 ∧ 𝐾) ∨ 𝑁, yani 𝐻 ∧ (𝐾 ∨ 𝑁) =

(𝐻 ∧ 𝐾) ∨ 𝑁 elde edilir. 

 

Tanım 1.3.1.7 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. Eğer 𝑎 ≤ ⋁𝑏𝛼 yı sağlayan her {𝑏𝛼: 𝛼 ∈ Π} için 𝑎 ≤ 𝑏𝛼1 ∨

𝑏𝛼2 ∨ … ∨ 𝑏𝛼𝑛 olacak şekilde sonlu {𝑏𝛼1 , 𝑏𝛼2 , … , 𝑏𝛼𝑛} alt kümesi bulunabiliyorsa 𝑎 ya 

kompakt eleman denir. 

 

Tanım 1.3.1.8 𝐿 latisi en küçük elemanı 0, en büyük elemanı 1 ve 1 kompakt olmak 

üzere bir tam latis olsun. 𝐿 üzerinde değişme, birleşme ve supremumun dağılma 

özelliğine sahip olan ve 1 elemanını çarpımsal birim kabul eden bir çarpma işlemi 

tanımlı ise 𝐿 ye çarpımsal latis denir. 

 

Örnek 1.3.1.9 (Dilworth, 1962) 𝑅 birimli, değişmeli bir halka olsun. 𝑅 nin tüm 

ideallerinin ailesini 𝐿(𝑅) ile gösterelim. 𝐿(𝑅) kümesi üzerinde tanımlanan ⊆ kapsama 
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bağıntısına göre, 𝑅 nin iki ideali 𝐼 ve 𝐽 için 𝐼 ∧ 𝐽 = 𝐼 ∩ 𝐽, 𝐼 ∨ 𝐽 = 𝐼 + 𝐽 ve 𝐼 ∙ 𝐽 = 𝐼𝐽 

işlemleri ile bir modüler çarpımsal latis oluşturur. 𝑅 nin bir idealinin kompakt olması 

için gerek ve yeter koşul bu idealin sonlu üretilmiş olmasıdır.  

İspat  

 Öncelikle (𝐿(𝑅), ⊆,  ∩, +,∙) yapısının bir çarpımsal latis olduğunu gösterelim. 

Herhangi üç 𝐼, 𝐽, 𝐾 ∈ 𝐿(𝑅) alalım. Burada 𝐼 ⊆ 𝐼 her zaman geçerli olduğundan yansıma 

özelliği sağlanır. 𝐼 ⊆ 𝐽 ve 𝐽 ⊆ 𝐼 kapsamalarının aynı anda sağlanması 𝐼 = 𝐽 olmasını 

gerektireceğinden ters simetri özelliği geçerlidir. Eğer 𝐼 ⊆ 𝐽 ve 𝐽 ⊆ 𝐾 sağlanıyor ise bu 

durum 𝐼 ⊆ 𝐾 olmasını gerektirir. Böylece geçişme özelliği de sağlanmış olur. 

Dolayısıyla (𝐿(𝑅),  ⊆) bir sıralı kümedir. 

 Her 𝐼,  𝐽 ∈ 𝐿(𝑅)  için 𝐼 ∩ 𝐽 ve 𝐼 + 𝐽 kümelerinden her ikisi de 𝑅 nin birer ideali 

olduğundan 𝐼 ∧ 𝐽 ve 𝐼 ∨ 𝐽 mevcuttur. Dolayısıyla (𝐿(𝑅), ⊆,  ∩, +) bir latis oluşturur. 

Ayrıca her 𝐼 ideali için {0} ⊆ 𝐼 ⊆ 𝑅 sağlandığından kapsama bağıntısına göre en küçük 

elemanın {0} ve en büyük elemanın 𝑅 elemanı olduğu açıktır. 𝐼 ∙ 𝐽 = 𝐼𝐽 ∈ 𝐿(𝑅) ile 

tanımlanan çapma işleminin kapalı olduğu görülür. Bu işlem için birim eleman 𝐼 ∙ 𝑅 = 𝐼 

olduğundan 𝑅 ∈ 𝐿(𝑅) elemanıdır. Bunun yanı sıra 𝐼 ∙ (𝐽 ∙ 𝐾) = (𝐼 ∙ 𝐽) ∙ 𝐾  (birleşme 

özelliği), 𝐼 ∙ 𝐽 = 𝐽 ∙ 𝐼 (değişme özelliği) ve 𝐼 ∙ (𝐽 + 𝐾) = 𝐼 ∙ 𝐽 + 𝐼 ∙ 𝐾 (supremum üzerine 

dağılma özelliği) sağlandığından (𝐿(𝑅), ⊆,  ∩, +,∙) bir çarpımsal latistir.  

 Şimdi 𝐿(𝑅) nin bir modüler latis olduğunu gösterelim. 𝐼 ⊆ 𝐾 olmak üzere 

herhangi üç 𝐼, 𝐽, 𝐾 ∈ 𝐿(𝑅) alalım. Burada 𝐼 ∨ (𝐽 ∧ 𝐾) = 𝐼 + (𝐽 ∩ 𝐾) ⊆ 𝐼 + 𝐽 ve 

𝐼 ∨ (𝐽 ∧ 𝐾) = 𝐼 + (𝐽 ∩ 𝐾) ⊆ 𝐾 birlikte sağlandığından 𝐼 ∨ (𝐽 ∧ 𝐾) ⊆ (𝐼 + 𝐽) ∩ 𝐾 =

(𝐼 ∨ 𝐽) ∧ 𝐾 bulunur. Ters kapsamayı göstermek için herhangi bir 𝑎 ∈ (𝐼 ∨ 𝐽) ∧ 𝐾 =

(𝐼 + 𝐽) ∩ 𝐾 alalım. Burada 𝑎 = (𝑏 + 𝑐) ∈ 𝐾 olacak şekilde 𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑐 ∈ 𝐽 vardır. 

𝑏 ∈ 𝐼 ⊆ 𝐾 ve 𝑎 ∈ 𝐾 olduğundan 𝑐 = 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐾 elde edilir. Sonuç olarak 𝑎 = 𝑏 + 𝑐 ∈

𝐼 + (𝐽 ∩ 𝐾) = 𝐼 ∨ (𝐽 ∧ 𝐾) bulunur. Her iki kapsamadan modüler özelliğin sağlandığı 

görülür.  

 𝐽,  𝑅 nin bir kompakt ideali olsun. 𝐽 nin sonlu üretilmiş olduğunu gösterelim.  

𝑛 > 0 vardır. Buradan (𝑎𝛼1 , … , 𝑎𝛼𝑛) ⊆  𝐽 ⊆ ⋃ (𝑎𝛼𝑖)
𝑛
𝑖=1 , yani 𝐽 = (𝑎𝛼1 , … , 𝑎𝛼𝑛) sonlu 

üretilmiş olarak bulunur.  
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Tersine, 𝐽 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) sonlu üretilmiş ve 𝐽 ⊆ ⋃𝑂𝑖 olsun. O halde 𝐽 nin her elemanı, 

birleşimi oluşturan kümelerden en az birinin içine düşer. Her 𝑗 = 1,… , 𝑛 için 𝑎𝑗 ∈ 𝑂𝑗 

diyelim. Böylece 𝐽 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) ⊆ ⋃ 𝑂𝑗
𝑛
𝑗=1  elde eldilir. Yani 𝐽 kompakt olarak elde 

edilir. Dolayısıyla 𝐿(𝑅), kompakt olarak üretilen bir latistir. 

 

Örnek 1.3.1.10 Her 𝑎 ∈ 𝐿 için, [𝑎, 1𝐿] aralığı 𝐿/𝑎 = {𝑏 ∈ 𝐿 ∶ 𝑎 ≤ 𝑏}  kümesi ile, bir 

(𝑐 ∨ 𝑎) ∈ 𝐿/𝑎 elemanı ise genellikle 𝑐/𝑎 veya 𝑐̅ ile gösterilir. Bu aile 𝑐̅ ∘ �̅� = 𝑐𝑑 ∨ 𝑎 

işlemi ile birlikte bir çarpımsal latis oluşturur. Diğer notasyon ile bu işlem 𝑐/𝑎 ∘ 𝑑/𝑎 =

𝑐𝑑/𝑎 olarak yazılır. Bilindiği gibi bir 𝑅 halkası ve 𝐼 ∈ 𝐿(𝑅) ideali için 𝐿(𝑅/𝐼) latisi ile 

𝐿(𝑅)/𝐼 = [𝐼, 𝑅] izomorftur. 𝑒 ∈ 𝐿 bir kompakt eleman ise 𝑒/𝑎 = �̅� elemanı da 𝐿/𝑎 

latisinde kompakt bir elemandır. Gösterelim:  

𝑒/𝑎 ≤ ⋁(𝑏𝛼 /𝑎) olsun. O halde 𝑒 ≤ ⋁𝑏𝛼 olmak zorundadır. 𝑒 ∈ 𝐿 kompakt 

olduğundan bir 𝑛 doğal sayısı için 𝑒 ≤ ⋁ ∈ 𝑏𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1  sağlanır. Böylece 𝑒/𝑎 ≤

⋁ (𝑏𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1 /𝑎) olup, 𝑒/𝑎 nın 𝐿/𝑎 da kompakt olduğu gösterilmiş olur. ⎕ 

 

1.3.2 𝑪-latis 

Tanım 1.3.2.1 𝐿 (modüler olması gerekmeyen) bir tam latis ve 𝐶 bir takım kompakt 

elemanların ailesi olsun. Eğer 𝐿 latisi 𝐶 deki elemanların supremumları ile üretiliyor ise 

𝐿 latisine 𝐶-latis adı verilir. Başka bir deyişle 𝐿 bir 𝐶-latis ise 𝐿 deki her eleman, 𝐶 deki 

bir takım elemanların supremumları biçiminde yazılabilir. 

Örneğin herhangi bir değişmeli birimli 𝑅 halkası için 𝐿(𝑅) idealler latisi bir 𝐶-latistir. 

Bu tez boyunca 𝐿 ile bir 𝐶-latisi, 𝐿∗ ile 𝐿 deki kompakt elemanların kümesini 

göstereceğiz. 

 

Not 1.3.2.2 Bir 𝐶-latiste kompakt elemanların sonlu çarpımı kompakttır.  

(𝑎: 𝑏) = ⋁{𝑥 ∈ 𝐿 ∶ 𝑥𝑏 ≤ 𝑎} olarak tanımlanır. 
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Not 1.3.2.3 (Dilworth, 1962) Çarpımsal latislerde bölüm ve çarpım işlemlerine ilişkin 

temel bağıntılar ve özellikler aşağıdaki gibidir: 

(1) (𝑎: 𝑏)𝑏 ≤ 𝑎. 

(2) 𝑥𝑏 ≤ 𝑎 ise 𝑥 ≤ (𝑎: 𝑏) dir. 

(3) 𝑏 ≤ 𝑎 olması için gerek ve yeter koşul (𝑎: 𝑏) = 1 olmasıdır. 

(4) (𝑎 ∧ 𝑏): 𝑐 = (𝑎: 𝑐) ∧ (𝑏: 𝑐). 

(5) 𝑎: (𝑏𝑐) = (𝑎: 𝑏): 𝑐. 

(6) 𝑎 ≤ (𝑎: 𝑏). 

(7) 𝑎 ≤ (𝑎𝑏: 𝑏). 

(8) (𝑎: 𝑐) ∨ (𝑏: 𝑐) ≤ (𝑎 ∨ 𝑏): 𝑐. 

(9) (𝑎 ∧ 𝑏)𝑐 ≤ (𝑎𝑐) ∧ (𝑏𝑐). 

(10)  𝑎 ∨ 𝑐 = 1 ise (𝑎 ∧ 𝑏) ∨ 𝑐 = 𝑏 ∨ 𝑐 dir. 

(11) (𝑎 ∧ 𝑏): 𝑏 = (𝑎: 𝑏). 

(12)  𝑎: (𝑎 ∨ 𝑏) = (𝑎: 𝑏). 

(13)  𝑎: (𝑏 ∨ 𝑐) = (𝑎: 𝑏) ∧ (𝑎: 𝑐). 

(14)  𝑎 ∨ 𝑐 = 𝑏 ∨ 𝑐 = 1 ise (𝑎𝑏 ∨ 𝑐) = 1 dir. 

(15)  (𝑎1 ∨ …∨ 𝑎𝑛)
𝑘1+⋯+𝑘𝑛 ≤ 𝑎1

𝑘1 ∨ …∨ 𝑎𝑛
𝑘𝑛. 

 

Tanım 1.3.2.4 (Dilworth, 1962) Bir 𝑒 ∈ 𝐿 elemanı verilsin. Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için, 

(1) 𝑎 ∧ 𝑏𝑒 = ((𝑎: 𝑒) ∧ 𝑏)𝑒 ise 𝑒 ye infimum esas eleman, 

(2) 𝑎 ∧ 𝑒 = (𝑎: 𝑒)𝑒 ise 𝑒 ye zayıf infimum esas eleman, 

(3) (𝑎𝑒 ∨ 𝑏): 𝑒 = (𝑏: 𝑒) ∨ 𝑎 ise 𝑒 ye supremum esas eleman, 

(4) 𝑎𝑒: 𝑒 = (0: 𝑒) ∨ 𝑎 ise 𝑒 zayıf supremum esas eleman adı verilir. 

𝐿 nin bir elemanı (1) ve (3) ü birlikte sağlıyor ise esas eleman, (2) ve (4) ü birlikte 

sağlıyor ise zayıf esas eleman adını alır. Burada dikkat edilecek olursa, (2) tanımı, (1) 

de 𝑏 = 1 alınarak, (4) tanımı ise (3) te 𝑏 = 0 alınarak özel hal olarak elde edilir. 

Dolayısıyla her esas eleman bir zayıf esas elemandır. Şayet 𝑎 ≤ 𝑒 ise (𝑎: 𝑒)𝑒 = 𝑎 ve 

(0: 𝑒) ≤ 𝑎 ise (𝑎𝑒): 𝑒 = 𝑎 elde edilir. 
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Esas ve zayıf supremum/infimum esas elemanlar için aşağıdaki ilişkiler mevcuttur: 

 

Teorem 1.3.2.5 (Proposition 1.1, (Anderson, 1976)) 𝐿 bir çarpımsal latis ve 𝑥 ∈ 𝐿 

olsun. Bu takdirde aşağıdakiler gerçeklenir. 

(1) 𝑥 infimum (supremum) esas eleman ise 𝑥 bir zayıf infimum (supremum) 

esas elemandır. 

(2) 𝑥 in bir zayıf infimum eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝑎 ≤ 𝑥 iken 

𝑎 = 𝑐𝑥 olacak şekilde bir 𝑐 ∈ 𝐿 bulunmasıdır.  

(3) 𝑥 in bir zayıf supremum eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑥 ≤ 𝑏𝑥 

iken 𝑎 ≤ 𝑏 ∨ (0: 𝑥) olmasıdır. 

(4) 𝑥 bir infimum esas eleman ise her 𝑎 ∈ 𝐿 için (𝑎: 𝑥)𝑥 = 𝑎 ∧ 𝑥 dir. 

(5) 𝑥 bir supremum esas eleman ise her 𝑎 ∈ 𝐿 için (𝑎𝑥): 𝑥 = 𝑎 ∨ (0: 𝑥) dir. 

(6) 𝑥 in bir supremum eleman olması için gerek ve yeter koşul her 𝑎 ∈ 𝐿 için 

𝑎 ∨ 𝑥 elemanın 𝐿/𝑎 latisinde zayıf supremum esas eleman olmasıdır.  

(7) 𝐿 modüler latis olsun. 𝑥 bir (zayıf) infimum esas eleman ise 𝑎 ∨ 𝑥 elemanı 

𝐿/𝑎 latisinde (zayıf) infimum esas elemandır. 

(8) 𝐿 modüler latis olsun. 𝑥 in esas eleman olması için gerek ve yeter koşul zayıf 

esas eleman olmasıdır.  

(9)  𝑥 ∈ 𝐿 bir esas eleman ise 𝑥/𝑎 = �̅� elemanı, 𝐿/𝑎 latisinde esas elemandır.  

İspat  

(1)  𝑥 bir infimum esas eleman olsun.Şu halde her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ∧ 𝑏𝑒 =

((𝑎: 𝑒) ∧ 𝑏)𝑒 sağlanır. O halde 𝑏 = 1 ∈ 𝐿 için de 𝑎 ∧ 𝑒 = (𝑎: 𝑒)𝑒 özdeşliği 

gerçeklenir. Dolayısıyla 𝑥 bir zayıf infimum esas elemandır. 

 (2) 𝑥 bir zayıf infimum eleman ve 𝑎 ≤ 𝑥 olsun. O halde 𝑎 = 𝑎 ∧ 𝑥 = (𝑎: 𝑥)𝑥 

olduğundan 𝑐 = (𝑎: 𝑥) olarak bulunur. Tersine 𝑎 ∧ 𝑥 ≤ 𝑥 olduğundan hipotez gereğince 

bir 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎 ∧ 𝑥 = 𝑐𝑥 gerçeklenir. O halde 𝑐 ≤ (𝑎: 𝑥) olup 𝑎 ∧ 𝑥 ≤ (𝑎: 𝑥)𝑥 olur. 

Dolayısıyla 𝑥 bir zayıf infimum elemandır. 
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(3) 𝑥 bir zayıf supremum eleman ve 𝑎𝑥 ≤ 𝑏𝑥 olsun. Buradan (𝑎𝑥: 𝑥) ≤ (𝑏𝑥: 𝑥) 

olup, 𝑥 in bir zayıf supremum eleman olmasından 𝑎 ≤ 𝑎 ∨ (0: 𝑥) = (𝑎𝑥: 𝑥) ≤

(𝑏𝑥: 𝑥) ≤ 𝑏 ∨ (0: 𝑥) elde edilir. 

(4) 𝑥 bir infimum esas eleman ise her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ∧ 𝑏𝑥 = ((𝑎: 𝑥) ∧ 𝑏)𝑥  

geçerlidir. Bu özdeşlikte özel olarak 𝑏 = 1 olarak alınırsa (𝑎: 𝑥)𝑥 = 𝑎 ∧ 𝑥 elde 

edilir. 

(5) 𝑥 bir supremum esas eleman ise her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için (𝑎𝑥 ∨ 𝑏): 𝑥 = (𝑏: 𝑥) ∨ 𝑎 

sağlanır. Burada 𝑏 = 0 alınırsa (𝑎𝑥): 𝑥 = 𝑎 ∨ (0: 𝑥) bulunur. 

(6) ve (7) nin sağlandığı kolaylıkla görülebilir. 

(8) 𝑥 bir zayıf esas eleman olsun. Herhangi 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 

 (𝑎 ∧ 𝑏𝑥) = 𝑥((𝑎 ∧ 𝑏𝑥): 𝑥) = 𝑥((𝑎: 𝑥) ∧ (𝑏𝑥: 𝑥)) = 𝑥 ((𝑎: 𝑥) ∧ ((0: 𝑥) ∨ 𝑏)) =

𝑥(0: 𝑥) ∨ ((𝑎: 𝑥) ∧ 𝑏)) = 𝑥(0: 𝑥) ∨ 𝑥((𝑎: 𝑥) ∧ 𝑏) = 𝑥((𝑎: 𝑥) ∧ 𝑏) olur. Burada 

birinci eşitlik 𝑥 in zayıf infimum esas eleman olmasından, üçüncü eşitlik zayıf 

supremum esas eleman olmasından, ve dördüncüsü ise 𝐿 nin modüler olmasından 

elde edilir. Şimdi de 𝑥 in supremum esas eleman olduğunu yani (𝑥𝑎 ∨ 𝑏): 𝑥 ≤ 𝑎 ∨

(𝑏: 𝑥) olduğunu gösterelim: 𝑥 bir zayıf supremum esas eleman olduğundan 𝑥((𝑥𝑎 ∨

𝑏): 𝑥) ≤ 𝑥(𝑎 ∨ (𝑏: 𝑥)) olduğunu göstermek yeterlidir: 𝑥 in zayıf infimum esas 

eleman olduğundan 

𝑥((𝑥𝑎 ∨ 𝑏): 𝑥) = (𝑥𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑥 

𝐿 modüler olduğundan (𝑥𝑎 ∨ 𝑏) ∧ 𝑥 = 𝑥𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑥), ve yeniden 𝑥 in zayıf infimum 

esas eleman olmasından 𝑥𝑎 ∨ 𝑥(𝑏: 𝑥) = 𝑥(𝑎 ∨ (𝑏: 𝑥)) elde edilir. Böylece 𝑥((𝑥𝑎 ∨

𝑏): 𝑥) = 𝑥(𝑎 ∨ (𝑏: 𝑥)) bulunur. 

(9) 𝑥, 𝐿 nin bir esas elemanı olsun. Herhangi 𝑐̅, �̅� ∈ 𝐿/𝑎 alalım. O halde 

[(𝑐̅ ∨ �̅�) ∘ �̅�]: �̅� = [(𝑐̅ ∨ �̅�) ∘ (𝑥 ∨ 𝑎)]: (𝑥 ∨ 𝑎) = (𝑐 ∨ 𝑑𝑥 ∨ 𝑎): (𝑥 ∨ 𝑎) 

= (𝑐 ∨ 𝑑𝑥 ∨ 𝑎): 𝑥 = (𝑐̅ ∨ �̅�𝑥): 𝑥 = (𝑐̅: 𝑥) ∨ �̅� = 𝑐̅: (𝑥 ∨ 𝑎) ∨ �̅� 
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olduğundan �̅� , 𝐿/𝑑 nin bir supremum esas elemanıdır. �̅� in 𝐿/𝑑 nin bir infimum esas 

elemanı olduğu benzer yolla gösterilebilir. Dolayısıyla �̅� , 𝐿/𝑑 nin bir esas elemanıdır. 

⎕ 

 

Teorem 1.3.2.6 (Theorem 1.3, (Anderson, 1976)) 𝐿 bir çarpımsal latis ise 𝐿 deki her 

zayıf esas eleman kompakttır.  

İspat 𝑎 = ⋁𝑎𝛼 olsun. 𝑎 zayıf infimum esas eleman olduğundan 𝑎𝛼 = 𝑎 ∧ 𝑎𝛼 =

𝑎(𝑎𝛼: 𝑎) dır. Buradan 𝑎 = ⋁𝑎𝛼 = ⋁(𝑎(𝑎𝛼 : 𝑎)) = 𝑎(⋁(𝑎𝛼 : 𝑎) olur. 𝑎 aynı zamanda 

zayıf supremum esas eleman olduğundan 1 = ⋁(𝑎𝛼 : 𝑎) ∨ (0: 𝑎) dır. 1 kompakt 

olduğundan 1 = ⋁(𝑎𝛼1: 𝑎) ∨ (𝑎𝛼2: 𝑎) ∨ … ∨ (𝑎𝛼𝑛: 𝑎) ∨ (0: 𝑎)  olacak şekilde sonlu 

{0, 𝑎𝛼1 , 𝑎𝛼2 , … , 𝑎𝛼𝑛}  kümesi vardır. Böylelikle 𝑎 = 𝑎(𝑎𝛼1: 𝑎) ∨ 𝑎(𝑎𝛼2: 𝑎) ∨

… ∨ 𝑎(𝑎𝛼𝑛: 𝑎) ∨ 𝑎(0: 𝑎) = 𝑎𝛼1 ∨ 𝑎𝛼2 ∨ … ∨ 𝑎𝛼𝑛 elde edilir. ⎕ 

 

Teorem 1.3.2.7 (Lemma 3.3-3.4, (Dilworth, 1962)) 

(1) İki infimum esas elemanın çarpımı da infimum esas elemandır. 

(2) İki supremum esas elemanın çarpımı da supremum esas elemandır. 

İspat (1) 𝑥 ve 𝑦 iki infimum esas eleman olsun. Bu takdirde  

(𝑎 ∧ (𝑏: 𝑥𝑦)𝑥𝑦 = (𝑎 ∧ (𝑏: 𝑦): 𝑥)𝑥𝑦 = (𝑎𝑥 ∧ (𝑏: 𝑦))𝑦 = 𝑎𝑥𝑦 ∧ 𝑏, 

yani 𝑥𝑦 bir infimum esas eleman olarak elde edilir. 

(2) 𝑥 ve 𝑦 iki supremum esas eleman olsun. Şu halde  

(𝑎 ∨ 𝑏𝑥𝑦): (𝑥𝑦) = (𝑎 ∨ 𝑏𝑥𝑦): 𝑦): 𝑥 = (𝑎: 𝑦 ∨ 𝑏𝑥): 𝑥 = (𝑎: 𝑦): 𝑥 ∨ 𝑏 = 𝑎: (𝑥𝑦) ∨ 𝑏. 

Yani 𝑥𝑦 bir supremum esas eleman olarak bulunur. ⎕ 
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Tanım 1.3.2.8 

(1) Bir 𝑛 pozitif tam sayısı için 𝑎ⁿ = 0 ise 𝑎 ya nilpotent eleman,  

(2) 𝑎 = 𝑎² sağlanıyorsa 𝑎 ya idempotent eleman, 

(3) 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑎𝜔 = ⋀ 𝑎𝑛∞
𝑛=1  elemanlarının her ikisi de kompakt elemanlar ise 𝑎 ya 

kuvvetli kompakt eleman adı verilir. Kuvvetli kompakt elemanlara ilişkin ayrıntılı bilgi 

için bkz (Jayaram ve Johnson, 1997). 

 

Teorem 1.3.2.9 𝑒 ∈ 𝐿 elemanın bir esas eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 de 

tamlanabilir olmasıdır. 

İspat 𝑒 bir esas eleman olsun. Bu takdirde (0: 𝑒) ∧ 𝑒 ≤ 0, yani (0: 𝑒) ∧ 𝑒 = 0 olur. 

Supremum için ise (0: 𝑒) ∨ 𝑒 = (0 ∨ (𝑒 ∧ 𝑒)): 𝑒 = (𝑒: 𝑒) = 1 olduğundan (0: 𝑒) 

elemanı 𝑒 nın tamlayanıdır. Tersine 𝑒 nin 𝑒′ tamlayanı ile birlikte bir tamlanabilir 

eleman olduğunu varsayalım. Bu durumda (𝑥: 𝑒) = (𝑥: 𝑒′) olduğunu görmek kolaydır. 

Buradan (𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑒)): 𝑒 = 𝑎 ∨ (𝑏 ∧ 𝑒) ∨ 𝑒′ = 𝑎 ∨ 𝑒′ ∨ 𝑏 = (𝑎: 𝑒) ∨ 𝑏 = (𝑎 ∧ 𝑏: 𝑒) ∧

𝑒 = (𝑎 ∧ (𝑏 ∨ 𝑒′)) ∧ 𝑒 = (𝑎 ∧ 𝑒) ∧ 𝑏 sağlandığından 𝑒 bir esas eleman olarak bulunur. 

⎕ 

 

1.3.3 Örnekler (Anderson, 1974) 

Örnek 1.3.3.1 Değişmeli birimli 𝑅 halkasının ideallerinin latisi 𝐿(𝑅) yi göz önüne 

alalım. 𝐼, 𝑅 nin bir esas ideali ise 𝐼, 𝐿 latisinde bir esas elemandır.  

İspat 𝐼 = (𝑐), 𝑅 nin bir esas ideali olsun. 𝑥 ∈ 𝐴𝐼 ∩ 𝐵 alalım. Buradan 𝑥 = 𝑎𝑐 olacak 

şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. Buradan 𝑎 ∈ (𝐵: 𝐼) olup 𝑎 ∈ 𝐴 ∩ (𝐵: 𝐼) ve böylece 𝑥 = 𝑎𝑐 ∈

(𝐴 ∩ (𝐵: 𝐼))𝐼 olur. Yani 𝐼 nin infimum esas eleman olduğu görülür. Şimdi 𝐼 nın 

supremum esas eleman olduğunu gösterelim. 𝑦 ∈ (𝐴 + 𝐵𝐼): 𝐼 olsun. Buradan 𝑦𝑐 ∈ 𝐴 +

𝐵𝐼 ⇒ 𝑦𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑐 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 vardır. Böylece 𝑎 = (𝑦 − 𝑏)𝑐 yani 
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𝑦 − 𝑏 ∈ (𝐴: 𝐼) olup 𝑦 = (𝑦 − 𝑏) + 𝑏 ∈ (𝐴: 𝐼) + 𝐵 sağlanır. 𝐼, 𝐿 nin bir esas elemanıdır. 

⎕ 

Böylece değişmeli halkanın her esas ideali, idealler latisinde bir esas elemandır. Ancak 

tersi genel olarak doğru değildir. Bu durum için aşağıdaki ters örnekler verilebilir. 

Hatırlanacak olursa, tek maksimal ideale sahip olan bir latise yerel latis adı verilir.  

 

Örnek 1.3.3.2 𝑆, üzerinde birleşme, birim eleman 0 ve değişme özelliklerine sahip bir 

ikili işlem tanımlı olan bir küme (değişmeli monoid) ve 1 ∈ 𝑆 olsun. Bu durumda 𝑆 nin 

bir ideali, 𝐽𝑆 ⊆ 𝐽 yi gerçekleyen bir 𝐽 ⊆ 𝑆 alt kümesi olarak tanımlanır. Aslında 1 ∈ 𝑆 

olduğundan 𝐽𝑆 = 𝐽 olur. 𝑆 nin herhangi iki ideali 𝐽 ve 𝐾 ise 𝐽𝐾 = {𝑗𝑘 ∶ 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑘 ∈ 𝐾} 

yine bir idealdir. Bu çarpım açıkça değişmeli, birleşmeli ve supremum işlemi üzerine 

dağılmalı olup 𝑆 yi çarpımsal birim olarak kabul eder. Bu çarpma işlemi ile birlikte 𝑆 

nin tüm ideallerinin kümesi 𝐿(𝑆)  dağılmalı çarpımsal latis oluşturur. Bir 𝑢 ∈ 𝑆 için 

𝑢𝑣 = 1 olacak şekilde 𝑣 ∈ 𝑆 bulunabiliyorsa 𝑢 ya birimsel denir. Tüm birimsel 

elemanların kümesi bir değişmeli grup ve birimsel olmayan elemanlar ise 𝑆 nin tek 

maksimal elemanını oluşturur. Dolayısıyla 𝐿(𝑆) bir yerel dağılmalı çarpımsal latistir. 𝑆 

nin esas idealleri infimum esas eleman olan ancak supremum esas olmayan 

elemanlardır. 

𝑆 de herhangi (𝑎) esas idealinin bir infimum esas eleman olduğunu gösterelim: 

Herhangi 𝐽, 𝐾 idealleri için (𝐽 ∩ (𝐾: (𝑎))(𝑎) ⊆ 𝐽(𝑎) ∩ 𝐾 sağlanır. Diğer taraftan 

𝑦 ∈ 𝐽(𝑎) ∩ 𝐾 alalım. Buradan 𝑦 ∈ 𝐾 ve bir 𝑗 ∈ 𝐽 için 𝑦 = 𝑗𝑎 biçimindedir. Buradan 

𝑗 ∈ (𝐾: (𝑎)) ve dolayısıyla 𝑦 = 𝑗𝑎 ∈ (𝐽 ∩ (𝐾: (𝑎))(𝑎) bulunur. Bir çarpımsal latiste 

ters kapsama her zaman sağlanacağından (𝐽 ∩ (𝐾: (𝑎))(𝑎) = 𝐽(𝑎) ∩ 𝐾 elde edilir.  

Ancak bir halkanın esas idealinin, idealler latisinde bir zayıf supremum esas eleman 

olması gerekmez. Örnek 1.3.3.3 bu duruma bir örnektir: 
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Örnek 1.3.3.3 𝑆 = {0,1, 𝑥, 𝑦} kümesi üzerinde çarpma işlemi tanımlı olan bir yarıgrup 

ve 𝑥 = 𝑥2, 𝑦 = 𝑦2, 𝑥𝑦 = 0 olsun. Bu takdirde (𝑥) ve (𝑦) infimum esas elemanlar iken 

hiçbiri zayıf supremum esas eleman değildir. Çünkü ((𝑥2): (𝑥)) = 𝑆 ≠ (0: (𝑥)) ∨ (𝑥) 

dır.  

𝑅 tek türlü çarpanlarına ayrılabilen bölge olduğunda Örnek 1.3.3.1 deki ifadenin tersi de 

doğrudur. Başka bir deyişle, Teorem 1.3.3.4 ile ispatlanacağı gibi tek türlü çarpanlarına 

ayrılabilen bölgenin idealler latisi 𝐿(𝑅) deki esas elemanlar, tam olarak 𝑅 nin esas 

ideallerdir.  

 

Teorem 1.3.3.4 𝑅 bir tek türlü çarpanlarına ayrılabilen bölge ve 𝐿 = 𝐿(𝑅) olsun. Bu 

takdirde 𝐼 ∈ 𝐿 bir esas eleman ise 𝐼, 𝑅 nin bir esas idealidir. 

İspat 𝐼 = (𝑎1, … , 𝑎𝑘), 𝑅 nin idealler latisinde bir esas eleman olsun. Şu halde (𝑎𝑖) ⊆ 𝐼 

ve dolayısıyla (𝑎𝑖) = (𝑎𝑖) ∩ 𝐼 = ((𝑎𝑖): 𝐼)𝐼 olur. 𝑋𝑖 = (𝑎𝑖): 𝐼 diyelim. Buradan (𝑎𝑖) =

𝑋𝑖𝐼 yazılabilir. O halde 

𝑎𝑖 = 𝑥𝑖1𝑎1 +⋯+ 𝑥𝑖𝑘𝑎𝑘  ; 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 

olacak şekilde 𝑥𝑖1, … , 𝑥𝑖𝑘 ∈ 𝑋𝑖 vardır. 

△= |

1 − 𝑥11
−𝑥21
⋯
−𝑥𝑘1

   

−𝑥12
1 − 𝑥22    

⋯
−𝑥𝑘2

⋯
⋯…
⋯
  

−𝑥1𝑘
−𝑥2𝑘
⋯

1 − 𝑥𝑘𝑘

| 

determinantını oluşturalım. O halde her 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 için △ 𝑎𝑖 = 0 olup, 𝑅 bir tamlık 

bölgesi olduğundan △= 0 sonucuna varılır. Diğer taraftan bir 𝑥 ∈ 𝑋1 +…+ 𝑋𝑥 için 

△= 1 − 𝑥 yazılabilir. Böylece 𝑥1 +⋯+ 𝑥𝑛 = 1 olacak şekilde 𝑥𝑖 ∈ 𝑋𝑖 bulunur. 

(𝑎𝑖) = 𝑋𝑖𝐼 olduğundan 𝑥𝑖𝑎𝑖 = 𝑟𝑖𝑗𝑎𝑖 eşitliğini gerçekleyen 𝑟𝑖𝑗 elemanları mevcuttur. 

𝑒𝑏𝑜𝑏(𝑎1, … , 𝑎𝑘) = 𝑑 diyelim. 𝑅 bir tek türlü çarpanlarına ayrılabilen bölge olduğundan 

𝑥𝑖,  
𝑎𝑖

𝑑
 nin bir katıdır. Buradan 𝑑𝑥𝑖 = 𝑦𝑖𝑎𝑖 sağlanır. Bu da  

𝑑 = 𝑑𝑥1 +⋯+ 𝑑𝑥𝑘 = 𝑦1𝑎1 +⋯+ 𝑦𝑘𝑎𝑘 ∈ 𝐼 
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demektir. Ters kapsama 𝐼 ⊆ (𝑑) açıktır. Sonuç olarak 𝐼 = (𝑑) esas ideal olarak elde 

edilir. ⎕ 

 

Sonuç 1.3.3.5 𝑅 bir tek türlü çarpanlarına ayrılabilen bölge olsun. 𝐿(𝑅) idealler 

latisinde esas elemanlar 𝑅 nin esas idealleri, kompakt elemanlar 𝑅 nin sonlu üretilmiş 

idealleri olmak üzere, 𝐿(𝑅) esas olarak üretilmiş, dolayısıyla kompakt olarak üretilmiş 

bir modüler latis örneğidir.  

 

Örnek 1.3.3.6 Her 𝐴 ideali için 𝑅𝐴 = 𝐴 koşulunu sağlayan değişmeli 𝑅 halkalarının 

ideallerinin latisi 𝐿(𝑅),  𝑅 birimli olmayan bir halka bile olsa çarpımsal bir latistir. 

𝑅𝐴 = 𝐴 koşulu sebebiyle 𝑅, 𝐿(𝑅) için çarpımsal birim elemandır. 𝑅 nin esas idealleri, 

𝐿(𝑅) latisinde de esas elemandır ve 𝐿(𝑅) zayıf supremum koşulunu sağlar. Bunu 

gösterelim: 𝑅 nin 𝐴 = (𝑎) esas ideali ve herhangi 𝐵 ideali için 𝑥 ∈ (𝐴𝐵: 𝐴) alalım. O 

halde 𝑥𝑎 = 𝑏𝑎 olacak şekilde bir 𝑏 ∈ 𝐵 vardır. Dolayısıyla 𝑥 − 𝑏 ∈ (0: 𝐴), ve 𝑥 ∈

(0: 𝐴) + 𝐵 olur. Ters kapsama her zaman geçerli olduğundan 𝐴 nin zayıf supremum 

esas eleman olduğu gösterilmiş olur. 

Bu halkaya örnek olarak birimli değişmeli halkaların sonsuz direkt toplamı 𝑅 = ∑𝑅𝛼 

verilebilir. Bu örnekte 𝐼 kompakt eleman değildir. 

 

Örnek 1.3.3.7 𝐿1, … , 𝐿𝑛 çarpımsal latisler olmak üzere 𝐿 = 𝐿1 ×…× 𝐿𝑛olsun.  

(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∧ (𝑏1, … , 𝑏𝑛) = (𝑎1 ∧ 𝑏1, … , 𝑎𝑛 ∧ 𝑏𝑛)

(𝑎1, … , 𝑎𝑛) ∨ (𝑏1, … , 𝑏𝑛) = (𝑎1 ∨ 𝑏1, … , 𝑎𝑛 ∨ 𝑏𝑛)

(𝑎1, … , 𝑎𝑛)(𝑏1, … , 𝑏𝑛) = (𝑎1𝑏1, … , 𝑎𝑛𝑏𝑛)
 

işlemleriyle birlikte 𝐿 bir çarpımsal latistir. 𝐿 latisi, tüm 𝐿𝑖 latislerinin hepsinin aynı 

anda sağladığı pek çok özelliği gerçekler. Özel olarak 𝑎 = (𝑎1, … , 𝑎𝑛) elemanının 

(zayıf) infimum (supremum) esas eleman olması için gerek ve yeter koşul her 𝐴𝑖 nin 

(zayıf) infimum (supremum) esas eleman olmasıdır.  
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Şekil 1.8 (ℕ0 × ℕ0, ≤) latisi 

Örnek 1.3.3.8 𝑅 herhangi bir yarıgrup üzerinde bir derecelendirilmiş halka olsun. Bu 

takdirde 𝑅 nin homojen ideallerinin latisi bir modüler çarpımsal latis meydana getirir.  

Şimdi bu kavramları açıklayalım: 

Toplama işlemine göre değişmeli, birleşmeli ve 0 elemanı ile birlikte bir monoide, 

kısaltma özelliğini sağladığı durumda derecelendirilmiş monoid adı verilir. Başka bir 

deyişle, her Γ kümesine, 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ Γ için 

(1) 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧, 

(2) 𝑥 + 0 = 𝑥 olacak şekilde tek türlü olması gerekmeyen bir 0 elemanı vardır. 

(3) 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥, 

(4) 𝑥 + 𝑦 = 𝑥 + 𝑧 ise 𝑦 = 𝑧, 

aksiyomları sağlanıyorsa derecelendirilmiş monoid adı verilir. Örneğin her değişmeli 

toplamsal grup bir derecelendirilmiş monoidtir. Ya da negatif olmayan tamsayılar 

kümesi adi toplama işlemine göre yine bir derecelendirilmiş monoid oluşturur. 

Derecelendirilmiş monoidlere başka bir örnek için Örnek 1.3.3.7 genelleştirilirse, sabit 

bir 𝑝 sayısı için (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑝) negatif olmayan tamsayılar serileri göz önüne alınabilir. 

Burada toplama işlemi (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑝) + (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑝) = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2+𝑏2, … , 𝑎𝑝+𝑏𝑝) 

ile tanımlanırsa bir derecelendirilmiş monoid elde edilir.  
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Γ bir derecelendirilmiş monoid ve 𝑅 değişmeli birimli bir halka olsun. 𝑅 nin elemanları 

toplama işlemine göre bir grup oluşturacağından (𝑅,+) toplamsal grubunun alt 

gruplarından bahsetmek anlamlıdır.  

𝑅 halkasının toplamsal grubunun alt gruplarının ailesi {𝑅(𝛾)}
𝛾∈Γ

 ya aşağıdaki koşulları 

sağladığı takdirde 𝑅 üzerinde Γ-derecelendirilmiş denir: 

(1) 𝑅 = ∑ 𝑅(𝛾)𝛾∈Γ   (direkt toplam) 

(2) Her 𝛾, 𝛾′ ∈ Γ için 𝑅(𝛾)𝑅(𝛾′) ⊆ 𝑅(𝛾+𝛾′)  

Burada 𝑅(𝛾)𝑅(𝛾′) kümesi, 𝑟1
(𝛾) ∈ 𝑅(𝛾) ve 𝜌1

(𝛾′) ∈ 𝑅(𝛾′) olmak üzere 𝑟1
(𝛾)𝜌1

(𝛾′) +

𝑟2
(𝛾)𝜌2

(𝛾′) +⋯+ 𝑟𝑠
(𝛾)𝜌𝑠

(𝛾′) biçimindeki tüm elemanların kümesidir. Bu tanımdan 

anlaşılacağı üzere 𝑅 üzerinde Γ-derecelendirilmiş varsa, her 𝑟 ∈ 𝑅 elemanı 𝑟 = ∑ 𝑟(𝛾)𝛾  

biçiminde tek türlü yazılışa sahiptir ve bu toplamdaki sıfırdan farklı terimler sonlu 

çokluktadır. 𝑅(𝛾) nın elemanlarına 𝛾. dereceden homojen, 𝑟(𝛾) ya, 𝑟 nin 𝛾. dereceden 

homojen bileşeni adı verilir. O halde sıfır elemanı her 𝛾 ∈ Γ için 𝛾. dereceden homojen 

elemandır. (2) aksiyomu gereğince 𝛾. dereceden homojen ve 𝛾′. dereceden homojen 

olan iki elemanın çarpımı 𝛾 + 𝛾′. dereceden bir homojen elemandır.  

Bu tanım altında verilen herhangi bir 𝑅 halkası, 𝑅(0) = 𝑅 ve 𝛾 ≠ 0 iken 𝑅(𝛾) = 0 

alınarak 𝑅 üzerinde Γ-derecelendirilmiş elde edilebilir. Bu yolla elde edilen Γ-

derecelendirilmiş a 𝑅 üzerinde aşikar Γ-derecelendirilmiş adı verilir. 

Eğer 𝑆 kısaltmalı (cancellation) monoid ise (𝑎), 𝑅 nin bir esas homojen idealidir. Şu 

halde 𝑅 nin her 𝐴 homojen ideali için  

𝐴 ∩ (𝑎) = 𝐴((𝑎): 𝐴) 

(𝐴(𝑎): (𝑎)) = 𝐴 + (0: (𝑎)) 

sağlanır ve sözü edilen tüm idealler homojendir. Dolayısıyla 𝐿(𝑅) esas olarak ve 

kompakt olarak üretilmiştir.  
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Burada 𝑆 nin kısaltmalı monoid olma koşulu gereklidir. Bunu aşağıdaki örnek 

yardımıyla görebiliriz. 

 

Örnek 1.3.3.9 𝑆 = {1, 𝑥}, 𝑥 = 𝑥2 ve 𝐾 bir cisim olmak üzere, 𝑅 bir 𝑆-derecelendirilmiş 

halka 𝐾⨁𝐾𝑥 olsun. Bu durumda (0: 𝑥) = (1 − 𝑥) ve böylece (0: 𝑥) = 0 olur. Buradan 

𝑅 = (𝑥2: 𝑥) ≠ (𝑥) + (0: 𝑥) = (𝑥) bulunur. Yani (𝑥) zayıf supremum esas eleman 

olmayıp supremum indirgenemez elemandır. 

 

1.3.4 𝑪-latislerde asal elemanlar ve yerelleştirme 

Tanım 1.3.4.1 𝑝, 𝐿 latisinde bir has eleman olsun.  

(1) 𝑝, 𝐿 nin bir has elemanı olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑝  iken  𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 

sağlanıyor ise 𝑝 ye asal eleman,  

(2) 𝑝, 𝐿 nin bir has elemanı olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 0 ≠ 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 iken 𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 

sağlanıyor ise 𝑝 ye zayıf asal eleman, 

(3) 0, 𝐿 nin bir asal elemanı ise 𝐿 ye bölge denir. 

Bir 𝐶-latiste 𝑝 elemanının zayıf asal olduğunu söylemek için 0 ≠ 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 yi sağlayan 

her kompakt 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için 𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 sağlanması yeterlidir. Bu durumu Teorem 

1.3.4.3 yardımıyla görebiliriz. Önce Yardımcı Teorem 1.3.4.2 yi ispatlayalım. 

 

Yardımcı Teorem 1.3.4.2 𝑏 ∈ 𝐿 aşağıdaki (*) özelliğini sağlayan bir eleman olsun: 

(*) Her ℎ ∈ 𝐿, ℎ ≤ 𝑏 kompakt elemanı için ℎ ≤ 𝑎1 veya ℎ ≤ 𝑎2. 

Bu takdirde 𝑏 ≤ 𝑎1 veya 𝑏 ≤  𝑎2 gerçeklenir. 

İspat 𝑏 ∈ 𝐿 , (*) özelliğini sağlayan bir eleman olsun. 𝑏 ≰ 𝑎1 ve 𝑏 ≰  𝑎2 varsayalım. 𝑏 

elemanı kompakt elemanların supremumu olarak ifade edilebileceğinden ℎ1 ≰ 𝑎1, ℎ2 ≰
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 𝑎2 olmak üzere ℎ1 ≤ 𝑏 ve ℎ2 ≤ 𝑏 elemanları vardır. Şu halde ℎ = ℎ1 ∨ ℎ2 ≤ 𝑏 

kompakt fakat ℎ1 ≰ 𝑎1, ℎ2 ≰ 𝑎2 olduğundan bu durum (*) varsayımı ile çelişir. 

Böylece 𝑏 ≤ 𝑎1 veya 𝑏 ≤  𝑎2 sağlanır. ⎕ 

 

Teorem 1.3.4.3 (Theorem 2, (Çallıalp ve ark., 2012)) 𝐿 nin bir has 𝑝 elemanının zayıf 

asal olması için gerek ve yeter koşul 0 ≠ 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 yi sağlayan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ için 𝑎 ≤

𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 sağlanmasıdır.  

İspat 𝑎𝑏 ≤ 𝑝 iken 𝑎 ≰ 𝑝 ve 𝑏 ≰ 𝑝 varsayalım. 𝐿 bir 𝐶-latis olduğundan 𝑥 ≤ 𝑎 ve 

𝑦 ≤ 𝑏,  𝑥 ≰ 𝑝 ve 𝑦 ≰ 𝑝 olacak şekilde kompakt 𝑥 ve 𝑦 elemanları bulunabilir. Herhangi 

𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐿∗, 𝑥′ ≤ 𝑎  veya  𝑦′ ≤ 𝑏 olacak şekilde alalım. Buradan, (𝑥′ ∨ 𝑥)(𝑦′ ∨ 𝑦) ≤

𝑎𝑏 ≤ 𝑝 olup (𝑥′ ∨ 𝑥) ≰ 𝑝 ve (𝑦′ ∨ 𝑦) ≰ 𝑝 olduğundan Yardımcı Teorem 1.3.4.2 

gereğince bu bir çelişkidir. Sonuç olarak 𝑎 ≤ 𝑝 veya 𝑏 ≤ 𝑝 elde edilir. ⎕ 

 

Tanım 1.3.4.4 

(1) 𝑚 ∈ 𝐿, 𝑚 < 1 elemanı için 𝑚 < 𝑥 ≤ 1 eşitsizliğini sağlayan her 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 = 1 

olması gerekiyor ise 𝑚 ye maksimal eleman denir.  

(2) Tek maksimal elemana sahip olan 𝐿 latisine yerel latis denir. 

(3) 𝑚, 𝐿 de bir maksimal eleman olsun. 𝑚² < 𝑎 < 𝑚 eşitsizliğini sağlayan bir 𝑎 ∈ 𝐿 

bulunamıyor ise 𝑚 ye 𝐿 nin basit (simple) elemanı denir. 

 

Teorem 1.3.4.5 Çarpımsal bir latiste her maksimal eleman bir asal elemandır. 

İspat 𝑚, bir 𝐿 latisinde maksimal eleman olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑚 ve 𝑎 ≰ 𝑚 

varsayalım. O halde 𝑚 ≤ 𝑚 ∨ 𝑎 olup, 𝑚 nin maksimal olmasından 1 = 𝑚 ∨ 𝑎 elde 

edilir. Buradan 𝑏 = (𝑚 ∨ 𝑎)𝑏 = 𝑚𝑏 ∨ 𝑎𝑏 ≤ 𝑚 olur. Böylece 𝑏 ≤ 𝑚 olup 𝑚 bir asal 

eleman olarak bulunur. ⎕ 
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Tanım 1.3.4.6 

(1) Bir 𝑞 < 1 elemanı alalım. 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 yı sağlayan her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑞 veya bir 𝑛 

pozitif tam sayısı için 𝑏ⁿ ≤ 𝑞 sağlanması gerekiyor ise 𝑞 ya asalımsı eleman denir. 

(2) 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 nın radikali √𝑎 =∧ {𝑝 ∈ 𝐿: 𝑝 asal ve 𝑎 ≤ 𝑝} ile tanımlanır. 

(3) √𝑎 = 𝑎 ise 𝑎 ya radikal eleman denir. 

(4) 𝑞 asalımsı ve √𝑞 = 𝑝 asal eleman ise 𝑞 ya 𝑝-asalımsı eleman denir.  

(5) √0 = 0 ise 𝐿 ye indirgenmiş latis denir. 

 

Önerme 1.3.4.7 (Teorem 6 (3), (Thakare ve ark., 1988)) 

𝐿 bir 𝐶-latis ise √𝑎 =∧{𝑝 ∈ 𝐿: 𝑝 ≥ 𝑎 ve 𝑝, 𝑎 üzerinde minimal asal} =∨ {𝑥 ∈ 𝐿∗ ∣ bir 

𝑛∈ℤ+ için, 𝑥ⁿ ≤ 𝑎 } dır. 

 

Teorem 1.3.4.8  𝑑 ∈ 𝐿 olsun. Bir elemanın 𝐿/𝑑 latisinde asal (asalımsı) olması için 

gerek ve yeter koşul 𝐿 de asal (asalımsı) olmasıdır. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿/𝑑 olsun. 𝑏 ∘ 𝑐 ≤ 𝑎 olması için gerek ve yeter koşul 𝑏𝑐 ≤ 𝑎 olması 

olduğundan 𝑎 nin açıkça 𝐿/𝑑 de asal/asalımsı olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 de 

asal/asalımsı olmasıdır. ⎕ 

Bir halkanın idealler latisinde olduğu gibi, her 𝐶-latisin bir çarpımsal kapalı kümeye 

göre yerelleştirmesi (localization) mevcuttur. Literatürde farklı yerelleştirme tanımları 

bulunmaktadır. Bu tez boyunca kabul edeceğimiz yerelleştirme tanımı (Jayaram ve 

Johnson, 1995) te tanımlanan Dilworth’un yerelleştirme tanımının (Dilworth, 1962) 

daha genel bir hali olan aşağıdaki şekildedir. 
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Tanım 1.3.4.9 𝑆 ⊆ 𝐿∗ bir çarpımsal kapalı küme olsun. Bu durumda 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑆 deki 

yerelleştirme  

𝑎𝑆 =∨ {𝑥 ∈ 𝐿∗ ∶ 𝑏𝑖𝑟 𝑠 ∈ 𝑆 𝑖ç𝑖𝑛 𝑥𝑠 ≤ 𝑎} 

olmak üzere 

𝐿𝑆 = {𝑎𝑆 ∶ 𝑎 ∈ 𝐿} 

ile tanımlanır. 𝐿𝑆 te infimum işlemi 𝐿 ile aynıdır ve supremum işlemi 𝑎 ∨ 𝑏 = (𝑎 ∨ 𝑏)𝑆 

biçiminde tanımlanmak üzere 𝐿𝑆 yerelleştirmesi aşağıdaki özelliklere sahiptir.  

(1) 𝑒 ∈ 𝐿 kompakt supremum esas eleman ise 𝑒𝑆,  𝐿𝑆 de kompakt supremum esas 

elemandır. 

(2) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için (𝑎: 𝑏), 𝑥𝑏 ≤ 𝑎 yı sağlayan en büyük 𝑥 elemanıdır. Yani (𝑎: 𝑏) =∨

{𝑥 ∈ 𝐿: 𝑥𝑏 ≤ 𝑎} ile tanımlanır. 𝑏 kompakt bir eleman ise (𝑎𝑆: 𝑏𝑆) = (𝑎: 𝑏)𝑆 gerçeklenir. 

Burada eşitliğin sağ tarafı 𝐿 latisinde hesaplanır. 

(3) 𝑎 ∈ 𝐿 için √𝑎𝑆 = (√𝑎)𝑆 = (√𝑎𝑆)𝑆 özdeşliği doğrudur. 

(4) 𝑎𝑆 ∘ 𝑏𝑆 = (𝑎𝑆𝑏𝑆)𝑆 çarpımı ile 𝐿𝑆, bir çarpımsal latis oluşturur. 

(5) Özel olarak 𝑝 ∈ 𝐿 asal elemanı için 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐿: 𝑥 ≰ 𝑝} kümesine göre 𝐿𝑆 

yerelleştirmesini 𝐿𝑝 ile göstereceğiz. 𝐿𝑃 tek maksimal elemanı 𝑝𝑝 olan bir yerel latistir.  

İspat (1) 𝑒 ∈ 𝐿 supremum esas eleman ve kompakt olsun. Herhangi 𝑎𝑠, 𝑏𝑠 ∈ 𝐿𝑠 alalım. 

𝑒 supremum esas eleman olduğundan 

𝑎𝑠 ∨ (𝑏𝑠: 𝑒𝑠)
(2) 𝑑𝑒𝑛
= 𝑎𝑠 ∨ (𝑏: 𝑒)𝑠 = (𝑎 ∨ (𝑏: 𝑒))

𝑠
= ((𝑎𝑒 ∨ 𝑏): 𝑒)

𝑠

(2) 𝑑𝑒𝑛
= (𝑎𝑒 ∨ 𝑏)𝑠: 𝑒𝑠

= ((𝑎𝑒)𝑠 ∨ 𝑏𝑠): 𝑒𝑠 = ((𝑎𝑠 ∘ 𝑒𝑠) ∨  𝑏𝑠): 𝑒𝑠 = ((𝑎𝑠 ∘ 𝑒𝑠) ∨  𝑏𝑠) 

elde edilir. Böylece 𝑒𝑠, 𝐿𝑠 nin bir supremum esas elemanındır.  
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Şimdi 𝑒𝑠 nin kompakt olduğunu gösterelim. {𝑎𝑠𝛼: 𝛼 ∈ Π} için 𝑒𝑠 ≤ ⋁(𝑎𝑠)𝛼 varsayalım. 

O halde 𝑒𝑠 ≤ (⋁𝑎𝛼)𝑠 dir. Herhangi kompakt 𝑥 ≤ 𝑒𝑠 alalım. Bu durumda bir 𝑠 ∈ 𝑆 için 

𝑥𝑠 ≤ 𝑒 olur. 𝑒 kompakt olduğundan 𝑒 ≤ 𝑎𝛼1 ∨ 𝑎𝛼2 ∨ … ∨ 𝑎𝛼𝑛  olacak şekilde sonlu 

{𝑎𝛼1 , 𝑎𝛼2 , … , 𝑎𝛼𝑛} alt kümesi bulunur. O zaman 𝑥 ≤ (𝑎𝛼1 ∨ 𝑎𝛼2 ∨ … ∨ 𝑎𝛼𝑛)𝑠 yani 

𝑥 ≤ (𝑎𝛼1)𝑠 ∨ (𝑎𝛼2)𝑠 ∨ … ∨ (𝑎𝛼𝑛)𝑠 sonucuna varılır. Böylece 𝑒𝑠 ≤ (𝑎𝛼1)𝑠 ∨ (𝑎𝛼2)𝑠 ∨

… ∨ (𝑎𝛼𝑛)𝑠 olup, 𝑒𝑠 nin 𝐿𝑠 nin bir kompakt elemanı olduğu gösterilmiş olur.  

(2) 𝑥 ≤ (𝑎: 𝑏)𝑠 olsun. O halde 𝑠𝑥 ≤ (𝑎: 𝑏) olacak şekilde bir 𝑠 ∈ 𝑆 vardır. Şimdi 

herhangi bir kompakt 𝑦 ≤ 𝑏𝑠 alalım. Buradan bir 𝑡 ∈ 𝑆 için 𝑡𝑦 ≤ 𝑏 bulunur. Şu halde 

(𝑠𝑡)𝑥𝑦 ≤ 𝑎 dır. 𝑆 çarpımsal kapalı bir küme olsuğundan 𝑠𝑡 ∈ 𝑆 ve böylelikle 𝑥𝑦 ≤ 𝑎𝑠 

dir. Bu durumda 𝑥𝑏𝑠 ≤ 𝑎𝑠, yani 𝑥 ≤ (𝑎𝑠: 𝑏𝑠) olur. Yani (𝑎: 𝑏)𝑠 ≤ (𝑎𝑠: 𝑏𝑠) sıralaması 

geçerlidir. 

Ters sıralamayı göstermek için 𝑥 in 𝐿 de bir kompakt eleman ve 𝑥 ≤ (𝑎𝑠: 𝑏𝑠) olduğunu 

varsayalım. Bu durumda 𝑥𝑏𝑠 ≤ 𝑎𝑠 dir. 𝑏 kompakt oduğundan 𝑏 = ⋁ 𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1  yazılabilir. 

Burada her 𝑏𝑘 (𝑘 = 1,… , 𝑛) için 𝑥(𝑏𝑘)𝑠 ≤ 𝑎𝑠 sağlanır. Dolayısıyla her 𝑘 = 1,… , 𝑛 için 

𝑠𝑘𝑥𝑏𝑘 ≤ 𝑎 olacak şekilde bir 𝑠𝑘 ∈ 𝑆 bulunur. 𝑠 = 𝑠1𝑠2…𝑠𝑛 diyelim. Bu durumda her 𝑘 

için 𝑠𝑥𝑏𝑘 ≤ 𝑎 elde edilir. Yani 𝑠𝑥(⋁ 𝑏𝑘
𝑛
𝑘=1 ) = 𝑠𝑥𝑏 ≤ 𝑎 gerçeklenir. Buradan 𝑠𝑥 ≤

(𝑎: 𝑏) olup 𝑥 ≤ (𝑎: 𝑏)𝑠 anlamına gelir. Sonuç olarak  (𝑎𝑠: 𝑏𝑠) = (𝑎: 𝑏)𝑠 bulunur. 

(3) Herhangi kompakt 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑥 ≤ √𝑎𝑠 olsun. O halde bir 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑠𝑥𝑛 ≤

𝑎 olur. Buradan 𝑠𝑛𝑥𝑛 = (𝑠𝑥)𝑛 ≤ 𝑎, yani 𝑠𝑥 ≤ √𝑎 dir. Sonuç olarak 𝑥 ≤ (√𝑎)𝑆 olur. 

Buradan √𝑎𝑠 ≤ (√𝑎)𝑆 sıralamasının doğru olduğu görülür. Ayrıca her 𝑥 ≤ 𝑎 için 

𝑥1 ≤ 𝑎 olduğundan 𝑥 ≤ 𝑎𝑠, yani 𝑎 ≤ 𝑎𝑠 sağlanır. O halde (√𝑎)𝑆 ≤ (√𝑎𝑆)𝑆 de 

doğrudur. Böylece √𝑎𝑠 ≤ (√𝑎)𝑆 ≤ (√𝑎𝑆)𝑆 dir. Eşitlik elde etmek için (√𝑎𝑆)𝑆 ≤ √𝑎𝑠 

olduğunu göstermeliyiz. Bunun için 𝑥 ≤ (√𝑎𝑆)𝑆 olacak şekilde herhangi kompakt 𝑥 

elemanını varsayalım. Bu durumda bir 𝑠 ∈ 𝑆 için 𝑠𝑥 ≤ √𝑎𝑆 olur. Bir 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑡 ∈ 𝑆 

için 𝑡(𝑠𝑥)𝑛 ≤ 𝑎 bulunur. Bu da (𝑡𝑠𝑛)𝑥𝑛 ≤ 𝑎 anlamına gelir. 𝑆 bir çarpımsal küme 

olduğundan 𝑡𝑠𝑛 ∈ 𝑆 olup 𝑥𝑛 ≤ 𝑎𝑆, buradan da 𝑥 ≤ √𝑎𝑠 sonucuna varılır. O halde ispat 

tamamlanmış olur.  
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(4) Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎 ≤ 𝑏 olması için gerek ve yeter koşulun 𝐿𝑠 yerelleştirmesinde 

𝑎𝑠 ≤ 𝑏𝑠 olduğu tanım uyarınca açıktır. Şu halde 𝐿 bir tam latis olduğundan 𝐿𝑠 de bir 

tam latistir. Her 𝑎𝑠, 𝑏𝑠 ∈ 𝐿𝑠 için 𝑎𝑆 ∘ 𝑏𝑆 = (𝑎𝑆𝑏𝑆)𝑆 = (𝑏𝑆𝑎𝑆)𝑆 = 𝑏𝑆 ∘ 𝑎𝑆 sağlandığından 

tanımlanan çarpma işlemi değişmelidir. 

Bu işlemin birleşme özelliğine sahip olduğunu gösterelim: Tanım gereğince her 

𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠 ∈ 𝐿𝑠 için 𝑎𝑠 ∘ (𝑏𝑠 ∘ 𝑐𝑠) = 𝑎𝑠 ∘ (𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠 = (𝑎𝑠(𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠)𝑠 olur. 𝑥 ≤ (𝑎𝑠(𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠)𝑠 

olacak şekilde herhangi kompakt 𝑥 ∈ 𝐿 alalım. Buradan bir 𝑠1 ∈ 𝑆 için 𝑠1𝑥 ≤ 𝑎𝑠(𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠 

olur. O halde bir 𝑎′ ≤ 𝑎𝑠 ve 𝑧 ≤ (𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠 için 𝑠1𝑥 = 𝑎′𝑧 ≤ 𝑎𝑠(𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠 dir. Buradan 

𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆 için 𝑠2𝑎′ ≤ 𝑎 ve 𝑠3𝑧 ≤ 𝑏𝑠𝑐𝑠 dir. Yani 𝑠3𝑧 = 𝑏′𝑐′ olacak şekilde 𝑏′ ≤ 𝑏𝑠 ve 

𝑐′ ≤ 𝑐𝑠  vardır. Benzer şekilde öyle 𝑠4, 𝑠5 ∈ 𝑆 vardır ki 𝑠4𝑏′ ≤ 𝑏 ve 𝑠5𝑐′ ≤ 𝑐 dir. Burada 

𝑠 = 𝑠1𝑠2𝑠3𝑠4𝑠5 diyelim. O halde 𝑠𝑥 ≤ 𝑎′𝑏′𝑐′ ≤ 𝑎𝑠𝑏𝑠𝑐𝑠, yani 𝑥 ≤ (𝑎𝑠𝑏𝑠𝑐𝑠)𝑠 olarak elde 

edilir. 𝐿𝑠 deki çarpma işlemi birleşmelidir. 

Çarpma işlemi supremumun dağılma özelliğine sahiptir: Herhangi 𝑎𝑠, 𝑏𝑠, 𝑐𝑠 ∈ 𝐿𝑠 için 

𝑎𝑠 ∘ (𝑏𝑠 ∨ 𝑐𝑠) = 𝑎𝑠 ∘ (𝑏 ∨ 𝑐)𝑠 = (𝑎𝑠(𝑏 ∨ 𝑐)𝑠)𝑠 sağlanır. 𝑥 ≤ 𝑎𝑠 ∘ (𝑏𝑠 ∨ 𝑐𝑠) olacak 

şekilde 𝑥 kopakt elemanını alalım. Buradan bir 𝑠1 ∈ 𝑆 için 𝑠1𝑥 ≤ 𝑎𝑠(𝑏 ∨ 𝑐)𝑠 sağlanır. O 

halde 𝑠1𝑥 = 𝑎′𝑑 olacak şekilde bir 𝑎′ ≤ 𝑎𝑠 ve 𝑑 ≤ (𝑏 ∨ 𝑐)𝑠 vardır. Ayrıca bir takım 

𝑠2, 𝑠3 ∈ 𝑆 için 𝑠2𝑎′ ≤ 𝑎 ve 𝑠3𝑑 ≤ 𝑏 ∨ 𝑐 sağlanır. 𝑠 = 𝑠1𝑠2𝑠3 diyelim. 𝑠3𝑑 ≤ 𝑏 ise 

𝑠𝑥 ≤ 𝑎𝑠𝑏𝑠 yani 𝑥 ≤ (𝑎𝑠𝑏𝑠)𝑠 iken, 𝑠3𝑑 ≤ 𝑐 ise 𝑠𝑥 ≤ 𝑎𝑠𝑐𝑠 yani 𝑥 ≤ (𝑎𝑠𝑐𝑠)𝑠 bulunur. Şu 

halde 𝑥 ≤ (𝑎𝑠𝑏𝑠)𝑠 ∨ (𝑎𝑠𝑐𝑠)𝑠 = (𝑎𝑠 ∘ 𝑏𝑠) ∨ (𝑎𝑠 ∘ 𝑐𝑠) dir Ters sıralama da benzer şekile 

kolaylıkla elde edilebileceğinden, supremum dağıma özelliğine sahip olduğu görülür.  

𝐿 latisi en küçük elemanı 0, en büyük elemanı 1 ise 𝐿𝑠 yerelleştirmesi için en küçük 

elemanı 0𝑠, en büyük elemanı ise 1𝑠 dir. Gerçekten; 

𝑎𝑠 ∨ 0𝑠 = (𝑎 ∨ 0)𝑠 = 𝑎𝑠 ,  𝑎𝑠 ∧ 0𝑠 = (𝑎 ∧ 0)𝑠 = 0𝑠 

𝑎𝑠 ∨ 1𝑠 = (𝑎 ∨ 1)𝑠 = 1𝑠 ,  𝑎𝑠 ∧ 1𝑠 = (𝑎 ∧ 1)𝑠 = 𝑎𝑠 

sağlanır. 𝑎𝑆 ∘ 1𝑆 = (𝑎𝑆1𝑆)𝑆 = 𝑎𝑆 olduğundan aynı zamanda 1𝑆 çarpımsal birimdir. 

Ayrıca 1, 𝐿 latisinde kompakt olduğundan (1) gereğince 1𝑠 de 𝐿𝑠 yerelleştirmesinin 

kompakt elemanıdır. Sonuç olarak 𝐿𝑠 bir çarpımsal latistir. 
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(5) 𝑝 ∈ 𝐿 asal elemanı için 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐿: 𝑥 ≰ 𝑝} kümesine göre 𝐿𝑝 yerelleştirmesini göz 

önüne alalım. 𝑞,  𝐿 nin bir asal eleman olsun. Şu hale 𝑞 ∉ 𝑆 olması için gerek ve yeter 

koşulun 𝑞 ≤ 𝑝 olduğu açıktır. Şu halde  𝑞𝑝 ≤ 𝑝𝑝 elde edilir. 𝐿𝑝 nin maximal elemanı 𝑝𝑝 

dir. ⎕ 

 

Önerme 1.3.4.10 𝑎 ≤ 𝑏 olması için gerek ve yeter koşul her 𝑚 maksimal elemanı için 

𝑎𝑚 ≤ 𝑏𝑚 olmasıdır. Özel olarak 𝑎 = 𝑏 olması için gerek ve yeter koşul her 𝑚 maksimal 

elemanı için 𝑎𝑚 = 𝑏𝑚 sağlanmasıdır.  

İspat 𝑥 ≤ 𝑎𝑚 olmak üzere 𝑥 ∈ 𝐿∗ alalım. O halde bir 𝑠 ≰ 𝑚 için 𝑥𝑠 ≤ 𝑎 sağlanır. 

𝑎 ≤ 𝑏 olduğundan 𝑥𝑠 ≤ 𝑏, yani 𝑥 ≤ 𝑏𝑚 bulunur. Buradan 𝑎𝑚 ≤ 𝑏𝑚 elde edilir. 

Tersine, her 𝑚𝛼 maksimal elemanı için 𝑎𝑚𝛼
≤ 𝑏𝑚𝛼

 olsun. Bir 𝑥 ∈ 𝐿∗ için 𝑥 ≤ 𝑎 ancak 

𝑥 ≰ 𝑏 varsayalım. O halde 𝑥 ≤ 𝑚𝛼 olacak şekilde bir 𝑚𝛼 maksial elemanı vardır. Her 𝛼 

için 𝑎𝑚𝛼
≤ 𝑏𝑚𝛼

 olduğundan 𝑥 ≤ 𝑎 ≤ 𝑎𝑚𝛼
≤ 𝑏𝑚𝛼

 dır. O halde bir 𝑠𝛼 ≰ 𝑚𝛼 için 

𝑥𝑠𝛼 ≤ 𝑏 gerçeklenir. 𝑡 = ⋁𝑠𝛼 diyelim. O halde 𝑥𝑡 = 𝑥(⋁𝑠𝛼) = ⋁𝑥𝑠𝛼 ≤ 𝑏 olur. Burada 

𝑡 = 1𝐿 olduğunu gösterelim. 𝑡 ≠ 1𝐿 olsaydı, 𝑡 = ⋁𝑠𝛼 ≤ 𝑚𝑡 olacak şekilde bir 𝑚𝑡 

maksimal elemanı bulunurdu. O zaman 𝑠𝑡 ≰ 𝑚𝑡 olurdu ki, bu durum 𝑠𝑡 ≤ ⋁𝑠𝛼 = 𝑡 ≤

𝑚𝑡 olması ile çelişirdi. Böylece 𝑡 = 1𝐿 olur. Sonuç olarak 𝑥𝑡 = 𝑥1𝐿 = 𝑥 ≤ 𝑏, yani 

𝑎 ≤ 𝑏 elde edilir. ⎕ 

 

Tanımlar 1.3.4.11 

(1)  𝐿 deki her kompakt eleman bir esas eleman ise 𝐿 ye Prüfer latis denir. 

(2) 𝐿 nin her elemanı bir esas eleman ise 𝐿 ye esas eleman latisi denir. 

(3) 𝐿 deki herhangi iki eleman karşılaştırılabilir ise 𝐿 ye tamamen sıralı latis denir. 

(4) 𝐿 deki her kompakt eleman bir tamlanabilir eleman ise 𝐿 ye regüler latis denir. 

(5) Esas ve kompakt olarak üretilen modüler çarpımsal latislere 𝑟-latis denir. 
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(6) Esas olarak üretilen 𝐶-latis bölgesi, 𝐿 nin her elemanı 𝐿 nin bir takım asal 

elemanlarının sonlu çarpımı biçiminde yazılabiliyor ise 𝐿 ye Dedekind bölgesi denir. 

(7) 𝐿 = {0,1} ise 𝐿 ye cisim denir. 

Esas eleman latislerine en bilinen örnek (Dilworth, 1962) deki Dedekind bölgesidir. 

Esas eleman latislerinin çeşitli karakterizasyonları için (Jayaram ve Johnson, 1997), 

(Jayaram, 2002), (Anderson ve Jayaram, 1996) ve regüler latis hakkında detaylı bilgi 

için (Anderson ve Jayaram, 1995) incelenebilir. 

 

Tanım 1.3.4.12 Bir 𝐶-latis 𝐿 nin boyutu  

𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 𝑠𝑢𝑝{𝑛 ∈ {0,1,2, … } ∶  𝐿 nin 𝑛 uzunluğunda asal eleman zinciri vardır} 

ile tanımlanır. 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 ise 𝐿 ye sıfır boyutlu 𝐶-latis adı verilir. 𝐿 nın sıfır boyutlu 

latis olması için gerek ve yeter koşulun her asal elemanın maksimal olduğunu görmek 

kolaydır. Daha geniş bilgi ve notasyon (Anderson, 1976) da bulunabilir.  
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BÖLÜM 2 - DEĞİŞMELİ HALKALARDA 2-YUTAN ASALIMSI VE ZAYIF 2-

YUTAN ASALIMSI İDEALLER 

Bu bölümde değişmeli ve birimli halkalarda asalımsı ve 2-yutan ideallerin bir 

genelleştirmesi olarak 2-yutan asalımsı idealleri tanımlayacağız. Birçok özel halkanın 2-

yutan asalımsı ideallerinin genel formunu belirleyeceğiz. Ayrıca bazı değişmeli 

halkaları 2-yutan asalımsı idealler cinsinden karaterize edeceğiz. 

 

2.1 Değişmeli Halkalarda 2-Yutan Asalımsı ve Zayıf 2-Yutan Asalımsı İdeallerin 

Temel Özellikleri 

Tanım 2.1.1 𝑄, 𝑅 nin bir has ideali olsun.  

(1)  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 iken 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 

sağlanıyorsa 𝑄 idealine 𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideali denir. 

(2)  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ise 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 

sağlanıyorsa 𝑄 idealine 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali denir. 

2-yutan asalımsı ve zayıf 2-yutan asalımsı ideallerin asal, zayıf asal, zayıf asalımsı,      

2-yutan, zayıf 2-yutan idealler ile aralarındaki ilişki Teorem 2.1.2 de listelenmiştir. 

 

Teorem 2.1.2 𝐼,  𝑅 halkasının bir has ideali olsun. Bu takdirde 

(1) 𝐼 bir asal ideal ⇒ 𝐼 bir 2-yutan ideal ⇒ 𝐼 bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(2) 𝐼 bir asal ideal ⇒ 𝐼 bir asalımsı ideal ⇒ 𝐼 bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(3) 𝐼 bir zayıf asal ideal ⇒ 𝐼 bir zayıf 2-yutan ideal ⇒ 𝐼 bir zayıf 2-yutan asalımsı 

idealdir. 

(4) 𝐼 bir zayıf asal ideal ⇒ 𝐼 bir zayıf asalımsı ideal ⇒ 𝐼 bir zayıf 2-yutan asalımsı 

idealdir. 
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(Zayıf) 

 Asal 

(Zayıf)  

Asalımsı (Zayıf)  

2-yutan Asalımsı 
(Zayıf)  

2-yutan 

(5) 𝐼 bir 2-yutan asalımsı ideal ⇒ 𝐼 bir zayıf 2-yutan asalımsı idealdir. 

İspat. (1) 𝐼 bir asal ideal olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 varsayalım. 𝐼 asal 

olduğundan 𝑐 ∈ 𝐼 gerçeklenir. Şu halde 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 ve 𝑏𝑐 ∈ 𝐼 elde edilir. Dolayısıyla 𝐼 bir 2-

yutan ideal olarak bulunur.  

Şimdi 𝐼 nın bir 2-yutan ideal olduğunu varsayalım. 𝐼 nın bir 2-yutan asalımsı ideal 

olduğunu göreceğiz. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olsun. Buradan 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 veya 

𝑏𝑐 ∈ 𝐼 olup, 𝐼 ⊆ √𝐼 gereğince 𝐼 nin bir 2-yutan asalımsı ideal olduğu görülür. 

(2) Bilindiği gibi her asal ideal bir asalımsı idealdir. 𝐼 bir asalımsı ideal olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 varsayalım. 𝐼 nın asalımsı ideal olması gereğince 𝑐 ∈ √𝐼  dır. 

O halde 𝑎𝑐 ∈ √𝐼 ve 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 sonucuna varılır. O halde 𝐼 bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(3) ve (4) ün ispatları (1) ve (2) ile benzer olarak elde edilir.  

(5) Açıktır.  

O halde (zayıf) asal, (zayıf) asalımsı, (zayıf) 2-yutan ve (zayıf) 2-yutan asalımsı idealler 

arasındaki ilişki aşağıdaki şema ile basitçe ifade edilebilir. 

 

 

 

 

 

Şekil 2.1 İdealler arasındaki ilişkiler 

 

Teorem 2.1.2 deki ifadelerin tersleri doğru değildir. Bu durum aşağıdaki örnekle 

gösterilebilir: 
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Örnek 2.1.3  

𝑅 = ℤ halkasının 𝐼 = (12) idealini düşünelim. Bu durumda 2 ∙ 2 ∙ 3 ∈ 𝐼 iken 2 ∙ 2 ∉ 𝐼 

ve 2 ∙ 3 ∉ 𝐼 olduğundan 𝐼, 𝑅 nin bir 2-yutan ideali değildir. Her asal ideal bir 2-yutan 

ideal olduğundan 𝑅 nin bir asalı de olamaz. Ayrıca 3 ∙ 4 ∈ 𝐼 iken 3 ∉ 𝐼 ve 4 ∉ √𝐼 = (6) 

olduğundan 𝐼 nın 𝑅 halkasının bir asalımsı ideali olmadığı açıktır. Oysa 𝐼, 𝑅 nin bir 2-

yutan asalımsı idealidir.  

 

Teorem 2.1.4 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal ise √𝑄 bir 2-yutan idealdir. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ √𝑄, 𝑎𝑐 ∉ √𝑄 ve 𝑏𝑐 ∉ √𝑄 olsun. 𝑎𝑏𝑐 ∈ √𝑄 olduğundan 

bir 𝑛 pozitif tamsayısı için (𝑎𝑏𝑐)ⁿ = 𝑎ⁿ𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 gerçeklenir. Burada 𝑎ⁿ𝑐ⁿ ∉ √𝑄 ve 

𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∉ √𝑄 olup, 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 𝑎ⁿ𝑏ⁿ = (𝑎𝑏)ⁿ ∈ 𝑄, yani 

𝑎𝑏 ∈ √𝑄 bulunur. Dolayısıyla √𝑄 bir 2-yutan idealdir. ⎕ 

Ancak 𝑄 nun bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olması durumu, √𝑄 nun bir zayıf 2-yutan 

ideal olmasını gerektirmez. Bunu aşağıdaki örnek ile görebiliriz. 

 

Örnek 2.1.5 𝐴 = ℤ₂[𝑋, 𝑌,𝑊] ve 𝐼 = 𝑋²𝑌²𝑊²𝐴 olmak üzere, 𝐴 halkasının bir idealini 

göz önüne alalım. 𝑅 = 𝐴/𝐼 olsun. Bu takdirde 𝐼/𝐼,  𝑅 nin sıfır ideali olduğundan bir 

zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 𝐼 nın 𝑅 halkasındaki radikali √𝐼/𝐼 = 𝑋𝑌𝑊𝐴/𝐼 nin 𝑅 

nin bir zayıf 2-yutan ideali olmadığını göstereceğiz. 𝐼 ≠ 𝑋𝑌𝑊 + 𝐼 ∈ √𝐼/𝐼, fakat 

𝑋𝑌 + 𝐼 ∉ √𝐼/𝐼, 𝑋𝑊 + 𝐼 ∉ √𝐼/𝐼 ve 𝑌𝑊 + 𝐼 ∉ √𝐼/𝐼 olduğundan √𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-

yutan ideali değildir. 

 

Teorem 2.1.6 𝑄,  𝑅 nin bir has ideali olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler sağlanır: 
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(1) √𝑄 nun bir 2-yutan ideal olması için gerek ve yeter koşul √𝑄 nun bir 2-yutan 

asalımsı ideal olmasıdır. 

(2) √𝑄 nun bir zayıf 2-yutan ideal olması için gerek ve yeter koşul √𝑄 nun bir zayıf 

2-yutan asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat (1) √𝑄 bir 2-yutan ideal olsun. O halde Teorem 2.1.2 gereğince √√𝑄 = √𝑄  bir 

2-yutan asalımsı idealdir. Tersine 𝐼 = √𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 

için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 = √𝑄 varsayalım. Buradan 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝐼 bulunur. 

√𝐼 = √√𝑄 = √𝑄 = 𝐼 olduğundan 𝐼 bir 2-yutan ideal olarak elde edilir.  

(2) İspat (1) ile benzerdir. ⎕ 

 

Teorem 2.1.7 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olsun. O halde aşağıdakilerden biri 

gerçeklenir:  

(1) √𝑄 = 𝑃 bir asal idealdir. 

(2) 𝑃₁ ve 𝑃₂ , 𝑄 üzerinde iki farklı minimal asal ideal olmak üzere √𝑄 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ dir. 

Sonuç olarak, 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑄 üzerinde en çok iki minimal asal 

ideal vardır.  

İspat 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olsun. Bu durumda Teorem 2.1.4 gereğince 

√𝑄 bir 2-yutan idealdir. √√𝑄 = √𝑄 olduğundan Teorem 1.1.5 gereğince istenilen elde 

edilir. ⎕ 

𝑄, 𝑅 nin bir has ideali olsun. Bilindiği gibi değişmeli halkalarda eğer √𝐼, 𝑅 nin bir 

maksimal ideali ise 𝐼,  𝑅 nin bir asalımsı idealidir. Oysa bir sonraki teoremden (Teorem 

2.1.8) görülebileceği gibi 𝑄 nun 2-yutan asalımsı olması için √𝑄 nun bir asalımsı ideal 
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olması yeterlidir. Ayrıca √√𝑄 = √𝑄 özdeşliği göz önüne alınacak olursa, √𝑄 nun 𝑅 de 

bir (zayıf) asal ideal olması için gerek ve yeter koşul √𝑄 nun bir (zayıf) asalımsı ideal 

olmasıdır.  

 

Teorem 2.1.8 𝑄, 𝑅 nin bir has ideali olsun.  

(1) √𝑄, 𝑅 nin bir asalımsı ideali ise 𝑄, bir 2-yutan asalımsı idealdir. Özel olarak 𝑅 

nin her 𝑃 asalımsı ideali ve 𝑛 > 0 tamsayısı için 𝑃ⁿ bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(2) √𝑄, 𝑅 nin bir zayıf asalımsı ise 𝑄 bir zayıf 2-yutan asalımsı idealdir. 

İspat (1)  √𝑄 bir asalımsı ideal olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 varsayalım. 

(𝑎𝑐)(𝑏𝑐) = 𝑎𝑏𝑐² ∈ 𝑄 ⊆ √𝑄 ve √𝑄 bir asalımsı ideal olduğundan 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈

√𝑄  gerçeklenir. Dolayısıyla 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

(𝟐) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 olsun. 𝑎𝑏 ∉ √𝑄 varsayalım. √𝑄 bir zayıf 

asalımsı ideal olduğundan 𝑐 ∈ √√𝑄 = √𝑄 ve böylece 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 bulunur ki bu 

istenilendir. Şimdi 𝑎𝑏 ∈ √𝑄 varsayalım. 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑏 ∈ √𝑄 olmasından 

0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ √𝑄 dir. √𝑄 bir zayıf asalımsı ideal olduğundan 𝑎 ∈ √𝑄 veya 𝑏 ∈ √√𝑄 =

√𝑄 sağlanır. Böylece 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 dir. Sonuç olarak 𝑄 bir zayıf 2-yutan 

asalımsı ideal olarak bulunur. ⎕ 

Ancak Teorem 2.1.8 in tersi doğru değildir. Bunu aşağıdaki örnek ile görebiliriz: 

 

Örnek 2.1.9 ℤ halkasında 𝑄 = (12) bir 2-yutan asalımsı idealdir. Ancak √𝑄 = (6) için 

2 ∙ 3 ∈ √𝑄 iken 2 ∉ √𝑄 ve 3 ∉ √√𝑄 = √𝑄 olduğundan √𝑄 bir asalımsı ideal değildir. 
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Tanım 2.1.10 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olsun. Bu takdirde Teorem 2.1.4 te 

gösterdiğimiz gibi 𝑃 = √𝑄 bir 2-yutan idealdir. Bu durumda 𝑄 ya 𝑅 nin 𝑃-2-yutan 

asalımsı ideali diyeceğiz. 

 

Yardımcı Teorem 2.1.11 (Badawi, 2007) 𝑃₁ ve 𝑃₂, 𝑅 nin asal idealleri ise  𝑃₁ ∩ 𝑃₂ bir 

2-yutan idealdir. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ olsun. 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ ve 𝑃1 asal olduğundan 𝑎 ∈ 𝑃₁ 

veya 𝑏 ∈  𝑃₁ veya 𝑐 ∈ 𝑃₁ dir. Benzer olarak 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑃2 olduğundan 𝑎 ∈ 𝑃2 veya 𝑏 ∈  𝑃2 

veya 𝑐 ∈ 𝑃2 elde edilir. Şu halde tüm durumlarda 𝑎𝑏 ∈  𝑃₁ ∩ 𝑃₂ veya 𝑏𝑐 ∈  𝑃₁ ∩ 𝑃₂ 

veya 𝑎𝑐 ∈  𝑃₁ ∩ 𝑃₂ bulunur. ⎕ 

 

Teorem 2.1.12 𝑃₁ ve 𝑃₂, 𝑅 nın iki asal ideali, 𝑄₁ bir 𝑃₁-asalımsı ideal ve 𝑄₂ bir 𝑃₂-

asalımsı ideal olsun. 

(1) 𝑄₁𝑄₂ bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(2) 𝑄₁ ∩ 𝑄₂ bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

İspat (1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄₁𝑄₂ ve 𝑎𝑐 ∉ √𝑄₁𝑄₂ , 𝑏𝑐 ∉ √𝑄₁𝑄₂  varsayalım. Bu 

takdirde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∉ √𝑄₁𝑄₂  bulunur. Ayrıca 𝑃₁ ve 𝑃₂ iki asal ideal olduğundan Önerme 

1.1.7 gereğince √𝑄₁𝑄₂ = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ bir 2-yutan idealdir. Dolaysıyla 𝑎𝑐, 𝑏𝑐 ∉

√𝑄₁𝑄₂  olduğundan 𝑎𝑏 ∈ √𝑄₁𝑄₂ bulunur. 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁𝑄₂ olduğunu göstereceğiz. 𝑎𝑏 ∈

√𝑄₁𝑄₂ ⊆ 𝑃₁ olduğundan 𝑎 ∈ 𝑃₁ veya 𝑏 ∈ 𝑃₁ sağlanır. Genelliği kaybetmeden 𝑎 ∈ 𝑃₁ 

varsayabiliriz. 𝑎 ∉ √𝑄₁𝑄₂ = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ ve 𝑎𝑏 ∈ √𝑄₁𝑄₂ ⊆ 𝑃₂ olmasından 𝑎 ∉ 𝑃₂ ve 

𝑏 ∈ 𝑃₂ olur. 𝑏 ∈ 𝑃₂ ve 𝑏 ∉ √𝑄₁𝑄₂ = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ olduğundan 𝑏 ∉ 𝑃₁ dir. Şimdi 𝑎 ∈ 𝑄₁ ve 

 𝑏 ∈ 𝑄₂ olduğunu göstereceğiz: Genelliği kaybetmeden 𝑎 ∉ 𝑄₁ varsayalım. 𝑄₁ bir 𝑃₁-

asalımsı ideal, 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄₁𝑄₂ ⊆ 𝑄₁ ve 𝑎 ∉ 𝑄₁ olduğundan 𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ olur. Buradan 𝑏 ∈ 𝑃₂ 

ve 𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ olduğundan 𝑏𝑐 ∈ √𝑄₁𝑄₂ çelişkisine varılır. Şu halde 𝑎 ∈ 𝑄₁ dir. Benzer 
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şekilde 𝑏 ∉ 𝑄₂ olsa 𝑎𝑐 ∈ √𝑄₁𝑄₂ dan yine bir çelişki elde edilir. O zaman 𝑎 ∈ 𝑄₁ ve 

𝑏 ∈ 𝑄₂ dir. Böylece 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁𝑄₂ bulunur. 

(2) 𝑄 = 𝑄₁ ∩ 𝑄₂ diyelim. Bu takdirde Önerme 1.1.7. gereğince √𝑄 = √𝑄₁ ∩ 𝑄₂ =

√𝑄₁ ∩ √𝑄₂ = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ bir 2-yutan idealdir. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑐 ∉ √𝑄 ve 

𝑏𝑐 ∉ √𝑄 varsayalım. Bu takdirde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∉ √𝑄 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ ve √𝑄 bir 2-yutan ideal 

olduğundan 𝑎𝑏 ∈ √𝑄 ⊆ 𝑃₁ bulunur. 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 olduğunu göstereceğiz. 𝑎𝑏 ∈ √𝑄 ⊆ 𝑃₁ ve 

𝑃₁ asal olduğundan 𝑎 ∈ 𝑃₁ veya 𝑏 ∈ 𝑃₁ sağlanır. 𝑎 ∈ 𝑃₁ olsun. 𝑎 ∉ √𝑄 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ ve 

𝑎𝑏 ∈ √𝑄 ⊆ 𝑃₂ olmasından 𝑎 ∉ 𝑃₂ ve 𝑏 ∈ 𝑃₂ olur. O halde 𝑏 ∈ 𝑃₂ ve 𝑏 ∉ √𝑄 

olduğundan 𝑏 ∉ 𝑃₁ dir.  

Şimdi 𝑎 ∈ 𝑄₁ ve 𝑏 ∈ 𝑄₂ olduğunu göstereceğiz. 𝑎 ∉ 𝑄₁ varsayalım. 𝑄₁ bir 𝑃₁-asalımsı 

ideal ve 𝑎 ∉ 𝑄₁ olduğundan 𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ olur.  𝑏 ∈ 𝑃₂ ve 𝑏𝑐 ∈ 𝑃₁ olmasından 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 

çelişkisine varılır. Şu halde 𝑎 ∈ 𝑄₁ dir. Benzer biçimde 𝑏 ∈ 𝑄₂ olduğu görülür. Böylece 

𝑎𝑏 ∈ 𝑄 elde edilir. Sonuç olarak 𝑄 = 𝑄₁ ∩ 𝑄₂ bir 2-yutan asalımsı idealdir.⎕ 

 

Sonuç 2.1.13 𝑃₁ ve 𝑃₂ iki asal ideal olsun. 𝑛, 𝑚 pozitif tamsayıları için 𝑃₁ⁿ bir 𝑃₁-

asalımsı ideal 𝑃2
𝑚  bir 𝑃₂-asalımsı ideal ise 𝑃₁ⁿ𝑃2

𝑚 ve 𝑃₁ⁿ ∩ 𝑃2
𝑚 idealleri 𝑅 nin 2-

yutan asalımsı idealleridir. Özel olarak 𝑃₁𝑃2 de 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

Ancak, 𝑅 halkasının herhangi iki 𝑃₁, 𝑃₂ asal idealleri için 𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑚 tipinde her idealin bir 

2-yutan asalımsı ideal olması gerekmez. Bu durumu aşağıdaki örnek ile görebiliriz. 

 

Örnek 2.1.14 𝑅 = ℤ[𝑌 ]  +  3𝑋ℤ[𝑌, 𝑋] alalım. Bu takdirde 𝑃1 =  𝑌 𝑅 ve 𝑃2 =

 3𝑋ℤ[𝑌, 𝑋], 𝑅 nin asal idealleridir. 𝐼 =  𝑃1𝑃2
2 olsun. 𝐼 yı içeren asal idealler 𝑃1 ve 𝑃2 

olduğundan, √𝐼 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ dir. Şu halde 9𝑋2𝑌 = 3𝑋2 ⋅ 𝑌 ⋅ 3 ∈ 𝐼 iken 3𝑋2 ⋅ 𝑌 ∉ 𝐼, 

3𝑋2 ⋅ 3 = 9𝑋2 ∉ √𝐼 ve 𝑌 ⋅ 3 = 3𝑌 ∉ √𝐼 olduğu görülür. Dolayısıyla 𝐼, 𝑅 nin 2-yutan 

asalımsı ideali değildir. 
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Ayrıca 𝐼 bir 2-yutan asalımsı ideal olmak üzere √𝐼 = √𝐽 yi sağlayan bir 𝐽 ⊂ 𝐼 idealinin 

2-yutan ideal olması gerekmediğini Örnek 2.1.15 yardımıyla görebiliriz. 

 

Örnek 2.1.15 𝑅 = ℤ[𝑋, 𝑌, 𝑍] olsun. O halde 𝑃1 = 𝑋𝑅 ve 𝑃2 = 𝑌𝑅, 𝑅 nin asal 

idealleridir. 𝐼 = 𝑃1
3𝑃2

3  olsun. O halde 𝐼, Sonuç 2.1.13 gereğince bir 2-yutan asalımsı 

idealdir. 𝐽 = (𝑋𝑌𝑍, 𝑋3𝑌3)𝑅 alalım. Bu takdirde 𝐼 ⊂ 𝐽 ve √𝐼 = √𝐽 = 𝑃1 ∩ 𝑃2 = (𝑋𝑌)𝑅 

olur. 𝐽 nin 2-yutan ideal olmadığını göstereceğiz. 𝑋 ∙ 𝑌 ∙ 𝑍 = 𝑋𝑌𝑍 ∈ 𝐽 fakat 𝑋 ∙ 𝑌 =

𝑋𝑌 ∉ 𝐽, 𝑋 ∙ 𝑍 = 𝑋𝑍 ∉ √𝐽 ve 𝑌 ∙ 𝑍 = 𝑌𝑍 ∉ √𝐽 olduğu görülür. O halde 𝐽 bir 2-yutan 

asalımsı ideal değildir. Dolayısıyla 𝐽 bir 2-yutan ideal değildir. 

Böylece Teorem 2.1.12 nin tersinin doğru olmadığını da Örnek 2.1.16 ile görebiliriz: 

 

Örnek 2.1.16 𝑅 = ℤ[𝑋, 𝑌, 𝑍] ve 𝐽 = (𝑋𝑌𝑍, 𝑋3𝑌3)𝑅 alalım. Bu takdirde √𝐽 = 𝑌𝑅 ∩ 𝑋𝑅, 

𝑅 nn bir 2-yutan idealidir ancak Örnek 2.1.15 de gösterildiği gibi 𝐽, 𝑅 nin bir 2-yutan 

asalımsı ideali değildir. 

 

Teorem 2.1.17 𝑄₁, 𝑄₂, . . . , 𝑄𝑛, 𝑅 nin 𝑃-2-yutan asalımsı idealleri ise 𝑄 = ⋂ 𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1  de 𝑃-

2-yutan asalımsı idealdir. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 varsayalım. Şu halde bir 𝑖 ∈ {1,2, . . . , 𝑛} 

için 𝑎𝑏 ∉ 𝑄𝑖 olur. Bu da 𝑏𝑐 ∈ √𝑄𝑖 = 𝑃 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄𝑖 = 𝑃 olmasını gerektirir. 

√𝑄 = ⋂ √𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝑃 olduğundan ispat tamamlanır. ⎕ 

Genel olarak iki 2-yutan asalımsı idealin arakesiti bir 2-yutan asalımsı ideal olmayabilir: 

 

Örnek 2.1.18 𝐼 = 50ℤ ve 𝐽 = 75ℤ alalım. Sonuç 2.1.13 gereğince 𝐼 ve 𝐽, ℤ nin 2-yutan 

asalımsı idealleridir. Burada √𝐼 ∩ 𝐽 = 2ℤ ∩ 3ℤ ∩ 5ℤ = 30ℤ olup 2 ⋅ 3 ⋅ 5 ∈ √𝐼 ∩ 𝐽 
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iken 2 ⋅ 3 ∉ √𝐼 ∩ 𝐽 ve 3 ⋅ 5 ∉ √𝐼 ∩ 𝐽 ve 2 ⋅ 5 ∉ √𝐼 ∩ 𝐽 olduğundan √𝐼 ∩ 𝐽 bir 2-yutan 

ideal değildir. Dolayısıyla Teorem 2.1.4 gereğince 𝐼 ∩ 𝐽 bir 2-yutan asalımsı ideal 

değildir. 

 

Teorem 2.1.19 𝐼,  𝑅 nin bir asalımsı olmayan zayıf asalımsı ideali olsun. 𝐽 ⊆ 𝐼 olmak 

üzere 𝐽, 𝑅 nin bir ideali ise 𝐽 bir zayıf 2-yutan asalımsı idealdir. Özel olarak eğer 𝐾,  𝑅 

nin bir ideali ise 𝐴 = 𝐼 ∩ 𝐾 ve 𝐵 = 𝐼𝐾 da 𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı idealleridir. 

İspat 𝐼 asalımsı olmayan bir zayıf asalımsı ideal olduğundan √𝐼 = √0 dır. Buradan 

𝐽 ⊆ 𝐼 olduğundan √0 ⊆ √𝐽 ⊆ √𝐼 = √0 ve böylelikle √𝐽 = √𝐼 = √0 olur. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 

için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐽 olsun. 𝑎𝑏 ∉ 𝐽 varsayalım. O halde 𝐽 ⊆ 𝐼 olduğundan 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 elde 

edilir. O halde aşağıdaki iki durum söz konusudur: 

I. Durum: 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olsun. 𝐼 bir zayıf asalımsı ideal, 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olduğundan 

𝑐 ∈ √𝐼 = √𝐽 = √0 ve buradan 𝑎𝑐 ∈ √𝐽 bulunur. 

II. Durum: 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 olsun. 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 olduğundan 0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 dir. 𝐼 nın bir zayıf 

asalımsı ideal olmasından 𝑎 ∈ 𝐼 = √0 veya 𝑏 ∈ √𝐼 = √√0 = √0  elde edilir. Böylece 

𝑎𝑐 ∈ √𝐽 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐽 sağlanır. Sonuç olarak 𝐽, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı 

idealidir. 𝐴 = 𝐼 ∩ 𝐾 ⊆ 𝐼 ve 𝐵 = 𝐼𝐾 ⊆ 𝐼 olduğundan özel durum açıktır. ⎕ 

 

Tanım 2.1.20 𝑄,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun.  𝑎𝑏𝑐 = 0𝑅 ,  𝑎𝑏 ∉ 𝑄, 

𝑏𝑐 ∉ √𝑄 ve 𝑎𝑐 ∉ √𝑄 sağlanıyorsa (𝑎, 𝑏, 𝑐) ye 𝑄 nun üçlü asalımsı sıfırı denir. 

O halde 𝑄, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise bir 

takım 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑄 nun bir (𝑎, 𝑏, 𝑐) üçlü sıfırı vardır. 

 

Teorem 2.1.21 𝑄,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için, (𝑎, 𝑏, 𝑐),  

𝑄 nun bir üçlü asalımsı sıfırı olsun. Bu takdirde aşağıdaki eşitlikler sağlanır. 
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(1) 𝑎𝑏𝑄 = 𝑏𝑐𝑄 = 𝑎𝑐𝑄 = {0𝑅} dir. 

(2) 𝑎𝑄² = 𝑏𝑄² = 𝑐𝑄² = {0𝑅} dır. 

İspat (1) (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑄 nun bir üçlü sıfırı olsun. Buradan  𝑎𝑏𝑐 = 0,  𝑎𝑏 ∉ 𝑄, 𝑏𝑐 ∉ √𝑄 ve 

𝑎𝑐 ∉ √𝑄 sağlanır. 𝑎𝑏𝑄 ≠ 0 varsayalım. O halde 𝑎𝑏𝑞 ≠ 0 olacak şekilde bir 𝑞 ∈ 𝑄 

elemanı vardır. Buradan 0 ≠ 𝑎𝑏(𝑐 + 𝑞) ∈ 𝑄 olur. 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 ve 𝑄 zayıf 2-yutan asalımsı 

olduğundan 𝑎(𝑐 + 𝑞) ∈ √𝑄 veya 𝑏(𝑐 + 𝑞) ∈ √𝑄 dir. Dolayısıyla 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 

𝑏𝑐 ∈ √𝑄 çelişkisi elde edilir. Şu halde 𝑎𝑏𝑄 = 0 bulunur. Benzer şekilde 𝑏𝑐𝑄 = 𝑎𝑐𝑄 =

0  olduğunu göstermek kolaydır. 

(2)  𝑎𝑄² ≠ 0 varsayalım. O halde 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑄 için 𝑎𝑞1𝑞2 ≠ 0 dır. Buradan (1) gereğince 

0 ≠ 𝑎(𝑏 + 𝑞1)(𝑐 + 𝑞2) ∈ 𝑄 bulunur. Bu da 𝑎(𝑏 + 𝑞1) ∈ 𝑄 veya 𝑎(𝑐 + 𝑞2) ∈ √𝑄 veya 

(𝑏 + 𝑞1)(𝑐 + 𝑞2) ∈ √𝑄 olmasını gerektirir. Buradan 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 

𝑏𝑐 ∈ √𝑄 çelişkisine varılır. Dolayısıyla 𝑎𝑞1𝑞2 = 0 ve böylece 𝑎𝑄² = 0 olduğu 

gösterilmiş olur. Benzer şekilde 𝑏𝑄² = 𝑐𝑄² = 0 özdeşliği kolaylıkla gösterilebilir. ⎕ 

 

Teorem 2.1.22 𝑄, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 

𝑄³ = {0𝑅} sağlanır.  

İspat 𝑄,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. O 

halde 𝑄 nun bir üçlü sıfırı (𝑎, 𝑏, 𝑐) vardır. 𝑄³ ≠ 0 varsayalım. O zaman bir takım 

𝑞1, 𝑞2, 𝑞3 ∈ 𝑄 elemanları için 𝑞1𝑞2𝑞3 ≠ 0 sağlanır. Teorem 2.1.21 gereğince (𝑎 +

𝑞1)(𝑏 + 𝑞2)(𝑐 + 𝑞3) = 𝑞1𝑞2𝑞3 ≠ 0 olur. 𝑄 bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 

(𝑎 + 𝑞1)(𝑏 + 𝑞2) ∈ 𝑄 veya (𝑎 + 𝑞1)(𝑐 + 𝑞3) ∈ √𝑄 veya (𝑏 + 𝑞2)(𝑐 + 𝑞3) ∈ √𝑄,  

yani 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 çelişkisine varılır. Böylece 𝑄³ = 0 elde 

edilir. ⎕ 

𝑄³ = {0𝑅} yi sağlayan bir has ideal 𝑄 nun, bir 2-yutan asalımsı ideal olması 

gerekmediğini aşağıdaki örnek ile görebiliriz.  
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Örnek 2.1.23 𝑅 = ℤ₉₀ ve 𝐼 = {0,30,60} alalım. O halde açıkça 𝐼³ = 0, fakat 0 ≠ 2 ∙ 3 ∙

5 = 30 ∈ 𝐼 ve 2 ∙ 3 = 6 ∉ 𝐼,  2 ∙ 5 = 10 ∉ √𝐼 = 𝐼,  3 ∙ 5 = 15 ∉ √𝐼 = 𝐼 olduğundan 𝐼  

bir zayıf 2-yutan (asalımsı) ideal değildir 

 

Sonuç 2.1.24 𝑄,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 

√𝑄 = √ 0𝑅 dır. 

İspat 𝑄, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. Bu 

takdirde Teorem 2.1.22 gereğince 𝑄³ = {0𝑅} sağlanır. Şu halde √𝑄 ⊆ √ 0𝑅 dir. Diğer 

taraftan  0𝑅 ∈ 𝑄 olduğundan √ 0𝑅 ⊆ √𝑄 gerçeklenir. Böylece her iki kapsamadan 

istenilen özdeşlik elde edilir. ⎕ 

 

Teorem 2.1.25 𝑄₁, 𝑄₂, . . . , 𝑄𝑛, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı olmayan zayıf 2-yutan asalımsı 

idealleri olsun. Bu takdirde 𝑄 = ⋂ 𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

İspat 𝑄𝑖 idealleri 2-yutan asalımsı olmayan zayıf 2-yutan asalımsı idealler olduğundan 

Sonuç 2.1.24 gereğince her 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için √𝑄𝑖  = √0 sağlanır. Böylece √𝑄=⋂ 𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1 =

√0 olur. 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 = ⋂ 𝑄𝑖
𝑛
𝑖=1  ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 olsun. Buradan 𝑎𝑏 ∉ 𝑄𝑗 olacak şekilde bir 

𝑗 = 1,2, … , 𝑛 vardır. O halde 𝑏𝑐 ∉ √𝑄𝑖 = √0 = √𝑄, 𝑎𝑐 ∉ √𝑄𝑖  = √0 = √𝑄 olur ki bu 

da ispatı tamamlar. ⎕ 

 

Teorem 2.1.26 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 0 ın bir üçlü asalımsı sıfırı (𝑎, 𝑏, 𝑐) ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 olsun. 𝑅 

nin bir 𝑄 zayıf 2-yutan asalımsı idealinin bir 2-yutan asalımsı ideal olmaması için gerek 

ve yeter koşul 𝑄 idealinin nilpotent olmasıdır. 

İspat 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olmasın. Bu halde Sonuç 2.1.24 gereğince 𝑄 ⊆ √0 

bulunur. Böylece 𝑄 idealinin nilpotent olduğu görülür. Tersine 𝑄 ⊆ √0 varsayalım. 

Hipotezimiz gereği 𝑎𝑏 ∉ 𝑄,  𝑎𝑐 ∉ √0 ve 𝑏𝑐 ∉ √0 sağlanır. Dolayısıyla 𝑎𝑏 ∉ 𝑄, 
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 𝑎𝑐 ∉ √𝑄 ve 𝑏𝑐 ∉ √𝑄 olur. Şu halde (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑄 nun bir üçlü asalımsı sıfırı olarak 

bulunur. Bu sebepten 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olamaz.⎕ 

√0𝑅 = 0𝑅 durumunda, 𝑅 ye indirgenmiş halka adı verilir.  

 

Teorem 2.1.27 𝑅 bir indirgenmiş halka ve 𝑄, 𝑅 nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki durumlar denktir: 

(1) 𝑄, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı idealidir.  

(2) 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

İspat (1)⇒(2) 𝑄, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑄 nun 2-yutan asalımsı 

ideal olmadığını varsayalım. Bu takdirde Sonuç 2.1.24 gereğince √𝑄 = √0 bulunur. 𝑅 

indirgenmiş halka olduğundan 𝑄 = 0 çelişkisi elde edilir. Dolayısıyla 𝑄, 𝑅 nin bir 2-

yutan asalımsı idealidir. 

(2)⇒(1) Teorem 2.1.2 dolayısıyla açıktır. .⎕ 

 

Teorem 2.1.28 𝑓: 𝑅 → 𝑅′ bir değişmeli halka homomorfizması olsun. O halde 

aşağıdakiler sağlanır: 

(1) 𝑄′ , 𝑅′ nin 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑓⁻¹(𝑄′),  𝑅 nin 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2) 𝑓 bir epimorfizma ve 𝑄, 𝑅 nin Ç𝑒𝑘 𝑓 yi içeren bir 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑓(𝑄),  

𝑅′ nin 2-yutan asalımsı idealidir. 

(3) 𝑓 birebir olsun. 𝑄′,  𝑅′ nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑓⁻¹(𝑄′),  𝑅 nin bir 

zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

(4) 𝑓 bir epimorfizma ve 𝑄, 𝑅 nin Ç𝑒𝑘 𝑓 yi içeren bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 

𝑓(𝑄),  𝑅′ nin zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 
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İspat (1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑓−1(𝑄′) olsun. Buradan 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)𝑓(𝑐) ∈ 𝑄′ 

olup, bu da 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ∈ 𝑄′ veya 𝑓(𝑏)𝑓(𝑐) ∈ √𝑄′ veya 𝑓(𝑎)𝑓(𝑐) ∈ √𝑄′ olmasını 

gerektirir. Böylece 𝑎𝑏 ∈ 𝑓⁻¹(𝑄′) veya 𝑏𝑐 ∈ 𝑓⁻¹(√𝑄′) veya 𝑎𝑐 ∈ 𝑓⁻¹(√𝑄′) elde edilir. 

𝑓⁻¹(√𝑄′) = √𝑓⁻¹(𝑄′) özdeşliği göz önünde tutulursa 𝑓⁻¹(𝑄′) nün 𝑅 nin bir 2-yutan 

asalımsı ideali olduğu görülür. 

(2) 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝑅′ ve 𝑎′𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(𝑄) olsun. O halde 𝑓 örten olduğundan 𝑓(𝑎) = 𝑎′,  

𝑓(𝑏) = 𝑏′,  𝑓(𝑐) = 𝑐′  ve 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 𝑎′𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(𝑄) olmak üzere 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 vardır. 

Ç𝑒𝑘 𝑓 ⊆ 𝑄 olduğundan 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 dır. Böylelikle 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 

sağlanır. Yani 𝑎′𝑏′ ∈ 𝑓(𝑄) veya 𝑎′𝑐′ ∈ 𝑓(√𝑄) ⊆ √𝑓(𝑄)  veya 𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(√𝑄) ⊆ √𝑓(𝑄) 

elde edilir. Sonuç olarak 𝑓(𝑄), 𝑅′ nün 2-yutan asalımsı idealidir.  

(3) 𝑓 birebir olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑓−1(𝑄′) varsayalım. 𝑓 birebir 

olduğundan Ç𝑒𝑘 𝑓 = {0} olup 0≠ 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏)𝑓(𝑐) ∈ 𝑄′ bulunur. 𝑄′ bir zayıf 

2-yutan asalımsı ideal olduğundan 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) ∈ 𝑄′ veya 𝑓(𝑏)𝑓(𝑐) ∈ √𝑄′ 

veya 𝑓(𝑎)𝑓(𝑐) ∈ √𝑄′ sağlanır. Böylece 𝑎𝑏 ∈ 𝑓⁻¹(𝑄′) veya 𝑏𝑐 ∈ 𝑓⁻¹(√𝑄′) veya 

𝑎𝑐 ∈ 𝑓⁻¹(√𝑄′) dır. 𝑓⁻¹(√𝑄′) = √𝑓⁻¹(𝑄′) olduğundan 𝑓⁻¹(𝑄′) nün 𝑅 nin bir 2-yutan 

asalımsı ideali olduğu görülür. 

(4) 𝑓 bir epimorfizma ve 𝑎′, 𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝑅′ için 0 ≠ 𝑎′𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(𝑄) olsun. O halde 𝑓(𝑎) =

𝑎′,  𝑓(𝑏) = 𝑏′,  𝑓(𝑐) = 𝑐′ ve 𝑓(𝑎𝑏𝑐) = 𝑎′𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(𝑄) olmak üzere 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 vardır. 

Ç𝑒𝑘 𝑓 ⊆ 𝑄 olduğundan  0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 dır. 𝑄 bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 

𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 sağlanır. Buradan 𝑎′𝑏′ ∈ 𝑓(𝑄) veya 𝑎′𝑐′ ∈

𝑓(√𝑄) ⊆ √𝑓(𝑄) veya 𝑏′𝑐′ ∈ 𝑓(√𝑄) ⊆ √𝑓(𝑄) elde edilir. Sonuç olarak 𝑓(𝑄), 𝑅′ nün 

2-yutan asalımsı idealidir. ⎕ 

 

Teorem 2.1.29 𝐼 ⊆ 𝑄, 𝑅 nin bir has ideali olsun. Bu takdirde aşağıdaki durumlar 

gerçeklenir. 
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(1) 𝑄,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑄/𝐼,  𝑅/𝐼 nin zayıf 2-yutan asalımsı 

idealidir.  

(2) 𝐼,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑄/𝐼,  𝑅/𝐼 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑄, 

𝑅 nin 2-yutan asalımsı idealidir. 

(3) 𝐼,  𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑄/𝐼,  𝑅/𝐼 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali 

ise 𝑄,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

İspat (1) Teorem 2.1.28 in bir sonucu olarak elde edilir. 

(2) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ve 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ise 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 ⊆ 𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 ⊆ √𝑄 veya 

𝑎𝑐 ∈ √𝐼 ⊆ √𝑄 olur. Bu durum için ispat tamamlanır. O halde 𝑎𝑏𝑐 ∉ 𝐼 varsayalım. Bu 

durumda 𝐼 ≠ (𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼) ∈ 𝑄/𝐼 dır. 𝑄/𝐼 zayıf 2-yutan asalımsı olduğundan 

(𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼) = 𝑎𝑏 + 𝐼 ∈ 𝑄/𝐼 veya (𝑎 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼) = 𝑎𝑐 + 𝐼 ∈ √𝑄/𝐼 veya (𝑏 +

𝐼)(𝑐 + 𝐼) = 𝑏𝑐 + 𝐼 ∈ √𝑄/𝐼 sağlanır. √𝑄/𝐼 = √𝑄/𝐼 olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 

veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 elde edilir. 

(3) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ve 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. (2) deki benzer yaklaşımla 𝑄 bir zayıf 2-yutan 

asalımsı ideal olarak elde edilir. ⎕ 

𝐼, 𝑅 nin bir has ideali olsun. 𝑍(𝑅/𝐼) = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟𝑠 ∈ 𝐼, ∃ 𝑠 ∉ 𝐼} olarak tanımlayacağız. 

 

Teorem 2.1.30 𝑆,  𝑅 nin çarpımsal kapalı bir alt kümesi olsun. 

(1) 𝑄,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑄 ∩ 𝑆 = ∅ ise 𝑆⁻¹𝑄, 𝑆⁻¹𝑅 nin bir 2-yutan 

asalımsı idealidir. 

(2) 𝑄,  𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑄 ∩ 𝑆 = ∅ ise 𝑆⁻¹𝑄, 𝑆⁻¹𝑅 nin bir zayıf 2-

yutan asalımsı idealidir. 

(3) 𝑆⁻¹𝑄,  𝑆⁻¹𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑆 ∩ 𝑍(𝑅/𝑄) = ∅ ise 𝑄,  𝑅 nin 2-yutan 

asalımsı idealidir. 
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(4) 𝑆⁻¹𝑄,  𝑆⁻¹𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali 𝑆 ∩ 𝑍(𝑅) = ∅ ve 𝑆 ∩ 𝑍(𝑅/𝑄) =  ∅ ise 

𝑄,  𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

İspat (1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ve 𝑠, 𝑡, 𝑘 ∈ 𝑆 için (
𝑎

𝑠
) (

𝑏

𝑡
) (

𝑐

𝑘
) ∈ 𝑆−1𝑄 olsun. Şu halde bir 𝑢 ∈ 𝑆 

için (𝑢𝑎)𝑏𝑐 ∈ 𝑄 sağlanır. Burada 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 

veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑢𝑎𝑐 ∈ √𝑄 gerçeklenir. 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 ise 𝑆 çarpımsal kapalı küme 

olduğundan (
𝑎

𝑠
) (

𝑏

𝑡
) = (

𝑢𝑎𝑏

𝑢𝑠𝑡
) ∈ 𝑆−1𝑄 dur. 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 ise (

𝑏

𝑡
) (

𝑐

𝑘
) ∈ 𝑆−1√𝑄 = √𝑆−1𝑄 

dır. 𝑢𝑎𝑐 ∈ √𝑄 ise (
𝑎

𝑠
) (

𝑐

𝑘
) = (

𝑢𝑎𝑐

𝑢𝑠𝑘
) ∈ √𝑆−1𝑄 sağlanır. Buradan 𝑆⁻¹𝑄 nun 𝑆⁻¹𝑅 de bir 

2-yutan asalımsı ideal olduğu görülür. 

(2) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ve 𝑠, 𝑡, 𝑘 ∈ 𝑆 için 0 ≠ (
𝑎

𝑠
) (

𝑏

𝑡
) (

𝑐

𝑘
) ∈ 𝑆−1𝑄 olsun. Bu durumda bir 𝑢 ∈

𝑆 için 0 ≠ (𝑢𝑎)𝑏𝑐 ∈ 𝑄 dir. 𝑄 bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 

𝑏𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑢𝑎𝑐 ∈ √𝑄 olur. Burada 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 ise (
𝑎

𝑠
) (

𝑏

𝑡
) = (

𝑢𝑎𝑏

𝑢𝑠𝑡
) ∈ 𝑆−1𝑄 bulunur. 

𝑏𝑐 ∈ √𝑄 ise (
𝑏

𝑡
) (

𝑐

𝑘
) ∈ 𝑆−1√𝑄 = √𝑆−1𝑄 dir. 𝑢𝑎𝑐 ∈ √𝑄 ise (

𝑎

𝑠
) (

𝑐

𝑘
) = (

𝑢𝑎𝑐

𝑢𝑠𝑘
) ∈ √𝑆−1𝑄 

elde edilir.  

(3) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. Bu takdirde (
𝑎𝑏𝑐

1
) = (

𝑎

1
) (

𝑏

1
) (

𝑐

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 olup, 

buradan (
𝑎

1
) (

𝑏

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 veya (

𝑏

1
) (

𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 veya (

𝑎

1
) (

𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 dır.  

I. Durum: (
𝑎

1
) (

𝑏

1
) = (

𝑎𝑏

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 ise bir 𝑢 ∈ 𝑆 için 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 dır. 𝑢 ∈ 𝑆 ve 𝑆 ∩

𝑍(𝑅/𝐼) =  ∅ olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 bulunur.  

II. Durum: (
𝑏

1
) (

𝑐

1
) = (

𝑏𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 = 𝑆−1√𝑄 olsun. O halde (𝑣𝑏𝑐)ⁿ = 𝑣ⁿ𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 

olacak şekilde bir 𝑣 ∈ 𝑆 elemanı ve bir 𝑛 pozitif tamsayı mevcuttur. 𝑣 ∈ 𝑆 olduğundan 

𝑣ⁿ ∉ 𝑍(𝑅/𝑄) olur. Böylece 𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 dir ve dolayısıyla 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 bulunur.  

III. Durum: (
𝑎

1
) (

𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 = 𝑆−1√𝑄 olsun. O zaman (𝑤𝑎𝑐)ⁿ = 𝑤ⁿ𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 

olacak şekilde bir 𝑤 ∈ 𝑆 elemanı ve bir 𝑛 pozitif tamsayı mevcuttur. 𝑤 ∈ 𝑆 olduğundan 

𝑤ⁿ ∉ 𝑍(𝑅/𝑄) olur. Böylece 𝑎ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 dir ve buradan 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 elde edilir. Sonuç olarak 

𝑄,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı idealidir. 
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(4) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. 𝑆 ∩ 𝑍(𝑅) = ∅ olduğundan 0 ≠ (
𝑎𝑏𝑐

1
) =

(
𝑎

1
) (

𝑏

1
) (

𝑐

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 dur. Bu da (

𝑎

1
) (

𝑏

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 veya (

𝑏

1
) (

𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 veya (

𝑎

1
) (

𝑐

1
) ∈

√𝑆−1𝑄 olmasını gerektirir.  

I. Durum: (
𝑎

1
) (

𝑏

1
) = (

𝑎𝑏

1
) ∈ 𝑆−1𝑄 ise 𝑢𝑎𝑏 ∈ 𝑄 olacak şekilde bir 𝑢 ∈ 𝑆 vardır. 𝑢 ∈ 𝑆 

ve 𝑆 ∩ 𝑍(𝑅/𝑄) =  ∅ olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 bulunur.  

II. Durum: (
𝑏

1
) (

𝑐

1
) = (

𝑏𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 = 𝑆−1√𝑄 ise bir 𝑣 ∈ 𝑆 ve bir 𝑛 pozitif tamsayısı 

için (𝑣𝑏𝑐)ⁿ = 𝑣ⁿ𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 sağlanır. 𝑣 ∈ 𝑆 olduğundan 𝑣ⁿ ∉ 𝑍(𝑅/𝑄) dir. Böylece 

𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄, yani 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 dir. 

III. Durum: (
𝑎

1
) (

𝑐

1
) ∈ √𝑆−1𝑄 ise bir 𝑤 ∈ 𝑆 ve bir 𝑛 pozitif tamsayısı için (𝑤𝑏𝑐)ⁿ =

𝑤ⁿ𝑏ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄 sağlanır. 𝑤 ∈ 𝑆 olduğundan 𝑤ⁿ ∉ 𝑍(𝑅/𝑄) dir. Böylece 𝑎ⁿ𝑐ⁿ ∈ 𝑄, yani 

𝑎𝑐 ∈ √𝑄 dir. Bu da ispatı tamamlar. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 2.1.31 

(1) 𝐼,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin bir 𝐽 ideali ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 

𝑎𝑏𝐽 ⊆ 𝐼 olsun. 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ise 𝑎𝐽 ⊆ √𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ √𝐼 sağlanır. 

(2) 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin bir 𝐽 ideali ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 

𝑎𝑏𝐽 ⊆ 𝐼 olsun. Her 𝑐 ∈ 𝐽 için (𝑎, 𝑏, 𝑐),  𝐼 nın bir üçlü asalımsı sıfırı olmasın. Bu 

takdirde 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ise 𝑎𝐽 ⊆ √𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ √𝐼 sağlanır. 

İspat (1) 𝑎𝐽 ⊈ √𝐼 ve 𝑏𝐽 ⊈ √𝐼 varsayalım. Bu takdirde 𝑎𝑗₁ ∉ √𝐼  ve  𝑏𝑗₂ ∉ √𝐼 olacak 

şekilde 𝑗₁, 𝑗₂ ∈ 𝐽 vardır. 𝑎𝑏𝑗₁ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ve 𝑎𝑗₁ ∉ √𝐼 olmasından 𝑏𝑗₁ ∈ √𝐼 bulunur. 

𝑎𝑏𝑗₂ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ve 𝑏𝑗₂ ∉ √𝐼 olduğundan 𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 dır. Buradan 𝑎𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ 𝐼 ile 

𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olmasından 𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ √𝐼 veya 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ √𝐼 bulunur. 𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  =

 𝑎𝑗₁ +  𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 varsayalım. Bu durumda 𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 olduğundan 𝑎𝑗₁ ∈ √𝐼 çelişkisine 
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varılır. 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  =  𝑏𝑗₁ +  𝑏𝑗₂ ∈ √𝐼 ise 𝑏𝑗₁ ∈ √𝐼  olduğundan 𝑏𝑗₂ ∈ √𝐼 olup yine bir 

çelişki elde edilir. Bu takdirde 𝑎𝐽 ⊆ √𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ √𝐼 bulunur. 

(2) 𝑎𝐽 ⊈ √𝐼 ve 𝑏𝐽 ⊈ √𝐼 varsayalım. Bu takdirde 𝑎𝑗₁ ∉ √𝐼 ve 𝑏𝑗₂ ∉ √𝐼 olacak 

şekilde 𝑗₁,  𝑗₂ ∈ 𝐽 vardır. (𝑎, 𝑏, 𝑗₁), 𝐼 nın bir üçlü asalımsı sıfırı olmadığından ve 

𝑎𝑏𝑗₁ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ve 𝑎𝑗₁ ∉ √𝐼 olmasından 𝑏𝑗₁ ∈ √𝐼 bulunur. (𝑎, 𝑏, 𝑗₂), 𝐼 nın bir üçlü 

asalımsı sıfırı olmadığından 𝑎𝑏𝑗₂ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ve 𝑏𝑗₂ ∉ √𝐼 olduğundan 𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 dır.  

Burada (𝑎, 𝑏, 𝑗₁ +  𝑗₂), 𝐼 nın bir üçlü asalımsı sıfırı olmadığından ve 𝑎𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ 𝐼 ile 

𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olmasından 𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ √𝐼 veya 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ √𝐼 bulunur. 𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  =

 𝑎𝑗₁ +  𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 varsayalım. Bu durumda 𝑎𝑗₂ ∈ √𝐼 olduğundan 𝑎𝑗₁ ∈ √𝐼 çelişkisine 

varılır. 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  =  𝑏𝑗₁ +  𝑏𝑗₂ ∈ √𝐼 ise 𝑏𝑗₁ ∈ √𝐼 olduğundan 𝑏𝑗₂ ∈ √𝐼 olup yine bir 

çelişki elde edilir. Bu takdirde 𝑎𝐽 ⊆ √𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ √𝐼 bulunur. ⎕ 

 

Teorem 2.1.32 𝑄,  𝑅 halkasının bir has ideali olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler 

denktir: 

(1) 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 yu sağlayan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 dur. 

(2) 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 yu sağlayan 𝑅 nin her 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝑄  veya  𝐼₂𝐼₃ ⊆

√𝑄  veya  𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄 dur. 

İspat (1)⇒(2) Varsayalım ki (1) koşulu gerçeklensin. Başka bir deyişle 𝑄, 𝑅 nin bir 2-

yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 olsun.  𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝑄 

varsayalım. 𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝑄 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄 olduğunu göstereceğiz. Aksine  𝐼₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve 

𝐼₂𝐼₃ ⊈ √𝑄 olduğunu varsayalım. Bu takdirde 𝑞₁ ∈ 𝐼₁ ve 𝑞₂ ∈ 𝐼₂ elemanları 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 

ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄  olacak şekilde bulunabilir. 𝑞₁𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄  

olduğundan Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 elde edilir.  
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Ayrıca 𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝑄 olduğundan, bir takım 𝑎 ∈ 𝐼₁,  𝑏 ∈ 𝐼₂ için 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 dır. Burada 

𝑎𝑏𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 olduğundan Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝑄 veya 

𝑏𝐼₃ ⊆ √𝑄 bulunur. Burada üç durum söz konusudur: 

I. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝑄 ve 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝑄 olsun. 𝑞₁𝑏𝐼₃ ⊆ 𝑄, 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝑄  ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 

olduğundan Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 dir. (𝑎 +  𝑞₁)𝑏𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 

𝑎𝐼₃ ⊆ √𝑄, fakat 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 olmasından (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝑄 bulunur. 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve 

(𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝑄 olmasından Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince (𝑎 +  𝑞₁)𝑏 ∈ 𝑄 

olur. (𝑎 +  𝑞₁)𝑏 =  𝑎𝑏 +  𝑞₁𝑏 ∈ 𝑄 ve 𝑞₁𝑏 ∈ 𝑄 sebebiyle 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 çelişkisine varılır. 

II. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝑄 olsun. 𝑎𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝑄, 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄, 

olduğundan 𝑎𝑞₂ ∈ 𝑄 olur. 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝑄, fakat 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄 

olmasından (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝑄 elde edilir. 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝑄 

olmduğundan Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)  ∈ 𝑄 olur. 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)  =

 𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑞₂ ∈ 𝑄 olmasından yine 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 bir çelişkidir. 

III. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝑄 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝑄 olsun. 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝑄 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄, olduğundan 

(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝑄 olur. 𝑞₁(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄, (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝑄, 

olduğundan Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁(𝑏 +  𝑞₂)  =  𝑞₁𝑏 +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 dir. 

𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 ve 𝑞₁𝑏 +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 den 𝑏𝑞₁ ∈ 𝑄 olur. Burada 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝑄 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝑄 

gereğince (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝑄 elde edilir. (𝑎 +  𝑞₁)𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝑄, (𝑎 +

 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝑄 sebebiyle Yardımcı Teorem 2.1.31 uyarınca (𝑎 +  𝑞₁)𝑞₂ =  𝑎𝑞₂ +  𝑞₁𝑞₂ ∈

𝑄  olur. 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑞₂ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 olmasından 𝑎𝑞₂ ∈ 𝑄 bulunur. Şimdi (𝑎 +

𝑞₁)(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝑄 iken (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝑄 ve (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝑄 sağlandığından 

Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince (𝑎 +  𝑞₁)(𝑏 +  𝑞₂)  =  𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈

𝑄 elde edilir. 𝑎𝑞₂, 𝑏𝑞₁, 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 olduğundan 𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 dur. 𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ +

 𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 ve 𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝑄 olması gereğince 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 çelişkisine 

varılır. Sonuç olarak 𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝑄 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄 kapsamalarından en az biri 

gerçeklenir.  
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(1)⇒(2) 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝑄 ise 𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝑄 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄  veya 

 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄 olduğunu varsayalım. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 olsun. Burada 𝐼₁ = (𝑎), 

𝐼₂ = (𝑏), ve 𝐼₃ = (𝑐) olarak alınırsa varsayımımız gereğince açıkça 𝑎𝑏 ∈ 𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝑄  

veya 𝑏𝑐 ∈  𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄  veya  𝑎𝑐 ∈ 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝑄 elde edilir. ⎕ 

Şimdi serbest üçlü sıfır adını vereceğimiz yeni bir ideal tanımlayalım: 

 

Tanım 2.1.33 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑅 nin bir takım 𝐼₁,  𝐼₂ ve 𝐼₃ 

idealleri için 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. Eğer her 𝑎 ∈ 𝐼₁,  𝑏 ∈ 𝐼₂ ve 𝑐 ∈ 𝐼₃ için (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝐼 nın bir 

üçlü asalımsı sıfırı değil ise 𝐼 ya 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre serbest üçlü sıfır denir.  

  

Konjonktür 2.1.34 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ 

idealleri için 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 sağlansın. Bu takdirde 𝐼 ideali bir 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre serbest üçlü 

sıfırdır. 

 

Not 2.1.35 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 kapsamasını 

sağlayan 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 𝐼 ideali, bir 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre serbest üçlü sıfır olsun. Bu 

takdirde 𝑎 ∈ 𝐼₁, 𝑏 ∈ 𝐼₂  ve  𝑐 ∈ 𝐼₃ ise 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 sağlanır. 

İspat 𝑎 ∈ 𝐼₁, 𝑏 ∈ 𝐼₂ ve 𝑐 ∈ 𝐼₃ olsun. 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0 ise 𝐼 nın zayıf 2-yutan asalımsı 

olmasından 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝐼 olur. 𝑎𝑏𝑐 = 0 durumunda ise 𝐼 serbest 

üçlü sıfır olduğundan yine 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝐼 elde edilir. ⎕ 

𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. Yukarıdaki nottan görülebileceği üzere 

Konjonktür 2.1.34 ün geçerli olması için gerek ve yeter koşul 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆

𝐼 kapsamasını sağlayan 𝐼₁, 𝐼₂, 𝐼₃ idealleri için 𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝐼 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝐼 veya 𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝐼 

olmasıdır. 
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Teorem 2.1.36 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ 

idealleri için 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝐼 bir 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre serbest üçlü sıfır olsun. Bu takdirde 

𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝐼 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝐼  veya 𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝐼 sağlanır. 

İspat 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 

0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. 𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝐼 varsayalım. 𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝐼 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝐼 olduğunu 

göstereceğiz. Aksine  𝐼₁𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve 𝐼₂𝐼₃ ⊈ √𝐼 olduğunu varsayalım. Bu takdirde 𝑞₁ ∈ 𝐼₁ 

ve 𝑞₂ ∈ 𝐼₂ idealleri 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝐼 olacak şekilde bulunabilir. Yardımcı 

Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 elde edilir. 𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝐼 olduğundan, bir takım 𝑎 ∈

𝐼₁, 𝑏 ∈ 𝐼₂ elemanları için 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 dır. Burada 𝑎𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olduğundan Yardımcı 

Teorem 2.1.31 gereğince 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝐼 veya 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝐼 bulunur. Burada üç durum söz 

konusudur: 

I. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝐼 olsun. 𝑞₁𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼, 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝐼 olduğundan 

Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 dir. (𝑎 +  𝑞₁)𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝐼, fakat 

𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝐼 olmasından (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝐼 bulunur. 𝑏𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝐼 

olmasından Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince (𝑎 +  𝑞₁)𝑏 ∈ 𝐼 olur. (𝑎 +  𝑞₁)𝑏 =

 𝑎𝑏 +  𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 sebebiyle 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. 

II. Durum: 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝐼 ve 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝐼 olsun. 𝑎𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝐼, 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝐼, 

olduğundan 𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 olur. 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝐼, fakat 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝐼 olmasından 

(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝐼 elde edilir. 𝑎𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝐼 olmduğundan Yardımcı 

Teorem 2.1.31 gereğince 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)  ∈ 𝐼 olur. 𝑎(𝑏 +  𝑞₂)  =  𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 

𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 olmasından yine 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 bir çelişkidir. 

III. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝐼 olsun. 𝑏𝐼₃ ⊆ √𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝐼, olduğundan (𝑏 +

 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝐼 olur. 𝑞₁(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝐼, (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝐼, olduğundan 

Yardımcı Teorem 2.1.31 gereğince 𝑞₁(𝑏 +  𝑞₂)  =  𝑞₁𝑏 +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 dir. 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 

𝑞₁𝑏 +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 den 𝑏𝑞₁ ∈ 𝐼 olur. Burada 𝑎𝐼₃ ⊆ √𝐼 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ √𝐼 gereğince (𝑎 +

 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝐼 elde edilir. (𝑎 +  𝑞₁)𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ √𝐼, (𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝐼 sebebiyle 

Yardımcı Teorem 2.1.31 uyarınca (𝑎 +  𝑞₁)𝑞₂ =  𝑎𝑞₂ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olur. 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 

𝑎𝑞₂ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olmasından 𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 bulunur. Şimdi (𝑎 + 𝑞₁)(𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 iken 
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(𝑎 +  𝑞₁)𝐼₃ ⊈ √𝐼 ve (𝑏 +  𝑞₂)𝐼₃ ⊈ √𝐼 sağlandığından Yardımcı Teorem 2.1.31 

gereğince (𝑎 +  𝑞₁)(𝑏 +  𝑞₂)  =  𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 elde edilir. 𝑎𝑞₂, 𝑏𝑞₁, 

𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 dır. 𝑎𝑏 +  𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 

𝑎𝑞₂ +  𝑏𝑞₁ +  𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olması gereğince 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. Sonuç olarak 

𝐼₁𝐼₃ ⊆ √𝐼 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ √𝐼 kapsamalarından en az biri gerçeklenir. ⎕ 

 

2.2 Kartezyen Çarpım Halkalarının 2-Yutan Asalımsı ve Zayıf 2-Yutan Asalımsı 

İdealleri 

Teorem 2.2.1 𝑅₁ ve 𝑅₂ iki değişmeli birimli halka olmak üzere 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ olsun. Bu 

takdirde bir 𝑄 has idealinin 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koşul 

aşağıdaki üç formdan birine sahip olmasıdır: 

(1) 𝑄₁, 𝑅₁ in bir 2-yutan asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑅₂ biçimindedir. 

(2) 𝑄₂, 𝑅₂ nin bir 2-yutan asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑅₁ × 𝑄₂ biçimindedir. 

(3) 𝑄₁, 𝑅₁ in ve 𝑄₂ , 𝑅₂ nin iki asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ biçimindedir. 

İspat (1) 𝑄₁,  𝑅₁ in bir 2-yutan asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑅₂ olsun. 𝑎1, 𝑏1, 

𝑐1 ∈ 𝑅₁, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ 𝑅₂ için (𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝑄 varsayalım. Bu takdirde 

𝑎1𝑏1𝑐1 ∈ 𝑄₁ olur ki 𝑄₁ in bir 2-yutan asalımsı ideal olmasından 𝑎1𝑏1 ∈ 𝑄₁ veya 

𝑏1𝑐1 ∈ √𝑄₁ veya 𝑎1𝑐1 ∈ √𝑄₁ elde edilir. Böylelikle (𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑄 veya 

(𝑏1, 𝑏2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ √𝑄 veya (𝑎1, 𝑎2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ √𝑄 bulunur ki bu da istenilendir. 

(2) 𝑄₂, 𝑅₂ nin bir 2-yutan asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑅₁ × 𝑄₂ olsun. 𝑎1, 𝑏1, 

𝑐1 ∈ 𝑅₁, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ 𝑅₂ için (𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ 𝑄 varsayalım. Bu takdirde 

𝑎2𝑏2𝑐2 ∈ 𝑄₂ dir. 𝑄₂ 2-yutan asalımsı ideal olduğundan 𝑎2𝑏2 ∈ 𝑄₂ veya 𝑏2𝑐2 ∈ √𝑄₂ 

veya 𝑎2𝑐2 ∈ √𝑄₂ bulunur. Böylelikle (𝑎1, 𝑎2)(𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑄 veya (𝑏1, 𝑏2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ √𝑄 

veya (𝑎1, 𝑎2)(𝑐1, 𝑐2) ∈ √𝑄 elde edilir. 
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(3) 𝑄₁ , 𝑅₁ nin ve 𝑄₂ ,  𝑅₂ nin asalımsı idealleri olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ varsayalım. 

Şu halde 𝑄₁′ = 𝑄₁ × 𝑅₁ ve 𝑄₂′ = 𝑅₁ ×  𝑄₂ , 𝑅 nin iki asalımsı idealidir. O halde 

Teorem 2.1.12 gereğince 𝑄₁′ ∩ 𝑄₂′ = 𝑄₁ × 𝑄₂ = 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı 

idealidir.  

Tersine, 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olsun. Bu takdirde bir 𝑄₁ ,  𝑅₁ in bir ideali 

ve 𝑄₂ , 𝑅₂ nin bir ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ biçimindedir.  

I. Durum: 𝑄₂ = 𝑅₂ varsayalım. Bu durumda 𝑄 bir has ideal olduğundan 𝑄₁ ≠ 𝑅1 dir. 

𝑅′ = 𝑅/({0} × 𝑅₂) diyelim. Şu halde Teorem 2.1.29 dan 𝑄′ = 𝑄/({0} × 𝑅₂),  𝑅′ nun 

bir 2-yutan asalımsı idealidir. 𝑅′, 𝑅₁ e izomorf ve 𝐽′ de 𝑄₁ e izomorf olduğundan 𝑄₁, 𝑅₁ 

in 2-yutan asalımsı idealidir.  

II. Durum: 𝑄₁ = 𝑅₁ durumunda ise I. Durumda izlenilen benzer yolla 𝑄₂ , 𝑅₂ nin bir 2-

yutan asalımsı ideali olduğu gösterilebilir. 

III. Durum: 𝑄₁ ≠ 𝑅₁ ve 𝑄₂ ≠ 𝑅₂ varsayalım. Bu durumda √𝑄 = √𝑄₁ × √𝑄₂ dır. 

Karşıt olarak 𝑄₁ in 𝑅₁ halkasında bir asalımsı ideal olmadığını farz edelim. Bu durumda 

𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁ iken 𝑎 ∉ 𝑄₁ ve 𝑏 ∉ √𝑄₁ olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅₁ elemanları mevcuttur. 

𝑥 = (𝑎, 1), 𝑦 = (1,0) ve 𝑧 = (𝑏, 1) diyelim. Buradan 𝑥𝑦𝑧 = (𝑎𝑏, 0) ∈ 𝑄 olması ile 

𝑥𝑦 = (𝑎, 0) ∉ 𝑄 ve 𝑥𝑧 = (𝑎𝑏, 1) ∉ √𝑄 ve 𝑦𝑧 = (𝑏, 0) ∉ √𝑄 bir çelişki oluşturur. 

Sonuç olarak 𝑄₁ , 𝑅₁ in bir asalımsı idealdir. Tamamen benzer şekilde 𝑄₂ ,  𝑅₂ nin bir 

asalımsı ideal olduğu görülebilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. ⎕ 

 

Teorem 2.2.2 𝑅₁ ve 𝑅₂ iki değişmeli birimli halka, 𝑄₁ ,  𝑅₁ in bir has ideali ve 𝑅 =

𝑅₁ × 𝑅₂ ise aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑄 × 𝑅₂,  𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2) 𝑄 × 𝑅₂,  𝑅 nin 2-yutan asalımsı idealidir. 

(3) 𝑄,  𝑅₁ in 2-yutan asalımsı idealidir. 
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İspat (1)⇒(2) 𝑄 × 𝑅₂, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑄 × 𝑅₂ ∉ √0, 

olduğundan Teorem 2.1.22 gereğince 𝑄 × 𝑅₂, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2)⇒(3) 𝑄 nun 𝑅₁ in bir 2-yutan asalımsı ideali olmadığını varsayalım. Bu takdirde 

𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄, fakat 𝑎𝑏 ∉ 𝑄, 𝑏𝑐 ∉ √𝑄, ve 𝑎𝑐 ∉ √𝑄 sağlanmak üzere 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅₁ elemanları 

vardır. (𝑎, 1𝑅₂)(𝑏, 1𝑅₂)(𝑐, 1𝑅₂) ∈ 𝑄 × 𝑅₂ olduğundan (𝑎, 1𝑅₂)(𝑏, 1𝑅₂) ∈ 𝑄 × 𝑅₂ veya 

(𝑏, 1𝑅₂)(𝑐, 1𝑅₂) ∈ √𝑄 × 𝑅₂ = √𝑄 × 𝑅₂ veya (𝑎, 1𝑅₂)(𝑐, 1𝑅₂) ∈ √𝑄 × 𝑅₂ = √𝑄 × 𝑅₂ 

gerçeklenir. Buradan 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄 çelişkisine varılır. Böylece 

𝑄,  𝑅₁ in bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

(3)⇒(1) 𝑄,  𝑅₁ in bir 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑄 × 𝑅₂, Teorem 2.2.1 gereğince 𝑅 nin 

bir 2-yutan asalımsı idealidir. Dolayısıyla bir zayıf 2-yutan asalımsı idealdir. ⎕ 

 

Teorem 2.2.3 𝑅₁ ve 𝑅₂ iki değişmeli birimli halka ve 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ olsun. 𝑄₁ ve 𝑄₂, 

sırasıyla 𝑅₁ ve 𝑅₂ nin sıfırdan farklı idealleri olmak üzere 𝑄₁ × 𝑄₂,  𝑅 nin bir has ideali 

ise aşağıdaki durumlar denktir: 

(1) 𝑄₁ × 𝑄₂,  𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2) 𝑄₂ = 𝑅₂ ve 𝑄₁ ,  𝑅₁ in 2-yutan asalımsı ideali veya 𝑄₁ = 𝑅₁ ve 𝑄₂ ,  𝑅₂ nin asalımsı 

idealidir. 

(3) 𝑄₁ × 𝑄₂, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı idealidir. 

İspat (1)⇒(2) 𝑄₁ × 𝑄₂, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑄₁ = 𝑅₁  ise 

Teorem 2.2.2 gereğince 𝑄₂,  𝑅₂ nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. Benzer şekilde 

𝑄₂ =  𝑅₂  ise yine Teorem 2.2.2 gereğince 𝑄₁, 𝑅₁ nin bir 2-yutan asalımsı ideali olarak 

bulunur. O zaman 𝑄₁ ≠ 𝑅₁ ve 𝑄₂ ≠ 𝑅₂ varsayalım. 𝑄₂ nin 𝑅₂ nin bir asalımsı ideali 

olduğunu göstereceğiz. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅₂ için 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₂ varsayalım. 𝑄₁ sıfırdan farklı bi ideal 

olduğundan bir 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝑄₁ elemanı vardır. Bu takdirde 0 ≠ (𝑥, 1)(1, 𝑎)(1, 𝑏) =

(𝑥, 𝑎𝑏) ∈ 𝑄₁ × 𝑄₂,  olur. Burada 𝑄₁ bir has ideal olduğundan, (1, 𝑎)(1, 𝑏) = (1, 𝑎𝑏) ∉

√𝑄₁ × 𝑄₂ dir. Böylelikle (𝑥, 1)(1, 𝑎) = (𝑥, 𝑎) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) veya (𝑥, 1)(1, 𝑏) = (𝑥, 𝑏) ∈
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√𝑄₁ × 𝑄₂  yani 𝑎 ∈ 𝑄₂ veya 𝑏 ∈ √𝑄₂ sağlanır. Bu da 𝑄₂ nin 𝑅₂ de bir asalımsı ideal 

olduğunu gösterir. Benzer 𝑄₁ in 𝑅₁ de bir asalımsı ideal olduğu gösterilebilir. 

(2)⇒(3) Teorem 2.2.2 uyarınca ispat açıktır. 

(3)⇒(1) Teorem 2.1.2 gereğince açıktır. ⎕ 

 

Teorem 2.2.4 𝑅₁ ve 𝑅₂ iki değişmeli birimli halka ve 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ olsun. 𝑅 nin bir 

sıfırdan farklı bir 𝑄 has idealinin 2-yutan asalımsı olmayan bir zayıf 2-yutan asalımsı 

ideal olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki durumlardan birinin gerçeklenmesidir: 

(1) 𝑄₁, 𝑅₁ in sıfırdan farklı asalımsı olmayan bir zayıf asalımsı ideali ve 𝑄₂ = {0}, 𝑅₂ 

nin asalımsı ideali olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂, 

(2) 𝑄₂, 𝑅₂ nin sıfırdan farklı asalımsı olmayan bir zayıf asalımsı ideali ve 𝑄₁ = {0}, 𝑅₁ 

de bir asalımsı ideal olmak üzere 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ biçimindedir. 

İspat 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂, 𝑅 nin bir sıfırdan farklı bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑄 

nun 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olmadığını varsayalım. 𝑄₁ ≠ 0 ve 𝑄₂ ≠ 0 

varsayalım. Bu durumda Teorem 2.2.3 gereğince 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali 

olarak bulunur ki bu varsayımımız ile çelişir. O halde 𝑄₁ =  {0} veya 𝑄₂ =  {0} dir. 

Genelliği kaybetmeden 𝑄₂ = {0} varsayalım. Bu takdirde, 𝑄 sıfırdan farklı olduğundan 

𝑄₁ ≠  {0} elde edilir. İspatı üç adımda yapacağız: 

I. Adım: 𝑄₂ = {0} nin 𝑅₂ nin bir asalımsı ideali olduğunu göstereceğiz. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅₂ için 

𝑎𝑏 ∈ 𝑄₂ olsun. 𝑄₁ ≠  {0} olduğundan bir 0 ≠ 𝑞₁ ∈ 𝑄₁ elemanı vardır. O halde 0 ≠

(𝑞₁, 1)(1, 𝑎)(1, 𝑏) = (𝑞₁, 𝑎𝑏) ∈ 𝑄 ve (1, 𝑎)(1, 𝑏) = (1, 𝑎𝑏) ∉ √𝑄 olduğundan 

(𝑞₁, 𝑎) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑎) ∈ 𝑄 veya (𝑞₁, 𝑏) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑏) ∈ √𝑄 dır. Yani 𝑎 ∈ 𝑄₂ veya 

𝑏 ∈ √𝑄₂ sağlanır. Buradan 𝑄₂ =  {0}, 𝑅₂ nin bir asalımsı idealidir. 

II. Adım: 𝑄₁  in 𝑅₁  de bir zayıf asalımsı ideal olduğunu gösterelim. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅₁ için 

0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁  olsun. 0 ≠ (𝑎, 1)(𝑏, 1)(1,0) ∈ 𝑄₁ × 0 ve (𝑎, 1)(𝑏, 1) = (𝑎𝑏, 1) ∉ 𝑄₁ × 0 
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olması gereğince (𝑎, 0) = (𝑎, 1)(1,0) ∈ √𝑄₁ × 0 = √𝑄 veya (𝑏, 0) = (𝑏, 1)(1,0) ∈

√𝑄₁ × 0 = √𝑄 olur. Buradan 𝑎 ∈ 𝑄₁ veya 𝑏 ∈ √𝑄₁ dır. Böylece 𝑄₁, 𝑅₁ in bir zayıf 

asalımsı idealidir.  

III. Adım: 𝑄₁ in bir asalımsı ideal olmadığını gösterelim. Farz edelim ki 𝑄₁, 𝑅₁ in bir 

asalımsı ideali olsun. 𝑄₂ = 0, 𝑅₂ nin bir asalımsı ideali olduğundan Teorem 2.2.3 

gereğince 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olarak bulunur ki bu bir 

çelişkidir. O halde 𝑄₁ , 𝑅₁ in bir asalımsı olmayan bir zayıf asalımsı idealidir. 

Tersine, (1) in sağlandığını kabul edelim. (0,0) ≠ (𝑎, 𝑎′)(𝑏, 𝑏′)(𝑐, 𝑐′) ∈ 𝑄 = 𝑄₁ × 0 

olsun. 𝑎′𝑏′𝑐′ = 0 ve (0,0) ≠ (𝑎, 𝑎′)(𝑏, 𝑏′)(𝑐, 𝑐′) ∈ 𝑄₁ × 0 olduğundan 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0 dır. 

 (𝑎, 𝑎′)(𝑏, 𝑏′) ∉ 𝑄 olsun. Burada üç durum söz konusudur:  

I. Durum: 𝑎𝑏 ∉ 𝑄₁ ve 𝑎′𝑏′ = 0 ise 𝑄₁, 𝑅₁ in bir zayıf asalımsı ideali olduğundan 

𝑐 ∈ √𝑄₁ dir. 𝑄₂ = 0 , 𝑅₂ nin bir asalımsı ideali olduğundan 𝑎′ = 0 veya 𝑏′ ∈ √𝑄₂ olur. 

Buradan (𝑎, 𝑎′)(𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄 veya (𝑏, 𝑏′)(𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄 elde edilir. 

II. Durum: 𝑎𝑏 ∉ 𝑄₁ ve 𝑎′𝑏′ ≠ 0 ise (𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄₁ × 0 = √𝑄 olur. Yani (𝑎, 𝑎′)(𝑐, 𝑐′) ∈

√𝑄 veya (𝑏, 𝑏′)(𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄  bulunur. 

III. Durum: 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁ ve 𝑎′𝑏′ ≠ 0 ise 0 ≠ 𝑎𝑏 ∈ 𝑄₁ ve 𝑄₁, 𝑅₁ in bir zayıf asalımsı ideali 

olduğundan 𝑎 ∈ 𝑄₁ veya 𝑏 ∈ √𝑄₁ bulunur. 𝑎′𝑏′ ≠ 0 ve 𝑄₂ = 0,  𝑅₂ nin bir asalımsı 

ideali olduğundan 𝑐′ ∈ √𝑄2 dir. Buradan (𝑎, 𝑎′)(𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄 veya (𝑏, 𝑏′)(𝑐, 𝑐′) ∈ √𝑄 

elde edilir. Buradan 𝑄,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 𝑄₁, 𝑅₁ in bir asalımsı 

ideali olmadığından, Teorem 2.2.1 gereğince 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali 

değildir. ⎕ 

 

Teorem 2.2.5 𝑅₁, 𝑅₂ ve 𝑅₃ değişmeli birimli halkalar olmak üzere 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ × 𝑅₃ 

olsun. 𝑄, 𝑅 nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Bu takdirde 𝑄 nun 𝑅 nin zayıf 2-yutan 

asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koşul 𝑄 nun 𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideal 

olmasıdır.  
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İspat 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ × 𝑄₃ ≠ {0𝑅}, 𝑅 nin zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. Şu halde bir 

0𝑅 ≠ (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ 𝑄 elemanı vardır. Buradan (𝑎, 1,1)(1, 𝑏, 1)(1,1, 𝑐) ∈ 𝑄 olduğundan 

(𝑎, 𝑏, 1) = (𝑎, 1,1)(1, 𝑏, 1) ∈ 𝑄 veya (1, 𝑏, 𝑐) = (1, 𝑏, 1)(1,1, 𝑐) ∈ √𝑄 veya (𝑎, 1, 𝑐) =

(𝑎, 1,1)(1,1, 𝑐) ∈ √𝑄 sağlanır. (𝑎, 𝑏, 1) ∈ 𝑄 ise 𝑄₃ = 𝑅₃ ve dolayısıyla 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ ×

𝑅₃ bulunur. (1, 𝑏, 𝑐) ∈ √𝑄 ise 𝑄₁ = 𝑅₁ ve buradan 𝑄 = 𝑅₁ × 𝑄₂ × 𝑄₃ elde edilir. Eğer 

(𝑎, 1, 𝑐) ∈ √𝑄 ise √𝑄2 = 𝑅₂ olup, böylece 𝑄₂ = 𝑅₂ dir. Dolayısıyla 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑅₂ × 𝑄₃ 

elde edilir. O halde her koşulda 𝑄 ⊈ √0𝑅 bulunur. Sonuç 2.1.24 gereğince 𝑄, 𝑅 nin bir 

2-yutan asalımsı idealidir. Ters taraf ise açıktır. ⎕ 

 

Teorem 2.2.6 𝑅₁, 𝑅₂,… , 𝑅𝑛 (2 < 𝑛 < ∞) değişmeli birimli halkalar olmak üzere 

𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ × …× 𝑅𝑛 olsun. 𝑄,  𝑅 nin bir has ideali ise aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑄, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2) 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

(3) 𝑄 = (𝑄𝑡)
𝑛
𝑡=1

 için aşağıdaki durumlardan biri sağlanır: 

(i) Bir 𝑘 ∈ {1,2, . . . , 𝑛} için 𝑄𝑘, 𝑅𝑘 nın bir 2-yutan asalımsı ideali ve her 𝑡 ∈

{1,2, . . . , 𝑛} ∖ {𝑘} için 𝑄𝑡 = 𝑅𝑡 dir. 

(ii) İki 𝑘,𝑚 ∈ {1,2, . . , 𝑛} için 𝑄𝑘, 𝑅𝑘 nın asalımsı ideali, 𝑄𝑚, 𝑅𝑚 nın asalımsı 

ideali ve her 𝑡 ∈ {1,2, . . . , 𝑛} ∖ {𝑘,𝑚} için 𝑄𝑡 = 𝑅𝑡 olmak üzere 𝑄 = (𝑄𝑡)
𝑛
𝑡=1

 

biçimindedir. 

İspat (1)⇔(2) 𝑄, 𝑅 nin bir ideali olduğundan her 𝑄𝑖 sırasıyla 𝑅𝑖 nin ideali olmak üzere 

𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ × …× 𝑄𝑛 şeklindedir. 𝑄 bir has ideal olduğundan bir 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} için 

𝑄𝑗 ≠ 𝑅𝑗 sağlanır. 𝑄 = 𝑄₁ × 𝑄₂ × …× 𝑄𝑛 ın bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğunu 

varsayalım. 𝑄 sıfırdan farklı bir ideal olduğundan bir 0 ≠ (𝑎₁, 𝑎₂, . . . , 𝑎𝑛) ∈ 𝑄 vardır. 

Buradan 0 ≠ (𝑎₁, 𝑎₂, . . . , 𝑎𝑛) = (𝑎₁, 1,1, . . . ,1)(1, 𝑎₂, 1, . . . ,1) . . . (1,1, . . . ,1, 𝑎𝑛) ∈ 𝑄 

olması gereğince bir 𝑗 ∈ {1, . . . , 𝑛} için 𝑄𝑗 = 𝑅𝑗  bulunur. O halde √𝑄 ≠ √0 olup Sonuç 

2.1.24 gereğince 𝑄 bir 2-yutan asalımsı idealidir. Ters taraf ise aşikârdır.  
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(2)⇔(3) İspatı 𝑛 üzerinden tümevarım ile yapalım. 𝑛 = 2 ise Teorem 2.2.1 gereğince 

iddia doğrudur. 3 ≤ 𝑛 < ∞ için iddianın doğru olduğunu kabul edelim. 𝑆 = 𝑅₁ × ⋯×

𝑅𝑛−1 diyelim. Bu durumda 𝑅 = 𝑆 × 𝑅𝑛 olur. Teorem 2.2.1 gereğince 𝑄 nun 𝑅 nin bir 2-

yutan asalımsı ideali olması için gerek ve yeter koşul 𝑆 nin bir 2-yutan asalımsı ideali 𝐼 

için 𝑄 = 𝐼 × 𝑅𝑛 veya bir 𝑅𝑛 nin bir 𝐽, 2-yutan asalımsı ideali için 𝑄 = 𝑆 × 𝐽 veya 𝑆 nin 

𝐼 ve 𝑅𝑛 nin 𝐽 asalımsı idealleri için 𝑄 = 𝐼 × 𝐽 biçiminde olmasıdır. 𝑆 nin bir has 𝐼 

idealinin bir asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koşul bir 𝑘 ∈ {1,2, . . . , 𝑛 − 1} için 

𝑄𝑘, 𝑅𝑘 nın bir asalımsı ideali ve her 𝑡 ∈ {1,2, . . . , 𝑛 − 1} ∖ {𝑘} için 𝑄𝑡 = 𝑅𝑡 olmak üzere 

𝐼 = (𝑄𝑘)𝑘=1
𝑛−1  şeklinde olmasıdır. Şu halde ispat tamamlanır. ⎕ 

 

Teorem 2.2.7 𝑅₁,  𝑅₂ ve 𝑅₃ değişmeli birimli halkalar ve 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ × 𝑅₃  olsun. Bu 

takdirde 𝑅 nin her has idealinin zayıf 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve yeter 

koşul 𝑅₁,  𝑅₂ ve 𝑅₃ halkalarının birer cisim olmasıdır.  

İspat 𝑅 nin her has idealinin bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğunu varsayalım. 

Genelliği kaybetmeden 𝑅₁ in bir cisim olmadığını farz edelim. Bu takdirde 𝑅₁ in 

sıfırdan farklı bir has ideali 𝑄 vardır. Buradan 𝑄 × 0 × 0, 𝑅 halkasında bir zayıf 2-yutan 

asalımsı ideal olur ki bu durum Teorem 2.2.6 ile çelişir.  

Tersine, 𝑅₁,  𝑅₂,  𝑅₃ birer cisim olsun. O halde Teorem 2.2.6 gereğince 𝑅 nin sıfırdan 

farklı has idealleri , 𝑅₁ × 𝑅₂ × 0,  𝑅₁ × 0 × 𝑅₃ , 0 × 𝑅₂ × 𝑅₃ , 𝑅₁ × 0 × 0 , 0 × 𝑅₂ × 0 , 

0 × 0 × 𝑅₃  olup her biri 𝑅 halkasının açıkça 2-yutan idealidir. Sıfır ideal her zaman 

zayıf 2-yutan asalımsı ideal olduğundan ispat tamamlanır. ⎕ 

 

2.3 Bazı Özel Halkalarda 2-Yutan Asalımsı ve Zayıf 2-Yutan Asalımsı İdealler  

Teorem 2.3.1 √0, 𝑅 nin bir asal (asalımsı) ideali ve 𝑄,  𝑅 nin bir has ideali olsun. Bu 

takdirde 𝑄 nun bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koşul 𝑄 nun 

bir 2-yutan asalımsı ideal olmasıdır. 
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İspat 𝑄 bir zayıf 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 varsayalım. 

0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ise 𝑎𝑏 ∈ 𝑄 veya 𝑎𝑐 ∈ √𝑄  veya 𝑏𝑐 ∈ √𝑄 bulunur ki bu da gösterilmek 

istenilendir. Şimdi 𝑎𝑏𝑐 = 0 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝑄 varsayalım. 𝑎𝑏𝑐 = 0 ∈ √0 ve √0 bir asal ideal 

olduğundan 𝑎 ∈ √0 veya 𝑏 ∈ √0 veya 𝑐 ∈ √0 elde edilir. √0 ⊆ √𝑄 olması gereğince 

𝑎𝑐 ∈ √0 ⊆ √𝑄 veya 𝑏𝑐 ∈ √0 ⊆ √𝑄 sağlanır. Böylece 𝑄,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı 

idealidir. Ters taraf açıktır. ⎕ 

 

Teorem 2.3.2 𝑅, √0 maksimal ideali ile birlikte bir sözde yerel (quasi local) halka ise 

aşağıdakiler sağlanır: 

 (1) 𝑅 nin her has ideali bir zayıf 2-yutan asalımsı idealdir. 

 (2) 𝑅 nin bir has 𝑄 idealinin zayıf 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve 

yeter koşul 𝑄 nun bir 2-yutan asalımsı ideal olmasıdır. 

İspat (1) 𝑄, 𝑅 nin her has ideali olsun. O halde 0 ∈ 𝑄 olduğundan her zaman √0 ⊆ √𝑄 

sağlanır. √0 maksimal ideal olduğundan √𝑄 = √0 bulunur. √0 maksimal olduğundan 

√𝑄 asaldır. Buradan Teorem 2.1.8 gereğince 𝑄 bir 2-yutan asalımsı, dolayısıyla zayıf 2-

yutan asalımsı idealdir. 

(2) Teorem 2.3.1 den ispat açıktır. ⎕ 

 

Teorem 2.3.3 𝑅 nin her has ideali bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal ise 𝑅 de en çok üç 

tane karşılaştırılamayan asal ideal vardır. Sonuç olarak 𝑅 nin en çok üç tane maksimal 

ideali vardır.  

İspat 𝑃₁, 𝑃₂, 𝑃₃ ve 𝑃₄ ideallerinin 𝑅 nin karşılaştırılamayan asal idealleri olduğunu 

varsayalım. 𝑄 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ ∩ 𝑃₃ diyelim. Buradan √𝑄 = √𝑃₁ ∩ √𝑃₂ ∩ √𝑃₃ olur. Teorem 

2.1.7 gereğince √𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan ideali değildir. Dolayısıyla Teorem 2.1.2 uyarınca 

𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali değildir. Teorem 2.1.22 gereğince 𝑄³ = 0 dir. 



 

63 

 

Buradan 𝑄³ = 𝑃₁³𝑃₂³𝑃₃³ = 0 ∈ 𝑃₄ olduğundan 𝑃₁ ⊂ 𝑃₄ veya 𝑃₂ ⊂ 𝑃₄ veya 𝑃₃ ⊂ 𝑃₄ 

çelişkisine varılır. Sonuç olarak 𝑅 de en çok üç tane karşılaştırılamayan asal ideal 

vardır. Maksimal idealler karşılaştırılamadığından, en çok üç tane maksimal ideali 

vardır. ⎕ 

𝑅 bir tamlık bölgesi ve 𝐾,  𝑅 nin kesir cismi olsun Eğer 𝑅 nin sıfırdan farklı has her 𝐼 

ideali için 𝐼−1 = {𝑥 ∈ 𝐾 ∶  𝑥𝐼 ∈ 𝑅} olmak üzere 𝐼𝐼−1 = 𝑅 ise 𝑅 ye bir Dedekind bölgesi 

adı verilir. Dedekind bölgelerindeki tüm 2-yutan asalımsı idealleri Teorem 2.3.4 

yardımıyla belirleyebiliriz: 

 

Teorem 2.3.4 𝑅 cisim olmayan bir Noetherian bölge olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

durumlar denktir: 

(1) 𝑅 bir Dedekind bölgesidir. 

(2) 𝑅 nin bir sıfırdan farklı has ideali 𝑄 nun bir 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek 

ve yeter koşul bir maksimal 𝑀 ideali ve bir pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑄 = 𝑀ⁿ veya iki 

maksimal ideal 𝑀₁, 𝑀₂ veya iki pozitif tamsayı 𝑛,𝑚 için 𝑄 = 𝑀₁ⁿ𝑀₂𝑚 tipinde 

olmasıdır. 

(3) 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı sıfırdan farklı has ideali ise bir maksimal 𝑀 ideali ve 

bir pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑄 = 𝑀ⁿ veya iki maksimal ideal 𝑀₁, 𝑀₂ ve iki pozitif tamsayı 

𝑛,𝑚 için 𝑄 = 𝑀₁ⁿ𝑀₂𝑚 tipindedir. 

(4) 𝑅 nin bir 𝑄 sıfırdan farklı has idealinin 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve 

yeter koşul bir asal 𝑃 ideali ve bir pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑄 = 𝑃ⁿ veya iki asal ideal 𝑃₁, 

𝑃₂ veya iki pozitif tamsayı 𝑛,𝑚 için 𝑄 = 𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑚 tipinde olmasıdır. 

(5) 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı sıfırdan farklı has ideali ise bir asal 𝑃 ideali ve bir 

pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑄 = 𝑃ⁿ veya iki asal ideal 𝑃₁, 𝑃₂ ve iki pozitif tamsayı 𝑛,𝑚 için 

𝑄 = 𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑚 tipindedir. 
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İspat (1)⇒(2) 𝑅 cisim olmayan bir Noetherian bölge olsun. Bu takdirde sıfırdan farklı 

her asal ideali maksimal idealdir. 𝑄, 𝑅 nin bir sıfırdan farklı has ideali olsun. Bu 

takdirde 𝑀1, 𝑀2 , … ,𝑀𝑘  maksimal idealler ve 𝑛1, 𝑛2, …, 𝑛𝑘 pozitif tamsayılar 

olmak üzere olmak üzere 𝑄 = 𝑀1
𝑛1𝑀2

𝑛2 …𝑀𝑘
𝑛𝑘 yazılabilir. 𝑄, 𝑅 nin 2-yutan asalımsı 

ideali olsun. 𝑅 halkasının sıfırdan farklı her asal ideali maksimal olduğundan ve Teorem 

2.1.7 gereğince √𝑄 maksimal veya 𝑅 nin iki maksimal ideali 𝐼1, 𝐼2 için 𝐼1 ∩ 𝐼2 

biçimindedir. O zaman bir pozitif 𝑛 tamsayısı ve bir maksimal 𝑀 ideali için 𝑄 = 𝑀𝑛 

veya iki maksimal ideal 𝑀₁, 𝑀₂ ve iki pozitif 𝑛,𝑚 tamsayısı için 𝑄 = 𝑀₁ⁿ𝑀₂𝑚 

tipindedir.  

Tersine, bir maksimal ideal 𝑀 ve bir pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑄 = 𝑀ⁿ veya iki maksimal 

ideal 𝑀₁ ve 𝑀₂ ve iki pozitif tamsayı 𝑛,𝑚 için 𝑄 = 𝑀₁ⁿ𝑀₂𝑚 formunda ise Teorem ve 

Sonuç 2.1.13 gereğince 𝑄, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealdir. 

(2)⇒(3) Aşikardır.  

(2)⇒(4) Aşikardır.  

(4)⇒(5) Aşikardır.  

(3)⇒(5) Aşikardır. 

(5)⇒(1) 𝑅 nin bir Dedekind bölgesi olduğunu göstermek için bir 𝑀 maksimal idealini 

alalım. 𝑀² ⊂ 𝐼 ⊂ 𝑀 olmak üzere 𝑅 nin bir 𝐼 idealinin bulunduğunu varsayalım. 

Buradan 𝐼, bir 𝑀-asalımsı idealdir. O halde 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. (5) teki 

hipotez gereğince böyle bir 𝐼 ideali bulunamaz. Böylece 𝑅 bir Dedekind bölgesidir. ⎕ 

Her esas ideal bölgesi bir Dedekind bölgesi olduğundan aşağıdaki sonuç elde edilir: 

 

Sonuç 2.3.5 𝑅 bir esas ideal bölgesi ve 𝑄, 𝑅 nin sıfırdan farklı bir has ideali olsun. Bu 

takdirde 𝑄 nun 2-yutan asalımsı ideal olması için gerek ve yeter koşul 𝑝₁ ve 𝑝₂,  𝑅 

halkasının iki asal elemanı ve 𝑛,𝑚 iki tamsayı olmak üzere (𝑝₁ⁿ𝑝₂𝑚) biçiminde 

olmasıdır. 
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İspat 𝑄 = (𝑥) , 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali olsun. 𝑥 in 𝑅 deki üç farklı asal ideal 

ile bölünebildiğini varsayalım. Buradan 𝑝₁, 𝑝₂, 𝑝₃ , 𝑅 nin farklı asal elemanları olmak 

üzere 𝑥 = 𝑝₁ⁿ𝑝2
𝑚𝑝₃𝑡, 𝑛,𝑚, 𝑡 > 0. Böylece 𝑝₁ⁿ𝑝2

𝑚𝑝₃𝑡 ∈ 𝑄, iken 𝑝₁ⁿ𝑝2
𝑚 ∉ 𝑄 ve 

𝑝₁ⁿ𝑝₃𝑡 ∉ √𝑄 ve 𝑝2
𝑚𝑝₃𝑡 ∉ √𝑄 bulunur. Ancak bu durum 𝑄 nun 2-yutan asalımsı ideal 

olması ile çelişir. Buradan 𝑥, 𝑅 nin en çok iki farklı asal elemanının kuvvetlerinin 

çarpımı biçiminde yazılabilir. Diğer taraf Teorem 2.3.4 dolayısıyla açıktır. ⎕ 

 

Örnek 2.3.6  

(1) ℤ nin her sıfırdan farklı 2-yutan asalımsı ideali, bir takım 𝑝₁, 𝑝₂ asal tamsayıları 

ve 𝑘₁, 𝑘₂ ≥ 0 için 𝐼 = (𝑝₁𝑘₁𝑝₂𝑘₂) biçimindedir. 

(2) 𝐹 bir cisim olmak üzere 𝑅 = 𝐹[𝑋] ise bir 𝐼 idealinin 𝑅 nin 2-yutan asalımsı ideal 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑝(𝑥) ∈ 𝑅 indirgenemez polinomu için 

𝐼 = 𝑝(𝑥)𝑘𝑅 veya 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅 indirgenemez polinomları ve 𝑘₁, 𝑘₂ ≥ 0 için 

𝐼 = 𝑝(𝑥)𝑘₁𝑞(𝑥)𝑘₂𝑅 biçiminde olmasıdır. 

Aşağıdaki örnek, bir 𝑅 tek türlü çarpanlarına ayrılabilen bölgenin herhangi bir 2-yutan 

asalımsı idealinin bu tipte olmasının gerekmediğini gösterir:  

 

Örnek 2.3.7 𝐾 bir cisim olmak üzere 𝑅 = 𝐾[𝑋, 𝑌, 𝑍] olsun. 𝑅 nin 𝑄 = (𝑋, 𝑌², 𝑍³) 

idealini göz önüne alalım. Şu halde 𝑄 bir 2-yutan asalımsı ideal olduğu halde 𝑃₁, 𝑃₂ iki 

asal ideal ve 𝑘, 𝑡 ≥ 0 olmak üzere 𝑃₁𝑘𝑃₂𝑡 formunda değildir.  

İspat 𝑀 = (𝑋, 𝑌, 𝑍), 𝑅 nin bir maksimal ideali ve 𝑀³ ⊆ (𝑋, 𝑌², 𝑍³) ⊆ 𝑀 olduğundan 

𝑀 = √𝑀3 ⊆ √𝑄 ⊆ √𝑀 = 𝑀 dir. Buradan √𝑄 = 𝑀 ve Teorem 2.1.8 gereğince 𝑄, 𝑅 

nin 2-yutan asalımsı idealidir. 𝑃₁, 𝑃₂ iki asal ideal ve 𝑘, 𝑡 ≥ 0 olmak üzere 𝑄 =

𝑃₁𝑘𝑃₂𝑡  varsayalım. Bu takdirde, 𝑋, 𝑌², 𝑍³ ∈ 𝑃₁𝑘𝑃₂𝑡 ⊆ 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ olmasından 𝑃₁ =

 𝑃₂ = 𝑀 olur. Fakat bir 𝑛 > 0 için 𝑀ⁿ = (𝑋, 𝑌, 𝑍)ⁿ = (𝑋, 𝑌², 𝑍³) özdeşliğinin 

sağlanması imkansızdır.  ⎕ 
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Tanım 2.3.8 𝑅 halkasında her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 için 𝑥  𝑦 veya  𝑦  𝑥 sağlanıyorsa 𝑅 ye bir 

zincir (chanied) halkası adı verilir. Açıkça her zincir halkası bir bölüm halkasıdır. 

 

Teorem 2.3.9 Bir bölüm halkasının her has ideali 2-yutan asalımsı idealdir. Özel olarak 

bir zincir halkasının her ideali 2-yutan asalımsı idealdir. 

İspat 𝐼, 𝑅 nin bir has ideali olsun. Bölüm halkalarının asal idealleri tamamen sıralı 

olduğundan 𝐼 yı içeren asal ideallerin arakesiti √𝐼 bir asal idealdir. O halde Teorem 

2.1.8 gereğince 𝐼, 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. ⎕ 

 

Not 2.3.10 𝑅 nir Noetherian halka olsun. 𝑅 nin her idealinin bir tek türlü asalımsı 

parçalanışa sahip olduğunu biliyoruz. Her asalımsı ideal aynı zamanda 2-yutan asalımsı 

ideal olduğundan, Noetherian halkalarda her idealin aynı zamanda 2-yutan asalımsı 

parçalanışı mevcuttur. Fakat bu 2-yutan asalımsı ideallere parçalanış tek türlü değildir. 

 

Örnek 2.3.11 

(1)  ℤ halkasında (60) ideali için dört farklı 2-yutan asalımsı ideallere parçalanış 

vardır: 

 (60) = (3) ∩ (4) ∩ (5) = (3) ∩ (20) = (4) ∩ (15) = (4) ∩ (12). 

(2) ℤ halkasında (210) idealinin ise aşağıdaki gibi on farklı 2-yutan asalımsı 

ideallere parçalanışı vardır: 

(210) = (2) ∩ (3) ∩ (5) ∩ (7) = (6) ∩ (5) ∩ (7) = (10) ∩ (3) ∩ (7)  

= (14) ∩ (3) ∩ (5) = (15) ∩ (2) ∩ (7) = (21) ∩ (2) ∩ (5) 

= (15) ∩ (14) = (21) ∩ (10) = (35) ∩ (2) ∩ (3) = (35) ∩ (6). 
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2.4 Zayıf Asal ve Zayıf 2-Yutan İdeallerin Bazı Özellikleri 

Tanım 2.4.1 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali olsun. Eğer 𝑎 ∉ 𝐼 ve 𝑏 ∉ 𝐼 için 𝑎𝑏 = 0 ise 

(𝑎, 𝑏) ye 𝐼 nın bir ikili sıfırı diyeceğiz. Dikkat edilecek olursa, 𝐼,  𝑅 nin asal olmayan bir 

zayıf asal ideali ise 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 için 𝐼 nın bir (𝑎, 𝑏) ikili sıfırı vardır.  

Bu bölümde ikili sıfır kavramını kullanarak, (Anderson ve Smith, 2003) deki bir takım 

sonuçlar için farklı ispatlar verilecektir. 

 

Teorem 2.4.2 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali ve (𝑎, 𝑏), 𝐼 nın bir ikili sıfırı olsun. Bu 

takdirde 𝑎𝐼 = 𝑏𝐼 = {0} dır. 

İspat 𝑎𝐼 ≠ {0} varsayalım. Bu takdirde bir 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑎𝑖 ≠ 0 olur. Buradan 𝑎(𝑏 + 𝑖) ≠

0 dır. 𝑎 ∉ 𝐼 ve 𝐼 zayıf asal olduğundan 𝑏 + 𝑖 ∈ 𝐼 olur ve böylece 𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisi elde 

edilir. Böylece 𝑎𝐼 = 0 dır. Benzer şekilde 𝑏𝐼 = 0 olduğunu göstermek kolaydır. ⎕ 

 

Teorem 2.4.3 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali olsun. 𝐼 asal değil ise 𝐼² =  {0} dır. 

İspat 𝐼,  𝑅 nin asal olmayan bir zayıf asal ideali olsun. Şu halde 𝐼 nın bir (𝑎, 𝑏) ikili 

sıfırı vardır. 𝑖₁, 𝑖₂ ∈ 𝐼 için 𝑖₁𝑖₂ ≠ 0 varsayalım. Bu takdirde Teorem 2.4.2 uyarınca 

(𝑎 +  𝑖₁)(𝑏 + 𝑖₂) =  𝑖₁𝑖₂ ≠ 0 olur. Böylelikle 𝐼 bir zayıf asal ideal olduğundan (𝑎 +

 𝑖₁)  ∈ 𝐼 veya (𝑏 +  𝑖₂)  ∈ 𝐼, yani 𝑎 ∈ 𝐼 veya 𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. O halde 𝐼² = {0} 

bulunur. ⎕ 

 

Teorem 2.4.4 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali olsun. 𝐼 asal ideal değil ise 𝐼 ⊆ √0   ve 

𝐼√0 =  {0} sağlanır. 

İspat 𝐼 bir asal ideal olmayan bir zayıf asal ideal olsun. O halde Teorem 2.4.3 gereğince 

𝐼 ⊆ √0 dır. Bir 𝑤 ∈ √0 alalım. 𝑤 ∈ 𝐼 ise Teorem 2.4.3 den 𝑤𝐼 =  {0} bulunur. O 
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halde 𝑤 ∉ 𝐼 ve 𝑤𝐼 ≠ 0 varsayalım. Buradan bir 𝑖 ∈ 𝐼 için 𝑤𝑖 ≠ 0 olur. 𝑤𝑚 = 0 

özdeşliğini gerçekleyen en küçük pozitif tamsayıya 𝑚 diyelim. O halde 𝑤(𝑤𝑚−1 +

 𝑖)  =  𝑤𝑖 ≠ 0 ve 𝑤 ∉ 𝐼 olduğundan 𝑤𝑚−1 +  𝑖 ∈ 𝐼 dır. Böylece 𝑤𝑚−1 ∈ 𝐼 elde edilir. 

0 ≠ 𝑤𝑚−1 ∈ 𝐼 ve 𝐼 bir zayıf asal olduğundan 𝑤 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. Böylelikle 

𝑤𝐼 =  {0}, dolayısıyla 𝐼√0 =  {0} elde edilir. ⎕ 

 

Teorem 2.4.5 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali ve (𝑎, 𝑏), 𝐼 nin bir ikili sıfırı olsun. Bir 

𝑟 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 ise 𝑎𝑟 =  0 dır. 

İspat Bir 𝑟 ∈ 𝑅 için 0 ≠ 𝑎𝑟 ∈ 𝐼 olsun. Bu takdirde 𝑟 ∈ 𝐼 dır. Dolayısıyla Teorem 

2.4.2 gereğince 𝑎𝑟 =  0 çelişkisine varılır. ⎕ 

 

Teorem 2.4.6 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf asal ideali ve 𝑅 nin bir takım 𝐴, 𝐵 idealleri için 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 

olsun. O halde 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 olmak üzere (𝑎, 𝑏), 𝐼 nın bir ikili sıfırı ise 𝐴𝐵 =  {0} 

dır. 

İspat 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 olmak üzere (𝑎, 𝑏), 𝐼 nın bir ikili sıfırı olsun. 𝑐 ∈ 𝐴 ve 𝑑 ∈ 𝐵 

için 𝑐𝑑 ≠ 0 olduğunu varsayalım. Buradan 𝑐 ∈ 𝐼 veya 𝑑 ∈ 𝐼 dır. Genelliği 

kaybetmeden 𝑐 ∈ 𝐼 varsayabiliriz. Teorem 2.4.3 gereğince 𝐼² =  0 bulunur. 0 ≠ 𝑐𝑑 ∈

𝐼 olduğundan 𝑑 ∉ 𝐼 elde edilir. Diğer taraftan 𝑎𝑑 ∈ 𝐼 olduğundan Teorem 2.4.5 

gereğince 𝑎𝑑 = 0 olur. (𝑎 +  𝑐)𝑑 =  𝑐𝑑 ≠ 0 ve 𝑑 ∈ 𝐼 olmasından 𝑎 +  𝑐 ∈ 𝐼 elde 

edilir. Dolayısıyla 𝑎 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. Şu halde 𝐴𝐵 =  0 dir. ⎕ 

 

Teorem 2.4.7 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf asal ideali ve 𝑅 nin iki 𝐴, 𝐵 ideali için 0 ≠ 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼  

olsun. Bu takdirde 𝐴 ⊆ 𝐼 veya 𝐵 ⊆ 𝐼 sağlanır. 

İspat {0} ≠ 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 olduğundan Teorem 2.4.6 gereğince her 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için 

𝑎 ∈ 𝐼 veya 𝑏 ∈ 𝐼 elde edilir. Genelliği kaybetmeden 𝐵 ⊈ 𝐼 varsayalım. Buradan bir 
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𝑏 ∈ 𝐵 için 𝑏 ∉ 𝐼 dir. Herhangi bir 𝑎 ∈ 𝐴 alalım. 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑏 ∉ 𝐼 olduğundan 𝑎 ∈ 𝐼 

olup, 𝐴 ⊆ 𝐼 elde edilir. ⎕ 

Şimdi zayıf 2-yutan ideallere ilişkin bir takım sonuçlardan bahsedebiliriz. Öncelikle 

üçlü sıfır tanımını hatırlayalım:  

 

Tanım 2.4.8 (Badawi ve Darani, 2011) 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 

olsun. Eğer 𝑎𝑏𝑐 =  0 iken 𝑎𝑏 ∉ 𝐼,  𝑏𝑐 ∉ 𝐼 ve 𝑎𝑐 ∉ 𝐼 ise (𝑎, 𝑏, 𝑐) ye 𝐼 nın üçlü sıfırı 

adı verilir. 

Şimdi serbest üçlü sıfır kavramını aşağıdaki gibi tanımlayabiliriz: 

  

Tanım 2.4.9 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝑅 nin bir takım 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 

𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. Eğer hiçbir 𝑎 ∈ 𝐼₁,  𝑏 ∈ 𝐼₂ ve 𝑐 ∈ 𝐼₃ için (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝐼 nın bir üçlü sıfırı 

değilse 𝐼 bir 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ya göre serbest üçlü sıfırdır diyeceğiz. 

 

Konjonktür 2.4.10 𝐼,  𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝑅 nin bir takım 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ 

idealleri için 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. Bu takdirde 𝐼 ideali, bir 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ya göre serbest üçlü 

sıfırdır.  

 

Yardımcı Teorem 2.4.11 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve bir 𝐽 ideali 

için 𝑎𝑏𝐽 ⊆ 𝐼 olsun. Şayet her 𝑐 ∈ 𝐽 için (𝑎, 𝑏, 𝑐),  𝐼 nın bir üçlü sıfırı değil ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 

sağlanıyorsa 𝑎𝐽 ⊆ 𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ 𝐼 dır. 

İspat 𝑎𝐽 ⊈ 𝐼 ve 𝑏𝐽 ⊈ 𝐼 varsayalım. Bu takdirde 𝑎𝑗₁ ∉ 𝐼 ve 𝑏𝑗₂ ∉ 𝐼 olacak şekilde 

𝑗₁, 𝑗₂ ∈ 𝐽 elemanları vardır. 𝑎𝑏𝑗₁ ∈ 𝐼, 𝑎𝑏 ∉ 𝐼, 𝑎𝑗₁ ∉ 𝐼 ve (𝑎, 𝑏, 𝑗₁), 𝐼 nın bir üçlü sıfırı 

olmadığından 𝑏𝑗₁ ∈ 𝐼 bulunur. 𝑎𝑏𝑗₂ ∈ 𝐼, 𝑎𝑏 ∉ 𝐼, 𝑏𝑗₂ ∉ 𝐼 ve (𝑎, 𝑏, 𝑗₂), 𝐼 nın bir üçlü 

sıfırı olmadığından 𝑎𝑗₂ ∈ 𝐼 dir. Ayrıca 𝑎𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ 𝐼 , 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 ve (𝑎, 𝑏, 𝑗₁ +  𝑗₂), 𝐼 
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nın bir üçlü sıfırı olmadığından, 𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ 𝐼 veya 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  ∈ 𝐼 elde edilir. 

𝑎(𝑗₁ +  𝑗₂)  =  𝑎𝑗₁ +  𝑎𝑗₂ ∈ 𝐼 varsayalım. 𝑎𝑗₂ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑗₁ ∈ 𝐼 çelişkisine varılır.  

Şimdi de 𝑏(𝑗₁ +  𝑗₂)  =  𝑏𝑗₁ +  𝑏𝑗₂ ∈ 𝐼 varsayalım. 𝑏𝑗₁ ∈ 𝐼 olmasından 𝑏𝑗₂ ∈ 𝐼 yine bir 

çelişkidir. O halde 𝑎𝐽 ⊆ 𝐼 veya 𝑏𝐽 ⊆ 𝐼 dır. ⎕ 

 

Not 2.4.12 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ ve 𝐼₃ idealleri için 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 

olmak üzere 𝐼, 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre bir serbest üçlü sıfır olsun. Bu takdirde 𝑎 ∈ 𝐼₁,  𝑏 ∈ 𝐼₂ ve 

𝑐 ∈ 𝐼₃ ise 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ 𝐼 dir. 

 

Teorem 2.4.13 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali olsun. 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂, 𝐼₃ idealleri için 

sağlansın. 𝐼 ideali, 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre bir serbest üçlü sıfır ise 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 ise 𝐼₁𝐼₂ ⊆ 𝐼 

veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 veya 𝐼₁𝐼₃ ⊆ 𝐼 dir. 

İspat 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan ideali ve 𝐼 ideali, 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ e göre bir serbest üçlü sıfır 

olsun. 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂, 𝐼₃ idealleri için 0 ≠ 𝐼₁𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝐼 varsayalım. 𝐼₁𝐼₃ ⊆ 𝐼 veya 

𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 sağlandığını göstereceğiz. Aksine 𝐼₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝐼₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 varsayalım. O halde 

𝑞₁ ∈ 𝐼₁ ve 𝑞₂ ∈ 𝐼₂ elemanları, 𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 sağlanacak şekilde vardır. 𝑞₁𝑞₂𝐼₃ ⊆

𝐼, 𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan Yardımcı Teorem 2.4.11 gereğince 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 

bulunur. Diğer taraftan, 𝐼₁𝐼₂ ⊈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 olacak şekilde 𝑎 ∈ 𝐼₁, 𝑏 ∈ 𝐼₂ 

elemanları mevcuttur. 𝑎𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑎𝑏 ∉ 𝐼 den, Yardımcı Teorem 2.4.11 gereğince 

𝑎𝐼₃ ⊆ 𝐼 veya 𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 elde edilir. Bu durumda aşağıdaki üç hal göz önüne alınmalıdır: 

I. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊈ 𝐼 olsun. 𝑞₁𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼, 𝑏𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan 

Yardımcı Teorem 2.4.11 gereğince 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 olur. (𝑎 + 𝑞₁)𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑎𝐼₃ ⊆ 𝐼, ancak 

𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 olması (𝑎 + 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ 𝐼 olmasını gerektirir. 𝑏𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve (𝑎 + 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ 𝐼 

olduğundan Yardımcı Teorem 2.4.11 gereğince (𝑎 + 𝑞₁)𝑏 ∈ 𝐼 bulunur. (𝑎 + 𝑞₁)𝑏 =

𝑎𝑏 + 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 ve 𝑞₁𝑏 ∈ 𝐼 den 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. 

II. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. 𝑎𝑞₂𝐼₃ ⊆ 𝐼, 𝑎𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan 

𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 dir. 𝑎(𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 fakat 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 olmasından (𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ 𝐼 elde 
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edilir. 𝑎𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve (𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan Yardımcı Teorem 2.4.11 gereğince 

𝑎(𝑏 + 𝑞₂) ∈ 𝐼 olur. Burada 𝑎(𝑏 + 𝑞₂) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 

çelişkisine varılır.  

III. Durum: 𝑎𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 olsun. 𝑏𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan (𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ 𝐼 

olur. 𝑞₁(𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 iken 𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve (𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan Yardımcı Teorem 

2.4.11 gereğince 𝑞₁(𝑏 + 𝑞₂) = 𝑞₁𝑏 + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 elde edilir. 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 𝑞₁𝑏 + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 

olduğundan 𝑏𝑞₁ ∈ 𝐼 dir. 𝑎𝐼₃ ⊆ 𝐼 ve 𝑞₁𝐼₃ ⊈ 𝐼 olmasından (𝑎 + 𝑞₁)𝐼₃ ⊆ 𝐼 bulunur. 

(𝑎 + 𝑞₁)𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve 𝑞₂𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve (𝑎 + 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ 𝐼 gereğince Yardımcı Teorem 2.4.11 den 

(𝑎 + 𝑞₁)𝑞₂ = 𝑎𝑞₂ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 bulunur. 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑞₂ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑞₂ ∈ 𝐼 

dir. Burada (𝑎 + 𝑞₁)(𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊆ 𝐼 iken (𝑎 + 𝑞₁)𝐼₃ ⊈ 𝐼 ve (𝑏 + 𝑞₂)𝐼₃ ⊈ 𝐼 olduğundan 

Yardımcı Teorem 2.4.11 uyarınca (𝑎 + 𝑞₁)(𝑏 + 𝑞₂) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑞₂ + 𝑏𝑞₁ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 

sağlanır. Burada 𝑎𝑞₂, 𝑏𝑞₁, 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 olduğundan 𝑎𝑞₂ + 𝑏𝑞₁ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 dir. 𝑎𝑏 + 𝑎𝑞₂ +

𝑏𝑞₁ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 ve 𝑎𝑞₂ + 𝑏𝑞₁ + 𝑞₁𝑞₂ ∈ 𝐼 gereğince 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 çelişkisine varılır. Sonuç 

olarak 𝐼₁𝐼₃ ⊆ 𝐼 veya 𝐼₂𝐼₃ ⊆ 𝐼 gerçeklenir. ⎕ 
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BÖLÜM 3- ÇARPIMSAL MODÜLLERİN 2-YUTAN ASALIMSI ALT 

MODÜLLERİ 

Bu bölümünde değişmeli halkalarda Bölüm 2 de tanımladığımız 2-yutan asalımsı ve 

zayıf 2-yutan asalımsı ideal kavramlarını, çarpımsal modüllerde 2-yutan asalımsı ve 

zayıf 2-yutan asalımsı alt modülleri tanımlayarak genelleştireceğiz. Bu bölüm boyunca, 

tüm halkaları değişmeli ve birimli halka, tüm modülleri ise birimsel modül olarak kabul 

edeceğiz. 

 

3.1 Çarpımsal Modüllerin 2-Yutan Asalımsı Alt Modüllerinin Temel Özellikleri 

Bu bölümde, çarpımsal modüllerde 2-yutan asalımsı alt modül kavramını 

tanımlayacağız. Bu yeni alt modüller sınıfının bir takım temel özelliklerini araştıracağız. 

Ayrıca 2-yutan idealler, 2-yutan alt modüller, 2-yutan asalımsı idealler ile 2-yutan 

asalımsı alt modüller arasındaki ilişkileri irdeleyeceğiz.  

 

Tanım 3.1.1 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑁, 𝑀 nin bir has alt modülü olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 

olmak üzere 

(1) 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) 

sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 nin 2-yutan asalımsı alt modülü,  

(𝟐) 0 ≠ 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑎𝑏 ∈

(𝑁:𝑅𝑀) sağlanıyorsa 𝑁 ye 𝑀 nin zayıf 2-yutan asalımsı alt modülü diyeceğiz. 

Her 2-yutan alt modül açıkça bir 2-yutan asalımsı alt modüldür. Oysa bu gerektirmenin 

tersi doğru değildir. Her alt modülü 2-yutan asalımsı alt modül iken hiç biri 2-yutan alt 

modül olmayan çarpımsal modüller mevcuttur. Örnek 3.1.2, bu duruma iyi bir örnektir. 

 

Örnek 3.1.2 𝑝 bir asal tamsayı ve 𝑁₀ = ℕ ∪ {0} olsun. ℤ(𝑝∞) nin her has ℤ -alt modülü 

𝐺𝑡 = 〈1/𝑝𝑡 + ℤ〉 , (𝑡 ∈ 𝑁₀) tipindedir. Her bir 𝑡 ∈ 𝑁₀ için (𝐺𝑡:Z  ℤ(𝑝
∞)) = 0 elde edilir. 
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Burada 𝑝²(1/𝑝𝑡+2 + ℤ) = 1/𝑝𝑡 + 𝑍 ∈ 𝐺𝑡 iken 𝑝² ∉ (𝐺𝑡:Z  ℤ(𝑝
∞)) = 0 ve 𝑝(1/𝑝𝑡+2 +

ℤ) ∉  𝐺𝑡 olduğundan ℤ(𝑝∞) nin 2-yutan alt modülü yoktur. Her asal alt modül, bir 2-

yutan alt modül olduğundan ℤ(𝑝∞) nin asal alt modülü de yoktur. Böylelikle ℤ(𝑝∞) −

𝑟𝑎𝑑(𝐺𝑡) =  ℤ(𝑝∞) bulunur. O halde her 𝑡 ∈ 𝑁₀ için 𝐺𝑡, ℤ(𝑝
∞) nin bir 2-yutan asalımsı 

alt modülüdür. 

 

Teorem 3.1.3 𝑁,  𝑀 bin bir has alt modülü ise aşağıdaki durumlar denktir:  

(1) 𝑁,  𝑀 nin 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

(2) 𝑎𝑏 ∉ (𝑁 :𝑅  𝑀) yi sağlayan her 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 için (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑎)  ∪

 (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏) dir. 

(3) 𝑎𝑏 ∉ (𝑁 :𝑅  𝑀) yi sağlayan her 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 için (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑎)  

veya (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏) dir. 

İspat (1)⇒(2) 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 için 𝑎𝑏 ∉ (𝑁 :𝑅  𝑀) olsun. Bir 𝑚 ∈  (𝑁:𝑀  𝑎𝑏) alalım. Buradan 

𝑎𝑏𝑚 ∈  𝑁 olup, 𝑎𝑚 ∈  𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈  𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) bulunur. Dolayısıyla 

𝑚 ∈  (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) :𝑀  𝑎) veya 𝑚 ∈  (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏), ve böylelikle (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆

(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑎)  ∪  (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏) elde edilir. 

 (2)⇒(3) Bilindiği gibi, eğer bir alt modül (bir alt grup), iki alt modülün (alt grubun) 

birleşimi tarafından içeriliyorsa, en az birisi tarafından kapsanır. Bu bilgi yardımıyla 

(𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑎)  veya (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏) içermesinin 

sağlandığı görülmüş olur. 

(3)⇒(1) 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 olsun. 𝑎𝑏 ∉ (𝑁 :𝑅  𝑀) varsayalım. Şu halde 

𝑚 ∈ (𝑁 :𝑀  𝑎𝑏) olup, (3) hipotezi gereğince 𝑚 ∈ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑎)  veya 

𝑚 ∈ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑀  𝑏) dir. Yani 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

bulunur ki bu da istenilendir. ⎕ 
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Yardımcı Teorem 3.1.4 𝑀 bir sonlu üretilmiş çarpımsal 𝑅-modül olsun. Bu takdirde 𝑀 

nin her 𝑁 alt modülü için √(𝑁:𝑅𝑀)  = (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) sağlanır. 

İspat Yardımcı Teorem 1.2.11. gereğince (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀)  ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀)  dır. Şimdi 

ters kapsamayı, 𝑀 üzerinde herhangi bir koşul olmadan ispatlayacağız. 𝐾, 𝑀 nin 𝑁 yi 

kapsayan bir asal alt modülü olsun. O halde (𝐾:𝑀), (𝑁:𝑅𝑀)  yi içeren bir asal idealdir. 

Böylece √(𝑁:𝑅𝑀)  ⊆ (𝐾:𝑀) olup, √(𝑁:𝑅𝑀)  ⊆ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) elde edilir. ⎕ 

 

Önerme 3.1.5 𝑀 bir sonlu üretilmiş çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑁,  𝑀 nin bir alt modülü 

olsun. Bu takdirde 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) nin 𝑀 nin asalımsı alt modülü olması için gerek ve 

yeter koşul 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  nin 𝑀 nin asal alt modülü olmasıdır. 

İspat 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asalımsı alt modülü olsun. 𝑎 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 

𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  ve 𝑚 ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) asalımsı 

olduğundan, Yardımcı Teorem 3.1.4 gereğince  

𝑎 ∈ √(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) = √(√(𝑁:𝑅𝑀)) = √(𝑁:𝑅𝑀) = (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) 

elde edilir. Böylelikle 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) nin 𝑀 nin asal alt modülü olduğu gösterilmiş olur. 

Ters tarafın ispatı açıktır. ⎕ 

 

Teorem 3.1.6 𝑀 bir sonlu üretilmiş çarpımsal 𝑅-modül olsun. 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan 

asalımsı alt modülü ise aşağıdakiler gerçeklenir: 

(1) (𝑁:𝑅𝑀), 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 

(2) 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁), 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

İspat (1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ (𝑁:𝑅𝑀),  𝑎𝑐 ∉ √(𝑁:𝑅𝑀) ve 𝑏𝑐 ∉ √(𝑁:𝑅𝑀) olsun. 

Yardımcı Teorem 3.1.4 ten √(𝑁:𝑅𝑀)   = (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) olduğundan 𝑎𝑐𝑚₁ ∉

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏𝑐𝑚₂ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olacak şekilde 𝑚₁,𝑚₂ ∈ 𝑀 vardır. Ancak 
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𝑎𝑏𝑐 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olduğundan 𝑎𝑏(𝑐𝑚₁ + 𝑐𝑚₂) ∈ 𝑁 elde edilir. 𝑁,  2-yutan asalımsı alt 

modül olduğundan 𝑎(𝑐𝑚₁ + 𝑐𝑚₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  veya 𝑏(𝑐𝑚₁ + 𝑐𝑚₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

veya 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀)  sağlanır. 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) ise ispat tamamlanır. O halde 𝑎(𝑐𝑚₁ +

𝑐𝑚₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. Buradan 𝑎𝑐𝑚₁ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olmasından 𝑎𝑐𝑚₂ ∉

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) bulunur. 𝑁, 2-yutan asalımsı alt modül ve 𝑎𝑏𝑐𝑚₂ ∈ 𝑁 olduğundan 

𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olur. Benzer şekilde 𝑏(𝑐𝑚₁ + 𝑐𝑚₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ise 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) 

elde edilir. Sonuç olarak (𝑁:𝑅𝑀), 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir.  

(2) Teorem 2.1.7 gereğince iki durum söz konusudur:  

I. Durum: √(𝑁:𝑅𝑀) = 𝑃,  𝑅 nin bir asal ideali olması durumunda, 𝑀 bir çarpımsal 

modül ise Teorem 1.2.5 gereğince, 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = √(𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = 𝑃𝑀 ve 𝑃𝑀, 𝑀 nin 

bir asal alt modülü olacağından 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁), 𝑀 nin bir asal alt modülüdür. Şu halde bu 

durumda 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olarak elde edilir. 

II. Durum: 𝑃₁ ve 𝑃₂, (𝑁:𝑅𝑀) üzerinde minimal olan 𝑅 nin farklı iki asal ideali olmak 

üzere √(𝑁:𝑅𝑀) = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ olsun. Bu durumda ise Teorem 1.2.5 gereğince, 𝑃₁𝑀 ve 

𝑃₂𝑀, 𝑀 nin asal alt modülleri olmak üzere 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = √(𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = (𝑃₁ ∩

𝑃₂)𝑀 = ([𝑃₁ + 𝑎𝑛𝑛𝑀] ∩ [𝑃₂ + 𝑎𝑛𝑛𝑀])𝑀 = 𝑃₁𝑀 ∩ 𝑃₂𝑀 elde edilir. Sonuç olarak 

Teorem 1.2.14 gereğince 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. ⎕ 

 

Teorem 3.1.7 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑁, 𝑀 nin bir alt modülü olsun.  

(1) 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asal alt modülü ise 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt 

modülüdür. 

(2) 𝑀 bir sonlu üretilmiş çarpımsal modül olsun. 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asalımsı 

alt modülü ise 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

İspat (1) 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asal alt modülü olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 olmak 

üzere 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 iken 𝑎𝑚 ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁) bir asal alt modül ve 

𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan 𝑏 ∈ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁):𝑅𝑀) elde edilir. Buradan 𝑏𝑚 ∈

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olur. Sonuç olarak 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. Şimdi 𝑀 
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nin sonlu üretilmiş bir çarpımsal modül ve 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),𝑀 nin bir asalımsı alt modülü 

olsun. Önerme 3.1.5 uyarınca 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asal alt modülü olacağından 𝑁 

bir 2-yutan asalımsı alt modüldür.  

(2) Önerme 3.1.5 gereğince 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) nin 𝑀 nin asalımsı alt modül olması için gerek 

ve yeter koşul 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) nin 𝑀 nin asal alt modülü olmasıdır. O halde (1) gereğince 

istenilen açıkça sağlanır. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 3.1.8 (Theorem 1 (3), (Ali, 2009)) 𝑀 sonlu üretilmiş olması şart 

olmayan herhangi bir sadık çarpımsal 𝑅-modül olsun. Bu takdirde 𝐼, 𝑅 nin bir ideali ise 

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀) = √𝐼 𝑀 dır. 

İspat  

√𝐼𝑀 = ( ⋂ 𝑄

𝐼⊆𝑄,𝑄 𝑎𝑠𝑎𝑙

)𝑀 = ⋂ 𝑄𝑀

𝐼𝑀⊆𝑄𝑀

⊇ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀) 

ve diğer taraftan  

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀) = ⋂ 𝑄′ =

𝐼𝑀⊆𝑄′,𝑄′𝑎𝑠𝑎𝑙

⋂ (𝑄′:𝑀)𝑀

𝐼𝑀⊆𝑄′

= ( ⋂ (𝑄′: 𝑀)

𝐼𝑀⊆𝑄′

)𝑀 ⊇ √𝐼𝑀 

olur. Her iki kapsamadan 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀) = √𝐼 𝑀 olarak elde edilir. ⎕ 

 

Teorem 3.1.9 𝑀 bir sadık çarpımsal 𝑅 −modül olsun.  

(1) 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asal alt modülü ise her pozitif 𝑛 tamsayısı için 𝑁ⁿ, 

𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

(2)  𝑀 bir sonlu üretilmiş olsun. 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asalımsı alt modülü ise her 

pozitif 𝑛 tamsayısı için 𝑁ⁿ, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 
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İspat (1) 𝑀 bir (sonlu üretilmiş sadık çarpımsal) sadık çarpımsal modül ve 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir (asalımsı) asal alt modülü olsun. O halde bir 𝐼 ideali için 𝑁 = 𝐼𝑀 

biçimindedir. O halde 

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁ⁿ) = √𝐼ⁿ 𝑀 = 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁), 

𝑀 nin bir (asalımsı) asal alt modülüdür. O halde Teorem 3.1.7 gereğince her 𝑛 pozitif 

tamsayısı için, 𝑁ⁿ,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

(2) 𝑀 bir sonlu üretilmiş sadık çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) asalımsı alt modülü 

olsun. Bu takdirde Önerme 3.1.5 gereğince 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  nin 𝑀 nin asal alt modülü 

olur. Dolayısıyla (1) den, 𝑁ⁿ,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür.  ⎕ 

 

Not 3.1.10 𝐼 = (0:𝑅𝑀) ve 𝑅′ = 𝑅/𝐼 olsun. 𝑁 nin bir 2-yutan asalımsı 𝑅-alt modül 

olması için gerek ve yeter şartın 𝑁 nin bir 2-yutan asalımsı 𝑅′-alt modül olduğunu 

kolayca görebiliriz. Ayrıca (𝑁:𝑅𝑀) nin 𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideal olması için 

gerek ve yeter koşul (𝑁:𝑅′𝑀) nin 𝑅′ nün bir 2-yutan asalımsı ideali olmasıdır.  

 

Teorem 3.1.11 𝑆,  𝑅 nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi olsun. O halde 𝑁,  𝑀 nin bir 2-

yutan asalımsı alt modülü ve 𝑆−1𝑁 ≠ 𝑆−1𝑀 ise 𝑆−1𝑁, 𝑆−1𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı 

alt modülüdür.  

İspat (
𝑎₁

𝑠1
) (

𝑎₂

𝑠2
) (

𝑚

𝑠
) ∈ 𝑆−1𝑁 ise bir 𝑢 ∈ 𝑆 için 𝑢𝑎₁𝑎₂𝑚 ∈ 𝑁 sağlanır. Buradan 𝑢𝑎₁𝑚 ∈

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑢𝑎₂𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑎₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) bulunur. O halde 

(
𝑎₁

𝑠1
) (

𝑚

𝑠
) = (

𝑢𝑎₁𝑚

𝑢𝑠1𝑠
) ∈ 𝑆−1(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)) ⊆ 𝑆−1𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑆−1𝑁) veya (

𝑎₂

𝑠2
) (

𝑚

𝑠
) =

(
𝑢𝑎₂𝑚

𝑢𝑠2𝑠
) ∈ 𝑆−1(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)) ⊆ 𝑆−1𝑀-𝑟𝑎𝑑(𝑆−1𝑁) veya (

𝑎₁

𝑠1
) (

𝑎₂

𝑠2
) = (

𝑎₁𝑎₂

𝑠1𝑠2
) ∈

𝑆−1(𝑁:𝑅𝑀) ⊆ (𝑆−1𝑁:𝑆−1𝑅 𝑆
−1𝑀) sağlanır. Böylece istenilen gösterilmiş olur. ⎕ 
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Teorem 3.1.12 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 𝐾 ile 𝑁,  𝑀 nin iki alt modülü olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki özdeşlikler geçerlidir. 

(1) √(𝐾𝑁:𝑅𝑀) = √(𝐾:𝑅𝑀) ∩ √(𝑁:𝑅𝑀)  dir. 

(2) 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝐾𝑁) = 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ∩ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) dir. 

(3) 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝐾 ∩ 𝑁) = 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ∩ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) dir. 

İspat (1) Hipotez gereğince, 𝐾 = 𝐼𝑀 ve 𝑁 = 𝐽𝑀 özdeşliklerini sağlayan 𝑅 nin iki 𝐼,  𝐽 

ideali vardır. Şimdi 𝑟 ∈ √(𝐾:𝑅𝑀) ∩ √(𝑁:𝑅𝑀) alalım. Bu halde bir takım pozitif 𝑚, 𝑛  

pozitif tamsayıları için 𝑟𝑚𝑀 ⊆ 𝐼𝑀 ve 𝑟ⁿ𝑀 ⊆ 𝐽𝑀 gerçeklenir. Buradan 𝑟𝑚+𝑛𝑀 ⊆

𝑟𝑚𝐽𝑀 ⊆ 𝐼𝐽𝑀 = 𝐾𝑁 olup 𝑟 ∈ √(𝐾𝑁:𝑅𝑀)  elde edilir. Sonuç olarak √(𝐾:𝑅𝑀) ∩

√(𝑁:𝑅𝑀)  ⊆ √(𝐾𝑁:𝑅𝑀) bulunur. Ters kapsamanın geçerli olduğu açıktır. 

(2) Teorem 1.2.7 ve (1) den açıkça,  

𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝐾𝑁)  =  √(𝐾𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = (√(𝐾:𝑅𝑀) ∩ √(𝑁:𝑅𝑀) )𝑀                           

=  ([√(𝐾:𝑅𝑀) + 𝑎𝑛𝑛𝑀] ∩ [√(𝑁:𝑅𝑀) + 𝑎𝑛𝑛𝑀])𝑀                   

=  √(𝐾:𝑅𝑀)𝑀 ∩ √(𝑁:𝑅𝑀) 𝑀 =  𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ∩ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)

  

elde edilir. 

(3) 𝑀 bir çarpımsal modül olsun. Buradan 

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾 ∩ 𝑁) = √(𝐾 ∩ 𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = (√(𝐾:𝑅𝑀) ∩ √(𝑁:𝑅𝑀) )𝑀                                               

 =  ([√(𝐾:𝑅𝑀) + 𝑎𝑛𝑛𝑀] ∩ [√(𝑁:𝑅𝑀) + 𝑎𝑛𝑛𝑀])𝑀                                             

= √(𝐾:𝑅𝑀)𝑀 ∩ √(𝑁:𝑅𝑀) =  𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ∩ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)                               

 

eşitliği bulunur. ⎕ 
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Teorem 3.1.13 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑁₁, 𝑁₂, . . . , 𝑁𝑛, aynı radikale sahip olan 𝑀 

nin 2-yutan asalımsı alt modülleri ise 𝑁 = ⋂ 𝑁𝑖
𝑛
𝑖=1 , 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt 

modülüdür. 

İspat Teorem 3.1.12 gereğince 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = ⋂ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑖)
𝑛
𝑖=1  sağlanır. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 

𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 ve 𝑎𝑏 ∉ (𝑁:𝑅𝑀) olsun. Bu takdirde bir 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 için 𝑎𝑏 ∉

(𝑁𝑖:𝑅𝑀) dır. Buradan 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑖) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑖) elde edilir. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 3.1.14 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü 

olsun. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑀 nin bir 𝐾 alt modülü için 𝑎𝑏𝐾 ⊆ 𝑁 olsun. Eğer 𝑎𝑏 ∉ (𝑁:𝑅𝑀) ise 

𝑎𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. 

İspat 𝑎𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. Bu takdirde bazı 𝑘₁, 𝑘₂ ∈

𝐾 için 𝑎𝑘₁ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏𝑘₂ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. 𝑎𝑏𝑘₁ ∈ 𝑁, 𝑎𝑏 ∉ (𝑁:𝑅𝑀) ve 

𝑎𝑘₁ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan 𝑏𝑘₁ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) bulunur. 𝑎𝑏𝑘₂ ∈ 𝑁 ve 𝑎𝑏 ∉

(𝑁:𝑅𝑀) ve 𝑏𝑘₂ ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) gereğince 𝑎𝑘₂ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) elde edilir. Şimdi 

𝑎𝑏(𝑘₁ + 𝑘₂) ∈ 𝑁 ve 𝑎𝑏 ∉ (𝑁:𝑅𝑀) olacağından 𝑎(𝑘₁ + 𝑘₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝑏(𝑘₁ + 𝑘₂) ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) geçerlidir. Burada 𝑎(𝑘₁ + 𝑘₂) = 𝑎𝑘₁ + 𝑎𝑘₂ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

varsayalım. 𝑎𝑘₂ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan 𝑎𝑘₁ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) çelişkisine varılır. 

𝑏(𝑘₁ + 𝑘₂) = 𝑏𝑘₁ + 𝑏𝑘₂ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. 𝑏𝑘₁ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan 

𝑏𝑘₂ ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) çelişkisi elde edilir. Böylece 𝑎𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝐾 ⊆ 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. ⎕ 

Aşağıdaki teorem (Teorem 3.1.15) ise 2-yutan asalımsı alt modüllerin bir 

karakterizasyonunu sunar. 

 

Teorem 3.1.15 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑁, 𝑀 nin bir has alt modülü olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler denktir: 

(1) 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 
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(2)  𝐼₁𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑁 kapsamasını sağlayan 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ idealleri ve 𝑀 nin bir 𝐾 alt 

modülü için 𝐼₁𝐼₂ ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) veya 𝐼₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

sağlanır. 

(3) 𝑁₁𝑁₂𝑁3 ⊆ 𝑁 kapsamasını sağlayan 𝑅 nin 𝑁₁,  𝑁₂ ve 𝑁3 alt modülleri için 

𝑁₁𝑁₂ ⊆ (𝑁:𝑅𝑀)  veya 𝑁₁𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  veya 𝑁₂𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. 

İspat (1)⇒(2) 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü ve 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ idealleri ve 𝑀 

nin bir 𝐾 alt modülü için 𝐼₁𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑁 ve 𝐼₁𝐼₂ ⊈ (𝑁:𝑅𝑀) olsun. 𝐼₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) nın sağlandığını göstereceğiz. Aksine 𝐼₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 

𝐼₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) varsayalım. Şu halde 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑎₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

olacak şekilde 𝑎₁ ∈ 𝐼₁ ve 𝑎₂ ∈ 𝐼₂ elemanları vardır. 𝑎₁𝑎₂𝐾 ⊆ 𝑁 ve 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑎₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince 

𝑎₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sağlanır. 

𝐼₁𝐼₂ ⊈ (𝑁:𝑅𝑀) olduğundan 𝑏₁ ∈ 𝐼₁ ve 𝑏₂ ∈ 𝐼₂ için 𝑏₁𝑏₂ ∉ (𝑁:𝑅𝑀) dir. 𝑏₁𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑁 ve 

𝑏₁𝑏₂ ∉ (𝑁:𝑅𝑀) olmasından 𝑏₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) elde edilir. 

O halde Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince üç durum söz konusudur: 

I. Durum: 𝑏₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olsun. 𝑎₁𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑁 ve 𝑏₂𝐾 ⊈

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁), 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince 

𝑎₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) bulunur. 𝑏₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) fakat 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan 

(𝑎₁ + 𝑏₁)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) dir. (𝑎₁ + 𝑏₁)𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑁 ve 𝑏₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 

(𝑎₁ + 𝑏₁)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince (𝑎₁ +

𝑏₁)𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sonucuna varılır. (𝑎₁ + 𝑏₁)𝑏₂ = 𝑎₁𝑏₂ + 𝑏₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀)  ve 𝑎₁𝑏₂ ∈

(𝑁:𝑅𝑀)  olmasından 𝑏₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) çelişkisine varılır. 

II. Durum: 𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olsun. Bu durumda da I. 

Duruma benzer yol izlenerek çelişki elde edilir. 

III. Durum: 𝑏₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) durumunda, 𝑏₂𝐾 ⊆ 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑎₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan (𝑎₂ + 𝑏₂)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) dır. 𝑎₁(𝑎₂ +

𝑏₂)𝐾 ⊆ 𝑁 iken 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve (𝑎₂ + 𝑏₂)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olmasından 

Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince 𝑎₁(𝑎₂ + 𝑏₂) = 𝑎₁𝑎₂ + 𝑎₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) elde edilir. 

𝑎₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olduğundan 𝑎₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olur. 𝑏₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve 𝑎₁𝐾 ⊈ 𝑀 −
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𝑟𝑎𝑑(𝑁) olduğundan (𝑎₁ + 𝑏₁)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sonucuna varılır. (𝑎₁ + 𝑏₁)𝑎₂𝐾 ⊆ 𝑁 

iken 𝑎₂𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ve (𝑎₁ + 𝑏₁)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) olmasından Yardımcı Teorem 

3.1.14 gereğince (𝑎₁ + 𝑏₁)𝑎₂ = 𝑎₁𝑎₂ + 𝑏₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) bulunur. 𝑎₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) ve 

𝑎₁𝑎₂ + 𝑏₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olduğundan 𝑏₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) elde edilir. Şimdi (𝑎₁ + 𝑏₁)(𝑎₂ +

𝑏₂)𝐾 ⊆ 𝑁 iken (𝑎₁ + 𝑏₁)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)  ve (𝑎₂ + 𝑏₂)𝐾 ⊈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 

olduğundan Yardımcı Teorem 3.1.14 gereğince (𝑎₁ + 𝑏₁)(𝑎₂ + 𝑏₂) = 𝑎₁𝑎₂ + 𝑎₁𝑏₂ +

𝑏₁𝑎₂ + 𝑏₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) sonucuna varılır. 𝑎₁𝑎₂, 𝑎₁𝑏₂, 𝑏₁𝑎₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀) olduğundan 

𝑏₁𝑏₂ ∈ (𝑁:𝑅𝑀)  çelişkisine varılır. O halde 𝐼₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır.  

(2)⇒(1) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  ve  𝑚 ∈ 𝑀  için  𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 olsun. (2) hipotezinde 𝑅 nin 𝐼1 = (𝑎), 

𝐼₂ = (𝑏) idealleri ve 𝑀 nin 𝐾 = 𝑅𝑚 alt modülü olarak alınırsa, istenilen açıkça elde 

edilir. 

(2)⇒(3) 𝑀 nin bir takım alt modülleri 𝑁₁,  𝑁₂, 𝑁3 için 𝑁₁𝑁₂𝑁3 ⊆ 𝑁 sağlansın. 𝑁₁𝑁₂ ⊈

(𝑁:𝑅𝑀) varsayalım. 𝑀 bir çarpımsal modül olduğundan 𝑁₁ = 𝐼1𝑀 ve 𝑁₂ = 𝐼2𝑀 olacak 

şekilde 𝐼1 ve 𝐼2 idealleri vardır. Böylece 𝐼1𝐼2𝑁3 ⊆ 𝑁 ve 𝐼1𝐼2 ⊈ (𝑁:𝑀) olur. Şu halde 

𝐼₁𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝐼₂𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁), yani 𝑁₁𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝑁₂𝑁3 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. 

(3)⇒(2) 𝑅 nin 𝐼₁, 𝐼₂ idealleri ve 𝑀 nin bir 𝐾 alt modülü için 𝐼₁𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑁 olsun. 𝑁₁ =

𝐼1𝑀 ve 𝑁₂ = 𝐼₂𝑀 ve 𝑁3 = 𝐾 alınırsa, (3) hipotezi gereğince 𝐼₁𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝐼₂𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) gerçeklenir. ⎕ 

 

Teorem 3.1.16 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑁,  𝑀 nin bir alt modülü olsun. (𝑁:𝑅𝑀),  𝑅 

nin bir 2-yutan asalımsı ideali ise 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür.  

İspat 𝑅 nin iki 𝐼1,  𝐼2 ideali ve 𝑀 nin bir 𝐾 alt modülü için 𝐼1𝐼2𝐾 ⊆ 𝑁 olsun. 𝑀 bir 

çarpımsal modül olduğundan 𝐾 = 𝐼3𝑀 olacak şekilde 𝑅 nin bir 𝐼3 ideali vardır. Buradan 

𝐼1𝐼2𝐼3 ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) olması, 𝐼1𝐼2 ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) veya 𝐼2𝐼3 ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀) veya 𝐼1𝐼3 ⊆

√(𝑁:𝑅𝑀) olmasını gerektirir. Eğer 𝐼1𝐼2 ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) ise ispat tamamlanır. O halde 

𝐼1𝐼3 ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀) varsayalım. Bu takdirde 𝐼1𝐼3𝑀 ⊆ 𝐼1𝐾 ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) 
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olur. Benzer şekilde, eğer 𝐼2𝐼3 ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀) ise 𝐼2𝐼3𝑀 ⊆ 𝐼2𝐾 ⊆ √(𝑁:𝑅𝑀)𝑀 = 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) den 𝐼2𝐾 ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) elde edilir. O halde Teorem 3.1.15 ten ispat 

tamamlanır.  ⎕ 

Teorem 3.1.16 daki 𝑀 modülünün çarpımsal modül olması koşulunun gerekli olduğunu 

aşağıdaki örnek yardımıyla görebiliriz. 

 

Örnek 3.1.17 ℤ-modül 𝑀 = ℤ × ℤ  yi göz önüne alalım ve 𝑀 nin 𝑁 = 6ℤ × 0 alt 

modülünü düşünelim. Şu halde ℤ × 0,  2ℤ × ℤ ve  3ℤ × ℤ, 𝑀 nin 𝑁 yi içeren alt 

modülleridir. Böylece (𝑁:𝑍𝑀) = 0,  ℤ nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. Diğer taraftan 

2 ∙ 3 ∙ (1,0) = (6,0) ∈ 𝑁  iken  2 ∙ 3 ∉ (𝑁:ℤ𝑀), 2 ∙ (1,0) = (2,0) ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) ⊆

(ℤ × 0) ∩ (2ℤ × ℤ) ∩ (3ℤ × 𝑍) = 6ℤ × 0 = 𝑁  ve 3 ∙ (1,0) = (3,0) ∉ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) =

𝑁 olduğundan 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü değildir. 

 

Teorem 3.1.18 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑁₁  ile 𝑁₂, 𝑀 nin asalımsı alt modülleri 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki durumlar gerçeklenir. 

(1) 𝑁₁ ∩ 𝑁₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

(2) 𝑀 sonlu üretilmiş ve sadık çarpımsal modül ise 𝑁₁𝑁₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt 

modülüdür.  

İspat (1) 𝑁₁ ve 𝑁₂, 𝑀 nin asalımsı alt modülleri olduğundan (𝑁₁:𝑅𝑀) ve (𝑁₂:𝑅𝑀),  𝑅 

nin asalımsı idealleri olur. Burada Teorem 2.1.12 gereğince, (𝑁₁:𝑅𝑀)(𝑁₂:𝑅𝑀) ve 

(𝑁₁ ∩ 𝑁₂:𝑅𝑀) = (𝑁₁:𝑅𝑀) ∩ (𝑁₂:𝑅𝑀),  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. Teorem 

3.1.16 gereğince 𝑁₁ ∩ 𝑁₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür.  

(2) 𝑀 sonlu üretilmiş ve sadık çarpımsal 𝑅-modül olsun. Bu durumda (𝑁₁𝑁₂:𝑅𝑀) =

(𝑁₁:𝑅𝑀)(𝑁₂:𝑅𝑀) olur. Böylece yine Theorem 3.1.16 nın sonucu olarak 𝑁₁𝑁₂, 𝑀 nin 

bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. ⎕ 
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𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modül ve 𝑁,  𝑀 nin asalımsı alt modülü ise √(𝑁:𝑀) nin 𝑅 nin bir 

asal ideali olduğunu biliyoruz. Şu halde 𝑃 = 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = √(𝑁:𝑀)𝑀, 𝑀 nin asal alt 

modülü olur. Bu durumda 𝑁 ye, 𝑀 nin 𝑃-asalımsı alt modülü adı verilir. 

 

Sonuç 3.1.19 𝑀 bir çarpımsal modül 𝑃₁ ve 𝑃₂, 𝑀 nin iki asal alt modülleri olsun. 𝑃₁ⁿ 

(𝑛 ∈ ℤ) bir 𝑃₁-asalımsı alt modül ve 𝑃2
𝑚  (𝑚 ∈ ℤ) bir 𝑃₂-asalımsı alt modül ise 

aşağıdakiler geçerlidir: 

(1) 𝑃₁ⁿ ∩ 𝑃2
𝑚 bir 2-yutan asalımsı alt modüldür. 

(2) 𝑀 sonlu üretilmiş ve sadık çarpımsal modül ise 𝑃₁ⁿ𝑃2
𝑚 bir 2-yutan asalımsı 

alt modüldür. 

 

Teorem 3.1.20 𝑁,  𝑀 nin asalımsı ayrışıma sahip bir alt modülü olsun. 𝑀1 ve 𝑀2, 𝑀 nin 

iki maksimal alt modülü olmak üzere 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = 𝑀1 ∩𝑀2 ise 𝑁,  𝑀 nin 2-yutan 

asalımsı alt modülüdür. 

İspat 𝑁𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛), 𝑀 nin asalımsı alt modülü olmak üzere 𝑁 = 𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ …∩

𝑁𝑛 asalımsı ayrışımı olsun. Önerme 3.1.12 (3) gereğince  

𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁1)) ∩ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁2)) ∩ …∩ (𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑛)) =  𝑀1 ∩𝑀2 

elde edilir. 𝑀− 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑖) lerin her biri asal alt modül olduğundan (Teorem 3.16 (Ameri, 

2003)) gereğince {𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁1),𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁2),…, 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑛)} =  {𝑀1, 𝑀2} bulunur. 

Genelliği kaybetmeden bir 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 için {𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁1),𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁2), … ,𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑡)} =  {𝑀1} ve {𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑡+1),𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑡+2),… ,𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁𝑛)} =  {𝑀2} 

varsayalım. 𝐾1 ≔ 𝑁1 ∩ 𝑁2 ∩ …∩ 𝑁𝑡 ve 𝐾2 ≔ 𝑁𝑡+1 ∩ 𝑁𝑡+2 ∩ …∩ 𝑁𝑛 diyelim. O halde 

(Lemma 1.2.2, (Ash, 2006)) gereğince 𝐾1 bir 𝑀1-asalımsı alt modül ve 𝐾2 bir 𝑀2-

asalımsı alt modüldür. Sonuç olarak Teorem 3.1.18 gereğince 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan 

asalımsı alt modülüdür. ⎕ 
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Yardımcı Teorem 3.1.21 (Corollary 1.3, (McCasland ve Moore, 1991) 𝑀 ve 𝑀′ iki 

𝑅-modül ve 𝑓:𝑀 → 𝑀′ bir 𝑅-modül epimorfizması olsun. Bu takdirde, 𝑁,  𝑀 nin 

Ç𝑒𝑘(𝑓) yi içeren bir alt modülü ise 𝑓(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)) = 𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑓(𝑁)) dir. 

 

Teorem 3.1.22 𝑓:𝑀 → 𝑀′ bir 𝑅-modül homomorfizması olsun. Bu takdirde, 

(1) 𝑁′, 𝑀′ nün bir 2-yutan asalımsı alt modülü ise 𝑓−1(𝑁′),  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı 

alt modülüdür. 

(2) 𝑓 bir epimorfizma ve 𝑁,  𝑀 nin Ç𝑒𝑘𝑓 yi içeren bir 2-yutan asalımsı alt modülü ise 

𝑓(𝑁),  𝑀′ nün bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

İspat (1) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑓⁻¹(𝑁′) olsun. Buradan 𝑎𝑏𝑓(𝑚) ∈ 𝑁′ dir. 

Buradan 𝑎𝑏 ∈ (𝑁′:𝑅𝑀′) veya 𝑎𝑓(𝑚) ∈ 𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁′) veya 𝑏𝑓(𝑚) ∈ 𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁′) 

elde edilir. Böylece 𝑎𝑏 ∈ (𝑓⁻¹(𝑁′):𝑅𝑀) veya 𝑎𝑚 ∈ 𝑓⁻¹(𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁′)) veya 𝑏𝑚 ∈

𝑓⁻¹(𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁′)) olur. 𝑓⁻¹(𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁′)) ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑓⁻¹(𝑁′)) kapsamasından 

𝑓⁻¹(𝑁′)  nin 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olduğu görülür. 

(2) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,  𝑚′ ∈ 𝑀′ için 𝑎𝑏𝑚′ ∈ 𝑓(𝑁) olsun. 𝑓 örten olduğundan bir 𝑚 ∈ 𝑀 için 

𝑚′ = 𝑓(𝑚)  olup 𝑓(𝑎𝑏𝑚) ∈ 𝑓(𝑁) bulunur. Ç𝑒𝑘𝑓 ⊆ 𝑁 olmasından 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 elde 

edilir. 𝑁, 2-yutan asalımsı olduğundan 𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀)  veya 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) sağlanır. Buradan 𝑎𝑏 ∈ (𝑓(𝑁):𝑅𝑀′) veya 𝑎𝑚′ ∈ 𝑓(𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁)) = 𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑓(𝑁)) veya 𝑏𝑚′ ∈ 𝑓(𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁)) = 𝑀′ − 𝑟𝑎𝑑(𝑓(𝑁)) elde 

edilir. Sonuç olarak 𝑓(𝑁),  𝑀′ nun bir 2-yutan asalımsı alt modülü olarak bulunur. ⎕ 

Teorem 3.1.22 (2) nin doğrudan bir sonucu olarak Sonuç 3.1.23 ü elde ederiz.  

 

Sonuç 3.1.23 𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝐿 ⊆ 𝑁, 𝑀 nin alt modülleri olsun. 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan 

asalımsı alt modülü ise 𝑁/𝐿 de 𝑀/𝐿 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 
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Teorem 3.1.24 𝐾 ve 𝑁,𝑀 nin alt modülleri ve 𝐾 ⊂ 𝑁 ⊂ 𝑀 olsun. 𝐾, 𝑀 nin bir 2-yutan 

asalımsı alt modülü ve 𝑁/𝐾,  𝑀/𝐾 nın bir zayıf 2-yutan asalımsı alt modülü ise 𝑁, 𝑀 

nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

İspat 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,  𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝑁 olsun. 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝐾 ise 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ⊆ 𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝐾) ⊆ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑎𝑏 ∈ (𝐾:𝑅𝑀) ⊆ (𝑁:𝑅𝑀) olur 

ki bu da ispatı tamamlar. O halde 𝑎𝑏𝑚 ∉ 𝐾 varsayalım. Bu durumda 0 ≠ 𝑎𝑏(𝑚 + 𝐾) ∈

𝑁/𝐾 olması gereğince 𝑎(𝑚 + 𝐾) ∈ 𝑀/𝐾 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁/𝐾) veya 𝑏(𝑚 + 𝐾) ∈ 𝑀/𝐾 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁/𝐾) veya 𝑎𝑏 ∈ (𝑁/𝐾:𝑅𝑀/𝐾) gerçeklenir. 𝑀/𝐾 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁/𝐾) = (𝑀 −

𝑟𝑎𝑑(𝑁)/𝐾) eşitliği gereğince 𝑎𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 𝑏𝑚 ∈ 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) veya 

𝑎𝑏 ∈ (𝑁:𝑅𝑀) elde edilir. O halde 𝑁, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. ⎕ 

 

Not 3.1.25 𝑅₁  ve 𝑅₂ iki değişmeli birimli halka ve 𝑀₁ ve 𝑀₂ ise sırasıyla 

𝑅1 −modül ve 𝑅₂ −modül olmak üzere 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ olsun. Bu durumda 𝑀 = 𝑀₁ ×𝑀₂ 

bir 𝑅-modüldür ve 𝑀 nin her alt modülü, 𝑁₁,  𝑀₁ in bir alt modülü ve 𝑁₂,  𝑀₂ nin alt 

modülü olmak üzere 𝑁 = 𝑁₁ × 𝑁₂ formundadır. Buna ek olarak, eğer 𝑀𝑖 bir çarpımsal 

𝑅𝑖-modül (𝑖 =  1, 2) ise 𝑀 bir çarpımsal 𝑅-modüldür. Bu durumda 𝑀 nin her 𝑁 =

𝑁₁ × 𝑁₂ alt modülü için 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁) = (𝑀₁ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁₁)) × (𝑀₂ − 𝑟𝑎𝑑(𝑁₂)) olur.  

 

Teorem 3.1.26 𝑅 = 𝑅₁ × 𝑅₂ ve 𝑀₁ bir çarpımsal 𝑅₁ −modül, 𝑀₂ bir çarpımsal 

𝑅₂ −modül olmak üzere 𝑀 = 𝑀₁ ×𝑀₂ olsun. 𝐾₁ ve 𝐾2, sırasıyla 𝑀₁ ve 𝑀₂ nin has alt 

modülü olsun. Bu takdirde aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

(1)  𝐾₁ in bir 2-yutan asalımsı alt modül olması için gerek ve yeter koşul 𝑁 = 𝐾₁ × 𝑀₂ 

nin 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olmasıdır. 

(2) 𝐾2  nin bir 2-yutan asalımsı alt modül olması için gerek ve yeter koşul 𝑁 = 𝑀₁ × 𝐾2 

nin 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olmasıdır. 

(3) 𝐾₁,  𝑀₁ nin bir asalımsı alt modülü ve 𝐾₂, 𝑀₂ nin bir asalımsı alt modülü ise 

𝑁 = 𝐾₁ × 𝐾₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 
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İspat (1) 𝑁 = 𝐾₁ × 𝑀₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olsun. Hipotez gereğince 

𝑁 bir has alt modül olduğundan 𝐾₁ ≠ 𝑀₁ dir. 𝑀′ = (𝑀/({0} × 𝑀₂)) diyelim. Sonuç 

3.1.23 uyarınca 𝑁′ = (
𝑁

{0}×𝑀₂
),  𝑀′ nün bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. Burada 

𝑀′ ≅ 𝑀₁ ve 𝑁′ ≅ 𝐾₁ izomorfizmaları kolaylıkla görülür. Şu halde 𝐾₁,  𝑀₁ nin bir 2-

yutan asalımsı alt modülüdür. Tersine, 𝐾₁,  𝑀₁ nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü ise 

açıkça 𝑁 = 𝐾₁ × 𝑀₂, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. 

(2) İspat (1) ile benzer olarak kolaylıkla elde edilir. 

(3) 𝐾₁ ve 𝐾₂, sırasıyla 𝑀₁ ve 𝑀₂ nin asalımsı alt modülleri olmak üzere 𝑁 = 𝐾₁ × 𝐾₂ 

olsun. Buradan (1), (2) ve Teorem 3.1.18 gereğince, (𝐾₁ × 𝑀₂) ∩ (𝑀₁ × 𝐾₂) = 𝐾₁ ×

𝐾₂ = 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülüdür. ⎕ 

 

3.2 Bazı Özel Çarpımsal Modüllerin 2-Yutan Asalımsı Alt modülleri  

Tanım 3.2.1 𝑅 halkasında her 𝑃 ideali için 𝑃 ⊆ 𝑥𝑅 kapsaması her 𝑥 ∈ 𝑅\𝑃 için 

sağlanıyorsa 𝑅 ye bölüm halkası adı verilir. Bu düşünceyi modüllere genelleştirecek 

olursak, bir 𝑅-modül 𝑀 nin her 𝑁 asal alt modülü için 𝑁 ⊆ 𝑅𝑚 kapsaması her 𝑚 ∈

𝑀\𝑁 için sağlanıyorsa 𝑀 ye bölüm modülü deriz. 

 

Teorem 3.2.2 𝑀 bir bölüm 𝑅-modülü olsun Bu takdirde 𝑀 nin her has alt modülü bir 2-

yutan asalımsı alt modüldür. Özel olarak, bir zincir (chained) modülün her alt modülü 

bir 2-yutan asalımsı alt modüldür. 

İspat 𝑁,  𝑀 nin bir has alt modülü olsun. Bir bölüm modülün asal alt modülleri sıralı 

olduğundan 𝑀 − 𝑟𝑎𝑑(𝑁),  𝑀 nin bir asal alt modülüdür. Böylece Teorem 3.1.7 

uyarınca 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olarak elde edilir. ⎕ 

 

Tanım 3.2.3 𝑀 bir 𝑅-modül olsun. 𝑃, 𝑅 nin bir maksimal ideali ise  



 

88 

 

𝑇𝑃(𝑀) = {𝑚 ∈ 𝑀 ∶ 𝑏𝑖𝑟 𝑝 ∈ 𝑃 𝑖ç𝑖𝑛 (1 − 𝑝)𝑚 = 0} 

kümesi açıkça 𝑀 nin bir alt modülüdür. Ayrıca 𝑀 alt modülüne, şayet bir 𝑞 ∈ 𝑃 ve 

𝑚 ∈ 𝑀 için (1 − 𝑞)𝑀 ⊆ 𝑅𝑚 sağlanıyorsa 𝑃-devirli denir.  

Bu iki kavram arasındaki ilişkiyi aşağıdaki Yardımcı Teorem 3.2.4 yardımıyla 

görebiliriz: 

 

Yardımcı Teorem 3.2.4 (Theorem 1.2, (El-Bast ve Smith, 1988)) Bir 𝑅-modül 𝑀 nin 

çarpımsal modül olması için gerek ve yeter koşul 𝑅 nin her maksimal 𝑃 ideali için 𝑀 

modülünün 𝑃-devirli veya 𝑀 = 𝑇𝑃(𝑀) olmasıdır. 

 

Teorem 3.2.5 𝐼,  𝑅 nin bir 2-yutan asalımsı ideali ve 𝑀 sadık çarpımsal 𝑅-modülü için 

𝐴𝑠𝑠𝑅(𝑀/√𝐼𝑀) bir tamamen sıralı küme olsun. Bu takdirde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ve 𝑚 ∈ 𝑀 için 

𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝐼𝑀 iken 𝑎𝑚 ∈ √𝐼𝑀 veya 𝑏𝑚 ∈ √𝐼𝑀 veya 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 sağlanır. 

İspat 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,  𝑚 ∈ 𝑀 için 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝐼𝑀 olsun. (√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) = 𝑅 veya (√𝐼𝑀:𝑅 𝑏𝑚) = 𝑅 

ise ispat tamamlanır. Şu halde (√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ve (√𝐼𝑀:𝑅 𝑏𝑚) nin 𝑅 nin has idealleri 

olduğunu varsayalım. 𝐴𝑠𝑠𝑅(𝑀/√𝐼𝑀) bir tamamen sıralı küme olduğundan 

(√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ∪ (√𝐼𝑀:𝑅 𝑏𝑚),  𝑅 nin bir idealidir. Buradan (√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ∪ (√𝐼𝑀:𝑅 𝑏𝑚) 

⊆ 𝑊 olacak şekilde 𝑅 nin bir maksimal 𝑊 ideali vardır. Böylece 𝑎𝑚 ∉ 𝑇𝑊(𝑀) ∶=

{𝑚′ ∈ 𝑀: (1 − 𝑥)𝑚′ = 0, 𝑥 ∈ 𝑤} bulunur. Çünkü 𝑎𝑚 ∈ 𝑇𝑊(𝑀) olması bir 𝑥 ∈ 𝑊 

için (1 − 𝑥)𝑎𝑚 = 0 olmasını gerektirir. Bu ise (1 − 𝑥)𝑎𝑚 ∈ √𝐼, yani 1 − 𝑥 ∈

(√𝐼𝑀 :𝑅 𝑎𝑚 ) ⊆ 𝑊 çelişkisini doğurur. Yardımcı Teorem 3.2.4.gereğince (1 − 𝑥)𝑀 ⊆

𝑅𝑚′ olacak şekilde bir 𝑥 ∈ 𝑊 ve 𝑚′ ∈ 𝑀 vardır. Buradan bir 𝑟 ∈ 𝑅 için (1 − 𝑥)𝑚 =

𝑟𝑚′ elde edilir. Ayrıca, 𝑎𝑏𝑚 ∈ 𝐼𝑀 olduğundan bir 𝑠 ∈ 𝐼 için (1 − 𝑥)𝑎𝑏𝑚 = 𝑠𝑚′ olur. 

Şu halde (𝑎𝑏𝑟 − 𝑠)𝑚′ = 0 ve böylelikle (1 − 𝑥)(𝑎𝑏𝑟 − 𝑠)𝑀 ⊆ (𝑎𝑏𝑟 − 𝑠)𝑅𝑚′ =  0 

bulunur. 𝑀 bir sadık modül olduğundan (1 − 𝑥)(𝑎𝑏𝑟 − 𝑠) =0 dır. Yani (1 − 𝑥)𝑎𝑏𝑟 =

(1 − 𝑥)𝑠 ∈ 𝐼 olur. 𝐼 bir 2-yutan asalımsı ideal olduğundan (1 − 𝑥)𝑎𝑟 ∈ √𝐼 veya 

(1 − 𝑥)𝑏 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑏𝑟 ∈ 𝐼 sonucuna varılır. 
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I. Durum: Eğer (1 − 𝑥)𝑎𝑟 ∈ √𝐼 ise Teorem 2.1.4 gereğince √𝐼, 𝑅 nin bir 2-yutan ideali 

olduğundan, (1 − 𝑥)𝑎 ∈ √𝐼 veya (1 − 𝑥)𝑟 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑟 ∈ √𝐼 sağlanır (1 − 𝑥)𝑎 ∈ √𝐼 

durumunda (1 − 𝑥)𝑎𝑚 ∈ √𝐼𝑀 olup, buradan 1 − 𝑥 ∈ (√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ⊆ 𝑊 çelişkisine 

varılır. Eğer (1 − 𝑥)𝑟 ∈ √𝐼 ise (1 − 𝑥)²𝑚 = (1 − 𝑥)𝑟𝑚′ ∈ √𝐼𝑀 olup, (1 − 𝑥)² ∈

(√𝐼𝑀:𝑅𝑚) ⊆ (√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ⊆ 𝑊 kapsaması ile yine bir çelişki elde edilir. Böylece 

(1 − 𝑥)𝑎 ∉ √𝐼 ve (1 − 𝑥)𝑟 ∉ √𝐼 dır.  

II. Durum: İlk duruma benzer şekilde (1 − 𝑥)𝑏 ∉ √𝐼 olduğu görülür.  

III. Durum: 𝑎𝑟𝑏 ∈ 𝐼 ise 𝑎𝑟 ∈ √𝐼 veya 𝑏𝑟 ∈ √𝐼 veya 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 olur. 𝑎𝑟 ∈ √𝐼 varsayalım. 

Bu durum (1 − 𝑥)𝑎𝑚 = 𝑎𝑟𝑚′ ∈ √𝐼𝑀 olmasını gerektirir. Buradan (1 − 𝑥) ∈

(√𝐼𝑀:𝑅 𝑎𝑚) ⊆ 𝑊 olarak çelişkiye varılır. Böylece 𝑎𝑟 ∉ √𝐼 ve benzer şekilde 𝑏𝑟 ∉ √𝐼 

sonucuna varılır. Sonuç olarak 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 elde edilir. ⎕ 

 

Tanım 3.2.6 𝑅,  bir 𝐾 tam bölüm halkası (total quotient halkası) ile birlikte bir halka 

olsun. 𝑅 nin bir sıfırdan farklı 𝐼 idealine, 𝐼⁻¹ = {𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑥𝐼 ⊆ 𝑅} olmak üzere 𝐼𝐼⁻¹ = 𝑅 

özdeşliğini sağladığı takdirde tersinir denir. Tersinir alt modül kavramı ise (Naoum ve 

Al-Alwan, 1996) da tanımlanan tersinir ideallerin genelleştirmesi olarak tanımlanmıştır. 

𝑀 bir 𝑅-modül ve 𝑆 = 𝑅 \{0} olsun. Bu takdirde 𝑇 = {𝑡 ∈ 𝑆 ∣ 𝑡𝑚 = 0 olacak şekilde 

bir 𝑚 ∈ 𝑀 vardır}, 𝑅 nin bir çarpımsal kapalı alt kümesi olur. 𝑁,𝑀 nin bir alt modülü 

ve 𝑁′ = {𝑥 ∈ 𝑅𝑇 ∣ 𝑥𝑁 ⊆ 𝑀} dir. Bir 𝑁 alt modülü için 𝑁′𝑁 = 𝑀 sağlanıyorsa, 𝑁 ye 𝑀 

içinde tersinir alt modül denir. 

Bir sıfırdan farklı 𝑅-modül 𝑀 nin sıfırdan farklı her alt modülü tersinir ise 𝑀 ye 

Dedekind modül adı verilir.  

 

Not 3.2.7 𝑅 bir tamlık bölgesi ise, sonlu üretilmiş serbest torsion çarpımsal 𝑅-modül 𝑀 

nin bir Dedekind modül olması için gerek ve yeter koşul 𝑅 nin bir Dedekind bölgesi 

olmasıdır. (Khoramdel ve Hesari, 2011). Dahası, sonlu üretilmiş serbest burulmalı 
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Dedekind çarpımsal 𝑅-modül 𝑀 nin her asal alt modülü maksimaldir. O halde aşağıdaki 

sonucu yazabiliriz: 

 

Teorem 3.2.8 𝑅 bir Noetherian bölge, 𝑀 bir serbest burulmalı çarpımsal 𝑅-modül 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki durumlar denktir: 

(1) 𝑀 bir Dedekind modüldür. 

(2) 𝑁 nin 𝑀 nin bir sıfırdan farklı 2-yutan asalımsı alt modülü olması için gerek ve yeter 

koşul bir maksimal alt modül 𝑚 ve bir pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑁 = 𝑚ⁿ veya iki maksimal 

alt modül 𝑚₁ ve 𝑚₂ ve iki pozitif tamsayı 𝑛, 𝑘 için 𝑁 = 𝑚₁ⁿ𝑚₂𝑘 tipinde olmasıdır. 

(3) 𝑁,𝑀 nin bir sıfırdan farklı 2-yutan asalımsı alt modülü ise bir asal alt modül 𝑃 ve bir 

pozitif tamsayı 𝑛 için 𝑁 = 𝑃ⁿ veya iki asal alt modül 𝑃₁ ve 𝑃₂ ve iki pozitif tamsayı 

𝑛, 𝑘 için 𝑁 = 𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑘 tipinde olmasıdır. 

İspat Bir Noetherian halka üzerindeki her çarpımsal modül bir Noetherian modül 

olduğundan, 𝑀 Noetherian ve dolayısıyla sonlu üretilmiştir. 

(1)⇒(2) 𝑁,  𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt modülü olsun. Şu halde 𝑁 = 𝐼𝑀 olacak 

şekilde bir 𝑅 nin 𝐼 ideali mevcuttur. Buradan Teorem 3.1.6 gereğince (𝑁:𝑅𝑀) = 𝐼,  𝑅 

nin bir 2-yutan asalımsı idealidir. 𝑅 bir Dedekind bölgesi olduğundan (Teorem 2.11 

(Badawi, 2007)) gereğince 𝑚₁, 𝑚₂ ve iki pozitif 𝑛, 𝑘 tamsayısı için 𝐼 = 𝑚₁ⁿ𝑚₂𝑘 

tipindedir. Buradan 𝑁 = 𝑚ⁿ𝑀 = (𝑚𝑀)ⁿ veya 𝑁 = (𝑚₁𝑀)ⁿ(𝑚₂𝑀)𝑘 olur ki, bu da 

istenilendir.  

(2)⇒(3) Aşikardır. 

(3)⇒(1) 𝑅 nin bir Dedekind bölgesi olduğunu göstermek için bir 𝑚 maksimal idealini 

alalım. 𝑚² ⊂ 𝐼 ⊂ 𝑚 olmak üzere 𝑅 nin bir 𝐼 idealinin bulunduğunu varsayalım. 

Buradan √𝐼 = 𝑚 ve dolayısıyla 𝑀 bir sadık çarpımsal 𝑅-modül olduğundan 𝑀−

𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀) = 𝑚𝑀 dir. Bu takdirde Teorem 3.1.7 den 𝐼𝑀, 𝑀 nin bir 2-yutan asalımsı alt 

modülüdür. Varsayımımızdan 𝑀 nin bir 𝑃 asal alt modülü ve bir 𝑛 pozitif tamsayısı için 
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𝐼𝑀 = 𝑃ⁿ veya iki asal alt modül 𝑃₁ ve 𝑃₂ ve iki pozitif tamsayı 𝑛, 𝑘 için 𝑁 = 𝐼𝑀 =

𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑘 dir. 𝑀 kısaltmalı  olduğundan, bir asal ideal 𝑃 ve bir pozitif tamsayı 𝑛 için 

𝐼 = 𝑃ⁿ veya iki asal ideal 𝑃₁ ve 𝑃₂ ve iki pozitif tamsayı 𝑛, 𝑘 için 𝐼 = 𝑃₁ⁿ𝑃₂𝑘 dır. Her 

iki durumda da çelişki elde edilir. O halde 𝑚² ve 𝑚 arasında böyle bir 𝐼 ideali 

bulunamaz. Sonuç olarak 𝑅 bir Dedekind bölgesidir. ⎕ 
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BÖLÜM 4 - ÇARPIMSAL LATİSLERDE 2-YUTAN VE ZAYIF 2-YUTAN 

ELEMANLAR 

Bu bölüm boyunca 𝐿 ile bir 𝐶-latisi göstereceğiz. 2-yutan ve zayıf 2-yutan ideallerin 

çarpımsal latislere genelleştirmesi veya çarpımsal latislerdeki asal ve zayıf asal 

elemanların bir genelleştirmesi gözüyle bakabileceğimiz 2-yutan ve zayıf 2-yutan 

eleman kavramlarını aşağıdaki gibi tanımlayacağız. 

 

4.1 Çarpımsal Latislerde 2-Yutan ve Zayıf 2-Yutan Elemanların Temel Özellikleri 

Tanım 4.1.1 𝑞, 𝐿 latisinde bir has eleman olsun. 

(1) 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 eşitsizliğini sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 

olması gerekiyor ise 𝑞 elemanına 2-yutan eleman, 

(2) 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 eşitsizliğini sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 

𝑎𝑐 ≤ 𝑞 olması gerekiyor ise 𝑞 elemanına zayıf 2-yutan eleman diyeceğiz. 

𝐿 latisini özel olarak, herhangi değişmeli birimli 𝑅 halkası için 𝐿(𝑅) idealler latisi 

olarak alalım. Bu durumda 𝐿(𝑅) latisinin elemanlarının, 𝑅 halkasının birer ideali olduğu 

göz önüne alınırsa aşağıdaki teorem gereğince, bir 𝐼 ∈ 𝐿(𝑅) elemanının 𝐿(𝑅) latisinde 

bir 2-yutan eleman olması durumu, 𝑅 nin bir 𝐼 idealinin, 𝑅 nin 2-yutan ideali olmasına 

denktir.  

 

Teorem 4.1.2 (Theorem 2.13, (Badawi, 2007)) 𝐼,  𝑅 halkasının bir has ideali olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki ifadeler denktir: 

(1) 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 ise 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 veya 𝑏𝑐 ∈ 𝐼 veya 𝑎𝑐 ∈ 𝐼 dır. 

(2) 𝑅 nin 𝐴, 𝐵, 𝐶 idealleri için 𝐴𝐵𝐶 ⊆ 𝐼 ise 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 veya 𝐵𝐶 ⊆ 𝐼  veya  𝐴𝐶 ⊆ 𝐼 dır. 
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O halde Tanım 1.1.4 ve Tanım 1.1.6 da verilen 2-yutan ideal (Badawi, 2007) ve zayıf 2-

yutan ideal (Badawi ve Darani, 2011) tanımları, 𝐿 latis olarak 𝐿(𝑅) idealler latisi 

alındığında oluşan Tanım 4.1.1 in özel bir hali olarak düşünülebilir. O halde (Badawi, 

2007) ve (Badawi ve Darani, 2011) deki tüm sonuçlar, 𝐿 = 𝐿(𝑅) latisi olarak 

alındığında, bu bölümde yer alan teoremlerin özel bir hali olarak elde edilir. 

Her 2-yutan elemanı, Tanım 4.1.1 gereğince açıkça bir zayıf 2-yutan elemandır. Fakat 

bir zayıf 2-yutan elemanın 2-yutan olması gerekmez. Gerçekten, aşağıdaki örnekler bu 

durumu gösterir. 

 

Örnek 4.1.3 Bir 𝐿 latisinde sıfır eleman her zaman zayıf 2-yutan elemandır. Fakat genel 

olarak bir 2-yutan eleman değildir. Örneğin 𝐼 = {0}, 𝐿(ℤ8) latisinde bir zayıf 2-yutan 

elemandır. Oysa (2) ∙ (2) ∙ (2) ⊆ 𝐼 iken (2) ∙ (2) ⊈ 𝐼 olduğundan 𝐼,  𝐿(ℤ8) de bir 2-

yutan eleman değildir. 

𝐿(𝑅) latisinde 2-yutan olmayan sıfırdan farklı bir zayıf 2-yutan eleman ideal örneği 

aşağıdaki gibidir: 

 

Örnek 4.1.4 (Example 2.1, (Badawi ve Darani, 2011)) 𝑀 =  {0,4} alalım. Bu 

takdirde 𝑀, açıkça ℤ8 in bir idealidir. 𝑅 =  ℤ8 ×𝑀 ve 𝐼 = {(0, 0), (0, 4)} olsun. 

𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅\𝐼 elemanları için 𝑎𝑏𝑐 ≠ (0,4) olduğundan 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 sağlanabilmesi için gerek 

ve yeter koşul 𝑎𝑏𝑐 = (0,0) olduğu görülür. Buradan 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan idealidir. 

Öte yandan (2,0) ∙ (2,0) ∙ (2,0) = (0,0) ∈ 𝐼 iken (2,0) ∙ (2,0) = (4,0)  ∉ 𝐼 olduğundan 

𝐼 bir 2-yutan ideal değildir.  

2-yutan olmayan bir zayıf 2-yutan idealine sonlu olmayan örnek için Örnek 4.1.5 

verilebilir. 
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Örnek 4.1.5 (Example 2.1, (Badawi ve Darani, 2011)) 𝑀 =  {0,4} ve 𝐾 =  𝑀[𝑋] 

olsun. Bu durumda 𝐾, ℤ8[𝑋] in sonlu olmayan bir idealidir. 𝑅 =  ℤ8 × 𝐾 ve 𝐼 =  {0} ×

𝐾 olsun. Şu halde 𝐼, 𝑅 nin bir sonlu olmayan bir idealidir. Yine 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅\𝐼 elemanları 

için 𝑎𝑏𝑐 ∈ 𝐼 sağlanabilmesi için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑏𝑐 = (0,0) olduğu görülür. 

Buradan 𝐼, 𝑅 nin bir zayıf 2-yutan idealidir. 

Aşağıdaki teoremden görülebileceği gibi, bir 𝐶-latiste bir elemanın (zayıf) 2-yutan 

eleman olması için tanımdaki şartın sadece kompakt elemanlar tarafından 

gerçeklenmesi yeterlidir.  𝐿∗ ile 𝐿 latisindeki kompakt elemanların kümesini 

göstereceğiz. 

 

Teorem 4.1.6 𝑞, 𝐿 nin bir has elemanı olsun. Bu takdirde 

(1) 𝑞 elemanının zayıf 2-yutan eleman olması için gerek ve yeter koşul 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 

eşitsizliğini sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿∗ için 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 

sağlanmasıdır. 

(2) 𝑞 elemanının 2-yutan eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 eşitsizliğini 

sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿∗ için 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 sağlanmasıdır. 

İspat (1) 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 sağlayan her 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿∗ için 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 

olsun. 𝑞 nun bir zayıf 2-yutan eleman olduğunu göstereceğiz. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤

𝑞,  𝑎𝑏 ≰ 𝑞 ve 𝑏𝑐 ≰ 𝑞 varsayalım. 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 olduğundan 0 ≠ 𝑎′𝑏′𝑐′ ≤ 𝑞 olacak şekilde 

𝑎′ ≤ 𝑎,  𝑏′ ≤ 𝑏 ve 𝑐′ ≤ 𝑐 kompakt elemanları vardır. Ayrıca 𝑎𝑏 ≰ 𝑞 ve 𝑏𝑐 ≰ 𝑞 

olduğundan 𝑎1𝑏1 ≰ 𝑞 ve 𝑏2𝑐1 ≰ 𝑞 eşitsizliklerini gerçekleyen 𝑎1 ≤ 𝑎,  𝑏1 ≤ 𝑏,  𝑏2 ≤ 𝑏 

ve 𝑐1 ≤ 𝑐 kompakt elemanları vardır. Şimdi 𝑏3 = 𝑏1 ∨ 𝑏2 ∨ 𝑏
′,  𝑎2 = 𝑎1 ∨ 𝑎

′ ve 

𝑐2 = 𝑐1 ∨ 𝑐
′ diyelim. 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 olduğunu gösterelim: 𝑎𝛼 ≤ 𝑎 ve 𝑐𝛼 ≤ 𝑐 olacak şekilde 

𝑎𝛼, 𝑐𝛼 ∈ 𝐿∗ seçelim. Buradan 0 ≠ (𝑎2 ∨ 𝑎𝛼 )𝑏3(𝑐2 ∨ 𝑐𝛼) ≤ 𝑞 ve (𝑎₂ ∨ 𝑎𝛼)𝑏₃ ≰

𝑞, 𝑏₃(𝑐₂ ∨ 𝑐𝛼) ≰ 𝑞 olur. O halde hipotez gereğince (𝑎₂ ∨ 𝑎𝛼)(𝑐₂ ∨ 𝑐𝛼) ≤ 𝑞 bulunur. 

Dolayısıyla 𝑎𝛼𝑐𝛼 ≤ 𝑞 dur. Böylece 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 elde edilir. O halde 𝑞, 𝐿 nin zayıf 2-yutan 

elemanıdır. İfadenin tersi açıktır.  
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(2) İspat, (1) ile benzer şekilde elde edilir. ⎕ 

 

Önerme 4.1.7 

(1) 𝑝1 ve  𝑝2, 𝐿 latisinde iki zayıf asal eleman ise  𝑝₁ ∧ 𝑝₂ bir zayıf 2-yutan elemandır. 

(2)  𝑝1 ve  𝑝2, 𝐿 latisinde iki asal eleman ise  𝑝₁ ∧ 𝑝₂ bir 2-yutan elemandır. 

(3) 𝑞, 𝐿 latisinde bir 2-yutan eleman ise her 𝑎 ≤ 𝑞 için 𝑞, 𝐿/𝑎 latisinde bir zayıf 2-yutan 

elemandır. 

İspat (1) 𝑝1 ve 𝑝2 iki zayıf asal eleman ve 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ olsun. O halde 0 ≠

𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑝₁ ve 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑝2 olması gereğince 𝑎 ≤ 𝑝₁ veya 𝑏 ≤ 𝑝₁ veya 𝑐 ≤ 𝑝₁ ve 

𝑎 ≤ 𝑝2 veya 𝑏 ≤ 𝑝2 veya 𝑐 ≤ 𝑝2 sağlanır. Genelliği kaybetmeden 𝑎 ≤ 𝑝₁ ve 𝑏 ≤ 𝑝2 

sağlandığını varsayalım. Şu halde 𝑎𝑏 ≤ 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ dir. Böylece 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ bir zayıf 2-yutan 

elemandır. 

(2) İspat (1) ile benzer olarak kolayca elde edilebilir. 

(3) �̅�, �̅�, 𝑧̅ ∈ 𝐿/𝑎 için 𝑎 ≠ �̅��̅�𝑧̅ ≤ 𝑞 olsun. Bu takdirde (𝑥 ∨ 𝑎)(𝑦 ∨ 𝑎)(𝑧 ∨ 𝑎) ≤ 𝑞 

olmasından 𝑥𝑦𝑧 ∨ 𝑎 ≤ 𝑞 olup, 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 elde edilir. 𝑞 bir 2-yutan eleman olduğundan 

𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑦𝑧 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 bulunur. Böylece 𝑎 ≤ 𝑞 olduğundan 𝑥𝑦 ∨ 𝑎 =

(𝑥 ∨ 𝑎)(𝑦 ∨ 𝑎) = �̅��̅� ≤ 𝑞 veya 𝑦𝑧 ∨ 𝑎 = (𝑦 ∨ 𝑎)(𝑧 ∨ 𝑎) = �̅�𝑧̅ ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ∨ 𝑎 =

(𝑥 ∨ 𝑎)(𝑧 ∨ 𝑎) = �̅�𝑧̅ ≤ 𝑞 ile istenilen gösterilmiş olur. ⎕ 

Hatırlanacak olursa, 𝐿 bir 𝐶-latis ise Önerme 1.3.4.7 gereğince √𝑎 =∨ {𝑥 ∈ 𝐿∗ ∣ bir 

𝑛∈ℤ+ için, 𝑥ⁿ ≤ 𝑎 } idi. Bir 2-yutan elemanın radikali için aşağıdaki özellikler 

geçerlidir: 

 

Teorem 4.1.8 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun.  

  (1) 𝑥 ≤ √𝑞  ise 𝑥² ≤ 𝑞 dir. 
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  (2) 𝑥, 𝑦 ≤ √𝑞  ise 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 dir. 

  (3) (√𝑞)
2
≤ 𝑞 dir. 

  (4) √𝑞,  𝐿 nin 2-yutan elemanıdır. 

İspat (1) 𝑎 ≤ √𝑞 bir kompakt eleman olsun. O halde 𝑎ⁿ ≤ 𝑞 yi gerçekleyen bir 𝑛 

pozitif tam sayısı vardır. Burada 𝑞 bir 2-yutan eleman olduğundan 𝑎² ≤ 𝑞 elde edilir. 

𝑥 ≤ √𝑞 olacak şekilde herhangi bir 𝑥 ∈ 𝐿 alalım. 𝑎 ≤ 𝑥 ve 𝑏 ≤ 𝑥 olacak şekilde 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ alalım. 𝑎 ≤ √𝑞, 𝑏 ≤ √𝑞 ve 𝑎, 𝑏 kompakt elemanlar olduğundan 𝑎² ≤ 𝑞, 

𝑏² ≤ 𝑞  olur. Böylelikle 𝑎(𝑎 ∨ 𝑏)𝑏 ≤ 𝑞 sağlanır. 𝑞 nun 2-yutan eleman olduğundan 

𝑎(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 veya (𝑎 ∨ 𝑏)𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 sağlanır. Yani her durumda 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 

bulunur. 𝑥² =∨ {𝑎𝑏 ∣ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗,  𝑎 ≤ 𝑥, 𝑏 ≤ 𝑥} olduğundan 𝑥² ≤ 𝑞 elde edilir.  

(2) 𝑥, 𝑦 ≤ √𝑞 olsun. (1) gereğince 𝑥² ≤ 𝑞 ve 𝑦² ≤ 𝑞 dur. Dolayısıyla 𝑥(𝑥 ∨ 𝑦)𝑦 ≤ 𝑞 

elde edilir. 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olduğundan 𝑥(𝑥 ∨ 𝑦) ≤ 𝑞 veya (𝑥 ∨ 𝑦)𝑦 ≤ 𝑞 

veya 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 olup, sonuç olarak her durumda 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 bulunur. 

(3) (√𝑞)² =∨ { 𝑎𝑏 ∣∣ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗,   𝑎 ≤ √𝑞, 𝑏 ≤ √𝑞 } olmasından istenilen sonuç, (2) den 

elde edilir. 

(4) 𝑎𝑏𝑐 ≤ √𝑞 olacak şekilde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿∗ alalım. (1) gereğince (𝑎𝑏𝑐)2 = 𝑎2𝑏2𝑐2 ≤ 𝑞 

bulunur. 𝑞 bir 2-yutan eleman olduğundan 𝑎2𝑏2 ≤ 𝑞 veya 𝑎2𝑐2 ≤ 𝑞 veya 𝑏2𝑐2 ≤ 𝑞 

sağlanır. Genelliği kaybetmeden 𝑎²𝑏² ≤ 𝑞 varsayalım. Bu durumda (𝑎𝑏)² ≤ 𝑞, 

olduğundan 𝑎𝑏 ≤ √𝑞 olur. O halde √𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. ⎕ 

 

Tanım 4.1.9 𝑞,  𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı ve 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 olsun. Şayet 𝑎𝑏𝑐 = 0 

olacak 𝑎𝑏 ≰ 𝑞,  𝑏𝑐 ≰ 𝑞  ve  𝑎𝑐 ≰ 𝑞  ise (𝑎, 𝑏, 𝑐) ye 𝑞 nun üçlü sıfırı diyeceğiz.  

Not 4.1.10 𝑞, 𝐿 nin zayıf 2-yutan elemanı ancak 2-yutan elemanı değil ise 𝑞 nun bir 

üçlü sıfırı vardır. 
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Yardımcı Teorem 4.1.11 𝑞, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı ve (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑞 nun üçlü 

sıfırı olsun. Bu takdirde aşağıdaki özdeşlikler geçerlidir: 

  (1) 𝑎𝑏𝑞 = 𝑏𝑐𝑞 = 𝑎𝑐𝑞 = 0 dır. 

  (2) 𝑎𝑞² = 𝑏𝑞² = 𝑐𝑞² = 0 dır. 

İspat (1) 𝑥 ≤ 𝑞 olacak şekilde 𝐿 nin bir 𝑥 kompakt elemanını alalım. 𝑎𝑏𝑥 ≠ 0 

varsayalım. Buradan 0 ≠ 𝑎𝑏(𝑐 ∨ 𝑥) ≤ 𝑞 olur. 𝑞 bir zayıf 2-yutan eleman ve 𝑎𝑏 ≰ 𝑞 

olduğundan 𝑎(𝑐 ∨ 𝑥) ≤ 𝑞  veya  𝑏(𝑐 ∨ 𝑥) ≤ 𝑞 bulunur. Böylece 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞  

elde edilir ki bu durum (𝑎, 𝑏, 𝑐) nin üçlü sıfır oluşu ile çelişir. O halde her kompakt 

eleman 𝑥 ≤ 𝑞 için 𝑎𝑏𝑥 = 0 ve dolayısıyla 𝑎𝑏𝑞 = 0 elde edilir. Benzer şekilde 𝑏𝑐𝑞 =

𝑎𝑐𝑞 = 0 özdeşliği kolaylıkla gösterilebilir. 

(2) 𝑎𝑞² ≠ 0 varsayalım. O halde (𝑎, 𝑏, 𝑐), 𝑞 nun üçlü sıfırı olduğundan 𝑎𝑏𝑐 = 0 dır. 

Ayrıca (1) gereğince 𝑎𝑏𝑞 = 𝑏𝑐𝑞 = 𝑎𝑐𝑞 = 0 olduğundan 0 ≠ 𝑎(𝑏 ∨ 𝑞)(𝑐 ∨ 𝑞) = 𝑎𝑞² ≤

𝑞 dur. 𝑞 ∈ 𝐿 bir zayıf 2-yutan eleman olduğundan 𝑎(𝑏 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 veya 𝑎(𝑐 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 

veya (𝑏 ∨ 𝑞)(𝑐 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 elde edilir. Böylece 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤

𝑞 çelişkisine varılır. Şu halde 𝑎𝑞² = 0 dır. Benzer biçimde 𝑏𝑞² = 𝑐𝑞² = 0 eşitliğini 

göstermek kolaydır. ⎕ 

Bir zayıf 2-yutan elemanın, 2-yutan eleman olması için yeter koşul aşağıdaki teorem ile 

verilmiştir. 

 

Teorem 4.1.12 𝑞, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olsun. 𝑞 bir 2-yutan eleman değil ise 

𝑞³ = 0 dır. 

İspat 𝑞 ∈ 𝐿, 2-yutan olmayan bir zayıf 2-yutan eleman olsun. O halde Not 4.1.10 

gereğince bazı 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 için 𝑞 nun bir üçlü sıfırı (𝑎, 𝑏, 𝑐) bulunur. 𝑞³ ≠ 0 varsayalım. 

Yardımcı Teorem 4.1.11 gereğince 𝑎𝑏𝑞 = 𝑏𝑐𝑞 = 𝑎𝑐𝑞 = 𝑎𝑞² = 𝑏𝑞² = 𝑐𝑞² = 0 

sağlandığından, 0 ≠ (𝑎 ∨ 𝑞)(𝑏 ∨ 𝑞)(𝑐 ∨ 𝑞) = 𝑞³ ≤ 𝑞 olur. 𝑞 bir zayıf 2-yutan eleman 

olduğundan bu da (𝑎 ∨ 𝑞)(𝑏 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 veya (𝑎 ∨ 𝑞)(𝑐 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 veya (𝑏 ∨ 𝑞)(𝑐 ∨ 𝑞) ≤
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𝑞 sağlanmasını gerektirir. Dolayısıyla 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞  veya  𝑏𝑐 ≤ 𝑞 olur. Oysa bu 

durum (𝑎, 𝑏, 𝑐) nin 𝑞 nun üçlü sıfır oluşu ile çelişir. Sonuç olarak 𝑞³ = 0 elde edilir. ⎕ 

 

Sonuç 4.1.13 𝑞, 𝐿 latisinde zayıf 2-yutan eleman olsun. 𝑞 ≰ √0 ise 𝑞 bir 2-yutan 

elemandır. 

 

Önerme 4.1.14 𝐿 bir indirgenmiş latis ve 𝑞 ≠ 0, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olması 

için gerek ve yeter koşul 𝑞 nun bir 2-yutan eleman olmasıdır. 

İspat 𝑞 ≠ 0, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olsun. 𝑞 nun 2-yutan olmadığını 

varsayalım. Şu halde Sonuç 4.1.13 gereğince 𝑞 ≤ √0 dır. 𝐿 indirgenmiş olduğundan 

√0 = 0, yani 𝑞 = 0 çelişkisine varılır. Tersi aşikardır. ⎕ 

𝐿(𝑅) idealler latisinde 𝐼3 = 0  ı sağlayan her elemanın bir zayıf 2-yutan eleman olması 

gerekmez. Bunu aşağıdaki örnek yardımıyla görebiliriz. 

 

Örnek 4.1.15 (Example 2.6, Badawi ve Darani, 2011) 𝑅 =  ℤ16 olmak üzere 𝐿(𝑅) 

idealler latisini düşünelim. 𝐼 = {0,8} elemanını göz önüne alalım. Bu durumda 𝐼3 = 0 

ancak, 2 ∙ 2 ∙ 2 = 8 iken 2 ∙ 2 = 4 ∉ 𝐼 dır. Yani 𝐼,  𝐿(𝑅) nin bir zayıf 2-yutan elemanı 

değildir. 

 

Teorem 4.1.16 𝑞,  𝐿 nin 2-yutan olmayan bir zayıf 2-yutan elemanı olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler geçerlidir: 

  (1) 𝑥 bir nilpotent eleman ise 𝑥² ≤ 𝑞 veya 𝑥²𝑞 = 𝑥𝑞² = 0 dır. 

  (2) 𝑞2(√0)
2
= 0 dir. 
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İspat (1) 𝑥 bir nilpotent eleman olsun. Önce 𝑥²𝑞 ≠ 0 varsayalım. 𝑥² ≤ 𝑞 olduğunu 

gösterelim: 𝑥ⁿ = 0 eşitliğini sağlayan en küçük pozitif tamsayı 𝑛 olsun. Burada 𝑥²𝑞 ≠ 0 

varsayımımız gereğince 𝑛 ≥ 3 ve 𝑥²𝑥′ ≠ 0 eşitsizliğini sağlayan bir 𝑥′ ≤ 𝑞 kompakt 

elemanı vardır. Şu halde 0 ≠ 𝑥²𝑥′ ≤ 𝑥²(𝑥′ ∨ 𝑥ⁿ⁻²) ≤ 𝑞 olup, 𝑞 nun bir zayıf 2-yutan 

eleman olması gereğince 𝑥² ≤ 𝑞 veya (𝑥𝑥′ ∨ 𝑥ⁿ⁻¹) ≤ 𝑞 elde edilir. 𝑥² ≤ 𝑞 gösterilmek 

istenendir. O halde (𝑥𝑥′ ∨ 𝑥ⁿ⁻¹) ≤ 𝑞 varsayalım. Buradan 0 ≠ 𝑥ⁿ⁻¹ ≤ 𝑞 ve 𝑞 bir zayıf 

2-yutan eleman olduğundan 𝑥² ≤ 𝑞 sonucuna varılır. 

Şimdi bir nilpotent 𝑥 elemanı için 𝑥² ≰ 𝑞 varsayalım. O zaman 𝑥²𝑞 = 0 dır. 𝑥𝑞² = 0 

olduğunu gösterelim: Aksine 𝑥𝑞² ≠ 0 varsayalım. 𝑥𝑚 = 0 eşitliğini sağlayan en küçük 

pozitif tam sayı 𝑚 olsun. 𝑥² ≰ 𝑞 olması gereğince 𝑚 ≥ 3 dır. Böylece 0 ≠

𝑥(𝑥 ∨ 𝑞)(𝑥𝑚−2 ∨ 𝑞) = 𝑥𝑞² ≤ 𝑞 sağlanır. 𝑞 bir zayıf 2-yutan eleman olduğundan 

𝑥(𝑥 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 veya 𝑥(𝑥𝑚−2 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 veya (𝑥 ∨ 𝑞)(𝑥𝑚−2 ∨ 𝑞) ≤ 𝑞 dır. Dolayısıyla 

𝑥² ≤ 𝑞 veya 0 ≠ 𝑥𝑚−1 ≤ 𝑞 sağlanır. Her iki durumda da 𝑥² ≤ 𝑞 çelişkisine varılır. 

Sonuç olarak 𝑥𝑞² = 0 elde edilir.  

(2) 𝑎, 𝑏 ≤ √0 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿∗ alalım. Eğer 𝑎² ≰ 𝑞 veya 𝑏² ≰ 𝑞 ise (1) 

gereğince 𝑎𝑏𝑞² = 0 elde edilir ki bu istenilendir. 𝑎² ≤ 𝑞 ve 𝑏² ≤ 𝑞 varsayalım. Bu 

takdirde 𝑎𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 olur. Şayet (𝑎, 𝑏, 𝑎 ∨ 𝑏) bir 𝑞 nun üçlü sıfırı ise Yardımcı 

Teorem 4.1.11 gereğince 𝑎𝑏𝑞 = 0 ve dolayısıyla 𝑎𝑏𝑞² = 0 bulunur.  

Şimdi (𝑎, 𝑏, 𝑎 ∨ 𝑏) nın 𝑞 nun üçlü sıfırı olmadığını varsayalım.  

I. Durum: 𝑎𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) = 0 olsun. (𝑎, 𝑏, 𝑎 ∨ 𝑏) üçlü sıfır olmadığından 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 

𝑎(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 veya 𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 gerçeklenir. Her durumda 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 bulunur. Böylelikle 

Teorem 4.1.12 den 𝑎𝑏𝑞² ≤ 𝑞³ = 0 dır.  

II. Durum: 𝑎𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) ≠ 0 varsayalım. 0 ≠ 𝑎𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 ve 𝑞 bir zayıf 2-yutan 

eleman olduğundan 𝑎(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 veya 𝑏(𝑎 ∨ 𝑏) ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 bulunur. O halde 

tüm durumlarda 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 olur. Teorem 4.1.12 den ise 𝑎𝑏𝑞² ≤ 𝑞³ = 0 sonucuna varılır. 

Böylece her 𝑎, 𝑏 ≤ √0 kompakt elemanları için 𝑎𝑏𝑞² = 0 olur. Sonuç olarak, 

𝑞²(√0)² = 0 elde edilir. ⎕ 
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Theorem 4.1.17 𝑝, 𝑞 ve 𝑟, 𝐿 nin 2-yutan olmayan zayıf 2-yutan elemanları olsun. Şu 

halde 𝑝²𝑞𝑟 = 𝑝𝑞²𝑟 = 𝑝𝑞𝑟² = 𝑝²𝑞² = 𝑝²𝑟² = 𝑞²𝑟² = 0 dır. 

İspat 𝑝, 𝑞 ve 𝑟, 𝐿 nin 2-yutan olmayan zayıf 2-yutan elemanları olsun. O halde Teorem 

4.1.12 den 𝑝, 𝑞, 𝑟 ∈ √0 dır. Dolayısıyla Teorem 4.1.16 gereğince 𝑝²𝑞𝑟 = 𝑝𝑞²𝑟 =

𝑝𝑞𝑟² = 𝑝²𝑞² = 𝑝²𝑟² = 𝑞²𝑟² = 0 istenilen elde edilir. ⎕ 

 

Teorem 4.1.18 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı ve 𝑝, 𝑝′, 𝐿nin iki asal elemanı olmak üzere 

√𝑞 = 𝑝 ∧ 𝑝′ olsun. Bu takdirde her 𝑥 ≰ 𝑝 ∨ 𝑝′ için aşağıdakiler gerçeklenir: 

(1) (𝑞: 𝑥), 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır.  

(2) √(𝑞: 𝑥) = 𝑝 ∧ 𝑝′ dir. 

İspat (1) 𝑥 ≰ 𝑝 ∨ 𝑝′ olsun. 𝑎𝑏𝑐 ≤ (𝑞: 𝑥) olmak üzere 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 alalım. Buradan 

𝑎(𝑏𝑐)𝑥 ≤ 𝑞 ve dolayısıyla 𝑎𝑥 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐𝑥 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 bulunur. 𝑎𝑥 ≤ 𝑞 veya 

𝑏𝑐𝑥 ≤ 𝑞 ise ispat tamamlanır. O halde 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 varsayalım. Buradan 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 

𝑎𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 dir. Böylece 𝑎𝑏 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑎𝑐 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑏𝑐𝑥 ≤ (𝑞: 𝑥) olup 

(𝑞: 𝑥) nin 𝐿 de bir 2-yutan eleman olduğu gösterilmiş olur.  

(2) 𝑝 ∧ 𝑝′ = √𝑞 ≤ √(𝑞: 𝑥) ≤ 𝑝 ∧ 𝑝′ olduğundan √(𝑞: 𝑥) = 𝑝 ∧ 𝑝′ sonucuna varılır. ⎕ 

 

Teorem 4.1.19 𝑞, 𝐿 nin 𝑝-asalımsı elemanı olsun. Bu takdirde 𝑞 nun 2-yutan eleman 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑝² ≤ 𝑞 olmasıdır. Özel olarak 𝐿 nin her maksimal 

𝑚 elemanı için 𝑚², 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır.  

İspat 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.8 den 𝑝² ≤ 𝑞 dur. 

Tersine, 𝑝² ≤ 𝑞 ve 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 olduğunu varsayalım. Şayet 𝑥 ≤ 𝑞 veya 𝑦𝑧 ≤ 𝑞 ise 

istenilen elde edilir. O halde 𝑥 ≰ 𝑞 ve 𝑦𝑧 ≰ 𝑞 varsayalım. 𝑞,  𝐿 nin 𝑝-asalımsı elemanı 

olduğundan, 𝑦𝑧 ≤ 𝑝 ve 𝑥 ≤ 𝑝 bulunur. Dolayısı ile 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑝 veya 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑝 olup, 𝑝² ≤ 𝑞 

olması gereğince 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 dir. Yani 𝑞 bir 2-yutan elemandır. Özel olarak 𝑚 



 

102 

 

maksimal eleman ise 𝑚 bir 𝑚-asalımsı eleman ve açıkça 𝑚2 ≤ 𝑚2 olduğundan 𝑚2 bir 

2-yutan elemandır. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 4.1.20 (Alarcon ve ark., 1995) 𝑎 ∈ 𝐿 ve 𝑝 ∈ 𝐿 asal elemanı için 

𝑎 ≤ 𝑝 olsun. Bu takdirde 𝑥 ≤ 𝑝 yi sağlayan her 𝑥 ∈ 𝐿 kompakt elemanı için 𝑥𝑛𝑦 ≤ 𝑎 

olacak şekilde bir 𝑦 ≰ 𝑝 kompakt elemanı ve 𝑛 pozitif tamsayısı mevcuttur. 

 

Yardımcı Teorem 4.1.21 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı ve 𝑝₁, 𝑝₂ ise 𝑞 üzerinde iki farklı 

minimal asal eleman olsun. 𝑥₁, 𝑥₂ ∈ 𝐿∗ için 𝑥₁ ≤ 𝑝₁,  𝑥₁ ≰ 𝑝₂,  𝑥₂ ≤ 𝑝₂,  𝑥₂ ≰ 𝑝₁ ise 

𝑥₁𝑥₂ ≤ 𝑞 dır.  

İspat 𝑥₁, 𝑥₂ ∈ 𝐿∗ için 𝑥₁ ≤ 𝑝₁, 𝑥₁ ≰ 𝑝₂, 𝑥₂ ≤ 𝑝₂, 𝑥₂ ≰ 𝑝₁ olsun. Yardımcı Teorem 

4.1.20 gereğince 𝑐₂𝑥₁ⁿ ≤ 𝑞 ve 𝑐₁𝑥₂𝑚 ≤ 𝑞 olacak şekilde 𝑐₁, 𝑐₂ ∈ 𝐿∗, 𝑐₂ ≰ 𝑝₁ ve 

𝑐₁ ≰ 𝑝₂ ve 𝑛,𝑚 pozitif tam sayıları vardır. 𝑞 bir 2-yutan eleman olduğundan, 𝑐₂𝑥₁ ≤ 𝑞 

veya 𝑥₁² ≤ 𝑞 elde edilir. 𝑥₁² ≤ 𝑞 ≤ 𝑝₂ durumunda 𝑥₁ ≤ 𝑝₂ çelişkisine varılır. Böylece 

𝑐₂𝑥₁ ≤ 𝑞 dir. Benzer yaklaşım ile 𝑐₁𝑥₂ ≤ 𝑞 olduğu gösterilebilir. 

Diğer taraftan, (𝑐₁ ∨ 𝑐₂)𝑥₁𝑥₂ ≤ 𝑞 olduğu açıktır. Ayrıca 𝑐₁ ∨ 𝑐₂ ≰ 𝑝₁ ve 𝑐₁ ∨ 𝑐₂ ≰ 𝑝₂ 

olduğundan (𝑐₁ ∨ 𝑐₂)𝑥₁ ≰ 𝑝₂ ve (𝑐₁ ∨ 𝑐₂)𝑥₂ ≰ 𝑝₁ olur. Buradan (𝑐₁ ∨ 𝑐₂)𝑥₁ ≰ 𝑞 ve 

(𝑐₁ ∨ 𝑐₂)𝑥₂ ≰ 𝑞 gerçeklenir. 𝑞,  𝐿 nin 2-yutan elemanı olduğundan 𝑥₁𝑥₂ ≤ 𝑞 elde edilir. 

⎕ 

 

Teorem 4.1.22 

(1) 𝑞 bir 2-yutan eleman ise 𝑞 üzerinde en çok iki minimal asal eleman vardır. 

(2) Her elemanı zayıf 2-yutan eleman olan bir latisin en çok üç maksimal elemanı 

vardır. 
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İspat (1) 𝐴 = {𝑝𝑖 :  𝑝𝑖, 𝑞 üzerinde minimal asal eleman} kümesinin en az üç elemana 

sahip olduğunu varsayalım. 𝑝₁,   𝑝₂ ∈ 𝐴 iki farklı asal eleman olsun. Şu halde 𝑥₁ ≤ 𝑝₁, 

 𝑥₁ ≰ 𝑝₂ ve 𝑥₂ ≤ 𝑝₂,  𝑥₂ ≰ 𝑝₁ olacak şekilde 𝑥₁, 𝑥₂ ∈ 𝐿∗ vardır. Yardımcı Teorem 

4.1.21 den, 𝑥₁𝑥₂ ≤ 𝑞 bulunur. Şimdi 𝑝₁ ve 𝑝₂ den farklı bir 𝑝₃ ∈ 𝐴 bulunduğunu 

varsayalım. Buradan 𝑖 ≠ 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 için 𝑦𝑖  ≤ 𝑝𝑖 ve  𝑦𝑖 ≰ 𝑝𝑗 olacak şekilde bir 

𝑦𝑖 ∈ 𝐿∗ vardır. Yardımcı Teorem 4.1.21 den 𝑦₁𝑦₂ ≤ 𝑞 ≤ 𝑝₃ çelişkisine varılır. Böylece 

𝐴 en çok iki elemana sahiptir. 

(2) 𝑚₁,𝑚₂,𝑚₃ ve 𝑚₄, 𝐿 nin farklı maksimal elemanları olsun. 𝑎 = 𝑚₁ ∧ 𝑚₂ ∧ 𝑚₃ 

diyelim. 𝐿 de 𝑎 nın ikiden fazla minimal asal elemanı olduğundan (1) gereğince, 𝑎, 𝐿 

nin bir 2-yutan elemanı değildir. 𝑎, 2-yutan olmayan bir zayıf 2-yutan eleman 

olduğundan Teorem 4.1.12 uyarınca, 𝑎³ = 0 bulunur. Buradan 𝑎³ = 𝑚₁³𝑚₂³𝑚₃³ =

0 < 𝑚₄ olur. Buradan 𝑚₁ < 𝑚₄ veya 𝑚₂ < 𝑚₄ veya 𝑚₃ < 𝑚₄ çelişkisine varılır. Sonuç 

olarak 𝐿 nin en çok üç maksimal elemanı vardır. ⎕ 

 

Teorem 4.1.23 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun. Bu takdirde aşağıdaki iki durumdan 

biri gerçeklenir: 

  (1) √𝑞 = 𝑝, 𝐿 nin bir asal elemanı ve 𝑝² ≤ 𝑞 dur. 

  (2) √𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ ve 𝑝₁, 𝑝₂, 𝑞 nun farklı minimal asal elemanları olmak üzere 𝑝₁𝑝₂ ≤

𝑞 dur. 

İspat 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun. Bu halde, Teorem 4.1.22 den √𝑞 = 𝑝, 𝐿 nin 

bir asal elemanıdır veya 𝑝₁ ile 𝑝₂, 𝑞 üzerinde farklı minimal asal elemanlar olmak üzere 

√𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ biçimindedir. Eğer √𝑞 = 𝑝 asal ise Teorem 4.1.8 gereğince 𝑝² ≤ 𝑞 olur. 

Yani (1) gerçeklenir. Şimdi 𝑝₁ ve 𝑝₂, 𝑞 nun farklı iki minimal asal elemanı olmak üzere 

√𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ varsayalım. 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 olduğunu göstereceğiz. 𝑝₁𝑝₂ =∨ {𝑥𝑦 ∣ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∗  ve 

 𝑥 ≤ 𝑝₁,  𝑦 ≤ 𝑝₂} olup, burada üç durum vardır:  

I. Durum 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ = √𝑞 ise Teorem 4.1.8 den 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 dir. 
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II. Durum 𝑥 ≤ 𝑝₁,  𝑥 ≰ 𝑝₂ ve 𝑦 ≤ 𝑝₂,  𝑦 ≰ 𝑝₁ olacak şekilde 𝑥, 𝑦 ∈  𝐿∗ olsun. O halde 

Yardımcı Teorem 4.1.21 den 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 olur. 

III. Durum 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑦 ≤ 𝑝₂ ve 𝑦 ≰ 𝑝₁ olacak şekilde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∗ olsun. 𝑦₁ ≤ 𝑝₁ ve 

𝑦₁ ≰ 𝑝₂  olmak üzere 𝑦₁ ∈ 𝐿∗ alalım. Şu halde Yardımcı Teorem 4.1.21 den, 𝑦₁𝑦 ≤ 𝑞 

dir. Burada 𝑥 ∨ 𝑦₁ ≤ 𝑝₁  ve  𝑥 ∨ 𝑦₁ ≰ 𝑝₂, olacağından Yardımcı Teorem 4.1.21 

gereğince, (𝑥 ∨ 𝑦₁)𝑦 ≤ 𝑞 ve dolayısıyla 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 bulunur.  

IV. Durum 𝑦 ≤ √𝑞,  𝑥 ≤ 𝑝₁ ve 𝑥 ≰ 𝑝₂ ise olacak şekilde 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∗ olsun. 𝑥₁ ≤ 𝑝₁ ve 

𝑥₁ ≰ 𝑝₂   olmak üzere 𝑥₁ ∈ 𝐿∗ alalım. Yardımcı Teorem 4.1.21 den, 𝑥₁𝑥 ≤ 𝑞 dir. 

Burada 𝑦 ∨ 𝑥₁ ≤ 𝑝₁  ve  𝑦 ∨ 𝑥₁ ≰ 𝑝₂, olacağından Yardımcı Teorem 4.1.21 gereğince, 

(𝑦 ∨ 𝑥₁)𝑥 ≤ 𝑞 ve dolayısıyla 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 bulunur.  

Sonuç olarak 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 olup (2) nin sağlandığı gösterilmiş olur. ⎕ 

 

Teorem 4.1.24 𝑞,  𝐿 nin 2-yutan elemanı ve √𝑞 = 𝑝 asal eleman ve 𝑞 ≠ 𝑝 olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki durumlar sağlanır: 

  (1) Her 𝑥 ≤ 𝑝 ve 𝑥 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑥), 𝐿 nin bir asal elemanı ve 𝑝 ≤ (𝑞: 𝑥) dir. 

  (2) Her 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑝 ve 𝑥, 𝑦 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑥) ≤ (𝑞: 𝑦) veya (𝑞: 𝑦) ≤ (𝑞: 𝑥) dır. 

İspat (1) 𝑥 ≤ 𝑝 ve 𝑥 ≰ 𝑞 olsun. Teorem 4.1.8 gereğince 𝑝² ≤ 𝑞 olduğundan, 𝑝 ≤ (𝑞: 𝑥) 

bulunur. 𝑝 = (𝑞: 𝑥) ise ispat tamamlanır. 𝑝 < (𝑞: 𝑥) varsayalım. 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, 𝑦𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) 

eşitsizliğini sağlayan iki eleman alalım. Bu iki eleman için aşağıdaki durumlar söz 

konusudur: 

I. Durum: 𝑦 ≤ 𝑝 veya 𝑧 ≤ 𝑝 olsun. Şu halde 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) olur.  

II. Durum: 𝑦 ≰ 𝑝 ve 𝑧 ≰ 𝑝 varsayalım. Böylece 𝑦𝑧 ≰ 𝑝 = √𝑞  olmasından 𝑦𝑧 ≰ 𝑞 

bulunur. O halde 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 ve 𝑞 bir 2-yutan eleman eleman olduğundan 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 

𝑥𝑧 ≤ 𝑞 sağlanır. Şu halde 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) elde edilir. 

Sonuç olarak (𝑞: 𝑥), 𝐿 nin bir asal elemanıdır.  
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(2) 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑝 ve 𝑥, 𝑦 ≰ 𝑞 olsun. 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) ve 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑦) olacak şekilde bir 𝑧 ∈ 𝐿∗ 

seçelim. (1) den 𝑝 ≤ (𝑞: 𝑦) olup, buradan 𝑧 ≰ 𝑝 dir. (𝑞: 𝑦) < (𝑞: 𝑥) olduğunu 

göstereceğiz. 𝑤 ≤ (𝑞: 𝑦) olacak şekilde herhangi bir 𝑤 ∈ 𝐿∗ alalım. Eğer 𝑤 ≤ 𝑝 ise 

𝑝 ≤ (𝑞: 𝑥) olduğundan 𝑤 ≤ (𝑞: 𝑥) bulunur. O halde 𝑤 ≰ 𝑝 varsayalım. Burada 

𝑧(𝑥 ∨ 𝑦)𝑤 ≤ 𝑞,  𝑧𝑤 ≰ 𝑞 ve 𝑧𝑦 ≰ 𝑞 olduğundan (𝑥 ∨ 𝑦)𝑤 ≤ 𝑞 dir. Böylece 𝑤𝑥 ≤ 𝑞, 

yani 𝑤 ≤ (𝑞: 𝑥) olduğu ispatlanmış olur. ⎕ 

 

Teorem 4.1.25 𝑞 ,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı ve 𝑝₁ ile 𝑝₂, 𝐿 de 𝑞 nun iki farklı minimal 

asal elemanı olmak üzere 𝑞 ≠ √𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ olsun. Bu takdirde 

  (1) Her 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑥) asal elemandır ve 𝑝₁ ≤ (𝑞: 𝑥) ve 𝑝₂ ≤ (𝑞: 𝑥) 

sağlanır. 

  (2) Her 𝑥, 𝑦 ≤ √𝑞, 𝑥, 𝑦 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑦) ≤ (𝑞: 𝑥) veya (𝑞: 𝑥) ≤ (𝑞: 𝑦) dir. 

İspat (1) 𝑥 ≤ √𝑞 ve 𝑥 ≰ 𝑞 olsun. O halde Teorem 4.1.23 (2) gereğince 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 dir. 

Buradan 𝑥𝑝₁ ≤ 𝑞 ve 𝑥𝑝₂ ≤ 𝑞 bulunur. Böylece 𝑝₁ ≤ (𝑞: 𝑥) ve 𝑝₂ ≤ (𝑞: 𝑥) olur. Şimdi 

(𝑞: 𝑥) in asal eleman olduğunu gösterelim. 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑦𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) olsun. Buradan 

𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 olur. 𝑞, bir 2-yutan eleman olduğundan 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 veya 𝑦𝑧 ≤ 𝑞 elde 

edilir.  

I. Durum: 𝑦 ≤ 𝑝₁ veya 𝑦 ≤ 𝑝₂ veya 𝑧 ≤ 𝑝₁ veya 𝑧 ≤ 𝑝₂ sağlansın. O halde 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) 

veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) olacağından (𝑞: 𝑥) in asal olduğu gösterilmiş olur. 

II. Durum: 𝑦, 𝑧 ≰ 𝑝₁ ve 𝑦, 𝑧 ≰ 𝑝₂ kabul edelim. Böylece 𝑦𝑧 ≰ 𝑞 dir. Sonuç olarak 

𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 ve dolayısıyla 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) elde edilir. Yani (𝑞: 𝑥) 

bir asal elemandır.  

(2) İspat, Teorem 4.1.24 (2) nin ispatı ile tamamen benzerdir. ⎕ 

Aşağıdaki iki teorem ile 𝐿 nin radikal olmayan 2-yutan elemanlarını karakterize 

edeceğiz. 
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Teorem 4.1.26 𝑞, 𝐿 nin bir has elemanı ve 𝑞 ≠ √𝑞 olmak üzere √𝑞 bir asal eleman 

olsun. Bu takdirde aşağıdakiler denktir: 

  (1) 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. 

  (2) Her 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑥) , 𝐿 nin bir asal elemanıdır. 

İspat (1)⇒(2) 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun. 𝑥 ≤ √𝑞, 𝑥 ≰ 𝑞 için Teorem 4.1.25 

gereğince (𝑞: 𝑥) bir asal elemandır. 

(2)⇒(1) 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 için 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 olsun. √𝑞,  𝐿 nin bir asal elemanı olduğundan, 𝑥 ≤ √𝑞 

veya 𝑦 ≤ √𝑞 veya 𝑧 ≤ √𝑞 gerçeklenir. Genelliği bozmadan 𝑥 ≤ √𝑞 varsayalım. Eğer 

𝑥 ≤ 𝑞 ise 𝑞 nun 2-yutan eleman olarak elde edilir. 𝑥 ≰ 𝑞 varsayalım. Şu halde (2) den, 

(𝑞: 𝑥) asal elemandır. Böylece 𝑦𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) den 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) bulunur, 

buradan da 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 elde edilir. Sonuç olarak 𝑞 bir 2-yutan elemandır. ⎕ 

 

Teorem 4.1.27 𝑞 ∈ 𝐿 ve 𝑞 üzerinde tam olarak iki farklı 𝑝₁ ve 𝑝₂ minimal asal 

elemanları olmak üzere 𝑞 ≠ √𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ olsun. Bu takdirde aşağıdakiler denktir: 

  (1) 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. 

  (2) Her 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 için 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 dır ve (𝑞: 𝑥), 𝐿 nin asal elemanıdır. 

  (3) (𝑞: 𝑥) bir has eleman olmak üzere 𝑥 ≤ 𝑝₁ veya 𝑥 ≤ 𝑝₂ sağlanıyor ise (𝑞: 𝑥), 𝐿 nin 

asal elemanıdır. 

İspat (1)⇒(2) Teorem 4.1.23 ve Teorem 4.1.25 in sonucu olarak elde edilir. 

(2)⇒(3) 𝑥 ≤ √𝑞  olsun. (2) nin sağlandığını kabul edelim. 

I. Durum: 𝑥 ≤ 𝑝₁ ve 𝑥 ≰ 𝑝₂ olsun. 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 olduğundan 𝑥𝑝₂ ≤ 𝑞 dir. O halde 

√𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ ≤ 𝑝₂ ≤ (𝑞: 𝑥) ve 𝑝₂, 𝑞 nun minimal asal elemanı olduğundan (𝑞: 𝑥) =

𝑝₂ bulunur. Yani (𝑞: 𝑥) bir asal eleman olarak elde edilir. 
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II. Durum: 𝑥 ≤ 𝑝₂ ve 𝑥 ≰ 𝑝₁ olsun. O zaman 𝑝₁𝑝₂ ≤ 𝑞 olduğundan 𝑝₁𝑥 ≤ 𝑞 dir. 

Buradan √𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ ≤ 𝑝₁ ≤ (𝑞: 𝑥) ve 𝑝₁, 𝑞 nun minimal asal elemanı olduğundan 

(𝑞: 𝑥) = 𝑝₁ asal eleman olarak bulunur. 

III. Durum: 𝑥 ≤ 𝑝₁ ve 𝑥 ≤ 𝑝₂ ve 𝑥 ≰ 𝑞, ise (2) koşulu gereğince, (𝑞: 𝑥) , 𝐿 nin bir asal 

elemanıdır.  

(3)⇒(1) 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 olacak şekilde 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 alalım. (3) ün sağlandığını varsayalım. Şu 

halde 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 ≤ 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ olduğundan, genelliği kaybetmeden 𝑥 ≤ 𝑝₁ varsayabiliriz. 

Eğer 𝑥 ≤ 𝑞 ise ispat tamamlanır. Şu halde 𝑥 ≰ 𝑞 varsayalım. Buradan 𝑦𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) ve 

(3) uyarınca 𝑦 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) olur. Sonuç olarak 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 veya 𝑥𝑧 ≤ 𝑞 elde 

edilir. Böylece 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. ⎕ 

 

Teorem 4.1.28 𝑞 , 𝐿 nin 2-yutan elemanı ve 𝑞 ≠ √𝑞 olsun.  

  (1) 𝑦 ∈ 𝐿,   𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 ve 𝑥𝑦 ≰ 𝑞 ise (𝑞: 𝑥𝑦) = (𝑞: 𝑥) dır. 

  (2) 𝑥 ≤ √𝑞, 𝑥 ≰ 𝑞 ve (𝑞: 𝑥) < (𝑞: 𝑦) ise 𝑎𝑏 ≰ (𝑞: 𝑥) olacak şekilde her 𝑎, 𝑏, 𝑦 ∈ 𝐿 

için (𝑞: 𝑎𝑥 ∨ 𝑏𝑦) = (𝑞: 𝑥) dir. Özel olarak (𝑞: 𝑥 ∨ 𝑦) = (𝑞: 𝑥) sağlanır. 

İspat (1) 𝑦 ∈ 𝐿, 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 ve 𝑥𝑦 ≰ 𝑞 varsayalım. Açıkça, (𝑞: 𝑥) ≤ (𝑞: 𝑥𝑦) 

gerçeklenir. Herhangi kompakt 𝑧 ∈ 𝐿∗ için 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥𝑦) olsun. O halde 𝑥𝑦𝑧 ≤ 𝑞 dır. 

Teorem 4.1.24 ve Teorem 4.1.25 gereğince (𝑞: 𝑥) bir asal elemandır. 𝑥𝑦 ≰ 𝑞 

olduğundan 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) bulunur. Dolayısıyla (𝑞: 𝑥𝑦) = (𝑞: 𝑥) sonucuna varılır. 

(2) 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 ve (𝑞: 𝑥) < (𝑞: 𝑦) olsun. 𝑎𝑏 ≰ (𝑞: 𝑥) olacak şekilde 𝑎, 𝑏, 𝑦 ∈ 𝐿 

alalım. Açıkça, (𝑞: 𝑥) ≤ (𝑞: 𝑎𝑥 ∨ 𝑏𝑦) dir. Şimdi (𝑞: 𝑥) ≠ (𝑞: 𝑎𝑥 ∨ 𝑏𝑦) varsayalım. 

Buradan 𝑧 ≰ (𝑞: 𝑥) olacak şekilde bir 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑎𝑥 ∨ 𝑏𝑦) vardır. Böylece 𝑧𝑎𝑥 ≤ 𝑞, yani 

𝑧𝑎 ≤ (𝑞: 𝑥) olur. (𝑞: 𝑥) bir asal eleman olduğundan 𝑧 ≤ (𝑞: 𝑥) veya 𝑎 ≤ (𝑞: 𝑥) olup bu 

durum bir çelişkidir. Böylece (𝑞: 𝑎𝑥 ∨ 𝑏𝑦) = (𝑞: 𝑥) olur. Özel olarak 𝑎 = 𝑏 = 1 

alınırsa, (𝑞: 𝑥 ∨ 𝑦) = (𝑞: 𝑥) bulunmuş olur. ⎕ 
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Örnek 4.1.29 (Example 2.11, (Badawi, 2007)) 𝑅 = ℤ[𝑥, 𝑦] verilsin. 𝑃1 = (𝑥, 2)𝑅,  

 𝑃2 = (𝑦, 2)𝑅,  𝑅 nin iki asal ideali olmak üzere 𝐼 = 𝑃1𝑃2 = (4,2𝑥, 2𝑦, 𝑥𝑦)𝑅 olsun. Bu 

takdirde √𝐼 = 𝑃₁ ∩ 𝑃₂ = (2, 𝑥𝑦)𝑅 olur. (𝐼: 2) = {𝑧 ∈ 𝑅: 2𝑧 ∈ 𝐼} = (2, 𝑥, 𝑦)𝑅, 𝑅 nin 

maksimal (asal) ideali olduğundan her 𝑑 ∈ √𝐼\𝐼 için (𝐼: 𝑑) = (𝐼: 2) olduğunu görmek 

kolaydır. O halde Teorem 4.1.27 den 𝐼,  𝐿(𝑅) latisinin bir 2-yutan elemanıdır. 

 

Örnek 4.1.30 (Example 2.12, (Badawi, 2007)) 𝑅 = ℤ[𝑥, 𝑦, 𝑧] alalım. Şu halde 

𝑃 = (2, 𝑥)𝑅 asal idealini ve 𝐼 = (4,2𝑥, 2𝑦, 𝑥𝑦, 𝑥𝑧, 𝑥2)𝑅 idealini düşünelim. Bu takdirde 

𝑃2 ⊂ 𝐼 ve √𝐼 = 𝑃 olur. Burada (𝐼: 2) = (2, 𝑥, 𝑦)𝑅,  𝑅 nin bir asal ideali ve (𝐼: 𝑥) =

(2, 𝑥, 𝑦)𝑅 bir (asal) maksimal idealidir ve (𝐼: 2 + 𝑥) = (𝐼: 2) dir. Her 𝑑 ∈ 𝑃\𝐼 için 

(𝐼: 𝑑) = (𝐼: 2) veya (𝐼: 𝑑) = (𝐼: 𝑥) olduğu kolayca görülür. O halde Teorem 4.1.27 

gereğince 𝐼,  𝐿(𝑅) idealler latisinin bir 2-yutan elemanıdır. Burada 𝐼, 𝐿(𝑅) latisinin bir 

asalımsı elemanı değildir. 

 

4.2. Kartezyen Çarpım Latislerinde 2-Yutan ve Zayıf 2-Yutan Elemanlar  

Teorem 4.2.1 𝐿₁ ve 𝐿₂ iki çarpımsal latis ve 𝐿 = 𝐿₁ × 𝐿₂ olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

durumlar denktir: 

(1) (𝑞, 1), 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanıdır. 

(2) (𝑞, 1), 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır.  

(3) 𝑞,  𝐿₁ in bir 2-yutan elemanıdır. 

İspat (1)⇒(2) (𝑞, 1)³ ≠ (0,0) olduğundan Teorem 4.1.12 gereğince (𝑞, 1), 𝐿 nin bir 2-

yutan elemanıdır. 

(2)⇒(3) 𝑞 nun 𝐿₁ in bir 2-yutan elemanı olmadığını varsayalım. Şu halde 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑞 iken 

𝑎𝑏 ≰ 𝑞 ,  𝑏𝑐 ≰ 𝑞  ve 𝑎𝑐 ≰ 𝑞 olacak şekilde bazı 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿₁ elemanları vardır. Buradan 

(𝑎, 1)(𝑏, 1)(𝑐, 1) ≤ (𝑞, 1) olup, (𝑞, 1), 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olduğundan 

(𝑎, 1)(𝑏, 1) ≤ (𝑞, 1) veya (𝑎, 1)(𝑐, 1) ≤ (𝑞, 1) veya (𝑏, 1)(𝑐, 1) ≤ (𝑞, 1) elde edilir. 
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Böylece 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 bulunur ki bu durum varsayımımız ile 

çelişir. O halde 𝑞,  𝐿₁ in bir 2-yutan elemanıdır. 

(3)⇒(1) 𝑞 nun 𝐿₁ in bir 2-yutan elemanı olduğunu varsayalım. (𝑎₁, 𝑎₂), (𝑏₁, 𝑏₂), 

(𝑐₁, 𝑐₂)  ∈ 𝐿 için (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂)(𝑐₁, 𝑐₂) ≤ (𝑞, 1) olsun. Buradan 𝑎₁𝑏₁𝑐₁ ≤ 𝑞 olur. Bu 

da 𝑎₁𝑏₁ ≤ 𝑞 veya 𝑏₁𝑐₁ ≤ 𝑞 veya 𝑎₁𝑐₁ ≤ 𝑞 nın sağlanmasını gerektirir. Böylece 

(𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂) ≤ (𝑞, 1) veya (𝑏₁, 𝑏₂)(𝑐₁, 𝑐₂) ≤ (𝑞, 1) veya (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑐₁, 𝑐₂) ≤ (𝑞, 1) 

bulunur. Dolayısıyla (𝑞, 1),  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı, dolayısıyla 𝐿 nin bir zayıf 2-

yutan elemanıdır. ⎕ 

 

Teorem 4.2.2 𝐿₁ ve 𝐿₂ iki çarpımsal latis ve 𝐿 = 𝐿₁ × 𝐿₂ olsun. 𝑞₁, 𝐿₁ in sıfırdan farklı 

bir has elemanı, 𝑞₂ de 𝐿₂ nin bir sıfırdan farklı elemanı olsun. Bu takdirde aşağıdaki 

durumlar denktir: 

(1) (𝑞₁, 𝑞₂), 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanıdır. 

(2) 𝑞₂ = 1 ve 𝑞₁, 𝐿₁ nin bir 2-yutan elemanıdır veya 𝑞₁, 𝑞₂ elemanları sırasıyla 𝐿₁, 𝐿₂, 

nin asal elemanlarıdır. 

(3) (𝑞₁, 𝑞₂), 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. 

İspat (1)⇒(2) (𝑞₁, 𝑞₂), 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olsun. Eğer 𝑞₂ = 1 ise Theorem 

4.2.1 den 𝑞₁, 𝐿₁ in bir 2-yutan elemanıdır. Şu halde 𝑞₂ ≠ 1 varsayalım. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿₂ için 

𝑎𝑏 ≤ 𝑞₂ olsun. Bu takdirde (0,0) ≠ (𝑞₁, 1)(1, 𝑎)(1, 𝑏) = (𝑞₁, 𝑎𝑏) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂). Burada 

𝑞₁ bir has eleman olduğundan Böylelikle (𝑞₁, 𝑎) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑎) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) veya 

(𝑞₁, 𝑏) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑏) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) sağlanır. Yani 𝑎 ≤ 𝑞₂ veya 𝑏 ≤ 𝑞₂ bulunur ki, bu da 

𝑞₂ nin 𝐿₂. de bir asal eleman olduğunu gösterir. Benzer şekilde 𝑞₁ in 𝐿₁.de asal eleman 

olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 

(2)⇒(3) 𝑞₂ = 1 ve 𝑞₁, 𝐿₁ in zayıf 2-yutan elemanı ise Theorem 4.2.1 gereğince (𝑞₁, 𝑞₂), 

𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. Şimdi 𝑞₁ ve 𝑞₂ nin sırasıyla 𝐿₁ ve 𝐿₂ nin asal elemanları 

olduğunu varsayalım.  (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂)(𝑐₁, 𝑐₂) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) olacak şekilde 𝐿 nin (𝑎₁, 𝑎₂), 

(𝑏₁, 𝑏₂), (𝑐₁, 𝑐₂) elemanlarını alalım. Buradan 𝑎₁𝑏₁𝑐₁ ≤ 𝑞₁ ve 𝑎₂𝑏₂𝑐₂ ≤ 𝑞₂ dır. O halde 
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𝑎₁ ≤ 𝑞₁ veya 𝑏₁ ≤ 𝑞₁ veya 𝑐₁ ≤ 𝑞₁ den en az biri sağlanır ve 𝑎₂ ≤ 𝑞₂ veya 𝑏₂ ≤ 𝑞₂ 

veya 𝑐₂ ≤ 𝑞₂ den de en az biri sağlanır. Genelliği kaybetmeden 𝑎₁ ≤ 𝑞₁ ve 𝑏₂ ≤ 𝑞₂ 

varsayalım. Şu halde (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) elde edilir. 

(3)⇒(1) Açıktır. ⎕ 

 

Teorem 4.2.3 𝐿₁ ve 𝐿₂ iki çarpımsal latis ve 𝐿 = 𝐿₁ × 𝐿₂ olsun. 𝑞₁, 𝐿₁ in bir sıfırdan 

farklı has elemanı ve 𝑞₂, 𝐿₂ nin bir elemanı olsun Bu takdirde aşağıdaki durumlar 

denktir: 

(1) (𝑞₁, 𝑞₂), 𝐿 nin bir 2-yutan eleman olmayan zayıf 2-yutan elemanıdır. 

(2) 𝑞₁, 𝐿₁ nin bir asal eleman olmayan zayıf asal elemanıdır ve 𝑞₂ = 0, 𝐿₂ nin bir asal 

elemanıdır. 

İspat (1)⇒(2) Kabul edelim ki (1) sağlansın ve 𝑞₂ ≠ 0 varsayalım. Bu takdirde Teorem 

4.2.2 gereğince (𝑞₁, 𝑞₂), 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olarak bulunur ki bu durum (1) 

hipotezi ile çelişir. O halde 𝑞₂ = 0 dır.  

𝑞₂ = 0  ın 𝐿2 nin bir asal elemanı olduğunu göstereceğiz. Böylece 𝐿2 nin bir bölge 

(domain) olduğunu göstermiş olacağız: 𝑎𝑏 ≤ 𝑞₂ = 0 olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿₂ olsun. 

Buradan 𝑞₁ sıfırdan farklı has bir eleman olduğundan (0,0) ≠ (𝑞₁, 1)(1, 𝑎)(1, 𝑏) =

(𝑞₁, 𝑎𝑏) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) ve (1, 𝑎)(1, 𝑏) ≰ (𝑞₁, 𝑞₂) sağlanır. Bu da (𝑞₁, 𝑎) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑎) ≤

(𝑞₁, 𝑞₂) veya (𝑞₁, 𝑏) = (𝑞₁, 1)(1, 𝑏) ≤ (𝑞₁, 𝑞₂) olmasını gerektirir. Şu halde 𝑎 ≤ 𝑞₂ 

veya 𝑏 ≤ 𝑞₂ gerçeklenir. Yani 𝑞₂ = 0 asaldır.  

Şimdi 𝑞₁ in 𝐿₁ de zayıf asal eleman olduğunu gösterelim. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿₁ için 0 ≠ 𝑎𝑏 ≤ 𝑞₁ 

olsun. O halde 𝑞₁ ≠ 0 olduğundan (0,0) ≠ (𝑎, 1)(𝑏, 1)(1,0) = (𝑎𝑏, 0) ≤ (𝑞₁, 0) dır. 

(1) hipotezimiz gereğince (𝑞₁, 𝑞₂) = (𝑞₁, 0), 𝐿 bir zayıf 2-yutan elemanı ve 

(𝑎, 1)(𝑏, 1) = (𝑎𝑏, 1) ≰ (𝑞₁, 0) olduğundan (𝑎, 1)(1,0) = (𝑎, 0) ≤ (𝑞₁, 0) veya 

(𝑏, 1)(1,0) = (𝑏, 0) ≤ (𝑞₁, 0) gerçeklenir. Böylece 𝑎 ≤ 𝑞₁ veya 𝑏 ≤ 𝑞₁ bulunur. 

Böylece 𝑞₁ in 𝐿₁ de bir zayıf asal eleman olduğu ispatlanmış olur. 
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Son olarak 𝑞₁ in 𝐿₁ de asal eleman olamayacağını gösterelim. Eğer 𝑞₁, 𝐿₁ in asal 

elemanı olsaydı 𝑞₂ = 0 ın da asal olduğunu gösterdiğimizden Teorem 4.2.2 gereğince 

(𝑞₁, 0), 𝐿 nin bir 2-yutan eleman elemanı olarak bulunur. Bu da (2) varsayımı ile çelişir. 

Sonuç olarak 𝑞₁, 𝐿₁ in asal eleman olmayan bir zayıf asal elemandır. 

(2)⇒(1) 𝑞₁ in 𝐿₁ de asal olmayan bir zayıf asal eleman ve 𝑞₂ = 0 ın 𝐿₂ nin asal elemanı 

olduğunu varsayalım. (𝑞₁, 0) ın 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olduğunu göstereceğiz. 

(𝑎₁, 𝑎₂), (𝑏₁, 𝑏₂), (𝑐₁, 𝑐₂) ∈ 𝐿 için (0,0) ≠ (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂)(𝑐₁, 𝑐₂) = (𝑎₁𝑏₁𝑐₁, 𝑎₂𝑏₂𝑐₂) ≤

(𝑞₁, 0) olsun. Buradan 𝑎₁𝑏₁𝑐₁ ≤ 𝑞₁ olur. 𝑞₁, 𝐿₁ in zayıf asal elemanı olduğundan 

𝑎₁ ≤ 𝑞₁ veya 𝑏₁ ≤ 𝑞₁ veya 𝑐₁ ≤ 𝑞₁ sağlanır. Diğer taraftan, 0, 𝐿₂ nin asal elemanı ve 

𝑎₂𝑏₂𝑐₂ ≤ 0 olduğundan 𝑎₂ = 0 veya 𝑏₂ = 0 veya 𝑐₂ = 0 sağlanır. Genelliği 

kaybetmeden 𝑎₁ ≤ 𝑞₁ ve 𝑏₂ = 0 kabul edelim. O halde (𝑎₁, 𝑎₂)(𝑏₁, 𝑏₂) = (𝑎₁𝑏₁, 0) ≤

(𝑞₁, 0) bulunur Böylelikle (𝑞₁, 0) ın bir zayıf 2-yutan eleman olduğu gösterilmiş olur. 

Şimdi (𝑞₁, 0) ın 𝐿 nin bir 2-yutan eleman olmadığını göstereceğiz: 𝑞₁, 𝐿₁ in asal 

olmayan bir zayıf asal elemanı olduğundan 𝑎𝑏 = 0 iken 𝑎 ≰ 𝑞₁ ve 𝑏 ≰ 𝑞₁ yı 

gerçekleyen 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿₁ elemanları vardır. Böylece (𝑎, 1)(𝑏, 1)(1,0) = (0,0) iken 

(𝑎, 1)(𝑏, 1) = (𝑎𝑏, 1) ≰ (𝑞₁, 0),   (𝑎, 1)(1,0) = (𝑎, 0) ≰ (𝑞₁, 0)  ve (𝑏, 1)(1,0) =

(𝑏, 0) ≰ (𝑞₁, 0) aynı anda sağlandığından (𝑞₁, 0),  𝐿 nin bir 2-yutan elemanı değildir. ⎕ 

 

Teorem 4.2.4 𝐿₁, 𝐿₂ ve 𝐿₃ çarpımsal latisler ve 𝐿 = 𝐿₁ × 𝐿₂ × 𝐿₃ olsun. 𝑞, 𝐿 nin 

sıfırdan farklı her zayıf 2-yutan elemanı bir 2-yutan elemandır. 

İspat (0,0,0) ≠ 𝑞 = (𝑞₁, 𝑞₂, 𝑞₃), 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanı olsun. 

(𝑞₁, 1,1)(1, 𝑞₂, 1)(1,1, 𝑞₃) = (𝑞₁, 𝑞₂, 𝑞₃) bir zayıf 2-yutan eleman olduğundan 

(𝑞₁, 𝑞₂, 1) ≤ 𝑞 veya (𝑞₁, 1, 𝑞₃) ≤ 𝑞 veya (1, 𝑞₂, 𝑞₃) ≤ 𝑞 dır. Böylece 𝑞₃ = 1 veya 

𝑞₂ = 1 veya 𝑞₁ = 1 bulunur. Dolayısıyla 𝑞 = (𝑞₁, 𝑞₂, 1) veya 𝑞 = (𝑞₁, 1, 𝑞₃) veya 

𝑞 = (1, 𝑞₂, 𝑞₃). elde edilir. Sonuç olarak 𝑞³ ≠ 0 olduğundan Theorem 4.1.12 uyarınca, 

𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. ⎕ 
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Teorem 4.2.5 𝐿₁, 𝐿₂ ve 𝐿₃ birer çarpımsal latis ve 𝐿 = 𝐿₁ × 𝐿₂ × 𝐿₃ olsun. 𝑞1, 𝐿1 in bir 

has elemanı ve 𝑞₂, 𝑞₃ sırasıyla 𝐿₂, 𝐿₃ ün elemanları olmak üzere (0,0,0) ≠ 𝑞 =

(𝑞₁, 𝑞₂, 𝑞₃) ∈ 𝐿 ise aşağıdaki durumlar denktir:  

(1) 𝑞,  𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanıdır.  

(2) 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanıdır. 

(3) 𝑞 = (𝑞₁, 1,1) ve 𝑞₁, 𝐿₁ nin bir 2-yutan elemanıdır veya 𝑞 = (𝑞₁, 𝑞₂, 1) ve 𝑞₁, 𝑞₂, 

sırasıyla 𝐿₁ ve 𝐿₂ nin asal elemanlarıdır veya 𝑞 = (𝑞₁, 1, 𝑞₃) ve 𝑞₁,  𝑞₃, sırasıyla 𝐿₁ ve 

𝐿₃ nin asal elemanlarıdır.  

İspat (1)⇒(2) 𝑞 sıfırdan farklı bir zayıf 2-yutan eleman olsun. O halde Teorem 4.2.4 

gereğince 𝑞 bir 2-yutan elemandır. 

(2)⇒(3) 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olduğundan 𝑞₁ in 𝐿₁ de bir 2-yutan eleman olmak 

zorunda olduğu açıktır. Ayrıca (𝑞₁, 1,1)(1, 𝑞₂, 1)(1,1, 𝑞₃) = 𝑞 olduğundan 

(𝑞₁, 1,1)(1, 𝑞₂, 1) = (𝑞₁, 𝑞₂, 1) ≤ 𝑞 veya (𝑞₁, 1,1)(1,1, 𝑞₃) = (𝑞₁, 1, 𝑞₃) ≤ 𝑞 veya 

(1, 𝑞₂, 1)(1,1, 𝑞₃) = (1, 𝑞₂, 𝑞₃) ≤ 𝑞 sağlanır. 𝑞1, 𝐿1 in bir has elemanı olduğundan 

𝑞₂ = 1 veya 𝑞₃ = 1 sağlanır.  

I. Durum: 𝑞₂ = 1 ve 𝑞₃ = 1 aynı anda sağlanıyorsa (3) deki ilk durum gerçeklenmiş 

olur.  

II Durum: 𝑞₂ ≠ 1 ve 𝑞₃ = 1 varsayalım. 𝑞₁ ve 𝑞₂ nin sırasıyla 𝐿₁ ve 𝐿₂ latislerinde asal 

eleman olduklarını gösterelim. 𝑎𝑏 ≤ 𝑞₁ ve 𝑐𝑑 ≤ 𝑞₂ olacak şekilde 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿₁ ve 𝑐, 𝑑 ∈

𝐿₂ alalım. Bu takdirde (0,0,0) ≠ (𝑎, 1,1)(1, 𝑐𝑑, 1)(𝑏, 1,1) = (𝑎𝑏, 𝑐𝑑, 1) ≤ 𝑞 olur. 

Burada (𝑎, 1,1)(𝑏, 1,1) = (𝑎𝑏, 1,1) ≰ 𝑞 olduğundan (𝑎, 1,1)(1, 𝑐𝑑, 1) = (𝑎, 𝑐𝑑, 1) ≤ 𝑞 

veya (1, 𝑐𝑑, 1)(𝑏, 1,1) = (𝑏, 𝑐𝑑, 1) ≤ 𝑞 dır. Yani 𝑎 ≤ 𝑞₁ veya 𝑏 ≤ 𝑞₁ elde edilir. 

Böylece 𝑞₁ in 𝐿₁ de bir asal eleman olduğu gösterilmiş olur. Benzer şekilde 𝑞₂ nin 𝐿₂ de 

asal eleman olduğu kolaylıkla görülür. 

III. Durum: 𝑞₂ = 1 ve 𝑞₃ ≠ 1 ise II. Durumdakine benzer yol izlenerek 𝑞₁ ve 𝑞₃ ün 

sırasıyla 𝐿₁ ve 𝐿₃ de asal elemanlar olduğu kolaylıkla elde edilir. 
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(3)⇒(1) 𝑞₁, 𝐿₁ nin bir 2-yutan elemanı olmak üzere 𝑞 = (𝑞₁, 1,1) olsun. Buradan 𝑞 nun 

bir 2-yutan eleman olduğunu görmek kolaydır. Dolayısıyla 𝑞, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan 

elemanıdır.  

Şimdi 𝑞₁, 𝑞₂, sırasıyla 𝐿₁ ve 𝐿₂ nin asal elemanları olmak üzere 𝑞 = (𝑞₁, 𝑞₂, 1) 

varsayalım. (𝑎₁, 𝑎₂, 𝑎₃)(𝑏₁, 𝑏₂, 𝑏₃)(𝑐₁, 𝑐₂, 𝑐₃) ≤ 𝑞 olacak şekilde (𝑎₁, 𝑎₂, 𝑎₃), 

(𝑏₁, 𝑏₂, 𝑏₃), (𝑐₁, 𝑐₂, 𝑐₃) ∈ 𝐿 alalım. Bu takdirde 𝑞₁ ve 𝑞₂ asal elemanlar olduğundan 

𝑎𝑖 ≤ 𝑞𝑖 ve 𝑏𝑗 ≤ 𝑞𝑗 ve 𝑐𝑘 ≤ 𝑞𝑘 bağıntıları en az bir 𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,2 ve 𝑘 = 1,2 için 

doğrudur. Tüm durumlarda (𝑎₁𝑏₁, 𝑎₂𝑏₂, 1) ≤ 𝑞 veya (𝑎₁𝑐₁, 𝑎₂𝑐₂, 1) ≤ 𝑞 veya 

(𝑏₁𝑐₁, 𝑏₂𝑐₂, 1) ≤ 𝑞 olur ki, bu da 𝑞 nun bir 2-yutan eleman olduğunu gösterir.  

Eğer 𝑞₁ ve 𝑞₃, 𝐿₁ ve 𝐿₃ de asal elemanlar olmak üzere 𝑞 = (𝑞₁, 1, 𝑞₃) ise benzer şekilde 

𝑞 bir 2-yutan eleman olarak bulunur. Sonuç olarak 𝑞, 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanıdır. 

⎕ 

 

Teorem 4.2.6 𝐿₁, 𝐿₂ ve 𝐿₃ birer 𝐶-latis ve 𝐿 =  𝐿₁ × 𝐿₂ × 𝐿₃ olsun. 𝐿 nin her has 

elemanının zayıf 2-yutan eleman olması için gerek ve yeter koşul 𝐿₁, 𝐿₂ ve 𝐿₃ ün birer 

cisim olmasıdır. 

İspat 𝐿₁, 𝐿₂ ve 𝐿₃ birer cisim olsun. O zaman 𝐿 latisinin has elemanları 

(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0), (1,0,1), (0,1,1) olup Teorem 4.2.5 gereğince 

bu elemanların her biri birer zayıf 2-yutan elemandır. 

Tersine 𝐿 nin her has elemanının zayıf 2-yutan eleman olduğunu ve 𝐿₁ in bir cisim 

olmadığını varsayalım. O halde sıfırdan farklı bir has 𝑥 ∈ 𝐿₁ elemanı vardır. Buradan 

(𝑥, 0,0), 𝐿 nin bir zayıf 2-yutan elemanıdır. 0 ≠ 𝑎 ≤ 𝑥 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐿∗ alalım. 

Böylece (0,0,0) ≠ (𝑎, 1,1)(1,0,1)(1,1,0) = (𝑎, 0,0) ≤ (𝑥, 0,0) olması gereğince 

(𝑎, 1,1)(1,0,1) = (𝑎, 0,1) ≤ (𝑥, 0,0) veya (𝑎, 1,1)(1,1,0) = (𝑎, 1,0) ≤ (𝑥, 0,0) veya 

(1,0,1)(1,1,0) = (1,0,0) ≤ (𝑥, 0,0) çelişkisine varılır. Sonuç olarak 𝐿₁ bir cisimdir. 

Benzer şekilde 𝐿₂ ve 𝐿₃ de birer cisim olarak elde edilir. ⎕ 
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4.3. Bazı Özel Latislerde 2-Yutan ve Zayıf 2-Yutan Elemanlar  

Bu bölümde, her has elemanı bir zayıf 2-yutan eleman olan supremum esas olarak 

üretilmiş 𝐶-latisler ile her sıfırdan farklı her elemanı 2-yutan eleman olan supremum 

esas olarak üretilmiş 𝐶-latisleri karakterize edeceğiz. Daha sonra esas eleman bölgeleri 

için 2-yutan elemanlar cinsinden yeni bir karakterizasyon geliştireceğiz. 

 

Teorem 4.3.1 𝐿 supremum esas olarak üretilen bir 𝐶-latis olsun. 𝐿 nin sıfırdan farklı her 

has elemanı bir zayıf 2-yutan eleman ise 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 dır. Başka bir deyişle, 𝐿 latisinde 

asal ve maksimal elemanlar çakışır. 

İspat 𝑝 ve 𝑚 iki asal eleman ve 𝑝 < 𝑚 olsun. Bu takdirde 𝑥 ≰ 𝑝 olacak şekilde bir 

𝑥 ≤ 𝑚 supremum esas eleman vardır. Burada 𝑥 ≰ 𝑝 olduğundan, 𝑥 sıfırdan farklı ve 

nilpotent olmayan bir elemandır. Çünkü 𝑥 nilpotent olsaydı, bir 𝑛 pozitif tamsayısı için 

𝑥𝑛 = 0 < 𝑝 olup 𝑥 ≤ 𝑝 çelişkisine varılırdı. Diğer taraftan 0 ≠ 𝑥³ ≤ 𝑥4 ve 𝑥4 bir 

sıfırdan farklı zayıf 2-yutan eleman olduğundan 𝑥² ≤ 𝑥4 elde edilir. 𝑥² nin bir 

supremum esas eleman olmasından 1 = 𝑥² ∨ (0: 𝑥²) özdeşliği sağlanır. Burada 

(0: 𝑥²) ≤ 𝑝 olduğunu gösterelim: (0: 𝑥²) ≰ 𝑝 varsayalım. Bu takdirde bir 𝑦 ≤ (0: 𝑥²) 

için 𝑦 ≰ 𝑝 olacak şekilde bir 𝑦 ∈ 𝐿∗ vardır. Buradan 𝑦𝑥² = 0 ≤ 𝑝 olup 𝑥 ≤ 𝑝 

çelişkisine varılır. Böylece (0: 𝑥²) ≤ 𝑝 ≤ 𝑚 dir. Ayrıca 𝑥 ≤ 𝑚 olduğundan 1 = 𝑥² ∨

(0: 𝑥²) ≤ 𝑚 çelişkisine varılır. O halde 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 dir. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 4.3.2 (Lemma 6, (Anderson ve Jayaram, 1995))  

Her tamlanabilir eleman bir kompakt elemandır. 

İspat 𝑎 ∈ 𝐿 bir tamlanabilir eleman olsun. 𝑎 ≤ ⋁𝑥 varsayalım. Buradan 1 = 𝑎 ∨ 𝑎′ ≤

⋁𝑥 ∨ 𝑎′ olacak şekilde 𝑎′ ∈ 𝐿 vardır. 1 kompakt olduğundan 𝑎 ∨ 𝑎′ = 1 ≤ (𝑎1 ∨ 𝑎2 ∨

…∨ 𝑎𝑛) ∨ 𝑎′ olacak şekilde 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐿 mevcuttur. O halde 𝑎 = 𝑎1 =

𝑎((𝑎1 ∨ 𝑎2 ∨ …∨ 𝑎𝑛) ∨ 𝑎
′) = 𝑎(𝑎1 ∨ 𝑎2 ∨ …∨ 𝑎𝑛 ∨ 𝑎

′) = 𝑎(⋁ 𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1 ) ≤ ⋁ 𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1  

olduğundan 𝑎 nın kompakt olduğu görülür. ⎕ 
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Yardımcı Teorem 4.3.3 (Lemma 9, (Anderson ve Jayaram, 1995))  

Bir regüler latisin her elemanı idempotenttir. 

İspat 𝐿 bir regüler latis ve 𝑎 ∈ 𝐿 olsun. 𝐿 kompakt olarak üretilmiş olduğundan 𝑎𝛼 

tamlanabilir elemanlar olmak üzere 𝑎 = ⋁ 𝑎𝛼𝛼  yazılabilir. Burada her 𝛼 için 𝑎𝑎𝛼 = 𝑎 

olduğundan 𝑎2 = 𝑎(⋁ 𝑎𝛼𝛼  ) = ⋁ 𝑎𝑎𝛼𝛼 = ⋁ 𝑎𝛼𝛼 = 𝑎 elde edilir. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 4.3.4 (Lemma 2, (Jayaram ve Johnson, 1995))  

𝐿 bir 𝐶-latis olsun. 𝑒 kompakt ve idempotent ise esas elemandır. 

Aşağıdaki teoremler, regüler latisleri doğru anlamak bakımından önemlidir:  

 

Teorem 4.3.5 (Theorem 3, (Anderson ve Jayaram, 1995)) Bir 𝑟-latis 𝐿 nin regüler 

olması için gerek ve yeter koşul her idempotent elemanın esas eleman olmasıdır. 

 

Teorem 4.3.6 (Theorem 4, (Anderson ve Jayaram, 1995)) 𝐿 bir 𝑟-latis olsun. Bu 

takdirde aşağıdaki durumlar denktir: 

(1) 𝐿 bir regüler latistir. 

(2) 𝐿 nin her elemanı idempotenttir. 

(3)  Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋀𝑏 = 𝑎𝑏 dır. 

(4) Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎 yı gerçekleyen bir 𝑥 ∈ 𝐿 vardır. 

(5) Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = √𝑎 dır. 

 

Not 4.3.7 Yardımcı Teorem 4.3.2 gereğince, her tamlanabilir eleman kompakt ve 

Yardımcı Teorem 4.3.3 ün ispatında görüldüğü üzere bir 𝐶-latiste tamlanabilir her 

eleman idempotenttir. Şu halde Yardımcı Teorem 4.3.4 gereğince 𝐿 nin her kompakt ve 
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idempotent elemanı esas eleman olduğundan, 𝐿 nin her tamlanabilir elemanı idempotent 

ve esas elemandır. Tersine, 𝐿 nin idempotent ve esas elemanı bir tamlanabilir elemandır. 

Böylece Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.6, 𝐿 yi 𝑟-latis kabul etmek yerine sadece 𝐶-latis 

olduğu durumda da geçerlidir. Bu açıklama ışığında aşağıdaki iki teorem verilebilir. 

 

Teorem 4.3.8 𝐿 bir 𝐶-latis olsun. 𝐿 nin regüler olması için gerek ve yeter koşul her 

idempotent elemanın esas eleman olmasıdır. 

 

Teorem 4.3.9 𝐿 bir 𝐶-latis ise aşağıdaki durumlar denktir: 

(1) 𝐿 bir regüler latistir. 

(2) 𝐿 nin her elemanı idempotenttir. 

(3)  Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için 𝑎⋀𝑏 = 𝑎𝑏 dır. 

(4) Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎 yı gerçekleyen bir 𝑥 ∈ 𝐿 vardır. 

(5) Her 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = √𝑎 dır. (𝑎 radikal elemandır.) 

 

Yardımcı Teorem 4.3.10 (Theorem 5, (Anderson ve Jayaram, 1995)) Bir 𝐶-latis 𝐿 

nin regüler olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 nin her asal elemanı bir maksimal eleman 

olan bir indirgenmiş latis, başka bir deyişle 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 olmasıdır.  

 

Teorem 4.3.11 𝐿 bir supremum esas olarak üretilmiş sıfır boyutlu, tam olarak iki farklı 

maksimal eleman içeren ve √0 ≠ 0,  (√0)² = 0 ve her sıfırdan farklı eleman 𝑥 ≤ √0  

için √0 = 𝑥  özdeşliklerini sağlayan bir 𝐶-latis olsun. Bu takdirde 𝐿 nin sıfırdan farklı 

her has elemanı bir 2-yutan elemandır. 

İspat 𝑚₁ ve 𝑚₂,  𝐿 nin iki farklı maksimal elemanı olsun. √0 = 𝑚₁𝑚₂ ve (√0)² = 0 

eşitliklerinden 𝑚₁²𝑚₂² = 0 dır. Dolayısıyla 𝑚₁²  ve 𝑚₂² elemanları tamlanabilir 
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elemanlardır. √0 ≠ 0  olması gereğince, 𝑚₁² ≠ 𝑚₁ veya 𝑚₂² ≠ 𝑚₂ sağlanır. Genelliği 

kaybetmeden, 𝑚₁² ≠ 𝑚₁ varsayalım. 𝑚₂² = 𝑚₂ olduğunu gösterelim. 𝑚₂² < 𝑚₂ olsun. 

Buradan 𝑏 ≰ 𝑚₂²  ve 𝑏 ≤ 𝑚₂ olacak şekilde bir 𝑏 supremum esas elemanı vardır. 

𝑎 ≰ 𝑚₁²  olacak şekilde bir supremum esas eleman 𝑎 ≤ 𝑚₁  seçelim. Böylece 𝑎²𝑚₂² ≤

𝑚₁²𝑚₂² = 0 ve 𝑏²𝑚₁² ≤ 𝑚₁²𝑚₂² = 0 olur. 𝑚₁² ve 𝑚₂² nin tamlanabilir elemanlar 

olduğundan Not 4.3.7 gereğince, bu elemanlar idempotent ve esas elemanlardır. 𝑒 ve 𝑓, 

𝐿 latisinde idempotent ve esas elemanlar olmak üzere 𝑚₁² = 𝑒 ve 𝑚₂² = 𝑓 diyelim. 

Burada 𝑎²𝑓 = 0 = 𝑏²𝑒  olduğundan hipotez gereğince, 𝑎𝑓 = 𝑏𝑒 bulunur. Böylece  

𝑎 = 𝑎. 1 = 𝑎(𝑒 ∨ 𝑓) = 𝑎𝑒 ∨ 𝑎𝑓 = 𝑎𝑒 ∨ 𝑏𝑒 = (𝑎 ∨ 𝑏)𝑒 ≤ 𝑒 = 𝑚1
2  

çelişkisine varılır. Buradan 𝑚₂² = 𝑚₂ dir. Açıkça, 𝑚₁,  𝑚₂ ve √0 elemanları 2-yutan 

elemanlardır. 𝑥 bir maksimal olmayan sıfırdan farklı has eleman olsun. O halde 𝑥 ≤

𝑚₁ veya 𝑥 ≤ 𝑚₂ veya 𝑥 ≤ √0  dır. O halde aşağıdaki üç hal söz konusudur: 

I. Durum: 𝑥 ≤ 𝑚₂ ve 𝑥 ≰ 𝑚₁ olsun. Şu halde 𝑚₁² ∨ 𝑥 = 1, dolayısıyla 𝑚₂ = 𝑚₂𝑚₁² ∨

𝑚₂𝑥 ≤ 𝑥 bulunur. Bu da 𝑥 in maksimal olmayan bir has eleman olması ile çelişir. 

Böylece 𝑥 ≤ 𝑚₁ ve 𝑥 ≰ 𝑚₂ veya 𝑥 ≤ √0 olmak zorundadır.  

II. Durum: 𝑥 ≤ 𝑚₁ ve 𝑥 ≰ 𝑚₂ varsayalım. Şu halde 𝑚₂ ∨ 𝑥 = 1, dolayısıyla 𝑚₁² =

𝑚₁²𝑚₂ ∨ 𝑚₁²𝑥 = 𝑚₁²𝑥 ≤ 𝑥 dir. 𝑚₁² ≤ 𝑥 ≤ 𝑚₁ olduğundan 𝑥, 𝑚₁-asalımsı olup 

Teorem 4.1.19 dan 𝑥 bir 2-yutan elemandır.  

III. Durum: 𝑥 ≤ √0 olsun. Hipotez gereğince, 𝑥 = √0 olur ve buradan 𝑥 bir 2-yutan 

eleman olarak bulunur. 

Böylelikle her sıfırdan farklı has elemanın bir 2-yutan eleman olduğu gösterilmiş olur. 

⎕ 

 

Teorem 4.3.12 𝐿, iki veya üç farklı maksimal elemana sahip bir regüler latis olsun. Bu 

takdirde 𝐿 nin her sıfırdan farklı has elemanı bir 2-yutan elemandır. 
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İspat 𝐿 nin tam olarak iki farklı maksimal elemanı 𝑚₁ ve 𝑚₂ olduğunu kabul edelim. 𝐿 

bir regüler latis olduğundan Not 4.3.7 ve Teorem 4.3.9 gereğince, her sıfırdan farklı 

eleman 𝑎 ∈ 𝐿 için 𝑎 = √𝑎 = 𝑚₁ veya 𝑎 = √𝑎 = 𝑚₂ bulunur. Buradan her sıfırdan 

farklı has eleman bir 2-yutan elemandır. Eğer 𝐿 tam olarak üç maksimal elemana sahip 

ise her sıfırdan farklı has eleman ya maksimaldir ya da iki maksimal elemanın 

infimumuna eşittir. Böylece Önerme 4.1.7 gereğince her sıfırdan farklı has eleman bir 

2-yutan elemandır. ⎕ 

 𝐽(𝐿) =∧ {𝑚 ∈ 𝐿 ∣ 𝑚, 𝐿 nin bir maksimal elemanı} olarak tanımlayalım. 

 

Teorem 4.3.13 𝐿 bir supremum esas olarak üretilmiş 𝐶-latis olsun. Bu takdirde her 

supremum esas eleman 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 𝐽(𝐿) için 𝑎𝑏𝑐 nin bir zayıf 2-yutan eleman olması için 

gerek ve yeter koşul 𝑎𝑏𝑐 = 0 olmasıdır. 

İspat 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 supremum esas elemanları için 𝑎, 𝑏, 𝑐 ≤ 𝐽(𝐿) ve 𝑎𝑏𝑐 bir zayıf 2-yutan 

eleman olsun. 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0 varsayalım. Burada 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑎𝑏𝑐 ve 𝑎𝑏𝑐 is a zayıf 2-yutan 

eleman olduğundan 𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑏𝑐 veya 𝑏𝑐 ≤ 𝑎𝑏𝑐 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑎𝑏𝑐 sağlanır. Genelliği 

kaybetmeden, 𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑏𝑐 kabul edelim. 𝑎𝑏 bir supremum esas eleman olduğundan 

1 = 𝑐 ∨ (0: 𝑎𝑏) olur. (0: 𝑎𝑏) ≠ 0 olduğu açıktır. Böylece 𝑐 ≤ 𝐽(𝐿) ve 1 = 𝑐 ∨ (0: 𝑎𝑏) 

olmasından (0: 𝑎𝑏) = 1 elde edilir ki, bu da 𝑎𝑏 = 0 demektir. Dolayısıyla 𝑎𝑏𝑐 = 0 

bulunur. Diğer durumlarda da 𝑎𝑏𝑐 = 0 olduğu benzer şekilde gösterilebilir. Ters taraf 

ise açıktır. ⎕ 

 

Teorem 4.3.14 𝐿 bir supremum esas olarak üretilmiş, 𝑚 maksimal elemanı ile birlikte 

sözde-yerel latis olsun. Bu takdirde 𝐿 nin her has elemanının bir zayıf 2-yutan elemanı 

olması için gerek ve yeter koşul 𝑚³ = 0 olmasıdır. 

İspat 𝐿 nin her has elemanı bir zayıf 2-yutan eleman ise Teorem 4.1.12 den 𝑚³ = 0 dır. 

Tersine 𝑚³ = 0 olsun.𝑥, 𝐿 nin bir sıfırdan farklı has elemanı ve 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑥 olsun. 

0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ve 𝑚³ = 0 olduğundan 𝑎 ≰ 𝑚 veya 𝑏 ≰ 𝑚 veya 𝑐 ≰ 𝑚 dır. 𝐿 bir sözde-yerel 
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latis olduğundan 𝑎 = 1 veya 𝑏 = 1 veya 𝑐 = 1 dır. Buradan 𝑏𝑐 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑞 veya 

𝑎𝑏 ≤ 𝑞 elde edilir. Yani 𝑥 bir zayıf 2-yutan elemandır. ⎕ 

 

Teorem 4.3.15 𝐿, tam olarak iki farklı 𝑚₁ ve 𝑚₂ maksimal elemanı olan, supremum 

esas olarak üretilen bir 𝐶-latis olsun. 𝐿 nin her has elemanı bir zayıf 2-yutan eleman ise 

𝑚₁²𝑚₂ = 0 veya 𝑚₁𝑚₂² = 0 sağlanır. 

İspat Teorem 4.3.13  gereğince (𝐽(𝐿))³ = 0, dolayısıyla 𝑚₁³𝑚₂³ = 0 dır. Böylece 𝑚₁³ 

ve 𝑚₂³ elemanları tamlanabilir elemanlardır. Böylece 𝑚₁³ = 𝑒 ve 𝑚₂³ = 𝑓 dersek, 𝑒 ve 

𝑓, 𝐿 nin idempotent ve esas elemanlarıdır. Şimdi 𝑚₁² = 𝑚₁³ ve 𝑚₂² = 𝑚₂³ olduğunu 

gösterelim. 𝑚₁² ≰ 𝑚₁³ = 𝑒 varsayalım. 𝑎𝑏 ≰ 𝑒 olacak şekilde herhangi iki supremum 

esas eleman 𝑎 ≤ 𝑚₁  ve 𝑏 ≤ 𝑚₁ seçelim. Şu halde (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑒)𝑓 = 𝑎𝑏𝑓 sağlanır. 

Ayrıca 𝑎𝑏 ≰ 𝑒 olduğundan 𝑎𝑏𝑓 ≠ 0 olur. 𝑎𝑏𝑓 nin bir zayıf 2-yutan eleman olması 

gereğince (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑒) ≤ 𝑎𝑏𝑓 veya 𝑎𝑓 ≤ 𝑎𝑏𝑓 veya 𝑏𝑓 ≤ 𝑎𝑏𝑓 gerçeklenir.  

I. Durum: 𝑎𝑓 ≤ 𝑎𝑏𝑓 olsun. 𝑎𝑓 bir supremum esas eleman olduğundan 1 = 𝑏 ∨ (0: 𝑎𝑓) 

elde edilir. 𝑒 ≤ (0: 𝑎𝑓) ve (0: 𝑎𝑓) nin 𝐿 de bir sıfırdan farklı has eleman olduğunu 

görmek kolaydır. Böylece (0: 𝑎𝑓) ≤ 𝑚₁ ve dolayısıyla 1 = 𝑏 ∨ (0: 𝑎𝑓) ≤ 𝑚₁ 

çelişkisine varılır. O halde 𝑎𝑓 ≰ 𝑎𝑏𝑓 dir.  

II. Durum: 𝑏𝑓 ≤ 𝑎𝑏𝑓 varsayalım. I. Duruma benzer şekilde 𝑏𝑓 ≰ 𝑎𝑏𝑓 olduğunu 

göstermek kolaydır.  

III. Durum: Eğer (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑒) ≤ 𝑎𝑏𝑓 ise 𝑒 ≤ 𝑓 çelişkisi bulunur. Şu halde 𝑚₁² =

𝑚₁³ dır. Benzer yaklaşımla 𝑚₂² = 𝑚₂³ gösterilebilir. 

Şimdi 𝑚₁ = 𝑚₁² veya 𝑚₂ = 𝑚₂² olduğunu gösterelim. 𝑚₁ ≠ 𝑚₁² = 𝑒 ve 𝑚₂ ≠ 𝑚₂² =

𝑓 varsayalım. 𝑎 ≰ 𝑒 ve 𝑏 ≰ 𝑓 olacak şekilde iki supremum esas eleman 𝑎 ≤ 𝑚₁ ve 

𝑏 ≤ 𝑚₂ seçelim. Buradan (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑓)(𝑏 ∨ 𝑓) = 𝑎𝑏² ∨ 𝑎𝑓 ∨ 𝑏²𝑒 ≤ 𝑚₁ ∧ 𝑓 = 𝑚₁𝑓 

sağlanır. 𝑎𝑓 ≠ 0 olmasından (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑓)(𝑏 ∨ 𝑓) ≠ 0 dır. 𝑚₁𝑓 nin bir zayıf 2-yutan 

eleman olmasından ise (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑓) ≤ 𝑚₁𝑓 veya (𝑏 ∨ 𝑓)(𝑏 ∨ 𝑓) ≤ 𝑚₁𝑓 sonucuna 

varılır. Eğer (𝑎 ∨ 𝑒)(𝑏 ∨ 𝑓) ≤ 𝑚₁𝑓 ise 𝑏𝑒 ≤ 𝑚₁𝑓 dir. Dolayısıyla 𝑏𝑒 ≤ 𝑚₁𝑓𝑒 = 0 olup 
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𝑏 ≤ (0: 𝑒) = 𝑓 çelişkisi elde edilir. Eğer (𝑏 ∨ 𝑓)(𝑏 ∨ 𝑓) ≤ 𝑚₁𝑓 ise 𝑓 ≤ 𝑚₁𝑓 ≤ 𝑚₁ 

olup, bu durum yine bir çelişkidir. Böylece 𝑚₁ = 𝑚₁² veya 𝑚₂ = 𝑚₂² sağlanır. Sonuç 

olarak 𝑚₁²𝑚₂ = 0 veya 𝑚₁𝑚₂² = 0 bulunur. ⎕ 

Her 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐿 için [𝑎, 𝑏] = {𝑥 ∈ 𝐿 ∣ 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} olarak tanımlayalım. 

 

Teorem 4.3.16 𝐿 tam olarak iki farklı 𝑚₁ ve 𝑚₂ maksimal elemanlarına sahip bir 

supremum esas olarak üretilen 𝐶-latis olsun. 𝑚₁²𝑚₂ = 0 veya 𝑚₁𝑚₂² = 0 ise 𝐿 nin her 

has elemanı bir zayıf 2-yutan elemandır. 

İspat 𝑚₁²𝑚₂ = 0 olsun. Maksimal elemanlar açıkça birer 2-yutan elemandır. 𝑥,  𝐿 nin 

sıfırdan farklı has bir maksimal olmayan elemanı olsun. Eğer 𝑥 ∈ [𝑚₁²,𝑚₁] ise Teorem 

4.1.19  gereğince 𝑥 bir 2-yutan elemandır. 𝑥 ∉ [𝑚₁²,𝑚₁] varsayalım. Eğer 𝑥 ≰ 𝑚₁ olsa 

𝑚₁² ∨ 𝑥 = 1, dolayısıyla 𝑚₂ = 𝑚₁²𝑚₂ ∨ 𝑥𝑚₂ = 𝑥𝑚₂ ≤ 𝑥 çelişkisine varılır. Böylelikle 

𝑥 ≤ 𝑚₁ dir. Şayet 𝑥 ≰ 𝑚₂ olsa 𝑚2 ∨ 𝑥 = 1 olup, dolayısıyla 𝑚₁² = 𝑚₁²𝑚₂ ∨ 𝑥𝑚₁² ≤

𝑥 olması 𝑥 ∉ [𝑚₁²,𝑚₁] varsayımı ile çelişir. Böylece 𝑥 ≤ 𝑚₁ ∧ 𝑚₂ bulunur. 

Şimdi 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑥 olacak şekilde 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐿 alalım. 𝑎𝑏𝑐 ≤ 𝑚₁ olduğundan 𝑎 ≤ 𝑚₁ 

veya 𝑏 ≤ 𝑚₁ veya 𝑐 ≤ 𝑚₁ olur. Genelliği kaybetmeden 𝑎 ≤ 𝑚₁ varsayalım. 0 ≠ 𝑎𝑏𝑐 

ve 𝑚₁²𝑚₂ = 0 olduğundan 𝑏 ≰ 𝑚₁ ve 𝑐 ≰ 𝑚₁ sağlanır. Böylece 1 = 𝑚₁² ∨ 𝑏𝑐, 

dolayısıyla 𝑚₂ = 𝑚₁²𝑚₂ ∨ 𝑏𝑐𝑚₂ = 𝑏𝑐𝑚₂ ≤ 𝑏𝑐 dır. Eğer 𝑏 = 1 veya 𝑐 = 1 ise 𝑎𝑏 ≤ 𝑥 

veya 𝑎𝑐 ≤ 𝑥 bulunur. Eğer 𝑏 ≠ 1 ve 𝑐 ≠ 1 ise 𝑚₂ bir idempotent eleman olduğundan 

𝑚₂ = 𝑏 = 𝑐 = 𝑏𝑐 olur. Buradan 𝑎𝑏 ≤ 𝑥 ve böylelikle 𝑥 in bir zayıf 2-yutan eleman 

olduğu görülür. Benzer şekilde 𝑚₂²𝑚₁ = 0 durumunda da 𝐿 nin her has elemanının bir 

zayıf 2-yutan eleman olduğu kolaylıkla gösterilebilir. ⎕ 

Şimdi her has elemanı zayıf 2-yutan elemanlar olan supremum esas olarak üretilen 𝐶-

latisler için aşağıdaki teorem yardımıyla bir karakterizasyon verebiliriz. 
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Teorem 4.3.17 𝐿 bir supremum esas olarak üretilen 𝐶-latis olsun. Bu takdirde 𝐿 nin her 

has elemanının bir zayıf 2-yutan eleman olması için gerek ve yeter koşul aşağıdaki 

durumlardan birinin sağlanmasıdır. 

  (1) 𝐿 tek maksimal eleman 𝑚 ye sahip sözde-yerel latis ve 𝑚³ = 0 dır. 

  (2) 𝐿 tam olarak 𝑚₁ ve 𝑚₂ iki farklı maksimal elemana sahiptir ve 𝑚₁²𝑚₂ = 0 veya 

𝑚₁𝑚₂² = 0 gerçeklenir. 

  (3) 𝐿 tam olarak üç farklı maksimal elemana sahip olan bir regüler latistir. 

İspat 𝐿 nin her has elemanı bir zayıf 2-yutan eleman olsun. Şu halde Teorem 4.1.22 

gereğince 𝐿 nin en çok üç maksimal elemanı vardır. Eğer (𝐿,𝑚) bir sözde-yerel latis ise 

Teorem 4.3.14 ten, 𝑚³ = 0 dir, yani (1) gerçeklenir.  

𝐿 nin tam olarak iki farklı maksimal 𝑚₁ ve 𝑚₂ elemanı olsun. Şu halde Teorem 4.3.15 

ten 𝑚₁²𝑚₂ = 0 veya 𝑚₁𝑚₂² = 0 olup, (2) sağlanmış olur.  

Şimdi 𝐿 nin tam olarak üç farklı maksimal elemanı 𝑚₁,𝑚₂ ve 𝑚₃ olduğunu varsayalım. 

Hipotez ve Teorem 4.3.1 gereğince, 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 olur. O halde √0 = 𝑚₁𝑚₂𝑚₃ dir. Şayet 

0 ≠ 𝑚₁𝑚₂𝑚₃ ise 𝑚₁𝑚₂ ≤ 𝑚₁𝑚₂𝑚₃ ≤ 𝑚₃ veya 𝑚₂𝑚₃ ≤ 𝑚₁𝑚₂𝑚₃ ≤ 𝑚₁ veya 

𝑚₁𝑚₃ ≤ 𝑚₁𝑚₂𝑚₃ ≤ 𝑚₂ çelişkisine varılır. Böylece √0 = 0 dır. 𝐿 bir indirgenmiş latis 

ve 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 olduğundan Yardımcı Teorem 4.3.10 gereğince 𝐿 bir regüler latistir. 

Tersine, (1), koşulu sağlanıyor ise Teorem 4.3.14 uyarınca 𝐿 nin her has elemanı bir 

zayıf 2-yutan elemandır. Eğer 𝐿, (2) koşulunu sağlıyor ise Teorem 4.3.16 dan 𝐿 nin her 

has elemanı bir zayıf 2-yutan elemandır. Eğer 𝐿, (3) koşulunu gerçekliyor ise Teorem 

4.3.12 den 𝐿 nin her has elemanı bir zayıf 2-yutan elemandır. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. ⎕ 

 

Örnek 4.3.18 𝑛 bir pozitif tamsayı olsun. 𝑅 = ℤ𝑛 nin her has idealinin zayıf 2-yutan 

ideal olması için gerek ve yeter koşul bir 𝑝 asal tamsayısı için 𝑛 = 𝑝3 veya farklı asal 
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tamsayılar 𝑝, 𝑞 olmak üzere 𝑛 = 𝑝2𝑞 veya 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3 farklı pozitif asal tamsayılar olmak 

üzere 𝑛 = 𝑝1𝑝2𝑝3 olmasıdır. 

Hatırlanacak olursa, 𝑅 halkasının her 𝑎 elemanı için 𝑎 = 𝑎𝑥𝑎 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝑅 

bulunuyorsa 𝑅 ye regüler halka adı verilir. 𝑅 nin bir Noetherian regüler halka olması 

için gerek ve yeter koşul ise 𝑅 nin cisimlerin bir sonlu direkt toplamı olmasıdır. Ayrıca 

𝑅 nin regüler halka olması için gerek ve yeter koşul 𝐿(𝑅) nin bir regüler latis olmasıdır. 

 

Teorem 4.3.19 𝐿 bir supremum esas olarak üretilen bir 𝐶-latis olsun. Bu takdirde 𝐿 nin 

sıfırdan farklı her has elemanının bir 2-yutan eleman olması için gerek ve yeter koşul 

𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 olması ve aşağıdaki durumlardan birinin gerçeklenmesidir: 

(1) 𝐿, sıfırdan farklı 𝑚 maksimal elemanı bir sözde-yerel latis olmak üzere her sıfırdan 

farklı 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑚² ≤ 𝑥 sağlanır. 

(2) 𝐿 tam olarak iki farklı maksimal elemana sahip olmak üzere indirgenmiş bir latistir 

veya sıfırdan farklı her 𝑥 ≤ √0 elemanı için (√0 )² = 0 ve √0  = 𝑥 şartını sağlar. 

(3) 𝐿, tam olarak üç farklı maksimal eleman içeren bir indirgenmiş latistir. 

İspat 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 olsun. 𝐿 nin (1) koşulunu sağladığını kabul edelim. Bu takdirde 𝐿 nin 

her sıfırdan farklı has elemanı 𝑥 ∈ 𝐿 bir 𝑚-asalımsı eleman ve 𝑚² ≤ 𝑥 olur. Böylece 

Teorem 4.1.19 dan, 𝑥 bir 2-yutan elemandır. 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 ve 𝐿 nin (2) koşulunu 

sağladığını varsayalım. Buradan Teorem 4.3.11 gereğince 𝐿 nin her sıfırdan farklı has 

elemanı bir 2-yutan elemandır. Şayet 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 ve (3) koşulu sağlanıyor ise Yardımcı 

Teorem 4.3.10 ve Teorem 4.3.12 gereğince 𝐿 nin her sıfırdan farklı has elemanı bir 2-

yutan elemandır. 

Tersine, 𝐿 nin her sıfırdan farklı has elemanının bir 2-yutan eleman olduğunu 

varsayalım. Şu halde Teorem 4.3.1 den, 𝐵𝑜𝑦 𝐿 = 0 bulunur. Ayrıca Teorem 4.1.22 den 

en çok üç maksimal elemana sahiptir.  
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𝐿 nin bu üç farklı maksimal elemanına 𝑚₁,  𝑚₂ ve 𝑚₃ diyelim. Bu takdirde √0  =

𝑚₁𝑚₂𝑚₃ olur. Teorem 4.1.22 uyarınca, √0  = 0, dolayısıyla 𝐿, tam olarak üç farklı 

maksimal eleman içeren bir indirgenmiş latistir.  

Şimdi 𝐿 nin tam olarak iki farklı maksimal elemanı 𝑚₁ ve 𝑚₂ olduğunu kabul edelim. 

Bu durumda √0  = 𝑚₁𝑚₂ dir. Eğer √0  = 0 ise 𝐿 is indirgenmiş latis olur. 𝐿 nin 

indirgenmiş olmadığını kabul edelim. (√0 )² = 0 olduğunu göstereceğiz. (√0)² ≠ 0 

varsayalım. O halde 𝑥𝑦 ≠ 0 olacak şekilde 𝑥, 𝑦 ≤ √0 supremum esas elemanları vardır. 

Teorem 4.1.23 gereğince 𝑚₁𝑚₂ ≤ 𝑥𝑦 bulunur. 𝑥 ≤ 𝑚₁𝑚₂ ≤ 𝑥𝑦 ve 𝑥 bir supremum 

esas eleman olduğundan 1 = 𝑦 ∨ (0: 𝑥) elde edilir. 𝑥 ≠ 0 ve 𝑦 ≠ 1 olmasından (0: 𝑥), 𝐿 

nin bir sıfırdan farklı has elemanıdır. Fakat bu durum 𝑦 ≤ 𝑚₁ ∧ 𝑚₂ olması ile çelişir. 

Böylece (√0)² = 0 dir. Yeniden Teorem 4.1.23 gereğince her bir sıfırdan farklı eleman 

𝑥 ≤ √0 için √0 = 𝑥 sağlanır.  

Eğer (𝐿,𝑚) bir sözde-yerel latis ise Teorem 4.1.23 gereğince, 𝐿 nin her sıfırdan farklı 

has elemanı 𝑥 ∈ 𝐿 için 𝑚² ≤ 𝑥 eşitsizliği sağlanır. Böylelikle ispat tamamlanmış olur. 

⎕ 

 

Örnek 4.3.20 (Example 3.5 (a), (Badawi, 2007)) 𝑅 = ℤ8 ve 𝑝 bir asal tamsayı, 𝐹 bir 

cisim olmak üzere 𝐷 = ℤ𝑝2(+)𝐹 olsun. Bu durumda 𝑅 nin sıfırdan farklı her has ideali 

bir 2-yutan idealdir ve 𝐷 nin her sıfırdan farklı has ideali ise bir 2-yutan idealdir. 

 

Örnek 4.3.21 (Example 3.5 (b), (Badawi, 2007)) ℝ reel sayılar halkası ve 𝑋, 𝑌 

bilinmeyenler olmak üzere 𝑅 = ℝ[(𝑋, 𝑌)]/(𝑋𝑌, 𝑋2 − 𝑌2, 𝑋3, 𝑌3) halkasının sıfırdan 

farklı her has ideali bir 2-yutan idealdir. 

 

Yardımcı Teorem 4.3.22 (Theorem 2, (Jayaram ve E.W. Johnson, 1997)) 

𝐿 esas olarak üretilmiş bir latis olsun. Bu takdirde aşağıdaki durumlar denktir:  



 

124 

 

(1) 𝐿 bir esas eleman latisidir. 

(2) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve zayıf infimum esas elemandır. 

(3) Her maksimal eleman 𝑚 ∈ 𝐿 için 𝑚 kuvvetli kompakt ve basittir. 

 

Teorem 4.3.23 𝐿, cisim olmayan bir esas olarak üretilmiş bölge olsun. Bu takdirde 

aşağıdakiler denktir: 

  (1) 𝐿 bir esas eleman bölgesidir. 

  (2) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve 𝑞, sıfırdan farklı 2-yutan eleman ise 𝑞 

maksimal elemandır veya 𝑚₁, 𝑚₂, 𝐿 nin maksimal elemanları olmak üzere 𝑞 = 𝑚₁𝑚₂ 

biçimindedir. 

  (3) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve 𝑞, sıfırdan farklı 2-yutan eleman ise 𝑞 

asal elemandır veya 𝑝₁, 𝑝₂,  𝐿 nin asal elemanları olmak üzere 𝑞 = 𝑝₁𝑝₂ biçimindedir. 

İspat (1)⇒(2) 𝐿 bir esas eleman bölgesi olsun. Bu takdirde Yardımcı Teorem 4.3.22 

gereğince her maksimal eleman kuvvetli kompakttır. 𝑞,  𝐿 nin maksimal olmayan 

sıfırdan farklı 2-yutan elemanı olsun. Bu durumda 𝑞 < 𝑚₂ olmak üzere bir 𝑚₂ 

maksimal elemanı mevcuttur. 𝑚₂ bir esas eleman olduğundan, bir 1 ≠ 𝑚₁ ∈ 𝐿 için 

𝑞 = 𝑚₁𝑚₂ elde ederiz. Buradaki 𝑚₁ elemanının 𝐿 de maksimal eleman olduğunu 

göstereceğiz. 𝑚₁ in maksimal eleman olmadığını varsayalım. Bu takdirde 𝑚₁ < 𝑎 yı 

sağlayan bir 1 ≠ 𝑎 ∈ 𝐿 vardır. 𝑎 bir esas eleman olduğundan, 𝐿 nin bir 𝑏 has elemanı 

için 𝑚₁ = 𝑎𝑏 sağlanır. 𝑎𝑏𝑚₂ ≤ 𝑞 olması gereğince 𝑎𝑏 ≤ 𝑞 veya 𝑎𝑚₂ ≤ 𝑞 veya 

𝑏𝑚₂ ≤ 𝑞 bulunur. 𝑞 maksimal olmadığından 𝑎𝑏 ≰ 𝑞 olacağı açıktır. 𝑎𝑚₂ ≤ 𝑞 

varsayalım. Buradan 𝑎𝑚₂ = 𝑎𝑏𝑚₂ ve dolayısyla 𝑏 ∨ (0: 𝑎𝑚₂) = 1 bulunur. Böylece 

𝑏 = 1 çelişkisine varılır. Benzer biçimde, 𝑏𝑚₂ ≤ 𝑞 ise 𝑎 = 1 çelişkisi elde edilir. 

Böylece 𝑚₁,  𝐿 de maksimal elemandır. 

(2)⇒(3) Aşikardır. 



 

125 

 

(3)⇒(1) 𝑚 nin 𝐿 de maksimal eleman ve (3) koşulunun gerçeklendiğini varsayalım. 

𝑚² ≤ 𝑞 ≤ 𝑚 olacak şekilde bir 𝑞 ∈ 𝐿 alalım. Bu takdirde 𝑞 bir 𝑚-asalımsı elemandır. O 

halde Teorem 4.1.19 uyarınca 𝑞 bir 2-yutan elemandır. (3) hipotezinden 𝑞 = 𝑚 veya 

𝑞 = 𝑚², yani 𝐿 de 𝑚² < 𝑎 < 𝑚 yi sağlayan hiçbir 𝑎 ∈ 𝐿 elemanı yoktur. Bu durum 𝑚 

nin basit olduğunu söyler. Böylece (Theorem 2 Jayaram ve Johnson, 1997)) gereğince, 

𝐿 bir esas eleman bölgesidir. ⎕ 

 

Yardımcı Teorem 4.3.24 (Lemma 4, (Jayaram, 2002)) 

𝐿 tamamen sıralı latis ve 𝑝 idempotent olmayan asal eleman olsun. 𝑞, 𝑝-asalımsı eleman 

ve 𝑞 < 𝑝 ise bir 𝑘 pozitif tamsayısı için 𝑞 = 𝑝𝑘 dır.  

 

Teorem 4.3.25 𝐿 bir esas olarak üretilmiş tamamen sıralı bölge, 𝑞, 𝐿 nin bir sıfırdan 

farklı has elemanı ve 𝑝 = √𝑞 olsun. Bu takdirde aşağıdakiler denktir: 

 (1) 𝑞 bir 2-yutan elemandır. 

 (2) 𝑞 bir 𝑝-asalımsı eleman ve 𝑝² ≤ 𝑞 dır. 

(3) 𝑞 = 𝑝 veya 𝑝 = √𝑞, 𝐿 nin bir asal elemanı olmak üzere 𝑞 = 𝑝² dir. 

İspat (1)⇒(2) 𝑞, 𝐿 nin bir 2-yutan elemanı olsun. Bu durumda 𝐿 nin tamamen sıralı 

olması ve Teorem 4.1.23 gereğince, 𝑝 = √𝑞 bir asal eleman ve 𝑝² ≤ 𝑞 sağlanır. 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿∗ için 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 ve 𝑦 ≰ 𝑝 olsun. 𝑥 ≤ 𝑞 olduğunu göstereceğiz. 𝑝 asal ve 𝑥𝑦 ≤ 𝑝 

olduğundan 𝑥 ≤ 𝑝 bulunur. 𝐿 tamamen sıralı bölge olduğundan 𝑥 ≤ 𝑝 < 𝑦 ve 𝐿 nin her 

kompakt elemanı bir esas elemandır. Böylece 𝑥 = 𝑦𝑘 olmak üzere bir 𝑘 ∈ 𝐿 has 

elemanı vardır. Böylelikle 𝑥𝑦 = 𝑦²𝑘 ≤ 𝑞 dir. 𝑞 nun bir 2-yutan eleman ve 𝑦² ≰ 𝑞 

olması gereğince 𝑥 = 𝑦𝑘 ≤ 𝑞 sonucuna varılır. Böylece 𝑞, 𝐿 nin bir 𝑝-asalımsı elemanı 

olarak bulunmuş olur.  
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(2)⇒(3) 𝑞, 𝐿 de 𝑝² ≤ 𝑞 yi sağlayan bir 𝑝-asalımsı eleman olsun. 𝑞 ≠ 𝑝 varsayalım. 

Yardımcı Teorem 4.3.24 uyarınca gereğince 𝑞 = 𝑝² elde edilir. 

(3)⇒(1) (3) koşulunun sağlandığını varsayalım. Eğer 𝑞 = 𝑝 ise açıkça 𝑞 bir 2-yutan 

elemandır. Şu halde 𝑝 = √𝑞 bir asal eleman olmak üzere 𝑞 = 𝑝² varsayalım. Bu 

takdirde 𝑞 bir 𝑝-asalımsı elemandır. Teorem 4.1.19 gereğince 𝑞 bir 2-yutan elemandır. 

⎕ 

Ancak herhangi bir tamlık bölgesinde her asal 𝑃 ideali için 𝑃2 nin bir 2-yutan ideal 

olması gerekmez. Bu durumu aşağıdaki örnek yardımıyla görebiliriz. 

 

Örnek 4.3.26 𝑅 = ℤ + 6𝑥ℤ[𝑥] ve 𝑃 = 6𝑥ℤ[𝑥] düşünelim. Bu takdirde 𝑃, 𝑅 nin bir asal 

idealidir. 6𝑥2 ∈ 𝑃\𝑃2 iken (𝑃2: 6𝑥2) = {𝑦 ∈ 𝑅 ∶  6𝑥2𝑦 ∈ 𝑃2} = 6𝑍 + 6𝑥ℤ[𝑥] asal 

ideal olmadığından Teorem 4.1.26 gereğince 𝑃2, 𝑅 nin bir asal ideali değildir. 

Halbuki, aşağıdaki örnekten görülebileceği gibi, bir 𝑅 tamlık bölgesinde 𝑃 asal ideali 

için 𝑃2 nin bir 2-yutan ideal olması, 𝑃2 nin bir 𝑃-asalımsı ideal olmasını gerektirmez. 

 

Örnek 4.3.27 𝑅 = ℤ + 3𝑥ℤ[𝑥] ve 𝑃 = 3𝑥ℤ[𝑥] olsun. Şu halde 𝑃, 𝑅 nin bir asal 

idealidir. 3(3𝑥2) ∈ 𝑃2 olduğundan 𝑃2 bir 𝑃 −asalımsı ideal değildir. Öte yandan 

herhangi bir 𝑑 ∈ 𝑃\𝑃2 için (𝐼: 𝑑) = 𝑃 veya (𝐼: 𝑑) = 3ℤ + 3ℤ[𝑥], 𝑅 nin bir asal 

idealidir. Böylelikle Teorem 4.1.26 gereğince 𝑃2 bir 2-yutan idealdir. 

 

Teorem 4.3.28 𝑞 bir 2-yutan eleman ve 𝑞 ≠ √𝑞 olsun. Bu takdirde 𝑎 =∨ {(𝑞: 𝑥) ∣ 𝑥 ≤

√𝑞, 𝑥 ≰ 𝑞} elemanı 𝐿 de bir asal elemandır ve her 𝑐 ≰ 𝑞 elemanı için (𝑞: 𝑐) ≤ 𝑎 

sağlanır. 

İspat 𝑞 bir 2-yutan eleman olsun. √𝑞 elemanı Teorem 4.1.23 gereğince √𝑞 = 𝑝 asal 

veya 𝑝1 ve 𝑝2, 𝑞 üzerinde minimal iki asal olmak üzere √𝑞 = 𝑝1 ∧ 𝑝2 biçimindedir. O 



 

127 

 

halde Teorem 4.1.26 ve Teorem 4.1.27 gereğince her 𝑥 ≤ √𝑞,  𝑥 ≰ 𝑞 için (𝑞: 𝑥) asaldır. 

(𝑞: 𝑥) elemanları Teorem 4.1.24 ve Teorem 4.1.25 gereğince tamamen sıralı 

olduklarından 𝑎 =∨ {(𝑞: 𝑥) ∣ 𝑥 ≤ √𝑞, 𝑥 ≰ 𝑞} nın asal eleman olduğu elde edilir. 

𝑑 ≤ (𝑞: 𝑐) ve 𝑐 ≰ 𝑞 olsun. 𝑑 ≤ 𝑎 olduğunu göstereceğiz. √𝑞 = 𝑝 asal eleman olsun. 

𝑑 ≤ 𝑝 ise Teorem 4.1.24 gereğince 𝑑 ≤ 𝑎 olur. Eğer 𝑑 ≰ 𝑝  ise 𝑐 ≤ 𝑝 dır. Dolayısıyla 

𝑑 ≤ (𝑞: 𝑐) ≤ 𝑎  dir. Böylece her 𝑐 ≰ 𝑞 elemanı için (𝑞: 𝑐) ≤ 𝑎 olduğu gösterilmiş olur. 

Şimdi 𝑝₁ ve 𝑝₂, 𝑞 üzerinde minimal olan tek farklı asal elemanlar olmak üzere √𝑞 =

𝑝₁ ∧ 𝑝₂ varsayalım. 𝑑 ≤ 𝑝₁ veya 𝑑 ≤ 𝑝₂ durumunda Teorem 4.1.25 den 𝑑 ≤ 𝑎 olur. 

𝑑 ≰ 𝑝₁ ve 𝑑 ≰ 𝑝₂ durumunda ise 𝑐 ≤ √𝑞, dolaysıyla hipotez gereğince, 𝑑 ≤ (𝑞: 𝑐) ≤ 𝑎 

elde edilir. Böylece her 𝑐 ≰ 𝑞 eleman için (𝑞: 𝑐) ≤ 𝑎 sağlanır. ⎕ 

 

Teorem 4.3.29 𝑝 ∈ 𝐿 bir asal eleman ve 𝑞 ≤ 𝑝 bir (zayıf) 2-yutan eleman olsun. Bu 

takdirde 𝑞𝑝 =∨ {𝑥 ∈ 𝐿∗ ∶ 𝑥𝑦 ≤ 𝑞 olacak şekilde bir 𝑦 ≰ 𝑝, 𝑦 ∈ 𝐿∗ vardır} elemanı 𝐿𝑝 

latisinde bir (zayıf) 2-yutan elemandır.  

İspat. Açıktır. ⎕ 

Aşağıdaki teorem ile Prüfer bölgelerindeki tüm 2-yutan elemanların genel formunu 

belirleyebiliriz. 

 

Teorem 4.3.30 𝐿 bir Prüfer bölge ve 𝑞, 𝐿 nin bir sıfırdan farklı elemanı olsun. Bu 

takdirde aşağıdakiler denktir: 

 (1) 𝑞,  𝐿 nin bir 2-yutan elemandır. 

(2) 𝑞,  𝐿 nin asal elemanıdır veya 𝑞 = 𝑝²,  𝐿 bir 𝑝-asalımsı elemanıdır veya 𝑝₁, 𝑝₂ iki 

sıfırdan farklı asal eleman olmak üzere 𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ biçimindedir. 
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İspat (1)⇒(2) 𝑞 bir sıfırdan farklı 2-yutan eleman olsun. Şu halde Teorem 4.1.23 

gereğince √𝑞 = 𝑝 asal veya 𝑝₁, 𝑝₂ elemanları 𝑞 üzerinde iki sıfırdan farklı minimal asal 

eleman olmak üzere 𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ biçimindedir. √𝑞 = 𝑝 nin asal ve 𝑞 ≠ 𝑝 olduğunu 

varsayalım. Teorem 4.3.28 den 𝑎 =∨ {(𝑞: 𝑥) ∣ 𝑥 ≤ √𝑞, 𝑥 ≰ 𝑞} bir asal eleman ve 

Teorem 4.1.24 den 𝑝 ≤ 𝑎 olarak bulunur. 𝑞𝑎, 𝐿𝑎 da 2-yutan eleman ve 𝐿𝑎 bir tamamen 

sıralı bölge olduğundan Teorem 4.3.29 gereğince 𝑞𝑎, 𝐿𝑎 latisinde bir 𝑝𝑎-asalımsı 

elemandır. Bunun yanında Teorem 4.3.28 gereğince 𝑞𝑎 = 𝑞 ve 𝑝𝑎 = 𝑝 dir. Buradan 𝑞 

bir 𝑝-asalımsı elemandır. Ayrıca 𝐿 nin regüler latis olması için gerek ve yeter koşul 𝐿 

nin indirgenmiş ve her asal elemanın maksimal eleman olmasıdır. (Theorem 5, 

(Anderson ve Jayaram,1995)) O halde Teorem 4.1.19 gereğince 𝑞 = 𝑝² elde edilir. 

Şimdi 𝑝₁, 𝑝₂ elemanları 𝑞 üzerinde iki sıfırdan farklı minimal asal eleman olmak üzere 

𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ varsayalım. 𝑞 ≠ √𝑞 olsun. Teorem 4.1.25 ve Teorem 4.3.28 gereğince, 

𝑝₁ < 𝑎 ve 𝑝₂ < 𝑎, ve 𝐿𝑎 nin bir tamamen sıralı bölge olması gereğince 𝑝1𝑎 ≤ 𝑝2𝑎 veya 

𝑝2𝑎 ≤ 𝑝1𝑎, dolaysıyla 𝑝₁ ≤ 𝑝₂ veya 𝑝₂ ≤ 𝑝₁ çelişkisine varılır. Böylece 𝑞 = √𝑞 = 𝑝₁ ∧

𝑝₂ dir.  

(2)⇒(1) 𝑞 = 𝑝 asal ise 𝑞 açıkça bir 2-yutan elemandır. Eğer 𝑞 = 𝑝² bir 𝑝-asalımsı 

eleman ise Teorem 4.1.19 dan 𝑞 bir 2-yutan eleman olur. Eğer 𝑝₁, 𝑝₂ sıfırdan farklı asal 

elemanlar olmak üzere 𝑞 = 𝑝₁ ∧ 𝑝₂ ise 𝑞 açıkça bir 2-yutan elemandır. Böylece ispat 

tamamlanmış olur. ⎕ 
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BÖLÜM 5 - SONUÇLAR 

Tezin bulgular ve tartışmalar bölümü, ikinci, üçüncü ve dördüncü bölümler olarak 

planlanmıştır.  

İkinci bölümde, değişmeli ve birimli halkalardaki asalımsı ve 2-yutan ideal kavramları 

genelleştirilerek 2-yutan asalımsı idealler ve zayıf 2-yutan asalımsı idealler 

tanımlanmıştır. Bu ideallerin temel özellikleri detaylarıyla çalışılmıştır. Bir takım 

değişmeli halkalarda 2-yutan asalımsı ve zayıf 2-yutan asalımsı ideallerin genel formu 

karakterize edilmiştir. Her has ideali bir zayıf 2-yutan asalımsı ideal olan halkalar 

incelenmiştir. Bu bölüme ek olarak, değişmeli halkalarda ikili sıfır kavramı 

tanımlanarak zayıf asal ideallerin özellikleri için, üçlü sıfır kavramı tanımlanarak ise 

zayıf 2-yutan ideallerin özellikleri için farklı ispatlar elde edilmiştir. 

Üçüncü bölümde, değişmeli halkalar üzerindeki çarpımsal modüllerin 2-yutan asalımsı 

alt modülü kavramı tanımlanarak, detaylarıyla çalışılmıştır. Bu ideallerin farklı 

halkalardaki genel formlarını belirlemek, bazı özel halkaları 2-yutan asalımsı ve zayıf 2-

yutan asalımsı idealler cinsinden karakterize etmek, tezin bu bölümde amaçlanmıştır. 

Her has elemanı zayıf 2-yutan asalımsı olan halkalar, sözde yerel halkalar, esas ideal 

bölgeleri, Dedekind bölgeleri gibi bir takım özel halkalardaki 2-yutan asalımsı idealler 

çalışılmıştır.  

Dördüncü bölümde ise A. Badawi (Badawi, 2007) tarafından tanımlanan değişmeli 

halkalardaki 2-yutan ve zayıf 2-yutan ideal kavramları, modüler olmayan çarpımsal 

latislerde 2-yutan ve zayıf 2-yutan elemanlara genelleştirilmiştir. Bu yapı aynı zamanda 

çarpımsal latislerde asal elemanların bir genelleştirmesi olarak da elde edilmiştir. Esas 

eleman bölgeleri için 2-yutan elemanlar cinsinden bir karakterizasyon verilmiştir. 2-

yutan idealler ve özellikleri, 𝐿 latisi özel olarak 𝐿(𝑅) idealler latisi olarak alındığında 

çarpımsal latislerdeki 2-yutan elemanların özelliklerinin sonuçları olarak elde edildiği 

gösterilmiştir. Prüfer bölgelerinde, sözde yerel latislerde, tamamen sıralı bölgelerde 2-

yutan elemanların genel formları tespit edilmiştir. Esas eleman bölgeleri, Dedekind 

bölgeleri ve hemen hemen Dedekind bölgeleri gibi birtakım özel çarpımsal latisler için 

2-yutan elemanlar cinsinden yeni karakterizasyonlar elde edilmiştir. Bunların yanı sıra, 



 

 

 

 



 

130 

 

bir supremum esas olarak üretilmiş 𝐶-latisin her elemanın bir zayıf 2-yutan eleman 

olması için gerek ve yeter koşullar bulunmuştur. 

Bu çalışmada ele alınan konunun devamı niteliğinde, 2-yutan eleman ve 2-yutan 

asalımsı ideal yapılarını da farklı yaklaşımlarla genelleştirmek mümkündür. Örneğin 𝑛-

yutan asalımsı elemanlar veya phi-yutan asalımsı idealler tanımlanarak çalışılabilir. 
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