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OZET

CARPIMSAL LATIiSLERIN 2-YUTAN ELEMANLARI VE DEGiSMELI
HALKALARIN 2-YUTAN ASALIMSI iDEALLERI

Bu calismada, degismeli halkalarda asalimsi ideallerin bir genellesmesi olarak 2-yutan
asalims1 ve zayif 2-yutan asalimsi ideal kavramlari tanimlanmistir. Boylece degismeli
halkalarda asal ve zayif asal ideallerin genellestirmesi olarak literatiirde A. Badawi
tarafindan tanimlanmis olan 2-yutan ve zayif 2-yutan ideallerin de bir genellestirmesi
elde edilmistir. Asal, zayif asal, asalimsi, 2-yutan idealler ile 2-yutan asalimsi ve zayif

2-yutan asalimsi idealler arasindaki iliskiler arastirilmistir.

Daha sonra, degismeli halkalar iizerinde kurulan ¢arpimsal modiillerin 2-yutan asalimsi
alt modiil ve zayif 2-yutan asalimsi alt modiilleri tanimlanarak, temel o6zellikleri ve

detaylari ile irdelenmistir.

Degismeli birimli bir halkanin ideallerinin latisi, kompakt olarak ve esas olarak
iiretilmis modiiler bir carpimsal latis olusturur. Oysa modiiler olmayan pek cok
carpimsal latis mevcuttur. Degismeli halkalardaki 2-yutan ideal ve zayif 2-yutan ideal
kavramlarinin, modiiler olmayan c¢arpimsal latislere genellestirmeleri ise 2-yutan
eleman ve zayif 2-yutan elemanlar tanimlanarak elde edilmistir. Tanimlanan bu yeni
elemanlarin, degismeli halka ve ¢arpimsal latis teorisindeki asal, zayif asal, asalims1 ve
zayif asalimsi elemanlarla olan iliskileri irdelenmistir. Dahasi, baz1 6zel latisler i¢in 2-

yutan ve zayif 2-yutan elemanlar cinsinden bir takim karakterizasyonlar elde edilmistir.






ABSTRACT

2-ABSORBING ELEMENTS OF MULTIPLICATIVE LATTICES AND 2-
ABSORBING PRIMARY IDEALS OF COMMUTATIVE RINGS

In this study, the concepts of 2-absorbing primary and weakly 2-absorbing primary
ideals are defined as a generalization of primary ideals in commutative rings. So
generalizations of 2-absorbing and weakly 2-absorbing ideals which are defined in
literature by A. Badawi as generalizations of prime and weakly prime ideals in
commutative rings are obtained. The relations among the concepts of prime, weakly
prime, primary, 2-absorbing primary ideal and 2-absorbing primary, weakly 2-absorbing

primary ideals are investigated.

Then we define 2-absorbing primary and weakly 2-absorbing primary submodules of
multiplication modules over commutative rings and some basic properties are studied in
detail.

The lattice of ideals of a commutative ring with identity is a compactly generated and
principally generated modular lattice. However there are non-modular multiplicative
lattices. The extensions of 2-absorbing and weakly 2-absorbing ideals of commutative
rings to multiplicative lattices are obtained by defining 2-absorbing and weakly 2-
absorbing elements. The relations among prime, weakly prime, primary and weakly
primary elements in multiplicative lattices are investigated. Moreover some
characterizations for some special lattices in terms of 2-absorbing and weakly 2-

absorbing elements are obtained.






YENILiK BEYANI

Tezin ikinci boliimiinde, degismeli halkalarda asalimsi ve zayif asalimsi ideallerin
genellestirmesi olarak, 2-yutan asalimsi ideal ve zayif 2-yutan asalimsi ideal kavramlari
tanimlanarak, ana Ozellikleri ile irdelenmistir. Bu ¢alismalar asagidaki gibi

yayinlanmistir:

> Badawi, A.,Tekir, U., Yetkin, E., On 2-absorbing primary ideals in commutative
rings, Bulletin Korean Mathematical Society, 4, 51 (2014) 1163-1173.

> Badawi, A., Tekir, U., Yetkin, E., On weakly 2-absorbing primary ideals of
commutative rings, Journal of the Korean Mathematical Society, 52 (1) (2015)
97-111.

Ugiincii béliimde degismeli halkalar iizerindeki carpimsal modiillerin 2-yutan asalimsi
alt modiilleri tanim1 yapilarak, detaylariyla galisilmistir. Bu ¢alisma asagidaki makale

ile yayina kabul edilmistir:

> Mostafanasab H., Yetkin, E., Tekir, U., Darani, A.Y., On 2-absorbing primary
submodules of modules over commutative rings, Analele Stiintifice ale

Universitatii Ovidius Constanta (in press)

Degismeli halkalarda 2-yutan ideal kavraminin ¢arpimsal latislere genellestirmesi olarak
2-yutan eleman ve zayif 2-yutan eleman kavramlari tanimlanarak, tim ozellikleri ile
dordiincii boliimde incelenmistir. Bir takim 6zel latislerin i¢in bu elemanlar cinsinden

farkl karakterizasyonlari elde edilmistir. Bu ¢calisma asagidaki gibidir:

> Jayaram, C., Tekir, U., Yetkin, E., 2-absorbing and weakly 2-absorbing elements
in multiplicative lattices, Communications in Algebra, 42, 6 (2014) 2338-2353.
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BOLUM 1 - GIRIS

Asal idealler, halka teorisinde 6nemli bir yere sahiptir. Dolayisiyla pek ¢ok matematikgi
asal ideallerin cesitli genellestirmelerine basvurmustur. Ornegin zayif asal ideal kavrami
ilk olarak (Anderson ve Smith, 2003) de ortaya atilmistir. Diger taraftan, asal ideallerin
farkli bir genellestirmesi olarak 2-yutan idealler, (Badawi, 2007) de tanimlanmis ve
Badawi ve Darani, zayif 2-yutan idealleri (Badawi ve Darani, 2011) de ¢alismustir.
Zayif asal ideallerin ¢arpimsal latislere olan genellestirmesi ise (Callialp ve ark., 2012)

te yapilmistir.

Bu genellestirmelerden hareketle, tezde asagidaki gibi pek ¢ok soruya cevap aranmustir:
Degismeli halkalarda asalimsi ideallerin  bir genellestirmesi kurulabilir mi?
Tanimlanacak olan bu yeni yap1 degismeli halka teorisindeki benzer iliskileri korur mu?
Bir has idealin 2-yutan asalimsi ideallere pargalanigi mimkiin miidir? Bir takim
halkalarda bu genellestirmelerin genel formlar1 belirlenebilir mi? Bazi halkalar bu

idealler yardimiyla karakterize edilebilir mi?

Tezin ikinci bélimiinde tanimlanan bu yapilar, ti¢lincii boliimde ¢arpimsal modiillere,
dordiincii ve boliimde ise ¢arpimsal latislere genellestirilerek benzer sorulara yanitlar

bulunmustur.

Bu bélimde ise tez boyunca kullanilacak olan degismeli halka, carpimsal modiil ve

carpimsal latislerdeki bu genellestirmelere ve 6n bilgilere yer verildi.

1.1 Degismeli Halkalarda Asal ideallerin Genellestirmeleri

Tez boyunca kullanacagimiz notasyonlari siralayalim. R ile degismeli ve birimli bir

halkayr gosterecegiz. R halkasinin bir [ idealine I # R ise has ideal diyecegiz. I
idealinin radikali I ={r € R: r* € I,3k € N} ile tanimlanirken, bilindigi gibi
degismeli halkalarda VI = N;cp P (P asal) saglanir. a € R elemanma, bir n pozitif
tam sayisi i¢in a™ = 0y saglandig1 takdirde nilpotent eleman denir. \/O_R ile R nin
nilpotent elemanlarinin kiimesini gosterecegiz. \/O—R = 0 durumunda R ye indirgenmis

(reduced) halka diyecegiz. R nin bir [ idealinin nilpotent olmasi ise I™ = {0z} 1
1



saglayan bir n pozitif tamsayisinin mevcut olmasi anlamina gelir. R nin her I ideali ve

her a € R elemani igin (I: a) = {r € R : ra € I} olarak tanimlayacagiz.

2003 te Anderson ve Smith Tanim 1.1.1 ile zayif asal idealleri tanimlamistir.

Tammm 1.1.1 (Anderson ve Smith, 2003) P, R nin bir has ideali olsun. 0 # ab € P
kosulunu saglayan her a, b € R igin a € P veya b € P saglaniyorsa P idealine R nin bir

zayif asal ideali denir.

Her asal idealin bir zayif asal ideal oldugu aciktir. Oysa bu gerektirmenin tersi dogru

degildir.

Ornek 1.1.2 R =7, halkasinda (0) idealini diisiinelim. 2-2 € (0) iken 2 & (0)
oldugundan (0) ideali acikca asal ideal olmayip bir zayif asal idealdir.

Asalimsi ideallerin bir genellestirmesi ise zayif asalimsi idealler tanimlanarak elde

edilmistir.

Tammm 1.1.3 (Atani ve Farzalipour, 2005) R nin bir P has idealine, 0 # ab € P
kosulunu gergekleyen her a, b € R igin a € P veya b € /P saglandig1 takdirde R nin bir

zayif asalimsi ideali denir.

Degismeli birimli bir halkada asal ideallerin farkli bir genellestirmesi olarak 2-yutan

ideal kavrami ise (Badawi, 2007) de tanimlandi.

Tamm 1.1.4 (Badawi, 2007) I, R nin bir has ideali olsun. abc € I esitsizligini saglayan
her a,b,c € R i¢in ab € I veya bc € I veya ac € I olmasi1 gerekiyor ise I idealine 2-

yutan ideal denir.



Bir 2-yutan idealin radikali i¢in iki durum s6z konusudur. Bu durumlar asagidaki

teorem ile belirlenmistir.

Teorem 1.1.5 (Theorem 2.4, (Badawi, 2007)) I, R nin 2-yutan ideali olsun. Bu

takdirde asagidaki durumlardan biri gergeklenir:
(1) VI = P, R nin bir asal ideali ve P? C I dir.

(2) Py, P,, I nun farkli minimal asal idealleri olmak tizere VI=P,nP,ve P,P,CI
dir.

2-yutan ideallerin bir genellestirmesi olarak, zayif 2-yutan idealler ise (Badawi ve
Darani, 2011) de calisild1.

Tammm 1.1.6 (Badawi ve Darani, 2011) R halkasinda bir [ ideali i¢in, 0 # abc € I
esitsizligini saglayan her a,b,c €R i¢in ab €1 veya bc €1 veya ac € I olmasi

gerekiyor ise I idealine zayif 2-yutan ideal denir.

Onerme 1.1.7 (Badawi, 2007) P; ve P,, R halkasiin iki (zayif) asal ideali ise P, N P,
bir (zayif) 2-yutan idealdir.

Ispat a,b,c € R icin abc € P, N P, (0 # abc € P, N P,) olsun. Bu takdirde P; ve P,,
(zay1f) asal idealler oldugundan (a € P, veya b € P; veya c € P;) ve (a € P, veya
b € P, veya c € P,) saglanir. Buradan ab € P, N P, veya bc € P, N P, veya ac €
P, N P, elde edilir. Dolayisiyla I bir (zayif) 2-yutan idealdir. [ ]



1.2 Carpimsal Modiiller icin On Bilgiler

R bir degismeli birimli halka, M bir R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.
(N:xg M) ile rM € N kosulunu ger¢ekleyen tim r € R elemanlarinin kiimesini
gosterecegiz. M modiliiniin sifirlayicist {r € R : rM = 0} kimesini Ann(M) veya

(0:g M) ile gosterecegiz.

Tamim 1.2.1 M bir R-modiil olsun. Eger M nin her N alt modiilii i¢in N = IM olacak
sekilde R nin bir I ideali bulunabiliyorsa, M ye g¢arpimsal modiil denir. Dikkat edilecek
olursa, I € (N:g M) ise N = IM S (N:g M) M < N olup, N = (N:g M) M elde edilir.
(El-Bast ve Smith, 1988)

M nin bir N alt modiili igin N = IM yazilimindaki R nin [ idealine, N nin takdim
(presentation) ideali adi verilir. Tanimdan agik¢a anlasildigi lizere, M nin her alt
modiiliiniin bir takdim idealine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin bir
carpimsal modiil olmasidir. N ve K, bir M ¢arpimsal R-modiiliin alt modiilleri ve R nin
I, ve I,idealleri icin N = I;M ve K = I;M olsun. N ve K alt modiillerinin ¢arpimi
NK ile gosterilir ve NK = [1I,M ile tanimlanir. N ve K nin ¢arpimi1 N ve K nin
takdimlerinden bagimsizdir. (bkz Theorem 3.4, (Ameri, 2003)) Ayrica, a,b € M i¢in ab
carpimi ile Ra ve Rb nin ¢arpimini kastederiz. Agik¢a NK, M nin bir alt modilidiir ve
NK < N n K dir. (Ameri, 2003).

Tanim 1.2.2 M bir R-modiil olsun. Eger IM = JM &zdesligini gergekleyen R nin her [

ve J ideali igin I = ] saglaniyorsa, M ye bir kisaltmali (cancellation) modiil denir.

Sonlu iiretilmis sadik ¢arpimsal bir modiil, kisaltmali modiildiir. (bkz. Corollary 10,
(Smith, 1988)) Eger M bir sonlu iiretilmis sadik g¢arpimsal R-modiil (dolayisiyla
kisaltmali modiil) ise M nin her N alt modiilii ve R nin her [ ideali i¢in (IN : M) =

I(N : M) saglandigin1 gérmek kolaydir.

Asal ve asalimsi alt modiiller modiil teorisinde 6nemli bir yere sahiptir.

4



Tamim 1.2.3 M bir R modiil ve N, M nin bir has alt modilii olsun.

(1) a€e Rvem € M iginam € N ikenm € N veya a € (N:g M) saglaniyorsa N ye

M nin bir asal alt moduli adi verilir.

(2) a € Rvem € M i¢in am € N iken m € N veya bir k > 0 pozitif tamsayis1 igin

a® € (N:x M) saglaniyorsa N ye M nin bir asalims1 alt modiilii ad1 verilir.

Asal alt modiil kavramin1 genisletmek icin pek ¢ok yola basvurulabilir. Ornegin Atani
ve Farzalipour (Atani ve Farzalipour, 2007), zayif asal alt modiilleri asagidaki tanim

yardimiyla asal alt modiillerin bir genislemesi olarak tanimlamaistir.

Tamm 1.2.4 (Atani ve Farzalipour, 2007) N, bir M modiiliiniin has alt modiilii olsun.
a€RvemeMicin0#* am € Nikenm € N veya a € (N:g M) saglaniyorsa N ye M

nin bir zayif asal alt modiilii ad1 verilir.

Carpimsal modiillerin asal ve maksimal alt modiilleri ise Teorem 1.2.5 yardimiyla

belirlenir.

Teorem 1.2.5 (Corollary 2.11, (El-Bast ve Smith, 1988)) N, bir M ¢arpimsal R-

modiiliin alt modiilii olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(1) N, M nin bir asal alt modiiliidiir,
(2) Ann(M/N), R nin bir asal idealidir.

(3) Ann(M) < P olmak iizere bir R nin bir P asal ideali i¢in N = PM bigimindedir.

Teorem 1.2.6 (Teorem 2.5, (El-Bast ve Smith, 1988)) M bir sifirdan farkli garpimsal

R-modul olsun.

(1) M nin her has alt modiilii bir K maksimal alt modiilii tarafindan igerilir.
5



(2) K nin M nin maksimal alt modiilii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin bir P

maksimal ideali i¢in K = PM # M olmasidir.

Ispat (1) N, M nin bir has alt modiilii olsun. Bu takdirde M/N bir sifirdan farkli
carpimsal modiildiir. Dolayisiyla teoremin ispati i¢in herhangi sifirdan farkli bir
carpimsal M modiiliiniin bir maksimal ideale sahip oldugunu gostermek yeter. Bir
0 # m € M alalim. Buradan I = (0:m) = {r € R : rm = 0}, R nin bir has idealidir.
Su halde I € P olacak sekilde bir P maksimal ideali vardir. Burada PM + M dir.
Gergekten PM = M varsayalim. m € M alalim. O halde Rm = AM olacak sekilde R nin
bir A ideali vardir. Rm = AM = APM = PAM = Pm ve bir p € P i¢cin m = pm dir.
Fakat buradan (1 —p) € I < P geligkisine varilir. Bu sebepten M = PM dir. Burada
M/PM , R/P cismi lizerinde bir vektor uzayr ve M /PM 1-boyutlu oldugundan PM, M

nin maksimal alt modiiliidiir. Boylelikle (1) ispatlanmis olur.

(2) (=) K, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. Q = Ann(M/K) diyelim. Bu takdirde
M /K basittir ve dolayisiyla Q, R nin maksimal idealidir. K = (Ann(M/K))M = QM

bi¢imindedir.

(&) M # PM olsun. O halde (1) de gosterdigimiz lizere, eger M # PM ise PM, M nin

maksimal alt modiilii olarak bulunur. [ ]

Teorem 1.2.7 (Corollary 1.7, (El-Bast ve Smith, 1988)) M bir ¢arpimsal R-modiil ve
I, (@ € A), R nin bir idealler ailesi ise Ngepr(IzM) = (Ngep(ly + Ann(M)))M

0zdesligi saglanir.

Tanmm 1.2.8 N, M nin bir sifirdan farkli has alt modiilii olsun. Bu durumda N nin M-
radikali, M — rad(N) ile gosterilirken ve N yi iceren tiim asal alt modiillerin arakesiti

olarak tanimlanir. M nin N yi igeren hig asal alt modiilii yoksa M — rad(N) = M dir.



Yardimci Teorem 1.2.9 (El-Bast ve Smith, 1988) N bir R-modiil M nin alt modiili
olsun. Bu takdirde /(N : M) M € M — rad(N) saglanur.

Ispat M — rad(N) = M ise iddia aciktir. M — rad(N) # M ve P,M nin N yi iceren
bir asal alt modiilii olsun. Buradan (N : M) < (P : M) dir. (P : M) nin bir asal ideal
oldugunu gosterelim. rs € (P: M) varsayalim. Bu halde rsM € P olur. Burada
sM C P veyasm € M\P olacak sekilde bir m € M vardir. Ikinci durumda, P bir asal

alt modil ve rsm € P oldugundan rM € P bulunur. Boylece r € (P: M) veya
s € (P:M) dir. Yani (P:M) bir asal ideal olarak bulunur. Buradan /(N : M)M <
(P:M)M, yani /(N : M)M < (P:M)M < P saglanir. P, N yi iceren herhangi bir alt

modiil olarak alindigindan \/(N : M) M € M — rad(N) sonucuna varilir. [ ]

Sonu¢ 1.2.10 M bir sonlu iiretilmis R-modiil, P, Ann(M) yi i¢eren bir asal ideal ve
IM S PM olacak sekilde I, R nin bir ideali ise I € P dir. Ozel olarak M sonlu iiretilmis
R-modiil ve P, Ann(M) y1 i¢eren bir asal ideal ise (PM: M) = P dir.

Teorem 1.2.11 (Theorem 2.12, (EI-Bast ve Smith, 1988)) N bir ¢arpimsal R-modiil M
nin alt modiilii ise M — rad(N) = /(N:g M)M dir.

Ispat Genelligi kaybetmeden M yi bir sadik R-modiil olarak alabiliriz. Q = {P €
Spec(R): (N:g M) < P} diyelim. Buradan /N:xg M = NpeqP olup /N:xg MM =
(Npea P)M = Npea(P M) olur. M = PM ise M —rad(N) € PM agiktir. M # PM
olsun. P, R nin bir asal ideali oldugundan PM nin, M nin bir asal alt modiilii olacagi g6z

ontine alinirsa, M — rad(N) € PM ve buradan M — rad(N) < /N:x M M elde edilir.
Ters taraf Yardimer Teorem 1.2.9 dolayisiyla agiktir. [ ]

Degismeli halkalarda tanimlanan 2-yutan ve zayif 2-yutan ideal kavrami, 2011 de
Darani ve Soheilnia tarafindan ¢arpimsal modiillerin alt modiillerinde 2-yutan ve zayif

2-yutan alt modiilleri tanimlanarak genellestirdi.
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Tamm 1.2.12 (Darani ve Soheilnia, 2011) N, M modiiliiniin has alt modiilii olsun.

(1) a,b€ER ve meM igin abm € N iken ab € (N:x M) veya am € N veya
bm € N saglaniyorsa N ye M nin bir 2-yutan alt modiilii denir.
(2) a,b e RvemeM igin 0 # abm € N iken ab € (N:x M) veya am € N veya

bm € N saglaniyorsa N ye M nin bir zay1f 2-yutan alt modiilii denir.

Her 2-yutan alt modiil agik¢a bir zayif 2-yutan alt modiildiir. Ancak ters gerektirme

genel olarak saglanmaz. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklar.

Ornek 1.2.13 R = Z tamsayilar halkasim géz oniine alalm. M = Z /30Z bir R-
modil ve N = 0, M nin alt modili olarak alinsin. Sifir alt modult her modiilde bir
zayif 2-yutan alt modiil oldugundan N, M nin bir zayif 2-yutan alt modiiliidiir. Ancak
2:3-(5+30Z) =0€ Niken2-3 ¢ (NgM), 2-(5 + 30Z) ¢ Nve3-(5 +
30Z) ¢ N oldugundan N, M nin bir 2-yutan alt modiilii degildir.

Teorem 1.2.14 (Theorem 2.3, Darani ve Soheilnia, 2011)
M bir R-modiil olsun. Bu takdirde
(1) M nin herhangi iki asal alt modiiliiniin arakesiti 2-yutan alt modiildiir.

(2) M nin herhangi iki zay1f asal alt modiiliiniin arakesiti zayif 2-yutan alt modiildiir.

1.3 Carpimsal Latisler icin On Bilgiler

Bu boliimde, tezin dordiincii boliimiinde ihtiyag duyacagimiz garpimsal latis ve C-latis

yapilarinin temel 6zellikleri verilecektir.



1.3.1 Carpimsal latis

Tanimm 1.3.1.1 K bos olmayan bir kiime ve " < " bu kiime iizerinde bir bagint1 olsun. Bu

takdirde asagidaki oOzellikleri gergekleyen " <" bagmtisina K {izerinde bir (kismi)

siralama bagmtisi ve (K, <) ye bir kismi sirali kiime ya da kisaca sirali kiime adi verilir.

(1) Her a € K i¢in a < a. (Yansima ozelligi)
(2) a,b € Kicina < bveb < aikena = b. (Ters simetri dzelligi)

(3) a,b,c e Kigina < bveb < cikena < c. (Gegisme 6zelligi)

(K, <) bir kismi sirali kiime olmak {izere A € K olsun. Herhangi iki a,b € A elemani
icin a < b veya b < a saglaniyorsa, yani A nin herhangi iki elemani karsilastirilabiliyor

ise A ya tamamen sirali kiime ya da zincir (chain) adi verilir.

Tanmim 1.3.1.2
(1) (L, <) kismi siral1 kiimesinde her a, b € L elemaninin bir supremumu ve infimumu
sup{a,b} =aVvb ve inf {a,b} =aAb

varsa, L ye latis ad1 verilir. Bir latiste bos olmayan sonlu her A alt kiimesi igin sup(A)
ve inf (A) vardir. Bu durum A = {a4, a; ..., a,} olarak alindiginda Sup(A) nin varlig

timevarim yardimiyla kolaylikla gosterilebilir.

(2) L latisinin her alt kiimesinin supremumu ve infimumu varsa bu latise tam (complete)
latis denir. Burada L S L oldugundan agik¢a sup(L) ve inf (L) varhig: goriiliir. O halde

tam latiste bir en biiyiik eleman ve en kii¢lik eleman her zaman vardir.

Tanmm 1.3.1.3 L bir latis olsun. Her a, b, ¢ € L i¢in
(D)av(bAc)=(aVb)A(aVc)saglaniyorsa L ye dagilmali latis,

(2)a<cikenaVv (bAc)=(aVb)AciseL yemodiler latis denir.
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Ornek 1.3.1.4

NN
N N\

Sekil 1.1(a)  Sekil 1.1 (b)

Sekil 1.1 Dagilmali olmayan latis 6rnekleri

Sekil 1.1 (a) da, av(bAc)=aVvO0O=aiken (avb)A(aVvc)=1Ac=c olur. (b)
de,av(bAc)=avO0=aiken(avb)A(aVc)=1AI=1Ioldugundan her ikisi de

birer dagilmali olmayan latistir.

Tamim 1.3.1.5 Bir a € L alalim.
(1) a < 1 ise a ya has (6z) eleman,

(2) avb =1 ve aAb =0 olacak sekilde bir b € L eleman1 bulunabiliyor ise a ya

tamlanabilir eleman, b ye a nin tamlayani adi verilir.

Sekil 1.1 (a) da avb =1 ve aAb = 0 oldugundan a ve b tamlanabilir elemanlardir.
Ayrica bV c=1ve bAc =0 oldugundan ¢ de bir tamlanabilir elemandir. Ayrica bir
latiste bir elemanin tamlayani1 birden fazla olabilir. Sekil 1.1 (b) den avb=aVc =
bvc=1veaAb=bAc=aAc=0oldugu goriilir. O halde bu latiste herhangi iki

eleman birbirinin tamlayanidir.

Ornekler 1.3.1.6

(1) L bir latis olsun. L nin her tam sirali alt kiimesi, bir supremum ve infimuma
sahiptir, gosterelim: Ly € L bir zincir olsun. O halde her a,b € L, i¢in a < b veya
10



b < a saglanir. a < b olsun. O halde sup {a,b} =aVvb=>bveinf {a,b}=aAb=a
olarak elde edilir. Dolayisiyla her L, tam sirali alt kiimesi i¢in sup(L,y) ve inf (L)
vardir. Ayrica her tam sirali kiime bir dagilmali latistir. Herhangi a,b,c € Ly, a < b <
¢ alalm. O halde av(bAc)=aVvb=b ve (avb)A(aVc)=bAc=0b

oldugundan L, bir dagilmali latistir.

Sekil 1.2 iki ve ii¢ elemanl latis 6rnekleri

(2) N, Z, Q ve R den her biri bilinen < siralamasina gére her iki eleman
karsilastirilabilir oldugundan tamamen sirali ve dagilmali latislerdir. Ancak hi¢ biri en

biiyiik elemana sahip olmadigindan tam latis degildir.

Sekil 1.3 (N, <) tamamen siral1 latisi

(3) x <y igin [x,y] kapali araligi, R nin tamlik aksiyomu (R nin bos olmayan
istten sinirl her alt kiimesi en biiyiik elemana sahiptir) geregince bir tam latistir. Q nun
tam latis olmayisinin sebebi yalnizca en biiyiikk elemaninin olmamasi sorunu degildir.
Ornegin {s € Q : s? < 2} ¢ Q kiimesi iistten smirli olmasina ragmen bu iist sinirlarm
en kiictigii (supremumunun) bulunamaz.

4) N, negatif olmayan tam sayilar kiimesi iizerinde tanimlanan
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as<b & alb

Ayrica aV b = ekok(a,b) ve aAb

bolme bagintis1 ile bir sirali kiimedir.

ebob(a, b) olmak tizere bir dagilmali tam latistir.

Sekil 1.4 (N,<,ekok,ebob) latisi

S1lmal1 latis olusturur.

N) bir da

)

U

)

(5) Bir X kiimesinin kuvvet kiimesi (P(X)

{abecdef}

{a.cdef} {abdef}

b.edef}

{9}

Sekil 1.5 (P({a, b, c,d, e, f}), S,u,n) latisi.

Sonsuz devirli grup Z nin alt gruplarinin latisi SubZ yi diisiinelim. Bu latis

(6)

aslinda (N, <, ekok, ebob) latisine izomorftur. Ornegin Sekil 1.6 ve Sekil 1.7 de
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goriilebilecegi gibi kapsama bagintisina gore Z;o un alt gruplarinin latisi ile (30 un

bolenleri, <, ekok, ebob) latisi izomorftur. Dolayisiyla dagilmali tam latistir.

(1)

=0
5 ’-ﬂj
(5] e i2) o= 15
>\ o,
(15 ™~ (1) " [6) = =
{0} 1 '
Sekil 1.6 (Sub(Z3), S,U,N) latisi Sekil 1.7 (30 un bolenleri, <, ekok, ebob) latisi

(7) Herhangi bir G grubunun tiim normal alt gruplarinin ailesi N(G), NAK =N N
K ve NV K = NK islemleriyle birlikte bir modiiler latis olusturur:

Herhangi H, K, N € N(G), N € H igin acitkca (HAK)VN=(HNK)N S HNKN =
H A (K V N) kiime kapsamasi her zaman gergeklenir. Tersine bir a € HA (K V N) ise
a € Hve a = kn olacak sekilde k € K ve n € N bulunur. Burada N € H ve N bir alt
grup oldugundan k =an '€ H olup a=kne€e (HAK)VN, yani HA(KVN) =
(H AK) V N elde edilir.

Tamm 1.3.1.7 a € L olsun. Eger a <V b, y1 saglayan her {b,: a € I1} i¢in a < b,, V
ba, V ... V by, olacak sekilde sonlu {by,, by,, ... , by, } alt kiimesi bulunabiliyorsa a ya

kompakt eleman denir.

Tanmm 1.3.1.8 L latisi en kiigiik eleman1 0, en biiyiik eleman1 1 ve 1 kompakt olmak
tizere bir tam latis olsun. L iizerinde degisme, birlesme ve supremumun dagilma
ozelligine sahip olan ve 1 elemanini ¢arpimsal birim kabul eden bir ¢arpma islemi

tanimli ise L ye carpimsal latis denir.

Ornek 1.3.1.9 (Dilworth, 1962) R birimli, degismeli bir halka olsun. R nin tiim

ideallerinin ailesini L(R) ile gosterelim. L(R) kiimesi {izerinde tanimlanan € kapsama
13



bagintisina gore, R nin iki ideali I ve J igin INJ=INnJ, Iv]=1+]vel-]=1I]
islemleri ile bir modiiler carpimsal latis olusturur. R nin bir idealinin kompakt olmasi

icin gerek ve yeter kosul bu idealin sonlu iiretilmis olmasidir.
ispat

e Oncelikle (L(R), S, N, +,”) yapisinin bir carpimsal latis oldugunu gésterelim.
Herhangi ii¢ 1, /, K € L(R) alalim. Burada I € I her zaman gecerli oldugundan yansima
Ozelligi saglanir. I € ] ve | € I kapsamalarinin ayni anda saglanmasi I = ] olmasini
gerektireceginden ters simetri 6zelligi gecerlidir. Eger I € ] ve | € K saglaniyor ise bu
durum [ € K olmasin1 gerektirir. Boylece gecisme oOzelligi de saglanmis olur.
Dolayisiyla (L(R), S) bir sirali kiimedir.

e Herl, ] € L(R) i¢in I n] ve I + ] kiimelerinden her ikisi de R nin birer ideali
oldugundan I AJ ve I V] mevcuttur. Dolayisiyla (L(R), €, N, +) bir latis olusturur.
Ayrica her [ ideali i¢cin {0} € I € R saglandigindan kapsama bagintisina gore en kiiciik
elemanin {0} ve en biiyiik elemanin R elemani oldugu agiktir. I -] = IJ € L(R) ile
tanimlanan ¢apma isleminin kapali oldugu goriiliir. Bu islem i¢in birim eleman I - R = [
oldugundan R € L(R) elemanidir. Bunun yani sira [-(J-K) = (I -])-K (birlesme
ozelligi), I -] = J - I (degisme ozelligiyve I - (J + K) =1-] + I - K (supremum {izerine
dagilma 6zelligi) saglandigindan (L(R), S, N, +,*) bir ¢carpimsal latistir.

eSimdi L(R) nin bir modiiler latis oldugunu gosterelim. I € K olmak iizere
herhangi t¢ I, J, K € L(R) alalim. Burada IV(JAK)=I+(JNK)SI+] ve
IVJAK)=1+({JNK)<S K birlikte saglandigindan IV(JAK)S (U +])NK =
(IV]) AK bulunur. Ters kapsamay1 gostermek i¢in herhangi bir a € IV ]J)AK =
(I+])NK alalim. Burada a = (b + ¢) € K olacak sekilde b € ve ¢ €] vardur.
belcK veace€K oldugundan c = a — b € K elde edilir. Sonug olarak a = b + c €
I+ (JNK)=1V({JAK) bulunur. Her iki kapsamadan modiiler 6zelligin saglandigi
gortliir.

¢/, R nin bir kompakt ideali olsun. J nin sonlu iiretilmis oldugunu gosterelim.
n > 0 vardir. Buradan (ag,, ..., 0q,) € J € Uiz1(aq), Yani J = (aq,, -, Qq,) SONlu

tiretilmis olarak bulunur.
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Tersine, ] = (ay, ..., a,) sonlu tretilmis ve /] € U 0; olsun. O halde J nin her elemana,
birlesimi olusturan kiimelerden en az birinin igine diiser. Her j =1, ...,n i¢in a; € 0;
diyelim. Béylece | = (ay, ..., an) € Uj-; 0; elde eldilir. Yani J kompakt olarak elde
edilir. Dolayistyla L(R), kompakt olarak tiretilen bir latistir.

Ornek 1.3.1.10 Her a € L i¢in, [a,1,] aralig1 L/a ={b € L : a < b} kiimesi ile, bir
(cVa) € L/a elemam ise genellikle c/a veya ¢ ile gosterilir. Bu aile cod = cd vV a
islemi ile birlikte bir carpimsal latis olusturur. Diger notasyon ile bu islem c/a o d/a =
cd/a olarak yazilir. Bilindigi gibi bir R halkasi ve I € L(R) ideali i¢in L(R/I) latisi ile
L(R)/I = [I,R] izomorftur. e € L bir kompakt eleman ise e/a = e eleman1 da L/a

latisinde kompakt bir elemandir. Gosterelim:

e/a <V(by/a) olsun. O halde e <Vb, olmak zorundadir. e € L kompakt
oldugundan bir n dogal sayis1 i¢in e < Vi € b, saglamr. Boylece e/a <

Vizi(bg, /a) olup, e/a nin L/a da kompakt oldugu gosterilmis olur. [ |

1.3.2 C-latis

Tamm 1.3.2.1 L (modiiler olmas1 gerekmeyen) bir tam latis ve C bir takim kompakt
elemanlarin ailesi olsun. Eger L latisi C deki elemanlarin supremumlari ile iiretiliyor ise
L latisine C-latis ad1 verilir. Bagka bir deyisle L bir C-latis ise L deki her eleman, C deki

bir takim elemanlarin supremumlar1 biciminde yazilabilir.

Ornegin herhangi bir degismeli birimli R halkasi i¢in L(R) idealler latisi bir C-latistir.
Bu tez boyunca L ile bir C-latisi, L, ile L deki kompakt elemanlarin kiimesini

gosterecegiz.

Not 1.3.2.2 Bir C-latiste kompakt elemanlarin sonlu ¢arpimi kompakttir.

(a:b) = V{x € L : xb < a} olarak tanimlanr.
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Not 1.3.2.3 (Dilworth, 1962) Carpimsal latislerde boliim ve ¢arpim islemlerine iliskin

temel bagintilar ve 6zellikler agagidaki gibidir:

(1) (a:b)b < a.

(2) xb < aisex < (a:b) dir.

(3) b < a olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (a: b) = 1 olmasidir.
(4) (anb):c = (a:c) A (b:c).

(5) a: (bc) = (a:b):c.

(6) a < (a:b).

(7) a < (ab: b).

(8) (a:c)v (b:c) < (aVb):c.

(9) (aAb)c < (ac) A (be).

(10) avc=1lise (aAb)Vc=>bVcdir.
(11)(aAb):b = (a: b).

(12) a: (a Vv b) = (a: b).

(13) a: (b Vv c) = (a:b) A (a:c).

(14 avc=bvc=1ise(abVc)=1dir.

(15) (a; V ..V ap)at tkn < g kv v a,kn,

Tamm 1.3.2.4 (Dilworth, 1962) Bir e € L elemani verilsin. Her a, b € L igin,

(1)
@)
3)
(4)

a Abe = ((a:€) Ab)e ise e ye infimum esas eleman,
aAe = (a:e)eise e ye zayif infimum esas eleman,
(aeV b):e = (b:e) V aise e ye supremum esas eleman,

ae:e = (0:e) V a ise e zayif supremum esas eleman ad1 verilir.

L nin bir eleman1 (1) ve (3) i birlikte sagliyor ise esas eleman, (2) ve (4) i birlikte

sagliyor ise zayif esas eleman adini alir. Burada dikkat edilecek olursa, (2) tanimi, (1)

de b =1 alinarak, (4) tanimi ise (3) te b = 0 alinarak 6zel hal olarak elde edilir.

Dolayisiyla her esas eleman bir zayif esas elemandir. Sayet a < e ise (a:e)e = a ve

(0:e) < aise (ae): e = a elde edilir.
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Esas ve zayif supremum/infimum esas elemanlar i¢in asagidaki iliskiler mevcuttur:

Teorem 1.3.2.5 (Proposition 1.1, (Anderson, 1976)) L bir ¢arpimsal latis ve x € L

olsun. Bu takdirde asagidakiler gergeklenir.

1)
(2)
3)
(4)
()
(6)
()

(8)

9)

Ispat

x infimum (supremum) esas eleman ise x bir zayif infimum (supremum)
esas elemandir.

x in bir zayif infimum eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a < x iken
a = cx olacak sekilde bir ¢ € L bulunmasidir.

X in bir zayif supremum eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ax < bx
iken a < b Vv (0: x) olmasidir.

x bir infimum esas eleman ise her a € L i¢in (a: x)x = a A x dir.

x bir supremum esas eleman ise her a € L i¢in (ax):x = a v (0: x) dir.

x in bir supremum eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul her a € L i¢in
a V x elemanin L /a latisinde zayif supremum esas eleman olmasidir.

L modiiler latis olsun. x bir (zayif) infimum esas eleman ise a V x elemani
L/a latisinde (zayif) infimum esas elemandir.

L modiiler latis olsun. x in esas eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul zayif
esas eleman olmasidir.

x € L bir esas eleman ise x/a = X elemani, L/a latisinde esas elemandir.

(1) x bir infimum esas eleman olsun.Su halde her a,b € L i¢in aAbe =

((a:e) Ab)e saglanmir. O halde b=1€ L igin de aAe = (a:e)e dzdesligi

gerceklenir. Dolayisiyla x bir zayif infimum esas elemandir.

(2) x bir zayif infimum eleman ve a < x olsun. O halde a =aAx = (a:x)x

oldugundan ¢ = (a: x) olarak bulunur. Tersine a A x < x oldugundan hipotez geregince

bir ¢ € L igin a A x = cx gergeklenir. O halde ¢ < (a:x) olup a A x < (a: x)x olur.

Dolayistyla x bir zayif infimum elemandir.
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(3) x bir zayif supremum eleman ve ax < bx olsun. Buradan (ax:x) < (bx:x)
olup, x in bir zayif supremum eleman olmasindan a < aV (0:x) = (ax:x) <

(bx:x) < bV (0: x) elde edilir.

(4) x bir infimum esas eleman ise her a,b € L icin aAbx = ((a:x) Ab)x
gecerlidir. Bu 6zdeslikte 0zel olarak b = 1 olarak alimirsa (a:x)x = a A x elde

edilir.

(5) x bir supremum esas eleman ise her a,b € L i¢in (axV b):x = (b:x)Va

saglanir. Burada b = 0 alinirsa (ax):x = a Vv (0: x) bulunur.
(6) ve (7) nin saglandig1 kolaylikla goriilebilir.

(8) x bir zayif esas eleman olsun. Herhangi a, b € L i¢in

(aAbx) =x((aAbx):x) = x((a:x) A (bx:x)) = x ((a: x) A((0:x) v b)) =

x(0:x)V ((a:x) Ab)) =x(0:x) Vx((a:x) Ab) = x((a:x) Ab) olur. Burada
birinci esitlik x in zayif infimum esas eleman olmasindan, {igiincii esitlik zayif
supremum esas eleman olmasindan, ve dordiinciisii ise L nin modiiler olmasindan
elde edilir. Simdi de x in supremum esas eleman oldugunu yani (xa V b):x < aV
(b: x) oldugunu gosterelim: x bir zayif supremum esas eleman oldugundan x((xa vV
b):x) < x(aV (b:x)) oldugunu goéstermek yeterlidir: x in zayif infimum esas

eleman oldugundan
x((xaVvb):x) =(xaVb)Ax

L modiiler oldugundan (xa V b) Ax = xa V (b A x), ve yeniden x in zayif infimum
esas eleman olmasindan xa V x(b: x) = x(a V (b: x)) elde edilir. Boylece x((xa Vv
b):x) = x(a Vv (b: x)) bulunur.

(9) x, L nin bir esas eleman1 olsun. Herhangi ¢, d € L/a alalim. O halde
[(cvd)oex|:x=[(cvd)e (xVa)]:(xVa)=(cvdxVa)(xVa)

=(cvdxva):x=(cvdx):x=(c:x)vd=c(xVa)vd
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oldugundan X , L/d nin bir supremum esas elemanidir. X in L/d nin bir infimum esas

eleman1 oldugu benzer yolla gosterilebilir. Dolayisiyla X , L/d nin bir esas elemanidir.

[

Teorem 1.3.2.6 (Theorem 1.3, (Anderson, 1976)) L bir carpimsal latis ise L deki her

zayif esas eleman kompakttir.

Ispat a =Va, olsun. a zayif infimum esas eleman oldugundan a, = aAa, =
a(ay:a) dir. Buradan a = Va, = V(a(a,:a)) = a(V(a,:a) olur. a aym zamanda
zaylif supremum esas eleman oldugundan 1 =V(a,:a)V (0:a) dir. 1 kompakt
oldugundan 1 =V(as,:a)V (ag,:a)V .. V(ag,:a)V (0:a) olacak sekilde sonlu
{0,a4,,aq,, - ,aq,}  kiimesi vardir. Boylelikle a = a(ag;:a)Va(ag,:a)V

wVa(ag,:a)Va(0:a) =a, Vag, V..V a, eldeedilir. []

Teorem 1.3.2.7 (Lemma 3.3-3.4, (Dilworth, 1962))
(1) iki infimum esas elemanin ¢arpimi da infimum esas elemandir.
(2) ki supremum esas elemanin ¢arpimi da supremum esas elemandir.
Ispat (1) x ve y iki infimum esas eleman olsun. Bu takdirde
(an(b:xy)xy = (an(b:y):x)xy = (ax A (b:y))y = axy A b,

yani xy bir infimum esas eleman olarak elde edilir.
(2) x ve y iki supremum esas eleman olsun. Su halde

(aVbxy):(xy) =(aVbxy):y)x=(a:yVbx):x=(a:y):xVb=a:(xy)Vb.

Yani xy bir supremum esas eleman olarak bulunur. [ ]
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Tanmm 1.3.2.8
(1) Bir n pozitif tam sayis1 i¢in a” = 0 ise a ya nilpotent eleman,
(2) a = a® saglamiyorsa a ya idempotent eleman,

(3) a€L ve a® = Aj-;a™ elemanlarinin her ikisi de kompakt elemanlar ise a ya
kuvvetli kompakt eleman adi verilir. Kuvvetli kompakt elemanlara iligkin ayrintili bilgi

i¢in bkz (Jayaram ve Johnson, 1997).

Teorem 1.3.2.9 e € L elemanin bir esas eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L de

tamlanabilir olmasidir.

Ispat e bir esas eleman olsun. Bu takdirde (0:e) Ae <0, yani (0:e) Ae =0 olur.
Supremum i¢in ise (0:e)Ve = (O V(eA e)): e =(e:e) =1 oldugundan (0:e)
elemani e nin tamlayanidir. Tersine e nin e’ tamlayani ile birlikte bir tamlanabilir
eleman oldugunu varsayalim. Bu durumda (x:e) = (x:e") oldugunu gormek kolaydir.
Buradan (av(b/\e)):e =aV(bAne)Ve =ave'Vvb=(a:e)Vb=(aAb:e)A
e= (a A(bVve'))Ae = (aAe)Ab saglandifindan e bir esas eleman olarak bulunur.

[]

1.3.3 Ornekler (Anderson, 1974)

Ornek 1.3.3.1 Degismeli birimli R halkasinin ideallerinin latisi L(R) yi gdz oniine

alalim. I, R nin bir esas ideali ise I, L latisinde bir esas elemandir.

Ispat I = (¢), R nin bir esas ideali olsun. x € AI N B alalim. Buradan x = ac olacak
sekilde bir a € A vardir. Buradana € (B:I) olupa € An (B:I) ve boylece x = ac €
(A N (B:I))I olur. Yani I nin infimum esas eleman oldugu gorilir. Simdi I nin
supremum esas eleman oldugunu gosterelim. y € (A + BI): 1 olsun. Buradan yc € A +

BI = yc = a + bc olacak sekilde a € A ve b € B vardir. Boylece a = (y — b)c yani
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y—be(A:I)olupy = (y—b) + b € (A:1) + B saglanir. I, L nin bir esas elemanidir.
L]

Boylece degismeli halkanin her esas ideali, idealler latisinde bir esas elemandir. Ancak

tersi genel olarak dogru degildir. Bu durum igin asagidaki ters drnekler verilebilir.

Hatirlanacak olursa, tek maksimal ideale sahip olan bir latise yerel latis ad1 verilir.

Ornek 1.3.3.2 S, iizerinde birlesme, birim eleman 0 ve degisme o6zelliklerine sahip bir
ikili iglem tanimli olan bir kiime (degismeli monoid) ve 1 € S olsun. Bu durumda S nin
bir ideali, /S € J yi ger¢ekleyen bir ] € S alt kiimesi olarak tanimlanir. Aslinda 1 € S
oldugundan /S = J olur. S nin herhangi iki ideali / ve K ise JK = {jk:j €],k € K}
yine bir idealdir. Bu carpim acik¢a degismeli, birlesmeli ve supremum islemi {izerine
dagilmali olup S yi carpimsal birim olarak kabul eder. Bu ¢arpma islemi ile birlikte S
nin tiim ideallerinin kiimesi L(S) dagilmal ¢arpimsal latis olusturur. Bir u € S igin
uv =1 olacak sekilde v € S bulunabiliyorsa u ya birimsel denir. Tim birimsel
elemanlarn kiimesi bir degismeli grup ve birimsel olmayan elemanlar ise S nin tek
maksimal elemanini olusturur. Dolayisiyla L(S) bir yerel dagilmali ¢arpimsal latistir. S
nin esas idealleri infimum esas eleman olan ancak supremum esas olmayan

elemanlardir.

S de herhangi (a) esas idealinin bir infimum esas eleman oldugunu gosterelim:
Herhangi J,K idealleri i¢in (J N (K : (a))(a) C J(a) N K saglanir. Diger taraftan
y € J(a) N K alalim. Buradan y € K ve bir j € ] i¢in y = ja bi¢imindedir. Buradan
j € (K:(a)) ve dolayisiyla y =ja € (J N (K: (a))(a) bulunur. Bir carpimsal latiste

ters kapsama her zaman saglanacagindan (J N (K: (a))(a) = J(a) N K elde edilir.

Ancak bir halkanin esas idealinin, idealler latisinde bir zayif supremum esas eleman

olmas1 gerekmez. Ornek 1.3.3.3 bu duruma bir érnektir:

21



Ornek 1.3.3.3 S = {0,1,x, y} kiimesi {izerinde ¢arpma islemi tanimli olan bir yarigrup
ve x = x2, y = y?%, xy = 0 olsun. Bu takdirde (x) ve (y) infimum esas elemanlar iken
higbiri zayif supremum esas eleman degildir. Ciinkii ((x2): (x)) =S # (0: (x)) V (x)
dir.

R tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge oldugunda Ornek 1.3.3.1 deki ifadenin tersi de
dogrudur. Bagka bir deyisle, Teorem 1.3.3.4 ile ispatlanacag: gibi tek tiirlii ¢arpanlarina
ayrilabilen bolgenin idealler latisi L(R) deki esas elemanlar, tam olarak R nin esas

ideallerdir.

Teorem 1.3.3.4 R bir tek tiirlii garpanlarina ayrilabilen bolge ve L = L(R) olsun. Bu

takdirde I € L bir esas eleman ise I, R nin bir esas idealidir.

Ispat I = (ay, ..., ax), R nin idealler latisinde bir esas eleman olsun. Su halde (a;) € I
ve dolayisiyla (a;) = (a;) NI = ((ai):l)l olur. X; = (a;):I diyelim. Buradan (a;) =
X;I yazilabilir. O halde

a; =xp1a + -+ xpar i=1,...,k

olacak sekilde x;4, ..., x; € X; vardir.

1- X11 —X12 .. X1k
—X 1 — X e —ka
aA=| A Szl
—Xk1 —Xk2 1= X

determinantini olusturalim. O halde her i = 1,2, ...,k i¢in A a; = 0 olup, R bir tamlik
bolgesi oldugundan A= 0 sonucuna varilir. Diger taraftan bir x € X; + ...+ X, icin
A= 1—x yazilabilir. Boylece x; + -+ x, =1 olacak sekilde x; € X; bulunur.
(a;) = X;I oldugundan x;a; = r;ja; esitligini gergekleyen 7;; elemanlar1 mevcuttur.
ebob(ay, ..., a;) = d diyelim. R bir tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolge oldugundan

X, 2t nin bir katidir. Buradan dx; = y;a; saglanir. Bu da
d

d= dx1 ++d.xk =Yyi1aq +"‘+ykak el
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demektir. Ters kapsama I < (d) agiktir. Sonug olarak I = (d) esas ideal olarak elde
edilir. [ ]

Sonu¢ 1.3.3.5 R bir tek tiirlii carpanlarina ayrilabilen bolge olsun. L(R) idealler
latisinde esas elemanlar R nin esas idealleri, kompakt elemanlar R nin sonlu iiretilmis
idealleri olmak iizere, L(R) esas olarak iiretilmis, dolayisiyla kompakt olarak iiretilmis

bir modiiler latis 6rnegidir.

Ornek 1.3.3.6 Her A ideali icin RA = A kosulunu saglayan degismeli R halkalarinin
ideallerinin latisi L(R), R birimli olmayan bir halka bile olsa ¢arpimsal bir latistir.
RA = A kosulu sebebiyle R, L(R) igin garpimsal birim elemandir. R nin esas idealleri,
L(R) latisinde de esas elemandir ve L(R) zayif supremum kosulunu saglar. Bunu
gosterelim: R nin A = (a) esas ideali ve herhangi B ideali i¢in x € (AB: A) alalim. O
halde xa = ba olacak sekilde bir b € B vardir. Dolayisiyla x — b € (0: A),ve x €
(0: A) + B olur. Ters kapsama her zaman gegerli oldugundan A nin zayif supremum

esas eleman oldugu gosterilmis olur.

Bu halkaya 6rnek olarak birimli degismeli halkalarin sonsuz direkt toplami R = ) R,

verilebilir. Bu 6rnekte I kompakt eleman degildir.

Ornek 1.3.3.7 Ly, ..., L,, carpimsal latisler olmak iizere L = L; X ... X Lyolsun.

(al,...,an)/\(bl,...,bn) = (al/\bl,...,an/\bn)
(ai, .,an) V (by, ..., by) (a; V by, ...,an, V by)
(all ey a‘n)(blt ey bn) (albll ey anbn)

islemleriyle birlikte L bir carpimsal latistir. L latisi, tim L; latislerinin hepsinin ayni
anda sagladigi pek cok ozelligi gercekler. Ozel olarak a = (a4, ...,a,) elemaninin
(zayif) infimum (supremum) esas eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her A; nin

(zay1f) infimum (supremum) esas eleman olmasidir.
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Sekil 1.8 (N, x N, <) latisi

Ornek 1.3.3.8 R herhangi bir yarigrup iizerinde bir derecelendirilmis halka olsun. Bu

takdirde R nin homojen ideallerinin latisi bir modiiler ¢arpimsal latis meydana getirir.
Simdi bu kavramlari agiklayalim:

Toplama islemine gore degismeli, birlesmeli ve 0 eleman ile birlikte bir monoide,
kisaltma ozelligini sagladigi durumda derecelendirilmis monoid adi verilir. Bagka bir

deyisle, her I' kiimesine, x,y, z € T igin

Dx+@+2)=+y)+z

(2) x + 0 = x olacak sekilde tek tiirlii olmas1 gerekmeyen bir 0 eleman1 vardir.
@G x+y=y+x,

A x+y=x+zisey =z,

aksiyomlar1 saglaniyorsa derecelendirilmis monoid adi verilir. Ornegin her degismeli
toplamsal grup bir derecelendirilmis monoidtir. Ya da negatif olmayan tamsayilar
kiimesi adi toplama islemine gore yine bir derecelendirilmis monoid olusturur.
Derecelendirilmis monoidlere baska bir 6rnek icin Ornek 1.3.3.7 genellestirilirse, sabit
bir p sayist igin (aq, a,, ..., ap) negatif olmayan tamsayilar serileri géz oniine alinabilir.
Burada toplama islemi (al, a,, ...,ap) + (bl, b,, ...,bp) = (ay + by, a3+b,, ...,a,+by)

ile tanimlanirsa bir derecelendirilmis monoid elde edilir.
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I bir derecelendirilmis monoid ve R degismeli birimli bir halka olsun. R nin elemanlar1
toplama islemine gore bir grup olusturacagindan (R,+) toplamsal grubunun alt

gruplarindan bahsetmek anlamlidir.

R halkasinin toplamsal grubunun alt gruplarinin ailesi {R m}yer ya asagidaki kosullar

sagladig1 takdirde R iizerinde I'-derecelendirilmis denir:
(1) R =X,er R (direkt toplam)
(2) Hery,y’ € Tigin RWROID € RUr+v7)

Burada RMWRY) kiimesi, ;) € RM ve p,¥) € R¥) olmak iizere 1, p, ¥ +
rz(y)pz(y’) + - +rs(7’)ps(7”) bicimindeki tiim elemanlarin kiimesidir. Bu tanimdan
anlagilacag {izere R iizerinde I'-derecelendirilmis varsa, her r € R elemani r = %, r(¥)
biciminde tek tiirlii yazilisa sahiptir ve bu toplamdaki sifirdan farkli terimler sonlu
cokluktadir. R?) nin elemanlarma y. dereceden homojen, @) ya, r nin y. dereceden
homojen bileseni ad1 verilir. O halde sifir elemani her y € T i¢in y. dereceden homojen
elemandir. (2) aksiyomu geregince y. dereceden homojen ve y'. dereceden homojen

olan iki elemanin ¢arpimi1 y + y'. dereceden bir homojen elemandir.

Bu tanim altinda verilen herhangi bir R halkasi, R©® =R ve y # 0 iken R =0
alinarak R iizerinde I'-derecelendirilmiselde edilebilir. Bu vyolla elde edilen T-

derecelendirilmis a R {izerinde asikar I'-derecelendirilmis ad1 verilir.

Eger S kisaltmali (cancellation) monoid ise (a), R nin bir esas homojen idealidir. Su

halde R nin her A homojen ideali igin
An (a) = A((a): 4)

(A(a): (a)) =A+ (0:(a))

saglanir ve s6zii edilen tiim idealler homojendir. Dolayisiyla L(R) esas olarak ve

kompakt olarak iiretilmistir.
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Burada S nin kisaltmali monoid olma kosulu gereklidir. Bunu asagidaki Ornek

yardimiyla gorebiliriz.

Ornek 1.3.3.9 S = {1,x}, x = x? ve K bir cisim olmak iizere, R bir S-derecelendirilmis
halka K@Kx olsun. Bu durumda (0: x) = (1 — x) ve boylece (0: x) = 0 olur. Buradan
R=(x%:x)# (x)+ (0:x) = (x) bulunur. Yani (x) zayif supremum esas eleman

olmay1p supremum indirgenemez elemandir.

1.3.4 C-latislerde asal elemanlar ve yerellestirme
Tamim 1.3.4.1 p, L latisinde bir has eleman olsun.

(1) p, L nin bir has elemani olsun. a,b € L igin ab <p iken a <pveyab <p

saglaniyor ise p ye asal eleman,

(2) p, L nin bir has elemani olsun. a,b € L i¢in 0 # ab < pikena <pveyab <p

saglaniyor ise p ye zayif asal eleman,
(3) 0, L nin bir asal elemani ise L ye bolge denir.

Bir C-latiste p elemaninin zayif asal oldugunu sdylemek i¢in 0 # ab < pyi saglayan
her kompakt a, b € L* igin a < p veya b < p saglanmasi yeterlidir. Bu durumu Teorem

1.3.4.3 yardimiyla gorebiliriz. Once Yardimci Teorem 1.3.4.2 yi ispatlayalim.

Yardimci Teorem 1.3.4.2 b € L asagidaki (*) 6zelligini saglayan bir eleman olsun:
(*) Her h € L, h < b kompakt elemani igin h < a, veya h < a,.
Bu takdirde b < a, veya b < a, gergeklenir.

Ispat b € L, (*) 6zelligini saglayan bir eleman olsun. b & a, ve b £ a, varsayalim. b

eleman1 kompakt elemanlarin supremumu olarak ifade edilebileceginden h; £ aq, h, £
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a, olmak tlizere hy < b ve h, < b elemanlar1 vardir. Su halde h=h;Vh, <b
kompakt fakat h; £ ay, h, £ a, oldugundan bu durum (*) varsaymm ile g¢elisir.

Boylece b < a, veya b < a, saglanir. [ |

Teorem 1.3.4.3 (Theorem 2, (Calhalp ve ark., 2012)) L nin bir has p elemaninin zayif
asal olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul 0 # ab < pyi saglayan her a,b € L, igina <

p veya b < p saglanmasidir.

Ispat ab <p iken a £ p ve b £ p varsayalim. L bir C-latis oldugundan x < a ve
y < b, x £ pVvey £ polacak sekilde kompakt x ve y elemanlari bulunabilir. Herhangi
x',y' €L, xX <a veya y' < b olacak sekilde alalim. Buradan, (x'Vx)(y'Vy) <
ab<p olup (xX'vx)£p ve (yVy) £p oldugundan Yardimci Teorem 1.3.4.2
geregince bu bir geligkidir. Sonug olarak a < p veya b < p elde edilir. [ ]

Tanmmm 1.3.4.4

(1) me L, m <1 elemani igin m < x < 1 esitsizligini saglayan her x € L igin x = 1

olmas1 gerekiyor ise m ye maksimal eleman denir.
(2) Tek maksimal elemana sahip olan L latisine yerel latis denir.

(3) m, L de bir maksimal eleman olsun. m? < a < m esitsizligini saglayan bir a € L

bulunamiyor ise m ye L nin basit (simple) eleman1 denir.

Teorem 1.3.4.5 Carpimsal bir latiste her maksimal eleman bir asal elemandir.

Ispat m, bir L latisinde maksimal eleman olsun. a,b € L i¢in ab<m ve a £ m
varsayalim. O halde m < mV a olup, m nin maksimal olmasindan 1 =mV a elde
edilir. Buradan b = (mV a)b = mbV ab < m olur. Béylece b < m olup m bir asal

eleman olarak bulunur. [ ]
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Tanmim 1.3.4.6

(1) Bir g < 1 elemani alalm. ab < q y1 saglayan her a,b € L i¢in a < q veya bir n

pozitif tam sayis1 i¢in b" < q saglanmasi gerekiyor ise g ya asalimsi eleman denir.
(2) a € L igin a min radikali va =A {p € L:p asal ve a < p} ile tanimlanir.
(3) Va = a ise a ya radikal eleman denir.

(4) g asalimsi1 ve \/E = p asal eleman ise g ya p-asalimsi eleman denir.

(5) V0 = 0 ise L ye indirgenmis latis denir.

Onerme 1.3.4.7 (Teorem 6 (3), (Thakare ve ark., 1988))

L bir C-latis ise vVa =A{p € L: p = a ve p, a iizerinde minimal asal} =V {x € L* | bir

neZ* igin, x" < a } dur.

Teorem 1.3.4.8 d € L olsun. Bir elemanin L/d latisinde asal (asalimsi) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul L de asal (asalimsi) olmasidir.

Ispat a,b,c € L/d olsun. b oc < a olmasi icin gerek ve yeter kosul bc < a olmasi
oldugundan a nin agik¢a L/d de asal/asalimsi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L de

asal/asalims1 olmasidir. [ ]

Bir halkanin idealler latisinde oldugu gibi, her C-latisin bir carpimsal kapali kiimeye
gore yerellestirmesi (localization) mevcuttur. Literatiirde farkli yerellestirme tanimlari
bulunmaktadir. Bu tez boyunca kabul edecegimiz yerellestirme tanimi (Jayaram ve
Johnson, 1995) te tanimlanan Dilworth’un yerellestirme taniminin (Dilworth, 1962)

daha genel bir hali olan asagidaki sekildedir.
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Tamim 1.3.4.9 S € L, bir ¢arpimsal kapali kiime olsun. Bu durumda a € L i¢in S deki

yerellestirme
as=V{x €L, :birs € Sicinxs < a}
olmak tizere
Ls ={as:a €L}

ile tanimlanir. Lg te infimum islemi L ile aynidir ve supremum islemi a Vb = (a V b)g

bi¢iminde tanimlanmak tizere Lg yerellestirmesi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(1) e € L kompakt supremum esas eleman ise es;, Lg de kompakt supremum esas

elemandir.

(2) a, b € L igin (a:b), xb < a y1 saglayan en biiyik x elemanidir. Yani (a: b) =V
{x € L: xb < a} ile tammlanir. b kompakt bir eleman ise (as: bs) = (a: b)s gergeklenir.

Burada esitligin sag tarafi L latisinde hesaplanir.
(3) a € Ligin \Jas = (Va)s = (as)s dzdesligi dogrudur.
(4) ag ° bs = (ashs)s carpimi ile Lg, bir carpimsal latis olusturur.

(5) Ozel olarak p € L asal elemam icin S ={x € L:x < p} kiimesine gére Lg

yerellestirmesini L, ile gosterecegiz. Lp tek maksimal elemani p,, olan bir yerel latistir.

Ispat (1) e € L supremum esas eleman ve kompakt olsun. Herhangi ag, bs € L, alalim.

e supremum esas eleman oldugundan

(2) den (2) den
asV(bges) = asV(bie)s=(aV (b: e))s = ((ae v b): e)s = (aeVb)g: e

= ((ae); Vbg):es = ((as oeg)V bs): es = ((as oeg)V bs)

elde edilir. Boylece eg, Lg nin bir supremum esas elemanindir.
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Simdi es nin kompakt oldugunu gosterelim. {a; : @ € 11} i¢in e; < V(as), varsayalim.
O halde e; < (V a,)s dir. Herhangi kompakt x < e, alalim. Bu durumda bir s € S i¢in
xs < e olur. e kompakt oldugundan e < a,, Vag,, V.. Va,, olacak sekilde sonlu
{aa, g, ,aq,} alt kimesi bulunur. O zaman x < (ag, Vag, V .. Vag,)s yani
X < (ag,)sV (Ag,)sV ... V(aq,)s sonucuna varilir. Boylece es < (aq,)sV (Ag,)s V

.. V (aq,)s olup, e nin Lg nin bir kompakt eleman1 oldugu gosterilmis olur.

(2) x < (a:b)s olsun. O halde sx < (a:b) olacak sekilde bir s € S vardir. Simdi
herhangi bir kompakt y < b, alalim. Buradan bir t € S i¢in ty < b bulunur. Su halde
(st)xy < a dir. S carpimsal kapali bir kiime olsugundan st € S ve boylelikle xy < ay
dir. Bu durumda xbs < ag, yani x < (as: bs) olur. Yani (a:b)s < (as: bg) siralamasi

gecerlidir.

Ters siralamay1 gostermek igin x in L de bir kompakt eleman ve x < (as: bs) oldugunu
varsayalim. Bu durumda xbg < ag dir. b kompakt odugundan b = V}_, b), yazilabilir.
Burada her by, (k =1, ...,n) i¢in x(by)s < as saglanir. Dolayisiyla her k = 1, ..., n i¢in
sgxby < a olacak sekilde bir s, € S bulunur. s = s;5; ... s, diyelim. Bu durumda her k
icin sxb, < a elde edilir. Yani sx(Vi-,by) = sxb < a gerceklenir. Buradan sx <

(a:b) olup x < (a: b), anlamina gelir. Sonug olarak (as: bg) = (a: b), bulunur.

(3) Herhangi kompakt x € L igin x < \/a—s olsun. O halde birn € Nve s € S igin sx™ <
a olur. Buradan s™x™ = (sx)™ < a, yani sx < +/a dir. Sonug olarak x < (va)g olur.
Buradan \/a_s < (Wa)g sralamasmin dogru oldugu gériiliir. Ayrica her x < a icin
x1 < a oldugundan x < ag, yani a < a, saglanir. O halde (Va)g < (\/a_s)s de
dogrudur. Boylece \/a; < (Va)s < (as)s dir. Esitlik elde etmek icin (\/as)s < \/as
oldugunu gostermeliyiz. Bunun icin x < (\/a_g) s olacak sekilde herhangi kompakt x
elemanini varsayalim. Bu durumda bir s € S i¢in sx < \/a—s olur. BirneNvetesS
icint(sx)™ < a bulunur. Bu da (ts™)x™ < a anlamina gelir. S bir ¢arpimsal kiime
oldugundan ts™ € S olup x™ < ag, buradan da x < \/a—s sonucuna varilir. O halde ispat

tamamlanmis olur.
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(4) Her a,b € L i¢in a < b olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun Lg yerellestirmesinde
as < bs oldugu tanim uyarinca agiktir. Su halde L bir tam latis oldugundan Lg de bir
tam latistir. Her ay, bg € L icin ag o bg = (aghs)s = (bsas)s = bs o ag saglandigindan

tanimlanan ¢arpma islemi degismelidir.

Bu islemin birlesme 06zelligine sahip oldugunu gosterelim: Tanim geregince her
as, bs, €5 € Ls igin a5 o (bs © ¢5) = a5 © (bscs)s = (as(bscs)s)s olur. x < (as(bscs)s)s
olacak sekilde herhangi kompakt x € L alalim. Buradan bir s; € S i¢in s;x < a(bgcs)s
olur. O halde bir a’' < ag ve z < (bscy)s igin syx = a'z < ag(bscg) dir. Buradan
S,,S3 € S igin s,a’ < a ve s3z < bycg dir. Yani s3z = b'c’ olacak sekilde b’ < by ve
¢ < ¢, vardir. Benzer sekilde dyle sy, S5 € S vardir ki s,b" < b ve sg¢’ < ¢ dir. Burada
S = $15,535,Sg diyelim. O halde sx < a'b'c’ < azbgc,, yani x < (agbgc,), olarak elde

edilir. Ly deki ¢arpma islemi birlesmelidir.

Carpma iglemi supremumun dagilma ozelligine sahiptir: Herhangi ag, by, cs € Lg icin
ago(bsVes) =ago(bVc)g=C(as(bVc))s saglanir. x < ago (bsVcs) olacak
sekilde x kopakt elemanini alalim. Buradan bir s; € S i¢in s;x < as(b V ¢), saglanir. O
halde s;x = a'd olacak sekilde bir a’ < ag ve d < (b V ¢)g vardir. Ayrica bir takim
S,,S3 €S icin s,a’ < a ve s3d < bVc saglanir. s = s;5,55 diyelim. s;d < b ise
sx < aghs yani x < (asbg)s iken, ssd < c ise sx < agcs yani x < (ascg)s bulunur. Su
halde x < (ashs)s V (ascs)s = (ag o bg) V (ag o ¢g) dir Ters siralama da benzer sekile

kolaylikla elde edilebileceginden, supremum dagima 6zelligine sahip oldugu goriiliir.

L latisi en kiigiik eleman1 0, en biiyiikk eleman1 1 ise L, yerellestirmesi i¢in en kiigiik

elemani Og, en biiyiik elemani ise 1 dir. Gergekten;
a;, VO, =(aVv0)=a,, agA0; = (aNn0), =0,
a;Vlig=(aVvl)=1,, a;Al; =(aNnl), = a,

saglanir. ag o 15 = (aslg)s = as oldugundan aynmi zamanda 1g carpimsal birimdir.
Ayrica 1, L latisinde kompakt oldugundan (1) geregince 1 de L; yerellestirmesinin

kompakt elemanidir. Sonug olarak Lg bir ¢arpimsal latistir.
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(5) p € L asal elemani i¢in S = {x € L:x % p} kiimesine gore L, yerellestirmesini goz
Ontine alalim. g, L nin bir asal eleman olsun. Su hale g € S olmasi i¢in gerek ve yeter

kosulun g < p oldugu agiktir. Su halde g, < p, elde edilir. L,, nin maximal eleman1 p,,

dir. []

Onerme 1.3.4.10 a < b olmas: icin gerek ve yeter kosul her m maksimal eleman igin
A, < by, olmasidir. Ozel olarak a = b olmasi igin gerek ve yeter kosul her m maksimal

elemant i¢in a,,, = b,,, saglanmasidir.

Ispat x < a,, olmak iizere x € L, alalim. O halde bir s £ m icin xs < a saglanr.

a < b oldugundan xs < b, yani x < b,,, bulunur. Buradan a,,, < b,,, elde edilir.

Tersine, her m, maksimal elemani i¢in a,, , < by, , Olsun. Bir x € L, i¢in x < a ancak
x £ b varsayalim. O halde x < m,, olacak sekilde bir m, maksial elemani vardir. Her a
i¢in ap, < by, oldugundan x < a < ay, < by, dir. O halde bir s, £ m, icin
xS, < b gergeklenir. t = Vs, diyelim. O halde xt = x(Vs,) = Vxs, < b olur. Burada
t =1, oldugunu gosterelim.t # 1; olsaydi, t = Vs, < m; olacak sekilde bir m,
maksimal eleman1 bulunurdu. O zaman s, £ m, olurdu ki, bu durum s, < Vs, =t <
m; olmasi ile ¢elisirdi. Boylece t = 1, olur. Sonug¢ olarak xt = x1; = x < b, yani
a < b elde edilir. [ ]

Tanmmlar 1.3.4.11

(1) L deki her kompakt eleman bir esas eleman ise L ye Priifer latis denir.

(2) L nin her elemani bir esas eleman ise L ye esas eleman latisi denir.

(3) L deki herhangi iki eleman karsilastirilabilir ise L ye tamamen sirali latis denir.
(4) L deki her kompakt eleman bir tamlanabilir eleman ise L ye regiiler latis denir.

(5) Esas ve kompakt olarak iiretilen modiiler carpimsal latislere r-latis denir.
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(6) Esas olarak tiiretilen C-latis bolgesi, L nin her elemani L nin bir takim asal
elemanlarinin sonlu ¢arpimi bi¢iminde yazilabiliyor ise L ye Dedekind bolgesi denir.

(7) L = {0,1} ise L ye cisim denir.

Esas eleman latislerine en bilinen 6rnek (Dilworth, 1962) deki Dedekind bolgesidir.
Esas eleman latislerinin gesitli karakterizasyonlar1 i¢in (Jayaram ve Johnson, 1997),
(Jayaram, 2002), (Anderson ve Jayaram, 1996) ve regiiler latis hakkinda detayli bilgi

icin (Anderson ve Jayaram, 1995) incelenebilir.

Tamim 1.3.4.12 Bir C-latis L nin boyutu
Boy L = sup{n € {0,1,2, ...} : L nin n uzunlugunda asal eleman zinciri vardir}

ile tanimlanir. Boy L = 0 ise L ye sifir boyutlu C-latis adi verilir. L nin sifir boyutlu
latis olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun her asal elemanin maksimal oldugunu gérmek

kolaydir. Daha genis bilgi ve notasyon (Anderson, 1976) da bulunabilir.
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BOLUM 2 - DEGISMELI HALKALARDA 2-YUTAN ASALIMSI VE ZAYIF 2-
YUTAN ASALIMSI iDEALLER

Bu bolimde degismeli ve birimli halkalarda asalimsi ve 2-yutan ideallerin bir
genellestirmesi olarak 2-yutan asalimsi idealleri tanimlayacagiz. Bir¢ok 6zel halkanin 2-
yutan asalimsi ideallerinin genel formunu belirleyecegiz. Ayrica bazi degismeli

halkalar1 2-yutan asalimsi idealler cinsinden karaterize edecegiz.

2.1 Degismeli Halkalarda 2-Yutan Asalims1 ve Zayif 2-Yutan Asalimsi ideallerin
Temel Ozellikleri

Tanimm 2.1.1 Q, R nin bir has ideali olsun.

(1) a,b,c €R igin abc€Q iken ab€Q veya ac€.Q veya bc€.[Q
saglaniyorsa Q idealine R nin 2-yutan asalimsi ideali denir.
(2) a,b,c €ER igin 0+ abc€Q ise ab€Q veya ac €./Q veya bc€.[Q

saglaniyorsa Q idealine R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali denir.

2-yutan asalimsi ve zayif 2-yutan asalimsi ideallerin asal, zayif asal, zayif asalimsi,

2-yutan, zayif 2-yutan idealler ile aralarindaki iliski Teorem 2.1.2 de listelenmistir.

Teorem 2.1.2 I, R halkasinin bir has ideali olsun. Bu takdirde
(1) I bir asal ideal = I bir 2-yutan ideal = I bir 2-yutan asalimsi idealdir.
(2) I bir asal ideal = I bir asalims1 ideal = [ bir 2-yutan asalimsi idealdir.

(3) I bir zayif asal ideal = [ bir zayif 2-yutan ideal = [ bir zayif 2-yutan asalimsi
idealdir.

(4) I bir zayif asal ideal = I bir zayif asalimsi ideal = [ bir zayif 2-yutan asalimsi

idealdir.
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(5) I bir 2-yutan asalims1 ideal = I bir zayif 2-yutan asalimsi idealdir.

Ispat. (1) I bir asal ideal olsun. a,b,c € R igin abc € I ve ab & I varsayalim. I asal
oldugundan c € I gergeklenir. Su halde ac € I ve bc € I elde edilir. Dolayisiyla I bir 2-

yutan ideal olarak bulunur.

Simdi I nin bir 2-yutan ideal oldugunu varsayalim. I nin bir 2-yutan asalimsi ideal

oldugunu gorecegiz. a,b,c € R i¢in abc €1 ve ab ¢ I olsun. Buradan ac € I veya

bc € I olup, I € +/I geregince I nin bir 2-yutan asalimsi ideal oldugu goriiliir.

(2) Bilindigi gibi her asal ideal bir asalimsi idealdir. I bir asalimsi ideal olsun. a, b, c €
R igin abc € I ve ab & I varsayalim. I nin asalimsi ideal olmasi geregince ¢ € VI dir.

O halde ac € VI ve bc € VI sonucuna varilir. O halde I bir 2-yutan asalims: idealdir.
(3) ve (4) un ispatlar1 (1) ve (2) ile benzer olarak elde edilir.
(5) Agiktir.

O halde (zayif) asal, (zayif) asalimsi, (zayif) 2-yutan ve (zayif) 2-yutan asalimsi idealler

arasindaki iliski agagidaki sema ile basitce ifade edilebilir.

(zayif)

Asalimsi (Zayif)
2-yutan Asalimsi

(Zay|f)

(Zaylf)
AsaI

2- yutan

Sekil 2.1 Idealler arasindaki iliskiler

Teorem 2.1.2 deki ifadelerin tersleri dogru degildir. Bu durum asagidaki Ornekle

gosterilebilir:
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Ornek 2.1.3

R = Z halkasinin [ = (12) idealini disiinelim. Bu durumda 2-2-3 €] iken 2-2 ¢ |
ve 2 -3 & I oldugundan I, R nin bir 2-yutan ideali degildir. Her asal ideal bir 2-yutan

ideal oldugundan R nin bir asali de olamaz. Ayrica 3-4 € I iken 3 & I ve 4 ¢ /I = (6)
oldugundan I nin R halkasinin bir asalimsi ideali olmadig1 agiktir. Oysa I, R nin bir 2-

yutan asalimsi idealidir.

Teorem 2.1.4 Q bir 2-yutan asalimsi ideal ise \/6 bir 2-yutan idealdir.

ispat a,b,c € R igin abc € \/Q, ac & \/Q ve bc & \/Q olsun. abc € /Q oldugundan
bir n pozitif tamsayist i¢in (abc)™ = a"h"c" € Q gergeklenir. Burada a"c" ¢ \/6 ve
b"c" ¢ \/5 olup, Q bir 2-yutan asalimsi ideal oldugundan a"b" = (ab)" € Q, yani
ab € \/6 bulunur. Dolayisiyla \/5 bir 2-yutan idealdir. [ ]

Ancak Q nun bir zayif 2-yutan asalims1 ideal olmas1 durumu, \/6 nun bir zayif 2-yutan

ideal olmasini gerektirmez. Bunu asagidaki drnek ile gorebiliriz.

Ornek 2.15 A = Z,[X,Y,W] ve I = X?Y?W?A olmak iizere, A halkasmin bir idealini

g6z Oniine alalim. R = A/I olsun. Bu takdirde I/I, R nin sifir ideali oldugundan bir
zayif 2-yutan asalimsi idealidir. I nin R halkasindaki radikali \/1/I = XYWA/I nin R
nin bir zayif 2-yutan ideali olmadigini gosterecegiz. I #= XYW +1 € \/1/I, fakat

XY +1¢.JI/I, XW+1¢./1/I ve YW +1 ¢ ./I/I oldugundan V1, R nin bir zayif 2-
yutan ideali degildir.

Teorem 2.1.6 Q, R nin bir has ideali olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir:
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(1) \/6 nun bir 2-yutan ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul \/5 nun bir 2-yutan

asalimsi ideal olmasidir.

(2) \/6 nun bir zayif 2-yutan ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul \/6 nun bir zayif

2-yutan asalimsi ideal olmasidir.

Ispat (1) \/5 bir 2-yutan ideal olsun. O halde Teorem 2.1.2 geregince /\/6 = \/6 bir

2-yutan asalimsi idealdir. Tersine I = \/5 bir 2-yutan asalimsi ideal olsun. a,b,c € R

icin abc € I = \/6 varsayalim. Buradan ab € I veya bc € VI veya ac € VI bulunur.

VI = |{/Q =/Q = I oldugundan I bir 2-yutan ideal olarak elde edilir.

(2) ispat (1) ile benzerdir. [ ]

Teorem 2.1.7 Q, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali olsun. O halde asagidakilerden biri

gerceklenir:
(1) /Q = P bir asal idealdir.

(2) Py ve P,, Q tizerinde iki farkli minimal asal ideal olmak tizere \/a = P, N P, dir.

Sonug olarak, @, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali ise Q tizerinde en ¢ok iki minimal asal

ideal vardir.

Ispat Q, R nin bir 2-yutan asalims: ideali olsun. Bu durumda Teorem 2.1.4 geregince

\/6 bir 2-yutan idealdir. /\/5 = \/6 oldugundan Teorem 1.1.5 geregince istenilen elde
edilir. [ ]

Q, R nin bir has ideali olsun. Bilindigi gibi degismeli halkalarda eger VI, R nin bir

maksimal ideali ise I, R nin bir asalims1 idealidir. Oysa bir sonraki teoremden (Teorem

2.1.8) goriilebilecegi gibi Q nun 2-yutan asalimsi olmast igin \/6 nun bir asalims: ideal
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olmasi yeterlidir. Ayrica ’\/5 = \/6 0zdesligi gdz Oniine alinacak olursa, \/6 nun R de

bir (zayif) asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul \/6 nun bir (zayif) asalimsi ideal

olmasidir.

Teorem 2.1.8 Q, R nin bir has ideali olsun.

1) \/6 , R nin bir asalims1 ideali ise Q, bir 2-yutan asalims1 idealdir. Ozel olarak R

nin her P asalimsi ideali ve n > 0 tamsayisti i¢in P" bir 2-yutan asalimsi idealdir.

(2) \/6, R nin bir zayif asalimsi ise Q bir zayif 2-yutan asalimsi idealdir.

ispat (1) \/6 bir asalims: ideal olsun. a, b, c € R igin abc € Q ve ab & Q varsayalim.
(ac)(bc) = abc* € Q < \/5 ve \/5 bir asalimsi ideal oldugundan bc € \/6 veyaac €

\/6 gerceklenir. Dolayistyla Q, R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(2)a,b,c € R igin 0 # abc € Q ve ab & Q olsun.ab ¢ \/5 varsayalim. \/6 bir zayif

asalims1 ideal oldugundan c € ’\/5=\/6 ve bdylece ace\/a bulunur ki bu

istenilendir. Simdi ab € \/Q varsayalim. 0 # abc € Q ve ab €./Q olmasindan

0+#abe \/5 dir. \/6 bir zayif asalimsi ideal oldugundan a € \/6 veya b € ’\/_ =

\/6 saglanir. Boylece ac € \/5 veya bc € \/6 dir. Sonug olarak Q bir zayif 2-yutan

asalimsi ideal olarak bulunur. [ ]

Ancak Teorem 2.1.8 in tersi dogru degildir. Bunu asagidaki 6rnek ile gorebiliriz:

Ornek 2.1.9 Z halkasinda Q = (12) bir 2-yutan asalims1 idealdir. Ancak \/a = (6) i¢in

2:-3€,/Qiken2 ¢ \/6 ve3 ¢ ’\/6 = \/5 oldugundan \/5 bir asalims1 ideal degildir.
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Tammm 2.1.10 Q bir 2-yutan asalimsi ideal olsun. Bu takdirde Teorem 2.1.4 te
gosterdigimiz gibi P =,/Q bir 2-yutan idealdir. Bu durumda Q ya R nin P-2-yutan

asalimsi ideali diyecegiz.

Yardimer Teorem 2.1.11 (Badawi, 2007) P, ve P,, R nin asal idealleri ise P, N P, bir
2-yutan idealdir.

Ispat a,b,c € R icin abc € P, N P, olsun. abc € P, ve P, asal oldugundan a € P,
veya b € P, veya c € P, dir. Benzer olarak abc € P, oldugundan a € P, veya b € P,
veya c € P, elde edilir. Su halde tiim durumlarda ab € P, N P, veya bc € P, N P,

veya ac € P, N P, bulunur. [ ]

Teorem 2.1.12 P, ve P,, R nin iki asal ideali, Q, bir P,-asalimsi ideal ve Q, bir P,-

asalims1 ideal olsun.

(1) Q1Q- bir 2-yutan asalimsi idealdir.
(2) Q1 N Q; bir 2-yutan asalimsi idealdir.

ispat (1) a,b,c € R i¢in abc € Q,Q, Ve ac ¢ M, bc & MVarsayahm. Bu
takdirde a, b,c ¢ m bulunur. Ayrica P, ve P, iki asal ideal oldugundan Onerme
1.1.7 geregince \/m = P; NP, bir 2-yutan idealdir. Dolaysiyla ac, bc €&
moldugundan ab € \/@ bulunur. ab € Q1Q, oldugunu gosterecegiz. ab €
\/m C P, oldugundan a € P, veya b € P, saglanir. Genelligi kaybetmeden a € P,
varsayabiliriz. a € \/Q:Q, = P, NP, ve ab € \/Q,1Q; € P, olmasindan a & P, ve
b€ Pyolur. b € Pve b ¢,/Q:1Q2 = P, N P, oldugundan b ¢ P, dir. Simdi a € Q4 ve

b € Q, oldugunu gosterecegiz: Genelligi kaybetmeden a € Q4 varsayalim. Q4 bir P-

asalimsi ideal, abc € Q1Q, € Q1 ve a € Q, oldugundan bc € P, olur. Buradan b € P,

ve bc € P, oldugundan bc € \/Q1Q celiskisine varilir. Su halde a € Q4 dir. Benzer
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sekilde b & Q, olsa ac € \/Q1Q, dan yine bir ¢eliski elde edilir. O zaman a € Q4 Ve
b € Q, dir. Boylece ab € Q1Q bulunur.

(2) Q = Q1N Q, diyelim. Bu takdirde Onerme 1.1.7. geregince \/Q =/Q: N Q, =
JQ1n Q2 = Py n P, bir 2-yutan idealdir. a,b,c € R igin abc € Q ve ac & ,/Q ve
bc ¢ \/5 varsayalim. Bu takdirde a,b,c & \/6 =P, NP, ve \/6 bir 2-yutan ideal
oldugundan ab € \/6 C P, bulunur. ab € Q oldugunu gosterecegiz. ab € \/6 C P, ve
P, asal oldugundan a € P, veya b € P, saglanir. a € P, olsun. a & \/6 =P,NP,ve

ab € \/6 C P, olmasindan a & P, ve be P, olur. O halde beP, ve b¢ \/5
oldugundan b ¢ P, dir.

Simdi a € Q4 ve b € Q, oldugunu gosterecegiz. a & Q4 varsayalim. Q4 bir Pi-asalimsi
ideal ve a € Q; oldugundan bc € P, olur. b € P, ve bc € P, olmasindan bc € \/6

celiskisine varilir. Su halde a € Q4 dir. Benzer bigimde b € Q, oldugu goriiliir. Boylece
ab € Q elde edilir. Sonug olarak Q = Q; N Q; bir 2-yutan asalimsi idealdir.[ ]

Sonu¢ 2.1.13 P; ve P, iki asal ideal olsun. n, m pozitif tamsayilar1 igin P," bir P;-
asalims1 ideal P,™ bir P,-asalims: ideal ise P,"P,"™ ve P,"n P,™ idealleri R nin 2-

yutan asalimsi idealleridir. Ozel olarak P, P, de R nin bir 2-yutan asalims idealdir.

Ancak, R halkasiin herhangi iki P4, P, asal idealleri i¢in P,"P,™ tipinde her idealin bir

2-yutan asalimsi ideal olmasi gerekmez. Bu durumu asagidaki 6rnek ile gorebiliriz.

Ornek 2.1.14 R =7Z[Y] + 3XZ[Y,X] alalim. Bu takdirde P, = YR ve P, =
3XZ[Y,X), R nin asal idealleridir. I = P,P,* olsun. I y1 igeren asal idealler P, ve P,
oldugundan, I = P, NP, dir. Su halde 9X?Y =3X2-Y-3 € iken 3X%-Y ¢,
3X%2-3=9X%2 ¢+ veY-3=3Y ¢+I oldugu goriiliir. Dolayisiyla I, R nin 2-yutan

asalims ideali degildir.
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Ayrica I bir 2-yutan asalims1 ideal olmak iizere VI = ﬁ yi saglayan bir J < I idealinin
2-yutan ideal olmas1 gerekmedigini Ornek 2.1.15 yardimiyla gorebiliriz.

Ornek 2.1.15 R =7Z[X,Y,Z] olsun. O halde P, =XR ve P,=YR, R nin asal
idealleridir. I = P,P, olsun. O halde I, Sonug 2.1.13 geregince bir 2-yutan asalimsi
idealdir. / = (XYZ,X3Y®)R alalim. Bu takdirde I ¢ ] ve VI =[] = P, n P, = (XY)R
olur. J nin 2-yutan ideal olmadigini gosterecegiz. X -Y-Z = XYZ €] fakat X -Y =
XY @], X-Z=XZ@&.\[JveY-Z=YZ¢,[] oldugu goriiliir. O halde J bir 2-yutan
asalimsi ideal degildir. Dolayistyla J bir 2-yutan ideal degildir.

Boylece Teorem 2.1.12 nin tersinin dogru olmadigmi da Ornek 2.1.16 ile gorebiliriz:

Ornek 2.1.16 R = Z[X,Y,Z] ve ] = (XYZ,X3Y*)R alalim. Bu takdirde \/J = YR N XR,
R nn bir 2-yutan idealidir ancak Ornek 2.1.15 de gosterildigi gibi /, R nin bir 2-yutan

asalimsi ideali degildir.

Teorem 2.1.17 Q4,Q>, ..., Qp, R nin P-2-yutan asalimsi idealleri ise Q = N}, Q; de P-

2-yutan asalimsi idealdir.

Ispat a,b,c € R igin abc € Q olsun. ab ¢ Q varsayalim. Su halde bir i € {1,2,...,n}
icin ab € Q; olur. Bu da bc € \/E =P veya ac € \/E = P olmasini gerektirir.

\/6 =N, \/E = P oldugundan ispat tamamlanur. [ |

Genel olarak iki 2-yutan asalimsi idealin arakesiti bir 2-yutan asalimsi ideal olmayabilir:

Ornek 2.1.18 I = 50Z ve ] = 75Z alalim. Sonug 2.1.13 geregince I ve J, Z nin 2-yutan
asalims1 idealleridir. Burada /INJ =2ZN3ZN5Z =30Z olup 2-3-5€.,/INn]
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iken2-3¢.InjJve3-5¢./InjJve2-5¢.1nN] oldugundan /I NJ bir 2-yutan

ideal degildir. Dolayisiyla Teorem 2.1.4 geregince I NJ bir 2-yutan asalimsi ideal
degildir.

Teorem 2.1.19 I, R nin bir asalimsi olmayan zayif asalims1 ideali olsun. J € I olmak
iizere /, R nin bir ideali ise ] bir zayif 2-yutan asalims1 idealdir. Ozel olarak eger K, R

nin bir ideali ise A = I N K ve B = IK da R nin zayif 2-yutan asalimsi idealleridir.

ispat I asalimsi olmayan bir zayif asalims: ideal oldugundan /I =+/0 dir. Buradan

J €I oldugundan Vo c \/7 c VI =0 ve boylelikle \/7 =+1=+0 olur. a,b,c €R
icin 0 # abc € J olsun. ab € ] varsayalim. O halde /] € I oldugundan 0 # abc € I elde

edilir. O halde asagidaki iki durum s6z konusudur:

I. Durum: ab & I olsun. I bir zayif asalims1 ideal, 0 # abc € I ve ab & I oldugundan

¢ € VI = /] = V0 ve buradan ac € /] bulunur.

Il. Durum: ab €1 olsun. 0 # abc € I oldugundan 0 # ab € I dir. [ nin bir zayif

asalimsi ideal olmasindan a € I = /0 veya b € VI = VV0 =0 elde edilir. Boylece
ac € /] veya bc € \/7 saglanir. Sonug¢ olarak J, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi
idealidir. A=I1NnK < 1veB = IK C I oldugundan 6zel durum agiktir. [ ]

Tanmm 2.1.20 @, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. abc = 0y, ab & Q,
bc ¢ \/5 ve ac ¢ \/5 saglaniyorsa (a, b, ¢) ye Q nun iiclii asalimsi sifirt denir.

O halde @, R nin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise bir

takim a, b, ¢ € R i¢in Q nun bir (a, b, ¢) gl sifir1 vardir.

Teorem 2.1.21 Q, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ve a, b,c € R i¢in, (a, b, ¢),

Q nun bir ti¢lii asalimst sifirt olsun. Bu takdirde asagidaki esitlikler saglanir.
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(1) abQ = bcQ = acQ = {0g} dir.
(2) aQ* = bQ? = cQ? = {0g} dur.

Ispat (1) (a, b, c), Q nun bir iiglii sifir1 olsun. Buradan abc =0, ab & Q, bc ¢ \/6 ve
ac ¢ \/6 saglanir. abQ # 0 varsayalim. O halde abq # 0 olacak sekilde bir g € Q
eleman1 vardir. Buradan 0 # ab(c + q) € Q olur. ab € Q ve Q zayif 2-yutan asalimsi
oldugundan a(c+q) € \/5 veya b(c+q) € \/6 dir. Dolayisiyla ac € \/6 veya
bc € \/5 celiskisi elde edilir. Su halde abQ = 0 bulunur. Benzer sekilde bcQ = acQ =
0 oldugunu gostermek kolaydir.

(2) aQ?* # 0 varsayalim. O halde g4, g, € Q i¢in aq,q, # 0 dir. Buradan (1) geregince
0 # a(b + q,)(c + q;) € Q bulunur. Bu da a(b + q;) € Q veya a(c + q,) € \/Q veya
(b+q)(c+qy) € \/5 olmasin1 gerektirir. Buradan ab € Q veya ac € \/5 veya

bc € \/5 celigkisine varihir. Dolayisiyla aq;q, =0 ve bdylece aQ? =0 oldugu
gosterilmis olur. Benzer sekilde bQ? = cQ? = 0 6zdesligi kolaylikla gsterilebilir. [ ]

Teorem 2.1.22 Q, R nin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise
Q3 = {0} saglanur.

Ispat Q, R nin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalims: ideali olsun. O
halde Q nun bir iiclii sifiri (a, b,c) vardir. Q3 # 0 varsayalim. O zaman bir takim
41,92, 93 € Q elemanlart icin q;q,q3 # 0 saglanir. Teorem 2.1.21 geregince (a +
q1)(b + q;)(c + q3) = q19293 # 0 olur. Q bir zayif 2-yutan asalims1 ideal oldugundan

(@+a)(b+d2) €Q veya (a+q)(c+qs) €J/Q veya (b+gz)(c+4s) €Q,
yani ab € Q veya ac € \/5 veya bc € \/6 celiskisine varilir. Boylece Q3 = 0 elde
edilir. [ ]

Q3 = {0g} yi saglayan bir has ideal Q nun, bir 2-yutan asalimsi ideal olmasi

gerekmedigini asagidaki 6rnek ile gorebiliriz.
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Ornek 2.1.23 R = Zqo ve I = {0,30,60} alalim. O halde acik¢a I® = 0, fakat 0 = 2 - 3 -
5=30€lve2:3=6¢1, 2-5=10¢+I=1, 3-5=15¢+/I =1 oldugundan I
bir zayif 2-yutan (asalimsi) ideal degildir

Sonu¢ 2.1.24 Q, R nin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise

\/6 =,/ Op dir.

Ispat Q, R nin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. Bu
takdirde Teorem 2.1.22 geregince Q3 = {0z} saglanir. Su halde \/_ C |/ Og dir. Diger

taraftan Op € Q oldugundan ./ 0z S \/6 gerceklenir. Boylece her iki kapsamadan
istenilen 6zdeslik elde edilir. [ |

Teorem 2.1.25 Q4,Q5,...,Q,, R nin 2-yutan asalimsi olmayan zayif 2-yutan asalimsi

idealleri olsun. Bu takdirde Q = N}~ Q;, R nin bir zayif 2-yutan asalims idealidir.

Ispat Q; idealleri 2-yutan asalimsi1 olmayan zayif 2-yutan asalimsi idealler oldugundan
Sonug 2.1.24 geregince her 1 < i < n igin \/al = /0 saglanir. Boylece \/5: N, Q; =
VO olur. 0 # abc € Q = N}-; Q; ve ab & Q olsun. Buradan ab & Q; olacak sekilde bir
j=1,2,..,n vardir. O halde bc & \/a =40 = \/6, ac & \/al =40 = \/5 olur ki bu

da ispati tamamlar. [ |

Teorem 2.1.26 a, b, c € R igin 0 m bir Gglii asalimsi sifir1 (a, b, ¢) ve ab & Q olsun. R
nin bir Q zayif 2-yutan asalimsi idealinin bir 2-yutan asalimsi ideal olmamasi igin gerek

ve yeter kosul Q idealinin nilpotent olmasidir.

ispat Q bir 2-yutan asalims: ideal olmasin. Bu halde Sonug 2.1.24 geregince Q S /0

bulunur. Béylece Q idealinin nilpotent oldugu goriiliir. Tersine Q € /0 varsayalim.

Hipotezimiz geregi ab & Q, ac € VO ve bc € VO saglamir. Dolayisiyla ab ¢ Q,
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ac ¢ \/6 ve bc & \/5 olur. Su halde (a, b,c), Q nun bir i¢lii asalims1 sifir1 olarak

bulunur. Bu sebepten Q, R nin bir 2-yutan asalims1 ideali olamaz.[ ]

v/ 0r = 0z durumunda, R ye indirgenmis halka adi verilir.

Teorem 2.1.27 R bir indirgenmis halka ve Q, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu

takdirde agagidaki durumlar denktir:

(1) @, R nin bir zay1f 2-yutan asalimsi idealidir.
(2) Q, R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

Ispat (1)=(2) Q, R nin bir zayif 2-yutan asalims1 ideali olsun. Q nun 2-yutan asalimsi

ideal olmadigini varsayalim. Bu takdirde Sonug 2.1.24 geregince \/5 = /0 bulunur. R
indirgenmis halka oldugundan Q = 0 ¢eliskisi elde edilir. Dolayisiyla Q, R nin bir 2-

yutan asalimsi idealidir.

(2)=(1) Teorem 2.1.2 dolayisiyla agiktir. .[ |

Teorem 2.1.28 f:R — R’ bir degismeli halka homomorfizmasi olsun. O halde

asagidakiler saglanir:
(1) @', R’ nin 2-yutan asalimsi ideali ise f~*(Q"), R nin 2-yutan asalims: idealidir.

(2) f bir epimorfizma ve Q, R nin Cek f yi iceren bir 2-yutan asalimsi ideali ise f(Q),

R’ nin 2-yutan asalims idealidir.

(3) f birebir olsun. Q’, R’ nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise f~*(Q"), R nin bir

zay1f 2-yutan asalimsi idealidir.

(4) f bir epimorfizma ve Q, R nin Cek f yi igeren bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise

f(Q), R’ nin zayif 2-yutan asalimsi idealidir.
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ispat (1) a, b, c € R icin abc € f~1(Q") olsun. Buradan f(abc) = f(a)f(b)f(c) € Q'
olup, bu da f(a)f(b) € Q' veya f(b)f(c) € /Q' veyaf(a)f(c) €+/Q" olmasm
gerektirir. Boylece ab € f71(Q") veya bc € f~1(,/Q") veya ac € f~1(,/Q") elde edilir.
Q) = JF(Q) dzdesligi goz Sniinde tutulursa £~(Q") niin R nin bir 2-yutan

asalimsi ideali oldugu goriliir.

(2) a',b’,c' e R"ve a'b'c’ € f(Q) olsun. O halde f orten oldugundan f(a) = a’,
f(b)=>b", f(c)=c" ve f(abc) =a'b'c' € f(Q) olmak iizere a,b,c € R vardur.
Cek f € Q oldugundan abc € Q dir. Boylelikle ab € Q veya ac € \/Q veya bc € \/Q

saglanir. Yani a'b’ € f(Q) veya a’c’ € f(,/Q) € /f(Q) veya b'c' € f(,/Q) € f(Q)
elde edilir. Sonug olarak f(Q), R’ niin 2-yutan asalimsi idealidir.

(3) f birebir olsun. a,b,c €R igin 0 # abc € f~1(Q") varsayalm. f birebir
oldugundan Cek f = {0} olup 0% f(abc) = f(a)f(b)f(c) € Q' bulunur. Q' bir zayif
2-yutan asalimsi ideal oldugundan f(a)f(b) €Q" veya f(b)f(c) €/Q
veya f(a)f(c) € /Q' saglanir. Boylece ab € f1(Q") veya bc € f71(/Q") veya
ac € f1/Q) dir. F1(/Q) =/ (Q") oldugundan f*(Q") niin R nin bir 2-yutan

asalimsi ideali oldugu goriiliir.

(4) f bir epimorfizma ve a’,b’,c' € R igin 0 # a’'b’'c’ € f(Q) olsun. O halde f(a) =
a, f(b)=>b", f(c)=c"ve f(abc) =a'b'c’ € f(Q) olmak lizere a,b,c € R vardur.
Cek f < Q oldugundan 0 # abc € Q dir. Q bir zay1f 2-yutan asalimsi ideal oldugundan
ab € Q veya ac € \/6 veya bc € \/6 saglanir. Buradan a'b’ € f(Q) veya a'c’ €
FGJQ) €f(@Q) veya b'c’ € £(,/Q) € /f(Q) elde edilir. Sonug olarak £(Q), R niin

2-yutan asalimsi idealidir. [ ]

Teorem 2.1.29 I € Q, R nin bir has ideali olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar

gerceklenir.
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(1) @, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ise Q/I, R/I nin zayif 2-yutan asalimsi

idealidir.

(2) I, R nin 2-yutan asalimsi ideali ve Q/I, R/I nin zayif 2-yutan asalimsi ideali ise Q,

R nin 2-yutan asalimsi idealidir.

(3) I, R nin zayif 2-yutan asalimsi ideali ve Q/I, R/I nin zayif 2-yutan asalimsi ideali

ise Q, R nin bir zayif 2-yutan asalims1 idealidir.

Ispat (1) Teorem 2.1.28 in bir sonucu olarak elde edilir.

(2) a,b,c € R ve abc € Qolsun. abc €1 ise ab €1 € Q veya bcE\/TE\/E veya

ac eI c \/6 olur. Bu durum igin ispat tamamlanir. O halde abc & I varsayalim. Bu
durumda I # (a+ (b + 1)(c+1) € Q/I dir. Q/I zayif 2-yutan asalimsi oldugundan

(a+ Db+ =ab+1€Q/I veya (a+D)(c+I)=ac+1€Q/I veya (b+

D(c+1)=>bc+1€,Q/Isaglanir. \/Q/I = \/6/1 oldugundan ab € Q veya ac € \/5
veya be € ,/Q elde edilir.

(3) a,b,c € R ve 0 # abc € Q olsun. (2) deki benzer yaklasimla Q bir zayif 2-yutan

asalims1 ideal olarak elde edilir. [ ]

I, R nin bir has ideali olsun. Z(R/I) = {r € R:rs € I,3 s & I} olarak tanimlayacagiz.

Teorem 2.1.30 S, R nin ¢arpimsal kapal1 bir alt kiimesi olsun.

(1) Q, R nin 2-yutan asalimsi ideali ve Q NS =@ ise S7'Q, S™*R nin bir 2-yutan

asalimsi idealidir.

(2) Q, R nin zayif 2-yutan asalimsi ideali ve Q N S = @ ise S™'Q, S'R nin bir zayif 2-

yutan asalimsi idealidir.

(3) S7*Q, S™'R nin 2-yutan asalimsi ideali ve SN Z(R/Q) = @ ise Q, R nin 2-yutan

asalimsi idealidir.
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(4) S7*Q, S™'R nin zayif 2-yutan asalims1 ideali SN Z(R) = @ ve SN Z(R/Q) = @ ise

Q, R nin zayif 2-yutan asalimsi idealidir.

Ispat (1) a,b,c € Rve s,t,k €S igin (%) (2) (%) € S71Q olsun. Su halde bir u € S

t

icin (ua)bc € Q saglanir. Burada Q bir 2-yutan asalimsi ideal oldugundan uab € Q

veya bc € \/6 veya uac € \/5 gerceklenir. uab € Q ise S carpimsal kapali kiime

oldugundan (%) (g) = (@) S71Q dur. bc € \/5 ise (g) (%) € 5—1\/6 = \/m

ust

dir. uac € \/Q ise (%) (i) = (uac) € /S~1Q saglanir. Buradan S™'Q nun S'R de bir

usk

2-yutan asalimsi ideal oldugu goriiliir.

(2) a,b,c ER ve s, t,k €S i¢in 0 # (%) (g) (%) € S~1Q olsun. Bu durumda bir u €

Si¢in 0 # (ua)bc € Q dir. Q bir zayif 2-yutan asalimsi ideal oldugundan uab € Q veya

b uab

bc € ,/Q veya uac € ,/Q olur. Burada uab € Q ise (%) (—) = (—) € S71Q bulunur,

t ust
bc € \/Q ise (?) (i) € S71/Q = /S~1Q dir. uac € [ ise (%) (%) = (%) €+/571Q
elde edilir.

(3) a,b,c €R icin abc € Q olsun. Bu takdirde (aTbC) = (%) (?) G) € S~1Q olup,

buradan (%) (?) € S71Q veya (?) G) € /5710 veya (%) G) € /S-1Q dur.

I. Durum: (%) (?) = (%) €S 1Qise bir u€S icin uab € Q dir. u€S ve Sn

Z(R/I) = @ oldugundan ab € Q bulunur.

1. Durum: (?) (5) = (%) €./S71Q = S~1./Q olsun. O halde (vbc)" = v"b"c" € Q

1

olacak sekilde bir v € S eleman1 ve bir n pozitif tamsayr mevcuttur. v € S oldugundan

v" & Z(R/Q) olur. Boylece b"c" € Q dir ve dolayisiyla bc € \/6 bulunur.

I11. Durum: (%) G) €./S~10 =S~1/Q olsun. O zaman (wac)" = w"b"c" € Q
olacak sekilde bir w € S elemani ve bir n pozitif tamsayr mevcuttur. w € S oldugundan

w" & Z(R/Q) olur. Béylece a"c" € Q dir ve buradan ac € \/5 elde edilir. Sonug olarak

Q, R nin 2-yutan asalimsi idealidir.
49



abc

(4) a,b,ceR igin 0+abceQ olsun. SNZ(R) =0 oldugundan 0 # (T) =

() E)() esedurBuda () (5) e s7e veya (3) (5) € V5@ veya (5) (5)
\/S$~1Q olmasim gerektirir.

m

. Durum: (%) (?) = (%) € S71Q ise uab € Q olacak sekilde bir u € S vardir. u € S

ve SNZ(R/Q) = @ oldugundan ab € Q bulunur.

1. Durum: (?) G) = (%) € +/S71Q = S~1/Q ise bir v € S ve bir n pozitif tamsayisi
icin (vbc)" = v"b"c" € Q saglanir. v €S oldugundan v" & Z(R/Q) dir. Bdoylece

b"c™ € Q, yani bc € /Q dir.

I11. Durum: (%) G) € /S~1Q ise bir w € S ve bir n pozitif tamsayisi i¢in (wbc)" =
w"bc" € Q saglanir. w € S oldugundan w" & Z(R/Q) dir. Boylece a"c" € Q, yani
ac € \/Q dir. Bu da ispat: tamamlar. [ ]

Yardimel Teorem 2.1.31

(1) I, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali olsun. R nin bir J ideali ve a,b € R igin

ab] S 1olsun.ab ¢ 1IiseaJ S+/Iveyab] S/ saglanir.

(2) I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. R nin bir J ideali ve a,b € R igin

abJ <1 olsun. Her ¢ € Jigin (a,b,c), I nin bir Ggli asalimst sifirt olmasim. Bu

takdirde ab ¢ I ise aJ S +/Iveya b] < /I saglanr.

ispat (1) aJ & I ve bj & I varsayalim. Bu takdirde aj, & VI ve bj, & VI olacak
sekilde jy, j, € J vardir. abj, € I ve ab & I ve aj, & VI olmasindan bj, € VI bulunur.
abj, € I ve ab ¢ I ve bj, ¢ VI oldugundan aj, € VI dir. Buradan ab(j; + j,) €1 ile
ab &1 olmasindan a(j; + j,) €I veya b(j; + j2) €I bulunur. a(j, + j2) =
aj, + aj; € VI varsayalim. Bu durumda aj, € VI oldugundan aj; € VI celiskisine
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varilir. b(j, + j2) = bji+ bj, €I ise bj; € VI oldugundan bj, € VI olup yine bir
celiski elde edilir. Bu takdirde aJ < /1 veya bJ < /T bulunur.

(2) af €1 ve bj &+ varsayalm. Bu takdirde aj; € VI ve bj, & VI olacak

sekilde j;, j, €J vardir. (a,b,j1), I nin bir G¢lii asalimsi sifirt olmadigindan ve
abj, €1 veab €lve aj, & VI olmasindan bj, € VI bulunur. (a,b,j,), I nn bir glii
asalims1 sifir olmadigindan abj, € I ve ab € I ve bj, & VI oldugundan aj, € VI dir.

Burada (a, b, j1 + j2), I nin bir Gglii asalimsi sifir1 olmadigindan ve ab(j; + j.) €1 ile
ab ¢ 1 olmasindan a(j,+ j,) €I veya b(j1 + j2) €I bulunur. a(j;+ j2) =
aji1 + aj, € VI varsayalim. Bu durumda aj, € VI oldugundan aj, € VI celiskisine
varilir. b(j1 + j2) = bji+ bj; € VI ise bj; € VI oldugundan bj, € VI olup yine bir
celiski elde edilir. Bu takdirde aJ < /1 veya bJ < /I bulunur. []

Teorem 2.1.32 @, R halkasmin bir has ideali olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler
denktir:

(1) abc € Q yu saglayan a,b,c € R igin ab € Q veya bc € \/Eveya ac € \/6 dur.

(2) 111213 - Q yu Saglayan R nin her 11, 12 ve 13 idealleri lgln 11]2 c Q Veya 1213 c
JQ veya I,I; € ,/Q dur.

Ispat (1)=(2) Varsayalim ki (1) kosulu gerceklensin. Baska bir deyisle Q, R nin bir 2-
yutan asalimsi ideali olsun. R nin I, I, ve I3 idealleri igin 111,13 € Q olsun. 11, € Q
varsayalim. 115 € ,/Q veya I,I3 € ,/Q oldugunu gosterecegiz. Aksine I,15 & \/6 ve
1,13 & \/5 oldugunu varsayalim. Bu takdirde q, € I Ve q, € I, elemanlar g1z \/5

ve q.ls € \/6 olacak sekilde bulunabilir. q1q.13 € Q ve g4Iz & \/5 ve qzls € \/6
oldugundan Yardimei Teorem 2.1.31 geregince q1q, € Q elde edilir.
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Ayrica I11; € Q oldugundan, bir takim a €1;, b €1, i¢in ab ¢ Q dir. Burada
ablz; € Q ve ab & Q oldugundan Yardimci Teorem 2.1.31 geregince alz < /Q veya

bl; © \/5 bulunur. Burada ti¢ durum s6z konusudur:

I. Durum:al; €.,/Q ve bl; 9;\/5 olsun. gq1blz € Q, bl; 9;\/5 ve qils .¢_\/5
oldugundan Yardimcit Teorem 2.1.31 geregince q:b €1 dir. (a + q1)bl3 S Q ve
al; € \/5, fakat g1z & \/5 olmasindan (a + q1)Iz & \/6 bulunur. bl; & \/6 ve
(a + q)lz & \/6 olmasindan Yardimci Teorem 2.1.31 geregince (a + q1)b € Q
olur. (a + q1)b = ab + q1b € Q ve q1b € Q sebebiyle ab € Q ¢eliskisine varilir.

II. Durum: als & \/Q ve bl; S./Q olsun. aqmls S Q ve als & ,/Q, q.1s £ ./Q,
oldugundan aq, € Q olur. a(b + q2)IzS Q ve blzC \/5, fakat q.ls & \/5
olmasindan (b + q;)I[s € ./Q elde edilir. alsZ./Q ve (b+ q2)ls%.Q
olmdugundan Yardimci Teorem 2.1.31 geregince a(b + q) € Q olur. a(b + q2) =
ab + aq, € Q ve aq, € Q olmasindan yine ab € Q bir geligkidir.

1. Durum: als € ,/Q ve bl; S€./Q olsun. bls € ,/Q ve q.ls & /Q, oldugundan
(b + @)l €JQ olur. qu(b + q)lzSQ ve qilsZ-/Q (b + q2)Is Z4/Q,
oldugundan Yardimci Teorem 2.1.31 geregince q1(b + q2) = qib + q1q2 € Q dir.
q1q2 € Q ve qib + 19, € Q den bg, € Q olur. Burada al; € ./Q ve q.ls & \/5
geregince (a + q1)Is €+/Q elde edilir. (a + q1)q2ls S Q ve quls £ /Q, (a +
qu)lz & \/5 sebebiyle Yardimci Teorem 2.1.31 uyarinca (a + q1)q. = aq2 + q1qz €
Q olur. g1, € Q ve aq,+ q192 € Q olmasindan aq, € Q bulunur. Simdi (a +
q)(b + g2)Is S Q iken (a + q)ls E/Q ve (b + q)ls ¢ +/Q saglandigindan
Yardimer Teorem 2.1.31 geregince (a + q1)(b + q2) = ab + aq>+ bq: + q1qz €
Q elde edilir. aqz, bq1, 192 € Q oldugundan aq, + bq: + q1q> € Q dur. ab + aq, +
bq:+ q1q: € Qve aq,+ bgqi+ qi1q2 € Q olmasi geregince ab € Q celiskisine
varilir. Sonug¢ olarak [:13 € ./Q veya I[,I3C< \/5 kapsamalarindan en az biri

gerceklenir.
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(1)=(2) R nin I4, I, ve I3 idealleri igin I11,13 € Q ise 111, € Q veyal,I; € ,/Q veya
1,13 € /Q oldugunu varsayalim. a,b,c € R igin abc € Q olsun. Burada I, = (a),

I, = (b), ve I3 = (c) olarak alinirsa varsayimimiz geregince agikca ab € I11, € Q

veya bc € I,15 € \/Q veya ac € I,Is < \/Q elde edilir. []

Simdi serbest ii¢lii sifir adin1 verecegimiz yeni bir ideal tanimlayalim:

Tamm 2.1.33 I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi1 ideali ve R nin bir takim 14, I, ve I3
idealleri i¢in 111,13 € I olsun. Eger hera € I;, b € I, ve ¢ € I5i¢in (a, b, ¢), I nin bir

ticlii asalimst sifir1 degil ise I ya 11,13 e gore serbest ti¢lii sifir denir.

Konjonktiir 2.1.34 I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali ve R nin [, I ve I3
idealleri i¢in 0 # I11,13 < I saglansin. Bu takdirde I ideali bir ;1,13 ¢ gore serbest tiglii

sifirdir.

Not 2.1.35 I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. R nin I11,13 € I kapsamasini

saglayan I, I, ve I3 idealleri igin I ideali, bir I11,15 e gore serbest {iglii sifir olsun. Bu

takdirdea €1, b €1, ve c €I3ise ab €1 veyaac € VI veyabc € +/I saglanir.

Ispat a €1, b €l,vec €15 olsun. abc # 0 ise I nmin zayif 2-yutan asalimsi
olmasindan ab € I veya bc € /I veya ac € VI olur. abc = 0 durumunda ise I serbest

{i¢lii sifir oldugundan yine ab € I veya bc € VI veya ac € VI elde edilir. [ ]

I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. Yukaridaki nottan gortilebilecegi lizere
Konjonktiir 2.1.34 {in gecerli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 0 # [11,[5 S
I kapsamasini saglayan Iy, I, I3 idealleri i¢in 111, € I veya I,I3 © VI veya 113 © VI

olmasidir.
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Teorem 2.1.36 I, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. R nin I, I, ve I3

idealleri igin 0 # I;1,15 S 1 ve I bir I11,15 e gore serbest ti¢lii sifir olsun. Bu takdirde

111, € I veya I,I3 S VT veya I,15 S /I saglanur.

Ispat I, R nin bir zayif 2-yutan asalims1 ideali olsun. R nin I, I, ve I idealleri icin
0 # 111,15 €1 olsun. I;I, €1 varsayalim. I;I3 €+ veya I,I3 €I oldugunu
gosterecegiz. Aksine 115 & VI ve I1s €I oldugunu varsayalim. Bu takdirde q; € I

ve q, €1, idealleri q41I5 ¢ I ve q213 ¢ /I olacak sekilde bulunabilir. Yardimci
Teorem 2.1.31 geregince q1q, € I elde edilir. 1,1, € I oldugundan, bir takim a €

I1,b € I, elemanlari igin ab & I dir. Burada ablz € I ve ab € I oldugundan Yardimci

Teorem 2.1.31 geregince al; S VI veya bl; €+/I bulunur. Burada ii¢ durum soz

konusudur:

I. Durum: al; € VI ve bl; € /I olsun. g bl; S I, bl3 & V1 ve q.I5 € VI oldugundan
Yardime1r Teorem 2.1.31 geregince q.b €I dir. (a + q1)bl; €1 ve al; S I, fakat

g3 €I olmasmdan (a + q.)I3 €I bulunur. bI; £ VI ve (a + q)lz €I
olmasindan Yardimci Teorem 2.1.31 geregince (a + q1)b €1 olur. (a + q1)b =
ab + q1b €1ve q:b €1 sebebiyle ab € I geliskisine varilir.

Il. Durum: bI; €1 ve al; €I olsun. agls €1 ve als €I, q.ls VI,
oldugundan aq, € I olur. a(b + q,)Is S I ve bl; €I, fakat q,I5 € /I olmasindan

(b + q2)I3 € VI elde edilir. als € VI ve (b + q)I3 € VI olmdugundan Yardimei
Teorem 2.1.31 geregince a(b + q;) €1 olur. a(b + q;) = ab + aq, €1 ve

aq, € I olmasindan yine ab € I bir geligkidir.

I11. Durum: al; € VT ve bl; €T olsun. bls S VI ve q,l5 & I, oldugundan (b +
q2)Is £ VT olur. qu(b + q)Iz €1 ve quz VI, (b + q2)I3 & VI, oldugundan
Yardimci Teorem 2.1.31 geregince q1(b + q2) = q1b + q1q: €1 dir. q1q2 €1 ve
qib + q1q2 €1 den bq, €1 olur. Burada al; S+I ve qil3 & VI geregince (a +
q)Is € V1 elde edilir. (a + q1)q2ls S 1 ve q.I3 € VI, (a + q1)Is € VI sebebiyle
Yardimer Teorem 2.1.31 uyarinca (a + q1)q2 = aq: + qiq: € 10lur. q1q, €1 ve
aqz + q1q2 € I olmasindan aq, € I bulunur. Simdi (a + q1)(b + q2)I3 S 1 iken
54



(@ + q)ls&€VI ve (b + q)Iz €I saglandigindan Yardimer Teorem 2.1.31
geregince (a + q1)(b + q2) = ab + aq,+ bq:+ qi1q2 €1 elde edilir. aq,, bq,,
q1q2 € I oldugundan aq,+ bq:i+ qiq2 €1 dir. ab + aq,+ bq:+ q1q2 €1 ve

aq; + bqi + q1q2 €1 olmas1 geregince ab €[ celiskisine varilir. Sonug¢ olarak

1115 € /1 veya I,I; € /I kapsamalarindan en az biri gerceklenir. [ ]

2.2 Kartezyen Carpim Halkalarinin 2-Yutan Asalimsi1 ve Zayif 2-Yutan Asalimsi
idealleri

Teorem 2.2.1 R4 Ve R, iki degismeli birimli halka olmak tizere R = R; X R, olsun. Bu
takdirde bir Q has idealinin 2-yutan asalimsi ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul

asagidaki ti¢ formdan birine sahip olmasidir:

(1) Q1, R4 in bir 2-yutan asalimsi ideali olmak iizere Q = Q1 X R, bi¢cimindedir.

(2) Q2, R; nin bir 2-yutan asalims ideali olmak iizere Q = R; X Q, bigimindedir.

(3) Q1, Ry inve Q3, R, nin iki asalimsi ideali olmak tizere Q = Q4 X Q- bigimindedir.

Ispat (1) Q;, Ry in bir 2-yutan asalimsi ideali olmak iizere Q = Q4 X R, olsun. ay, by,
¢c1 €ER4, az by,c; ER, igin (aq,a;)(by, by)(cq,c2) € Q varsayalim. Bu takdirde

a;b;cq € Q1 olur ki Q1 in bir 2-yutan asalimsi ideal olmasindan a;b; € Q; Vveya
byc, € \/Q1 veya asc; €,0Q; elde edilir. Béylelikle (aq,a,)(by,b,) € Q veya
(b1, b,)(cy1, ¢3) € /Q veya (ay, az)(cy, c2) € /Q bulunur ki bu da istenilendir.

(2) Q2, R, nin bir 2-yutan asalimsi ideali olmak iizere Q = Ry X Q, olsun. a4, b4,
¢c1 €ER1, az by,c; ER, igin (aq,a;)(by, by)(cq,c2) € Q varsayalim. Bu takdirde
a,b,c, € Q, dir. Q, 2-yutan asalimsi ideal oldugundan a,b, € Q, veya b,c, € \/@
veya a,c, € \/@ bulunur. Boylelikle (aq,a,) (b, b,) € Q veya (by, by)(cq,c5) € \/6
veya (ay, az)(cy, c;) € /Q elde edilir.
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(3) Q1, Ry nin ve Q2, R, nin asalims1 idealleri olmak tizere Q = Q4 X Q, varsayalim.
Su halde Q1" = Q1 X R; ve Q' =Ry X Q, R nin iki asalims: idealidir. O halde
Teorem 2.1.12 geregince Q' N Q' = Q1 X Q, =@, R nin bir 2-yutan asalimsi

idealidir.

Tersine, Q, R nin bir 2-yutan asalims: ideali olsun. Bu takdirde bir Q,, R in bir ideali

ve Q2 , R, nin bir ideali olmak tizere Q = Q1 X Q- bi¢gimindedir.

I. Durum: Q, = R, varsayalim. Bu durumda Q bir has ideal oldugundan Q, # R, dir.
R' = R/({0} X R,) diyelim. Su halde Teorem 2.1.29 dan Q' = Q/({0} X R,), R' nun
bir 2-yutan asalims idealidir. R, R, e izomorf ve J' de Q; e izomorf oldugundan Q, R4

in 2-yutan asalimsi idealidir.

Il. Durum: Q; = R, durumunda ise I. Durumda izlenilen benzer yolla Q,, R, nin bir 2-

yutan asalimsi ideali oldugu gosterilebilir.

I11. Durum: Q, # R, ve Q, # R, varsayalim. Bu durumda \/az Q1 X +/Q, dir.

Karsit olarak Q4 in R, halkasinda bir asalimsi ideal olmadigimi farz edelim. Bu durumda

ab € Q, iken a¢ Q, ve b ¢&./Q, olacak sekilde a,b € R, elemanlar1 mevcuttur.
x=(a1), y=(1,0) ve z=(b,1) diyelim. Buradan xyz = (ab,0) € Q olmasi ile
xy =(a,0) € Q ve xz=(ab,1) &./Q ve yz= (b,0) & ./Q bir celiski olusturur.

Sonug olarak Qq, R, in bir asalimsi idealdir. Tamamen benzer sekilde Q,, R, nin bir

asalimsi ideal oldugu goriilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur. [ |

Teorem 2.2.2 R, ve R, iki degismeli birimli halka, Q1, R; in bir has ideali ve R =

R1 X R; ise asagidakiler denktir:
(1) @ X R,, R nin zayif 2-yutan asalims1 idealidir.
(2) Q X R,, R nin 2-yutan asalimsi idealidir.

(3) Q, Ry in 2-yutan asalimsi idealidir.
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ispat (1)=(2) Q x R,, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. Q x R, & /0,

oldugundan Teorem 2.1.22 geregince Q X R, R nin bir 2-yutan asalims idealidir.

(2)=(3) Q nun Ry in bir 2-yutan asalimsi ideali olmadigimi varsayalim. Bu takdirde
abc € Q, fakat ab & Q, bc & \/5, ve ac & \/6 saglanmak tizere a, b, c € R4 elemanlari
vardir. (a,1g,)(b,1g,)(c, 1g,) € Q X R, oldugundan (a,1g,)(b,1g,) € Q X R, veya

(b, 1p,)(c, 1z,) € \/Q X R, =/Q xR, veya (a,1g)(c, 1g,) €/Q X Rz =/Q X R,

gerceklenir. Buradan ab € Q veya bc € \/5 veyaac € \/5 celigkisine varilir. Boylece

Q, R4 in bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(3)=(1) Q, R4 in bir 2-yutan asalimsi ideali ise Q X R, Teorem 2.2.1 geregince R nin
bir 2-yutan asalimsi idealidir. Dolayisiyla bir zayif 2-yutan asalimsi idealdir. [ ]

Teorem 2.2.3 R, ve R; iki degismeli birimli halka ve R = R; X R, olsun. Q; ve Q-,
sirasiyla R ve R; nin sifirdan farkli idealleri olmak tizere Q1 X Q», R nin bir has ideali

ise asagidaki durumlar denktir:
(1) Q1 X Q2, R nin zayif 2-yutan asalimsi idealidir.

(2) Q2 = R, ve Q1, R, in 2-yutan asalimsi ideali veya Q; = R; Ve Q, R, nin asalimsi

idealidir.
(3) Q1 X Q2, R nin 2-yutan asalimsi idealidir.

Ispat (1)=(2) Q1 x Q2, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. Q; = R, ise
Teorem 2.2.2 geregince Q,, R, nin bir 2-yutan asalimsi idealidir. Benzer sekilde
Q2 = R, ise yine Teorem 2.2.2 geregince Q4, R1 nin bir 2-yutan asalims: ideali olarak
bulunur. O zaman Q; # R, ve Q; # R, varsayalim. Q, nin R, nin bir asalims1 ideali
oldugunu gosterecegiz. a,b € R, i¢in ab € Q, varsayalim. Q sifirdan farkli bi ideal
oldugundan bir 0 # x € Q; elemam vardir. Bu takdirde 0 # (x,1)(1,a)(1,b) =
(x,ab) € Q1 X Q, olur. Burada Q, bir has ideal oldugundan, (1,a)(1,b) = (1,ab) ¢

J01 % Q5 dir. Boylelikle (x,1)(1,a) = (x,a) < (q1,92) veya (x,1)(1,b) = (x,b) €
57



V01X Q, yani a € Q, veya b € /Q, saglanir. Bu da Q, nin R, de bir asalimsi ideal

oldugunu gosterir. Benzer Q4 in Ry de bir asalimsi ideal oldugu gosterilebilir.
(2)=(3) Teorem 2.2.2 uyarinca ispat agiktir.

(3)=(1) Teorem 2.1.2 geregince agiktir. [ ]

Teorem 2.2.4 R, ve R, iki degismeli birimli halka ve R = R; X R, olsun. R nin bir
sifirdan farkli bir Q has idealinin 2-yutan asalimsi olmayan bir zayif 2-yutan asalimsi

ideal olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki durumlardan birinin gergeklenmesidir:

(1) Q4, Ry in sifirdan farkli asalimsi olmayan bir zayif asalimsi ideali ve Q, = {0}, R>

nin asalimsi ideali olmak tizere Q = Q; X Q5,

(2) @2, R nin sifirdan farkli asalimsi olmayan bir zayif asalimsi ideali ve Q; = {0}, Ry

de bir asalimsi ideal olmak tizere Q = Q4 X Q- bigimindedir.

Ispat Q = Q; X Q2, R nin bir sifirdan farkli bir zayif 2-yutan asalims: ideali olsun. Q
nun R nin bir 2-yutan asalimsi ideali olmadigini varsayalim. Q; # 0 ve Q, # 0
varsayalim. Bu durumda Teorem 2.2.3 geregince Q, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali
olarak bulunur ki bu varsayimimiz ile gelisir. O halde Q; = {0} veya Q, = {0} dir.
Genelligi kaybetmeden Q, = {0} varsayalim. Bu takdirde, Q sifirdan farkli oldugundan
Q. # {0} elde edilir. Ispat1 iic adimda yapacagiz:

I. Adim: Q, = {0} nin R, nin bir asalimsi ideali oldugunu gosterecegiz. a,b € R, igin
ab € Q, olsun. Q; # {0} oldugundan bir 0 # q; € Q1 elemam vardir. O halde 0 #

(qu1(1,a)(1,b) = (qr,ab) €Q ve (1,a)(1,b) = (1,ab) €/Q  oldugundan
(qu @) = (q1,1)(1,a) € Q veya (q1,b) = (q1,1)(1,b) € \/Q dir. Yani a € Q, veya

b € \/Q; saglanir. Buradan Q, = {0}, R, nin bir asalims idealidir.

Il. Adim: Q; in R; de bir zayif asalimsi ideal oldugunu gosterelim. a,b € R; igin
0 # ab € Q, olsun. 0 # (a,1)(b,1)(1,0) € Q1 X 0 ve (a,1)(b,1) = (ab,1) € Q1 X0
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olmast geregince (a,0) = (a,1)(1,0) € \/Q, x 0 =/Q veya (b,0) = (b,1)(1,0) €
JQ1 % 0=,/Q olur. Buradan a € Q, veya b € \/Q, dir. Béylece Q4, Ry in bir zayif

asalimsi idealidir.

I1l. Adim: Q in bir asalimsi ideal olmadigin1 gosterelim. Farz edelim ki Q4, R4 in bir
asalims1 ideali olsun. Q, = 0, R, nin bir asalims1 ideali oldugundan Teorem 2.2.3
geregince Q = Q4 X Q2, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali olarak bulunur ki bu bir

celiskidir. O halde Q4 , Ry in bir asalims1 olmayan bir zayif asalimsi idealidir.

Tersine, (1) in saglandigini kabul edelim. (0,0) # (a,a’)(b,b")(c,c) € Q =Q1 %0
olsun. a’b’c’ =0 ve (0,0) # (a,a")(b,b")(c,c’) € Q; X 0 oldugundan abc # 0 dur.

(a,a")(b,b") ¢ Q olsun. Burada ii¢ durum s6z konusudur:

I. Durum: ab & Q; ve a'b’ =0 ise Q;, R, in bir zayif asalims: ideali oldugundan

cE \/a dir. Q2 = 0, R, nin bir asalimsi ideali oldugundan a’ = 0 veya b’ € \/@ olur.
Buradan (a, a’)(c,c") € \/Q veya (b, b")(c, ¢") € /Q elde edilir.

1. Durum: ab & Q, ve a’b’ # 0 ise (c,c’) € \/Q, X 0 = ,/Q olur. Yani (a,a’)(c,c') €
JQ veya (b,b")(c,c’) € \/Q bulunur.

I1l. Durum: ab € Q; ve a’b’ #+ 0 ise 0 # ab € Q4 Vve Q4, R, in bir zayif asalims1 ideali
oldugundan a € Q, veya b € \/E bulunur. a’b’ # 0 ve Q; = 0, R, nin bir asalimsi
ideali oldugundan ¢’ € /Q, dir. Buradan (a,a’)(c,c") € /Q veya (b,b")(c,c") € /Q
elde edilir. Buradan @, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi idealidir. Q4, Ry in bir asalims1

ideali olmadigindan, Teorem 2.2.1 geregince Q, R nin bir 2-yutan asalimsi ideali
degildir. [ ]

Teorem 2.2.5 R4, R, Ve R3 degismeli birimli halkalar olmak iizere R = R; X R, X Rs3
olsun. Q, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu takdirde Q nun R nin zayif 2-yutan
asalims1 ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q nun R nin 2-yutan asalimsi ideal

olmasidir.
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Ispat Q = Q1 X Q2 X Q3 # {0z}, R nin zayif 2-yutan asalims1 ideali olsun. Su halde bir
Og # (a,b,c) € Q eleman1 vardir. Buradan (a,1,1)(1,b,1)(1,1,c) € Q oldugundan
(a,b,1) = (a,1,1)(1,b,1) € Q veya (1,b,c) = (1,b,1)(1,1,¢) € \/Q veya (a,1,¢) =
(a,1,1)(1,1,¢) € \/6 saglanir. (a,b,1) € Q ise Q3 = R3 ve dolayisiyla Q = Q4 X Q3 X
R bulunur. (1,b,¢) € \/Q ise Q; = Ry ve buradan Q = R,y X Q, X Qs elde edilir. Eger
(a,1,c) € \/6 ise \/Q_ = R, olup, bdylece Q, = R, dir. Dolayisiyla Q = Q1 X R, X Q3
elde edilir. O halde her kosulda Q & \/O_R bulunur. Sonug 2.1.24 geregince Q, R nin bir

2-yutan asalimsi idealidir. Ters taraf ise agiktir. [ ]

Teorem 2.2.6 Ry, R, ...,R, (2<n <) degismeli birimli halkalar olmak {izere

R = Ry X R; X ...X R, olsun. Q, R nin bir has ideali ise asagidakiler denktir:
(1) Q, R nin bir zayif 2-yutan asalimsi idealidir.

(2) Q, R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(3) @ = (Q@)",_, icin asafidaki durumlardan biri saglanir:

(i) Bir k € {1,2,...,n} i¢in Q, Ry nin bir 2-yutan asalimsi ideali ve her t €
{1,2, . .,TL} \ {k} 1g1n Qt = Rt dir.

(i) iki k,m € {1,2,..,n} i¢in Qi, R, nmn asalimsi ideali, Q,,, R,, nin asalimsi
ideali ve her te€{1.2,...,n}\{k,m} icin Q; =R, olmak iizere Q = (Q)",_,

bi¢imindedir.

Ispat (1)&(2) Q, R nin bir ideali oldugundan her Q; sirastyla R; nin ideali olmak iizere
Q = Q1 X Q2 X ..X @, seklindedir. Q bir has ideal oldugundan bir j € {1,...,n} i¢in
Q; # R; saglanir. @ = Q1 X Q2 X ... X @, 1n bir zayif 2-yutan asalimsi ideal oldugunu
varsayalim. Q sifirdan farkli bir ideal oldugundan bir 0 # (a4, a,,...,a,) € Q vardir.
Buradan 0 # (ay,az...,a,) = (ay, 1L,1,...,1)(1,a,,1,...,1)...(1,1,...,1,a,) €Q
olmasi geregince bir j € {1,...,n} icin Q; = R; bulunur. O halde \/5 + /0 olup Sonug

2.1.24 geregince Q bir 2-yutan asalimsi idealidir. Ters taraf ise asikardir.
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(2)e(3) Ispat1 n iizerinden tiimevarim ile yapalim. n = 2 ise Teorem 2.2.1 geregince
iddia dogrudur. 3 < n < o i¢in iddianin dogru oldugunu kabul edelim. § = Ry X --- X
R,_; diyelim. Bu durumda R = S X R,, olur. Teorem 2.2.1 geregince Q nun R nin bir 2-
yutan asalimsi ideali olmasi igin gerek ve yeter kosul S nin bir 2-yutan asalimsi ideali [
icin Q = I X R,, veya bir R,, nin bir J, 2-yutan asalims1 ideali i¢in Q = S X J veya S nin
I ve R, nin J asalimsi idealleri igin Q = I X J bi¢ciminde olmasidir. S nin bir has I
idealinin bir asalims1 ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir k € {1,2,...,n — 1} igin
Q. Ry nin bir asalimsi ideali ve her t € {1,2,...,n — 1} \ {k} i¢in Q; = R, olmak iizere

I = (Q )R] seklinde olmasidir. Su halde ispat tamamlanir. [ ]

Teorem 2.2.7 R4, R, Ve Rz degismeli birimli halkalar ve R = R; X R, X Rz olsun. Bu
takdirde R nin her has idealinin zayif 2-yutan asalimsi ideal olmasi igin gerek ve yeter

kosul Ry, R, ve R3 halkalarinin birer cisim olmasidir.

Ispat R nin her has idealinin bir zayif 2-yutan asalimsi ideal oldugunu varsayalim.
Genelligi kaybetmeden R; in bir cisim olmadigin1 farz edelim. Bu takdirde R, in
stfirdan farkli bir has ideali Q vardir. Buradan Q X 0 X 0, R halkasinda bir zayif 2-yutan

asalimsi ideal olur ki bu durum Teorem 2.2.6 ile ¢elisir.

Tersine, Ry, R,, Rz birer cisim olsun. O halde Teorem 2.2.6 geregince R nin sifirdan
farkli has idealleri, Ry X R, X0, Ry XO0XR3,0X R, XR3, Ry X0Xx0,0XxR, X0,
0 X 0 X R3 olup her biri R halkasinin agik¢a 2-yutan idealidir. Sifir ideal her zaman

zayif 2-yutan asalimsi ideal oldugundan ispat tamamlanir. [ |

2.3 Baz1 Ozel Halkalarda 2-Yutan Asahimsi ve Zayif 2-Yutan Asalimsi idealler

Teorem 2.3.1 /0, R nin bir asal (asalimsi) ideali ve Q, R nin bir has ideali olsun. Bu
takdirde Q nun bir zayif 2-yutan asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q nun

bir 2-yutan asalimsi ideal olmasidir.
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Ispat Q bir zayif 2-yutan asalimsi ideali olsun. a,b,c € R igin abc € Q varsayalim.
0 # abc € Q ise ab € Q veya ac € \/6 veya bc € \/5 bulunur ki bu da gosterilmek
istenilendir. Simdi abc = 0 ve ab & Q varsayalim. abc = 0 € /0 ve V0 bir asal ideal
oldugundan a € v/0 veya b € v/0 veya c € V0 elde edilir. V0 \/6 olmasi geregince

ac €0 C \/6 veya bc €0 C \/5 saglanir. Boylece Q, R nin bir 2-yutan asalimsi
idealidir. Ters taraf agiktir. [ ]

Teorem 2.3.2 R, v/0 maksimal ideali ile birlikte bir s6zde yerel (quasi local) halka ise

asagidakiler saglanir:
(1) R nin her has ideali bir zayif 2-yutan asalimsi idealdir.

(2) R nin bir has @ idealinin zayif 2-yutan asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul Q nun bir 2-yutan asalimsi ideal olmasidir.

ispat (1) Q, R nin her has ideali olsun. O halde 0 € Q oldugundan her zaman V0 < ,/Q
saglanir. v/0 maksimal ideal oldugundan \/5 = +/0 bulunur. ¥0 maksimal oldugundan

\/6 asaldir. Buradan Teorem 2.1.8 geregince Q bir 2-yutan asalimsi, dolayisiyla zayif 2-

yutan asalimsi idealdir.

(2) Teorem 2.3.1 den ispat agiktir. [ ]

Teorem 2.3.3 R nin her has ideali bir zayif 2-yutan asalimsi ideal ise R de en ¢ok ii¢
tane karsilastirilamayan asal ideal vardir. Sonug olarak R nin en ¢ok ti¢ tane maksimal

ideali vardir.

Ispat P, P, P;ve P, ideallerinin R nin karsilastirilamayan asal idealleri oldugunu
varsayalim. Q = Py N P, N P5 diyelim. Buradan /Q = +/P; N v/P; N /P olur. Teorem
2.1.7 geregince \/5 , R nin bir 2-yutan ideali degildir. Dolayisiyla Teorem 2.1.2 uyarinca

Q, R nin bir 2-yutan asalims1 ideali degildir. Teorem 2.1.22 geregince Q* = 0 dir.
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Buradan Q3 = P,*P,3P3;* =0 € P, oldugundan P, c P, veya P, c P,veya P; C P,
celiskisine varilir. Sonug olarak R de en ¢ok ii¢ tane karsilastirilamayan asal ideal

vardir. Maksimal idealler karsilastirllamadigindan, en ¢ok ii¢ tane maksimal ideali
vardr. [ |

R bir tamlik bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun Eger R nin sifirdan farkli has her [
ideali igin I~ = {x € K : xI € R} olmak iizere II"! = R ise R ye bir Dedekind bélgesi
adr verilir. Dedekind bolgelerindeki tim 2-yutan asalimsi idealleri Teorem 2.3.4

yardimiyla belirleyebiliriz:

Teorem 2.3.4 R cisim olmayan bir Noetherian bolge olsun. Bu takdirde asagidaki

durumlar denktir:
(1) R bir Dedekind bolgesidir.

(2) R nin bir sifirdan farkli has ideali @ nun bir 2-yutan asalimsi ideal olmasi igin gerek
ve yeter kosul bir maksimal M ideali ve bir pozitif tamsayr n i¢in Q = M" veya iKi
maksimal ideal M, M, veya iki pozitif tamsayr n,micin Q = M,"M,™ tipinde

olmasidir.

(3) Q, R nin bir 2-yutan asalimsi sifirdan farkli has ideali ise bir maksimal M ideali ve
bir pozitif tamsay1 n igin Q = M" veya iki maksimal ideal M,, M, ve iki pozitif tamsay1

n,migin Q = M,"M,™ tipindedir.

(4) R nin bir Q sifirdan farkli has idealinin 2-yutan asalimsi ideal olmasi igin gerek ve
yeter kosul bir asal P ideali ve bir pozitif tamsay1 n igin Q = P™ veya iki asal ideal P,

P, veya iki pozitif tamsay1 n, m i¢in Q = P,"P,™ tipinde olmasidir.

(5) Q, R nin bir 2-yutan asalimsi sifirdan farkli has ideali ise bir asal P ideali ve bir
pozitif tamsay1 n i¢in Q = P" veya iki asal ideal P4, P, ve iki pozitif tamsay1 n, m i¢in
Q = P,"P,™ tipindedir.
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Ispat (1)=(2) R cisim olmayan bir Noetherian bdlge olsun. Bu takdirde sifirdan farkli
her asal ideali maksimal idealdir. Q, R nin bir sifirdan farkli has ideali olsun. Bu
takdirde M;, M, ,..,M;, maksimal idealler ve ny, n,, ..., n, pozitif tamsayilar
olmak iizere olmak iizere Q = M;™M,"2 ... M,,"* yazilabilir. Q, R nin 2-yutan asalimsi
ideali olsun. R halkasinin sifirdan farkli her asal ideali maksimal oldugundan ve Teorem
2.1.7 geregince \/5 maksimal veya R nin iki maksimal ideali I;, I, i¢in I; NI,
bi¢cimindedir. O zaman bir pozitif n tamsayis1 ve bir maksimal M ideali igin Q = M™
veya iki maksimal ideal M,, M, ve iki pozitif n,m tamsayis1 i¢in Q = M,"M,™

tipindedir.

Tersine, bir maksimal ideal M ve bir pozitif tamsay1 n i¢in Q = M" veya iki maksimal
ideal M, ve M, ve iki pozitif tamsay1 n,mi¢in Q = M,"M,™ formunda ise Teorem ve

Sonug 2.1.13 geregince @, R nin bir 2-yutan asalims idealdir.
(2)=(3) Asikardir.
(2)=>(4) Asikardir.
(4)=(5) Asikardir.
(3)=(5) Asikardir.

(5)=(1) R nin bir Dedekind bolgesi oldugunu gostermek i¢in bir M maksimal idealini
alalim. M?* €I € M olmak iizere R nin bir I idealinin bulundugunu varsayalim.
Buradan I, bir M-asalimsi idealdir. O halde R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir. (5) teki
hipotez geregince boyle bir I ideali bulunamaz. Boylece R bir Dedekind bolgesidir. [ ]

Her esas ideal bolgesi bir Dedekind bolgesi oldugundan asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 2.3.5 R bir esas ideal bolgesi ve Q, R nin sifirdan farkli bir has ideali olsun. Bu
takdirde Q nun 2-yutan asalimsi ideal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p; ve p,, R
halkasinin iki asal elemanit ve n,m iki tamsayi olmak iizere (p:"p.™) bi¢iminde

olmasidir.
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Ispat Q = (x), R nin bir 2-yutan asalims1 ideali olsun. x in R deki ii¢ farkli asal ideal
ile boliinebildigini varsayalim. Buradan p4,p,, p3, R nin farkli asal elemanlar1 olmak
lizere x = p."p,"pst, n,m,t > 0. Boylece p,"p,™pst € Q, iken p"p,™ & Q ve
p1"pst & \/5 ve p,"pst ¢ \/5 bulunur. Ancak bu durum Q nun 2-yutan asalimsi ideal
olmasi ile ¢elisir. Buradan x, R nin en ¢ok iki farkli asal elemanmin Kuvvetlerinin

carpimi bigiminde yazilabilir. Diger taraf Teorem 2.3.4 dolayisiyla agiktir. [ ]

Ornek 2.3.6

(1) Z nin her sifirdan farkli 2-yutan asalimsi ideali, bir takim p4, p, asal tamsayilari
ve ky, k; = 0igin I = (p,*p,*?) bigimindedir.

(2) F bir cisim olmak tizere R = F[X] ise bir I idealinin R nin 2-yutan asalims1 ideal
olmast icin gerek ve yeter kosul p(x) € R indirgenemez polinomu ig¢in
I = p(x)*R veya p(x), q(x) € R indirgenemez polinomlar1 ve kq,k, > 0 icin

I = p(x)*1q(x)*2R bigiminde olmasidir.

Asagidaki ornek, bir R tek tiirlii ¢arpanlarina ayrilabilen bolgenin herhangi bir 2-yutan

asalimsi idealinin bu tipte olmasinin gerekmedigini gosterir:

Ornek 2.3.7 K bir cisim olmak iizere R = K[X,Y,Z] olsun. R nin Q = (X,Y? 7%
idealini gbz Oniine alalim. Su halde Q bir 2-yutan asalimsi ideal oldugu halde P, P, iKi

asal ideal ve k,t > 0 olmak iizere P,*P,* formunda degildir.

Ispat M = (X,Y,Z), R nin bir maksimal ideali ve M® € (X,Y? Z%) € M oldugundan
M =+VM3 c/Q € VM = M dir. Buradan ,/Q = M ve Teorem 2.1.8 geregince Q, R
nin 2-yutan asalimsi idealidir. P, P, iki asal ideal ve k,t > 0 olmak iizere Q =
P.*P,t varsayalm. Bu takdirde, X,Y?% Z3 € P,*P,* < P, N P, olmasindan P, =
P, =M olur. Fakat bir n>0 igin M"=(X,Y,Z)" = (X,Y?Z%) 0zdesliginin

saglanmasi imkansizdir. [ ]
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Tammm 2.3.8 R halkasinda her x,y € R igin x | y veya y | x saglaniyorsa R ye bir

zincir (chanied) halkasi ad1 verilir. Agik¢a her zincir halkasi bir boliim halkasidir.

Teorem 2.3.9 Bir boliim halkasinin her has ideali 2-yutan asalimsi idealdir. Ozel olarak

bir zincir halkasinin her ideali 2-yutan asalimsi idealdir.

Ispat I, R nin bir has ideali olsun. Boliim halkalarmin asal idealleri tamamen sirali

oldugundan I y1 iceren asal ideallerin arakesiti v/I bir asal idealdir. O halde Teorem

2.1.8 geregince I, R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir. [ ]

Not 2.3.10 R nir Noetherian halka olsun. R nin her idealinin bir tek tiirli asalimsi
pargalaniga sahip oldugunu biliyoruz. Her asalimsi ideal ayn1 zamanda 2-yutan asalimsi
ideal oldugundan, Noetherian halkalarda her idealin ayni zamanda 2-yutan asalimsi

pargalanist mevcuttur. Fakat bu 2-yutan asalimsi ideallere pargalanis tek tiirlii degildir.

Ornek 2.3.11

(1) Z halkasinda (60) ideali i¢in dort farkli 2-yutan asalimsi ideallere pargalanis

vardir:
60)=B)N4)NnGB)=0B)N20)=(@4)n (15 =(4) n (12).

(2) Z halkasinda (210) idealinin ise asagidaki gibi on farkli 2-yutan asalimsi

ideallere pargalanisi vardir:
210)=@2)nB)NG)INT)=®6)NG)N7)=10)nEB)N(7)
=14H)NnB)NGB)=05)Nn2)Nn(7)=21)Nn2)n(5)

=(15) N (14) = (21) n (10) = (35) N (2) n (3) = (35) N (6).
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2.4 Zayif Asal ve Zayif 2-Yutan ideallerin Baz1 Ozellikleri

Tamim 2.4.1 I, R nin bir zayif asal ideali olsun. Eger a € I ve b € I igin ab = 0 ise
(a, b) ye I min bir ikili sifir1 diyecegiz. Dikkat edilecek olursa, I, R nin asal olmayan bir

zayif asal ideali ise a, b € R igin I min bir (a, b) ikili sifir1 vardir.

Bu béliimde ikili sifir kavramini kullanarak, (Anderson ve Smith, 2003) deki bir takim

sonugclar i¢in farkli ispatlar verilecektir.

Teorem 2.4.2 I, R nin bir zayif asal ideali ve (a,b), I nin bir ikili sifir1 olsun. Bu
takdirde al = bl = {0} dur.

Ispat al # {0} varsayalim. Bu takdirde bir i € I igin ai # 0 olur. Buradan a(b + i) #
0 dir. a € I ve I zayif asal oldugundan b + i € I olur ve boylece b € I ¢eliskisi elde
edilir. Boylece al = 0 dir. Benzer sekilde bl = 0 oldugunu gostermek kolaydir. [ ]

Teorem 2.4.3 I, R nin bir zayif asal ideali olsun. I asal degil ise I> = {0} dur.

Ispat I, R nin asal olmayan bir zayif asal ideali olsun. Su halde I nin bir (a, b) ikili
stfirt vardir. iy,i, €1 igin i;i; # 0 varsayalim. Bu takdirde Teorem 2.4.2 uyarinca
(a + i))(b+1iy) = iii; # 0 olur. Boylelikle I bir zayif asal ideal oldugundan (a +
i1) €I veya (b + i) €1,yani a €1 veyab € I geliskisine varilir. O halde I* = {0}
bulunur. [ ]

Teorem 2.4.4 I, R nin bir zayif asal ideali olsun. I asal ideal degil ise I S0 ve
IO = {0} saglanr.

Ispat I bir asal ideal olmayan bir zayif asal ideal olsun. O halde Teorem 2.4.3 geregince

1 €+/0 dir. Bir w € V0 alalim. w € I ise Teorem 2.4.3 den wl = {0} bulunur. O
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halde w €1 ve wl # 0 varsayalim. Buradan bir i € [i¢in wi # 0 olur. w™ =0
ozdesligini gercekleyen en kiiciik pozitif tamsayiya m diyelim. O halde w(w™ ! +
i) = wi #0vew &I oldugundan w™ 1 + { €[ dir. Béylece w™ ! € I elde edilir.

0 #w™ el ve I bir zayif asal oldugundan w € I geliskisine varilir. Boylelikle

wl = {0}, dolayisiyla IvO = {0} elde edilir. []

Teorem 2.4.5 I, R nin bir zayif asal ideali ve (a, b), I nin bir ikili sifir1 olsun. Bir

r ERiginar €lisear = 0dir.

Ispat Bir r € R icin 0 # ar €I olsun. Bu takdirde r € I dir. Dolayisiyla Teorem

2.4.2 geregince ar = 0 geliskisine varilir. [ ]

Teorem 2.4.6 I, R nin bir zayif asal ideali ve R nin bir takim A, B idealleri i¢gin AB € [
olsun. O halde a € A ve b € B olmak flizere (a, b), I nin bir ikili sifir1 ise AB = {0}
dir.

ispat a € Ave b € B olmak iizere (a,b), I nin bir ikili sifir1 olsun. c € A ve d € B
icin cd # 0 oldugunu varsayalim. Buradan ¢ €1 veya d €[dir. Genelligi
kaybetmeden ¢ € I varsayabiliriz. Teorem 2.4.3 geregince I> = 0 bulunur. 0 # cd €
I oldugundan d € I elde edilir. Diger taraftan ad € I oldugundan Teorem 2.4.5
geregince ad = 0 olur. (a + ¢)d = c¢d # 0 ve d €1 olmasindan a + ¢ €1 elde
edilir. Dolayisiyla a € I geliskisine varilir. Su halde AB = 0 dir. [ ]

Teorem 2.4.7 I, R nin bir zayif asal ideali ve R nin iki A, B ideali i¢in 0 # AB S I

olsun. Bu takdirde A < I veya B < [ saglanur.

Ispat {0} # AB < I oldugundan Teorem 2.4.6 geregince her a € A ve b € B icin

a €1 veya b €1 elde edilir. Genelligi kaybetmeden B € [ varsayalim. Buradan bir
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b € B i¢in b & I dir. Herhangi bir a € A alalim. ab € I ve b € I oldugundan a € I
olup, A < I elde edilir. [ ]

Simdi zayif 2-yutan ideallere iliskin bir takim sonuglardan bahsedebiliriz. Oncelikle

ticlii sifir tantmin1 hatirlayalim:

Tamim 2.4.8 (Badawi ve Darani, 2011) /, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve a,b,c € R
olsun. Eger abc = 0 ikenab &1, bc €1 ve ac &1 ise (a,b,c) ye I nin igli sifiri

ad1 verilir.

Simdi serbest ti¢lii sifir kavramini asagidaki gibi tanimlayabiliriz:

Tamim 2.4.9 I, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve R nin bir takim I, I, ve I3 idealleri i¢in
111,13 € I olsun. Eger hicbira € I, b € I, ve ¢ € I3 i¢in (a, b, ¢), I nin bir ti¢lii sifirt

degilse I bir I11,15 ya gore serbest tiglii sifirdir diyecegiz.

Konjonktiir 2.4.10 I, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve R nin bir takim I4,1, ve I3
idealleri i¢in 0 # I;1,13 < I olsun. Bu takdirde I ideali, bir 111,13 ya gore serbest ti¢lii

sifirdir.

Yardimci Teorem 2.4.11 [, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve a,b € R ve bir J ideali
icin abJ < I olsun. Sayet her ¢ € J igin (a, b,c), I nin bir tglii sifir1 degil ve ab & I

saglantyorsa aJ € [ veya b < [ dir.

Ispat aJ €1 ve bj & I varsayalim. Bu takdirde aj, € I ve bj, € I olacak sekilde
J1,j2 € ] elemanlan vardir.abj, € I, ab &I, aj; € I ve (a,b,j,), I min bir G¢lii sifiri
olmadigindan bj; € I bulunur. abj, €I, ab & I, bj, € I ve (a,b,j,), I nin bir igli
sifirt olmadigindan aj, € I dir. Ayrica ab(j1+ j2) €1, ab €1 ve (a,b,j1+ j2), I
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nin bir Ugli sifin olmadigindan, a(ji+ j2) €1 veya b(j;+ j,) €1 elde edilir.
a(j1+ j2) = aj1+ ajz € I varsayalim. aj, € I oldugundan aj; € I geliskisine varilir.
Simdi de b(j1 + j2) = bj, + bj, € I varsayalim. bj; € I olmasindan bj, € I yine bir
celigkidir. O halde aJ <1 veyab] < I dir. [ ]

Not 2.4.12 I, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve R nin I, I, ve I3 idealleri igin I11,15 S I
olmak tizere I, 111,13 e gore bir serbest liclii sifir olsun. Bu takdirde a € I, b € I, ve

c €Elziseab €1veyaac €1veyabc €1dir.

Teorem 2.4.13 I,R nin bir zayif 2-yutan ideali olsun. R nin I4,15,I5 idealleri i¢in
saglansmn. [ ideali, 111,13 e gore bir serbest tglii sifir ise 0 # I11,13 S 1 ise 11, S 1

veya I,I5; € I veya I,15 < I dir.

Ispat I, R nin bir zayif 2-yutan ideali ve I ideali, I,1,I5 e gore bir serbest iiglii sifir
olsun. R nin I4, 15, I3 idealleri igin O # 11,15 S I ve 111, € I varsayalim. I113 € [ veya
I513 € 1 saglandigimi gosterecegiz. Aksine I113 € 1 ve I,13 € I varsayalim. O halde
q1 € 11 ve q; € I, elemanlar1, q113 € I ve g1z € I saglanacak sekilde vardir. q1q213 S
I, g1z €1 ve q,l3 €I oldugundan Yardimci Teorem 2.4.11 geregince qi1q; € I
bulunur. Diger taraftan, I11, € I oldugundan ab ¢ I olacak sekilde a € I;,b € I,
elemanlar1 mevcuttur. ablz3 €1 ve ab € [ den, Yardimci Teorem 2.4.11 geregince

alz € 1 veya bl; € [ elde edilir. Bu durumda asagidaki {i¢ hal g6z 6niine alinmalidir:

I. Durum: al; S 1 ve blz €1 olsun. q1bls S 1, bls €1 ve qls €1 oldugundan
Yardimcr Teorem 2.4.11 geregince q.b € I olur. (a + q1)blz S 1 ve al; S I, ancak
q1ls €1 olmast (a+ q1)lz €1 olmasmm gerektirir. blz €1 ve (a+q)lsZ1
oldugundan Yardimci Teorem 2.4.11 geregince (a + q1)b € I bulunur. (a + q1)b =
ab + q1b € I ve q1b € I den ab € I geliskisine varilir.

1. Durum: a13 .¢_ I ve b13 c] 0|SUI’] anlg c I, a13 .¢_ I ve CI213 .¢_ I Oldugundan
aq, € I dir. a(b + q)I3 S I ve bl C | fakat q,I3 € I olmasindan (b + gq,)I3 € I elde
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edilir. als €1 ve (b+q2)Is €1 oldugundan Yardimci Teorem 2.4.11 geregince
a(b + q2) €1 olur. Burada a(b + q,) = ab + aq, €1 ve aq, € I oldugundan ab € I

celiskisine varilir.

I11. Durum: al; S I ve bl; S 1 olsun. bl; € I ve q,13 € I oldugundan (b + q,)Iz € I
olur. g1(b + q2)Iz S I iken q113 € I ve (b + q2)I5 € I oldugundan Yardimci Teorem
2.4.11 geregince q1(b + q2) = q1b + q1q2 € I elde edilir. q1q, € I ve q1b + q1q2 € 1
oldugundan bq, €1 dir. als ©1 ve qqls €1 olmasindan (a + q1)Iz S 1 bulunur.
(a+q1)q2ls € 1ve qxls €1 ve (a+ q1)ls &I geregince Yardimer Teorem 2.4.11 den
(a+q1)q2 = aq: + q1q2 € I bulunur. q,1q, € I ve aq, + q1q2 € I oldugundan aq, € I
dir. Burada (a + q1)(b + q2)Is S I iken (a + q1)I3 £ I ve (b + q2)I3 € I oldugundan
Yardime1r Teorem 2.4.11 uyarnca (a+ q1)(b+q2) =ab+aqz+ bq:1+ q1qz €1
saglanir. Burada aq,, bq1, q1q2 € I oldugundan aq, + bq, + q1q; € I dir. ab + aq, +
bq: + q1q2 €1 ve aq, + bq, + q1q2 € 1 geregince ab € I geliskisine varilir. Sonug
olarak I115 € I veya I,I5 < I gergeklenir. [ |
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BOLUM 3- CARPIMSAL MODULLERIN 2-YUTAN ASALIMSI ALT
MODULLERI

Bu boliimiinde degismeli halkalarda Boliim 2 de tanimladigimiz 2-yutan asalimsi ve
zayilf 2-yutan asalimsi ideal kavramlarini, ¢carpimsal modiillerde 2-yutan asalimsi ve
zay1f 2-yutan asalimsi alt modiilleri tanimlayarak genellestirecegiz. Bu bolim boyunca,
tiim halkalar1 degismeli ve birimli halka, tiim modiilleri ise birimsel modiil olarak kabul

edecegiz.

3.1 Carpimsal Modiillerin 2-Yutan Asalims1 Alt Modiillerinin Temel Ozellikleri

Bu bolimde, c¢arpimsal modillerde 2-yutan asalimsi alt modil kavramini
tanimlayacagiz. Bu yeni alt modiiller sinifinin bir takim temel 6zelliklerini aragtiracagiz.
Ayrica 2-yutan idealler, 2-yutan alt modiiller, 2-yutan asalimsi idealler ile 2-yutan

asalims1 alt modiiller arasindaki iliskileri irdeleyecegiz.

Tanim 3.1.1 M bir R-modiil ve N, M nin bir has alt modilii olsun. a,b E Rve m € M

olmak tzere

(1) abm € N ikenam € M —rad(N) veya bm € M —rad(N) veya ab € (N:x M)

saglaniyorsa N ye M nin 2-yutan asalimsi alt modiilii,

(2)0#abmeN ikenam €M —rad(N) veya bm €M —rad(N) veya ab €
(N:gr M) saglantyorsa N ye M nin zayif 2-yutan asalimsi alt modiilii diyecegiz.

Her 2-yutan alt modiil agikca bir 2-yutan asalimsi alt modiildiir. Oysa bu gerektirmenin
tersi dogru degildir. Her alt modiilii 2-yutan asalimsi alt modiil iken hi¢ biri 2-yutan alt

modiil olmayan ¢arpimsal modiiller mevcuttur. Ornek 3.1.2, bu duruma iyi bir drnektir.

Ornek 3.1.2 p bir asal tamsay1 ve No = N U {0} olsun. Z(p*) nin her has Z -alt modiilii
G, = (1/p* + Z), (t € N,) tipindedir. Her bir t € N, i¢in (G;:z Z(p*)) = 0 elde edilir.
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Burada p?(1/p‘*? + Z) = 1/p* + Z € G, iken p* & (Gyiz Z(p™)) = 0 ve p(1/p*+? +
Z) ¢ G; oldugundan Z(p*) nin 2-yutan alt modiilii yoktur. Her asal alt modiil, bir 2-
yutan alt modiil oldugundan Z(p®) nin asal alt modiilii de yoktur. Boylelikle Z(p®) —
rad(G;) = Z(p*) bulunur. O halde her t € Ny igin G, Z(p*) nin bir 2-yutan asalimsi

alt moduludiir.

Teorem 3.1.3 N, M bin bir has alt modiilii ise asagidaki durumlar denktir:
(1) N, M nin 2-yutan asalims1 alt modiiliidiir.

(2) ab & (N :x M) yi saglayan her a,b € R igin (N :y ab) € (M —rad(N):y a) U
(M —rad(N):y b) dir.

(3) ab & (N:x M) yi saglayan her a,b € R igin (N :y ab) € (M —rad(N):y a)
veya (N :y ab) S (M —rad(N):y b) dir.

Ispat (1)=>(2) a,b € Riginab ¢ (N :x M) olsun. Birm € (N:), ab) alalim. Buradan
abm € N olup, am € M —rad(N) veya bm € M —rad(N) bulunur. Dolayisiyla
m € (M —rad(N):y a) veyam € (M —rad(N):y b), ve boylelikle (N :p, ab) S
(M —rad(N):;y @) U (M —rad(N):y, b) elde edilir.

(2)=(3) Bilindigi gibi, eger bir alt modiil (bir alt grup), iki alt modiiliin (alt grubun)
birlesimi tarafindan igeriliyorsa, en az birisi tarafindan kapsanir. Bu bilgi yardimiyla
(N :y ab) € (M —rad(N):yy a) veya (N:y ab) € (M —rad(N):y b) igermesinin

saglandig1 goriilmiis olur.

(3)=(1) a,b € Rvem € M i¢in abm € N olsun. ab & (N :g M) varsayalim. Su halde
m € (N :; ab) olup, (3) hipotezi geregince m € (M —rad(N):y a) Vveya
me (M —rad(N):y, b) dir. Yani am € M —rad(N) veya bm € M —rad(N)

bulunur ki bu da istenilendir. [ ]
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Yardimer Teorem 3.1.4 M bir sonlu iiretilmis ¢carpimsal R-modiil olsun. Bu takdirde M

nin her N alt modiilii i¢in \/(N:g M) = (M —rad(N):g M) saglanir.

Ispat Yardimc1 Teorem 1.2.11. geregince (M — rad(N):x M) S /(N:x M) dir. Simdi
ters kapsamay1, M {izerinde herhangi bir kosul olmadan ispatlayacagiz. K, M nin N yi

kapsayan bir asal alt modiili olsun. O halde (K: M), (N:g M) vyi iceren bir asal idealdir.
Boylece /(N:g M) < (K: M) olup, \/(N:g M) < (M —rad(N):g M) elde edilir. [ ]

Onerme 3.1.5 M bir sonlu iiretilmis ¢arpimsal R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii
olsun. Bu takdirde M — rad(N) nin M nin asalimsi alt modiilii olmas1 i¢in gerek ve

yeter kosul M — rad(N) nin M nin asal alt modiilii olmasidir.

Ispat M —rad(N), M nin bir asalimsi alt modiilii olsun. a € R ve m € M igin
am €M —rad(N) ve me&M—rad(N) varsayalim. M —rad(N) asalimsi

oldugundan, Yardimci Teorem 3.1.4 geregince

a € /(M —rad(N):;xg M) = [(J(N:g M)) = J(N:g M) = (M — rad(N):x M)

elde edilir. Boylelikle M — rad(N) nin M nin asal alt modiilii oldugu gosterilmis olur.
Ters tarafin ispat1 agiktir. [ |

Teorem 3.1.6 M bir sonlu iiretilmis ¢arpimsal R-modiil olsun. N, M nin bir 2-yutan

asalimsi alt modiilii ise asagidakiler gerceklenir:
(1) (N:g M), R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(2) M — rad(N), M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiliidiir.

Ispat (1) a,b,c € R icin abc € (N:x M), ac & \/(N:x M) ve bc & /(N:g M) olsun.
Yardimer Teorem 3.1.4 ten /(N:x M) = (M —rad(N):zr M) oldugundan acm; &

M —rad(N) ve bcm, € M —rad(N) olacak sekilde m,;,m, € M vardir. Ancak
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abc € (N:g M) oldugundan ab(cm; + cm;) € N elde edilir. N, 2-yutan asalimsi alt
modiil oldugundan a(cm, + cm;) € M —rad(N) veya b(cm; + cm;) € M —rad(N)
veya ab € (N:g M) saglanir. ab € (N:g M) ise ispat tamamlanir. O halde a(cm, +
cmy) € M —rad(N) varsayalim. Buradan acm; € M — rad(N) olmasindan acm, &
M —rad(N) bulunur. N, 2-yutan asalimsi alt modiil ve abcm, € N oldugundan
ab € (N:g M) olur. Benzer sekilde b(cm; + cm;) € M —rad(N) ise ab € (N:zx M)
elde edilir. Sonug olarak (N:xz M), R nin bir 2-yutan asalimsi idealidir.

(2) Teorem 2.1.7 geregince iki durum s6z konusudur:

I. Durum: {/(N:g M) = P, R nin bir asal ideali olmasi durumunda, M bir ¢arpimsal
modiil ise Teorem 1.2.5 geregince, M — rad(N) = /(N:g M)M = PM ve PM, M nin
bir asal alt modiilii olacagindan M — rad(N), M nin bir asal alt modiiliidiir. Su halde bu

durumda M — rad(N), M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii olarak elde edilir.

Il. Durum: P, ve P,, (N:g M) lizerinde minimal olan R nin farkl iki asal ideali olmak
tizere 4/ (N:g M) = P; N P, olsun. Bu durumda ise Teorem 1.2.5 geregince, P1M ve
P,M, M nin asal alt modiilleri olmak tizere M —rad(N) =/ (N:;xg M)M = (P, N

P,)M = ([P1 + annM] N [P, + annM])M = P1M N P,M elde edilir. Sonug olarak
Teorem 1.2.14 geregince M — rad(N) , M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiiliidiir. [ ]

Teorem 3.1.7 M bir R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.

(1) M —rad(N), M nin bir asal alt modiilii ise N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt
modiiltidiir.
(2) M bir sonlu iiretilmis ¢arpimsal modiil olsun. M — rad(N), M nin bir asalimsi

alt modiili ise N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir.

Ispat (1) M —rad(N), M nin bir asal alt modiilii olsun. a,b € R ve m € M olmak

tizere abm € N iken am € M — rad(N) varsayalim. M — rad(N) bir asal alt modiil ve

abm € M —rad(N) oldugundan b € (M —rad(N):g M) elde edilir. Buradan bm €

M — rad(N) olur. Sonug olarak N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilidiir. Simdi M
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nin sonlu iretilmis bir ¢arpimsal modiil ve M — rad(N), M nin bir asalimsi alt modiilii
olsun. Onerme 3.1.5 uyarinca M — rad(N), M nin bir asal alt modiilii olacagindan N

bir 2-yutan asalims1 alt modiildiir.

(2) Onerme 3.1.5 geregince M — rad(N) nin M nin asalims: alt modiil olmast icin gerek
ve yeter kosul M — rad(N) nin M nin asal alt modiilii olmasidir. O halde (1) geregince

istenilen agik¢a saglanir. [ |

Yardimer Teorem 3.1.8 (Theorem 1 (3), (Ali, 2009)) M sonlu iiretilmis olmas1 sart

olmayan herhangi bir sadik ¢arpimsal R-modiil olsun. Bu takdirde I, R nin bir ideali ise

M —rad(IM) = I M du.
Ispat
VIM = ﬂ Q |M= ﬂ QM 2 M — rad(IM)
1€Q,Q asal IMSQM
ve diger taraftan
M —rad(IM) = ﬂ Q' = ﬂ QMM = ﬂ QM) |M2+VIM
IMcQ’,Q'asal IMcQ'’ IMcQ'

olur. Her iki kapsamadan M — rad(IM) = vI M olarak elde edilir. []

Teorem 3.1.9 M bir sadik ¢arpimsal R —modiil olsun.

(1) M —rad(N), M nin bir asal alt modiilii ise her pozitif n tamsayisi igin N",
M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiiliidiir.
2 M bir sonlu tiretilmis olsun. M — rad(N), M nin bir asalims: alt modiilii ise her

pozitif n tamsayisi i¢in N", M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiilidiir.
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Ispat (1) M bir (sonlu iiretilmis sadik carpimsal) sadik carpimsal modiil ve M —
rad(N), M nin bir (asalimsi) asal alt modiilii olsun. O halde bir I ideali i¢in N = IM
bi¢cimindedir. O halde

M —rad(N®) =VI*M = M — rad(N),

M nin bir (asalimsi) asal alt modiiliidiir. O halde Teorem 3.1.7 geregince her n pozitif

tamsayisi i¢in, N", M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilidiir.

(2) M bir sonlu tiretilmis sadik ¢arpimsal R-modiil ve M — rad(N) asalimsi alt modiilii
olsun. Bu takdirde Onerme 3.1.5 geregince M — rad(N) nin M nin asal alt modiilii

olur. Dolayisiyla (1) den, N®, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir. | ]

Not 3.1.10 I = (0:3x M) ve R' = R/I olsun. N nin bir 2-yutan asalimsi R-alt modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter sartin N nin bir 2-yutan asalimsi R’-alt modiil oldugunu
kolayca gorebiliriz. Ayrica (N:gx M) nin R nin bir 2-yutan asalimsi ideal olmasi igin

gerek ve yeter kosul (N:g, M) nin R’ niin bir 2-yutan asalimsi ideali olmasidir.

Teorem 3.1.11 S, R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olsun. O halde N, M nin bir 2-
yutan asalimsi alt modiilii ve S™N # S™IM ise S™IN, S™*M nin bir 2-yutan asalimsi
alt modulidir.

Ispat (&) (2) (ﬂ) € S™IN ise bir u € S i¢in ua,a,m € N saglanir. Buradan ua,m €

S1 So S

M —rad(N) veya ua;m € M —rad(N) veya a;a, € (N:ig M) bulunur. O halde
(&) (E) - (ualm) € S™Y(M —rad(N)) € S™'M —rad(S™*N) veya (?) (ﬂ) _

S1 s us,s 2 S
(%) € S71(M —rad(N)) € S™'M-rad(S™'N)  veya (:_1) (Z—Z) = (%) €

STY(N:g M) € (S7IN:g-15 S™IM) saglanir. Boylece istenilen gosterilmis olur. [ ]
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Teorem 3.1.12 M bir garpimsal R-modiil ve K ile N, M nin iki alt modiili olsun. Bu
takdirde agagidaki 6zdeslikler gecerlidir.

(1) V(KN:xg M) = {/(K:g M) N/ (N:g M) dir.
(29 M —rad(KN) =M —rad(K) N M — rad(N) dir.
B)M—-rad(KNN)=M —rad(K) N M —rad(N) dir.

Ispat (1) Hipotez geregince, K = IM ve N = JM 6zdesliklerini saglayan R nin iki I, J

ideali vardir. Simdi r € \/ (K:g M) N \/ (N:g M) alalim. Bu halde bir takim pozitif m, n
pozitif tamsayilar1 igin r™M < IM ve r"M S JM gergeklenir. Buradan r™*"M C
r"™JM € [JM = KN olup r € \/(KTRM) elde edilir. Sonu¢ olarak \/m N
\/ (N:p M) < \/ (KN:g M) bulunur. Ters kapsamanin gegerli oldugu agiktir.

(2) Teorem 1.2.7 ve (1) den agikga,

M —rad(KN) = /(KN:p M)M = (\/(K:R M) 0/ (Nig M) ) M
= ([ (K:ig M) + annM] N [ (N:g M) + annM])M
= JERgMMNJ(Nig M)M = M —rad(K) N M —rad(N)

elde edilir.

(3) M bir garpimsal modiil olsun. Buradan

M—rad(KON) =KnNzMM = (JK:z M) 0[(Nig M) )M

= ([\/m i+ annM] N [W"‘ annM])M

=J(K:g M)M Ny/(N:x M) = M —rad(K) N M — rad(N)

esitligi bulunur. [ ]
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Teorem 3.1.13 M bir ¢arpimsal R-modiil ve N4, N, ..., N,,, aynmi radikale sahip olan M
nin 2-yutan asalimsi alt modiilleri ise N = Ni=; N;, M nin bir 2-yutan asalimsi alt

modulidiir.

Ispat Teorem 3.1.12 geregince M — rad(N) = N"_, M — rad(N;) saglanir. a, b € R ve
m € M icin abm € N ve ab & (N:x M) olsun. Bu takdirde bir 1 <i <n i¢in ab €
(Nj:g M) dir. Buradan am € M — rad(N;) veya bm € M — rad(N;) elde edilir. [ ]

Yardimci Teorem 3.1.14 M bir R-modiil ve N, M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiilii
olsun. a,b € R ve M nin bir K alt modiilii i¢cin abK S N olsun. Eger ab & (N:g M) ise
aK € M —rad(N) veya bK € M — rad(N) saglanir.

Ispat aK € M —rad(N) ve bK € M — rad(N) varsayalim. Bu takdirde bazi1 k4, k;, €
K i¢in ak, ¢ M —rad(N) ve bk, ¢ M — rad(N) saglanir. abk, € N,ab ¢ (N:g M) ve
ak, ¢ M —rad(N) oldugundan bk, € M —rad(N) bulunur. abk, € N ve ab &
(N:gM) ve bk, & M —rad(N) geregince ak, € M —rad(N) elde edilir. Simdi
ab(k;+k;) EN ve ab & (N:g M) olacagindan a(k,+ k;) € M —rad(N) veya
b(ky+ k;) € M — rad(N) gegerlidir. Burada a(ky + k;) = ak; + ak, € M —rad(N)
varsayalim. ak, € M —rad(N) oldugundan ak, € M —rad(N) celigkisine varilir.
b(ky + k;) = bky + bk, € M —rad(N) varsayalim. bk; € M — rad(N) oldugundan
bk, € M —rad(N) celiskisi elde edilir. Boylece aK € M —rad(N) veya bK € M —
rad(N) saglanir. [ ]

Asagidaki teorem (Teorem 3.1.15) ise 2-yutan asalimsi alt modiillerin bir

karakterizasyonunu sunar.

Teorem 3.1.15 M bir R-modil ve N, M nin bir has alt modilii olsun. Bu takdirde
asagidakiler denktir:

(1) N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiltidiir.
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(2) 111K € N kapsamasini saglayan R nin [, I, idealleri ve M nin bir K alt
modili igin I, € (N:g M) veya I1K €M —rad(N) veya [,K € M —rad(N)
saglanir.

(3) N;N,N; © N kapsamasini saglayan R nin N;, N, ve N3 alt modiilleri i¢in
NiN, € (N:g M) veyaN;N; € M —rad(N) veya N,N; € M — rad(N) saglanir.

Ispat (1)=(2) N, M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiilii ve R nin 4,1, idealleri ve M
nin bir K alt modiilii i¢in I;1,K € N ve I11, € (N:gx M) olsun. ;K € M — rad(N) veya
IbK €M —rad(N) nin saglandigim1 gosterecegiz. Aksine 1K € M —rad(N) ve
I,bK € M — rad(N) varsayalim. Su halde a1K € M —rad(N) ve a,K € M — rad(N)
olacak sekilde a, € I; ve a, € I, elemanlar1 vardir. a;a,K €N ve a1K € M —
rad(N)ve a,K € M —rad(N) oldugundan Yardimci Teorem 3.1.14 geregince
aia, € (N:g M) saglanir.

1112 .¢_ (N:R M) Oldugundan b1 € 11 ve bz € 12 lgln b1b2 e (N:R M) dlr bleK € Nve
bib, & (N:g M) olmasindan b1K € M —rad(N) veya b,K € M — rad(N) elde edilir.

O halde Yardimei Teorem 3.1.14 geregince lic durum s6z konusudur:

I. Durum: byK € M —rad(N) ve b,K € M —rad(N) olsun. a;b,K € N ve b,K &
M —rad(N), a1K € M —rad(N) oldugundan Yardimci Teorem 3.1.14 geregince
ab,; € (N:x M) bulunur. 1K € M —rad(N) fakat a1K € M — rad(N) oldugundan
(a1 +b)KEM —rad(N) dir. (a;+b1)bKS N ve b,KEM—rad(N) ve
(a1 +b1)K €M —rad(N) oldugundan Yardimci Teorem 3.1.14 geregince (a; +
b1)b, € (N:g M) sonucuna varilir. (a; + b1)b, = a1b, + b1b, € (N:g M) ve aib, €
(N:g M) olmasindan b,b, € (N:i M) ¢eliskisine varilir.

Il. Durum: b,K € M —rad(N) ve b1K £ M —rad(N) olsun. Bu durumda da I.

Duruma benzer yol izlenerek ¢eliski elde edilir.

1. Durum: b;K € M —rad(N)ve b,K € M —rad(N) durumunda, b,K € M —
rad(N) ve a,K € M —rad(N) oldugundan (a, + b)K € M —rad(N) dir. as(a, +
b,)K €N iken a1K €M —rad(N) ve (a;+ b)K € M —rad(N) olmasindan
Yardimci Teorem 3.1.14 geregince as(a, + bz) = aia, + a1b, € (N:x M) elde edilir.

a,a,; € (N:R M) Oldugundan a1b2 € (N:R M) olur. blK c M- T'ad(N) ve alK .¢_ M —
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rad(N) oldugundan (a; + b1)K € M —rad(N) sonucuna varilir. (a; + b1)a,K € N
iken a,K € M —rad(N) ve (a; + b1)K € M — rad(N) olmasindan Yardimci Teorem
3.1.14 geregince (a; + bi)a, = aia; + bia, € (N:x M) bulunur. aia; € (N:x M) ve
aia, + bya, € (N:g M) oldugundan bia, € (N:z M) elde edilir. Simdi (a; + b1)(a, +
b)) KN iken (a;+b)KEM—rad(N) ve (a+b)KZEM—rad(N)
oldugundan Yardimci Teorem 3.1.14 geregince (a; + by)(a, + b;) = aia, + a1b, +
bia; + b1b; € (N:g M) sonucuna varilir. aia,, aib,, bia, € (N:g M) oldugundan
bib, € (N:g M) geliskisine varilir. O halde I;K € M —rad(N) veya I,K € M —
rad(N) saglanir.

(2)=(1) a,b€R ve meM igin abm € N olsun. (2) hipotezinde R nin I, = (a),
I, = (b) idealleri ve M nin K = Rm alt modiilii olarak alinirsa, istenilen agikga elde

edilir.

(2)=(3) M nin bir takim alt modiilleri N1, N, N5 igin NyN,N; € N saglansin. NyN, &
(N:g M) varsayalim. M bir ¢arpimsal modiil oldugundan N, = ;M ve N, = I, M olacak
sekilde I; ve I, idealleri vardir. Boylece I;I,N3; € N ve I;1, € (N: M) olur. Su halde
I1N; € M —rad(N) veya I,N; €M —rad(N), yani NiN; S M —rad(N) veya
N,;N; € M — rad(N) saglanir.

(3)=(2) R nin I, I, idealleri ve M nin bir K alt modiilii i¢in I,I,K € N olsun. N; =
LM ve N, = I,M ve N; = K almursa, (3) hipotezi geregince [1K € M — rad(N) veya
[,K € M — rad(N) gergeklenir. [ ]

Teorem 3.1.16 M bir ¢arpimsal R-modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. (N:3x M), R

nin bir 2-yutan asalimsi ideali ise N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir.

ispat R nin iki I, I, ideali ve M nin bir K alt modiilii i¢in I;[,K S N olsun. M bir

carpimsal modiil oldugundan K = I3M olacak sekilde R nin bir I5 ideali vardir. Buradan
Lill; € (N:g M) olmasi, LI, € (N:;gM) veya I3 €. /(NigM) veya I3 S
m olmasmi gerektirir. Eger I;I, € (N:g M) ise ispat tamamlanir. O halde
L1 € \[(N:g M) varsayahm. Bu takdirde I;IsM € I,K € \/(N:x M\)M = M — rad(N)
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olur. Benzer sekilde, eger I,I3 S /(N:g M) ise I,LIzM € LK € \/(N:igM)M =M —
rad(N) den IbK S M —rad(N) elde edilir. O halde Teorem 3.1.15 ten ispat

tamamlanir. [ |

Teorem 3.1.16 daki M modiiliiniin carpimsal modiil olmasi kosulunun gerekli oldugunu

asagidaki ornek yardimiyla gorebiliriz.

Ornek 3.1.17 Z-modiil M = Z X Z yi gdz oniine alalim ve M nin N = 6Z X 0 alt
modiiliinii disiinelim. Su halde Z X0, 2Z X Z ve 3ZXZ, M nin N yi igeren alt
modiilleridir. Boylece (N:; M) = 0, Z nin bir 2-yutan asalimsi idealidir. Diger taraftan
2:3:(1,00=(60)€N iken 2:-3¢(N:zM), 2-(1,0)=(2,0)¢& M —rad(N) S
(Zx0)NQRZXZ)NBZLZXZ)=6Zx0=N ve 3-(1,0)=3,0) ¢ M —rad(N) =
N oldugundan N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii degildir.

Teorem 3.1.18 M bir ¢arpimsal R-modiil ve N; ile N, M nin asalimsi alt modiilleri

olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar gergeklenir.
(1) Ny N N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir.

(2) M sonlu iiretilmis ve sadik ¢arpimsal modiil ise N;N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt

modulidiir.

Ispat (1) N; ve N, M nin asalims1 alt modiilleri oldugundan (Nq:gr M) ve (N3:g M), R
nin asalimsi idealleri olur. Burada Teorem 2.1.12 geregince, (Ni:g M)(N,:x M) ve
(N1N Ny:g M) = (N1:g M) N (Ny:g M), Rnin bir 2-yutan asalims: idealidir. Teorem
3.1.16 geregince N1 N N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiltidiir.

(2) M sonlu tiretilmis ve sadik ¢arpimsal R-modiil olsun. Bu durumda (N{N,:;x M) =
(Ny:g M)(N4:g M) olur. Boylece yine Theorem 3.1.16 nin sonucu olarak N;N,, M nin

bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir. [ |
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M bir ¢arpimsal R-modiil ve N, M nin asalimsi alt modiilii ise /(N: M) nin R nin bir

asal ideali oldugunu biliyoruz. Su halde P = M — rad(N) = /(N: M)M, M nin asal alt

modiilii olur. Bu durumda N ye, M nin P-asalimsi alt modiilii ad1 verilir.

Sonug¢ 3.1.19 M bir ¢carpimsal modiil P; ve P,, M nin iki asal alt modiilleri olsun. P,"
(n € Z) bir Pi-asalimsi alt modiil ve P, (m € Z) bir P,-asalims1 alt modiil ise

asagidakiler gecerlidir:
(1) P," n P, bir 2-yutan asalims alt modiildiir.

(2) M sonlu iiretilmis ve sadik ¢arpimsal modiil ise P,"P,™ bir 2-yutan asalimsi

alt moduldir.

Teorem 3.1.20 N, M nin asalims1 ayrisima sahip bir alt modiilii olsun. M; ve M,, M nin
iki maksimal alt modiilii olmak iizere M — rad(N) = M; N M, ise N, M nin 2-yutan

asalimsi alt modulidiir.

Ispat N; (i = 1,2,...,n), M nin asalims1 alt modiilii olmak {izere N = N; NN, N ...N

N,, asalims1 ayrisimi olsun. Onerme 3.1.12 (3) geregince

M —rad(N) = (M —rad(N,)) N (M —rad(N)) N ..Nn (M —rad(N,)) = M; N M,
elde edilir. M — rad (N;) lerin her biri asal alt modiil oldugundan (Teorem 3.16 (Ameri,
2003)) geregince {M — rad(N;),M — rad(N,), ... M —rad(N,)} = {M,, M,} bulunur.
Genelligi kaybetmeden bir 1<t<n i¢in {M—rad(N,),M —rad(N,),...,M —
rad(Ny)} = {M;} ve {M—rad(Niy1),M —rad(Ngys),...,M —rad(Ny)} = {M,}
varsayalim. K; := N; N N, N ...N N; ve K, :== Ny 1 N Neyop N ..N N, diyelim. O halde
(Lemma 1.2.2, (Ash, 2006)) geregince K; bir M;-asalimsi1 alt modiil ve K, bir M,-
asalimsi alt modiildiir. Sonug olarak Teorem 3.1.18 geregince N, M nin bir 2-yutan

asalimsi alt modiiliidiir. [ ]
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Yardimer Teorem 3.1.21 (Corollary 1.3, (McCasland ve Moore, 1991) M ve M’ iki
R-modiil ve f:M — M' bir R-modiil epimorfizmasi olsun. Bu takdirde, N, M nin

Cek(f) yi igeren bir alt modiilii ise f (M — rad(N)) = M' — rad(f(N)) dir.

Teorem 3.1.22 f: M — M’ bir R-modiil homomorfizmasi olsun. Bu takdirde,

(1) N', M’ niin bir 2-yutan asalims alt modiilii ise f~1(N"), M nin bir 2-yutan asalims1

alt moduludiir.

(2) f bir epimorfizma ve N, M nin Cekf yi igeren bir 2-yutan asalimsi alt modiili ise

f(N), M’ niin bir 2-yutan asalimsi alt moduludiir.

Ispat (1) a,b € R ve m € M icin abm € f~*(N’) olsun. Buradan abf(m) € N’ dir.
Buradan ab € (N":x M") veya af(m) € M' —rad(N") veya bf(m) € M' —rad(N")
elde edilir. Boylece ab € (f"'(N"):x M) veya am € f'(M' —rad(N")) veya bm €
XM’ —rad(N")) olur. f(M'—rad(N)) €M —rad(f*(N")) kapsamasindan

f7*(N") nin M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiilii oldugu goriiliir.

(2) a,b € R, m' € M’ i¢in abm’ € f(N)olsun. f orten oldugundan bir m € M igin
m' = f(m) olup f(abm) € f(N) bulunur. Cekf € N olmasindan abm € N elde
edilir. N, 2-yutan asalimsi oldugundan ab € (N:x M) veya am € M —rad(N) veya
bm € M —rad(N) saglanir. Buradan ab € (f(N):;zM') veya am'e f(M —
rad(N)) = M' —rad(f(N)) veya bm' € f(M —rad(N)) = M' —rad(f(N)) elde
edilir. Sonug olarak f(N), M’ nun bir 2-yutan asalims1 alt modiilii olarak bulunur. [ ]

Teorem 3.1.22 (2) nin dogrudan bir sonucu olarak Sonug 3.1.23 i elde ederiz.

Sonug¢ 3.1.23 M bir R-modiil ve L € N, M nin alt modiilleri olsun. N, M nin bir 2-yutan

asalimsi alt modiilii ise N /L de M /L nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir.
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Teorem 3.1.24 K ve N, M nin alt modiilleri ve K € N € M olsun. K, M nin bir 2-yutan
asalimsi alt modiilii ve N/K, M /K nin bir zayif 2-yutan asalimsi alt modiilii ise N, M

nin bir 2-yutan asalimsi alt modiliidiir.

Ispat a,b € R, m € M i¢in abm € N olsun. abm € K ise am € M —rad(K) € M —
rad(N) veya bm € M —rad(K) € M —rad(N) veya ab € (K:x M) < (N:z M) olur
Ki bu da ispati tamamlar. O halde abm & K varsayalim. Bu durumda 0 # ab(m + K) €
N/K olmasi geregince a(m+K) € M/K —rad(N/K) veya b(m+ K) € M/K —
rad(N/K) veya abe€ (N/K:xM/K) ger¢eklenir. M/K —rad(N/K)= (M —
rad(N)/K) esitligi geregince am € M —rad(N) veya bm € M —rad(N) veya
ab € (N:x M) elde edilir. O halde N, M nin bir 2-yutan asalims: alt modiiliidiir. [ ]

Not 3.1.25 R; ve R, iki degismeli birimli halka ve M; ve M, ise sirasiyla
R, —modiil ve R, —modiil olmak tizere R = Ry X R, olsun. Bu durumda M = M, X M,
bir R-modiildiir ve M nin her alt modiilii, N;, M, in bir alt modiilii ve N,, M, nin alt
modiilii olmak iizere N = N; X N, formundadir. Buna ek olarak, eger M; bir ¢arpimsal
R;-modiil (i = 1,2) ise M bir g¢arpimsal R-modiildiir. Bu durumda M nin her N =
N, X N, alt modiilii igin M — rad(N) = (M1 —rad(N4)) X (M, —rad(N)) olur.

Teorem 3.1.26 R =R; X R, ve M; bir ¢arpimsal R; —modiil, M, bir ¢arpimsal
R, —modiil olmak tizere M = M, X M, olsun. K, ve K,, sirasiyla M, ve M, nin has alt

modiilii olsun. Bu takdirde asagidaki ifadeler gegerlidir.

(1) K, in bir 2-yutan asalims1 alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N = K; X M,

nin M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii olmasidir.

(2) K, nin bir 2-yutan asalimsi alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N = M; X K,

nin M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii olmasidir.

(3) K1, My nin bir asalims1 alt modiili ve K,, M, nin bir asalims1 alt modiili ise

N = K; X K, M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiiliidiir.
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Ispat (1) N = K, X M5, M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiilii olsun. Hipotez geregince
N bir has alt modiil oldugundan K, # M, dir. M' = (M/({0} X M,)) diyelim. Sonug

N
{o}xM,

3.1.23 uyarinca N' = ( ), M' niin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir. Burada

M' = M; ve N' = K, izomorfizmalar1 kolaylikla goriiliir. Su halde K;, M4 nin bir 2-
yutan asalimsi alt modiiliidiir. Tersine, K1, My nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii ise

acikca N = K4 X M5, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiiliidiir.
(2) Ispat (1) ile benzer olarak kolaylikla elde edilir.

(3) K1 ve K, sirasiyla M; ve M, nin asalimsi alt modiilleri olmak tizere N = K; X K,
olsun. Buradan (1), (2) ve Teorem 3.1.18 geregince, (K1 X M) N (M1 X K3) = K4 X
K, = N, M nin bir 2-yutan asalims1 alt modiiliidiir. [ ]

3.2 Baz1 Ozel Carpimsal Modiillerin 2-Yutan Asahmsi Alt modiilleri

Tammm 3.2.1 R halkasinda her P ideali i¢in P € xR kapsamasi her x € R\P i¢gin
saglantyorsa R ye bolim halkast adi verilir. Bu diislinceyi modiillere genellestirecek
olursak, bir R-modiil M nin her N asal alt modiilii icin N € Rm kapsamasi her m €

M\N igin saglaniyorsa M ye boliim modiilii deriz.

Teorem 3.2.2 M bir boliim R-modiilii olsun Bu takdirde M nin her has alt modiilii bir 2-
yutan asalimsi alt modiildiir. Ozel olarak, bir zincir (chained) modiiliin her alt modiilii

bir 2-yutan asalimsi alt modiildiir.

Ispat N, M nin bir has alt modiilii olsun. Bir bdliim modiiliin asal alt modiilleri siral1
oldugundan M —rad(N), M nin bir asal alt modilidir. Boylece Teorem 3.1.7

uyarinca N, M nin bir 2-yutan asalims alt modiilii olarak elde edilir. [ ]

Tamm 3.2.3 M bir R-modil olsun. P, R nin bir maksimal ideali ise
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Tp(M) ={m € M : birp € P i¢in (1 —p)m = 0}

kiimesi ac¢ikga M nin bir alt modiiliidiir. Ayrica M alt modiiliine, sayet bir g € P ve

m € M i¢in (1 — g)M S Rm saglaniyorsa P-devirli denir.

Bu iki kavram arasindaki iligskiyi asagidaki Yardimci Teorem 3.2.4 yardimiyla

gorebiliriz:

Yardimci Teorem 3.2.4 (Theorem 1.2, (El-Bast ve Smith, 1988)) Bir R-modiil M nin
carpimsal modiil olmasi igin gerek ve yeter kosul R nin her maksimal P ideali i¢in M

modiiliiniin P-devirli veya M = Tp (M) olmasidir.

Teorem 3.2.5 I, R nin bir 2-yutan asalims1 ideali ve M sadik ¢arpimsal R-modiilii i¢in
Assg(M //IM) bir tamamen sirali kiime olsun. Bu takdirde a,b € Rvem € M igin

abm € IM iken am € VIM veya bm € \/IM veya ab € I saglanir.

ispata,b € R, m € M i¢in abm € IM olsun. (VIM:z am) = R veya (VIM:g bm) = R
ise ispat tamamlanir. Su halde (\/TM:R am) ve (\/TM:R bm) nin R nin has idealleri
oldugunu varsayalim. Assg(M/vIM) bir tamamen sirali kiime oldugundan
(VIM:g am) U (VIM:g bm), R nin bir idealidir. Buradan (VIM:z am) U (VIM:g bm)
C W olacak sekilde R nin bir maksimal W ideali vardir. Boylece am & Ty, (M) :=
fm'eM:(1 —x)m' =0,x € w} bulunur. Cinkii am € Ty,(M) olmasi bir x € W
icin (1 —x)am = 0 olmasini gerektirir. Bu ise (1—x)am €I, yani 1—x €
(VIM ;g am) € W celiskisini dogurur. Yardime1 Teorem 3.2.4.geregince (1 — x)M S
Rm’ olacak sekilde bir x € W ve m' € M vardir. Buradan bir r € R i¢gin (1 —x)m =
rm’ elde edilir. Ayrica, abm € IM oldugundan bir s € I i¢in (1 — x)abm = sm’ olur.
Su halde (abr —s)m' =0 ve boylelikle (1 —x)(abr —s)M S (abr —s)Rm' = 0
bulunur. M bir sadik modiil oldugundan (1 — x)(abr —s) =0 dir. Yani (1 — x)abr =
(1—x)s €1 olur. I bir 2-yutan asalims: ideal oldugundan (1 —x)ar € VI veya

(1 — x)b € VI veya abr € I sonucuna varilir.
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I. Durum: Eger (1 — x)ar € I ise Teorem 2.1.4 geregince VI, R nin bir 2-yutan ideali
oldugundan, (1 — x)a € VI veya (1 — x)r € VI veya ar € VI saglanir (1 — x)a € VI
durumunda (1 —x)am € VIM olup, buradan 1—x € (VIM:pam) € W geliskisine
varilir. Eger (1 —x)r € VI ise (1 —x)?>m = (1—x)rm’ €VIM olup, (1-x)?€
(\/TM ‘R m) c (\/TM ‘R am) C W kapsamasi ile yine bir celiski elde edilir. Boylece
(1-x)a ¢+VIve(1—x)re-+Idr.

I1. Durum: ilk duruma benzer sekilde (1 — x)b & VT oldugu goriiliir.

I11. Durum: arb € I ise ar € VI veya br € VI veya ab € I olur. ar € /I varsayalim.
Bu durum (1—x)am = arm’ € VIM olmasim1  gerektirir. Buradan (1 —x) €
(\/7 M:y am) C W olarak celiskiye varilir. Boylece ar ¢ VI ve benzer sekilde br ¢ I

sonucuna varilir. Sonug olarak ab € I elde edilir. [ ]

Tamm 3.2.6 R, bir K tam boliim halkas1 (total quotient halkasi) ile birlikte bir halka
olsun. R nin bir sifirdan farkl I idealine, I"* = {x € K | xI € R} olmak iizere II'* = R
Ozdesligini sagladig: takdirde tersinir denir. Tersinir alt modiil kavrami ise (Naoum ve
Al-Alwan, 1996) da tanimlanan tersinir ideallerin genellestirmesi olarak tanimlanmistir.
M bir R-modiil ve S = R \{0} olsun. Bu takdirde T = {t € S | tm = 0 olacak sekilde
bir m € M vardir}, R nin bir ¢arpimsal kapali alt kiimesi olur. N, M nin bir alt modiili
ve N' = {x € Ry | xN € M} dir. Bir N alt modiilii igin N'N = M saglaniyorsa, N ye M

iginde tersinir alt modiil denir.

Bir sifirdan farklt R-modiill M nin sifirdan farkli her alt modiilii tersinir ise M ye

Dedekind modiil ad1 verilir.

Not 3.2.7 R bir tamlik bdlgesi ise, sonlu iiretilmis serbest torsion ¢arpimsal R-modiil M
nin bir Dedekind modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R nin bir Dedekind bolgesi

olmasidir. (Khoramdel ve Hesari, 2011). Dahasi, sonlu iiretilmis serbest burulmali
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Dedekind ¢arpimsal R-modiil M nin her asal alt modiilii maksimaldir. O halde asagidaki

sonucu yazabiliriz:

Teorem 3.2.8 R bir Noetherian bolge, M bir serbest burulmali ¢arpimsal R-modiil

olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar denktir:

(1) M bir Dedekind modiildiir.

(2) N nin M nin bir sifirdan farkli 2-yutan asalimsi alt modiilii olmasi igin gerek ve yeter
kosul bir maksimal alt modiil m ve bir pozitif tamsay1 n igin N = m" veya iki maksimal

alt modiil m; ve m, ve iki pozitif tamsay1 n, k i¢in N = m,"m,¥ tipinde olmasidir.

(3) N, M nin bir sifirdan farkli 2-yutan asalimsi alt modiilii ise bir asal alt modiil P ve bir
pozitif tamsay1 n i¢in N = P" veya iki asal alt modiil P, ve P, ve iki pozitif tamsay1

n, k icin N = P,"P,* tipinde olmasidir.

Ispat Bir Noetherian halka iizerindeki her carpimsal modiil bir Noetherian modiil

oldugundan, M Noetherian ve dolayisiyla sonlu iiretilmistir.

(1)=(2) N, M nin bir 2-yutan asalimsi alt modiilii olsun. Su halde N = IM olacak
sekilde bir R nin I ideali mevcuttur. Buradan Teorem 3.1.6 geregince (N:x M) =1, R
nin bir 2-yutan asalimsi idealidir. R bir Dedekind bolgesi oldugundan (Teorem 2.11
(Badawi, 2007)) geregince m,, m, ve iki pozitif n,k tamsayis1 i¢in I = m;"m,*
tipindedir. Buradan N = m"M = (mM)" veya N = (m;M)"(m,M)* olur ki, bu da

istenilendir.
(2)=(3) Asikardir.

(3)=(1) R nin bir Dedekind bdolgesi oldugunu gostermek igin bir m maksimal idealini
alalm. m? c I € m olmak iizere R nin bir I idealinin bulundugunu varsayalim.
Buradan I = m ve dolayisiyla M bir sadik carpimsal R-modiil oldugundan M —
rad(IM) = mM dir. Bu takdirde Teorem 3.1.7 den IM, M nin bir 2-yutan asalimsi alt

modiilidiir. Varsayimimizdan M nin bir P asal alt modiilii ve bir n pozitif tamsayisi i¢in
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IM = P" veya iki asal alt modiil P; ve P, ve iki pozitif tamsay1 n,ki¢in N = IM =
P,"P,* dir. M kisaltmali oldugundan, bir asal ideal P ve bir pozitif tamsay1 n igin
I = P" veya iki asal ideal P, ve P, ve iki pozitif tamsay1 n, k icin I = P,"P,* dir. Her
iki durumda da celiski elde edilir. O halde m* ve m arasinda boyle bir I ideali

bulunamaz. Sonug olarak R bir Dedekind bolgesidir. [ ]
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BOLUM 4 - CARPIMSAL LATISLERDE 2-YUTAN VE ZAYIF 2-YUTAN
ELEMANLAR

Bu boliim boyunca L ile bir C-latisi gosterecegiz. 2-yutan ve zayif 2-yutan ideallerin
carpimsal latislere genellestirmesi veya carpimsal latislerdeki asal ve zayif asal
elemanlarin bir genellestirmesi goziiyle bakabilece§imiz 2-yutan ve zayif 2-yutan

eleman kavramlarini asagidaki gibi tanimlayacagiz.

4.1 Carpimsal Latislerde 2-Yutan ve Zayif 2-Yutan Elemanlarin Temel Ozellikleri
Tamim 4.1.1 g, L latisinde bir has eleman olsun.

(1) abc < q esitsizligini saglayan her a,b,c € L igin ab < q veyabc < qveya ac < q

olmas1 gerekiyor ise g elemanina 2-yutan eleman,

(2) 0 # abc < q esitsizligini saglayan her a,b,c € L igin ab < q veya bc < q veya

ac < q olmasi gerekiyor ise g elemanina zayif 2-yutan eleman diyecegiz.

L latisini 6zel olarak, herhangi degismeli birimli R halkasi i¢in L(R) idealler latisi
olarak alalim. Bu durumda L(R) latisinin elemanlarinin, R halkasinin birer ideali oldugu
g6z Oniine alinirsa asagidaki teorem geregince, bir I € L(R) elemaninin L(R) latisinde
bir 2-yutan eleman olmasi1 durumu, R nin bir I idealinin, R nin 2-yutan ideali olmasina
denktir.

Teorem 4.1.2 (Theorem 2.13, (Badawi, 2007)) I, R halkasinin bir has ideali olsun. Bu
takdirde asagidaki ifadeler denktir:

(1) a,b,c € Riginabc € I ise ab € I veya bc € I veya ac € I dur.

(2) R nin A, B, C idealleri igin ABC S I ise AB € I veya BC < I veya AC < I dr.
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O halde Tanim 1.1.4 ve Tanim 1.1.6 da verilen 2-yutan ideal (Badawi, 2007) ve zay1f 2-
yutan ideal (Badawi ve Darani, 2011) tanimlari, L latis olarak L(R) idealler latisi
alindiginda olusan Tanim 4.1.1 in 6zel bir hali olarak diisiiniilebilir. O halde (Badawi,
2007) ve (Badawi ve Darani, 2011) deki tiim sonuclar, L = L(R) latisi olarak

alindiginda, bu boliimde yer alan teoremlerin 6zel bir hali olarak elde edilir.

Her 2-yutan elemani, Tanim 4.1.1 geregince acgikca bir zayif 2-yutan elemandir. Fakat
bir zayif 2-yutan elemanin 2-yutan olmasi gerekmez. Gergekten, asagidaki ornekler bu

durumu gosterir.

Ornek 4.1.3 Bir L latisinde sifir eleman her zaman zayif 2-yutan elemandir. Fakat genel
olarak bir 2-yutan eleman degildir. Omegin I = {0}, L(Zg) latisinde bir zayif 2-yutan
elemandir. Oysa (2) - (2)-(2) €1 iken (2) - (2) € I oldugundan I, L(Zg) de bir 2-

yutan eleman degildir.

L(R) latisinde 2-yutan olmayan sifirdan farkli bir zayif 2-yutan eleman ideal 6rnegi

asagidaki gibidir:

Ornek 4.1.4 (Example 2.1, (Badawi ve Darani, 2011)) M = {0,4} alalm. Bu
takdirde M, acik¢a Zg in bir idealidir. R = Zgx M ve I = {(0,0),(0,4)} olsun.
a,b,c € R\I elemanlar1 i¢in abc # (0,4) oldugundan abc € I saglanabilmesi i¢in gerek
ve yeter kosul abc = (0,0) oldugu goriilir. Buradan I, R nin bir zayif 2-yutan idealidir.
Ote yandan (2,0) - (2,0) - (2,0) = (0,0) € I iken (2,0) - (2,0) = (4,0) € I oldugundan
I bir 2-yutan ideal degildir.

2-yutan olmayan bir zayif 2-yutan idealine sonlu olmayan 6rnek igin Ornek 4.1.5

verilebilir.
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Ornek 4.1.5 (Example 2.1, (Badawi ve Darani, 2011)) M = {0,4} ve K = M[X]
olsun. Bu durumda K, Zg[X] in sonlu olmayan bir idealidir. R = Zg X K vel = {0} X
K olsun. Su halde I, R nin bir sonlu olmayan bir idealidir. Yine a, b, c € R\I elemanlari
icin abc € I saglanabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul abc = (0,0) oldugu goriiliir.

Buradan I, R nin bir zayif 2-yutan idealidir.

Asagidaki teoremden goriilebilecegi gibi, bir C-latiste bir elemanin (zayif) 2-yutan
eleman olmast i¢in tanimdaki sartin sadece kompakt elemanlar tarafindan
gerceklenmesi yeterlidir. L, ile L latisindeki kompakt elemanlarin kiimesini

gosterecegiz.

Teorem 4.1.6 g, L nin bir has elemani1 olsun. Bu takdirde

(1) g elemanmin zayif 2-yutan eleman olmasi icin gerek ve yeter kosul 0 # abc < q
esitsizligini saglayan her a,b,c €L, icin ab<q veya bc<q veya ac <q

saglanmasidir.

(2) g elemaninin 2-yutan eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul abc < q esitsizligini

saglayan her a, b, c € L, i¢in ab < g veya bc < q veya ac < q saglanmasidir.

Ispat (1) 0 # abc < q saglayan her a, b, c € L, igin ab < q veya bc < q veyaac < q
olsun. g nun bir zayif 2-yutan eleman oldugunu gosterecegiz. a, b, c € L i¢in 0 # abc <
q, ab £ q ve bc £ q varsayalim. 0 # abc oldugundan 0 # a’'b’c’ < q olacak sekilde
a'<a, b'<b ve ¢’ <c kompakt elemanlari vardir. Ayrica ab £q ve bc £q
oldugundan a,b, £ q ve b,c; £ q esitsizliklerini ger¢ekleyen ay < a, by < b, b, < b
ve ¢; <c kompakt elemanlar1 vardir. Simdi b; = by Vb,Vbh', a,=a,Va ve
¢, = ¢, Vc' diyelim. ac < q oldugunu gosterelim: a, < a ve ¢, < c¢ olacak sekilde
Ag,Cq €L, segelim. Buradan 0 # (a, Va,)bs(c;Vey,) <q ve (azVa,)bs £
q,b3(c2Vc,) £ q olur. O halde hipotez geregince (a,V a,)(c2V c,) < q bulunur,
Dolayisiyla a,c, < q dur. Boylece ac < q elde edilir. O halde q, L nin zayif 2-yutan

elemanidir. Ifadenin tersi agiktir.
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(2) ispat, (1) ile benzer sekilde elde edilir. [ ]

Onerme 4.1.7
(1) p1 ve p,, L latisinde iki zayif asal eleman ise p; A p, bir zayif 2-yutan elemandir.
(2) py ve p,, L latisinde iki asal eleman ise p1 A p, bir 2-yutan elemandir.

(3) g, L latisinde bir 2-yutan eleman ise her a < q igin q, L/a latisinde bir zayif 2-yutan

elemandir.

Ispat (1) p; ve p, iki zayif asal eleman ve 0 # abc < p; Ap, olsun. O halde 0 #
abc < p; ve 0 # abc < p, olmas1 geregince a < p, veya b <p,; veya c < p; Ve
a <p, veya b < p, veya c < p, saglanir. Genelligi kaybetmeden a < p, ve b < p,
saglandigini varsayalim. Su halde ab < p; A p, dir. Boylece p; A p, bir zayif 2-yutan

elemandir.
(2) ispat (1) ile benzer olarak kolayca elde edilebilir.

(3) x, ¥, Z€ L/a igin a # xyz < q olsun. Bu takdirde (xVa)(yVva)(zVa)<q
olmasindan xyz V a < q olup, xyz < q elde edilir. g bir 2-yutan eleman oldugundan
xy <q veya yz < q veya xz < q bulunur. Boylece a < q oldugundan xyVa =
(xva)(yva)=xy<q veya yzVa=((yVvVa)(zvVa)=yz<q veya xzVa=

(xVa)(zVa) =xz < q ile istenilen gosterilmis olur. [ ]

Hatirlanacak olursa, L bir C-latis ise Onerme 1.3.4.7 geregince va =V {x € L* | bir
neZ* ig¢in,x" < a} idi. Bir 2-yutan elemanin radikali igin asagidaki Ozellikler

gecerlidir:

Teorem 4.1.8 g, L nin bir 2-yutan elemani olsun.

(1) x < \/q ise x* < q dir.
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(2) x,y < \/E ise xy < q dir.

(3) (V7)< qdir.

(4) /g, L nin 2-yutan elemanidir.

Ispat (1) a < \/E bir kompakt eleman olsun. O halde a" < q yi ger¢ekleyen bir n
pozitif tam sayis1 vardir. Burada g bir 2-yutan eleman oldugundan a® < q elde edilir.
x < ,/q olacak sekilde herhangi bir x € L alalim. a < x ve b < x olacak sekilde
a,b €L, alalim. a < \/— , b < \/E ve a, b kompakt elemanlar oldugundan a? < q,

b? < q olur. Boylelikle a(a Vv b)b < q saglanir. ¢ nun 2-yutan eleman oldugundan
a(avb) <q veya (aVb)b <q veya ab < q saglanir. Yani her durumda ab < q

bulunur. x* =v{ab | a,b € L,, a < x,b < x} oldugundan x* < q elde edilir.

(2) x,y < \/5 olsun. (1) geregince x* < q ve y* < q dur. Dolayisiyla x(x Vy)y < g
elde edilir. g, L nin bir 2-yutan elemani oldugundan x(xVy) < q veya (x Vy)y <q

veya xy < q olup, sonug olarak her durumda xy < g bulunur.

3) (Jgo)?=v{ab|abeL, a<,/q b<.q}olmasindan istenilen sonug, (2) den

elde edilir.

(4) abc < .[q olacak sekilde a,b,c € L, alalm. (1) geregince (abc)? = a?b?c? < q
bulunur. g bir 2-yutan eleman oldugundan a?b? < q veya a?c? < q veya b%c? < q
saglanir. Genelligi kaybetmeden a?b® < q varsayalm. Bu durumda (ab)? < gq,

oldugundan ab < \/E olur. O halde \/E, L nin bir 2-yutan elemanidir. [ |

Tamim 4.1.9 g, L nin bir zayif 2-yutan eleman1 ve a, b, c € L olsun. Sayet abc = 0
olacak ab % q, bc £ q ve ac £ q ise (a, b, ¢) ye q nun tglii sifirt diyecegiz.

Not 4.1.10 g, L nin zayif 2-yutan elemani ancak 2-yutan eleman1 degil ise g nun bir

ticlii sifir1 vardir.
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Yardimcr Teorem 4.1.11 q, L nin bir zayif 2-yutan eleman ve (a, b, c), q nun tgli

stfir1 olsun. Bu takdirde asagidaki 6zdeslikler gecerlidir:
(1) abq = bcq = acq = 0 dur.
(2) ag® = bg®* = cq* = 0 dur.

Ispat (1) x < g olacak sekilde L nin bir x kompakt elemanim alalm. abx # 0
varsayalim. Buradan 0 # ab(c V x) < q olur. g bir zayif 2-yutan eleman ve ab < q
oldugundan a(c Vv x) < q veya b(cV x) < q bulunur. Boylece ac < q veya bc < q
elde edilir ki bu durum (a, b, ¢) nin igli sifir olusu ile gelisir. O halde her kompakt
eleman x < q igin abx = 0 ve dolayisiyla abq = 0 elde edilir. Benzer sekilde bcq =

acq = 0 6zdesligi kolaylikla gosterilebilir.

(2) ag® # 0 varsayalim. O halde (a, b, c), q nun iiglii sifin oldugundan abc = 0 dr.
Ayrica (1) geregince abq = bcq = acq = 0 oldugundan 0 # a(bV q)(c V q) = aq® <
q dur. g € L bir zayif 2-yutan eleman oldugundan a(bV q) < q veya a(cVvq) <q
veya (bV q)(cVq) < qelde edilir. Boylece ab<q veya ac<q veya bc <
q celiskisine varilir. Su halde ag? = 0 dir. Benzer bicimde bg* = cq* = 0 esitligini
gostermek kolaydir. [ ]

Bir zayif 2-yutan elemanin, 2-yutan eleman olmasi igin yeter kosul asagidaki teorem ile

verilmistir.

Teorem 4.1.12 g, L nin bir zayif 2-yutan eleman: olsun. g bir 2-yutan eleman degil ise
q® = 0 du.

Ispat g € L, 2-yutan olmayan bir zayif 2-yutan eleman olsun. O halde Not 4.1.10
geregince baz1 a, b, ¢ € L i¢in g nun bir ii¢lii sifin (a, b, ¢) bulunur. g3 # 0 varsayalim.
Yardimer  Teorem 4.1.11 geregince abq = bcq = acq = aq* =bg* =cq* =0
saglandigindan, 0 # (aV q)(bV q)(c V q) = q° < q olur. g bir zayif 2-yutan eleman
oldugundan bu da (av q)(bVvq) <qveya(avVq)(cvg)<qveya(bVvq)(cVvqg) <
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q saglanmasini1 gerektirir. Dolayisiyla ab < q veya ac < q veya bc < q olur. Oysa bu

durum (a, b, ¢) nin g nun iiglii sifir olusu ile gelisir. Sonug olarak g* = 0 elde edilir. [ ]

Sonu¢ 4.1.13 g, L latisinde zayif 2-yutan eleman olsun. q £ 0 ise g bir 2-yutan

elemandir.

Onerme 4.1.14 L bir indirgenmis latis ve ¢ # 0, L nin bir zayif 2-yutan elemani olmas1

icin gerek ve yeter kosul g nun bir 2-yutan eleman olmasidir.

Ispat g # 0, L nin bir zayif 2-yutan elemani olsun. g nun 2-yutan olmadigini
varsayalim. Su halde Sonug 4.1.13 geregince q < +/0 dir. L indirgenmis oldugundan
v/0 = 0, yani g = 0 celiskisine varilir. Tersi asikardur. []

L(R) idealler latisinde I3 = 0 1 saglayan her elemanin bir zayif 2-yutan eleman olmasi

gerekmez. Bunu asagidaki 6rnek yardimiyla gorebiliriz.

Ornek 4.1.15 (Example 2.6, Badawi ve Darani, 2011) R = Z,4 olmak iizere L(R)
idealler latisini diisiinelim. I = {0,8} elemanin1 g6z 6niine alalim. Bu durumda I3 = 0
ancak, 2-2-2=81iken 2-2 =4 ¢ [ dir. Yani I, L(R) nin bir zayif 2-yutan eleman1
degildir.

Teorem 4.1.16 q, L nin 2-yutan olmayan bir zayif 2-yutan eleman: olsun. Bu takdirde

asagidakiler gecgerlidir:

(1) x bir nilpotent eleman ise x* < q veya x*q = xq* = 0 dur.

(2) ¢*(v0)" = 0 dir.
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Ispat (1) x bir nilpotent eleman olsun. Once x?q # 0 varsayalim. x? < q oldugunu
gosterelim: x" = 0 esitligini saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 n olsun. Burada x*q # 0
varsayimimiz geregince n = 3 ve x°x’ # 0 esitsizligini saglayan bir x’ < g kompakt
eleman1 vardir. Su halde 0 # x*x" < x*(x’ vV x"%) < q olup, g nun bir zayif 2-yutan
eleman olmas1 geregince x* < g veya (xx' vV x*™1) < q elde edilir. x* < q gosterilmek
istenendir. O halde (xx’ v x™1) < g varsayalim. Buradan 0 # x"™* < g ve q bir zayif

2-yutan eleman oldugundan x* < g sonucuna varilir.

Simdi bir nilpotent x elemani i¢in x* £ g varsayalm. O zaman x?q = 0 dir. xq*> = 0
oldugunu gosterelim: Aksine xq* # 0 varsayalm. x™ = 0 esitligini saglayan en kiigiik
pozitif tam sayr m olsun. x®> £ q olmas1 geregince m =3 dir. Boylece 0 #
x(xVvq)(x™?2vq) =xq* <q saglamr. g bir zayif 2-yutan eleman oldugundan
x(xVvq)<q veya x(x™2vq)<q veya (xVq)(x™2vq)<q dir. Dolayisiyla
x> < q veya 0 # x™ 1 < q saglanir. Her iki durumda da x* < q celiskisine varilir.

Sonug olarak xq? = 0 elde edilir.

(2) a,b <0 olacak sekilde a,b € L, alalim. Eger a? < q veya b*> £ q ise (1)
geregince abq® = 0 elde edilir ki bu istenilendir. a®> < q ve b* < q varsayalim. Bu
takdirde ab(aV b) < q olur. Sayet (a,b,aV b) bir gnun Ugli sifir1 ise Yardimci

Teorem 4.1.11 geregince abg = 0 ve dolayisiyla abg® = 0 bulunur.
Simdi (a, b, a V b) nin g nun tglii sifir1 olmadigini varsayalim.

I. Durum: ab(a Vv b) =0 olsun. (a,b,aV b) igli sifir olmadigindan ab < q veya
a(aVb) < qveyab(aVb) < q gerceklenir. Her durumda ab < g bulunur. Boylelikle
Teorem 4.1.12 den abg? < q® = 0 dur.

Il. Durum: ab(aV b) # 0 varsayalim. 0 # ab(aV b) < q ve q bir zayif 2-yutan
eleman oldugundan a(a Vv b) < q veya b(aV b) < q veya ab < q bulunur. O halde

tiim durumlarda ab < q olur. Teorem 4.1.12 den ise abg® < q® = 0 sonucuna varilir.

Béylece her a,b <+/0 kompakt elemanlari i¢in abg? = 0 olur. Sonu¢ olarak,
q*(v/0)% = 0 elde edilir. []
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Theorem 4.1.17 p, q ve r, L nin 2-yutan olmayan zayif 2-yutan elemanlart olsun. Su

halde p%qr = pq*r = pqr? = p?q® = p*r* = ¢*r* = 0 dur.

Ispat p, g ve r, L nin 2-yutan olmayan zayif 2-yutan elemanlari olsun. O halde Teorem
4.1.12 den p,q,r €0 dir. Dolayisiyla Teorem 4.1.16 geregince p?qr = pq?r =
pqr® = p*q® = p®r? = ¢*r?* = O istenilen elde edilir. []

Teorem 4.1.18 g, L nin bir 2-yutan eleman1 ve p, p’, Lnin iki asal eleman1 olmak tizere

\/E = p A p' olsun. Bu takdirde her x < p Vv p' i¢in asagidakiler gergeklenir:

(1) (g:x), L nin bir 2-yutan elemanidir.

(2) J(q:x) =p Ap'dir.

Ispat (1) x £ pvp' olsun. abc < (q:x) olmak iizere a,b,c € L alalm. Buradan
a(bc)x < q ve dolayisiyla ax < q veya bcx < q veya abc < q bulunur. ax < q veya
bcx < q ise ispat tamamlanir. O halde abc < q varsayalim. Buradan ab < q veya
ac < q veya bc < q dir. Boylece ab < (q:x) veya ac < (q: x) veya bcx < (q:x) olup

(q: x) nin L de bir 2-yutan eleman oldugu gosterilmis olur.

(2 pAp =g <(q:x) <pAp oldugundan \/(q:x) = p A p' sonucuna varilr. []

Teorem 4.1.19 g, L nin p-asalimsi eleman: olsun. Bu takdirde g nun 2-yutan eleman
olmasi icin gerek ve yeter kosul p* < q olmasidir. Ozel olarak L nin her maksimal

m elemani i¢in m?, L nin bir 2-yutan elemanidur.

ispat g, L nin bir 2-yutan eleman: olsun. Bu takdirde Teorem 4.1.8 den p? < g dur.
Tersine, p>*<q ve xyz < q oldugunu varsayalim. Sayet x < q veya yz < q ise
istenilen elde edilir. O halde x % g ve yz £ q varsayalim. g, L nin p-asalimsi elemani
oldugundan, yz < p ve x < p bulunur. Dolayisi ile x,y < p veya x,z < p olup, p* < q

olmasi geregince xy < q veyaxz < q dir. Yani g bir 2-yutan elemandir. Ozel olarak m
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maksimal eleman ise m bir m-asalims: eleman ve acgikca m? < m? oldugundan m? bir

2-yutan elemandir. [ |

Yardimcar Teorem 4.1.20 (Alarcon ve ark., 1995) a € L ve p € L asal elemani i¢in
a < p olsun. Bu takdirde x < p yi saglayan her x € L kompakt elemani i¢in x"y < a

olacak sekilde bir y £ p kompakt eleman1 ve n pozitif tamsayisi mevcuttur.

Yardimci Teorem 4.1.21 g, L nin bir 2-yutan eleman1 ve p4, p, ise q lizerinde iki farkli
minimal asal eleman olsun. x;,x, € L, i¢in x4 < p1, X1 £ P2, X2 < P2, X2 £ py iSe

X1X, < q dir.

ispat X1, X2 € L, igin x1 < p1, X1 £ P2, X2 < P2, X2 £ py olsun. Yardimer Teorem
4.1.20 geregince cx1" < q Vve cix;™ < q olacak sekilde c¢y,c; € L,, c; £p1 Ve
c1 £ p, ve n,m pozitif tam sayilar1 vardir. g bir 2-yutan eleman oldugundan, c,x; < q
veya x,* < q elde edilir. x,* < g < p, durumunda x; < p, celiskisine varilir. Bdylece

c2x1 < q dir. Benzer yaklasim ile ¢1x; < q oldugu gosterilebilir.

Diger taraftan, (c1V c2)x1x2 < q oldugu agiktir. Ayrica ¢,V ¢z £ p1 Ve ¢,V ¢z £ b2
oldugundan (c1V c3)x1 £ p2 ve (c1V c2)xz £ pg olur. Buradan (c1Vcy)xy £q ve

(c1V c2)x, £ q gergeklenir. g, L nin 2-yutan eleman1 oldugundan x,x, < q elde edilir.

[]

Teorem 4.1.22
(1) q bir 2-yutan eleman ise g iizerinde en ¢ok iki minimal asal eleman vardir.

(2) Her elemani zayif 2-yutan eleman olan bir latisin en ¢ok {i¢c maksimal eleman

vardir.
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Ispat (1) A= {p;: p;, q iizerinde minimal asal eleman} kiimesinin en az ii¢ elemana
sahip oldugunu varsayalim. p;, p, € A iki farkli asal eleman olsun. Su halde x; < p;,
X1 ¥ p2 Ve x; <P, X % pp olacak sekilde x4,x, € L, vardir. Yardimer Teorem
4.1.21 den, x1x; < q bulunur. Simdi p; ve p, den farkli bir p; € A bulundugunu
varsayalim. Buradan i # j, i,j =1,2,3 i¢in y; <p; Ve y; £ p; olacak sekilde bir
¥; € L, vardir. Yardimcir Teorem 4.1.21 den y,y, < q < ps ¢eliskisine varilir. Boylece

A en ¢ok iki elemana sahiptir.

(2) mqy,my, mz ve my, L nin farkli maksimal elemanlar1 olsun. a = m; Am; Ams;
diyelim. L de a nin ikiden fazla minimal asal eleman1 oldugundan (1) geregince, a, L
nin bir 2-yutan elemani degildir. a, 2-yutan olmayan bir zayif 2-yutan eleman
oldugundan Teorem 4.1.12 uyarinca, a® = 0 bulunur. Buradan a® = m;>m;3ms3® =
0 < my olur. Buradan m; < m, veya m, < m, veya ms; < m, geliskisine varilir. Sonug

olarak L nin en ¢ok ii¢ maksimal eleman: vardir. [ |

Teorem 4.1.23 g, L nin bir 2-yutan elemani olsun. Bu takdirde asagidaki iki durumdan

biri gergeklenir:
(1) /g = p, L nin bir asal eleman1 ve p < q dur.

(2) \/_ = p1 A P2 V€ p1, P2, q nun farkli minimal asal elemanlar1 olmak tizere p1p, <

q dur.

Ispat g, L nin bir 2-yutan eleman1 olsun. Bu halde, Teorem 4.1.22 den ,/q = p, L nin
bir asal elemanidir veya p, ile p,, q tizerinde farkli minimal asal elemanlar olmak {izere
q = p1 A p2 bigimindedir. Eger /q = p asal ise Teorem 4.1.8 geregince p* < q olur.
Yani (1) gerceklenir. Simdi p; Ve p,, g nun farkli iki minimal asal elemani olmak {izere
q = p1 A\ p, varsayalim. p;p, < q oldugunu gosterecegiz. p1p, =V {xy | x,y € L, ve

x < p1, ¥ < p2} olup, burada ii¢c durum vardir:
I.Durumx,y < pi Apx = ﬁ ise Teorem 4.1.8 den xy < q dir.
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Il. Durum x < p;, x £ p, Ve y < p,, y % p;1 olacak sekilde x,y € L, olsun. O halde

Yardimer Teorem 4.1.21 den xy < q olur.

1. Durum x <./q, y <p, ve y % p; olacak sekilde x,y € L, olsun. y; < p; ve
y1 £ p2 olmak tlizere y; € L, alalim. Su halde Yardimci Teorem 4.1.21 den, y,;y < q
dir. Burada xVy; <p;: ve xVy;<£p, olacagindan Yardimci Teorem 4.1.21

geregince, (x V y;)y < q Ve dolayisiyla xy < g bulunur.

IV. Durum y < \/E, x < p1Ve x £ p, ise olacak sekilde x,y € L, olsun. x; < p; ve
X1 £ p, olmak tizere x; € L, alalm. Yardimct Teorem 4.1.21 den, x;x < q dir.
Burada y vV x; < p; ve yVx; £ p,, olacagindan Yardimci Teorem 4.1.21 geregince,

(y V x1)x < q ve dolayistyla xy < g bulunur.

Sonug olarak p1p, < q olup (2) nin saglandigi gosterilmis olur. [ ]

Teorem 4.1.24 g, L nin 2-yutan eleman: ve \/q = p asal eleman ve g # p olsun. Bu

takdirde asagidaki durumlar saglanir:
(1) Her x < p ve x £ q i¢in (q: x), L nin bir asal eleman1 ve p < (q: x) dir.
(2)Herx,y <pvex,y £ qi¢in (q:x) < (q:y) veya (q:y) < (q: x) dir.

Ispat (1) x < p ve x £ q olsun. Teorem 4.1.8 geregince p? < q oldugundan, p < (q:x)
bulunur. p = (q: x) ise ispat tamamlanir. p < (g:x) varsayalim. y,z € L, yz < (q: x)
esitsizligini saglayan iki eleman alalim. Bu iki eleman i¢in asagidaki durumlar sz

konusudur:
I. Durum: y < p veya z < p olsun. Su halde y < (q: x) veya z < (q: x) olur.

Il. Durum: y £ p ve z % p varsayalim. Boylece yz £ p = ﬁ olmasindan yz £ q
bulunur. O halde xyz < q ve q bir 2-yutan eleman eleman oldugundan xy < q veya
xz < q saglanir. Su halde y < (q: x) veya z < (q: x) elde edilir.

Sonug olarak (g: x), L nin bir asal elemanidir.
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(2) x,y<p ve x,y £q olsun. z < (q:x) ve z < (q:y) olacak sekilde bir z € L,
secelim. (1) den p < (q:y) olup, buradan z £ p dir. (q:y) < (q:x) oldugunu
gosterecegiz. w < (q:y) olacak sekilde herhangi bir w € L, alalim. Eger w < p ise
p < (gq:x) oldugundan w < (q:x) bulunur. O halde w % p varsayalim. Burada
z(xVyw <gq, zw £ q ve zy £ q oldugundan (x V y)w < q dir. Boylece wx < q,
yani w < (q: x) oldugu ispatlanmis olur. [ |

Teorem 4.1.25 g, L nin bir 2-yutan elemani ve p; ile p,, L de g nun iki farkli minimal

asal eleman1 olmak iizere q # /q = p1 A p2 olsun. Bu takdirde

(1) Her x < \/E, X ¥ q igin (q:x) asal elemandir ve p1 < (q:x) ve p2 < (q:x)

saglanir.
(2) Her x,y < \/E, x,y £ qicin (q:y) < (q:x) veya (q: x) < (q:y) dir.

ispat (1) x < \/q ve x % g olsun. O halde Teorem 4.1.23 (2) geregince p1p, < q dir.
Buradan xp; < q ve xp, < q bulunur. Béylece p1 < (q: x) ve p, < (q:x) olur. Simdi
(q:x) in asal eleman oldugunu gosterelim. y,z € L i¢in yz < (q:x) olsun. Buradan
xyz < q olur. g, bir 2-yutan eleman oldugundan xy < q veya xz < q veya yz < q elde

edilir.

I. Durum: y < p; veyay < ppveya z < p; veya z < p, saglansin. O halde y < (g: x)

veya z < (q: x) olacagindan (q: x) in asal oldugu gosterilmis olur.

Il. Durum: y,z £ p; ve y,z % p, kabul edelim. Boylece yz % g dir. Sonu¢ olarak
xy < q veya xz < q ve dolayisiyla y < (q:x) veya z < (q: x) elde edilir. Yani (q: x)

bir asal elemandir.
(2) ispat, Teorem 4.1.24 (2) nin ispat1 ile tamamen benzerdir. [ ]

Asagidaki iki teorem ile L nin radikal olmayan 2-yutan elemanlarini karakterize

edecegiz.
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Teorem 4.1.26 g, L nin bir has elemani ve g # ,/q olmak iizere \/q bir asal eleman
olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:

(1) g, L nin bir 2-yutan elemanidir.
(2) Her x < \/E, x % q i¢in (g: x), L nin bir asal elemanidir.

ispat (1)=(2) q, L nin bir 2-yutan elemant olsun. x < ./q, x % q icin Teorem 4.1.25

geregince (q: x) bir asal elemandir.

(2)=(1) x,y,z € L igin xyz < q olsun. \/_, L nin bir asal eleman1 oldugundan, x < \/E

veya y < \/5 veya z < \/E gerceklenir. Genelligi bozmadan x < \/E varsayalim. Eger
x < q ise g nun 2-yutan eleman olarak elde edilir. x £ g varsayalim. Su halde (2) den,
(q: x) asal elemandir. Boylece yz < (q:x) den y < (q:x) veya z < (q:x) bulunur,

buradan da xy < q veya xz < q elde edilir. Sonug olarak q bir 2-yutan elemandir. [ ]

Teorem 4.1.27 q € L ve q luzerinde tam olarak iki farkli p; ve p, minimal asal

elemanlari olmak {izere q # \/_ = p1 A p; olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(1) g, L nin bir 2-yutan elemanidur.
(2) Herx < \/E, X % q i¢in p1p, < q dir ve (q: x), L nin asal elemanidir.

(3) (g: x) bir has eleman olmak iizere x < p; veya x < p, saglaniyor ise (q: x), L nin

asal elemanidir.

Ispat (1)=(2) Teorem 4.1.23 ve Teorem 4.1.25 in sonucu olarak elde edilir.
2)=20)x < ﬁ olsun. (2) nin saglandigini kabul edelim.

I. Durum: x <p; Ve x £ p;olsun. p;p, < q oldugundan xp, < q dir. O halde
q =p1/Ap2 <p2 <(q:x) Ve pz, q nun minimal asal eleman1 oldugundan (q:x) =

p- bulunur. Yani (g: x) bir asal eleman olarak elde edilir.
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Il. Durum: x < p,vex £ p, olsun. O zaman p;p, < q oldugundan p,x < q dir.
Buradan \/_ =p; Ap2 < p1 =< (q:x) Ve p;, g nun minimal asal eleman1 oldugundan

(q: x) = p, asal eleman olarak bulunur.

1. Durum: x < p; ve x < p, ve x £ g, ise (2) kosulu geregince, (q: x) , L nin bir asal

elemanidir.

(3)=(1) xyz < q olacak sekilde x,y,z € L alalim. (3) iin saglandigin1 varsayalim. Su
halde xyz < q < p1 Ap, oldugundan, genelligi kaybetmeden x < p, varsayabiliriz.
Eger x < q ise ispat tamamlanir. Su halde x £ g varsayalim. Buradan yz < (q:x) ve
(3) uyarinca y < (q:x) veya z < (q: x) olur. Sonug olarak xy < q veya xz < q elde

edilir. Boylece g, L nin bir 2-yutan elemanidir. [ ]

Teorem 4.1.28 g, L nin 2-yutan elemani ve q # ﬁ olsun.

Q) yelL, xS\/E, xE£qvexy £qise(q:xy) = (q:x) di.

(2) x < \/_ x £ q ve (q:x) <(q:y) ise ab £ (q: x) olacak sekilde her a,b,y € L
i¢in (q: ax v by) = (q: x) dir. Ozel olarak (q:x V y) = (q: x) saglanir.

fspat (1) yeL, x < \/E, X £ q ve xy £ q varsayalim. Agik¢a, (q:x) < (q:xy)
gerceklenir. Herhangi kompakt z € L, i¢in z < (q:xy) olsun. O halde xyz < q dir.
Teorem 4.1.24 ve Teorem 4.1.25 geregince (q:x) bir asal elemandir. xy £ q

oldugundan z < (g: x) bulunur. Dolayisiyla (q: xy) = (q: x) sonucuna varilir.

(2) x < \/E, x£q ve (q:x) <(q:y) olsun. ab £ (q:x) olacak sekilde a,b,y € L
alalim. Agikca, (q:x) < (q:axV by) dir. Simdi (q:x) # (q: ax V by) varsayalim.
Buradan z £ (q: x) olacak sekilde bir z < (q: ax V by) vardir. Bdylece zax < g, yani
za < (q:x) olur. (g: x) bir asal eleman oldugundan z < (g: x) veya a < (q: x) olup bu
durum bir celiskidir. Béylece (q:axV by) = (q:x) olur. Ozel olarak a =b =1
almirsa, (q: x V y) = (q: x) bulunmus olur. [ ]
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Ornek 4.1.29 (Example 2.11, (Badawi, 2007)) R = Z[x,y] verilsin. P; = (x, 2)R,
P, = (y,2)R, R nin iki asal ideali olmak tizere I = P;P, = (4,2x,2y,xy)R olsun. Bu
takdirde VI = PN P, = (2,xy)R olur. (I:2) ={z€ R:2z €1} = (2,x,y)R, R nin
maksimal (asal) ideali oldugundan her d € VI\I i¢in (I:d) = (I:2) oldugunu gérmek
kolaydir. O halde Teorem 4.1.27 den I, L(R) latisinin bir 2-yutan elemanidir.

Ornek 4.1.30 (Example 2.12, (Badawi, 2007)) R = Z[x,y,z] alahm. Su halde
P = (2,x)R asal idealini ve I = (4,2x, 2y, xy, xz, x*)R idealini diisiinelim. Bu takdirde
P2 c I ve \1=P olur. Burada (I:2) = (2,x,¥)R, R nin bir asal ideali ve (I:x) =
(2,x,y)R bir (asal) maksimal idealidir ve (I:2 + x) = (I:2) dir. Her d € P\I i¢in
(I:d) = (I: 2) veya (I:d) = (I:x) oldugu kolayca goriliir. O halde Teorem 4.1.27
geregince I, L(R) idealler latisinin bir 2-yutan elemanmidir. Burada I, L(R) latisinin bir

asalimsi eleman1 degildir.

4.2. Kartezyen Carpim Latislerinde 2-Yutan ve Zayif 2-Yutan Elemanlar

Teorem 4.2.1 L, ve L, iki carpimsal latis ve L = L; X L, olsun. Bu takdirde asagidaki

durumlar denktir:

(1) (g, 1), L nin bir zayif 2-yutan elemanidr.
(2) (g, 1), L nin bir 2-yutan elemanidir.

(3) g, L1 in bir 2-yutan elemanidir.

Ispat (1)=(2) (gq,1)* # (0,0) oldugundan Teorem 4.1.12 geregince (g, 1), L nin bir 2-

yutan elemanidir.

(2)=(3) g nun L4 in bir 2-yutan eleman1 olmadigini varsayalim. Su halde abc < q iken
ab £ q, bc £ q ve ac £ q olacak sekilde baz1 a, b, ¢ € L, elemanlar1 vardir. Buradan
(a,1)(b,1)(c,1) < (q,1) olup, (q,1), L nin bir 2-yutan eleman1 oldugundan

(a,1)(b,1) < (q,1) veya (a,1)(c,1) < (q,1) veya (b,1)(c,1) < (g,1) elde edilir.
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Boylece ab < q veya bc < q veya ac < q bulunur ki bu durum varsayimimmiz ile

gelisir. O halde g, L in bir 2-yutan elemanidir.

(3)=(1) g nun Ly in bir 2-yutan elemani oldugunu varsayalim. (as,a), (bi,b>),
(c1,¢2) €L igin (aq,az)(by,b2)(c1,c2) < (q,1) olsun. Buradan aibic; < q olur. Bu
da a;b1 <q veya byci < qveya a;c; <q nin saglanmasmi gerektirir. Boylece
(a1, az)(b1,b2) < (q,1) veya (by,bz)(c1,c2) <(q,1) veya (aq,az)(ci,c2) < (q,1)
bulunur. Dolayisiyla (g, 1), L nin bir 2-yutan elemani, dolayisiyla L nin bir zayif 2-
yutan elemanidir. [ ]

Teorem 4.2.2 L, ve L, iki ¢arpimsal latis ve L = L, X L, olsun. q4, L, in sifirdan farkli
bir has elemani, q, de L, nin bir sifirdan farkli eleman1 olsun. Bu takdirde asagidaki

durumlar denktir:
(1) (g1, g2), L nin bir zayif 2-yutan elemanidir.

(2) g2 = 1 ve q4, L1 nin bir 2-yutan elemanidir veya q1, g, elemanlar1 sirasiyla L4, Lo,

nin asal elemanlaridir.
(3) (91, q2), L nin bir 2-yutan elemanidr.

Ispat (1)=(2) (¢4, q2), L nin bir zayif 2-yutan eleman1 olsun. Eger q, = 1 ise Theorem
4.2.1 den g4, Ly In bir 2-yutan elemanidir. Su halde q, # 1 varsayalim. a,b € L, i¢in
ab < g, olsun. Bu takdirde (0,0) # (q1, 1)(1,a)(1,b) = (q1,ab) < (q1,q2). Burada
q: bir has eleman oldugundan Boylelikle (qq,a) = (q1,1)(1,a) < (q1,92) Vveya
(q1,b) = (q1,1)(1,b) < (q1,q2) saglanir. Yani a < g, veya b < q, bulunur ki, bu da
g2 Nnin L. de bir asal eleman oldugunu gosterir. Benzer sekilde g4 in L;.de asal eleman

oldugu kolaylikla gosterilebilir.

(2)=(3) g2 = 1 ve q4, L, in zay1f 2-yutan elemani ise Theorem 4.2.1 geregince (g1, q2),
L nin bir 2-yutan elemanidir. Simdi g, Ve g, nin sirasiyla L, Ve L, nin asal elemanlari
oldugunu varsayalim. (a4, a,)(b1,b2)(c1,c2) < (q1,q2) olacak sekilde L nin (a4, a,),
(b1, b2), (c1,c2) elemanlarint alalim. Buradan a;b1cq < q1 Ve azb,c, < g, dir. O halde
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a; < q1 veya by < qq veya c; < q1 den en az biri saglanir ve a, < g, veya b, < q»
veya c; < g, den de en az biri saglanir. Genelligi kaybetmeden a4 < g4 Ve b, < g

varsayalim. Su halde (a4, a;) (b1, b2) < (q1, q2) elde edilir,

(3)=(1) Agiktir. [ ]

Teorem 4.2.3 Ly ve L, iki ¢arpimsal latis ve L = L, X L, olsun. g4, L in bir sifirdan

farkli has elemani ve g,, L, nin bir eleman1 olsun Bu takdirde asagidaki durumlar

denktir:
(1) (g1, g2), L nin bir 2-yutan eleman olmayan zayif 2-yutan elemanidir.

(2) q1, L1 nin bir asal eleman olmayan zayif asal elemanidir ve q, = 0, L, nin bir asal

elemanidir.

Ispat (1)=(2) Kabul edelim ki (1) saglansin ve g, # 0 varsayalim. Bu takdirde Teorem
4.2.2 geregince (q1,q2), L nin bir 2-yutan elemani olarak bulunur ki bu durum (1)
hipotezi ile ¢elisir. O halde g, = 0 dir.

q2 =0 1n L, nin bir asal eleman: oldugunu gosterecegiz. Boylece L, nin bir bolge
(domain) oldugunu gostermis olacagiz: ab < q, = 0 olacak sekilde a,b € L, olsun.
Buradan g, sifirdan farkli has bir eleman oldugundan (0,0) # (q1,1)(1,a)(1,b) =
(q1,ab) < (q1,92) ve (1,a)(1,b) £ (q1,q2) saglanir. Bu da (q1,a) = (q1,1)(1,a) <
(91, 92) veya (q1,b) = (q1, 1)(1,b) < (q1,q2) olmasmi gerektirir. Su halde a < q»

veya b < q, gergeklenir. Yani g, = 0 asaldir.

Simdi q4 in L, de zayif asal eleman oldugunu gosterelim. a,b € L4 i¢in 0 # ab < q,
olsun. O halde g; # 0 oldugundan (0,0) # (a,1)(b,1)(1,0) = (ab,0) < (q4,0) dir.
(1) hipotezimiz geregince (q1,q2) = (q1,0), L bir zayif 2-yutan elemani ve
(a,1)(b,1) = (ab,1) £ (q1,0) oldugundan (a,1)(1,0) = (a,0) < (q1,0) veya
(b,1)(1,0) = (b,0) < (q1,0) gergeklenir. Bdylece a < q; veya b < q; bulunur.

Boylece q4 in L de bir zayif asal eleman oldugu ispatlanmis olur.
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Son olarak g, in L; de asal eleman olamayacagini gosterelim. Eger g4, L, in asal
elemani olsaydi g, = 0 1n da asal oldugunu gosterdigimizden Teorem 4.2.2 geregince
(q1,0), L nin bir 2-yutan eleman eleman olarak bulunur. Bu da (2) varsayimu ile ¢elisir.

Sonug olarak q4, L1 in asal eleman olmayan bir zayif asal elemandir.

(2)=(1) g1 in Ly de asal olmayan bir zayif asal eleman ve g, = 0 1n L, nin asal elemani
oldugunu varsayalim. (q4,0) 1n L nin bir zayif 2-yutan eleman1 oldugunu gosterecegiz.
(a1,a3), (b1, b2),(cq,c2) €L igin (0,0) # (a1, az)(b1,b2)(cq,c2) = (a1b1c1, azbzcr) <
(q1,0) olsun. Buradan aibici < q4 olur. q4, L; in zayif asal elemani oldugundan
a; < qq veya by < qq veya c1 < q4 saglanir. Diger taraftan, 0, L, nin asal eleman1 ve
azb,c; <0 oldugundan a, =0 veya b, =0 veya c, =0 saglanir. Genelligi
kaybetmeden a; < q; ve b, = 0 kabul edelim. O halde (a,,a,)(b1,b,) = (a1b1,0) <
(q1, 0) bulunur Boylelikle (q4,0) m bir zayif 2-yutan eleman oldugu gosterilmis olur.
Simdi (q1,0) m L nin bir 2-yutan eleman olmadigini gosterecegiz: q,, L, in asal
olmayan bir zayif asal elemani oldugundan ab =0 iken a£q,ve b£q: y
gercekleyen a,b € Ly elemanlar1 vardir. Boylece (a,1)(b,1)(1,0) = (0,0) iken
(a,1)(b,1) = (ab,1) £ (q1,0), (a,1)(1,0) =(a,0) £ (q,0) ve (b,1)(1,0) =
(b,0) £ (q4,0) aym anda saglandigindan (g4, 0), L nin bir 2-yutan elemani degildir. [ |

Teorem 4.2.4 Ly, L, ve Lz carpimsal latisler ve L = L; X L, X Lz olsun. g, L nin

sifirdan farkli her zayif 2-yutan elemani bir 2-yutan elemandir.

Ispat (0,0,0) # ¢ = (q1,92,q3), L mnin bir zayif 2-yutan eleman1 olsun.
(91, 1,1)(1,q92,1)(1,1,93) = (q1,92,q3) bir zayif 2-yutan eleman oldugundan
(91,9221) < q veya (q1,1,q3) < q veya (1,q2,q3) < q dir. Boylece qs =1 veya
q. =1 veya q; =1 bulunur. Dolayisiyla q = (q1,92,1) veya q = (q1,1,q3) Vveya
q = (1, q2, g3). elde edilir. Sonug olarak g* # 0 oldugundan Theorem 4.1.12 uyarinca,

q, L nin bir 2-yutan elemamdir. [ ]
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Teorem 4.2.5 L., L, ve L; birer ¢arpimsal latis ve L = L; X L, X L3z olsun. q4, L, in bir
has elemani1 ve q,, qs siwrasiyla L,, L3 {lin elemanlar1 olmak iizere (0,0,0) #q =

(91,92, q3) € L ise asagidaki durumlar denktir:
(1) g, L nin bir zayif 2-yutan elemanidir.
(2) g, L nin bir 2-yutan elemanidir.

(3) g = (q1,1,1) ve q4, Ly nin bir 2-yutan elemanidir veya q = (q1,q2, 1) Ve q1, q2,
sirasiyla L1 ve L, nin asal elemanlaridir veya g = (q1,1,q3) Ve q1, qs, sirasiyla L, ve

L3 nin asal elemanlaridir.

Ispat (1)=(2) q sifirdan farkli bir zayif 2-yutan eleman olsun. O halde Teorem 4.2.4

geregince q bir 2-yutan elemandir.

(2)=(3) q, L nin bir 2-yutan eleman: oldugundan g, in L, de bir 2-yutan eleman olmak
zorunda oldugu aciktir. Ayrica (qq,1,1)(1,q2,1)(1,1,q3) = q oldugundan
(q1,1,1)(1,92,1) = (q1,q2,1) <q veya (q1,1,1)(1,1,q3) =(q1,1,q3) <q Vveya
(1,92,1)(1,1,q3) = (1,92,93) < q saglanir. q4, L, in bir has elemani oldugundan

q. = 1 veya qs = 1 saglanir.

I. Durum: g, = 1 ve g3 = 1 ayn1 anda saglaniyorsa (3) deki ilk durum gergeklenmis

olur.

Il Durum: g, # 1 ve g3 = 1 varsayalim. q; Ve g, nin sirasiyla L, ve L, latislerinde asal
eleman olduklari gosterelim. ab < q4 ve cd < q, olacak sekilde a,b € L, ve c,d €
L, alahm. Bu takdirde (0,0,0) # (a,1,1)(1,¢d,1)(b,1,1) = (ab,cd,1) < q olur.
Burada (a, 1,1)(b,1,1) = (ab,1,1) £ q oldugundan (a,1,1)(1,cd,1) = (a,cd,1) < q
veya (1,cd,1)(b,1,1) = (b,cd,1) < q dir. Yani a < q; veya b < q, elde edilir.
Boylece g4 in Ly de bir asal eleman oldugu gosterilmis olur. Benzer sekilde g, nin L, de

asal eleman oldugu kolaylikla goriiliir.

1. Durum: g, =1 ve gz # 1 ise Il. Durumdakine benzer yol izlenerek q, ve g3 iin

sirastyla L, ve Ls de asal elemanlar oldugu kolaylikla elde edilir.
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(3)=(1) g1, L1 nin bir 2-yutan eleman1 olmak tizere g = (g4, 1,1) olsun. Buradan g nun
bir 2-yutan eleman oldugunu gérmek kolaydir. Dolayisiyla g, L nin bir zayif 2-yutan

elemanidir.

Simdi q4,q,, swrastyla L; ve L, nin asal elemanlar1 olmak tizere q = (q41,q2,1)
varsayalim. (a4, @z, as) (b1, by, b3)(cy,c2,c3) < q oOlacak  sekilde (a4, az, as),
(b1, by, b3), (c1,c2,¢3) € L alahm. Bu takdirde g, ve g, asal elemanlar oldugundan
a; < q; Ve bj < q; Ve ¢, < qx bagntilart en az bir i = 1,2, j = 1,2 ve k = 1,2 igin
dogrudur. Tim durumlarda (aibq,a2b,, 1) < q veya (aici,a2c2,1)<q veya

(b1ic1,bocz, 1) < g olur ki, bu da g nun bir 2-yutan eleman oldugunu gosterir.

Eger q1 Ve q3, L1 Ve Ls de asal elemanlar olmak tlizere q = (q4, 1, q3) ise benzer sekilde

q bir 2-yutan eleman olarak bulunur. Sonug olarak q, L nin bir zayif 2-yutan elemanidir.

[]

Teorem 4.2.6 L,, L, ve Ls birer C-latis ve L = L; X L, X L3 olsun. L nin her has
elemaninin zayif 2-yutan eleman olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L4, L, ve Lz iin birer

cisim olmasidir.

ispat Li, L, ve Ls birer cisim olsun. O zaman L latisinin has elemanlari
(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0), (1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1) olup Teorem 4.2.5 geregince

bu elemanlarin her biri birer zayif 2-yutan elemandir.

Tersine L nin her has elemaninin zayif 2-yutan eleman oldugunu ve L, in bir cisim
olmadigin1 varsayalim. O halde sifirdan farkli bir has x € L; eleman1 vardir. Buradan
(x,0,0), L nin bir zayif 2-yutan elemanidir. 0 # a < x olacak sekilde bir a € L, alalim.
Boylece (0,0,0) # (a,1,1)(1,0,1)(1,1,0) = (a,0,0) < (x,0,0) olmast geregince
(a,1,1)(1,0,1) = (a,0,1) < (x,0,0) veya (a,1,1)(1,1,0) = (a,1,0) < (x,0,0) veya
(1,0,1)(1,1,0) = (1,0,0) < (x,0,0) celiskisine varilir. Sonu¢ olarak L, bir cisimdir.

Benzer sekilde L, ve L de birer cisim olarak elde edilir. [ ]
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4.3. Baz1 Ozel Latislerde 2-Yutan ve Zayif 2-Yutan Elemanlar

Bu boliimde, her has elemani bir zayif 2-yutan eleman olan supremum esas olarak
tiretilmis C-latisler ile her sifirdan farkli her eleman1 2-yutan eleman olan supremum
esas olarak tiretilmis C-latisleri karakterize edecegiz. Daha sonra esas eleman bolgeleri

icin 2-yutan elemanlar cinsinden yeni bir karakterizasyon gelistirecegiz.

Teorem 4.3.1 L supremum esas olarak iiretilen bir C-latis olsun. L nin sifirdan farkli her
has eleman: bir zayif 2-yutan eleman ise Boy L = 0 dir. Bagka bir deyisle, L latisinde

asal ve maksimal elemanlar cakisir.

Ispat p ve m iki asal eleman ve p < m olsun. Bu takdirde x % p olacak sekilde bir
x < m supremum esas eleman vardir. Burada x £ p oldugundan, x sifirdan farkli ve
nilpotent olmayan bir elemandir. Cilinkii x nilpotent olsaydi, bir n pozitif tamsayis1 igin
x"=0<p olup x <p celiskisine varitlirdi. Diger taraftan 0 # x> < x* ve x* bir
sifirdan farkli zayif 2-yutan eleman oldugundan x* < x* elde edilir. x* nin bir
supremum esas eleman olmasmdan 1 = x?V (0:x?) ozdesligi saglanir. Burada
(0: x*) < p oldugunu gosterelim: (0: x*) £ p varsayalim. Bu takdirde bir y < (0: x?)
icin y £ p olacak sekilde bir y € L, vardir. Buradan yx*=0<p olup x<p
celiskisine varilir. Boylece (0:x%) < p < m dir. Ayrica x < m oldugundan 1 = x*V

(0: x*) < m celiskisine varilir. O halde Boy L = 0 dir. [ ]

Yardimci Teorem 4.3.2 (Lemma 6, (Anderson ve Jayaram, 1995))
Her tamlanabilir eleman bir kompakt elemandir.

Ispat a € L bir tamlanabilir eleman olsun. a < Vx varsayalim. Buradan 1 = a Vv a' <
Vx Vv a' olacak sekilde a’ € L vardir. 1 kompakt oldugundan ava' =1 < (a; Va, Vv
.Vay,)Vva olacak sekilde a4, a,,..,a, €L mevcuttur. O halde a=al=
a((yvVayVv..vay)va)=ala;VayV..va,va)=alVt,a) <V,
oldugundan a nin kompakt oldugu goriiliir. [ |
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Yardimer Teorem 4.3.3 (Lemma 9, (Anderson ve Jayaram, 1995))
Bir regiiler latisin her eleman1 idempotenttir.

Ispat L bir regiiler latis ve a € L olsun. L kompakt olarak iiretilmis oldugundan a,
tamlanabilir elemanlar olmak tizere a =V, a, yazilabilir. Burada her « i¢in aa, = a

oldugundan a? = a(V, a, ) = V4 aa, = Vg4 a, = aelde edilir. []

Yardimei Teorem 4.3.4 (Lemma 2, (Jayaram ve Johnson, 1995))
L bir C-latis olsun. e kompakt ve idempotent ise esas elemandir.

Asagidaki teoremler, regiiler latisleri dogru anlamak bakimindan 6nemlidir:

Teorem 4.3.5 (Theorem 3, (Anderson ve Jayaram, 1995)) Bir r-latis L nin regiiler

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her idempotent elemanin esas eleman olmasidir.

Teorem 4.3.6 (Theorem 4, (Anderson ve Jayaram, 1995)) L bir r-latis olsun. Bu

takdirde asagidaki durumlar denktir:

(1) L bir regiiler latistir.

(2) L nin her eleman1 idempotenttir.

(3) Hera,b € L i¢in aAb = ab dur.

(4) Her a € L igin a = axa y1 gergekleyen bir x € L vardur.
(5) Her a € L igin a = a dir.

Not 4.3.7 Yardimc1 Teorem 4.3.2 geregince, her tamlanabilir eleman kompakt ve
Yardimc1 Teorem 4.3.3 {in ispatinda goriildiigii lizere bir C-latiste tamlanabilir her

eleman idempotenttir. Su halde Yardimer Teorem 4.3.4 geregince L nin her kompakt ve
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idempotent elemani esas eleman oldugundan, L nin her tamlanabilir elemani idempotent
ve esas elemandir. Tersine, L nin idempotent ve esas eleman: bir tamlanabilir elemandir.
Boylece Teorem 4.3.5 ve Teorem 4.3.6, L yi r-latis kabul etmek yerine sadece C-latis

oldugu durumda da gegerlidir. Bu agiklama 1s181nda asagidaki iki teorem verilebilir.

Teorem 4.3.8 L bir C-latis olsun. L nin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her

idempotent elemanin esas eleman olmasidir.

Teorem 4.3.9 L bir C-latis ise asagidaki durumlar denktir:

(1) L bir regiiler latistir.

(2) L nin her eleman1 idempotenttir.

(3) Hera,b € L i¢in aAb = ab dur.

(4) Her a € L i¢in a = axa y1 gergekleyen bir x € L vardir.
(5) Her a € L igin a = v/a dur. (a radikal elemandir.)

Yardimci Teorem 4.3.10 (Theorem 5, (Anderson ve Jayaram, 1995)) Bir C-latis L
nin regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul L nin her asal eleman1 bir maksimal eleman

olan bir indirgenmis latis, baska bir deyisle Boy L = 0 olmasidir.

Teorem 4.3.11 L bir supremum esas olarak tiretilmis sifir boyutlu, tam olarak iki farklt
maksimal eleman igeren ve VO # 0, (v/0)? = 0 ve her sifirdan farkli eleman x < /0

icin V0 = x 6zdesliklerini saglayan bir C-latis olsun. Bu takdirde L nin sifirdan farkl:

her has elemani bir 2-yutan elemandir.

ispat my ve my, Lnin iki farkli maksimal elemani olsun. VO = mym, ve (\/6)2 =0

esitliklerinden m,*m,* = 0 dir. Dolayisiyla m;> ve m,* elemanlar1 tamlanabilir
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elemanlardir. /0 # 0 olmasi geregince, m,2 # m, veya m,? # m, saglanir. Genelligi
kaybetmeden, m,% # m, varsayalim. m,* = m, oldugunu gosterelim. m,> < m, olsun.
Buradan b £ m,® ve b < m, olacak sekilde bir b supremum esas eleman: vardur.
a £ m,* olacak sekilde bir supremum esas eleman a < m;, secelim. Boylece a’m,* <
mi?my% =0 ve b*my% < my*my? = 0 olur. my%ve my%nin tamlanabilir elemanlar
oldugundan Not 4.3.7 geregince, bu elemanlar idempotent ve esas elemanlardir. e ve f,
L latisinde idempotent ve esas elemanlar olmak iizere m,* = e ve m,* = f diyelim.

Burada a®f = 0 = b?e oldugundan hipotez geregince, af = be bulunur. Bdylece
a=al=a(evf)=aevaf =aeVbe=(aVbh)e<e=m?

celiskisine varilir. Buradan m,2 = m, dir. A¢ik¢a, m;, m,ve V0 elemanlar1 2-yutan

elemanlardir. x bir maksimal olmayan sifirdan farkli has eleman olsun. O halde x <

m, veya x < my,veya x <0 dir. O halde asagidaki ii¢ hal s6z konusudur:

I. Durum: x < m; ve x £ m; olsun. Su halde m;* Vv x = 1, dolayisiyla m, = mym,*V
myx < x bulunur. Bu da x in maksimal olmayan bir has eleman olmasi ile gelisir.

Boylece x < my ve x £ m, veyax < V0 olmak zorundadir.

Il. Durum: x < m, ve x £ m, varsayalim. Su halde m, v x = 1, dolayisiyla m,? =
mi*m, Vm%x = m%x < x dir. m;? <x <m,; oldugundan x, ms-asalimsi olup

Teorem 4.1.19 dan x bir 2-yutan elemandir.

I11. Durum: x < /0 olsun. Hipotez geregince, x = v/0 olur ve buradan x bir 2-yutan

eleman olarak bulunur.

Boylelikle her sifirdan farkli has elemanin bir 2-yutan eleman oldugu gosterilmis olur.

[]

Teorem 4.3.12 L, iki veya ti¢ farkli maksimal elemana sahip bir regiiler latis olsun. Bu

takdirde L nin her sifirdan farkli has elemani bir 2-yutan elemandir.
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Ispat L nin tam olarak iki farkli maksimal eleman: m, ve m, oldugunu kabul edelim. L
bir regiiler latis oldugundan Not 4.3.7 ve Teorem 4.3.9 geregince, her sifirdan farkli
eleman a € L i¢in a =+/a =m, veya a =+a = m, bulunur. Buradan her sifirdan
farkli has eleman bir 2-yutan elemandir. Eger L tam olarak tic maksimal elemana sahip
ise her sifirdan farkli has eleman ya maksimaldir ya da iki maksimal elemanin
infimumuna esittir. Boylece Onerme 4.1.7 geregince her sifirdan farkli has eleman bir

2-yutan elemandir. [ ]

J(L) =A{m € L | m, L nin bir maksimal elemani} olarak tanimlayalim.

Teorem 4.3.13 L bir supremum esas olarak iiretilmis C-latis olsun. Bu takdirde her
supremum esas eleman a, b, ¢ < J(L) i¢in abc nin bir zayif 2-yutan eleman olmast i¢in

gerek ve yeter kosul abc = 0 olmasidir.

Ispat a, b, c € L supremum esas elemanlar i¢in a, b, ¢ < J(L) ve abc bir zayif 2-yutan
eleman olsun. abc # 0 varsayalim. Burada 0 # abc < abc ve abc is a zayif 2-yutan
eleman oldugundan ab < abc veya bc < abc veya ac < abc saglanir. Genelligi
kaybetmeden, ab < abc kabul edelim. ab bir supremum esas eleman oldugundan
1 =cV (0:ab) olur. (0:ab) # 0 oldugu agiktir. Boylece ¢ < J(L) ve 1 =c V (0:ab)
olmasindan (0:ab) = 1 elde edilir ki, bu da ab = 0 demektir. Dolayisiyla abc = 0
bulunur. Diger durumlarda da abc = 0 oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Ters taraf

ise agiktir. [ |

Teorem 4.3.14 L bir supremum esas olarak iiretilmis, m maksimal elemani ile birlikte
sozde-yerel latis olsun. Bu takdirde L nin her has elemaninin bir zayif 2-yutan elemani

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul m* = 0 olmasidur.

Ispat L nin her has elemam bir zayif 2-yutan eleman ise Teorem 4.1.12 den m® = 0 dur.
Tersine m® = 0 olsun.x, L nin bir sifirdan farkli has elemam ve 0 # abc < x olsun.

0 # abc ve m® = 0 oldugundan a < m veya b < m veya c < m dir. L bir sézde-yerel
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latis oldugundan a = 1 veya b = 1 veya ¢ = 1 dir. Buradan bc < q veya ac < q veya

ab < q elde edilir. Yani x bir zayif 2-yutan elemandir. [ |

Teorem 4.3.15 L, tam olarak iki farkli m; ve m, maksimal elemani olan, supremum
esas olarak iiretilen bir C-latis olsun. L nin her has elemani bir zayif 2-yutan eleman ise

mi*m, = 0 veya mym,* = 0 saglanur.

Ispat Teorem 4.3.13 geregince (J(L))® = 0, dolayistyla m;°m,> = 0 dir. Béylece m,>
ve m,> elemanlar1 tamlanabilir elemanlardir. Béylece m,* = e ve m,>* = f dersek, e ve
f, L nin idempotent ve esas elemanlaridir. Simdi m,* = m;> ve m,* = m,* oldugunu
gosterelim. m,* £ m,® = e varsayalim. ab < e olacak sekilde herhangi iki supremum
esas eleman a <my; ve b <m; segelim. Su halde (aVve)(bVe)f =abf saglanir.
Ayrica ab % e oldugundan abf # 0 olur. abf nin bir zayif 2-yutan eleman olmasi

geregince (aVe)(bVe) < abf veyaaf < abf veyabf < abf gerceklenir.

I. Durum: af < abf olsun. af bir supremum esas eleman oldugundan 1 = b V (0: af)
elde edilir. e < (0:af) ve (0:af) nin L de bir sifirdan farkli has eleman oldugunu
gormek kolaydir. Bdylece (0:af) <m; ve dolayisiyla 1=bV (0:af) <m,
celiskisine varilir. O halde af £ abf dir.

Il. Durum: bf < abf varsayalim. 1. Duruma benzer sekilde bf % abf oldugunu
gostermek kolaydir.

I11. Durum: Eger (aVe)(bVe) < abf ise e < f celiskisi bulunur. Su halde m,? =

m4> dir. Benzer yaklasimla m,? = m,? gosterilebilir.

Simdi m,; = m,? veya m, = m,? oldugunu gosterelim. m, # m,> = e ve m, # m,* =
f varsayalim. a £ e ve b £ f olacak sekilde iki supremum esas eleman a < m, ve
b <m, segelim. Buradan (ave)(bV f)(bVf)=ab*VafVb?e<myAf=myf
saglanir. af # 0 olmasindan (aVe)(bV f)(bV f) # 0 dir. myf nin bir zayif 2-yutan
eleman olmasindan ise (aVe)(bV f) <myf veya (bV f)(bV f)<m,f sonucuna

varilir. Eger (aVe)(bV f) < myf ise be < m,f dir. Dolayisiyla be < m;fe = 0 olup
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b < (0:e) = f geliskisi elde edilir. Eger (bV f)(bV f) <myf ise f <myf <my
olup, bu durum yine bir ¢eliskidir. Béylece m; = m,? veya m, = m,? saglanir. Sonug

olarak m,*m, = 0 veya mym,* = 0 bulunur. [ ]

Hera,b € Licin [a,b] = {x € L | a < x < b} olarak tanimlayalim.

Teorem 4.3.16 L tam olarak iki farkli m; ve m, maksimal elemanlarina sahip bir
supremum esas olarak iiretilen C-latis olsun. m,*m, = 0 veya m;m,* = 0 ise L nin her

has eleman: bir zayif 2-yutan elemandir.

Ispat m,?m, = 0 olsun. Maksimal elemanlar acikca birer 2-yutan elemandir. x, L nin
sifirdan farkli has bir maksimal olmayan eleman: olsun. Eger x € [m,?,m;] ise Teorem
4.1.19 geregince x bir 2-yutan elemandir. x & [m,% m,] varsayalim. Eger x % m; olsa
m.%V x = 1, dolayistyla m, = my*m, V xm, = xm, < x celiskisine varilir. Boylelikle
x < m, dir. Sayet x < m, olsa m? v x = 1 olup, dolayisiyla m,* = m;*m, vV xm,* <

x olmasi1 x & [m,% m,] varsaymmu ile gelisir. Béylece x < m, A m, bulunur.

Simdi 0 # abc < x olacak sekilde a,b,c € L alalim. abc < m; oldugundan a < m,
veya b < my veya ¢ < my olur. Genelligi kaybetmeden a < m, varsayalim. 0 # abc
ve my’m; =0 oldugundan b £ m; Ve c £ m; saglanir. Boylece 1 =m,%V bc,
dolayisiyla m, = my*m, V bem, = bemy, < be dir. Eger b = 1veyac = 1ise ab < x
veya ac < x bulunur. Eger b # 1 ve ¢ # 1 ise m, bir idempotent eleman oldugundan
m, = b = ¢ = bc olur. Buradan ab < x ve bdylelikle x in bir zayif 2-yutan eleman
oldugu goriiliir. Benzer sekilde m,*m; = 0 durumunda da L nin her has elemaninin bir

zayif 2-yutan eleman oldugu kolaylikla gosterilebilir. [ ]

Simdi her has eleman1 zayif 2-yutan elemanlar olan supremum esas olarak iiretilen C-

latisler i¢cin asagidaki teorem yardimiyla bir karakterizasyon verebiliriz.
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Teorem 4.3.17 L bir supremum esas olarak iiretilen C-latis olsun. Bu takdirde L nin her
has elemanimin bir zayif 2-yutan eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul asagidaki

durumlardan birinin saglanmasidir.
(1) L tek maksimal eleman m ye sahip s6zde-yerel latis ve m® = 0 dur.

(2) L tam olarak m, ve m, iki farkli maksimal elemana sahiptir ve m,*m, = 0 veya

mym,? = 0 gerceklenir.
(3) L tam olarak ti¢ farkli maksimal elemana sahip olan bir regiiler latistir.

Ispat L nin her has eleman1 bir zayif 2-yutan eleman olsun. Su halde Teorem 4.1.22
geregince L nin en ¢ok ii¢ maksimal elemani vardir. Eger (L,m) bir sdzde-yerel latis ise

Teorem 4.3.14 ten, m*® = 0 dir, yani (1) gergeklenir.

L nin tam olarak iki farkli maksimal m, ve m, eleman olsun. Su halde Teorem 4.3.15

ten m,°m, = 0 veya m;m,* = 0 olup, (2) saglanmus olur.

Simdi L nin tam olarak ii¢ farkli maksimal eleman: m,, m, ve ms oldugunu varsayalim.
Hipotez ve Teorem 4.3.1 geregince, Boy L = 0 olur. O halde v0 = mym,ms dir. Sayet
0 #mymyms ise mym, < mymymz <msz Veya mymz < mym,msz < m; Veya
myms < mymyms < m, geliskisine varilir. Bdylece vV0 = 0 dir. L bir indirgenmis latis

ve Boy L = 0 oldugundan Yardimci Teorem 4.3.10 geregince L bir regiiler latistir.

Tersine, (1), kosulu saglaniyor ise Teorem 4.3.14 uyarinca L nin her has elemani bir
zayif 2-yutan elemandir. Eger L, (2) kosulunu sagliyor ise Teorem 4.3.16 dan L nin her
has elemani bir zayif 2-yutan elemandir. Eger L, (3) kosulunu gergekliyor ise Teorem
43.12 den L nin her has elemani bir zayif 2-yutan elemandir. Bdylece ispat

tamamlanmus olur. [ ]

Ornek 4.3.18 n bir pozitif tamsay1 olsun. R = Z, nin her has idealinin zayif 2-yutan

ideal olmas1 igin gerek ve yeter kosul bir p asal tamsayis1 igin n = p3 veya farkli asal
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tamsayilar p, g olmak iizere n = p?q veya p,, p, p3 farkli pozitif asal tamsayilar olmak

lizere n = p;p,p3 olmasidir.

Hatirlanacak olursa, R halkasinin her a elemani i¢in a = axa olacak sekilde bir a € R
bulunuyorsa R ye regiiler halka ad1 verilir. R nin bir Noetherian regiiler halka olmasi
i¢cin gerek ve yeter kosul ise R nin cisimlerin bir sonlu direkt toplami olmasidir. Ayrica

R nin regiiler halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul L(R) nin bir regiiler latis olmasidir.

Teorem 4.3.19 L bir supremum esas olarak tiretilen bir C-latis olsun. Bu takdirde L nin
sifirdan farkli her has elemanmin bir 2-yutan eleman olmasi igin gerek ve yeter kosul

Boy L = 0 olmas1 ve asagidaki durumlardan birinin gergeklenmesidir:

(1) L, sifirdan farkli m maksimal eleman1 bir sdzde-yerel latis olmak iizere her sifirdan

farkli x € L igin m? < x saglanir.

(2) L tam olarak iki farkli maksimal elemana sahip olmak iizere indirgenmis bir latistir

veya sifirdan farkl her x < /0 eleman igin (+/0 )2 = 0 ve VO = x sartin1 saglar.
(3) L, tam olarak ti¢ farkli maksimal eleman ig¢eren bir indirgenmis latistir.

spat Boy L = 0 olsun. L nin (1) kosulunu sagladigini kabul edelim. Bu takdirde L nin
her sifirdan farkli has eleman x € L bir m-asalims1 eleman ve m? < x olur. Boylece
Teorem 4.1.19 dan, x bir 2-yutan elemandir. BoyL =0 ve L nin (2) kosulunu
sagladigin1 varsayalim. Buradan Teorem 4.3.11 geregince L nin her sifirdan farkli has
eleman bir 2-yutan elemandir. Sayet Boy L = 0 ve (3) kosulu saglaniyor ise Yardimci
Teorem 4.3.10 ve Teorem 4.3.12 geregince L nin her sifirdan farkli has elemani bir 2-

yutan elemandir.

Tersine, L nin her sifirdan farkli has elemaninin bir 2-yutan eleman oldugunu
varsayalim. Su halde Teorem 4.3.1 den, Boy L = 0 bulunur. Ayrica Teorem 4.1.22 den

en ¢ok ti¢ maksimal elemana sahiptir.
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L nin bu @¢ farkli maksimal elemanma m,;, m, ve ms diyelim. Bu takdirde V0 =

mym,ms olur. Teorem 4.1.22 uyarinca, VO = 0, dolayisiyla L, tam olarak ii¢ farkli

maksimal eleman igeren bir indirgenmis latistir.

Simdi L nin tam olarak iki farkli maksimal elemani m; ve m, oldugunu kabul edelim.
Bu durumda vO = mym, dir. Eger VO = 0 ise L is indirgenmis latis olur. L nin
indirgenmis olmadigini kabul edelim. (+/0)? = 0 oldugunu gosterecegiz. (v/0)2 # 0
varsayalim. O halde xy # 0 olacak sekilde x, y < +/0 supremum esas elemanlari vardir.
Teorem 4.1.23 geregince mym, < xy bulunur. x < m;m, < xy ve x bir supremum
esas eleman oldugundan 1 = y Vv (0: x) elde edilir. x # 0 ve y # 1 olmasindan (0: x), L

nin bir sifirdan farkli has elemanidir. Fakat bu durum y < m; A m; olmasi ile gelisir.
Boylece (v/0)2 = 0 dir. Yeniden Teorem 4.1.23 geregince her bir sifirdan farkli eleman
x <0 i¢in V0 = x saglanir.

Eger (L, m) bir s6zde-yerel latis ise Teorem 4.1.23 geregince, L nin her sifirdan farkli

has elemam x € L i¢in m?* < x esitsizligi saglanir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

[

Ornek 4.3.20 (Example 3.5 (a), (Badawi, 2007)) R = Zg Ve p bir asal tamsay1, F bir
cisim olmak {izere D = Z,2(+)F olsun. Bu durumda R nin sifirdan farkli her has ideali

bir 2-yutan idealdir ve D nin her sifirdan farkli has ideali ise bir 2-yutan idealdir.

Ornek 4.3.21 (Example 3.5 (b), (Badawi, 2007)) R reel sayilar halkasi ve X, Y
bilinmeyenler olmak iizere R = R[(X,Y)]/(XY,X? —Y? X3,Y3) halkasmin sifirdan
farkl1 her has ideali bir 2-yutan idealdir.

Yardimer Teorem 4.3.22 (Theorem 2, (Jayaram ve E.W. Johnson, 1997))

L esas olarak iiretilmis bir latis olsun. Bu takdirde asagidaki durumlar denktir:
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(1) L bir esas eleman latisidir.
(2) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve zayif infimum esas elemandir.

(3) Her maksimal eleman m € L i¢in m kuvvetli kompakt ve basittir.

Teorem 4.3.23 L, cisim olmayan bir esas olarak iiretilmis bolge olsun. Bu takdirde

asagidakiler denktir:
(1) L bir esas eleman bolgesidir.

(2) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve q, sifirdan farkli 2-yutan eleman ise q
maksimal elemandir veya m4, m,, L nin maksimal elemanlar1 olmak lizere ¢ = m;m,

bi¢imindedir.

(3) Her maksimal eleman kuvvetli kompakt ve q, sifirdan farkli 2-yutan eleman ise q

asal elemandir veya p4, p,, L nin asal elemanlar1 olmak {izere ¢ = p;p, bi¢cimindedir.

Ispat (1)=(2) L bir esas eleman bolgesi olsun. Bu takdirde Yardimci Teorem 4.3.22
geregince her maksimal eleman kuvvetli kompakttir. g, L nin maksimal olmayan
sifirdan farkli 2-yutan elemani olsun. Bu durumda q < m; olmak {izere bir m,
maksimal eleman: mevcuttur. m, bir esas eleman oldugundan, bir 1 # m; € L igin
q = mym, elde ederiz. Buradaki m; elemanmin L de maksimal eleman oldugunu
gosterecegiz. my in maksimal eleman olmadigini varsayalim. Bu takdirde m; < a y1
saglayan bir 1 # a € L vardir. a bir esas eleman oldugundan, L nin bir b has elemani
icin my; = ab saglanir. abm, < q olmas1 geregince ab < q veya am, < q Veya
bm, < q bulunur. g maksimal olmadigindan ab £ q olacagr agiktir. am, < q
varsayalim. Buradan am, = abm; ve dolayisyla bV (0: am;) = 1 bulunur. Boylece
b =1 cgeliskisine varilir. Benzer bigimde, bm, < q ise a = 1 geliskisi elde edilir.

Boylece m4, L de maksimal elemandir.

(2)=(3) Asikardur.
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(3)=(1) m nin L de maksimal eleman ve (3) kosulunun ger¢eklendigini varsayalim.
m? < q < m olacak sekilde bir ¢ € L alalim. Bu takdirde g bir m-asalims:1 elemandir. O
halde Teorem 4.1.19 uyarinca q bir 2-yutan elemandir. (3) hipotezinden g = m veya
q = m?, yani L de m?® < a < m yi saglayan highir a € L eleman:1 yoktur. Bu durum m
nin basit oldugunu sdyler. Boylece (Theorem 2 Jayaram ve Johnson, 1997)) geregince,

L bir esas eleman bolgesidir. [ ]

Yardimei Teorem 4.3.24 (Lemma 4, (Jayaram, 2002))

L tamamen siral1 latis ve p idempotent olmayan asal eleman olsun. g, p-asalimsi eleman

ve g < p ise bir k pozitif tamsayis1 icin g = p* dur.

Teorem 4.3.25 L bir esas olarak iiretilmis tamamen sirali bdlge, g, L nin bir sifirdan

farkli has elemani ve p = \/E olsun. Bu takdirde asagidakiler denktir:
(1) q bir 2-yutan elemandir.

(2) q bir p-asalims1 eleman ve p* < q dur.
(3)q =pveyap = \/— , L nin bir asal eleman1 olmak {izere g = p? dir.

Ispat (1)=(2) q, L nin bir 2-yutan eleman: olsun. Bu durumda L nin tamamen sirali
olmast ve Teorem 4.1.23 geregince, p = ﬁ bir asal eleman ve p* < q saglanur.
X,y €L, igin xy < q ve y £ p olsun. x < q oldugunu gosterecegiz. p asal ve xy < p
oldugundan x < p bulunur. L tamamen sirali bolge oldugundan x < p < y ve L nin her
kompakt elemani bir esas elemandir. Boylece x = yk olmak tizere bir k € L has
elemani vardir. Boylelikle xy = y*k < q dir. g nun bir 2-yutan eleman ve y* £ q
olmasi geregince x = yk < q sonucuna varilir. Béylece g, L nin bir p-asalims1 elemani

olarak bulunmus olur.

125



(2)>(3) q, L de p® < q yi saglayan bir p-asalimsi eleman olsun. g # p varsayalim.

Yardimci Teorem 4.3.24 uyarinca geregince g = p? elde edilir.

(3)=(1) (3) kosulunun saglandigin1 varsayalim. Eger q = p ise agik¢a g bir 2-yutan
elemandir. Su halde p = \/E bir asal eleman olmak iizere q = p* varsayalim. Bu

takdirde g bir p-asalimsi elemandir. Teorem 4.1.19 geregince g bir 2-yutan elemandir.

[]

Ancak herhangi bir tamlik bolgesinde her asal P ideali igin P? nin bir 2-yutan ideal

olmas1 gerekmez. Bu durumu asagidaki 6rnek yardimiyla gorebiliriz.

Ornek 4.3.26 R = Z + 6xZ[x] ve P = 6xZ[x] diisiinelim. Bu takdirde P, R nin bir asal
idealidir. 6x2 € P\P? iken (P?:6x?)={y€R: 6x%y € P?}=6Z + 6xZ[x] asal

ideal olmadigindan Teorem 4.1.26 geregince P2, R nin bir asal ideali degildir.

Halbuki, asagidaki ornekten goriilebilecegi gibi, bir R tamlik bolgesinde P asal ideali

icin P2 nin bir 2-yutan ideal olmas1, P2 nin bir P-asalims1 ideal olmasin1 gerektirmez.

Ornek 4.3.27 R =7 + 3xZ[x] ve P = 3xZ[x] olsun. Su halde P, R nin bir asal
idealidir. 3(3x2) € P? oldugundan P? bir P —asalimsi ideal degildir. Ote yandan
herhangi bir d € P\P? i¢in (I:d) =P veya (I:d) = 3Z + 3Z[x], R nin bir asal
idealidir. Boylelikle Teorem 4.1.26 geregince P? bir 2-yutan idealdir.

Teorem 4.3.28 q bir 2-yutan eleman ve q # ﬁ olsun. Bu takdirde a =V {(g:x) | x <

\/E,x % q} eleman1 L de bir asal elemandir ve her ¢ £ q eleman: i¢in (q:c) < a

saglanir.

Ispat g bir 2-yutan eleman olsun. \/E eleman1 Teorem 4.1.23 geregince \/_ = p asal

veya p; Ve p,, q lUzerinde minimal iki asal olmak {izere \/q = p; A p, bi¢cimindedir. O
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halde Teorem 4.1.26 ve Teorem 4.1.27 geregince her x < \/_ X % q i¢in (q: x) asaldir.
(q:x) elemanlar1 Teorem 4.1.24 ve Teorem 4.1.25 geregince tamamen sirali

olduklarindan a =V {(q: x) | x < \/_ ,X ¥ q} nin asal eleman oldugu elde edilir.

d < (q:c) ve c £ q olsun. d < a oldugunu gsterecegiz. \/q = p asal eleman olsun.
d < pise Teorem 4.1.24 geregince d < a oOlur. Eger d £ p ise ¢ < p dir. Dolayisiyla

d < (q:c) < a dir. Boylece her ¢ £ q elemani igin (q: ¢) < a oldugu gosterilmis olur.

Simdi p,; ve p,, g lizerinde minimal olan tek farkli asal elemanlar olmak {izere \/_ =
p1 A p2 varsayalim. d < p; veya d < p, durumunda Teorem 4.1.25 den d < a olur.
d £ p,ve d £ p, durumunda ise ¢ < ﬁ dolaysiyla hipotez geregince, d < (q:c) < a

elde edilir. Boylece her ¢ £ g eleman igin (g: ¢) < a saglanr. [ |

Teorem 4.3.29 p € L bir asal eleman ve g < p bir (zayif) 2-yutan eleman olsun. Bu
takdirde g, =V {x € L, : xy < q olacak sekilde bir y < p, y € L, vardir} elemam L,

latisinde bir (zayif) 2-yutan elemandir.
Ispat. Aciktir. []

Asagidaki teorem ile Priifer bolgelerindeki tiim 2-yutan elemanlarin genel formunu

belirleyebiliriz.

Teorem 4.3.30 L bir Priifer bolge ve q, L nin bir sifirdan farkli eleman: olsun. Bu

takdirde asagidakiler denktir:
(1) g, L nin bir 2-yutan elemandir.

(2) q, L nin asal elemanidir veya q = p?, L bir p-asalims1 elemanidir veya p4, p, iKi

sifirdan farkli asal eleman olmak tizere g = p1 A p, bigimindedir.
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Ispat (1)=(2) q bir sifirdan farkli 2-yutan eleman olsun. Su halde Teorem 4.1.23

geregince \/_ = p asal veya p,, p, clemanlari q lizerinde iki sifirdan farkli minimal asal
eleman olmak iizere g = p; A p, bigimindedir. \/_ = p nin asal ve q # p oldugunu

varsayalim. Teorem 4.3.28 den a =V {(q:x) | x < \/EX % q} bir asal eleman ve
Teorem 4.1.24 den p < a olarak bulunur. q,, L, da 2-yutan eleman ve L, bir tamamen
sirali bolge oldugundan Teorem 4.3.29 geregince q,, L, latisinde bir p,-asalimsi
elemandir. Bunun yaninda Teorem 4.3.28 geregince q, = q Ve p, = p dir. Buradan q
bir p-asalims1 elemandir. Ayrica L nin regiiler latis olmasi igin gerek ve yeter kosul L
nin indirgenmis ve her asal elemanin maksimal eleman olmasidir. (Theorem 5,

(Anderson ve Jayaram,1995)) O halde Teorem 4.1.19 geregince g = p? elde edilir.

Simdi p, p2 elemanlar q tizerinde iki sifirdan farkli minimal asal eleman olmak iizere
q = p1 A p, varsayalim. q # ﬁ olsun. Teorem 4.1.25 ve Teorem 4.3.28 geregince,
p1 < a Ve p; < a, Ve L, nin bir tamamen sirali bolge olmasi geregince p,, < p,, veya
P2, < p1,, dolaysiyla p; < p, veya p, < p; ¢eliskisine varilir. Boylece q = \/_ =piA
p2 dir.

(2)=(1) q = pasal ise q agikga bir 2-yutan elemandir. Eger q = p? bir p-asalimsi
eleman ise Teorem 4.1.19 dan q bir 2-yutan eleman olur. Eger p,, p, sifirdan farkli asal
elemanlar olmak ilizere q = p; A p,ise q agik¢a bir 2-yutan elemandir. Boylece ispat

tamamlanmus olur. [ ]
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BOLUM 5 - SONUCLAR

Tezin bulgular ve tartismalar boliimii, ikinci, Giglincli ve dordiincii boliimler olarak

planlanmaistir.

Ikinci boliimde, degismeli ve birimli halkalardaki asalims1 ve 2-yutan ideal kavramlari
genellestirilerek 2-yutan asalimsi idealler ve =zayif 2-yutan asalimsi idealler
tanimlanmistir. Bu ideallerin temel oOzellikleri detaylariyla calisilmistir. Bir takim
degismeli halkalarda 2-yutan asalimsi ve zayif 2-yutan asalimsi ideallerin genel formu
karakterize edilmistir. Her has ideali bir zayif 2-yutan asalimsi ideal olan halkalar
incelenmistir. Bu bdliime ek olarak, degismeli halkalarda ikili sifir kavrami
tanimlanarak zayif asal ideallerin 6zellikleri icin, tiglii sifir kavrami tanimlanarak ise

zayif 2-yutan ideallerin 6zellikleri i¢in farkl ispatlar elde edilmistir.

Ucgiincii boliimde, degismeli halkalar iizerindeki carpimsal modiillerin 2-yutan asalimsi
alt modiilii kavrami tanmimlanarak, detaylariyla calisilmistir. Bu ideallerin farkli
halkalardaki genel formlarini belirlemek, bazi 6zel halkalar1 2-yutan asalimsi ve zayif 2-
yutan asalimsi idealler cinsinden karakterize etmek, tezin bu boliimde amaglanmaistir.
Her has elemani zayif 2-yutan asalimsi olan halkalar, s6zde yerel halkalar, esas ideal
bolgeleri, Dedekind bolgeleri gibi bir takim 6zel halkalardaki 2-yutan asalimsi idealler
calisilmistir.

Doérdiincti boliimde ise A. Badawi (Badawi, 2007) tarafindan tanimlanan degismeli
halkalardaki 2-yutan ve zayif 2-yutan ideal kavramlari, modiiler olmayan ¢arpimsal
latislerde 2-yutan ve zayif 2-yutan elemanlara genellestirilmistir. Bu yap1 ayn1 zamanda
carpimsal latislerde asal elemanlarin bir genellestirmesi olarak da elde edilmistir. Esas
eleman bolgeleri i¢in 2-yutan elemanlar cinsinden bir karakterizasyon verilmistir. 2-
yutan idealler ve 6zellikleri, L latisi 6zel olarak L(R) idealler latisi olarak alindiginda
carpimsal latislerdeki 2-yutan elemanlarin 6zelliklerinin sonuglari olarak elde edildigi
gosterilmistir. Priifer bolgelerinde, sozde yerel latislerde, tamamen sirali bolgelerde 2-
yutan elemanlarin genel formlar tespit edilmistir. Esas eleman bdlgeleri, Dedekind
bolgeleri ve hemen hemen Dedekind bolgeleri gibi birtakim 6zel ¢arpimsal latisler i¢in

2-yutan elemanlar cinsinden yeni karakterizasyonlar elde edilmistir. Bunlarin yani sira,
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bir supremum esas olarak iiretilmis C-latisin her elemanin bir zayif 2-yutan eleman

olmasi icin gerek ve yeter kosullar bulunmustur.

Bu calismada ele alinan konunun devami niteliginde, 2-yutan eleman ve 2-yutan
asalimsi ideal yapilarini da farkli yaklasimlarla genellestirmek miimkiindiir. Ornegin n-

yutan asalimsi elemanlar veya phi-yutan asalimsi idealler tanimlanarak ¢aligilabilir.
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