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Bu tezde, Genellestirilmis Bessel fonksiyonlarinin tinivalentlik, yildizillik, konvekslik
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi 19.yilizyilda ¢alisilmaya baslanmis ve birgok dal ile
iliskisi kurulmustur. Ozel fonksiyonlar geometrik fonksiyonlar teorisinde énemli bir rol
oynar. Ozel fonksiyonlarin en bilinen uygulamas1 L. de Branges tarafindan yapilan iinlii

Bieberbach tahmininin ispatidir. Bieberbach tahmini;

f(z) = z+ a,z% + azz3 + -+ seklinde verilen f fonksiyonu |z| <1 de analitik ve
tinivalent olmak tizere her n € {2,3,4, ... } igin |a,| < n esitsizliginin saglandigini iddia

eder.

Bieberbach tahmininin ispatinda, L. de Branges’in genellestirilmis hipergeometrik
fonksiyonlart kullanmasi hipergeometrik fonksiyonlarin geometrik 6zellikleri {izerine
biiyiik ilgi yaratmistir ve pek ¢ok bilim adami tarafindan ¢alisilmistir. Hipergeometrik
fonksiyonlar ve bu alanda hala devam etmekte olan bazi arastirmalar Bessel
fonksiyonlarinin geometrik &zelliklerinin arastirilmasini giindeme getirmistir. Ozel
fonksiyonlar matematiksel analiz, fonksiyonel analiz, fizik ve diger uygulamalardaki
oneminden dolay1 ¢esitli isim ve notasyonlara sahip olan bazi 6zel matematiksel

fonksiyonlardir.

Temel fonksiyonlardan o&zellikle trigonometrik fonksiyonlar 6zel fonksiyon olarak
dikkate almmistir. Ozel fonksiyonlar teorisi Klein, Jacobi, Gauss ve bircok bilim
adaminm katkilariyla 19.yiizyilda gelistirilmistir. Ozel fonksiyonlar dikkate deger
ozelliklerinden dolay1 yiizyillardir kullamilmaktadir. Ornegin astronomideki gesitli

uygulamalar igin trigonometrik fonksiyonlarla uzun yillar ¢alisilmustir.

1732°de Bessel fonksiyonlari kavramini ilk tanitan D. Bernoulli olmasina ragmen
astronom F. W. Bessel den (1784-1846) sonra Bessel fonksiyonlari olarak

adlandirilmistir.



Bernoulli, bir ucundan askiya alinan zincirin salinim probleminin bir ¢éziimii olarak
sifirnct mertebeden Bessel fonksiyonunu; 1764 yilinda ise Euler, gerilmis bir zarmn
titresiminin analizinde tam say1 mertebeli Bessel fonksiyonlarini kullanmistir. Astronom

olan Bessel 1817 ye kadar bu fonksiyonlarla isi arasindaki baglantiy1r kuramamastir.

Bessel fonksiyonu, Kepler’ in karsilikli kiitle ¢ekimi altinda hareketli ii¢ cismin
birlikteki hareketlerini belirlemek i¢in ortaya koydugu problemle ilgili Bessel’in yaptig1

bir ¢alismanin sonucudur.

1824°de Bessel, bir gok cisminin hareketinde bagka bir cismin etkisi ile meydana gelen
diizensizligi inceleyen calismasma Bessel fonksiyonlarini dahil etmistir. Oyle ki bu
caligmada Bessel fonksiyonlar1 bir gezegenin dolayli diizensizligini; yani giinesin
hareketinin cisimde meydana getirdigi diizensizligi veren bir seri agilimimin katsayilar

olarak goziikiir.

1878’de Rayleigh tarafindan Bessel fonksiyonlarmmin Laplace fonksiyonlarinin &zel

durumu oldugunu gosteren ¢alismasiyla bu konu daha da gelistirilmistir.

Jzn notasyonunu ilk olarak P. A. Hansen sonra O. X. Schémilch tarafindan
kullanilmistir ve daha sonra bu notasyon G. N. Watson tarafindan J,(2z) seklinde

diizenlenmistir.

Bunu takiben, 1895°de Mathews’ in Gray ile is birligi yaparak yazdigi “A treatise on
Bessel functions and their applications to physics” adli eseri Bessel fonksiyonlar1 ile
ilgili yapilan 6nemli calismalar arasindadir. Bu kitap Bessel fonksiyonlar1 iizerine
Ingilizce yapilan ilk biiyiikk calismadir ve bu calisma kirmim (isinlarm  kirilarak
yayilmasi) , hidrodinamik ve elektirige Bessel fonksiyonlarin uygulamalar1 konularimi

kapsar.

Ancak yirminci ylizyilda 6zel fonksiyonlar teorisi reel analiz, fonsiyonel analiz,

topoloji, cebir ve diferansiyel denklemler gibi alanlarin goélgesinde kalmistir. Buna



ragmen aynt donemde Watson‘un 06zel fonksiyonlar teorisinde ozellikle Bessel
fonksiyonlarmin asimtotik genislemelerinde biiyiik 6neme sahip olan “A treatise on the

theory of Bessel functions” isimli kitabi ¢ikmustir.

Glnimiizde bu kitap bir Kklasiktir. Bessel ve hipergeometrik fonksiyonlar 6zel
fonksiyonlarin ¢arpict 6zelliklerinden dolay1 olasilik, istatistik, matematiksel fizik ve

miihendislik bilimlerinde sik¢a kullanilmaktadir.

Diger taraftan Bessel fonksiyonlarinin diger uygulama alanlarindan kisaca bahsedecek
olursak Bessel fonksiyon teorisi niikleer fizik, atom fizigi, radyo fizigi, ses bilimi

(akustik) ve hidrodinamik biliminin problemlerinin ¢dziimiinde kullanilmaktadir.

Genellestirilmis  p. mertebeden 1. g¢esit Bessel fonksiyonu w =w seklinde
gosterilipz2.w' (z) + b.z.w'(z) + [c.z2 —p? + (1 — b).p]w(z) = 0 denkleminin

n.n 2
(-1 -cb+1)_(f) "*? seklindedir.

0zel bir ¢oztimidir ve w(z) = w(z) = Yuso =

n!F(p+n+T

2010 yilinda Baricz ve Ponnusamy genellestirilmis Bessel fonksiyonlarinin normalize
edilmis formlariin agik birim diskte yildizil ve konveks olabilmesi i¢in yeterli sartlar
vermistir. Yine Baricz ve Frasin 2010 yilinda Bessel fonksiyonlarini igeren integral

operatdrlerinin agik birim diskte iinivalent olmasi i¢in bazi yeterli sartlar vermislerdir.

2011 yilinda M. Arif ve M. Raza p.mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonlarini igeren

integral operatorlerinin yildizillilik ve konveksligini incelemiglerdir. Yine 2011 yilinda
E. Deniz et. all. genellestirilmis Bessel fonksiyonlarini i¢eren integral operatorlerinin
bazi ailelerinin tinivalentlikleri iizerine ¢aligmalar yapmislardir. 2012 yilinda Mondal
ve Siwaminathan tarafindan normalize edilmis genellestirilmis Bessel fonksiyonlarinin
konvekslik, yildizillilik ve konvekse yakinlig: ile ilgili ¢esitli sartlar elde edilmistir.
2013 yilinda E. Deniz genellestirilmis Bessel fonksiyonlarini igeren integral

operatorlerinin konveksligi i¢in yeterli sartlar vermistir.



Yine giincel olarak 2015 yilinda A. Baricz genellestirilmis Bessel fonksiyonlarini iceren

ikinci dereceden differensiyel denklemler {izerine ¢alismalar yapmustir.

Sunulan bu tezde ilk béliimde, “Bessel Fonksiyonlarinin Geometrik Ozellikleri” ile

ilgili ge¢gmisten giiniimiize kadar yapilan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci béliimde temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Uciincii boliimde ¢alismamizin temelini olusturan Bessel diferansiyel denklemleri,
Bessel fonksiyonlar1 tanitilarak arastirma bulgulari kismindaki teoremlerin ispatinda

kullanacagimiz 6nemli teorem ve lemmalara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde Bessel fonksiyonlarinin iinivalentligi, yildizilligi, konveksligi ve

konvekse yakinligr gibi geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliimde ise arastirma bulgular1 kisminda yer alan teoremlerin yalnizca ifadeleri

verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Bu boliimde konu ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Tamm 2.1.1 (Komsuluk): z, € C ve ¢ > 0 olmak lizere,
B(zg,e) ={z€C:|z—2z)| <&}
kiimesine z, merkezli ¢ yarigapl agik disk veya z, noktasinin &€ komsulugu denir.
B(zo,€) ={z € C: |z — 2| < &}
kiimesine z, merkezli ¢ yaricaph kapali disk,
0B(zy,e) ={z€C: |z —zy| = €}
kiimesine z, merkezli € yarigaph gember,
B (29,6) ={z€C:0< |z—2zy| <&} =B(zy,€) — {2}

kiimesine de z, noktasinin € delinmis komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (Acik Kiime): Bir A c C kiimesi verilsin. Eger A kiimesinin her noktasi

A nin bir i¢ noktasi ise A kiimesine agik kiime denir.

Tammm 2.1.3 (Kapah Kiime) : A c C olsun. A kiimesinin tiimleyeni agik ise A

kiimesine kapal1 kiime denir.

Tanim 2.1.4 (Baglantih Kiime): A, U,V, C’nin bostan farkl alt kiimeleri olsun.
i. A=UUV,
i. UnNnV=0g=VnU

olacak sekilde U,V < C gibi bos olmayan iki kiime bulunamiyorsa A kiimesine
baglantili kiime denir.

Tamm 2.1.5 (Bolge): Acik ve baglantili kiimelere bolge denir.



Tamm 2.1.6 (Egri) : [a,b] € R olmak iizere y: [a, b] = C siirekli fonksiyonuna C de
bir egri denir. y(a) ve y(b) noktalarinada sirasiyla egrinin baslangic¢ ve bitim noktalari

ad1 verilir.

Tanim 2.1.7 (Kapah Egri) : y: [a,b] = C bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y yakapali

egri denir.

Tanim 2.1.8 (Basit Kapal Egri) : y:[a,b] — C egrisi [a,b) veya (a, b] araliginda
bire-bir ise y egrisine basit egri denir. Eger y , basit bir egri ve y(a) = y(b) ise y ya

basit kapal1 egri ya da Jordan egrisi ad1 verilir.

Tamim 2.1.9 (Diferansiyellenebilme) : A c C olmak iizere f: A — C ye bir fonksiyon

Ve z,, A nin bir i¢ noktasi olsun. Eger

i 1.8 = f(20)
m-——-—-—-

z-Z Z— Zy

limiti varsa f(z) fonksiyonu z, noktasinda diferansiyellenebilirdir (tiirevlenebilir)
denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve bu f(z) fonksiyonunun z, noktasindaki

tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 2.1.10 (Analitik Fonksiyon) : f(z) fonksiyonu z, noktasinda ve bu noktanin
uygun bir komsulugundaki her noktada diferensiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z,

noktasinda analitiktir denir.
Tiim kompleks diizlemde analitik olan fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

Tamim 2.1.11: f(z) fonksiyonu z, noktasinda analitik degilse, bu noktaya fonksiyonun

singiiler (tekil) noktasi1 denir.



Tanmm 2.1.12: z,, f(z) fonksiyonunun bir singiiler noktasi olsun. Eger f(z2)
fonksiyonu z, noktasmin bir B°(zy, ) delinmis komsulugunda analitik oluyorsa z,

noktasina f(z) fonksiyonunun bir ayrik singiiler noktasi denir.

Tamm 2.1.13: z, kompleks diizlemde bir nokta ve a,,, b,, kompleks sayilar olmak {izere

z —+ z a,(z —zy)"
— n
n=1 (z = 2) n=0

bn
(z—zo)"

serisi verilsin. Bu seriye z, merkezli Laurent serisi denir. Y7, serisine Laurent

serisinin esas kismi, Yo, a,(z —z,)™ serisine ise Laurent serisinin analitik kismi

denir.

Tamim 2.1.14 (Kaldirilabilir Singiiler Nokta): z,, f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler
noktasit olsun. Bu noktanin uygun bir delinmis komsulugunda Laurent serisini goz
Oniine alalim. Bu serinin esas kismindaki biitiin katsayilar sifir oluyorsa, z, noktasina

f (z) fonksiyonunun bir kaldirilabilir singiiler noktasi denir.

Tamim 2.1.15 (Univalent Fonksiyon) : f fonksiyonu herhangi bir B S C bolgesinde

analitik olsun. Her z;, z, € B igin,

zy # 2z, iken f(zy) # f(z,)

oluyorsa, f fonksiyonuna B bdlgesinde univalent (veya yalinkat) fonksiyon denir
(Duren 1983).

Eger f,z, noktasinin bir komsulugunda {inivalent ise f ye yerel linivalent fonksiyon

denir.



f fonksiyonu £(0) = f'(0) — 1 = 0 sartlarim sagliyorsa f fonksiyonuna normalize edilmis

fonksiyon denir. D agik birim diskinde taniml1 ve analitik olan

f2)=z+Yy,a,.z2" , (z€D)

fonksiyonuna normalize edilmis analitik fonksiyon denir. Normalize edilmis analitik

fonksiyonlarm smifin1 A ile gosterecek olursak;

oS

n=2
seklinde yazilir.

D agik birim diskinde iinivalent olan

f(z)=z+ z a,.z"
n=2
bi¢cimindeki fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir ve bu simif

S = {f EAf(z)=z+ Z a,.z" f(z) fonksiyonu D birim diskinde univalent

n=2
bigiminde tanimlanir.

Teorem 2.1.16: Analitik bir f fonksiyonun bir z, noktasinda yerel iinivalent olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul f'(z,)# 0 olmasidir (Duren 1983).

Tamim 2.1.17 (Pozitif Reel Kistmh Fonksiyonlar) : D birim diskinde Reg(z) > 0 olmak

uzere D’de analitik olan



9@ =1+ ) pz”
n=1

bicimindeki fonksiyonlara pozitif reel kisimli fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin simifi P

ile gosterilir (Goodman 1983a).
Lemma 2.1.18 (Schwarz Lemmasi) : f fonksiyonu D birim diskinde analitik ve

i. z€Digin|f(2)] <1,

ii. f(0)=0
olsun. Bu durumda, her z € D igin |f(z)| < |z| ve |f'(0)| < 1 olur. Ayrica, herhangi
bir z # 0 noktas1 i¢in |f(z)| = |z| veya |f'(0)| =1 ise her w € D igin f(w) = cw
olacak sekilde |c| = 1 olan bir ¢ sabiti vardir (Conway 1973).

Teorem 2.1.19 (Maksimum Modiil Teoremi) : B c C sinirli bir bolge ve f fonksiyonu
B bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon olsun. f fonksiyonu B bolgesinde analitik ve

bu bolgenin sinirinda siirekli ise
max{|f(2)|:z € B} = max{|f(2)|:z € 0B}
olur (Conway 1973).

Teorem 2.1.20 (Minimum Modiil Teoremi) : B c C smirl bir bolge, f fonksiyonu B
bolgesinde sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € B i¢in f(z) # 0 olsun. f fonksiyonu

B bolgesinde analitik ve bu bdlgenin sinirinda stirekli ise
min{|f(2)|:z € B} = min{|f(2)|: z € 9B}

olur (Conway 1973).
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Teorem 2.1.21 (Riemann Doniisiim Teoremi) : B & C basit baglantili bir bolge ve

Zy € B olsun. Bu durumda,

i.  f(zy) =0ve f'(zy) >0,
ii.  f bire-bir,
iii. f(B)={zz] <1}

sartlarini saglayan yalniz bir tane analitik f: B — C fonksiyonu vardir (Conway 1973).

Tamim 2.1.22 (Subordinasyon): f ve g, D birim diskinde analitik olan iki fonksiyon
olsun. w(0) = 0 ve |w(z)| = 1 olmak iizere f(z) = g(w(z)) olacak sekilde D birim
diskinde analitik olan bir w fonksiyonu varsa f fonksiyonu g ye subordinedir denir ve

f < g yazilir.

Eger g tnivalent ise f < g olmasi igin gerek ve yeter sart f(0) = g(0) ve f(D) c
g (D) olmasidir (Miller and Mocanu 2000).

Tamim 2.1.23 (Hadamard Carpim) : D birim diskinde analitik olan
f(2) =Xuz1anz" Ve g(2) = XyZ1 by 2"

fonksiyonlar1 verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimi f * g ile gosterilir

ve bu ¢arpim

o

(f « D@ = ) apbyz"

n=1

seklinde tanimlanir (Miller and Mocanu 2000).
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Tanim 2.1.24 (Konform Déniisiim) : Eger bir doniisiim, belli bir noktadan gecen iki
diizgiin egri arasindaki aginin biiyiikliigiinii ve yoniinii koruyorsa bu doniisiime bu
noktada konform doniisiim denir. Eger bir f fonksiyonu bir, B c C bdlgesinin tiim

noktalarinda konform ise f fonksiyonu B bolgesinde konformdur denir (Dénmez 1999).

Teorem 2.1.25: f fonksiyonunun analitik oldugu her znoktasinda f'(z)# 0 ise f

fonksiyonu konformdur.

Tanim 2.1.26 (Pochhammer Sembolii) : a reel ya da kompleks bir say1, n sifir ya da

pozitif bir tamsay1 olmak tizere («),, ifadesi
@p=a(a+1D.(a+2)..(a+n—-1)

olarak tanimlanir. Bu ifade “Pochhammer Sembolii” olarak bilinir.

Burada n = 0 alinirsa (@), = 1 dir.

2.2. Gama ve Beta Fonksiyonlar:

Tamim 2.2.1 (Gama Fonksiyonu) : z pozitif reel kisma sahip kompleks bir degisken

olmak tizere I'(z) ile gosterilen ve

oo

rz) = f e t.t?7t.dt, Rez>0
0

seklinde tanimlanan fonksiyona gama fonksiyonu denir.

Gamma fonksiyonu
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r(z+1)=2zr(2)

bagintisin1  saglar. Bu baginti ve I'(1) =1 oldugu g6z O6niinde bulundurulursa

tliimevarim yonteminden
rnm+1)=n!, n=0,12,..

ifadesi elde edilir. Gama fonksiyonuna bazen genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da

denir.

Tamim 2.2.2 (Beta Fonksiyonu) : x ve y pozitif reel kisma sahip kompleks degiskenler

olmak iizere B(x,y) ile gosterilen ve
B(x,y) = [, t*"L.(1—-t).dt ; R(x)>0, R() >0
seklinde tanimlanan fonksiyona beta fonksiyonu denir.

Beta fonksiyonu gama fonksiyonuna bagli olarak

_Te).T»)
PO =Ty

bigiminde de gosterilebilir (Sahin 2011).
2.3. Yildiz1l Fonksiyonlar

Tamm 2.3.1 (Yildizil Bolge) : B kompleks diizlemde bir bolge ve w, € B olsun.
Baslangic noktas1 wy olan her 151n ile B bolgesinin arakesiti bir dogru parcasi veya bir

151n ise B bolgesine w, noktasina gore yildizil bolge denir (Goodman 1983a).
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Bagka bir deyisle, 0 < t < 1 olmak iizere Her w € B i¢in (1 — t)w, + tw € B ise B

bolgesine w, noktasina gore yildizildir denir.

Tamm 2.3.2 (Yildizil Fonksiyon) : f fonksiyonu D birim diskinde analitik olsun. D’yi
w, noktasina gore yildizil olan bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna wy’a gore yildizil

fonksiyon denir. wy = 0 ise f fonksiyonuna yildizil fonksiyon denir (Goodman 1983a).

f € A olmasi durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifi S* sembolii ile gosterilir.

Teorem 2.3.3: f € A olsun. Bu durumda f € S* olmasi igin gerek ve yeter sart

Re (Z; é?) >0 2.1)
olmasidir.

Yukaridaki teorem goz 6niinde bulundurulursa yildizil fonksiyonlar sinifi

S* ={f€A:VZ€Di(;inRe<Z'ff(,Z()Z)> >O}

seklinde tanimlanir.

Bu sinifa ait en 6nemli fonksiyonlardan biri z € D olmak lizere,

VA

K@) =a =z

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonudur.
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Sekil 2.1. Koebe fonksiyonu

Tamim 2.3.4 (a. Mertebeden Yildizil Fonksiyon) : f, D birim diskinde analitik ve

f(2 =Z+§:an.zn

olsun.Vz € Dve 0 < a <1 olmak lizere

zf'(2)
Re< ) )> a (2.2)
kosulunu saglayan f fonksiyonuna «a. mertebeden yildizil fonksiyon ve bu

fonksiyonlarin olusturdugu smifa da a. mertebeden yildizil fonksiyonlar sinifi denir ve

S*(a) ile gosterilir (Miller and Mocanu 2000).

a. mertebeden yildizil fonksiyonlarmn sinifi 0 < a < 1 olmak {izere,

$*(a) = {f € A:Re (i{é?) > a}
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seklinde tanimlanir.
2.4. Konveks Fonksiyonlar

Tanmm 2.4.1 (Konveks Bolge) : Her w;,w, € B c C i¢in w; Ve w,’yi birlestiren dogru
pargast B bolgesinde kaliyorsa, yani 0 <t <1 olmak iizere tw; + (1 —¢t)w, €B ise B

bolgesine konveks bolge denir (Goodman 1983a).

Tamm 2.4.2 (Konveks Fonksiyon) : f fonksiyonu D birim diskinde analitik olsun. D’yi

konveks bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Goodman 1983a).
f € A olmasi1 durumunda yildizil fonksiyonlarin sinifi € sembolil ile gosterilir.

Teorem 2.4.3: f € A olsun. Bu durumda f € C olmasi igin gerek ve yeter sart

zf"(2)
Re (1 + m) >0

olmasidir.

Bu teoreme gore konveks fonksiyonlar sinifi

zf"(2)
C={f€A:Re<1+ o ) > 0}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.4.4 («. Mertebeden Konveks Fonksiyon ): f, D birim diskinde analitik ve
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f2)=z+

a,.z

N5

S
1l
N

olsun. vz € D ve 0 < a < 1 olmak lizere

z.f"(2)
Re<1+ 0 >>a

kosulunu saglayan  f fonksiyonuna . mertebeden konveks fonksiyon ve bu
fonksiyonlarin olusturdugu smifa da a. mertebeden konveks fonksiyonlar sinifi denir

ve C(a) ile gosterilir (Miller and Mocanu 2000).

a. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi 0 < @ < 1 olmak iizere,

zf"(z)
Cla) = {fEA:Re<1+ 10 > > a}

seklinde tanimlanir.

0 <a<1 olmak iizere «. mertebeden konveks olan her fonksiyona «. mertebeden

yildizil diyebiliriz.

Tamim 2.4.5 (Konvekse Yakin Fonksiyon) : f € A olsun. Eger z € D igin

f'(2)
Re <g’(z)> >0

olacak sekilde bir g € C fonksiyonu varsa f fonksiyonuna konvekse yakin fonksiyon

denir. Konvekse yakin fonksiyonlarin sinifi “K” ile gosterilir.
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Yukaridaki tanim ve teoremleri géz Oniine alacak olursak;
I.  Her konveks, yildizil, konvekse yakin fonksiyon ve iinivalent fonksiyon

analitiktir.
ii.  Her konveks ve yildizil fonksiyon konvekse yakin fonksiyondur.

lii.  Her konveks fonksiyon yildizil fonksiyondur.
Tiim bu fonksiyon siniflart arasindaki iliskiyi kisaca

CcS*cKcScA

seklinde ifade edebiliriz.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Bessel Fonksiyonlari

Bessel diferansiyel denklemi c¢esitli problemlerde kullanilmakla birlikte ¢esitli tiirleri

vardir.
Tamim 3.1.1 (Bessel Diferansiyel Denklemi) :

22w (2) +zw'(2) + (z> —pP)w(z) =0 p€ER veyap €C
denklemine Bessel diferansiyel denklemi, ¢ozlimlerine de Bessel fonksiyonlar1 denir.

p.mertebeden birinci cesit Bessel fonksiyonu ,,(z) ile gosterilir ve Vz € C igin,

(-1)" 7N\ 2n+D
Jp(2) = 2 WMTp+nt D) (E) (3.1)

n=0

bigiminde tanimlanir (Watson 1944).
Tamm 3.1.2 (Modifiye Bessel Diferansiyel Denklemi):

22w (2) + zw'(2) — (2% + pDHw(z) = 0
denklemine Modifiye Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii Vz € C igin;
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1 7N 2n+p
bh(2) = Z nlfp+n+1) (E) (3.2)

nz0

bigimindeki p. mertebeden birinci ¢esit Modifiye Bessel fonksiyonudur (Watson 1944).
Tanim 3.1.3 (Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi) :

22w (z) + 2zw'(2) + [z —p(p + D]w(z) =0
denklemine Kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii Vz € C igin;

. T T (D" ZN\21+p
Jo(2) = \/;]T’*%(Z) N \/;nzo n!T'(p +n+3/2) (E)

bicimindeki p. mertebeden birinci ¢esit Kiiresel Bessel fonksiyonudur (Abramowitz

and Stegun 1965).

Tamim 3.1.4 (Modifiye Kiiresel Bessel Diferansiyel Denklemi):
22w (z) + 2zw'(z) — [z + p(p + D]w(z) =0

denklemine Modifiye Kiiresel Bessel diferansiyel denklemi denir.

Bu denklemin 6zel ¢6ziimii Vz € C igin;

| - — 1 Z\ 24D
ip(2) = J;Ip%(z) - \/;;) n!T(p+n+3/2) (i)
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seklindeki p. mertebeden birinci tiir Modifiye Kiiresel Bessel fonksiyonudur

(Abramowitz and Stegun 1965).

b,c € Cve d = d,p*+ dy,p + d3 (dy,dy, d3 p € C) olmak iizere

22w (2) + bzw'(2) + (cz? + d)w(z) = 0 (3.3)

denklemini g6z 6ntine alalim.

Frobenius metodunu kullanarak (3.3) denklemininvn > 0 ve a,, € C; i¢in

w(z) = zP <Z a, z”)

n=0

seklindeki ¢ozlimlerini arastirabiliriz.

Vn = 2 i¢in yukaridaki sonsuz kuvvet serisinin a, ve a,_, katsayilar1 arasindaki

iliskinin
an(n+2p+b—1)+a,[(d,+Dp?+b+d, — Dp+d3] = —ca,_, (3.4)
seklinde oldugu goriiliir.

Burada d; = —-1,d, =1—b,d; = 0 degerleri (3.4) denkleminde yerine koyulursa
Yn = 2 i¢in (3.4) denklemi;

ann+2p+b—1) =—ca,_, (3.5)

seklini alir. O halde (3.3) denklemi
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z?w" (2) + bzw'(2) + [cz? — p? + (1 — b)p]w(2) =0 (3.6)

denklemine doniisiir. Bu denklem Bessel, Modifiye, Kiiresel ve Modifiye Kiiresel

Bessel diferansiyel denklemlerinin genellestirilmis halidir.

(3.5) denklemindeki iliskiyi kullanarak (3.6) denkleminin 6zel bir ¢6ziimiinii ifade

edebiliriz. Vz € C ve ay(p) # 0 igin;

_\" 2n+p
NORTRO)Y n( ) -

n=0 l_[m=1 (m +p+ ?)

-1
olur. Eger ag(p) = [2°T (p +27)|  esitligini alirsak (3.6) denkleminin ézel goziimii

olarak vz € C igin;

2n+p

(—=o)" z
Wp(2) = ) r( z2y 3) (3.7)

=0 p+n+7

serisi elde edilir.

Burada w;, (2) serisinin yakinsaklik yarigap1 oo oldugundan w,,(z) serisi Vb,c,p,z €

C icin yakinsaktir.

Sonu¢ 3.1.5 : (3.6) lineer diferansiyel denkleminin herhangi bir ¢oziimiiniin p.

mertebeden genellestirilmis bir Bessel fonksiyonu oldugunu séyleyebiliriz. Burada
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(3.7) deki gibi tanimlanan w,, p. mertebeden birinci gesit genellestirilmis Bessel

fonksiyonudur (Baricz 1994).
Bu sonucun dogrulugunu agik bir sekilde gorebiliriz.

Burada b ve c ye cesitli degerler vererek p. mertebeden birinci ¢esit tim Bessel

fonksiyonlarini elde edebiliriz.

wy serisinde ¢ = 1ve b =1 yerine yazilirsaw,, p. mertebeden birinci cesit Bessel

fonksiyonu olan J, ye indirgenir.

wyserisinde ¢ =—1veb =1 yerine yazilirsaw,, p. mertebeden birinci cesit

Modifiye Bessel fonksiyonu olan I, ye doniisiir.

Benzer olarak w,, serisinde ¢ = 1ve b = 2 yerine yazilirsa wy, %ye indirgenir.

. . 2ip o
Son olarak w,, serisinde ¢ = —1 ve b = 2 yerine yazilirsaw,, , 7 ve dontisiir.

Simdi genellestirilmis ve normalize edilmis Bessel fonksiyonunun tanimi ile ilgili

yorum yapacak olursak;

) = [2r(p+ )]

alalim. O halde Vz € Cigin ay(p) yi w,, de yerine yazarsak

= (-9 r(p+ ?) o

b
wy(z) = ZPF(p + —
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elde edilir. vz € C ve ¥n > 0 olmak lizere

) z ()r(p+22)

p— b+1
nzon!l“(p +Tl+T)

i¢in

u,(z) = z b,z"

nz0
fonksiyonunu alalim. Buna gore Vz € C igin,

-1

b+1
wy(z) = [ZPF (p + T)] zPu,(z%)
elde edilir. Pochhammer semboliiniin 6zelliklerinden biri olan

I'(a +n)
(@)n = T

ifadesini g6z Oniine alacak olursak;

win =y L

K n!
i (1,

dontisiimii elde edilir. Burada b, p, ¢ birer kompleks say1 olup

b+1
K=p+T¢O,—1,—2,...

(3.8)

(3.9)
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seklindedir. u,(z) ye genellestirilmis ve normalize edilmis p. mertebeden birinci gesit

Bessel fonksiyonu denir (Baricz 2008a).
Ayrica, u, fonksiyonu C de analitiktir ve

4z%u" (z) + 4kzu'(z) + czu(z) = 0 (3.10)
diferansiyel denklemini saglar.

Bazi1 Bessel fonksiyolarina 6rnek olarak

. 2 . 2 . : 2 si
]_%(z) = ’;cosz, ]%(z) = ’Esmz, ]%(z) = E(%—cosz)
2 2 . _ _ |2 sinhz_
I_%(z) = /Ecoshz,lé(z) = ’Esmhz, I%(z) = 7TZ( - cosh z)

fonksiyonlarin verebiliriz. Asagida bu fonksiyonlarin bir kaginin grafigi verilmistir.
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Sekil 3.1.J¢ ,J1/2 ,J-1/2 fonksiyonlarnin grafikleri

Simdide arastirma bulgular1 bélimiinde verecegimiz teoremlerin ispatinda

kullanacagimiz bazi 6nemli lemmalar1 verelim.

Lemma 3.1.6: Eger b,p,c € Cvek # 0,—1,-2,... ise u, fonksiyonu vz € C i¢in

dru'y(z) = —cupi1(2)

bagintisin1 saglar (Baricz 2008a).

Lemma 3.1.7: E € C kompleks diizlemde bir kiime ve :C3 X D — C fonksiyonu
u+o<0veo<—(1+p?)/2 olmak iizere z € D ve p,o,u,v € R i¢in Y (pi, o, u +
vi; z) € E diferansiyel subordinasyon sartin1 saglayan bir fonksiyon olsun. Yz € D igin
Y(h(2),zh'(2),z*h" (2); z) € E ve h(0) = 1 olmak iizere h, D birim diskinde analitik
ise Vz€D icin Reh(z) >0 olur. Ozel olarak, ¥:C?x D — C ise diferansiyel
subordinasyon sarti, o < —(1+ p?)/2 olmak iizere z€D ve p,0d €ER icin
Y(pi, 0;z) & E sartina indirgenebilir (Miller and Mocanu 2000).
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Lemma3.18: f € A ve bazi sabit @ € [0,2],f = 0 ve vz € D igin

)

#'@)_,
@

A B 3a
o <(A-a)' 21— —+a?)F

2

ise f fonksiyonu S*(a) sinifina aittir (Owa and Srivastava 1987).

Lemma 3.1.9 (Alexander Teoremi) : f €A ve z €D olmak lizere f € C olmasi

icin gerek ve yeter sart zf'(z) € S olmasidir (Duren 1983).

Lemma 3.1.10 : f:D — C analitik bir fonksiyon olsun ve a € [0,1) olmak iizere

g:D-Cg(z)= z[f’(z)]ﬁ seklinde tanimlansin. f nin a. mertebeden konveks
olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart g nin a. mertebeden yildizil olmasidir. Ayrica f nin
a. mertebeden konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart zf' nin . mertebeden
yildizil olmasidir (Jack 1971).

Lemma 3.1.11 : f: D — C yakin konveks fonksiyon ise f, D birim diskinde tinivalenttir
(Kaplan 1952)(Ozaki 1935).

Lemma 3.1.12: Eger f(2) = z + Ypsp Bon_12°™ 1 D de analitik ve 1 > 3B; > --- >
2n—1)Byp_1=-=20 ya da 1<3B3;<--<(2n—1)Byp_1 <--<2 ise f,D
birim diskinde {inivalenttir (Ozaki 1935).

Lemma 3.1.13: Eger f(z) =z+ Yps24,.2" D de analitik ve 1>24,> >
nd, =>--=>20 yadal<24,<---<nd,<--<2 ise f, —Log(1l—2z)ye gore

konvekse yakindir (Ozaki 1935).
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Lemma 3.1.14 : w,, , p mertebeden birinci tiir genellestirilmis Bessel fonksiyonu olup

k #0,—1,-2, ... olmak iizere Vb, p, c € C ve Vz € C i¢in asagidaki bagmtilar dogrudur
(Arpad 2008a).

a. z.wy_1(2) + czwyy1(2) = 2p + b — Dwy(2)

b. zw',(2) + (@ +b—1Dwy(2) = zw,_1(2)

C. z.wp,(2)+ czwyy(2) = pwy(2)

d. [Z_pr (Z)], = —cz Pwp,1(2) olmak iizere z = 0 iken yandaki bagntinin her

iki tarafi limit degerleriyle yer degistirir.

Ispat: a. w,_,(2) + wy,(z) ifadesini hesaplayacak olursak;

(_1)ncn 7~ 2n+p+1 (_1)ncn 7~ 2n+p+1
zgru[(k-rn-—1)(5) 4'Z)n!r(m-n-m)(i)
nz nz

(_1)ncn (_1)n—lcn—1 7~ 2ntp+1
F(k—l) Zln'l"(k+n—1)+(n—1)!F(k+n) (E)

20k - 1) [P DO 1 O (DR (c — 1) g2y 24P
p Lw)+;; ATk + 1) +k—12; ATk + 1) 3)

bulunur. Buna gore,

2(k—1 1 _)nHen(e — 1 2n+p+2
WVK@+W“d@:_L?_2PA@+k—1 : iwéii))(a p ]
n=0
_20k-1
( )[M)+E@%T#1—dwﬁﬂ@]
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esitligi elde edilir. Buradan da,

ZWy_1(2) + czwyy1(2) = 2p + b — Dw,(2)

oldugu gortiliir.

b. Benzer sekilde w,_;(z) — w1 (2) ifadesi hesaplanirsa,

2p+b—1 (- 1)"”K+n—1+ ) 2n+p-1
2T (k) 2 + Z n!T'(k + n) (E)

1 b1,z
= zrlzx) (%) + 2T(1) (%)

+Z( D¢ n n+ ) (_)2n+p_1

n!'T'(k +n) 2
(D" (p +b—1) sz\?ntr-1
+ nZ1 2n!T(k +n) (E)

(_1)ncn_1 VA 2n+p—1
i (n = DIT(c + 1) (E)
= wp(2) = wp41(2)
elde edilir ve bu da ikinci igerme bagintisina denktir.
c. (a) ve (b) bagmntilarini birlestirirsek

z2wp(2) + (p + b — Dwy(2) + czwyyq(2) = 2p + b — Dw,(2)

olur ve bu istenen esitligi bize verir.
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sz)]l 2y &) re+s)

w,(z) = [27’1“ (p+
g n>0n'1"(p+n+ﬁ)

oldugu g6z oniine alnirsa z = 0 iken

[z 2wy @] =0 = [Z aO(p)bn(P)ZZ"] |2=0 = [ZZ ao(p)bn(p)nzzn‘ll lz=0 =0

n=0 nx1

ve Vn = 0 icin b,(p) (3.8) deki gibi olmak iizere

[ pr+1(Z) |z (Ve [Z ao(p)b (p + 1)22n+1] |Z 0= =0

n=0

bulunur. Simdi z # 0 oldugunu varsayalim. (c) sikkinda verilen bagitiy1 kullanacak

olursak;

[Z_pr (Z)] = Z_p_l[ZW'p (z) —pw, (Z)] = —cz Pwp,1(2)
elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.1.15 (Jack Lemmas1) : f,f(0) = 0 olmak iizere D birim diskinde sabit
olmayan analitik fonksiyon olsun. Eger |f(z)|, z gnoktasinda |z| = r € [0,1) dairesi
lizerinde maksimum deger alabiliyorsa m > 1 olacak sekilde bir reel sayr vardir. Oyle

Ki zof'(z9) = mf(z,) dir (Jack 1971).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu bolimde yapilan arastirmalar sonucunda Bessel fonksiyonlarinin geometrik

ozellikleri ile ilgili onemli teoremlere ve ispatlarina yer verilmistir.
4.1. Genellestirilmis Bessel Fonksiyonlarimin Univalentligi
Teorem 4.1.1 :vn >0 b, (3.8) seklinde tanimlanmak iizere u,(z) = Y50 bpz™

genellestirilmis ve normalize edilmis Bessel fonksiyonu olsun.b; > 0,Vz € D ve bazi

sabit § = 0 igin u,, nin

" B B
=il 22 < (1 (3) (4
14

sartin1 sagladigini kabul edelim. O halde u,, D birim diskinde iinivalenttir (Arpad Baricz
2008b).

Ispat: h:D — C, h(z) = (up (z) — 1)/b, fonsiyonu igin (4.1) sartindan

zh'"(2)

s ’ < (l)ﬁ 4.2)

1 _ 1-B8
()~ 1] | -

esitsizligi elde edilir. Ayrica, h € A oldugu aciktir. Simdi f:D - C, f(z) = h'(2) — 1
fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore, f(0) = 0 olmak iizere f,D birim diskinde
analitiktir. Kaldirilabilir singiilerliklerle ilgili yorum tipki (2.1) ve (2.2) deki gibi
uygulanmak tizere (4.2) den Vz € D igin
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<6

zf'(2)

If(2)|*F Tf(z)

veya buna denk olarak

B B

zf'(2)
f(2) 1+f(2)

If (2]

<2

ifadeleri elde edilir.

max{|f (2)|:|z] < |z} = |f (z0)| = 1

olacak sekilde bir z, € D noktast oldugunu kabul edelim. Jack Lemmasindan

yararlanarak z,f'(zy)/f(zo)=m= 1 yazarsak (4.2) ve (4.3) esitsizlikleri ile ¢elisen

Zof ' (20) n 1 d
f(z0) 1+ f(2)

1
£ o) > (5 2 Q)

esitsizligi elde edilir. Bu, |f(z)| = |h'(z) — 1] < 1 oldugunu gosterir ki buradan da

u’p(z)

Vz € D igin Reh'(z) > 0 oldugu goriiliir. Yani, bu Vz € D igin Re( >

)>0

1

oldugu anlamina gelir. ¢(z) = b;z nin D birim diskinde konveks olduguna dikkat edin.

Bu ¢ igin u, fonksiyonu

u’p(Z)>
Re < e >0



32

sartin1 saglar. Sonug olarak Lemma 3.1.11 den wu,(z) fonksiyonu D birim diskinde

tnivalenttir.

Teorem 4.1.1de f = 0 ve B = 1 olarak alinirsa asagidaki sonuglar1 elde ederiz:

Sonug 4.1.2: Eger b; > 0 olmak lizere u,,(z) =X.n50 bpz™ fonksiyonu vz € D igin

|u’p(z) - b1| < b,

sartin1 sagliyorsa u,, D birim diskinde tinivalenttir (Baricz 2008b).

Sonug 4.1.3: Eger b; > 0 olmak lizere u, (z) =X, by z" fonksiyonu vz € D igin

1
2

zu",(2)

u,p (2)

esitsizligini sagliyorsa u, , D birim diskinde iinivalenttir (Arpad Baricz 2008b).

Ic|

Teorem 4.1.4: k > -t 1 olmak iizere b,p,c € R ise Vz € D icin Reu,(z) > 0 olur.

c]|

Ayrica, Kk > S vec#0 ise uy, , D birim diskinde {inivalenttir (Baricz 2002).

Ispat: ¢ =0 iken uy(z) =1 olup Vz € D igin Reu,(z) >0 olur. ¢ # 0 oldugunu

kabul edelim ve h = u,, alalim. Bu durumda, h fonksiyonu

47z%h" (z) + 4xzh'(2) + czh(z) = 0 (4.4)

denklemini saglar. Y(r,s,t;z) = 4t + 4ks + czr ve E = {0} oldugu goz Oniinde
bulundurulursa (4.4) denkleminden Vz € D icin y(h(z),zh'(2),z%h"'(2);z) EE
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oldugu anlasilir. x,y € R olmak {lizere z=x+1iy yazilirsa p,o,u,v € R icin

Rey(pi,o,u+ vi;x +iy) = 4(u+0) + 4(k — 1)o + cpy olur.

p,o,,VER , p+o<0 ve o<—(1+p?)/2 esitsizliklerini saglasin. k > 1

oldugundan
Rey(pi,o,u+vi;x +iy) < —2(k —1)p? —cpy — 2(k — 1)
elde edilir.

Q:(p) = —2(k — Dp? — cyp — 2(k — 1) olarak almsin. Bu deger her reel p igin
kesinlikle negatif olacaktir; ¢linkii Q; (p) nin diskriminant1 A, y € (—1,1) i¢in

A=c?y? —16(k—1)?2<c?—-16(k—1)><0

olur. Sonug¢ olarak, ¥ Lemma 3.1.7 den dolayr kabul edilebilirlik sartin1 saglar.

Dolayisiyla, Lemma 3.1.7 den Vz € D i¢in Reh(z) = Reu,(z) > 0 sonucuna varilir.

K= % ve ¢ # 0 iken yukaridaki sonug¢ Vz € D icin Reuy,,(z) > 0 olmasini gerektirir.

Lemma 3.1.6 kullanilarak Vz € D igin
4k
Re [—Tu;(z)] = Reuy,1(z) >0

yazilir. Bu u, nin, @(z) = —(cz)/4x seklinde tanimlanan ¢:D — C konveks
fonksiyonuna gére konvekse yakin oldugu anlamina gelir. Lemma 3.1.11 den u, nin D

birim diskinde tinivalent oldugu anlasilir.

Teorem 4.1.4 kompleks parametreler i¢in genisletilirse asagidaki sonuca ulasilir.
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Teorem 4.1.5: k > % + 1 olmak iizere b,p,c € C ise Vz € D igin Reu,(z) > 0 olur.

c]|

Ayrica, Rex > S Vec# 0 ise u, , D birim diskinde iinivalenttir (Baricz 2006a).

4.2. Genellestirilmis Bessel Fonksiyonunun Yildizilhig: ve Konveksligi

Teorem 4.2.1: (3.9) bigiminde tamimlanan u,, fonksiyonu a € [0, ﬂ ve z € D olmak

uzere

Zuy(z)

<l—a«a
up(2)

sartin1 sagliyorsa zu, € S*(a) dir (Arpad Baricz 2008b).

Ispat: Vz € D igin g(2) = Zu,(z) kural ile g fonksiyonu tanimlansin. Verilen sart

7z € D olmak tuzere

zg'(z)

9@

<l—-a«a

esitsizligi haline gelir. Lemma 3.1.8 de f = 0 alinirsa Onceki esitsizlikten g € S*(a)

oldugu goriiliir. Buda Teorem 4.2.1 i ispatlar.

Burada dikkat edilecek olursa, S*(a) € S* c S oldugundan Teorem 4.2.1 deki hipotez

altinda zu,, fonksiyonu D birim diskinde {inivalenttir.

Teorem 4.2.2 : (3.9) bigiminde tanimlanan u,(z) fonksiyonu « € [O, %] ve z€D

olmak tzere
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3a
Zu”p(z) 1—?+C¥2

ulp (2)

11—«

sartin1 sagliyorsa u, fonksiyonu 1 e gore a. mertebeden yildizil bir fonksiyondur

(Baricz 2008b).

Ispat : h:D —> C,h(z) = [up (z) — bo] /b; fonksiyonunu tanimlayalim. Buna gore

heAveae€ [0,%],2 € D olmak tizere

1-3a/2 + a?
l1—a

zuy,''(2)

up'(2)

olur. Sonug olarak, Lemma 3.1.8 den (8 = 1 segilirse) h € S*(a) oldugu sonucuna
varilir; yani h fonksiyonu a € [0, %] i¢in orijine gore @. mertebeden yildizildir. Simdi h

fonksiyonunun tanimindan Teorem 4.2.2 ye ulasilir; ¢linkii by = 1 dir.

S*(a) € §* c S oldugundan Teorem 4.2.2°deki hipotez altinda z — [up (2) — bo|/by

fonksiyonu D birim diskinde tinivalenttir.

Teorem 4.2.1 e bagh olarak genellestirilmis Bessel fonksiyonlarinin konveksligiyle

ilgili asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.2.3: ae[0,1/2],¢c # 0 ve Vz € D igin;

Zup+1,(z)

<l—-a
up+1(Z)

sartin1 sagliyorsa u,, € C(a) olur (Baricz 2008b).
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Ispat: Teorem 4.2.1 den zu,.,(2z) € S*(@) oldugu anlasilir. Diger taraftan, Lemma
3.1.6 dan b; = —c/(4x) # 0 olmak iizere byzu,,1(z) = zuy,(z) yazilir. Sonug olarak

zuy(z) € S*(a) ve bu nedenle u,, € C(a) olur.

Diferansiyel ~subordinasyon teknigini yani Lemma 3.1.7°yi kullanarak zu,

fonksiyonunun yildizil ve u,, fonksiyonunun konveks olmasi i¢in yeter sartlar verelim.

Teorem 4.2.4: b,p,c € R ve ¢ # 0 olsun. Sirastyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tanimlanan

w,, Ve u, fonksiyonlari asagidaki dzelliklere sahiptir:

|c| 1

(a) Eger k> S 13 ise u,, fonksiyonu konvekstir.

lc|] |, 3

(b) Eger k = b ise zu,, fonksiyonu yildizildir.

Icl

(c) Egerk = St lise zu, fonksiyonu 1/2 .mertebeden yildizildir.

(d) Eger k > % + 1 ise z'"Pw, fonksiyonu yildizildir (Baricz 2002).

Ic]|

ispat: a. x > S vec#0 oldugundan Teorem 4.1.4 den Vz € D i¢in Reuy,,(2) > 0

oldugu anlasilir. Lemma 3.1.6 ya gore Vz € D igin u,(z) # 0 dir. q: D - C,

zuy,"' (z)

uy,'(2)

q(z) =1+

fonksiyonu tanimlansin. g fonksiyonu D de analitiktir ve q(0) = 1 dir. z # 0 oldugunu

kabul edelim. u,, (3.10) diferansiyel denklemini sagladigindan

dzuy," (z) + 4xuy'(2) + cuy(2) = 0

elde edilir. Bu esitligin tiirevi alinirsa
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dzuy,""' (z) + 4(k + Du,""(2) + cu,'(2) = 0

olur. u,(z) # 0 oldugundan her iki tarafi u, (z) ye boliip z ile garparsak

zuy"' (2)

u,'(2)

. lzup"'(z)l lzup”(z) ey =0 45)

u,"(2) || up'(2)

l+4(1c+1)[

zup'' (2)

up'(2)

yazilir. q(z) — 1 = esitliginin her iki tarafinin logaritmik olarak tiirevini alip z

ile carpalim. Boylece,

zq'(2) A zuy,'"(2)
q(z) —1 u," (2)

—[q(2) — 1]

elde edilir ve

zup'"'(z) _2q'(2) + q*(2) — 3q(2) + 2
u,"(2) q(z) -1

dir. (4.5) e gbre bu sonug g nun

429" (2) +4q%(2) + 4(k —2)q(z2) + cz—4(k—1) =0 (4.6)

diferansiyel denklemini sagladigin1 gosterir. Bu denklem z = 0 i¢in de gegerlidir.
Y(r,s;z) =4s + 41?2 + 4(k — 2)r + cz — 4(k — 1) ve E = {0} oldugunu kullanirsak
(4.6) dan Vz € D i¢in Y(q(2),2q'(2);z) € E oldugu gorilir. Simdi Vz € D igin
Req(z) > 0 esitsizligini ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 i kullanalim. z = x + iy € D
(x,v) € Rve o < —(1 + p?)/2 sartin1 saglayan p,o € R icin

Rey(pi,o;x +iy) =40+ 4p*> +cx —4(k — 1)
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< —-6p%+cx—202Kk—1)
<l|lc|-22k—-1)<0

elde edilir. u, nin D de konveks oldugunu gostermek iizere Lemma 3.1.7 den Vz € D

icin Req(z) > 0 sonucuna varilir.

b. (a) ya gore u,_; fonksiyonu konvekstir. Lemma 3.1.9 dan zu,,_; € S olur. Diger

taraftan Lemma 3.1.6 dan
czuy(z) = —4(k — D zuy,_4(2)
bulunur. Bu nedenle zu,, € S* dir.

C. Teorem 4.1.4 e gore Vz € D igin Reu,(z) > 0 oldugundan Vz € D igin u,(z) # 0
dir.q¢:D - C,

3 zuy,'(2)
q(z) =1+2 0,@)

fonksiyonu tanimlansin. g fonksiyonu D de analitiktir ve q(0) = 1 dir. z # 0 oldugunu

kabul edelim. u,, (3.10) diferansiyel denklemini sagladigindan

Zup”(z)l lzup’(z)l lzup’(z)l 3
I 0@ ||, @) +cz=0 4.7)

denklemini de saglar.

a(2)-1 _ zup'(2)
2 up®@

nin logaritmik olarak tiirevi alinip z ile ¢arpilirsa
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7wy (2)  22q'(2) + q*(2) —4q(2) +3

= 4.8
e 2(q@ - 1) (4.8)

elde edilir. (4.7) ye gore bu sonug g nun
22q'(2) + q?(2) + 2(k — 2)q(z2) + cz—2(k—3/2) =0 (4.9)

diferansiyel denklemini sagladigini gosterir. Bu denklem z = 0 i¢in de gegerlidir.

Y(r,s;2) =2s+1r2+2(k —2)r+cz—2(c—3/2) ve E = {0} ise (4.9) dan Vz € D
icin ¥(q(z),2q'(z);z) € E oldugu goriilir. Vz € D i¢in Req(z) > 0 esitsizligini
ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 i kullanallm. z=x+iy€D (x,y)€ER ve o<

—(1 + p?)/2 sartim saglayan p, o € R igin

Rey(pi,o;x +iy) = 20 — p? + cx — 2(k — 3/2)
<-2p24+cx—2(k—1)
<lc|-2(k—-1)<0

elde edilir. Lemma 3.1.7 den Vz € D i¢in Req(z) > 0 sonucuna varilir. §imdi g,: D —

C, gp(2) = zu,(z) fonksiyonunu géz Oniine alalim.

zgp(z) 1 1
9,@ 2 +54(2)

oldugundan

z3, 1
Rel gp(z) >—=-,Vz€D
gp(z) 2
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olur. Buda g, nin 1/2. mertebeden yildizil oldugunu gosterir.

d. hy,:D = C, h,(z) = z'"Pw,(z) fonksiyonunu tammlayalim. ao(p) = [2PT(x)]™*

olmak iizere hy,(z) = ao(p)zu,(z*) oldugundan

2l (2) lzzg;,<zz)_ll
@ | g@) 2

esitligi elde edilir. (c) sikkindan dolayr g, nin 1/2. mertebeden yildizil oldugunu

biliyoruz. Bu nedenle Vz € D i¢in

zhy,(2)
Re [—hp D) ] >0

dir ve dolayistyla hy, yildizildur.
Teorem 4.1.4 ve 4.2.4 de b = ¢ = 1 alinirsa asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.5: p € Rolsun. J,, (3.1) deki gibi tanimlanmak tizere
1 p 1
zZ-3p (25) =2T(p+ Dz 2, (ZE)
fonksiyonu i¢in asagidaki 6zellikler dogrudur:

1
a. Egerp > i ise Vz € D i¢in ReS,, (ZE) > 0 dir.
3 . 1 . . .
b. Egerp > —, lse z—> Sy (22) fonksiyonu D de iinivalenttir.

1
c. Egerp > —i ise z >3, (zE) fonksiyonu D de konvekstir.
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1
d. Egerp > % ise z - z3J, (ZE) fonksiyonu D de yildizildir.

1
e. Egerp > % ise z - z3J, (zE) fonksiyonu D de 1/2. mertebeden yildizildur.

f. Egerp=> % ise z - z'7P],(z) fonksiyonu D de yildizildir (Selinger 1995 ).

Teorem 4.1.4 ve 4.2.4de b = 2 ve ¢ = 1 alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.

Sonug 4.2.6: p € R olsun. J,, (3.1) deki gibi tanimlanmak iizere

3
zZ - Sp+l (z%) = 2p+%]" (p + E) Z—%(p+%)]
2

1
p+s (Z 2)
fonksiyonu i¢in asagidaki iddialar dogrudur:

g 1. v, ~ 1
a. Egerp > — Ise Vz € D 1¢in Re\sp% (22) > 0 dir.
5 . 1 . ) )
b. Egerp = — S lsez- Sp+3 (zz) fonksiyonu D de {inivalenttir.
2
3 . 1 . .
C. Egerp=-—_se z- Sp+3 (zz) fonksiyonu D de konvekstir.
2
1
d. Egerp > i ise z > zSp 42 (zE) fonksiyonu D de yildizildir.
1
e. Egerp=>0ise z— zSp ! (zE) fonksiyonu D de 1/2. mertebeden yildizildir.
2

f. Egerp = 0ise z - z'77j,(z) fonksiyonu D de yildizildir (Baricz 2002).

Ornek 4.2.7: a. cosV/z, cosh\/z ve (sin\/z) /\/z fonksiyonlar1 D de iinivalenttir; giinkii

4 (2) = [Erb ) - oni

J1 (Z%) = \/Ezil_l(\/}) = coshv/z,
2 2 2
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3 () = 3 () -

fonksiyonlar1 Teorem 4.1.4 deki sartlar1 saglar.

Sekil 4.1. cos+/z nin grafigi

b. (sinVz —VzcosvVz)/(zVz), (sinkVz)/Vz ve (sinvz)/Vz fonksiyonlart D de

konvekstir; ¢linkii

3% (Z ) == (si:/zE\/E — cos\/_>
S% (ZE) fz 411(\/_) = S”\l/hg\/_
3% (Z ) _ Sij}\/z

fonksiyonlar1 Teorem 4.1.4 deki sartlar1 saglar.



|
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. 3
Sekil 4.2. >

sinhvz

fonksiyonunun grafigi

Sekil 4.3.

inh+/z fonksiyonlar1 1/2. mertebeden yildizildir; ciinkii

c. VzsinVz ve \/zs

ZS% (Z%) = \/gz%]%(\/}) = /zsinVz,
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z31
2

() = Ezig(ﬁ) — VZsinh,

fonksiyonlar1 Teorem 4.1.4 deki sartlar1 saglar.

Sekil 4.4. \/zsinv/z fonksiyonunun grafigi

(sinvz)

d. sinz, sinhz v
,sinh eﬁ—cosﬁ

fonksiyonlar1 D de yildizildir; ¢iinkii

1 2
z2]1(z) = |—sinz,
2 T
1 2
z211(z) = |—sinhz,
2 T

1 sinyz
7233 (z2) = 3| ——— — cosVz
3( ) vz

fonksiyonlar1 Teorem 4.1.4 deki sartlar1 saglar.
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Sekil 4.5. \/%Sinhz fonksiyonunun grafigi

Teorem 4.2.7: b,p,c € C ve ¢ # 0 olsun. Sirastyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tanimlanan

wj, Ve u, fonksiyonlari asagidaki ozelliklere sahiptir:

lc] | (UmK)?

a. Eger Rek = ” +

+2ise u,, fonksiyonu konvekstir.
2

lel | Umx)?

b. Eger Rex > ST + % ise zu, fonksiyonu yildizildir.

le] |, Umx)?

c. Eger Rex =—+-——+ 1lise zu, fonksiyonu 1/2. mertebeden yildizildur.
4

lel | Umx)?

d. Eger Rex > —+
2 4

+ 1ise z'~Pw, fonksiyonu yildizildir (Baricz 2006a).

(Im k)2

Ispat: a. Re(k + 1) > % t— 1 % ve ¢ # 0 oldugundan Teorem 4.1.5 den Vz € D

i¢in Reu,1(z) > 0 oldugu anlasilir. Lemma 3.1.6 ya gére Vz € D igin u,(z) # 0 dur.
h:D - C,

zuy,'" (2)

h(Z)=1+W
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fonksiyonu tanimlansin. h fonksiyonu D de analitiktir ve h(0) = 1 dir. Teorem 4.2.4 iin

(a) sikkinin ispatindaki gibi h fonksiyonunun

4zh'(z) + 4h*(2) + 4(k — 2Dh(2) + cz—4(k—1) =0 (4.10)
denklemini sagladig1 gosterilir.
Y(r,s;z) =4s+4r?> + 4(k — 2)r + cz — 4(k — 1) ve E = {0} oldugunu kullanirsak
(4.10) dan Vz € D i¢in Y (h(z),zh'(2); z) € E oldugu goriilir. Vz € D igin Reh(z) > 0
esitsizligini ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 1 kullanalim. z = x +iy € D ve c = ¢; + ic,

(x,v,¢1,¢5 € R) olsun. 0 < —(1 + p?)/2 sartin1 saglayan her p, o € R igin

Rey(pi,o;x + iy) = 40 — 4p? — 4p(Imk) + ¢;x — ¢,y — 4(Rex — 1)
< —6p% — 4(Imk)p + c;x — ¢,y — 2(2Rek — 1) = Q,(p)

elde edilir. Q;(p) nin kuadratik formunun diskriminant1 A,
A= 4[4(ImKx)? + 6(c;x — c,y) — 12(2Rex — 1)]
dir. Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz Esisizliginden

X — Yy < |lex — eyl < |2+ c3x2 + y2 <|c]

yazilir. Bu nedenle

A
Tl < 4(Imk)? + 6|c| — 12(2Rek — 1) < 0
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olur. Dolayisiyla, Q,(p) nin kuadratik formu kesinlikle negatiftir ve sonu¢ olarak
Rey(pi,o;x +iy) <0 dir. Lemma 3.1.7 den Vz € D igin Reh(z) > 0 olup u,, D

birim diskinde konvekstir.

2 _ 2
b.Re(k — 1) = % + @ + % = % + M + % oldugundan (a) sikkina gore u,_;

in konveks oldugu goriiliir. Lemma 3.1.9 dan zu,_; € S* dir. Diger taraftan, Lemma
3.1.6 dan czuy,(z) = —4 (k — Dzu,_4(z) esitligi elde edilir. Buna gore, zu, €

S*sonucuna ulasilir.

c]|

C. Teorem 4.1.5 in birinci kismindaki sart gegerli oldugundan, yani Rex > -+ 1 elde

edildiginden Vz € D i¢in u,(z) # 0 oldugu anlasilir. h: D - C,

zu,'(2)

h(z)=1+2 0@

fonksiyonu tanimlansin. h fonksiyonu D de analitiktir ve h(0) = 1 dir. Teorem 4.2.4 iin

(c) sikkinin ispatindaki gibi h fonksiyonunun

2zh' (2) + h?(2) + 2(k — 2Dh(2) +cz— 2k —3) =0 (4.11)

denklemini sagladig1 gosterilir.

Y(r,s;z) =25 +1% 4+ 2(k — 2)r + cz — (2k — 3) ve E = {0} ise (4.11) den Vz € D
icin Y(h(z),zh'(z);z) € E oldugu gorilir.Vz € D i¢in Reh(z) > 0 esitsizligini
ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 yi kullanallm. z=x+iy€D ve c=cy +ic,

(x,v,c1,¢, € R) olsun. 0 < —(1 + p?)/2 sartin saglayan her p, o € R igin

Rey(pi,o;x + iy) = 20 — p? — 2p(Imk) + c;x — ¢,y — (2Rek — 3)
< —2p% = 2(ImKk)p + c;x — c;y — (2Rex — 2) = Q,(p)
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elde edilir. Q,(p) nin kuadratik formunun diskriminanti A,

A,= 4(Imk)? + 8(cyx — ¢ y) — 8(2Rek — 2)

olur.  Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz  Esisizliginden c¢;x —c,y < |c| oldugunu
biliyoruz. Bu nedenle, A,< 4(Imk)? + 8|c| — 8(2Rex —2) < 0 dir. Dolayisiyla,
Q,(p) < 0 ve sonug olarak Rey(pi,o;x +iy) < 0 dir. Lemma 3.1.7 den Vz € D igin
Reh(z) >0 bu esitsizlik  g,(z) = zu,(z)seklinde  tanimlanan  g,:D — C

fonksiyonunun1/2. mertebeden yildizil oldugunu gésterir.

d. Bu iddianin ispat1 Teorem 4.2.4 {in (d) sikkinin ispatiyla ¢akisir.

Reel parametreler icin Teorem 4.2.4 iin bir bagska genellestirmesi yapilirsa asagidaki

teorem elde edilir.

Teorem 4.2.8: ¢ # 0 ve 4a? + (|c] — 6)a + 2 = 0 olmak iizere b, p, ¢ reel sayilar ve
a € [0,1) olsun. Buna gbre, sirasiyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tammlanan w, ve u,

fonksiyonlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

a. Eger k= |C|+221(_16_t£)1 29 e u,, fonksiyonu a. mertebeden konvekstir. Ayrica,

1
Vz € D icin Re[uy, ()]~ elde edilir.

1

- c]l+2(1-a)(3—2a) . __c [cmrs) .
b. Eger k> ) ise zu, Ve z[ 4(x—1)up(z)] fonksiyonu a.
mertebeden yildizildir.

— _ 2(1—a)-p 1
|C|+22‘1(1‘3:)3 20) ve a #0 ise z za wy, (Zﬁ) fonksiyonu yildizildir

c. Bger k>

(Baricz 2008a).

Ispat: a.
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lcl+2(1—a)(1 —2a) |c|  4a®+ (Ic| - 6)a + 2
4(1—a) =7 7 4(1—a)

esitliginden xk > % oldugu anlagilir. Teorem 4.1.4 uygulanarak Vz € D igin

Reuy1(2) > 0 esitsizligi elde edilir. Lemma 3.1.6 ye gére Vz € D igin zu,,'(z) # 0

olur.q:D - C,

zu,''(z)
q(2) =1+ ———
(1 -y, (2)

fonksiyonu tanimlansin. q fonksiyonu D de analitiktir ve q(0) = 1 dir. u,, fonksiyonu

(4.4) diferansiyel denklemini sagladigindan Teorem 4.2.4 iin ispatinda oldugu gibi,

e; =2k +4(a—1) ve e, = 2k + 2(a — 1) olmak tizere q fonksiyonunun
4(1-a)zq'(z) + 4(1 — a)?q*(z) + 2(1 — a)eq(z2) + cz— 2(1 —a)e, = 0 (4.12)
denklemini sagladig1 gosterilir.

Y(r,s;z) =41 —a)s+4(1 —a)?r? + 2(1 — a)e;r + cz — 2(1 — a)e, ve E = {0}
ise (4.12) den Vze D icin Y(q(z),zq'(z);z) € E oldugu goriliir. Vz € D igin
Req(z) > 0 esitsizligini ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 i kullanalim. z = x + iy € D
(x,y € R)veo < —(1+ p?)/2 sartim saglayan p,o € R igin

Rey(pi,o;x +iy) =4(1—a)o —4(1 — a)?p? + cx — 2(1 — a)e,
<-21-a)B-2a)p*+cx—2(1 —a)e,

<lc|+2(1-a)(1-2a) —4(1 —a)k <0

elde edilir Lemma 3.1.7 den Vz € D i¢in Req(z) > 0 olur. Bu sonu¢ Vz € D igin
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zuy"' (z)

u,'(2)

Rel1+ lz(l—a)Req(z)+a>a

oldugu anlamina gelir. Bu da u, fonksiyonunun D de a. mertebeden konvekstir

oldugunu gosterir. Diger taraftan, f € C(a) ise Vz € D i¢in

Relf' ()] >

dir.

lc]+2(1 —a)(3 —2a) e lcl +2(1 —a)(1 — 2a)
= 4(1 - a) VN 4(1 - a)

oldugundan teoremin (a) sikkina gore u,_; fonksiyonu a. mertebeden konvekstir.

1
Lemma 3.1.10 dan zu,_; € S*(a) ve Z[uz’g_l](l‘“) € S*(a) sonucuna ulasilir. Lemma

3.1.6 ya gore bu

—ﬁzup(z) € S*(a)

ve

|- e s@
4(c—1) P “

anlamina gelir.

C. gp:D — C ve h,: D — C fonksiyonlari, sirasiyla,
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2(1-a)-p 1
9p(2) = zup(z) ve hy(z) =z 2w, (Zza)

(1-a) 1
seklinde tanimlansm. ay(p) = [2PT(x)]™! olmak iizere h,(z) = ap(p)z « u, (ZE)

oldugundan

esitligi yazilir. Son olarak, g,, € S*(a) oldugundan h, € S* sonucu ¢ikarilir.

Yukarida verilen sonuglar asagidaki gibi gelistirilerek genellestirilebilir.

Asagida verecegimiz sonuglarin ispatini1 yaparken kullanacagimiz bazi notasyonlar:

|c|
CO:T_].

1
¢ = §[3|c| — 12 +/7[c]Z + 8c[ + 16|

1
¢, = §[4|c| — 4+ \[T4[c[2 + 16]c| + 16]

seklindedir.

Lemma 4.2.9: k > max{0, c,} olacak sekilde p,b € R ve ¢ € C ise (3.9) daki sekilde

tanimlanan u,: D — C fonksiyonu her z € D i¢in

4k(k +1) — 2k + Dc] + |c|?/8
k[4(k + 1) —|c|]

32K2% —|c|?
<

] T (4.13)

= |up(Z)|

esitsizliklerini saglar (Baricz et al. 2010)
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Ispat: |z, + z,| = ||21| — |zzl| ve Yn > 2 igin saglanan (k + 1),,_yn! = 2(x + 1)" 1

esitsizlikleri kullanilarak her z € D i¢in

>1__ Z(z}(xlil 1))n ]

elde edilir ki bu 32k (x + 1) — 8(2x + 1)|c| + |c|? > 0 ise pozitiftir.

Benzer olarak, |z; + z,| < |z;| + |z,| ve her n>2 i¢in saglanan (k),n!=> 2k"

esitsizlikleri kullanilarak her z € D i¢in

(lel/™

K),n!
£ (0,

lel 1 (Icl\"
<S1+—+4-) (—
4k 2 4K
n=2
_32K% —c|?
"~ 8k[4k — |c|]’

lu,(2)| <1+

(k> [cl/4)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.10: k = ¢; ve k # 0 olmak lizere p, b € R ve ¢ € C olsun. Buna gore, u,,
fonksiyonu D birim diskinde konveks ve 1’e gore % inci mertebeden yildizildir. Ayrica,

Z = Zuy,4 fonksiyonu D de yildizildir (Baricz et al. 2010).

Ispat: u = u, ve f =u,,; olarak almsin. (3.9) dan

up '(2) = = —up11(2)

4K

formiilii elde edilir. Buradan,
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2

7y (2) = =3 f @y " (2) = oo 2 (2)

ve

zu"(z) _ zf'(2)

U0 T o

olur. Dolayisiyla, u nun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart f nin D birim

diskinde yildizil olmasidir. Buna gore, u fonksiyonunun D birim diskinde konveks ve 1

e gore % inci mertebeden yildizil oldugunu ispatlamak i¢in her z € D i¢in

Zuy (2)

uy,(2)

ZUp 44 (2)
up+1(Z)

_ c Zup+2(Z)
g “ 30 D) Upes ()

oldugunu gostermek yeterlidir.

(4.13) deki &,k + 1 ve sonra k + 2 ile degistirilerek ve ilgili sinirlar kullanilarak

32(k+ Dk +2) — 82k +3)|c| + |c|> >0

olmak tizere her z € D igin

| 32(k + 2)2 — |c|?
32(k +2)4(k + D) (c + 2) — 2K + 3)|c| + |c|?>/8

ZUp41(2)

up+1(Z)

f(2)

elde edilir. f in yi1ldiz1l olabilmesi i¢in yukaridaki sinirin 1 e esit veya birden az olmasi

2
32(k + 2) [4(x + 1D (k+2)— 3k +5)|c| +% +cl®=0
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veya buna denk olarak X = k — 1 olmak {izere
128X3 +32[32 — 3|c|1X? + 4[672 — 136]c| + |c[?]X + 2304 — 12|c|[64 — |c[] + |c|* = 0
sartin1 verir. k nin alt tahminini ispatlamak i¢in k = ¢; oldugundan

2
c
4% +[12 —3|C|]K+?|—5|C| +8=0

oldugunu goérmek yeterlidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki teorem z — zu,(z) fonksiyonunun D de % inci mertebeden yildizil olmasi
icin yeter sartlar verir.

Teorem 4.2.11: k = ¢, olmak lizere p,b € R ve ¢ € olsun. Buna gore, z - zu,,
fonksiyonu D de % inci mertebeden yildizildir ve sonug olarak z — z'~Pw,, fonksiyonu

D de yildiz1ldir (Baricz et al. 2010).
Ispat: g(z) = zuy(z) ve h(z) = zu, (z?2) olarak alinirsa her z € D icin

zh'(2)
h(z)

—1‘<1

olmak tlizere

g(z%)
VA

h(z) =

= 2PT(1)z' Pwy(2)

ve
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Y Lo e o
h(z) 7 9@ T up(z?)

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her z € D igin

z2uy(z%)| 1

olmasidir. (4.14) esitsizliginin gegerli olmasi durumunda z — zu,,(z) fonksiyonunun %

inci mertebeden yildizil oldugu anlasilir. Teorem 4.2.10 un ispatindan

2
s
4k(k+1) — 2k + 1)|c| + %
olmak iizere
z%u,(z%) - | 32(k + 1)% — |c|?
u,(z2) 32(k+ 1) 4k(k+1) — 2k + 1)|c| + |c|?/8

elde edilir. Ust siirin > yeesit veya % den az olmasi i¢in gerek ve yeter sart

16(k + D[4x(k + 1) — (4x + 3)|c| + |c|?/8] + |c|®> = 0
olmasidir. Yani, k = ¢, ve

2
c
4K?% 4+ 4[1 — |c|]x — 3]c| +% >0

dir. Burada max{0, ¢y, c,} = ¢, oldugu kullanilirsa ispat tamamlanmuis olur.
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4.3. Genellestirilmis Bessel Fonksiyonunun Konvekse Yakinhgi

(1—a)(1—2a)_%|c|
4

+1 ve

Teorem 4.3.1: b, p, ¢ reel sayilar ve a € [0, %) olsun. Eger k >

(1—a)(1—2a)_%|c|

c # 0ise Vz € D igin Reu,(z) > a olur. Ayrica, k = ve ¢ # 0 iseu,

fonksiyonu D birim diskinde konvekse yakindir(Baricz 2008a).

Ispat: ilk olarak ¢ = 0 oldugunu kabul edelim. O halde u,(z) =1 ve bu nedenle

(1—a)(1—2a)_%|c|

Vz € D igin Reu,(z) > a olur. Simdi k > +1 ve ¢ # 0 oldugunu

varsayalim. h:D - C,

uy,(z) —a

h@D =00

fonksiyonu tanimlansin. u,, fonksiyonu (3.10) denklemini sagladigindan h fonksiyonu
a
4z%h" (z) + 4xzh'(2) + cz [h(z) + m] =0 (4.15)

diferansiyel denklemini saglar. Y(r,s,t;z) = 4t + 4ks + cz [r + ﬁ] ve E ={0}

oldugunu kullanirsak (4.15) denkleminden Vz € D i¢in Y (h(z),zh'(2); z) € E oldugu
goriiliir. Vz € D igin Reh(z) > 0 esitsizligini ispatlamak i¢in Lemma 3.1.7 i kullanalim.

x,y € R olmak lizere z= x + iy € Dvep,o,u,v € R i¢in
Rey(pi,o,u+vi;x+iy) =4(u+o0)+4(k—1)oc —cpy + acx/(1 — a)

elde edilir.p,o,u,vER, p+0<0 ve o0 <—(1+p?)/2 esitsizliklerini saglasin.

1
(k—1) > (1_a)(1;2a) s o oldugundan
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Rey(pi,o,u+vi;x +iy) < -2k — Dp? —cyp — 2(k — 1) + acx/(1 — a)

esitsizligi  yazihr. Q;(p) = —2(k — 1)p? —cyp — 2(k — 1) + acx/(1 — a) olarak
alalim. Bu deger her p reel sayisi igin kesin negatiftir; ¢linkii Q;(p) nin diskriminanti
Ay, x?+y? <1 (z birim diske ait bir nokta oldugundan) ve Q,(x) nin diskriminant:

A, negatif olmak tizere

A= c?y? —16(k — 1)? + 8acx(k — 1) /(1 — )

8acx(k — 1)
21—-x3)—-16(k— 1) +———== <
<c*(1—-x*)—16(k—1)"+ ) Q(x) <0
esitsizligini saglar. Burada A,,
1-2a
A=42[—1— —1)? 2]
2= 4c 6(1—a)2(K )*+c

(1—a)(1—2a)_%ICI

seklindedir. A, nin negatif olmasi i¢in gerek ve yeter sart k > " +1
olmasidir. Bundan dolay1, Lemma 3.1.7 den Vz € D igin
Reh(z) = R [ L () )]>o
eh(z) = Re [T— " u,(z) —a
esitsizligi elde edilir. Bu Vz € D igin Reu,(z) > a oldugu anlamina gelir.
-1
Simdi, x > (1_0()(1;2“) 2l ve ¢ 0 oldugunu varsayalim. Yukaridaki sonug Vz € D

i¢in Reuy4(2) > a olacagi anlamina gelir. Tekrar Lemma 3.1.6 kullamlarak vz € D

i¢cin

Re [(— 4?}{) u{,(z)] = Reu,,1(2) > «a
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sonucuna vartlir. Bu u,, nin ¢(z) = — ;—i fonksiyonuna gore D birim diskinde konvekse

yakin oldugu anlamina gelir.

1+Z)

1
—Log(1 —z) ve ELog (1 —

fonksiyonlaria gore konvekse yakinlig1 garantileyen bazi yeter sartlar1 verelim.

Teorem 43.2: ¢ <0 ve b,p€€R ise (3.9) deki gibi tammlanan u, fonksiyonu

asagidaki ozellikleri sahiptir:

a. Eger k> —c/2 ise z - zu,(z), —Log(1 —z) fonksiyonuna gore konvekse

yakindir ve dolayisiyla D birim diskinde tinivalenttir.
b. Eger k> —3c/4 ise z - zu,(z?), %Log (g) fonksiyonuna gore konvekse

yakindir ve dolayisiyla D birim diskinde tinivalenttir (Baricz 2008a).

Ispat: a.
f(2)=zu,(z) =z + z b,_1z"
n=2
fonksiyonunu goz 6niine alalim. Her n > 2 i¢in b,,_; > 0 ve 2b; = —c/2x < 1 dir.

(), = (k + n — 1)(k),—; formiiliinden her n = 2 igin

c

bn = C4n(k+n—1) bn-1

oldugu gorilir. f nin —Log(1 — z) fonksiyonuna gore konvekse yakin oldugunu

ispatlamak i¢in Lemma 3.1.13 i kullanalim. Bunun i¢in {nb,,_, },>, hin azalan bir dizi
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oldugunu gosterelim. Hesaplamalar sonucunda U;(n) = 4n3 +4(c— 1)n?+cn+c

olmak lzere

c(n+1) by—1U;(n)

len_l_(n‘i'l)bn:bn—l n+4n(lc+n—1) =4n(KI+Tl—1)

bulunur. n® > 3n2 —3n+ 1,n? > 2n — 1 ve 8k + ¢ + 4 > 0 esitsizlikleri kullanilarak

Ui(n) =>4k +2)n*>+(c—-12)n+c+4
>Bk+c+4)n—4(k+2)+c+4
>2(2xk+c)=0

elde edilir. Buradan her n>2 igin nb,_; —(n+ 1)b, =0 dir. Dolayisiyla,
{nb,_1}n>, azalan bir dizidir. Lemma 3.1.13 den f nin —Log(1 — z) fonksiyonuna

gore konvekse yakin oldugu anlagilir. Sonug olarak f, D birim diskinde tinivalenttir.

b. Hern > 2 i¢in b,,_; = B,,_; olmak iizere

f(2) = zuy(z*) = z + z Byn_1z*"71

nz2

fonksiyonunu goz Oniine alalim. Her n > 2 i¢in B,,_1 > 0 ve 3B; = 3b; = _:_c <1

elde edilir. Biz {(2n — 1)B,,_1}ns2 nin bir azalan dizi oldugunu goéstermek istiyoruz.

n =2 sartim saglayan belli bir n sayist alalm. Buna gore, U,(n) =8n+

8(K—§)n2—4(lc—§—1)n+c olmak iizere

Byn_1U;(n)

(2n —1)Byp-1 — (2n+ DBapyq = In(k+n—1)

bulunur. n3 > 3n? — 3n + 1 ve n? > 2n — 1 esitsizlikleri kullanilarak
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U (n)>8<K+§)n2—4(lc—£+5)n+c+8
2= 2 2

>12( C+1) 8( +3>+ + 8
= K 6 371 K 5 c

>4( +3C)>O
>4k 1) 2

elde edilir. Dolayisiyla, {(2n — 1)Bsy_1}ns; azalan bir dizidir. Yani z - 3 Log (”Z)

1-z

D de konvekstir. Bu ylizden Lemma 3.1.11 uygulanarak istenen sonuca ulasilir.

Ozel olarak ¢ = —1 ve b = 1 ise p. mertebeden birinci ¢esit normalize edilmis modifiye

Bessel fonksiyonlarinin konvekse yakinligi i¢in asagidaki yeter sartlar elde edilir.

Sonu¢ 4.3.3: Eger p=>-1/2 ise z - ZSp(\/E) fonksiyonu —Log(1 — z)
fonksiyonuna gore konvekse yakindir ve dolayisiyla D birim diskinde iinivalenttir.
Ayrica, p=-1/4 ise z - z3,(z) fonksiyonu %Log (g) fonksiyonuna gore

konvekse yakindir ve sonug olarak D birim diskinde tinivalenttir (Baricz 2008a).

cosh ve sinh gibi temel fonksiyonlar ile ifade edilebilen Bessel fonksiyonlar1 goz

Ontine alinirsa asagidaki yakin konveks fonksiyon drnekleri elde edilebilir.

Ornek 4.3.4: a. \/zsinh/z ve zcosh+/z fonksiyonlar1 —Log(1 — z) fonksiyonuna gore

1 n 3 1 1
konvekse yakindir; ¢iinkii zJ 1 (22) = \/;z‘tl_l (22) = zcosh\z ve zJ (22) =
2 2

2

3 1
\/gzzll (25) = \/zsinh\/z fonksiyonlar1 Teorem 4.3.2 nin birinci kismindaki sart:

2

saglar.

b. zJ,(iz) fonksiyonu %Log (g) fonksiyonuna goére konvekse yakindir; c¢linkii

zJo(iz) = zly(z) = z3,(z) fonksiyonu Teorem 4.3.2 nin ikinci kismindaki sart1 saglar.
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5. SONUCLAR

Bu béliimde arastirma bulgularinda yer alan teoremlerin ifadelerine yer verilmistir.

Teorem 5.1 :vn =0 b, (3.8) seklinde tammlanmak iizere u,(z) = Ypsobp. 2"
genellestirilmis ve normalize edilmis bessel fonksiyonu olsun.b; > 0, Vz € D ve bazi

sabit § = 0 i¢in u,nin

hup(z)-blr‘ﬁ‘ff_zﬁfl

1
| <R

sartin1 sagladigim kabul edelim. O halde w, D birim diskinde tnivalenttir (Baricz

2008h).

Teorem 5.2: k = % + 1 olmak iizere b,p,c € R ise Vz € D i¢in Reu,(z) > 0 olur.

c]|

Ayrica, Kk = S Vec# 0 ise u, , D birim diskinde iinivalenttir (Baricz 2002).

Teorem 5.3: k > % + 1 olmak tlizere b,p,c € C ise Vz € D igin Reup(z) > 0 olur.

Ayrica, kK = % ve ¢ # 0 ise u, , D birim diskinde {inivalenttir (Baricz 2006a).

(=" zn

- . . 1
Teorem 5.4: u,(2) = Z"ZOEE seklinde tanimli u,, fonksiyon a € [0, E] vez€eD

olmak tlizere

ZUy(2)

up(2)

<l—-a

sartin1 sagliyorsa zu,, € S*(a) dir (Baricz 2008b).
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Teorem 5.5 : (3.9) seklinde tanimli u,,(z) fonksiyonu a € [0, ﬂ ve z € D olmak tizere

3a 2
Zu”p(z) 1—7+C¥

u'p(2)

1—«a

sartin1 sagliyorsa u,, fonksiyonu 1 e goére a.mertebeden yildizil bir fonksiyondur (Baricz

2008D).

Teorem 5.6: a € [0,1/2],¢c # O ve Vz € D igin ;

ZUp,1(2)

<l—-a
u+1p (Z)

sartin1 sagliyorsa u, € C(a) olur (Baricz 2008b).

Teorem 5.7: b,p,c € R ve ¢ # 0 olsun. Sirasiyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tanimlanan

w,, Ve u, fonksiyonlari asagidaki 6zelliklere sahiptir:

(a) Eger k> % +% ise u,, fonksiyonu konvekstir.

(b) Eger k> IZ—' + % ise zu,, fonksiyonu yildizildir.

(c) Egerk > lzﬂ + lise zu, fonksiyonu 1/2.mertebeden yildizildir.
(d) Eger k > % + 1ise z'"Pw, fonksiyonu yildizildir (Baricz 2002).

Teorem 5.8: b,p,c € C ve ¢ # 0 olsun. Sirasiyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tanimlanan

w,, Ve u, fonksiyonlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

lel | Umk)?

a. Eger Rex 2~ +——+ % ise u,, fonksiyonu konvekstir.
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2
el tme” % ise zu, fonksiyonu yildizildir.

b. Eger Rex =>—
4 6

le] | (mK)?

C. Eger Rex=—+——+1 ise zu,, fonksiyonu 1/2 . mertebeden yildizildir.

le] | (Umk)?

d. Eger Rek = St——t 1ise z'"Pw, fonksiyonu yildizildir (Baricz 2006a).

Teorem 5.9: ¢ # 0 ve 4a? + (|c| — 6)a + 2 = 0 olmak iizere b,p,c reel sayilar ve
a € [0,1) olsun. Buna gore, sirasiyla, (3.7) ve (3.9) daki gibi tamimlanan w, ve u,

fonksiyonlar1 asagidaki 6zelliklere sahiptir:

lcl+2(1—a)(1-2a)
4(1-a)

a. Eger k= ise u, fonksiyonu a. mertebeden konvekstir. Ayrica,

1
Vz € D i¢in Re[u{, (z)]z(l‘“) elde edilir.

lc|l+2(1—a)(3-2a) -

< ; __c (-a) ;
b. Eger k= ) ise zu, Ve z[ oD U (z)] fonksiyonu  a.
mertebeden yildizildir.
— _ 2(1-a)-p 1
c. Eger k= |C|+2$(1C_Zlf)3 29 ve o #0ise z 2w, (zﬁ) fonksiyonu yildizildir

(Baricz 2008a).

(1—a)(1—2a)_%ICI
4

+1 ve

Teorem 5.10: b, p, ¢ reel sayilar ve a € [0, %) olsun. Eger k >

1
¢ # 0 ise Vz € D i¢in Reu,(z) > a olur. Ayrica, k > (1_a)(1;2a) 2l e ¢ # 0 ise U,

fonksiyonu D birim diskinde konvekse yakindir (Baricz 2008a) .

Teorem 5.11: ¢ < 0 ve b,p € Rise (3.9) deki gibi tanimlanan u,, fonksiyonu asagidaki

ozellikleri sahiptir:

a. Eger k> —c/2 ise z - zuy(z), —Log(1 —z) fonksiyonuna gore konvekse

yakindir ve dolayisiyla D birim diskinde iinivalenttir.
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b. Eger k> —3c/4 ise z = zu,(z?), %Log (E) fonksiyonuna gore konvekse

yakindir ve dolayisiyla D birim diskinde tinivalenttir (Baricz 2008a).

Teorem 5.12: k = ¢; ve k # 0 olmak lizere p,b € R ve ¢ € olsun. Buna gore, u,
fonksiyonu D birim diskinde konveks ve 1’e gore % inci mertebeden yildizildir. Ayrica,

Z = Zuy,q fonksiyonu D de yildizildir (Baricz et al. 2010).

Teorem 5.13: k = ¢, olmak iizere p,b € R ve ¢ € olsun. Buna gore, z - zu,
fonksiyonu D de % inci mertebeden yildizildir ve sonug olarak z — z'~Pw,, fonksiyonu

D de yildizildir (Baricz et al. 2010).
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