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OZET

Bu tezin giris bolimiinde literatiirde konu ile ilgili yapilan bazi g¢aligmalardan

bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, dual sayilar, kuaterniyonlar ve dual vektorler ile ilgili temel kavramlar

ve bazi 6nemli teoremler yer almaktadir.

Ucgiincii boliimde, vida operatoriinden bahsedilmis ve ardindan vida hareketinin 6zel

durumlari olan 6teleme ve donme hareketleri verilmistir.

Dordiincti boliimde, egri ve yiizeyler teorisinde yer alan ve g¢aligmanin devaminda

kullanilacak olan temel kavram ve teoremlere yer verilmistir.

Tezin besinci bolimiinde vida yiizeyleri tamitilmig, vida ylizeylerine ait bazi
Ozelliklerden bahsedilmistir. Ardindan bir yiizey iizerinde yer alan egrilerin vida yiizeyi
tizerindeki goriintiilerinin Darboux ve Frenet catilari elde edilmistir. B6liimiin son kisminda ise

vida yiizeylerine ait bir 6rnege yer verilmistir.

Altinci boliimde ise sabit sirt uzaklikli vida ylizeyleri tanitilmistir. Sonrasinda sabit sirt
uzaklikli vida yiizeylerinin sekil operatorii hesaplanmis, bundan yararlanarak bu yiizeylerin
ortalama egrilikleri ve Gauss egrilikleri elde edilmistir. Son olarak sabit sirt uzaklikli vida

yiizeylerine ait bir 6rnek ile boliim tamamlanmustir.

Son boliimde yapilanlar 6zetlenmis ve konu ile ilgili ¢aligmak isteyenlere Onerilerde

bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Egrilikler, Sabit sirt uzaklikli vida yiizeyi, Sekil operatérii, Vida yiizeyi.
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ON KINEMATICAL GEOMETRY OF CURVES AND SURFACES
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SUMMARY

At first part of this thesis, it is mentioned the studies in literature about this subject.

Second chapter consists of fundamental concepts and some important theorems about

dual numbers, quaternions and dual vectors.

In third chapter, it is mentioned screw motion and then it is given that translation and

rotation motions which are the special cases of the screw motion.

Forth chapter deals with the fundamental concepts and theorems which are situated in

curve and surface theory and are needed for this study.

In fifth chapter of this thesis we define screw surface and give some characteristics of
these kind of surfaces. Then, it is obtained that Darboux frame and Frenet frame of a curve’s
image on screw surface of the surface on which the curve lies on. At the final part of this

chapter, an example of screw surfaces is given.

At sixth chapter, we give the definition of screw surfaces at a constant distance from the
edge of regression of a surface M. After that, we compute the shape operator screw surfaces at a
constant distance from the edge of regression of a surface M and by using this we calculate
Gaussian curvature and mean curvature of these surfaces. Finally, we complete this chapter with

an example of screw surfaces at a constant distance from the edge of regression.
Final chapter consists of a summary of the study and some advices for autors who want

to study on this subject.

Keywords: Curvatures, Screw surface, Screw surfaces at a constant distance from the edge of
regression, Shape operator.
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1. GIRIS

Diferensiyel geometride Blaschke (1949), Bishop (1975), Bottema ve Roth (1979), Mc
Carthy (1990) gibi caligmalar egriler teorisi i¢in 6nemli katkilar saglamustir.

Hareket geometrisinde, E-Study (1903), dual birim kiire iizerindeki noktalar ile R teki
yonlii dogrularin birebir eslenebilecegini gostermistir. Hanson (1994), reel kuaterniyonlar
yardimi ile Serret-Frenet ve Paralel doniisiim catilarini ortaya koymustur. Oztiirk vd. (2010),
Andrew J. Hanson’ un yukarida bahsedilen calismasindan esinlenerek dual kuaterniyonlar
tizerinde benzer uygulamalar1 yapmistir. Diger taraftan, Baky (2003), bir regle ylizey iizerinde
Blaschke yaklasimini kullanarak birim kiire iizerinde bir egri gibi ¢alisilabilecegini gostermistir.
Bu yaklagim yardimiyla Yayli ve Saragoglu (2012), birim dual kiire iizerindeki bir « egrisinin
T, N, B Frenet vektorleri ile liretilen regle yiizeylerini ve bu regle ylizeylere karsilik gelen dual
egri gosterimlerini elde etmislerdir.

Paralel yiizeyler de diferensiyel geometride ilgi ¢eken konulardan biridir. Eisenhart
(1909) kitabinda paralel yiizeylere bir boliim ayirmistir. Saver (2011), bir ylizey iizerindeki
egrinin ylizeyin paralel yiizeyi iizerindeki goriintiisiiniin Darboux ve Frenet catilari ile bazi
egriliklerini hesaplamistir. Ayrica regle Weingarten yiizeyler lizerinde ¢alismistir. Dede vd.
(2012) Galile uzaymda paralel ylizeylerin egrilikleri arasindaki baglantilar1 incelemistir.
Unliitiirk ve Oziisaglam (2013) ise Minkowski 3-uzayinda paralel yiizeylerin bazi geometrik
ozellikleri iizerinde ¢alismiglardir. Kiziltug vd. (2013) calismasi paralel yiizeyler iizerinde yer
alan egrileri incelemektedir.

Tarak¢1 ve Hacisalihoglu (2004) sabit sirt uzaklikli yiizeyleri tanitmis ve bu yiizeylerin
sekil operatorii, Gauss egriligi ve ortalama egriligi gibi kavramlarin1 hesaplamustir. Aktan vd.
(2006) da bu yiizeylerle ilgilenmis ve bu yiizeyler i¢in Euler Teoremi, Dupin gostergesi,
konjuge tanjant vektorleri incelemislerdir. Saglam ve Kalkan (2010) ise Minkowski 3-uzayinda
sabit sirt uzaklikli yiizeyler {izerinde ¢aligmislardir. Yine Saglam ve Kalkan (2013) bu kez
Minkowski 3-uzayinda sabit sirt uzaklikli yiizeylerin Dupin gostergesini ve bu yiizeyler i¢in

Euler Teoremini vermislerdir.



2. D-MODUL VE KUATERNiYONLAR TEORISi

Bu bolimde ilk kez Clifford (1873) tarafindan tanimlanan dual sayilar, Hamilton (1843)
tarafindan tanitilan kuaterniyonlar, dual vektorler ve dual kuaterniyonlar ile ilgili temel kavram

ve teoremlere yer verilmistir.

2.1. Dual Sayilar

Reel sayilar kiimesi (+) toplama ve (.) carpma islemlerine gore bir cisimdir. Reel
sayilar kiimesi R ile gosterilir.

Tamm 2.1.1. Herhangi a,a*e R olmak iizere bir A=(a,a*) ikilisine bir sirali ikili denir. Bu
sekilde tanimlanan sirali ikililerin RxR kiimesi D ile gosterilsin.
D={(aa*): aa*eR|
tizerinde iki i¢ islem asagidaki sekilde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983):
Tamm 2.1.2. A= (a, a*) ve B= (b,b*) olmak iizere ®: DxD — D i¢ islemi
A®B=(a,a*)®(b,b*)=(a+b,a*+b*)

bigiminde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir.

®: DxD — Dig islemi ise

AOB=(a,a*)0(bb*)=(a-b,ab*+a*b)
bigiminde tamimlanir ve D deki ¢arpma olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tammm 2.1.3. R reel sayilar kiimesi olmak {izere
D=RxR

kiimesi iizerinde toplama ve ¢arpma islemleri yukaridaki gibi tamimlanmig ise D kiimesine
dual sayilar sistemi ve herhangi bir (a,a*)e D elemanina bir dual say: denir (Hacisalihoglu,
1983).
Teorem 2.1.1. (D, D, G)) ticliisii birimli ve degisimli bir halkadir (Hacisalihoglu, 1983).

Bu halkanin toplamaya gore birim elemant (0, O), carpmaya gore birim elemani ise
(10)dur.
Teorem 2.1.2. (D, D, C)) ticliisii bir cisim degildir (Hacisalihoglu, 1983).
Tanmmm 2.1.4. A=(0,a*) ve X =(X,X*) olmak iizere

AOX =B



denkleminin bir tek ¢6ziimii vardir. Gergekten Tanim 2.1.2. den
(ax,ax*+a*x)=(b,b*)

bulunur. Buradan

a a?

X :(E,ab*—a*b)
ve dolayistyla X eD elde edilir. X dual sayisina, B nin A ya bolimi denir
(Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.1.3. Dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir alt kiimeyi, alt cisim
olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).
Bu teoremin bir sonucu olarak, reel sayilar kiimesine izomorf olan,
{(a,0) : a,0eR}

dual sayilar kiimesinin her bir elemani, izomorfu olan reel sayi ile gosterilebilir.
Kisaca,
(a0)=a , (L0)=1
olarak alinabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanacagiz ve ayrica "®" ve "O" islemleri

yerine "+" ve isaretlerini tercih edecegiz.

D halkasinda, (0,1) dual sayis:1 dual birim olarak adlandirilir ve
&= (0,1)
ile gosterilir. Carpma isleminin tanimina gore,
eQe=¢"=(0,0)=0
oldugu kolayca goriilebilir.
Teorem 2.1.4. Her A=(a,a*) dual saysi,
A=a+ga* , g:(O,l)
seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.1.5. Bir A=a+c&a*eD dual sayisindaki a reel sayisina A nin reel kisimi, a*

reel sayisinada A nin dual kismi denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanmmm 2.1.6. (0,1)=1 dual sayisina D deki ¢arpma isleminin birim eleman1 veya D deki

reel birim denir (Hacisalihoglu, 1983).
Teorem 2.1.5. iki dual sayinin carpimu sifir ise, carpanlardan biri sifir olmak zorunda degildir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.1.7. Herhangi X =x+e&x* dual sayisinin modiil degeri diye |X| reel sayisina denir



ve

ile gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).
2.2 Kuaterniyonlar

Bu boliimde kuaterniyonlar ve kuaterniyonlar iizerinde islemler yer almaktadir.

Tamm 2.2.1. Bir kuaterniyon g=a+bi+cj+dk; a,b,c,deR bi¢giminde ifade edilir. Burada
i’ = j*> =k® =ijk = -1 dir. Tiim kuaterniyonlarm kiimesi H ile gosterilir.

g kuaterniyonu reel (skalar) ve imajiner (vektorel) olmak iizere iki kisimdan olusur. (
kuaterniyonunun reel kismu Req=a ve vektorel kismi ise Imqg=bi+cj+dk dir. Buna gore
g=a+bi+cj+dk kuaterniyonu g=Req+ Imq bi¢iminde de yazilabilir.

Tammm 2.2.2. Bir ( kuaterniyonu igin Req=0 ise q=bi+cj+dk olur. Bu durumda q
kuaterniyonuna vektor veya kuaterniyonik vektor adi verilir (Parker, 2009).
Tamm 2.2.3. Bir q=a+bi +cj+dk =Req+Imq kuaterniyonunun eslenigi diye
g=a—bi—cj—dk =Req—Imq
kuaterniyonuna denir (Parker, 2009).
Tamm 2.2.4. Herhangi iki g=a, +bji+c j+dk ve p=a,+b,i+c,j+d,k kuaterniyonlarinin
toplam ve farki
p+q=(a +a,)+(b +b,)i+(c,+¢c,)j+(d, +d,)k
=Re(p+q)+Im(p+Qq)
ve
q-p=(a—-a,)+(b—b,)i+(c,—c,)j+(d,—d,)k
=Re(q-p)+1m(q-p)
seklinde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.2.5. Bir g =a-+bi+cj+dk kuaterniyonunun bir 1 € R skalari ile ¢arpimi

= RxH —>H
(2,9) > A.q=A(a+bi+cj+dk)
= Aa+ Abi + Acj + Adk

olarak tanimlanir. Burada A4.g=q.4 dir.
Tamim 2.2.6. Herhangi iki g=a, +bji+c j+dk ve p=a,+b,i+c,j+d,k kuaterniyonlarinin

kuaterniyon garpimi



HxH->H
(@,p) >a.p=(a +bi+cj+dk)(a, +b,i+c,j+d,k)

=aa, —(bb, +cc, +dd,)+(ab, +ba, +cd, —dg, )i
+(ac, +ca, +db, —bd,) j+(ad, +da, +bc, —cb, )k

=ReqRe p—(Img,Imp)+Reqimp+Re pImg+Imgalmp
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).
2.3 Dual Vektorler ve D-Modiil

D dual sayilar kiimesi olmak iizere

DxDxD=D’={(A,A,A): A,A,AeD}
kiimesinin her bir elemani bir biiyiik harf ile gosterilirse, AeD® igin A=(A,A,,A)) Veya
A=(A); (1<i<3) notasyonlarindan birisi kullanilabilir.
Tamm 2.3.1. Her A=(A), B=(B)eD’ isin, (i=12,3),
+: D°xD®* > D?
i¢ islemi
A+B=(A+B)

bigiminde tanimlanir. Burada, A+ B ye D® de A ile B nin toplami denir (Hacisalihoglu,
1983).

Tamm 2.3.2. Herhangi L €R ve Ae D® elemanlari icin,
- RxD*—>D°®
dis islemi
ﬂ.A:( ﬂA) , (i =l,2,3)

seklinde tanimlanir. Burada AA ya A mn A skalan ile garpimi denir (Hacisalihoglu,
1983).

Teorem 2.3.1. (D3,+,-) sistemi D halkasi tizerinde bir modiildiir (Hacisalihoglu, 1983).
Tamm 2.3.3. (D3,+,-) ticlisine D —Modiil ve bunun elemanlar: olan siral dual tgliilere,

dual vektérler denir ve A= (A ) seklinde gosterilir (Hacisalihoglu, 1983).



Teorem 2.3.2. R*® ¢ boyutlu reel vektdr uzayr olmak iizere herhangi a, a*eR® igin

D —Modiil de her bir A dual vektori
A=a+ea* , 5=(0,l)e D
seklinde yazilabilir.

Teorem 2.1.3 ile es anlamli olarak; R®  vektor uzayl, D —modiiliin elemanlar

(5, O) —a+¢&0 seklinde olan alt kiimesine izomorftur.

D —modiiliin toplamaya gore birim elemant,

-

0= 6+ 56
seklinde gosterilir. Buna sifir dual vektori denir.
A=a+ca* ve B=b+eb* dual vektrlerinin esitligi,

A=B<a=bvea*=b*
ile verilir.
Tamm 2.3.4. Herhangi A, B € D —modiil icin,

() :D°xD* - D
(RB) - (AB)=(ab)+s((a%5)+(ab?)
ile tanimlanan <,> fonksiyonuna D —modiilde bir i¢ garpim fonksiyonu denir (Hacisalihoglu,
1983).
Tamm 2.3.5. Bir A=a+&a* dual vektoriiniin normu diye
-3 - 5

dual sayisina denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.6. Normu reel birime karsilik gelen  (yani normu (1,0) dual sayis1 olan) dual

vektore birim dual vektor denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3.3. Herhangi bir A% (O, ?j € D —modiil olmak iizere,

\>1

Ao

>

bir birim dual vektordiir (Hacisalihoglu, 1983).



Tamm 2.3.7. Herhangi bir A=a+ea*e D—modiil olmak iizere,

birim dual vektoriine, A dual vektdriiniin ekseni denir.

DT (a.5%)
A=a+ea*, a#0 dual vektoriiniin eksenini, K=-—
Ja]

Ao =

>l >

olmak tizere,

—~ a
Ao=—+¢
4]

seklinde yazilabilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.8. D —Modiilde bir A=a+&a* dual vektori icin,

(i)

TR
J4

say1sina, A dual vektSriiniin adimi veya yiikselisi denir.

Bu tanimlamalardan sonra, bir A dual vektorii

A=A+ o) A

seklinde yazilabilir. Reel kismi sifirdan farkli olan dual vektorlere has dual vektorler adi verilir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tanmm 2.3.9. K= {Y =X+ exX*: HYH = (1,0); X, X*e R3} kiimesine D —modiilde birim
dual kiire denir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3.4. (E. Study): Herhangi A=a+&a*, a=0 dual vektorii icin D —modiilde

[A=0)

olan birim dual kiirenin dual noktalar;, R® deki yonlii dogrulara birebir karsilik gelir.

denklemi,

Birim dual kiire tizerindeki bir A dual noktasim merkeze birlestiren birim dual yer

vektori,

A=a+¢ga*

ise Teorem 2.3.4 den dolayi, ¢izgiler uzayinda bir tek yonlii dogruya karsilik gelir. Burada



aeclR® vektori, bu yonlii dogrunun dogrultman vektori, a*ecR® vektori ise, X bu
dogrunun tizerinde bir nokta ve O bir baglangi¢ noktasi olmak tizere,

a*=0X ra
ile belirlenen bir moment vektoriidiir. Bu vektore, ¢izgiler uzayindaki dogrunun baslangica gore
vektorel momenti denir ve bu vektor orijine gére dogrunun yerini belirler (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 2.3.10. (Taylor A¢cihmi): D dual sayilar halkasi olmak iizere X =X+&x*e D igin

F(X) = F(Xg)+ 22 £1(X)+ E2 £ (X))ot B2 £ (X Y

n
serisine f dual fonksiyonunun X, € D noktasindaki Taylor agtlim: denir.
Bu tanim geregince, f dual fonksiyonunun X, =0 noktasindaki Taylor agilim,
f(X+ex®)=f(X)+ex*f'(x)
seklini alir. O halde, cos(x+&x*), sin(X+e&x*), sinh(X+e&x*) ve cosh(x+e&x*) dual
fonksiyonlarinin 0=(0,0) dual noktasindaki Taylor agilimlar::

COS(X + £X*) = COSX — X *SIN X

sin(X + &x*) =sin X+ £xX*cos X
sinh(X + x*) =sinh X + £x * cosh x
cosh(X + £x*) = cosh X + £x *sinh x

olarak elde edilir.
Tammm 2.3.11. D —Modiil' de ag1, K, E birer birim dual vektor olmak tizere,
cos® = <K, §>

ifadesi ile verilir. ® =@+ @™ dual sayisina A ile B birim dual vektorleri arasindaki dual
ac1 denir (Hacisalihoglu, 1983).
iki birim dual vektor arasindaki dual agimin, R® uzayimdaki yonlii dogrularin uzayi

olan cizgiler uzayindaki anlamini arastirmak gerekirse bunun icin A ile B birim dual

vektorlerinin

(AB) =<é,6>+g(<§,6>+<5,b7>)
i¢c carpimindan hareket edilsin. (E. Study) teoremi geregince A ve B birim dual vektorleri
R® uzayinda d, ve d, gibi iki yonlii dogruya karsilik gelir. A ve B birim dual vektorleri

arasindaki @ =g@+&p* dual acisi, bunlann R® de temsil ettikleri d, ve d,yonlii

dogrularinin arasindaki ¢ agis1 ve en kisa uzakhigi gosteren @ * reel ¢iftinden olusur.



OA=A ve OB=B birim dual vektorlerinin uclari D -Modiilde O merkezli birim
dual kiirenin A ve B dual noktalarint belirteceginden Aile B arasindaki @ = p+ep™
dual agis1 A ve B dual noktalarindan gegen dual biiyiik dairenin AB  dual yay uzunlugu
olarak diisiiniilebilir.

Tanim 2.3.12. Her K, B e D — Modiil dual vektorlerinin dis ¢arpim
A:D*xD® D’
seklinde bir i¢ islemdir ve
AAB=aAb+ g(éAF‘+ ?‘AB)
olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.3.5. Her A B e D —Modiil igin,

AnB =[] [BJsinoN
Burada N dual vektsrii A ile B dual vektorlerine R® uzayinda karsilik gelen dogrularin
ortak dikmesinin E. Study resmi olan bir dual vektordiir.

Teorem 2.3.6. Herhangi A B gibi iki has dual vektoriin dis carpim sifir ise bu dual vektorlerin

eksenleri ¢akigiktir (Hacisalihoglu, 1983).

2.4 Dual Kuaterniyonlar

Tanmm 2.4.1. q=a, +bi+cj+dk ve p=a,+hb,i+c,j+d,k herhangi iki kuaterniyon ve &
dual birim olmak iizere bir dual kuaterniyon
Q=q+ep
=(a, +bi+cj+dk)+e(a, +bi+c,j+d,k)
=(a +ea,)+(b +eb,)i+(c +ec,) j+(d, +ed, )k
=A+Bi+Cj+Dk
bi¢iminde yazilabilir. Burada A=a +¢sa,, B=Db +&b,, C=c +sc, ve D=d +e&d, dual

sayilarina Q’ nun dual bilesenleri denir.

Q dual kuaterniyonunda skalar kism1 ReQ ve vektorel kismi ImQ ile gosterirsek
ReQ=A=a +¢a, ve ImQ=Bi+Cj+Dk=Img+slmp
olacagindan Q =ReQ+ ImQ bigiminde yazilabilir (Parker, 2009).

Tiim dual kuaterniyonlarin kiimesi H, ile gosterilir.
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Tammm 2.4.2. Herhangi Q =ReQ +ImQ, ve Q,=ReQ,+ImQ, dual kuaterniyonlarinin
toplami ve farki
Q +Q, =(ReQ £ReQ,)+(ImQ, £ImQ,)
bi¢iminde tanimlanir (Parker, 2009).
Tammm 2.4.3. Herhangi Q =ReQ +ImQ, ve Q,=ReQ,+ImQ, dual kuaterniyonlarinin

carpm Q, =q, +&p, =ReQ, +ImQ, ve Q, =q, +&p, =ReQ, +ImQ, olmak iizere
QQ, =(a, +&p,)(q, +£p,)
=00, +&(0p, +0, )
=ReQ ReQ, —(ImQ,,ImQ,)+ReQ, ImQ, +ReQ, IMQ, + ImQ, A IMQ,

olarak tanimlanir (Yang ve Freudenstein, 1964).

Tamm 2.4.4. Herhangi bir Q=q+&p=ReQ+ImQ dual kuaterniyonunun eslenigi
Q=q+ep=ReQ-ImQ
seklinde tanimlanir (Parker, 2009).

Tamm 2.4.5. Herhangi bir Q dual kuaterniyonunun normu |Q| ile gosterilir ve

SENCIENCY
bigiminde tanimlanir (Ercan ve Yiice, 2011).
A=a +¢ea,, B=b+¢eb,, C=c +ec, ve D=d +e&d, olmak iizere herhangi bir
Q=A+Bi+Cj+Dk dual kuaterniyonunun normu

|Q|:\j(£:\ilAz+Bz+C2+D2

=\/a12 +b?+c”+d?+¢&(aa, +hb, +cc, +d,d,)

olarak elde edilir. Buradan goriildiigii iizere bir dual kuaterniyonun normu bir reel say1 degil bir

dual sayidir.

Tamm 2.4.6. Herhangi bir Q dual kuaterniyonunun tersi (inversi) Q" ile gosterilir ve

_Q
ol

olarak tammlanir (Ata ve Yayli, 2008).

Q—l

Tanmim 2.4.7. Herhangi bir Q dual kuaterniyonunu bir P dual kuaterniyonuna bélmek demek
RP=Q=R =QP"'ve PR,=Q=R,=P7'Q

esitliklerindeki R, ve R, dual kuaterniyonlarin1 bulmak demektir.
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Genel olarak dual kuaterniyonlar kuaterniyon carpimina gore degisimli olmadigindan
R, ve R, farkli dual kuaterniyonlardir. Burada R, ’e Q ‘nun sagdan boliimi, R,’ye de O’ nun
soldan boliimii denir (Yang ve Freudenstein, 1964).
Tanim 2.4.8. Herhangi bir Q dual kuaterniyonu igin |Q|=1ise Q* ya birim dual kuaterniyon

denir (Ercan ve Yiice, 2011).
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3. ViDA HAREKETI

Bu boliim vida operatdrii ve vida operatoriiniin 6zel durumlari olan donme ve oteleme

operatdrlerine ayrilmstir.

3.1.Vida Operatorii

A ve B birim dual vektdrler ve ¢#0, ¢*#0 olmak iizere ® =¢+4*; A ve B

|
oy

A .
olmak tlizere

arasindaki dual a¢1 olsun. Buna gore S=

b1
[os)]

VAN
AB =—<A, E§>+AA B
=—cosD+Ssind

yazilabilir. Diger taraftan

(AE):—cos®—§sin®

= —(COSCD+ Ssin CD)

— —

ve Q:COSCD+§Sin(D dersek (A—B):—Q olur. (A@):éﬂ, (A)_l:—,&, (é)flz—g

oldugundan Q:—é,&, buradan da A:I§Q ve I§:QA elde edilir. Burada Q birim

* —
kuaterniyonuna donme kismi ¢, Steleme kismi ¢*, adinu 2~ ve ekseni S olan bir vida

operatorii denir. Vida operatorii Q (§ , q)) =cos® +Ssin® seklinde de ifade edilebilir.

E-Study teoreminden A ve B birim dual vektdrlerine R® uzaymda aykirt iki yonlii
dogru yani kesismeyen ve paralel olmayan iki yonlii dogru karsilik gelir. Bunlar sirasiyla d; ve
d, dogrulari olsun. B= QA esitligi B birim dual vektoriiniin A birim dual vektdriinden bir
vida operatoriiyle elde edilmesi anlamina gelir. Benzer durum A= I§Q i¢in de sdylenebilir.

A’nin B konumuna gelmesi igin iki yol vardir. Ilki A’nin S vida ekseni etrafinda @

kadar dondiiriiliip sonra ¢* kadar 6telenmesidir (Sekil 3.1). Bunu sembolik olarak q 6telemeyi,
g, de donmeyi gostermek lizere éz[qu]A ile gosterebiliriz. Diger yol ise ¢* kadar

otelenip sonra ¢ dondirilmesidir. Bunu da éz[qu]A ile gosterelim. Q=qq, =0.q

oldugundan bu iki yol arasinda higbir fark yoktur.
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Sonug olarak; vida hareketinde bir birim dual vektoriin ilk konumundan son konumunu

veren hareketi yoldan bagimsiz oldugu s6ylenebilir.

S
w\\fb b

O
'
Sekil 3.1. Vida hareketi.
3.2. Donme Hareketi
A ve B herhangi birim dual vektorler ve bunlara karsilik gelen dogrular sirasiyla d, ve
d, olsun. d, nd, :{0} ve A(dl,dz) = ¢ ise ¢*=0dir. Bu durumda A ve B birim cizgi
kuaterniyonu olur. O halde @ = ¢+ @™ olmak tizere Q vida operatorii

Q=cos®+Ssind
=cos¢+Ssing

bigimini alir.

Sekil 3.2. Donme hareketi.
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3.3. Oteleme Hareketi

A ve B herhangi birim dual vektorler ve bunlara karsilik gelen dogrular sirasiyla d;

ve d, olsun. A ve B birim dual vektorleri arasindaki agt @ =0+ &g ise d, ve d,dogrular

birbirine paraleldir.
O =¢+ep™ dual agisinda ¢ =0 oldugundan @ =0+ g™ olur. Bu durumda Q vida

operatorii
Q=cos®+Ssin®
= cos(ep™*)+Ssin(ep*)
olur. Ayrica c0S(gg*)=cos0—gp*sin0=1 ve sin(gp™)=sin0+ep*cos0=cgp*
oldugundan
Q=1+Seg*=1+ep*S
elde edilir. Bu durumda, I§:QA ifadesi A birim dual kuaterniyonuna karsilik gelen d,

dogrusunu S ekseni yoniinde ¢* kadar otelenip B birim dual kuaterniyonuna karsilik gelen

d, dogrusunu elde etmek anlamina gelir (Sekil 3.3).

S
t 3
dy - | J/'

Sekil 3.3. Oteleme hareketi.
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4. EGRIi VE YUZEYLER TEORISi

Bu bolimde egri ve yiizeyler teorisiyle ilgili temel kavram ve teoremlerden
bahsedilmistir. Ayrica paralel ylizey Ve sabit sirt uzaklikl yiizey kavramlari ile bu yiizeyler igin

verilen bazi 6nemli teoremler de yine bu boliimde yer almustir.
4.1. R® Uzaynda Egri ve Yiizeyler

Tammm 4.1.1. | < R bir agik aralik olmak tizere
al >R
t—a(t)=(ay(t). o, (t). o5 (1))

seklinde tamml diferensiyellenebilir fonksiyona R® Oklid 3-uzayinda bir egri denir (O’Neill,
2006).

Tamm 4.1.2. B, J < Rde tanimli R® uzayinda bir egri olsun. Vs € J igin
[5°(s)]=1
ise [ ya birim hizli egri ve s ye de yay-parametresi denir (Hacisalihoglu, 2000).

Tamm 4.1.3. &, R? uzaymm agik bir alt kiimesi olmak iizere S < R® alt kiimesinin regiiler

bir parametrizasyonu

$:UCR* >SCR, g Agp#0
seklinde tanimli diferensiyellenebilir ve birebir fonksiyondur. ¢ :¢(&l)—> U ters
fonksiyonu siirekli olmak {izere, VP €S i¢in S nin i¢inde goriintiisii p nin bir komsulugunu
iceren uygun bir koordinat pargasi varsa S ye R® uzayinda bir yiizey denir (O’Neill, 2006).
Tamm 4.1.4. S, R® uzayinda bir yiizey olsun. S yiizeyi iizerinde Vv =V, sabit ve u degisken
alarak elde edilen egriye U -parametre egrisi, U = U,sabit ve v degisken alinarak elde edilen
egriye de Vv -parametre egrisi denir (Shifrin, 2011).
Tamm 4.1.5. S, R® uzayinda bir yiizey ve pe S olsun.

¢:U R >ScR?, p=(uyV,)
regiiler parametrizasyonunu diisiinelim. Boylece S yiizeyinin p noktasindaki teget diizlemi ¢,

ve ¢, vektorleri ile gerilen T (S ) alt uzayidir (Shifrin, 2011).
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¢U N ¢V

Tamm 4.1.6. Tp (S) , S teget diizlemine dik olan U =
|6, ~ 6]

birim vektoriine, S yiizeyinin

birim normali denir (Shifrin, 2011).

Tamm 4.1.7. M, E® uzayinda bir ylizey ve « bu yiizey lizerinde birim hizli bir egri olsun.
T(t) = & (t) vektériine o egrisinin birim teget vektord, N (t) :'F(t)/H'F’(t)H vektoriine o
egrisinin asli normal vektorii ve E(t) :f(t)/\ﬁ(t) vektoriine de binormal vektorii denir.

{f,ﬁ, E} iicliisi R® uzayinda ortonormal bir ¢at1 olusturur. Bu ¢atiya Frenet catis1 ach verilir
(Sabuncuoglu, 2010).

Tamm 4.1.8. M, E® uzayinda bir yiizey ve & bu yiizey iizerinde birim hizl1 bir egri olsun. o
egrisinin birim teget vektorii f(t) , a egrisi boyunca yiizeyin normali U(t) vektorii ve bu iki
vektoriin vektorel garpimi \7(t) :U(t)/\f(t) olmak iizere {'F,V,U} tigliisii yeni bir dik
catidir. Bu ¢atiya Darboux catis1 denir (Ru, 1999).

Tamm 4.1.9. E® Oklid uzayinda bir yiizey M ve bu yiizey iizerinde (l ,a) koordinat

komsuluguyla verilen

a:l—->M, IcR
birim hizli bir egri olsun. f(t) = g’(t) olmak tizere
k:l >R
t— x(t) =[T'(0)
seklinde tanimlanan fonksiyona & egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(t) € R sayisina da o
egrisinin & (t) noktasindaki egriligi denir (O’Neill, 2006).
Tanmm 4.1.10. E® Oklid uzayinda bir yiizey M ve bu yiizey iizerinde (l,a) koordinat

komsuluguyla verilen

a.l->M, IcR

birim hizli bir egri olsun. & egrisinin Frenet ¢atist {T, N, B} olmak tizere
71 >R
t—z(t) = <W(t), E(t)}

bigiminde tanimlanan fonksiyona & egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(t) € R sayisina da
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o egrisinin a(t) noktasindaki burulmasi denir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 4.1.1. M yiizeyi lizerinde birim hizli olmayan « egrisinin Frenet catist {T, N, B},

V= ||a '(t)” olmak iizere

= al(t)

T(t)= 22
a'(t)H

B(t) = a't) Aa(t)
a'ra"®)|

N(t) = B(t) AT (t)

dir. Ayrica o egrisinin egrilik fonksiyonlari da
a'(t) Aa"(t) det (5 (t), a"(t), a "'(t))

k(t) = — ve 7(t)= — —
| ] CACRERC

esitlikleriyle hesaplanabilir (Hacisalihoglu, 2000).

Tammm 4.1.11. M, E® uzayinda bir yiizey ve & bu yiizey iizerinde birim hizl bir egri olsun. «

egrisinin Darboux ¢atisi {'T:,\7, U} olmak tizere

ky® =(T OV ®)=-(V'©.T®)
ifadesine geodezik egrilik denir (Sabuncuoglu, 2010).

Tanmmm 4.1.12. E® uzayinda bir yiizey M ve a bu yiizey iizerinde birim hizli bir egri olsun. «

egrisinin Darboux ¢atisi {'T:,\7, U} olmak tizere

k() =(T'(),U®) =-(U"®,T®)
ifadesine normal egrilik denir (Sabuncuoglu, 2010).
Tammm 4.1.13. E® uzayinda bir yiizey M ve bu yiizey tizerinde birim hizh bir egri ¢ olsun. «

egrisinin Darboux catisi {T AVARV) } olmak lizere

7,0 =(V').UM) =00V W)
ifadesine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 4.1.2. M vyiizeyi tlizerinde birim hizli olmayan bir o egrisinin Darboux catisi
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{T,V,U}, V= ||a'(t)||, geodezik ve normal egrilikleri sirastyla kg,kn ve geodezik burulmasi

da 7, olmak tlizere

1

k, = F<a (t),V(t)>
1

Kk, = V—2<a .U (@)

f=— (U W)

dir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 4.1.3. M yiizeyi tizerinde birim hizl1 v egrisinin Darboux ¢atisi {1?,\7,0} , geodezik ve

normal egrilikleri sirastyla K,k ve geodezik burulmas: daz, olmak iizere
T'(t) =k, (t)V (1) +k, (U (t)
V() = —k, T (1) +7, (U (1)
U'(t) =k, (T () -7, OV (1)

dir (Sabuncuoglu, 2010).

Teorem 4.1.4. M yiizeyi Uzerinde birim hizli olmayan bir ¢ egrisinin Darboux catisi

{f AVAT] } v =|a'(t)], geodezik ve normal egrilikleri sirasiyla ky,k, ve geodezik burulmasi
daz, olmak iizere
T'(t) = v(kg OV (t) +k (U (t))
Vi(t) = v(—kg T (t) +7,OU (L)
U'(t) =v(-k, OT Q) -7, OV 1))

SN—

dir.

Tamm 4.1.14. Yizey iizerinde her noktasindaki normal egriligi k, =0 olan egrilere,
asimptotik ¢izgiler denir (Uras, 1992).

Tanmm 4.1.15. Yiizey ilizerinde her noktasindaki geodezik egriligi kg =0 olan egrilere,
geodezik egriler denir (Uras, 1992).

Tamm 4.1.16. Yiizey lzerinde her noktasindaki geodezik burulmasi 7, = 0 olan egrilere

egrilik ¢izgisi denir (Uras, 1992).
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Tamm 4.1.17. E" uzaymn bir hiperyiizeyi M ve M nin birim normal vektor alan1 U verilsin.
D, E"de Riemann koneksiyonu olmak iizere VX € y(M) igin

S(X)=Db,U
seklinde taniml1 S doniisiimiine M {izerinde sekil operatorii denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 4.1.18. E" uzaymmn bir M hiperyiizeyi iizerinde 1< g <n olmak iizere
19: (M) x (M) - C”(M,R)
(X,Y) > 19(X,Y) =(ST(X),Y)
seklinde tamml1 1 fonksiyonuna M hiperyiizeyinin g-yuncu temel formu denir (Hacisalihoglu
2000).

Tamm 4.1.19. E" uzayinin bir M hiperyiizeyinin p € M noktasindaki sekil operatorii S(p)

olmak tizere

K:M->R
p— K(p) =detS(p)

fonksiyonuna M hiperyiizeyinin Gauss egrilik fonksiyonu, K(p) degerine de M nin pe M
noktasindaki Gauss egriligi denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamim 4.1.20. E" uzaymin bir M hiperyiizeyinin p € M noktasindaki sekil operatorii S(p)

olmak lizere

H:M—->R
p—H(p)=iz(S(p))
fonksiyonuna M hiperyiizeyinin ortalama egrilik fonksiyonu, H(p) degerine de M nin
p € M noktasindaki ortalama egriligi denir (Hacisalihoglu, 2000).
Tamm 4.1.21. E" n-boyutlu Oklid uzaymnda bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatdrii S
olsun. M nin bir p noktasina karsilik gelen S(p) nin karakteristik degerlerine M nin bu
noktasindaki asli egrilikleri denir. Asli egriliklere karsilik gelen karakteristik vektorlere de M

nin p noktasindaki asli egrilik vektorleri veya asli egrilik dogrultular: ad: verilir (Hacisalihoglu,
2000).

Tamm 4.1.22. E" n-boyutlu Oklid uzaymda bir hiperyiizey M ve M nin sekil operatdrii S
olsun. peM noktasinda 34 €R i¢in S=AI_, ise p noktasina M nin bir umbilik noktasi

denir (Hacisalihoglu, 2000).
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4.2.Paralel Yiizeyler

Tamm 4.2.1. M, ve M,, E" uzayinda iki hiperyiizey ve M in birim normal vektor alan1 U
olsun. r bir sabit say1 olmak iizere,

f:M —>M,, f(p)=p+rU,
olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M, ve M, hiperyiizeylerine paralel hiperyiizeyler
denir (Hacisalihoglu, 2000).

Teorem 4.2.1. M,, E" uzayinda M hiperyiizeyinin paralel hiperyiizeyi olsun. E" uzayinin
{Xl,Xz,...,Xn} Oklid koordinat sistemine gére X e ;((I\/I), X e ;((I\/Ir) vektor alanlar

Vp eM igin bl(p):l;(f (p)),léién olmak tizere

n o — n_ 9
X=Sb< X=b<L
izl“'é’xi = Ox,

bi¢iminde verilsin. Bu durumda

1) f.(X)=X+rS(X)
) 5,(£(x)=5(X)
dir (Hacisalihoglu, 2000).
Teorem 4.22.E" uzayinda f:M — M, olmak ilizere M hiperyiizeyinin bir paralel

hiperyiizeyi M, olsun. Bu durumda,

1) f, tglincii temel form olma 6zelligini korur.
2) f, umbilik nokta olma 6zelligini korur.

3) f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.
4) M nin temel formlar sirastyla I, 11 ve I1l ile gosterilmek tizere VX,Y € ;((M ) ve
VpeM igin
(OO ()], = (XY, )20 (XY, )+ P (XY, )
dir (Hacisalihoglu, 2000).
nN=3 ozel durumunda, M ve M, paralel yiizeylerinin Gauss ve ortalama egrilikleri

arasindaki bagint1 agagidaki teorem ile verilebilir.
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Teorem 4.2.3. E® uzayinda bir M yiizeyinin bir paralel hiperyiizeyi M, olsun. peM
noktasinda M yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H, f(p)eM,

noktasinda M yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K. ve H, olsun. Bu durumda

H+2rK
 =—————> Ve H =—-———
1+rH +r°K 1+rH +r°K
dir (Hacisalihoglu, 2000).

4.3.Sabit Sirt Uzakhkh Yiizeyler

Tanmm 4.3.1. M ve M,, E® uzayinda iki yiizey, M in bir p noktasindaki birim normal

vektorii U | ve tanjant uzayr T (M) nin ortonormal bir bazi {Xp,Yp} olsun. d;,d,,d, e R

sabit sayilar ve d,* +d,” +d,” =1 olmak iizere Z =d, X +d,Y, +d,U  bigiminde X, Y,

ve U o ye siki suretle bagli Zp birim vektoriinii alalim. r bir sabit say1 olmak {izere
f:M->M, f(p)=p+rz,

olarak tammlanan bir f fonksiyonu varsa M, yiizeyine M yiizeyinin sabit sirt uzaklikli

yuzeyi denir. M, yiizeyi f fonksiyonu yardimiyla tanimlandigindan M " ile gosterilecektir
(Tarakg1 ve Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 4.3.1. E® uzaymda M ve M ' yiizeyleri verilsin. E® uzaymm {)(1,X2,X3} Oklid
koordinat sistemine gére W € ;(( M ) icin
f.(W)=W +rD,Z

dir. Burada Vp € M igin w; ( p) :WI( f (p)), 1<i<n olmak iizere
0

n

J— n_a
W2 o e RS,

i=1
dir (Tarak¢1 ve Hacisalihoglu, 2004).
M yiizeyi i¢in bir parametrizasyon (¢, 174 ) ve
¢:U CE*>M
uyv)  p=¢Uv)

olsun. Bu durumda T,(M) nin bir bazi {¢u|p , ¢v|p}, peM deki birim normal vektérii U,

d,,d,,d, €R sabit sayilar, d,” +d,* +d;’ =1 ve Z =d, X +d,Y, +dU_ olmak iizere
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M*={f(p):f(p)=p+rZ,}
olarak verildiginden M " yiizeyi i¢in bir parametrizasyon
w(u,v) =¢(u,v)+rZ(u,v)
olur. Bdylece
M ={y(u,v) 1y (u,v) = 4(u,v) +r(dg, U,v) +d,g, (u,v) + dU (u,v) ), d, =sabit
d, =sabit,d, =sabit, d,” +d,* +d;* =1, r = sabit}
olarak ifade edilebilir. Burada rd, = 4,, rd, = 4,, rd, = A, aliirsa
M= {yr (U, V) g (U, V) = (U, V) + A, (U, V) + o (U, V) + AU (U, V), Ay, Ay, A, =S
A+ A =1
olur (Tarake1 ve Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 4.3.2. (¢, Zl), E® uzayinda bir M yiizeyi i¢in parametrizasyon, {¢u,¢v} ;((I\/I ) nin
asli egrilik dogrultularindan olusan ortonormal bazi, kK, ve K, M nin asli egrilikleri ve. M f
yiizeyi M nin sabit sirt uzaklikli yiizeyi olsun. ;((M f ) nin {l//u ) !//v} bazi

vy =(1+ 4k, ) ¢, - AkU

v, = (1+ 4k, ) ¢, — AkU

alindiginda M f yiizeyinin S " sekil operatdriine karsilik gelen matris, alinan bu baza gore

ok 21,2 2 2 akl )
g _1 (1+/13k2)[/118—ul(,12k2 +(1+ ko) )+klA j _aﬂl Aok, (1+ 25k, )
' _%kzw kiky (1+4ck,) (1+ﬂek1)[ﬁz %kz(ﬂfkf+(l+/13kl)2)+szzj

dir. Burada A= A2k (1+ Ak, ) + A2K2 (L 2k, ¥ + (L Ak, ¥ (L Ak, ) dir (Taraker ve
Hacisalihoglu, 2004).

Teorem 4.33. E® uzayinda bir M yiizeyinin sabit sirt uzaklikli yiizeyi M M yiizeyinin
Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla K ve H, M " yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri

srastyla K" ve H " ise

A= \JAZKE (L 2k, )+ A2K2 (L4 gk, )P + (L4 Ak, )F (L4 Ak, )
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=\/ﬂfk12 22K+ 2 (A2k 4 22K, ) K+ (A7 + A2) AZK? (14 AH + 22K )
olmak tizere

Mzak 8k2 Ak (ﬂzkz (1”ekz)z)+ﬂzklz%(ﬂfkf+(1+zgkl)2)

(ufw@+2ﬂg(ﬂlk1+ﬂzkz)K+(42+ﬂ§)ﬂ§K2+(1+ﬂgH+A§K)2)2

K" =(1+4H + 4K)

K
JEKE 4+ 22KE 4205 (42K, + 2K, ) K (A2 4 22) 22K+ (L4 AH + 22K )

dir ve

A 00 (L 2 ) (286 (L 2 o2, S (L 1) 22+ (420

(102 226 2 38220, ) (37 22) 22 (1 2 2K |
H +24,K
(/11 kP + A2K5 + 225 (A7K, + 5K, ) K+ (47 + 247 ) AZK? + (14 A,H +/132K)2)U2

dir (Tarake1 ve Hacisalihoglu, 2004).

H' =(1+ 4H + ZK)
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5. ViDA YUZEYLERI

Bu béliimde ilk olarak vida yiizeyleri tamitilmistir. Bu ylizeylerin {izerinde yer alan
egrilerin Darboux ve Frenet catilar1 hesaplanmis ve bu catilar yardimiyla yiizeye ait bazi

egrilikler elde edilmeye ¢alisilmigtir.

5.1.Vida Yiizeyinin Tanimi
Bir v= (VX,Vy \V, ) birim vektorii etrafinda 6 agilik bir donme,
r= cosg+sin€(vxi +V, j+V,k)

2 2

kuaterniyonu ile ifade edilir. Boyle bir kuaterniyonun uzayda bir p=Xi+ yj+zk noktasina
= e .0, . . "
etkisi r = cosz —sin > (Vi +V, j+V,K) olmak iizere
p'=rpr

ile verilir. Geometrik olarak bu ifade bir p=xi+yj+zk noktasinmn bir v=(v,,v,,v,)birim

vektorii etrafinda 6 agilik donmesi sonucu elde edilen goriintiisiinii verir.
Ornek5.1. r = cos% +sin % k kuaterniyonunun p =i+ 2k noktasina etkisini inceleyelim:

Yukaridaki tanimdan
p'=rpr

—| cosZ +sinZk (i+2k) cosZ -sinZk
4 4 4 4

1 1 . 1 1
=| —=+—=k|(i+2k)] =-—=k
(F e 55
1. 1. 1 1
oo
G NERNG
:£i+£j+k-1+lj-li+k+1
2 2 2° 2
= j+2k
elde edilir. Boylece p =i+ 2k noktasmnin V =K vektorii etrafinda % radyanlik donmesi sonucu

p'= j+2Kk noktasi elde edilmis olur (Sekil 5.1).
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s
LB~

Sekil 5.1. Kuaterniyonun noktaya etkisi.

Diger taraftan r donme, t= (tX ,ty,tz) dual vektorii 6teleme kismini gostermek tizere kat1 cisim
hareketini ifade eden bir dual kuaterniyon
g=r+etr
2

ile belirlenir. Uzaydaki noktalar p =1+ ¢p bi¢imindeki dual kuaterniyonlarla verilebilir.

Boylece kati cisim hareketinin noktaya etkisi
p'= (r + ngrj(lJr & p)(? + lgﬁj
2 2
=1+¢(rpr +t)
=1l+e&p”
olur (Selig ve Husty, 2011).

Geometrik olarak, bir p=xi+yj+zk noktasinin bir V:(vx,vy,vz)birim vektoril
etrafinda pozitif yonde 6 agilik dondiiriiliip ardindan bir t= ('[X 1t ) vektorii kadar 6telenmesi
sonucu p” noktasi elde edilir.

Ornek 5.2. Omek 5.1. de p=i+2knoktasimin V =Kk vektorii etrafinda pozitif yonde %

radyanlik donmesi sonucu p'= j+2Kk noktasi elde edilmisti. Bu nokta t =k vektorii kadar
Otelenirse

p"=rpr+t



26
—p'+t
= j+3k
bulunur. Boylece p=i+2k noktasinin V=K vektori etrafinda pozitif yonde % radyanlik

dondiiriiliip t =k vektorii kadar dtelenmesi sonucu p” = j+3k noktasi elde edilmis olur (Sekil

5.2).

Sekil 5.2. Kat1 cisim hareketinin noktaya etkisi.

Buna gore
f:M—>M?

o (5.1)
p— f(p)=rpr+t

doniisiimii ile bir M yiizeyindeki noktalar kati cisim hareketi ile bir M ? yiizeyine tasinabilir.
Bu caligmada 6zel olarak donme ekseni yiizeyin birim normal vektorii U ve dteleme

vektorii de 1R olmak iizere AU olarak secilmigtir. Buna goére kati cisim hareketi bir vida

hareketine doniisiir. Boylece vida hareketi yardimiyla M yiizeyinin noktalar1 M ? vida yiizeyine

taginir.
T, e .0, . .
Tanmmm 5.1.1. Mve M?, E°te iki ylizey ve peM olsun. r=COSE+SInE(VXI+Vyj+Vzk),

V:(VX,Vy,VZ) birim vektorii etrafinda pozitif yonde 6 agilik bir dénme ve fz(tx,ty,tz)

Oteleme vektori olmak tizere
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f:M—o>M?®
p— f(p)=rpr+t

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M? yiizeyine M yiizeyinin vida yiizeyi ad1 verilir.

Bu durumda vida ylizeyi fonksiyonu
f(p)= cos? +sin2U p cos? —sin2U |+ iU
2 2 2 2
% .0 .0~ 6 . 6- —
:(cosz p—smE<U, p>+smE(U A p))[cosz—smzu}rﬂu

=c0s@p+sin H(U A p)+25in2§<u, p)U + AU

olarak elde edilir. p noktasinin konum vektorii ile U birim normal vektoriiniin paralel olmasi

halinde ise bu esitlik
2 9 -2 H -
f(p)=cos SP I p|sin S T4l (5.2)
bigimini alir. Caligmanin devaminda islemler bu duruma goére yapilacaktir.
5.2.Vida Yiizeylerinin Baz1 Ozellikleri

Bir M yiizeyinin M? vida yiizeyinin noktalar1 f : M — M ? déniisiimii ile

f(p) :coszg p+[|| p||sin2§+/1jﬁ

— 3 0
bigiminde elde edilir. M yiizeyi tizerindeki vektorler U = Zai —, M yiizeyinin birim normal
i-1 i

vektor alani olmak lizere

100 P Pd P&y
f , 0 1 .,
~p €>COS 3 010 +msm r pa, p,a, p.a,
001 Pa P P )
o8, O 03
oX, OX, OX

+[||p||sin2Q+/1j o, 0, 03,
2 oX, OX, OX

0a; da; 08

oX, OX, 0OX
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9 0 o,
> cos’ —=sin —[p,a ]+(||p||sm —+Aj{ }
7 || 2 Lo
tiirev doniisiimii ile M ® yiizeyine tagmabilir. Boylece VX, = Zb (p)i

i=1

eT,(M)igin

3

£ T,M T, ,M®

f.,(X,)=cos’ 6X +Hsm 9<P,Xp>Up+(||p||sin2§+/1j8(xp)
:coszgxp+[||p||sin2§+/1j8(xp) (5.3)
bulunur.
3

U= Zl:ai & ve S, M ylizeyinin sirasiyla birim normal vektor alani ve sekil operatorii
i= i

olsun. M? yiizeyinin birim normal vektdr alanim U® ve sekil operatoriinii S9 ile gosterelim

Bu durumda &, o f =a, olmak iizere f (p) noktasinda M? yiizeyinin birim normal vektorii

Ui =Y a(f ()| =Ya(p)—

ilp i=1

=Up dir.

ilp

3

,=>.b (p)—

i=1 i

tanjant vektoriinin o : |1 — M egrisinin p € M noktasinda birim
p

teget vektorii oldugunu varsayalim. Bu durumda f.(X))e T, (M?) tanjant vektorii de

foa:l > M? egrisinin f(p)eM?® noktasindaki teget vektorii olur. Buna gore

p = a(t) noktasinda

$(X), =Dy U= Zx a

i=1 6Xi p
3 0 S d(a o)
=YX, [a]—| = '
gl: a(t)[ ']axi o) ; dt a(t)
3 d(a_io f Oa) 0 < f (X 0
_ig‘ dt 5_X, (t)_Z—l: o )|f(p)[al}axi p

dir. Diger taraftan
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Sg(f*(x))f(p) = Df*(X),(p)Ug
3
— 0
= Z f*(X)| a |—
n f(p)[ ]8Xi o
oldugundan S°(f.(X)),, =S(X),dir.
Boylece asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 5.2.1. E® uzayinda M yiizeyinin M9 vida yiizeyi verilsin. E* uzaymnn {Xl,Xz,XS}

Oklid koordinat sistemine gére X € y(M), X e (M ?9) vektor alanlari
5., 0 T ¢ O
X = —, X=>bh—
iZ:l: ' OX, ,Z:: OX;

olmak iizere Vp € M i¢in b(p) = b_.( f(p)), 1<i <3 ozelligiyle verilsin. O zaman
0 , 0 ., 0
) f.(X,)=cos Exp+ | p||sin E+/1 S(X,)

2) SU(£.(X))(p) = S(X), dir.

Teorem5.2.2. f:M — M? olmak iizere M nin vida yiizeyi M ¢ olsun.

1) f, tiglincii temel form olma 6zelligini korur.
2) f, umbilik nokta olma 6zelligini korur.
3) f, asli egrilik dogrultusu olma 6zelligini korur.

4) M nin temel formlar sirasiyla |, I, 11l ile gosterilmek tizere VX,Y € y(M),
Vp € M i¢in

(X EY)], ) =cos4gI(Xp,Yp)+2coszg(”p”sinz§+ij 1(X,.Y,)

+(||p||sin2§+/1)2 (X,.Y,)
olur.
Ispat:
1) M nin iigiincii temel formu 11 ve M? ninki de I11° olmak iizere VX,Y € (M),
Vp € M i¢in
MIS(EX,, £.Y,) = (S9(£.X,),S°(LY,))
=(S(X,),S(Y,)) = II(X,.Y,)

olur.
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2) peM, M nin bir umbilik noktast olsun. Bu durumda VX, ETp(M) ve bir tek

ceRigin S(X,)=cX dir. Diger taraftan Teorem 5.2.1. geregince

f.(X,)=cos’ g X, +(||p||sin2§+/1j8(xp)

o ., 0
:(cosz E+c(||p||sm2 EJJD X,

yazilabilir. Buna gore VE.(X ) €T, (M?) icin

SE(R(X,)) =S(X),
=cX,

- ¢ f.(X,)

cos? 9+c(|| p|sin’ 0+;t)
2 2

elde edilir. Bu durumda p € M umbilik nokta ise f(p)eM? de M ?nin umbilik noktasidir.
3) p € M noktasinda M nin asli egrilikleri K; ve K,, bunlara karsilik gelen asli dogrultular
da swrastyla X, ve X, olsun. Budurumda S(X, )=k X,, ve S(X,,)=k,X,, dir. Diger

taraftan Teorem 5.2.1. geregince

£.(X,,)=cos? g X, +[|| plsin? §+zj3(xlp)
0 .0
= (cos2 >+ K, (|| p|sin’ EJJD Xy,

o ., 0
f*(sz)ZCOSZE Xyp +(|| p||sm2§+/1j8(xzp)

[ cos?Z+ K, (” p|sin® Q+ﬂ) Xzp
2 2
yazilabilir. Buna gore

S?(£.(X,)) =S(Xy),
:klxlp

ve

kl

f.(Xyp)
0 ., 0 P
cos® o kl(” p|sin® 2+/1j

ve
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S*(£.(X,,)) =S(X,),
—k,X,,
k2

f.(X3,)
0 ., 0 P
cos® N K, (” p||sin® 2+2j

elde edilir. Boylece f.(X,)) ve f.(X,,) de M? yiizeyinin f(p)eM noktasindaki asli
dogrultulart ve
.0 . o "o - 0
cos 2+k1(||p||sm22+ﬂj c0322+k2(||p||sm22+/1j

de sirastyla bunlara karsilik gelen asli egrilikler olur.

4) vX,Y € y(M) ve Vpe M igin,
0 ., 0 o ., 0
(£.X, f*Y>|f(p) =<COSZEXp +(|| p||sm2§+ﬂ,j8(xp),coszgYp +(|| p||sm2§+/1)8(Yp)>
o o o ., 0
=<COSZEXD,COSZEYD>+ZCOSZE(”p"smzE+lj<8(xp),Yp>
0 2
+(||p||sin2§+/1j (S(X,).S(Y,))

= (£.X, LY)| =COS4§I(Xp,Yp)+20052g(”p”sinngr/ljll(Xp,Yp)

f(p)
9 2
+(||p||sin25+/1J H(X,.Y,)

elde edilir.
Vida yiizeyi i¢in donme islemi goz ardi edilirse =0 olup paralel yiizey ile
karsilagilacaktir. Bu durumda, Teorem 4.2.2 ile benzer sonugclar elde edilir.

Teorem 5.2.3. E® uzayinda bir M yiizeyinin M¢ vida yiizeyi verilsin. peM noktasinda M
nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla K ve H, f(p) e M? noktasinda M ® nin Gauss ve

ortalama egrilikleri de K ve H? olsun. Bu durumda

K9 = K (5.4)

2
cos* 2 + cos? 0[” psin® 9, ij H+ [” psin® 9, ij K
2 2 2 2
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cos* I +z(||p||sin2§+/1];<
H9 — 55
0 0y .0 .0 Y 69
cos* —+cos’ | | p[sin* =+ A |H +| | p[sin* =+ 2 | K
2 2 2 2

dir.
Ispat: p € M noktasinda M nin asli egrilikleri k; ve k,, bunlara karsilik gelen asli dogrultular:
da sirasiyla X, ve X, olsun. Teorem 5.2.2 geregince M9nin f(p) noktasindaki asli

dogrultulari da f.(X,) ve f.(X,) olur. Ayrica;

SI(f.(X,,) = : K —3 f.(Xy,)
cos 2+k1(||p||sm 2+ﬂ,)
§7(1.(X,)) = ‘

f.(Xzp)
0 ., 0 P
cos’ o K, [|| psin® o /1)

dir. Dolayistyla {f*(Xl), f*(X?_)}p bazina goére S° nin matrisi

kl

0
o ., 0
coszz+kl(||p||sm22+/1)
0 .
o0 ., 0
_ 00322+k2(||p||sm22+/1j_
olup
HY =[z8° = K + Ko

0 . .0 0 . .0
00522+k1(||p||sm22+ﬂj c0522+k2(||p||sm22+/1]

cos’ Z(kl +k,)+ 2(||p||sinzz+ ﬂ)klk2

6 Oy 1 20 .0 Y
cos42+00522(||p||sm22+2)(k1+k2)+(||p||sm22+/‘Lj kK,

cos’ 1 +2(||p||sin20+/1jK
2 2

2
cos* 2 + cos? ‘9[” p||sin2€+/1] H +(|| p||sin29+ﬂ) K
2 2 2 2

Ve
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kl k2
0 ., 0 ' 0 ., 0
cos’ o kl(” p[sin’ N /1) cos’ ot K, (” p[sin’ o7 /lj

k1k2

K? =detS? =

2
C054§+COSZ g(” p||sin2§+/1j(kl + k2)+(||p||sin22+/l) k.k,

K

cos* 2 + cos? 9(” p|sin’ 9, /Ij H+ (|| p|sin’ 9, /1)2 K

2 2 2 2
bulunur.
Teorem 5.2.4. E® uzayinda bir M yiizeyinin M? vida yiizeyi verilsin. peM noktasinda M
nin Gauss ve ortalama egrilikleri sirastyla K ve H, f(p) e M? noktasinda M ? nin Gauss ve
ortalama egrilikleri de K ve H? olsun. Bu durumda

cos“gKg
2

K= 2
1—@pkm2§+leg+wpkng+ijKg

cos’ g H? —2cos? z(" p||sin2§+ﬂqug

- .0 . .0 Y.,
1—| | p|sin E+/1 H +| | p[sin E+/1 K
dir.

ispat: Teorem 5.2.3 deki K9 ve HY ifadeleri oranlanirsa

K? K

H* cosng +2[|| p||sin2§+/lj K

olur. Buradan
, 0 ., 0
cos” = HK? +2 | p|sin 5 T4 KK =KH?
ve
coszQHKg
2

K = ) (5.6)
Hg—2@p$m22+ing

yazilabilir. (5.6) esitligi (5.4) de kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
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2
cos“gKg [Hg —2(" p||sin2§+ﬂjK9j:coszg[l—(|| p||sin2§+/1jHg +(|| p||sin2§+/1j Kg]KgH

ve buradan da

cosze[Hg —2(" p"Si“zg“l)ng
2 2

2
1—(||p||sin2§+/1jH9 +(||p||sin22+ﬂ,j Ko

H=

elde edilir.
(5.6) denkleminde H yerine (5.7) de elde edilen esiti yazilirsa

cos“QKg
2

2
1—(||p||sin2§+/1ng +(||p||sin2§+ﬂj K®

bulunur.

Sonu¢ 5.2.1. Bir M yiizeyinin

M9 :{f(p)‘f(p):coszgp+[||p||sin2§+lJU—p, peM, leR}

(5.7)

vida yiizeyi i¢in donme agis1 =0 alinirsa M ¢ yiizeyi M yiizeyinin paralel ylizeyi olur ve

9 K 9 H+2AK
:—2 ve H :—2
1+ AH + A°K 1+ AH + A°K

dir.

Ispat: 9=0 ahmnirsa f(p)= p+ﬂlTp olacagindan M? yiizeyi M ylizeyinin paralel yiizeyi

olur. Diger taraftan Teorem 5.3.2 den ve sin@=0 oldugundan

<= K

2
cos* 2 + cos? 9(” p[sin’ 9, /1) H+ (” p[sin’ 9, 1) K
2 2 2 2

B K
1+ AH + A?K

bulunur. Yine Teorem 5.3.2 den ve sin@ =0 oldugundan

cos? O H + 2(||p||sin2 9+/1J K
2 2

g _

2
cos* & + cos? 6(” p|sin’ 9, ﬂj H+ (” p|sin’ 9, ﬂj K
2 2 2 2
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_ H+2iK
1+ AH + 212K

elde edilir.

5.3.Bir Egrinin Vida Yiizeyi Uzerindeki Resminin Darboux Catis

M yiizeyinin vida yiizeyi M®, M yiizeyi iizerindeki birim hizli ¢ egrisinin M?

yiizeyi tizerindeki gdriintiisii S =(f oa) olsun. Bu durumda F: f.(T) dir. B egrisi

f (a(t)) noktasinda birim hizli olmadigindan v =

f.(T )H olmak tizere egrinin Darboux ¢atisi

{ﬁ: f*”,@@ﬁ@} di.
\"

Teorem 5.3.1. M? yiizeyinin f (a(t))noktasmdaki Darboux tigytizliisi {'ﬁ,\ﬁ,lﬁ} olmak

lzere
T =(cos? i _k 4|7 0\
T f(p) :VKCOSZE_kn ||p||5'n25—kn/1jT p— T4 (||p||sm2§+,1jvp}
ve| =1 4 ., 0 - BV
v f(p)ZV[(Coszg_kn ”p”s'nzz—knijvp +17, [||p||sm2§+,1j'rp} (4.8)
us| =u,
f(p)

dir. Burada k, ve 7,, Myiizeyinin sirastyla normal egriligi ve geodezik burulmasidur.
Ispat: M yiizeyinin p=a(t) noktasindaki birim normal vektdriiniin tiirevi

LT',; = —knﬁ — Tg\Tp oldugundan f egrisinin f (a(t)) = f (p) noktasindaki teget vektorii
o £ /T N\ 2 6" .9 0 =
B'(f(p)) = £.(T,) =cos ETp +| ||p[sin E+/1 S(T»)
0— . .0 - —
= cos’ ET o+ (” p[sin’ ot /‘Lj(—knTp - rgvp)

o ., 0 = ., 0 —
_ (cosz 9k Jplpin*? - kn/le . (|| plsin® & + x)vp

olur. Bu durumda

V=

) 4 L, 0 ’ ,0 Y
f*<T>H=J(coszg—knnpnsmzE—knzj v, (Iplsin 2.2

f.(T)

olur. T9 = oldugundan
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T9 !

. = ., 0 —
_ ;Kcosz %k, lplsin*2 - kniij e (|| olsin’ ijvp}

=U, dir. O halde
f(p)

_tm

f(p) \'

f(p)

olarak elde edilir. M ? yiizeyi M yiizeyinin vida yiizeyi oldugundan U °

Vg

~(U7ATY)

f(p) f(p)

0 ., 0 = ., 0 —
(cos2 5 k, | p||sin® 5" kn/le p—T, (|| p[sin’ o Ajvp
v

1 0 ., 0 — ., 0 =
:V|:[COSZ 5" k, || p[sin’ 5" kn/ljvp +7, (||p||sm2 §+/1JT p}.

ZUp/\

Boylece M ¢ yiizeyinin f (a(t)) = f(p) noktasindaki Darboux gatisi {T EAYANU g}

f(p)

elde edilmis olur.

Tamm 5.3.1. Bir M yiizeyi lizerindeki birim hizli « egrisinin M?® vida yiizeyi {izerindeki

goriintiisii olan f=(f o) egrisinin f (a(t)) noktasindaki Darboux catisi {Tg,Vg,U g}

olmak lizere
K O(f(alt :<T7,\F> =—<VT',T7>
g ( ( ())) F(a(t)) fa (V)

ifadesine M ¢ vida yiizeyinin geodezik egriligi denir.

Tamm 5.3.2. Bir M yiizeyi iizerindeki birim hizli « egrisinin M? vida yiizeyi lizerindeki
goriintiisii olan B =(f o) egrisinin f (a(t)) noktasindaki Darboux gatisi {ﬁ,\ﬁ,lﬁ}
olmak iizere

0 (1) =(T07)  —~{uniTe),

ifadesine M ¢ vida yiizeyinin normal egriligi denir.

(a(®)

Tamim 5.3.3. Bir M yiizeyi iizerindeki birim hizli « egrisinin M?® vida yiizeyi {izerindeki

goriintiisii olan f=(f o) egrisinin f (a(t)) noktasindaki Darboux catisi {Tg,Vg,U g}
olmak tizere

7,9 ( f (a(t))) = <\/_9‘,Lﬁ>f(a(t)) = —<W,W>f(0{(t))

ifadesine M ¢ vida yiizeyinin geodezik torsiyonu veya geodezik burulmasi denir.
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Teorem 5.3.2. M yiizeyi iizerindeki birim hizli « egrisinin M ? yiizeyi lizerindeki goriintiisii
olan B=(foa) egrisinin f(a(t)) noktasindaki geodezik egriligi, normal egriligi ve

geodezik burulmas: sirasiyla

2
ké]:V%{kgVZ-i-Té[kn (||p||sinzg+/1j —coszg(”p"sinngrﬂn
ST )
£<F;| ”p>sm 9 052 9 '(||p||sinzg+/lJ }}

= o (ool )

dir.

ispat: 8= ( fo a) egrisi birim hizli olmadigindan Teorem 4.1.2°den yararlanilacaktir.
B(f(p))= [cos2 g —k,||p||sin® g - kn/ljfp -1, [” p|lsin g + /lj\Tp

B 0 .20 i ,0 N\
0t o0 =05 -k [plsin 52 |1, Ilsin” 542,

p.Ts
- k, < >sm Q+k [||p||sm g+/1j T

[l
57 B
-l 7, (||p||sin2§+ij+rg¥sin2€ v

ST B
< A >sm Q—k (||p||sm §+/1j+kgrg [||p||sin2§+}tj}Tp

+| k, cos’ g -k’ (" p[sin’ g + /lj -7, [” p|sin’ g + EDUT

N kg coszg—knkg (||p||5in2§+’1)_fé (”p”Sinzg—i—ﬂj—z‘ < ”p” >sll’1 QJ\TP

B(s) = f(a(s)) birim hizl bir egri olmadigindan M ¢ yiizeyinin geodezik egriligi
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s =%<ﬁ’\ﬁ>f(p)

v
L5 o 20 Y& 0 -
:V_3<ﬂ f(p),(coszz—kn | p||sm2§_kn,1jvp +17, (||p||sm2§+/1)Tp>
1 2] 2 9 )
:V_S{k L(COSZ__k | p||sin® = kn/lj +ng[||p”8in2§+’1j ]
2
, {kn (Ilpllsinzgmj —coszg(n p||sin2§+/1j]
p.Ts 2
<p >Sln Qcos Q+k (||p||sin29+/lj
[ 2
6 Y 0
{k Vit ( (||p||sm E+Aj —cos? (||p||sm _+;ij
5T, 2
Bttt |

olarak elde edilir. Normal egrilik

)
v f(p)

Viz<ﬁf(p)ﬂp>

1 0 ., 0
- v_z(k" cos? 5 — (K, +7,° )(” p[sin® >t AD

olarak bulunur. Geodezik torsiyon ise

<w| -

9 =2 (ve07) :_1<wﬁ>
\" f(p) \Y f(p)

1 0 ., 0 — ., 0 — — .
= —V—Z<(cos2 5" K, || p[sin? E—kniJVp +7, [” p||sm2§+ﬂ,jT ok, T, —rgvp>
= _Viz[—knrg (” p|sin’ g + /1)— 7, €S’ g +k,z, (” p[sin? g + /IB

v 2

olarak elde edilir.

Sonug 5.3.1. Esas yiizey iizerinde geodezik olan bir egrinin M ¢ vyiizeyi iizerindeki resminin de

geodezik olabilmesi igin esas yiizey lizerindeki egri egrilik ¢izgisi olmalidir.
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Ispat: Esas yiizey iizerinde geodezik olan bir egrinin geodezik egriligi kg =0 dir. Egrinin M ¢
yiizeyi iizerindeki resminin de geodezik olabilmesi i¢in kg = 0 olmalidir. Esas yiizey iizerindeki
egri aym zamanda egrilik ¢izgisi ise 7, =0 dir. k;, =0 ve 7, =0 alindiginda kJ = 0 oldugu
goriiliir.

Sonu¢ 5.3.2. Esas yiizey iizerinde asimptotik ¢izgi olan bir egrinin M9 vyiizeyi {izerindeki

resminin de asimptotik ¢izgi olabilmesi i¢in asagidaki sartlardan birinin saglanmasi gerekir:

i.  Esas yiizey tizerindeki egri egrilik ¢izgisi olmalidir.
i.  k coszé—(k 2+l )| ||sin2Q+l itligi saglanmalid
. N 5 =K 7, p > esitligi saglanmalidir.

Ispat: Esas yiizey iizerinde asimptotik ¢izgi olan bir egrinin normal egriligi k, =0dur.

i. Esas yiizey Uzerindeki egri egrilik ¢izgisi ise 7, =0dir. Buradan k? =0 oldugu
goriiliir.

e 2 9 2 2 =2 9 “ qe e - - g

i. k,cos ] = (kn +1, ) || p||S|n 2 + A | esitligi saglandiginda k7 = O olur.
Sonug¢ 5.3.3. Esas yiizey iizerinde egrilik ¢izgisi olan bir egrinin M ? yiizeyi iizerindeki resmi
de egrilik ¢izgisidir.
Ispat: Esas yiizey iizerinde egrilik ¢izgisi olan bir egrinin geodezik burulmasi Ty = Odir. O
halde M? yiizeyi iizerinde 2'3 =0 olur.

Teorem 5.3.3. M® yiizeyi iizerinde f=(f o) egrisinin f (a(t))noktasindaki Darboux

licylizliisii {Tg,V@l U g}, geodezik ve normal egriligi sirastyla K¢, k? ve geodezik burulmast

da rg ve V=

ﬁ” olmak iizere
TY =v(kgve +kiu?)
Ve :v(—kggT—gﬂgtF) (4.9)
U = (kT -2V

dir.
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Ispat: {Tg,Vg,Ug} kiimesi Vf (p) € M%i¢in Tf(p)Mguzaymm bir ortonormal bazi

f(p)

oldugundan T = aT’+aVi®+aUolur. T 9" jle T 9 nin i¢ carpimun1 incelersek

<ﬁ,ﬁ>:a1<ﬁﬁ>+a2<w,ﬁ>+a3<mﬁ>
=a =0

T ile \ﬁ nin i¢ ¢arpimini incelenirse
<T v> —a,(T0V) 4, (VO ) 0, (UV7)

=a,= <T g',\ﬁ> = V<,F"\ﬁ> = VK¢

ve T¢ ile U? nin i¢ carpimindan
(T9.0%) =8, (T9.05) 2, (V3.0%) 2, (U5.0%)
=a,= <TT"LF> = V<,F"LF> = vk¢

elde edilir.

Benzer sekilde V9 = blT_d + bz\ﬁ + bsU_d oldugunu varsayalim. V¢ ile T9 nin i¢

carpimi incelenirse
@wxwzq@1T3+@@@Tw+m@sz
=b = <V 9',ﬁ>

bulunur. Diger taraftan <\ﬁ,'|?g> = 0 esitliginin her iki tarafinin tlirevi alindiginda

@?xﬂz_@zﬁy
olacagindan b, = <Vg',ﬁ> = —<Tg',\ﬁ> =-a, = —ng elde edilir.

vV ile lﬁ nin i¢ ¢arpimindan
@wuwzq@1u§+@@@ua+m@zua

=b,= <Vg',LF> =vr]
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oldugu goriiliir.

Bu kez UY =¢T?+cVo+ C,U* oldugunu varsayip yukaridaki islemleri U 9" i¢in

tekrarlarsak
c = <U9',ﬁ> =—<T9',LF> — —vk?

c, = <Ug’,\ﬁ> - —<v9’,LF> = v
0

C, =
elde edileceginden
L Y
V9 |=v kg 0 zJ|V?®
LF —ky 79 0 |lyv

bulunur.

5.4.Bir Egrinin Vida Yiizeyi Uzerindeki Resminin Frenet Catis1
Teorem 5.4.1. M? yiizeyinin f (a(t))noktasmdaki L= ( fo a) egrisinin Darboux tigylizliisii

_— s — _— s —

{T EAVANUE } ve Frenet tigyiizliisi {T 9 N9 B? } olmak iizere

. %[(cosz g —k, (” p[sin® g + /ID'IT,) -1, (” p[sin® g + /1)\7‘,}

e — (|| p|sin’ €+/1j'l'—p +k? (cos2 v_ Kk, (" p|lsin’ §+/1D\7p +Vk°U ,
g (kg)z 2 2 2 i
g

=

N¢

- —2[—kfrg [" p|/sin® §+ ﬂj‘l'—p —k¢ (cos2 g —k, (” p| sin® g + /1]]\7;, +VkSU

(k) (k)
dir.
Ispat: 3 egrisi birim hizli olmadigindan

(7 1F)

(= [cos2 g k. [[p[sin’ g - kni)[kn cos? g —k,* (" p[sin’ g + ﬂj -7’ [" p[sin’ g + ljjfp AU,

20 in20 _ 20 in2?
+(cos 5 K, || p||sin 5 knij{kg [cos 5 kn(||p||sm 2+/1D
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=4 Iplein®§ +2)- AP T) o ) i QJTp/\V
- pTp -
-, (“pHSinngrl)[ < E >sm ——k (||p||sm —+/1j+kgz'g ["p"Si”ngJjJVp/\Tp

., (|| p||sin29+/1j(kn cost k2 (|| olsin’ Qm)_fgz (|| ofin’ Q”D\Tp AU
2 2 2 2
., 0 0 ., 0 —
=-1, (” p||sm2§+/1j(kn cos? E_(k”z +ng)(" p|sin’ §+}LDTp
2
+(kgvz+knfé [||p||sin2§+/lj -7, coszg(”p”sinngJj

o.T 2
-, <p >sm Qcos g—k T (||p||sin2§+/1j Jup

o]

—[kncos419 2k’ cos? (||p||sm Q+/1j—r cos —(||p||sm gwij
2 2 2
0 Y
(k5,7 Iplsin 52 JV,,

=—Vv’kiz (”P”sm §+/1j -V kg(coszg—kn(||P||Si”2§+/1D\Tp+V3kggLTp

dir. Bu durumda

2

“ﬂ ﬂ”“ g) T 2(||p||sin2€+/lj2+v“(k9)2£c052Q—k (||p||sin2§+/1D +v6(k~°’)2
) 9 2 " 2 " 2 ’
:VG[(k§)2+(k§)2}

vy(k?) +(k2) elde edilr.

olacaglndan

e
O halde,

g -0
o g p]

=;{—kfrg (|| p||sin2§+ﬂ)ﬂ— k? (COSZQ— k, (|| p|lsin’ Q+/1jj\7p +vk§Up}
2 2 2 2 2
(k) +(ks)

olur. Diger taraftan,

|f(P)
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5 2
:%[ksf;[u o242 B ¥, -kl )| Vo 7
el + (k) 2 2 2

+vk¢ (coszg— K, (” p||Sin2§+;LDUp AT p—Vkiz, (" p||sin2§+/1jljp /\\7,]}

2

1 .

0 Yo 0 0
- {kfr 2(||p||sin2—+/1j Up +k? [cosz——kn(||p||sin2—+/1D U,
2 2 2 ‘ 2 2 2
V) (k)

+vk? (cos2 g -k, (” p[sin® g + /1))\7,3 +vkiz, (|| p|sin® g + /ijp}

:—{kgfg (|| p||sin2€+/1)f 4k (coszﬁ_kn (||p||sin2Q+/1D\7 S +UkSU p}
2 2 2 2 2
(k) + (k)

elde edilir.
Tamim 5.4.1. Bir M yiizeyi lizerindeki birim hizli « egrisinin M?® vida yiizeyi {izerindeki
goriintiisii olan S =(f oa) egrisinin f («(t)) noktasindaki Frenet catist {ﬁ,m,ﬁ}
olmak tizere

KO =(T ON©)
ifadesine B =(f o) egrisinin f ((t)) noktasindaki egriligi denir.
Tamim 5.4.2. Bir M yiizeyi lizerindeki birim hizli « egrisinin M?® vida yiizeyi {izerindeki
goriintiisii olan S =(foa) egrisinin f (a(t)) noktasindaki Frenet catisi {T—Q,W,ﬁ}
olmak tizere

£9() = <N—9'(t), ﬁ(t)>
ifadesine B =(f o) egrisinin f ((t)) noktasindaki burulmas: denir.

Teorem 5.4.2. M? yiizeyi iizerinde S =(f o) egrisinin f ((t))noktasindaki Frenet catist

{Tg, NY, Bg}, egriligi x?, burulmas1 7° ve v =

WH olmak iizere
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T9 —vk?N°
N =—vidT? +vr9B¢
BY :—ng

dir.

Ispat: {Tg,Ng,ﬁ} kimesi Vf(p)eM?igin T, (p)(M g)uzaylnln bir ortonormal bazi

f(p)

oldugundan T¢ = alﬁ + azm + agﬁ olur. T ile ﬁ nin i¢ garpimu incelenirse

<W,T7>:ai<ﬁ?g>+a2 (NO.T9) +a,(B9,77)
=a, =0

oldugu goriiliir. T ile N9 nin i¢ carpimni incelenirse

(T N9 =, (T,N5) -, (N9, NP -, (B9, F)
= a, :<TT",W>=V<F,W>:VK9

ve T ile Enin i¢ ¢carpimindan
<Tg',§>:a1<ﬁ§>+a2<m§>+a3<§,ﬁ>
=a,=(T%,87) ~u(F8%) -0

elde edilir.

Benzer sekilde N9 = blﬁ +b, N9+ b3§ oldugunu varsayalm. N9 ile T9 nin ic

¢arpimi incelenirse
<F?> —, (T,79) b, (N9, 79+, (89,79
=b = <Wﬁ>
bulunur. Diger taraftan <W,'ﬁ> = O esitliginin her iki tarafinin tiirevi alindiginda
CERRE(RE)

olacagindan b, =<N g','ﬁ> = —<T9’,W> =-a, =—-vk?* elde edilir.
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N9 ile B? nin i¢ carpimindan

W,@:qﬁ,@mz (N3,89) +b, (B7,B7)

:>b3 :<Ng',§> =vr?
oldugu gortiliir.

Bu kez BY = C,T%+c,N?+c,B° oldugu varsayilarak yukaridaki islemler BY i¢in

tekrarlanirsa

elde edileceginden

g'
™ 0 x 0]T°
N9 |=v|-x® O 79| N¢
e 0 -7 0| g

bulunur.

Teorem 5.4.3. M? yiizeyinin f (a(t))noktasmdaki L= (f oa) egrisinin Frenet tligylizliisii

{Tg N, Bg} ve egrinin asli normali N9 ile yiizeyin birim normali U® arasindaki ag1 ®° ve

egrinin egriligi «° ise

K® = (k¢ )2 + (k¢ )2 ve cosd* =k—”z

K
dir.
. st
Ispat: «°(f(p)) = T(p) oldugundan
1.,
K9| :V3 (k'?)2+(k§)2
f(p) NE

bulunur.
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Diger taraftan;

cos d? =<WLF>|

f()

- 21 [kgrg (|| p||sin2€+/1jfp k¢ [coszé—kn (|| p||sin2€+/1jj\7p +vkngUp},U
v (kng) +(K; 2 2 :
- 21 2 vy <Up’Up>
w(ki) +(k7)
ky
Tk
elde edilir.

5.5.Vida Yiizeylerine Ait Bir Ornek

. B _ . L L
Ornek 5.1. M = {¢(u,v) = (cosucosv,cosusmv,smu)‘ A <u<0, A <v< 0}
sekizde bir birim kiire yiizeyini alalim. Tanim 4.1.6 dan yararlanarak M yiizeyinin birim
normalini bulalim:
¢, =(—sinucosv,—sinusinv,cosu) ve ¢, =(—cosusinv,cosucosv,0) olmak iizere
¢, ~d, =(—cos’ ucosv,—cos’ usinv, —sinucosu)
dir. |¢, A¢,||=cosu oldugundan
U =(—cosucosv,—cosusinv,—sinu)
olarak elde edilir
vp =¢(u,v) € M noktasi i¢in donme ekseni Up, dénme acis1 7/ 2radyan ve Gteleme
vektorii t=2U, almirsa M yiizeyinin vida ylizeyi
M9 = {¢(u,v) =(—2cosucosv,—2cosusinv,—2sin u)‘ —% <u<0, —% SVSO}
olur.

M yiizeyi {lizerindeki C= {¢(u,0) = (0,—COSU,Sinu)‘ —% <u< O} egrisinin  bir

P =(0,—1,0) e M noktasindaki Darboux catisi hesaplandiginda

T(p,)=(0,0,2)

V(p,)=(10.0)
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U(po)=(0.10)
elde edilir. Gerekli hesaplamalar yapildiginda M yiizeyinin bu noktadaki geodezik egriligi,

normal egriligi ve geodezik burulmasinin sirasiyla asagidaki gibi oldugu goriiliir:

k,(Ppy)=0

k,(Po) =1

z,(py)=0.
C = {#(u,0)=(0,~cosu,sinu)| 74 <u<0} egrisinin p, =(0,-1,0)M noktasindaki Frenet
catisi ise

T(p,)=(0,0,2)

N(ps)=(010)

§( po)z(—l,0,0)

olur. p, noktasinin M yiizeyinin vida yiizeyi lizerindeki goriintiisii hesaplandiginda ise

g, = f(p,) =(0,2,0) noktasi ile karsilasilacaktir. Bu durumda Teorem 5.3.2 den egrinin vida
yiizeyi lizerindeki goriintiisii olan C' egrisinin bu noktadaki geodezik egriligi, normal egriligi

ve geodezik burulmasi sirasiyla
ks (f(po))=0
ky (f(p,))=-1/2
7 (f(py))=0
ve Teorem 4.4.1 den C' egrisinin Frenet gatisi
T () =(0,0,-1)
N gy =(0,-1,0)
BY (s =(~10,0)

olarak elde edilir.

Maple programi yardimiyla sekizde bir birim kiire yiizeyine ait vida ylizeyinin, M
ylizeyi lzerindeki C :{¢(u,0) :(0,—cosu,sinu)‘ —% <u< 0} egrisinin  vida yiizeyi

tizerindeki goriintiisiinlin ve iki egriye ait Frenet catilarinin hesaplanisi agsagidaki gibidir (Sekil

5.3):
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restart:
with (VectorCalculus) :
with (plottools) :
with(plots):
with (LinearAlgebra):
p:=<cos (x) *cos (y) ,cos (x) *sin(y) ,sin(x)>;
p = (cos(x) cos(y))e, + (cos(x) sin(y) )ey+ (sin(x))e

Z
p0:=point([0,-1,0],color=black,symbolsize=20):
c:=<X0,-cos (x),sin(x)>:
¢l:=spacecurve ([0, -cos(x) ,sin(x)],x=-(P1)/(2)..0,color=
black, thickness=3) :
s[x] :=<-sin(x) *cos (y) ,-sin(x) *sin(y) , cos (x)>:
s[y] :=<-cos (x) *sin(y) ,cos (x) *cos(y) ,0>:
Nl:=simplify (CrossProduct(s[x],s[y])):
N:=<-cos (x) *cos (y) ,-cos (x) *sin(y) ,-sin(x)>;

N := -cos(x) cos(y)e,— cos(x) sin(y)ey—sin(x)ez

> T:=diff(c,x);

IE::{sin(x})ey-+ (cos(x))e,

U:=<0,cos(x) ,-sin(x)>:
t:=arrow([0,-1,0],Vectoxr([0,0,1]) ,color=red):
b:=simplify((CrossProduct(diff(c,x) ,diff(diff(c,x),x)))):

-1

bl:=arrow([0,-1,0],Vector([-1,0,0]) ,color=green) :
n2:=simplify(CrossProduct(b,T)) ;

0
n2 =| cos(x)
-sin(x)

nl:=arrow([0,-1,0],Vector([0,1,0]),color=blue) :
k[g]:=0;

@;=0
tau[l] :=simplify (DotProduct(diff (V,x) ,N,conjugate=false))
T,:= -sin(x) cos(y)
taulg] :=0;
%;=0
vi=simplify (sqrt(((1)/(2)-kInl*((1)/(2)+2))"*(2))):

klggl :=simplify ((k[gl)/(v)):
=0

k
28
klgn] :=simplify ((k[nl*(1)/(2)-(k[n]1)*(2)*((1)/(2)+2))/((v)*(2))).

k =-—
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kp:=simplify(sqrt((k[gn])*(2)+k[ggl”*(2))*v):

G:=simplify ((1)/(2)*p+((5)/(2))*N);
G := -2 cos(x) cos(y)e,— 2 cos(x) sin{y)ey —2sin(x)e,
gl[l] :=simplify((1)/(2)*c+((1)/(2)*VectorNorm(c,2,conjugate=£false)
+2) *U) ;
g =2 cos(x)ey— 2sin(x)e,

g0:=point([0,2,0] ,color=black,symbolsize=20):
c2:=SpaceCurve(g[l],x=-(Pi)/(2)..0,color=black,thickness=3):
tg:=simplify ((1)/(v)*((1)/(2)-kInl*((1)/(2)+2))*T);

g:= —sin(x)e, —cos(x)e,

tgl:=arrow([0,2,0] ,Vector([0,0,-1]) ,color=red):
ng:=simplify (((k[ggl*((1)/(2)-kInl*((1)/(2)+2))))/ (kp)*V+(v*k[gn]
)/ (kp) *N) ;

ng := (cos(x) cos(y) )e, + (cos(x) sin(y) )ey—l— (sin(x) )e,

ngl:=arrow([0,2,0],Vector([0,-1,0]) ,color=blue) :
bg:=simplify ((1)/(v*(sqrt((k[gn])*(2)+k[ggl”(2))))*(-k[gn]*((1)/
(2)-k[nl*((1)/(2)+2)) *V+v*k[gg] *N) ) ;

bg = (cos(x)2 sin(y) — 1 +cos[x)z]ex—cos(x)zcos{y)ev—ﬁ— (cos(x) cos(y) sin(x))e,

bgl:=arrow([0,2,0] ,Vector([-1,0,0]) ,color=green) :

s:=plot3d([cos (x) *cos (y) ,cos (x) *sin(y) ,sin(x)]1,x=-(Pi)/(2)..0,y=-
(Pi)/(2)..0,color=red):
s2:=plot3d(G,x=-(P1)/(2)..0,y=—(P1)/(2)..0,color=blue,style=
surface) :

display([s,s2,cl,c2,t,nl, bl,tgl,ngl, bgl,p0,g0]);

N|

Po

M

-_
i

Sekil 5.3. Sekizde bir birim kiire yilizeyi ve vida yiizeyi.
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Diger taraftan, M yiizeyinin sekil operatoriiniin matrisi

-1 0
S=
0 -1
oldugundan M yiizeyinin K Gauss egriligi ve H ortalama egriligi sirastyla K =1 ve

H =-2dir. M? vida ylizeyinin sekil operatorii hesaplandiginda ise

Voo
0 %

elde edilir. Bu durumda M? vida yiizeyinin Gauss egriligi ve ortalama egriligi sirasiyla

59 =

K? =% ve HY =1 olur. Bu sonuca Teorem 5.2.3 ile de ulasilabilir.

Ayrica dikkat edilirse M ylizeyinin biitiin noktalar1 umbilik noktalardir. M? vida
yiizeyinin sekil operatdrii incelendiginde bu yiizeyin de biitiin noktalarinin umbilik nokta oldugu
goriiliir. Bu durum, vida yiizeyi fonksiyonunun umbilik nokta olma 6zelligini korudugunun

somut halidir.
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6. SABIT SIRT UZAKLIKLI ViDA YUZEYLERI

Bu boliimde oncelikle sabit sirt uzaklikli vida ylizeyi kavrami verilmistir. Bu yiizeylerin

sekil operatorii, Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplanmustir.

6.1. Sabit Sirt Uzakhikh Vida Yiizeyinin Tanim

Tamm 6.1.1. M ve M', E® uzayimnda iki yiizey, M nin bir p noktasindaki birim normal
vektorii U ve tanjant uzayr T,(M), T, (M )nin ortonormal bir bazi {Xp,Yp} olsun. d,,d,,d,
sabit sayilar ve d,?+d,” +d;” =1 olmak iizere Z =d, X, +d,Y, +d,U_ seklinde XY U vye

siki suretle bagh ZT birim vektorinii alalm. A € R sabit bir say1 olmak tizere, f :M — M"
_ 2 0 g -2 9 -
f(p) =cos > p+ “p“sm E+ﬂ Z,

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M" yiizeyine M ylizeyinin sabit sirt uzaklikli vida
yiizeyi ad1 verilir.
Teorem 6.1.1. M ve M", E’uzaymnda iki yiizey olsun. E*iin {x,X,,X;} Oklid koordinat

3 _ 3 _ _
sistemine gore W:ZWiaxive W:ZW‘ai’ vVpeMigin W(p)=w,(f(p)),1<i<3
i-1 i ) X

3
ozelligiyle verilsin. Bu durumda W = ZWi 8% e (M) igin
i=1 i

f.

0 5 1 W
p(Wp):COSZEwa) +ﬂDwZ|f(p) +—9<p,W(f(p))>Zp
Ipsin* S

dir.
ispat: f:M — M"déniisiimii E® uzayma

f:E*>E?®,
2 0 2 0 2 0
f(p)=| cos Eplwzl(p),cos Epzwzz(p),cos Epnga(p)

3
olarak genisletilsin. Z = z Z; 9 vektdr alaminin bilesenlerini de E* uzayina
i=1 i

(p), eM
Zi(p):{ZIép) E$M

olarak genisletelim. Oklid koordinat sistemine gore f déniisiimiiniin koordinat fonksiyonlar1
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2 - P .
f, =cos” — X, + uz;,, 1<1<3 oldugundan f, déniisiimiine karsilik gelen matris

0 ( , 0 ) , 0 OX, oz, ou
—| COS" =X, +uz; ||=|COS" ——+ p—+—"—1,
axj 2 2 ax,. OX. OX.

J |

, 0] ox, oz, | | ou
=00S* —| — |+ | —- |+| 7,

2| o, OX; OX;

0 oz, | | ou
=008" — I, + p| — |+| ===z,

] J

olarak elde edilir.

Wl
W, =|w, [T (M) i¢in
W3
Wl Wl Wl
oz, ou
f.| (W )=cos’=1,| w — 1w, | +| =2z | |w
( p) 3| W /{ale 2 {axj i 2
W3 b p W3 p W3 o
8—'uwlzl+6—’uwzzl+aﬂwsz1
6Xl aXZ a 3
i (P) S ou ou ou
=c0s” —| W, () |+ 4| D —H Wi (P) |+] =Wz, + ——W,Z, + —— W2,
iz OX; 0X, OX, 0%,
W, (p)
Oz, + Pz, + g
173 273 373
_axl aXZ 6 3 p
(o] o ] -
,0 1(p) 3, oz, ou  ou ou '
=00s" —| W, (P) |+ x| D == W, (P) |[+| =W +——W, +—=Ww; | | Z,
2 i OX; ox, X, X,
w(p)] L : Plz ],
H_Wl(p)_ & | 4
=cosZE W, (p) |+ u &I w,(p) +<Vﬂ|p,W(p)> z,
i=1 j
w(p)] LT : Zy |,
olur. Diger taraftan
Py P Ps

(W, (P), W, (p), Wy (P))

(Ved, W (D))= 0 0,0
[pllsin® [lpsin®Z [pfsin®?

:;20« Py P2, ps)'(Wl(p),Wz(p)1W3(p))>
Join*

52
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=_—29<I0,W(I0)>
[plsin®%
olacagindan
0 3 a 3 3 i a
f.] (W )=cos® => w(p)— + | WP -
(W) 2213 (|0)6Xi . ”;Haxj ,, ‘(p)axi o

1 , .
+W<p'w<p)>;zi(p>a—xi

f(p)

_ 0 —
yazilabilir. Burada sag taraftaki ilk terim W (p) =W, (f(p)) oldugundan cos’ EW f(p) Ve

ikinci terim 4Dy, Z ., dir. O halde

f.

0 5 1 W
p(Wp)ZCOSZEWf(p) + Dy Z| 1y +_—‘9<p,W(f(p))>Zf(p)
Iplsin® %
elde edilmis olur.
p:UcCE’>M
uyv) —p=4¢uyv)

oo

olsun. Bu durumda {¢u

p}, T, (M) nin bir bazi olur. U, M nin bir p noktasindaki birim
normal vektorii ve d,,d,,d, e R, d?+d,” +d,* =1 esitligini saglayan sabit sayilar olmak iizere

z:dlau p+d2§$\;

ot d3LTp yazilabilir. O halde, M" yiizeyinin parametrik gosterimi

MY = { f (p)‘ f(p) ~cos?? p+(“ﬁ”sin2€+ﬂij}
2 2
oldugundan p= ||¢(u,v)||sin2 g + A olmak tizere

M ={!//(U,V)

d’+d,? +d =1}

w(u,Vv) = cos? g(p(u,v) +p(dig, +d,¢, +d,U), d,,d,,d, sabitsayilar,

yazilabilir. Bu durumda w, ve v,

6
l//u = COSZ E¢u + dl/u¢uu + dl:uu¢u + d2:u¢uv + d2/uu¢v + d3ILAJu + d3:uuU

o
(//v = C052 E¢v + dl/u¢uv + dllu\/¢u + d2/u¢w + d2/uv¢v + dSIUUv + dB:UVU

olarak elde edilir. Burada
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<¢uu’¢u> <¢uu '¢v> dEt(¢uu'¢u’¢v)
P = 2 ¢+ 2 ¢+
(A 4 il
<¢uv’¢u> <¢uv’¢v> det(¢uv’¢u’¢v)
b = 7O+ 7+ U
(A I [l
g () () | RN )

[ A Y . A (01
— det(¢uu ¢ ¢) det(¢uv’¢u’¢v)

u ¢u - 2 2 ¢v’
I .| Il
et ) Gl ),
S Y i Y e 1 Y .

olarak elde edilebilir.

M nin parametre egrileri yerine asli dogrultularim1 alalim ve u ile v bu asli

dogrultularin yay parametresi olsun. Yani |¢[=1 ve |¢4/=1olsun. Bu durumda,
det(d,.4.4,)=0 ve (¢,4,)=0 olur. Ayrica, k, ve k,, Mnin asli egrilikleri ise

k, =—det(¢,,.4,.4,) ve k, =—det(d,.4,,4,)dir. Buradan,

(#.¢)=1= 4.[(4.4)]=0= (4. 4,)=0
(#4.)=1= (4. 4,)=0

(#.0)=1= 4,[(4.4.)]=0= (4,.4,)=0
(#.8)=1= ¢,[ (4. 4,)|=0= (4.0,) =0

(4, 4.)=0= ¢,[{4,4.)]=0= (4. 4.) =4 d)

(4,4,)=0= ¢[(¢.)]=0= (4,.4,)=—(4.4)
ve ¢, =¢,, oldugundan <¢Uu ,¢V> =0= <¢u ,¢W> bulunur. Oyleyse,

¢uu = _klu' ¢uv = ¢vu =0, ¢W = _kZU' Uu = 1¢u' Uv = k2¢v
dir (Hacisalihoglu 2000).

Sonug olarak,

6
W, = (COSZ PR dsklﬂ] @, + 0ot +(dyps, —dik )V (6.1)

0
w, =dyud, + (COSZ Py +dyu, + dakzﬂj¢v + (dsﬂv - dzkzy)U (6.2)

elde edilir ve {l//u ,l//v} , x(M")uzayinin bir bazi olur. M" yiizeyinin birim normal vektor alani
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A=y, rw,|

2

= |:((d1k1,u —d,u, )COSZ g - (d22 +dg ) Ko pape, +dydokysys, + dldSklkzﬂz)
0 2

+ ((dzkzﬂ —dau,)cos” = — (df +d3 ) kysue, +dyd K, zas, + dzdsklkzluzj

2 1/2
+(cos4g+(d3(kl 4Ky g+t + g, )co” §+d§k1k2y2 cdd +d2d3k1k2,uyvj }

olmak tizere

UV — Wu /\I//V
v, ~w |

1 0
= Z[((dlkl/l - dsluu )COS2 E — (d22 + d32 ) kzy,uu + dlekl/u;uv + dld3k1k2,uzj¢u

6
+[(d2k2ﬂ —dyp, ) cOS® 5 (d12 +d; ) Ky, + dydoKo gt + d2d3k1k2y2j¢v

0 0
+[COS4 5 + (d3 (K +ky) e+ i, + g, )COS2 E+d32k1k2,u2 +0,d K, gt + 00K K 2o, )U ] (6.3)
dir.
Yardimer Teorem 6.1.1. M" yiizeyinin M yiizeyinin paralel yiizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart #=0 ve dk =d,k, =0 olmasidir.

Ispat: 6=0 ise u= ¢ (u,v)|sin® g + A = A = sabit olacaktir. Bu durumda

vy AV = (kA +dydkiko A% ) gy +(d koA + d,dokok, A7), + (14 dy (K, +K, ) A+ kik,d3A% )U
elde edilir. d k, =d,k, =0 ise
vy AW, = (L+dy (K, +k, ) 2+ d3kk, 27U dir.
Buradan

L TEAS Ay
v, Aw

olacagindan (M M ") paralel ylizey cifti olur.
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6.2. Sabit Sirt Uzaklikh Vida Yiizeylerinin Sekil Operatorii

U, M nin birim normal vektor alani, {¢,,4,} ortonormal asli vektor alanlart (M) nin bir

bazi ve k, ile k,, M nin asli egrilikleri olsun. E® iin R ile gosterilen Riemann egriligi sifir

oldugundan
R(¢u '¢V)U =0

D, (D%)U -D, (D%)U —DyyaY =0

D¢u (k2¢v)_ Daﬁv (k1¢u)_ D(DM-DM)U =0

olur (Sabuncuoglu, 2010). D, ¢, —D, 4, =4, —4,, =0 oldugundan D, (k,¢,)-D, (kg,)=0dir.

Buradan —%klgéu +Z—kz¢v =0 bulunur. {¢,,4,} lineer bagimsiz oldugundan %kl =0 ve (3a_k2 =0
u u
elde edilir.
ouU"
S’ =D, U"'=
(l//U) Yu au
o
o (dlkllu —dy )COSZ 2 (d22 +dg ) Ky pupt, + dydok, pasr, + dydokok, 12
= a A ¢u
e
(dlkl/u —dyzy, )COSZ o (d22 + d§ ) Ko 2ot +dyd oK guee, + dldsklkzﬂz
— ry kU
6
P (d,k,pe —dyps, ) cOS® 57 (d12 +d; ) Kypat, + dyd, Ky gt + dydoko Ky a0
+8_U A ¢v
o
(dzkzﬂ —dyze, )COSZ o5 (dlz + d§ ) Kypgpe, +dyd, K, 2o, + dzdsklkzluz
n A P
4 9 2 9 2 2
5 | cos E+(o|3(|<1 +ky) 1+ dypr, +d,, )coS E+o|3|<1k2ﬂ +d, 0k, 2o, + 0,0k K, g, .
_I__
ou A

cos’ g + (ds (k1 +k, )/U +dyu, +dyu, )COSZ g + dgkiky 1 + dydok, s, +dydkik, s,
+ U
A u
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o
o (dlkl/'l —dyu, )COSZ 2 (d22 +d] ) Ko 2404, + dyd, K, s, +d,d ko, 22 4
T au A "

o
(dlkl/u —dyzy, )COSZ 2 (dzz +dg ) K, aut, +dydok s, +dyd gk ko

- A kU

+

o
(dlkllu —dyu, )COSZ o5 (d22 +dg ) Ko a4t +dyd K pus, +dydgkok, 10
Puu
A

7
0 (dkope— dsluv)cosz 2 (dlz + dsz)kllufuv +d,d K, e, +d,d kK, 4
ou A ’

o1 o 0
+E[Z(COS4 E + (d3 (kl + kz )/Ll + dl/’lu + dz/’lv )COSZ E + d2d3k1k2/Ll/uv

+dZkik e + ko, ) U +%{cos4§+ (g (K, +k; ) 2+ o, +d2,uv)coszg
+d7kik, 2" +d, 05k, gt +d, koK, 24ts, ] k@,

g
P! (dlkllu —d,u, )COSZ P (d22 +d3 ) Ky pups, +dd K pya, +dyd ok k, 10

ou A

+1A(k1 cos4§+(d3k12,u+ dk K, e+ d k11, + dzkl,uv)coszg+ d 2k 2k, 122
+dydh K, £aa, + Aok K, 2ts, ) |

o
P! (dzkzl-l —dyp, )COSZ 2 (d12 + d;)klﬂﬂv +d,d, K, 404, +dyd koK, 4

ou A Z

o(1 o o
+|:E[Z(COS4 > +(dgkyze + dgk, e+ dy g, +d, p, ) cOS? > dZk,k, 1’

1 o
+d,d;K, 4, +dyd; kK, 2, )) - Z((dlklzﬂ —dgky e, )COSZ 5

—(dZ +d3 Y kik, pazs, +dydok,? g, + dydgk,*ky p U (6.4)

olarak elde edilir.



Diger taraftan S* (y/u)nun v, Ve y, cinsinden degeri

S (‘//u) oy, Ty,

olacagindan (5.1) ve (5.2) den y, ve y, nin degerleri yerine yazilirsa

v 7
S'(w,)= al{(cosz o d, e, + d3k1,uj ¢, +d,p, 4, + (dype, —d K pe)U }
+a, |:dlluv¢u + [COSZ g +dyu, + d3k2,u] ¢+ (dsﬂv - dzkzﬂ)u }
, 0
= |:a1 (COS > +dp, + dsklluj + azdlluv:|¢u

+{0{1d2,uu +a, [COS2 g +d,u, + dskz,uj:|¢v

+|:a1 (ds/'lu - dlkl/u) +a, (daﬂv - dzkzﬂ)]u
elde edilir. (6.4) ve (6.5) denklemleri karsilastirildiginda
20 _ 1 4 0 2
oq| €08 =+ Aoy, +dakopt |+ i, == Ky cos E+(o|3k1 1+ d ko, 2+ d kg,
+d7k K, 24 + dy kK, s, + d2d3k12k2/’l/’lv)

o1 0
+[a—u(x((dlklu —dap,)cos® 2 —dkyup,

—d2k,pt, + Aydoky s, + Aol 7)) |

ve
0 0|1 o
a,d,u, +a, [COSZ 2 +d,u, + dskzﬂj = a_u[x((dzkzﬂ —dy, )COSZ 5 d,k, e,
—dgky s, +dyd K, s, + dydok Ky e )]
Ve

o1l 0 0
o (d3/uu - dlkllu) T, (dsﬂv - dzkzlu) = a(Z(COS‘l 2 + (dSkllu +dgKpr+dyp, +d,p, )COSZ 9
+dik,k, 20 + dyd gk, gus, +dod koK, 2ys, ))
1 6
_K((dlklzlu —dskyp, )COSZ 2 (d22 +dj; ) L y2/7

+d,d,k,? g4, + dydok K, 227 )
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(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)
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esitliklerinin saglandigi kolayca goriilebilir.
(6.6) denklemi "cos’ g +d,u, +d;k,u" ile carpilip elde edilen ifadeden (6.7) denkleminin

"d,u," kati ¢ikartilirsa
2 0 20
o || €0s" + iy, +dkyu || €Os™ o+ do, +dakop | = 0ions i,
1 Z Z
- X(kl cos’ >+ (dky® 22+ dgk,k, 2+ dy Ky 0, + K, 4, ) coS? >

22,12+ ol + dzdskszuuv)[cosz 9 dup + dakzuj

o 0
{&j( [(d kyst —d,u, ) cos’ 5—(0'2 +d3 ) Ky papt, + 0y Ky pass,

0 0|1 0
+d,dok K, pt” ))}(COSZ 2 +dyp, + dskzﬂJ - a{x((dzkzﬂ —dyu, )COSZ 2

_(d12 +d3 ) ky24t, + dyd, K, g4, +d,d kK, 22 ):| d, s,

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

al[cos4§+ (A, + ok -+ Tyga, + k) cos? g +did o +d.d ko +d;k1k2y2}

_ i Hk coseg (dlﬂaa—l;l+d3k12,u+2d3k1k2/1+2d1k1yu+2d2klyv_d3ﬂuujcos4 g

[ —d,d Kyt 44, + 00yt 11, + 20 puss, Zk = dy Ayt 4, + 20,05k 00" Zk +dskk; p’

—2d2k, gy, — 2K, 0,7 —d2K,pyps,, + Aok g, +50,d,K K, goa, +d,d K s,
+20,0,K K, tat, +30,d,k 0, 44, + 2K 14, + 202k 2Ky 10> — 2K, 10,2 +0,0 KK, apt, )0032 g
07Kt 21" + 0K 1+ Ok a0, + 07Kt pt, =00 g, = Ko, 14
+d,d,d K, 1 4, aa—l;l —d Ky zpt, g4, +dyd, 2K e, 40,% +dygpe? g—lﬁ +d,d, 2k e, 14,
—d,2d K, g, ? — d,2d K, 1, +20,0,0,K K, e, 16, — ALK e P — d K 0
+d,d,d,k K, 22 4, +d, 07K, 1 6@—':11 + 2d,d°K K, % 2% a1, +d,d 2k, 2k, 147 1,

+d,2dak Ky a4, * + Ak K, 1 + Atk K, e g, 4+ d, A7k K 1 e, ) A
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0
+((d3ﬂu - dlkllu)cos4 2 + (dldzkzﬂﬂv —d,dys,” +d, ko papt, + 20 %K, s, — 20,k g,
o
_2d1d3k1kz:u2 +d,dy e, 14, )COSZ 5 dlskl/“l/uvz +d K, g, 4, — dldzzklfuﬂvz

~d,dy ke, = didydkiko 1, + 0ok, 10 p, + A7k 1, — dldezklkzzf)zj}
u
elde edilir. (6.3) den
<UV,U> :%(cos“§+(d3kly+d3k2y+dlyu +d2yv)coszg
+03k,K, 22° + dy Ak, 2o, + 05K Ky 201, ) (6.9)

oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda

1

o ok
m{(kl COS6 E + (dlﬂﬁ_J + d3k12ﬂ + 2d3k1k2/l + 2dlklluu — d3/uuu

o =
0
+2d,k 1, )C054 5 + (5d1d3k1k2:u/uu +d,dok® aapg, — 0y d,K, a4, 41, +dd ks,
+d,*kok,” 1% +3d,d,k 4, 44, + d, 0k K g, + dida g, e, +2d,d:K K 24,
ok 0

—dy*K, papt, + 2057k, "k, 2 + 2, d gk, 4 a_ul +2d,d, puu, % L
—d%K, g4y, +0, 7K 14,2 — A7 Ko p0,” — APk 0,7 —dydg s, 4, ) COS? g

+0,d,dekiko a0’ a4y, +d,d, 0ok 10 ‘2_k1 +d) g, z_ki +d;k K, gk,

u u
—3Ky 4,2 11, + 00k Ko 12 g1, + A7k, 24, 18,7 = AR g * + 0,0k K 1
d d; kZIuluu/uV +d d; kl/uluuvluv d kz/'l:uuuluv —d Zd I(2 :u Hyy _d22d3k22/u;uu2

5 Ok,

+d,d2 g, (Zk +d,d2k? 1 y L+ d2d kK, gy, + 3d,d2K K 1

+0,07K,24,48,2 = 70Kyttt 18, + 0K pap 11, — o035k 10,7 1, — A Ko, 4,
8
#2000t 1, + 2 S+ 02K 1+ d1d§kluuwuvjA
0
+((d3ﬂu - dlkllu)COS4 > + (dldzkzﬂﬂv —2d,d,ky g4, +d, %k, sz,

0
—2d,d kK, 2% —ddype,? +d, 0,0, 14, + 207K, s, )COS2 5 +d,d,7K, paa, 14,

~0, 07Kk, 42+, Ky gty + 0,7 A, 1% 1, + dK 0 pa, — 0y ks,
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oA
K papa,? + A2 K papa, o, — oyl 2K papa,? + ok Kk, g ﬂv)a_u} (6.10)

olarak bulunur.

Benzer sekilde (6.7) denklemi "cos’ g +d,p4, +d;k z"ile carpilip elde edilen ifadeden

(6.6) denkleminin "d,z, " kati ¢ikartilirsa
2 9 2 0
a,|| cos E+d2'uv +d,k,u || cos E+d1'u“ +dk e [ —did, 1,

o1 7
= E{K[(dzkzﬂ —d,u, ) cos? 2 _(d12 + d;)kllu/'lv +d,d Ky,

o 1 o
+d,d kK, 172 )](cosz o+ dsklyj —K(dzklyu cos* >
+(d2d3k12,U/Uu +d,dakiK, gt +dyd K2, +dy Ky, 1, )COSZ g
+d,d3k,*K, 2% 24, +d,d,doko K, 240, + d22d3k12k2:uﬂu:uv)

o(1 o
_[E[Z[(dlklﬂ — d, 44, ) cos® >~ dz K,z — A3 K, 14,

+d,d,k, 24, +d,d kK, 27d, 14, ))]dzluu

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
o, [COS4 g +(dypg, +dskyp+dype, + d3k2,u)COSZ g +dydky pau, +dydgk g, + d32k1kzﬂ2}

1 o
= P{[(dzkzﬂu —dape, —dykp, )C054 Py + (Z(Zildzkzluu2 +2d,d K Ky gt — Ay g,

a a
2ty — o2, 28— 42, D 2, — A2, 0, — 42k, — 02K,
ou ou

ok, ok

+d,d,K, 2414, +d, 05K, 2% u d,d, s, 8_ul —2d,d,K, 24, +d, 04, 4, — d, A7 s,

0 ok ok
—d3k, 4,4, )COS® o~ Aottty = O, == o,y — ik, “as, — Ay,

ok
~d, A7k, st g, + 0,70 Ko 24,7 + 0,70 Ko a0, 0, + 00,0 Ko 2 11, G_Ul +2d,d,d KKy 11,

2

ok ok
—ddak s pa, = = dakop® = — drdak’ aue, a, — A3k i, — A 4



ok

—d3K,* 2 1ty + 0y, 0K K, 1% 24, +dyd 7K K, 22 _ul +d,dy 7K,k 2% g, + Ak, 1,

ok
+d, 05K, 20,° + d3K, aa, g4, + Ay d K, g, 4, — 02 s, g, a_ul —d,d7k,20,% 11,

ok,
3t — s, 20,8, ” s, A

o
+|:(d3,uv —dk;u)cos’ =+ (dydapt, a4, + 3K, g4, — Ay Ky paps, —d,d kK, 10
2 2 2 2 2 0
+dr K o, +dg kg, —didoko e, — dydkko e +dydoky gy, —d,dg )COS >
+0 7k, 24, 8, + 03K s 10, — dy2doK, 2042 — dyd,dokk, 4% 24, + d2d ok 12
+dgk,* 17 g4, — i, Aok Ky 207 g4, — d,d57K 7K, 7 —d K p40,” —d L 7K, g,
+0,0,°K, papt, 1, + 0, d ek, uu)aA}}
ou
bulunur. (6.9) dan

a, =

1 0 ok
R 0"0) {(olzkzyu ~dogt, — s, )08 7+ [—2d1d2klyu2 0, S

ok,
~ Kooy, — Aok’ sapt, — cilppps, — k= Aoty — Ko s, + 20,0k,

ok, , O
#2008,k 17 — 2, S 0o, + o S =, 2.,

K,

0 0
—~d7kyst, 4, + ot 1, ) COS? o~k a—f = Ok g, — s pt, =

3 0K,

=iy tpt, 0y oKopt, p, + sy " =4 0k ko, + sk

ok
_d13kl:uu2/uv - d33k12/u21uuv + dl2de2/uu3 + d23k2/uu3 - df/u/uu/uv a_ul - dlskllu/uuv/uv

ok,
B e L R Y

ok
0k pa,” — ik, ”pt, — iy pape pay, = "ok pap pn, — Al pt,

o
+d,d,d kK, 0% 14, ] A+ |:[(d3/,tv - dzkz/,l)COS4 2> + (dlzkl/’l/’lv —2d,d, Kk, 14,

o
+2d5°k pype, — 24,0 kK, 107 +dydgpe, 4, — dydg e, +0,dok gy, )COSZ B
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+d ka1, — AP d Ko p04,” —dpdy 7K Ko 20 + A Ak pag, e, — ATk, s,

oA
+dk,? 4% g, — dyd, koK, 202 o, + A7 Aok, 2% 14, + A0k s, )a—u}} (6.12)

elde edilir.

Simdi de S*(w,)yi y, Ve y, cinsinden elde etmeye ¢alisalim:

v v auv
S (l//v)z D'//VU :W

0
o (dikype—dyp, )COSZ 2" (d22 +d; ) Ky tapt, + dd oKy g, +dyd gk, 40°

:E A ¢u

o
(dukose = o, )eos™ = = (d7 + d5 ) kpazs, + didokyaps, + koo

+
. o

0
P! (dzkzlu —dyu, )COSZ 2" (d12 + d32)klluauv +d,d, Ky, + Ak, 407

+ —
v A 9,

o
(dzkzzu —dy, )COSZ o (d12 +dg )klluluv +d,d,K, 44, +d,d kK, 1°

+
A P

01 0 0
+5{K(C054 5 + (d3 (K, +k; ) g+, + dz,uv)cos2 E+d32k1k2,u2 +d,dK, o, +dd koK, g, )}U

+%[COS4 g + (d3 (k +k, )+ dyu, + dz,uv)cos2 §+d32klk2,u2 +d,dk, o, + d2d3k1k2,u,uv]UV
= %{K(dlhﬂv —dy,, )OS’ g —(d +d3) u, %kz —(d3 +d3 )koa,4,
—(d3 +d3 Ykypauay, +dyd ki +dyd kg, + dydgk, g2’ %';u 2d1d3k1k2yyvjA
—((dlkly—dsyu )coszg—(olz2 +d2 )kypapt, + ik, + dld3klk2y2j%ﬂ¢u

ok 0
+[([dzﬂaz +d Ky, — da:uchosz 5 (d12 + dsz)klﬂvz - (d12 +d; ) Kyt

ok ok
+d,d, 1, EZ + 0,0, K, 2, 4, + 0K, papa, +dyd ik g Ez +2d,d kK, s, j A



0 oA
—((dzkzﬂ—dsﬂv)coszg—(df +d ks, + Ay ko, + dy ki, pr? )av}qﬁv

—[((dzkjy—dskzyv)coszg—(df+d Vkikyt, + i K paps, + 0ok 1 }u

Md klyv+d3ﬂi; +dk +d1yuv+d2ychos §+2d I, pa, + 2%, 2 e

2

ok ok
+d,dy 1, Ez +dydgky 4, 44, + 0y A5k, pue,, +dydsk pu, EZ + d2d3k1k21uv2
4 0 2 0 2 2
+d,d;k K, 214, ) A—| cos §+(d3kl/1+d3k2y+dl,uu +d, 1, )cos E+d3k1k2,u
+d,dok, e, +d,d K kzﬂ/,lv)gﬂu
+Kk2 Cos4§+(d3k1k2,u+d3k22,u+dlk2,uu + dzkzuv)coszg+d§klk22y2

0,0k g, + dydakikZ s, ) Al |

1

:?{[((dlklluv_dsluuv)coszg_(dzz"'d ),U,Uu aaii/ (d +d )kzﬂu:uv

_(d22 +d; ) K tapty, + Ay Ko, +0idoK s, +didok g %kz + 2d1d3k1kzﬂ/uvj A

+

[ (dkype—dzs, ) oS g—(d2+d VKo apt, + Ay K papt, + Ak k17 )?\ﬂ%
e 0
{ k cos* Py —2 4 d Ky a1, — Ayt + gk Ky e+ d k3 o+ d K, 10, +d K, 1, ) cOS? 5

—(df+d§)kluv2—(df+d VKottpty, +d2kkZ 12 + 0 KE papg, + 0Kk s,

ok ok
+d,d, s, EZ +dyd K, a4, 1, + Ay oK, s, +dydok Ez +2d,d;k kK, 1, j A

0 oA
_((dzkzﬂ_daﬂv)coszz_(dlz + 0 ks, + Ay ko, + dy ki, pr? jav}qﬁ
ok, .0
d,k, z, +d, 'UEer K, e, +dy g4, +dypa,, —d K2 1+ dk, 14, |cOS? 5

+d32k ? aali/ +2d;] s KiKopap, +dydy iy, 6avk2 +d,d;K, 24, 20, + di gk, pye,,
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ok
+d,dgk, 1y, EZ +d,d kK28, + (d12 +d3 ) kK, 404, — dyd K3 paus,
2,2 40 , 0
—d,d;kik; 1 +d2d3k1k2yyW)A— cos E+(d3k1ﬂ+d3k2ﬂ+d1ﬂu +d,u, )cos 2

OA
+d 2k K, 1* +d,d K, gge, +d,d kK, 24, )E}U (6.12)

bulunur.

Diger taraftan S*(y, ) nun y, ve y, cinsinden degeri

SV (Wv) = asl//u + 0541//\,

olacagindan (6.1) ve (6.2) den y, ve y, nin degerleri yerine yazilirsa

v 7
$'(v.)=a HCOSZ 5T + dsklﬂ) B, + 0ot +(dass, — dlklﬂ)U}
, 0
+a {dlﬂv% + [COS 5 +dyu, + dskzﬂj¢v +(dyp, —d K, )U }

= {0‘3 (cos2 g +du, + dsklyj - aAdlyv}zﬁu + [%dzyu +a, (cos2 g

+dp 1, + dskzﬂ)]¢v + [as (dast, —dikypt) +at, (dgps, dzkz,u)]U (6.13)
elde edilir. (6.12) ve (6.13) denklemleri karsilastirildiginda
o 1 o ok
a (COSZ 2 +dyu, + d3klu) +ao,dipy, = F[((dlklﬂv —dy, )COSZ 2 (dzz +d; ):u:uu Ez
(2 +03 Yy, 8, — (dF +3 ), 224, + 0ok, 24,7

+d,d,k, g4, +d,dgk, 2 %kz + 2d1d3k1kzluluvj A

%
—[(dlklﬂ — s, )OS 2~ (d3 +d3 )k, s,

+d,d kg4, +dyd gk K, 202 )%} (6.14)
Ve

o 1 0 ok
a,d,u, +a, (COS2 St d,u, + d3k2,uj = F[(kz cos* P [dz,uEZ +d,K,u, —dye,

+d kK, 2+ Aok g+ dik, 24, +d K, 22, ) cOS g
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(02 + 2 Yy — (02 + 02 ks, + A2k
2 2 K,
+d,dgk; g, +dydsk Ky ggs, +did, g, o

kot 11, + Ay Koty + ok s 22
2 9 2
+2d,d;kk, 111, ) A- ((dzkzﬂ — g, )COS Pl dkyuu,

OA
—dk pus, + Ay do K, g4, +d,ydgkiK, 22 )E:| (6.15)

1 ok
ay (g, —dikop) +a, (dyp, —d k) =?mdsklﬂv + dsﬂE” dyk, e, +dyps, +dy,

—dzkj,u+d3k2yv)cosz§+d§kly2%k2+2d§klk2/wv

ok
+d,d5 e, EZ +d,dgk; ag, 24, +didok; pu,
ok, 2 2, 42
+0,d k1, v +dydakkop,” + (dl +d; )klk2/'lll’l\l
_dldzkz?:u/"u - d2d3klk221Ll2 +d,d kK, 244, )A
a0 2 0
—| cos E+(d3k1,u+d3k2,u+d1,uu +d,1,)cos >

oA
+02K K22 + 0,0 K, 220, + 0, d koK, 2o, )E} (6.16)

esitliklerinin saglandigi kolayca goriilebilir.

(6.14) denklemi "cos’ g +d,u, +d.k, " ile garpilip elde edilen ifadeden (6.15) denkleminin

"d,u," kati ¢ikartilirsa

a KCOSZ g +dy 0, + dskluj (COSZ g +dyu, + dskzﬂj - dldzuuuv}

:A2

o ok
{|:((d1klluv - d3/uuv )COSZ E - (d22 + d32 )lu:uu EZ - (d22 + d32 ) k2/uu:uv - d22k2/u/uuv

, oK,

+dyd,k,4,” ~dgk, paas, + Ky pas,, +dyd kg EY + 2d1d3k1k2,u,uvj A— ((dlkllu

oA

0 0
~d,p, ) cos? 5—(0'22 +d3 ) Kopapt, + Ay g, + ik i )5}(0082 5+ d3k2ﬂj



0 ok
_[dlkzﬂv cos* Py + (dldzﬂ:uv EZ +dyd,Ky 0, — Ayl pa, +0id KK, g, +did ks s,
0
+0, %Ky, 4, + 0y Ky 14,7 ) COS? o ok —didikon,” —drkysus, p,, —didikopas e,
2 12,2 24 1,2 2,2, 42 ok, 2 2
+dydkik; 1" p, +dy7dgkg g, +didyd koo g™ +dy"dp e a1, o +d7dky

ok 0
+0, "k, + 0y 0ok 4 g, Ez + Zdldzds&kzﬂﬂvzj A+ [(dldzkzﬂﬂv ~ddgp,” )COSZ 5

OA
—drk ps,” — dyd gk as,” +d2d K, pa, p, + dydydgkiKo 20 1, )]E}
olur.
(6.9) dan
A<U" U>a 1 (dyk e, — dype,, —diK, 14 )COS"Q+ —dZuu a—kz—dz,u,u o,
' 3 Az 1™ 3 uv 12y 2 2 u 8V 3 u aV

—7 Ky 4,18, — A3kt 14, + 00Ky 0, — A5Ky 2014, — 5Ky papty, + 0ok pass,,

ok
+d,d;k, 4° Ez + 20,0k K, s, + did k10" = dydags, a4, +didakik, g,

Kyt — i, 2 — il + ot — 0l

07Kt~y 005" 2 — 2, 52— Sk
2, S — 0,7+ 0, — (0 2
+d,d,d.k 1% p, %I;Z +2d,d,d KKy pu1,” — (dz2 +d? )d3k2,uzuu %kz +d,d, k.’
—d2d gk, e, pa, — AR, g, + 0oy Ok Ko ppn” = (dF +d3 ) Aok 2 g,
+d,d,d k ki p,, +d,d 2k K, 12 %kz + 20,07k, K, 1 1, + dy (dF +d3 Yy,
+d, (df +d3 VKyaapg, i, — 0y d3KiKG 12 11, — 70 K2 g, g1, — Ay 0ok k3 2aps,?

ok ok
gt pa, 2 = 0Ky, 11" — 07O K p 1, — iyl g, =2

[
—2dld2d3k1k2,u,uvz ) A+ ((dsﬂu N dlkllu)cos4 P + (dzzkzlu/uu + 2d§k2ﬂﬂu

—d,d,k, pus, —dydokiK, 2% —dyd K g, + oy, 04, — dyd koK, 22
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0
+0,d K, 414, — A ,” )COSZ 2 + 0Kt g4, + A0k paps, 1, —dyd,dkiky 1 4,
~d,d, %k, pa,” + 5 Ak, 10 g, + A5k, 1 g, — 0y, ok ko a0 pa, — dydgtkok,” 1
3 OA
—d7k,pupa,” — dydZK g, + AP0 K, g o1, + dyd ook Ko a7 4, ) 8v}

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1 2] ok
Oy = m{[(dlklﬂv —dau, —diKyp, )COS4 E + (dldSklluz Ez - d22k2fuufuv

ok, ok
—skost,pt, =5, — =20k, — d3kopupny, —dpaps, — + dilost, i,
2 2 ak 2
#2005, a4, = Ayt pt, = Ay Koty 1, =+ yoKopapty, = Ayl i, —5 = ok st

[
_2d32k2/-l,uuv +2d,d;k K, s, )COS2 2> +d,d7k 4, + d1d32k1:u\/3 - dzgkzluu:uv2

ok
—d3k, 4y, + 000k Ko pn,” + 0y Aok Ky 1 gy, + A7k paps p,, —d3doko 1 Ez

oK, ok
_d d3 /Iﬂuﬂv 6V d d kzzﬂﬂuﬂv d2d32k2ﬂ/1uv/uv +dld32k1k2/13_2

ok,

sk, + odlsbyaa, ey — by saa, pt, — Ak papt i, — g gt pr, =2

ok ok
0y Oy apt o, =2 = sy 0" g, = — Aoy Ko 1" — A5G papt, pa, — Aokttt

—dyd K, 1 g4y, + A7k gt 14, — APk, 0, 00,7 — dyd, Ak K3 s, + Pk g, ) A
o

+((d3ﬂu - dlkl/’l)cos4 2> + (dZZkZILllLlU + 0, A, K, g+ A0y g, 1, + 205K, 1,

—2d,d,k, sz, —2d,d kK, 0" — dydass,” )C052 g —d,dik, e, —dyd,d kK, % 1,

—d ks, — didy Kok, 10 + Ay Ko paps, e, + 3 doK,* 0 1, — APk ps?

oA
+d, 0K, s, 41, +d 5K, 417 1, ) 8v} (6.17)

elde edilir.

Benzer sekilde (6.15) denklemi "cos’ g +d, 4, +d,k u"ile ¢arpilip elde edilen ifadeden

(6.14) denkleminin "d,z, " kati ¢ikartilirsa



a, KCOSZ g +d,u, + dskzﬂ](cosz g +dy, + dsklu] - dldzﬂuﬂv}

1 0 ok 0
= ?{Kkz cos’ > + (dzﬂﬁ +20d,K, 14, — g, +dkKype+d K g+ dlkz,uujcos2 >

_(d12 + d:f)kyuvz _(d12 + ds'z)kyu:uw +d7k, K] 2% +dydoK3 g, +d,d koK 2,

ok ok
+d,d, s, Ez +d,d,K, 44, 44, +0,d,K, 148, + gk, 4 EZ +2d,d,k K, 14, j A

0 OA 0
_((dzkzﬂ - dsﬂv)cosz 9 (d12 + dsz ) Ky, +0,do ko pp, + dzdsklkzﬂz )E}(COSZ 9 +dyu, + dski,uj

0 ok ok
—((dldzklﬂuuv = 0oty )0OS® 2 = dpaaps,” =% — dydaaus,” =2 — k11" a1

_d2d32k2/1u2/lv - dgkzﬂluwuuv - d2d§k2/uluu/luv + dleZklluu/u\/2 + d1d22k1/11uu/’lvv
2 Ok, 5 ) , 0
+d,d,dok, 27, o +2d,d,d kK, e40,” |A+ (dld2k1/uﬂu —d,d,u, )COS B
3 2 2 2 2 » \OA
—d Ko pa,” — dydsko gt +dydy Ky g, pa, + didpdskikG 1 )E}

bulunur. (6.9) dan

A<UV,U>054 = %Kkz COSG§+(d2,u%k2+2d2k2,uv —dgut,, +2d KK,z +d K2 u

0 ok
+20,k, 1, )0034 2 + (dldzﬂﬂu EZ +dyd Ky, 41, — i, p,, +didkik 1,
2 2 2 , 0K,

+d, A5k gy, +d Ko p," +didoko e g1, +dydokop v +d,d5kk, s,

—d7k,aus,, + A3k Ky p +dgkkS 1 +didokok, e, +d,dokiK, s,

—dk4,* — A3k, — Ak s, — A3k s, +dgkk; i +dydgks s,

+d2d3/uu/uuv + dldzlu/uu E + dldzkzﬂu:uv + dldzkzﬂluuv + d2d3k1/u E
2 20 3 2

+2d,d;k K, gyt —dy oKy 24, 1, +dpd KoK 1, )COS Pl dr Ky, 4,

—dy Ak, —d (0F +0 ko, + ATk 1 a1, + PG

ok
+d1d2d3k1k22/uﬂuﬂv + d12d2/u/uu2 EZ + dlzdzkzzuuz/*‘v + dlzdzkzﬂﬂuﬂuv

ok
+d,d,d k4 4, Ez —d3k’ s, —didk? ps,” +2d,d,dk Ky s, a2,
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(03 ) Aok + TG 107 + oG 22 g, + 0,0 PKKE 1
2 3, 20K, 2, 20K,
+0,d,dsko K, 10 14y, +dy 1, o +d,dy 1, v +d,d,dsKKy s, 14,

ok ok
+2d2d32k12k2/u2/uv + d1d2d3k1/u2/uu Ez + dzd32k12/“3 EZ + dzskzﬂuzluv

+d2d3‘2k2uu2/“lv + dgkzﬂﬂuﬂuv + dzdgkzﬂﬂuﬂw - dldzzklluu:lez

ok,

ka4, — Ot g, —2d1d2d3k1k2ﬂﬂuuv]A

+((d3y\, —d,k, ) cos* g +(d 7Ky, — dyd K, pas, + A3k, 2,
—d,d kK, 2" —d,d, K, ze14, +d,d, 4,20, — d,d K K, 202 +d 2K, e,
+d,d,k, z4, —d,dyps,” )OS g + K, papt, 1, + O d3K, g, 1,
—d,?d,k, zg4,” —d,d,d Kk K, £ g4, +d2d K 10 g4, + dIK 10 1,

—d,d, A5k Ky 12”44, — A,k %Ky 7 — A3k, paes,” + Ay A7k, 4, 12,

OA
—d,d Kk, p,” + dyd,d kK, 1% 4, )E:‘
bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa
1 7 ok
oy = m{(kz COS6 E + [dZ#EZ — d3/uw + 2d3k1k2/.l + dskzz/,l + 2d1k2/.lu

+2d,K, 14, )C054 g + (Sdldzkzluu,uv + 0,7k p8,” 7k 2K, 4+ 4d,d ok K, s,
+2d,dgk K, £4s, —dyd K, 4, 48, — 207K pa,, — APk gy, —didg e, 14,

_(d12 + d32 ) ky,” + dzdsklkzz/"/uv +d,dok, s, + 2(:1:«;2k1k22/u2 +d,dy 4,14,

, 0k,

ok o
~ 2d,d, K2 zye, +2d,d, 11, 8\/2 JCOS2

2

+2d,d k1 +dsk’k; 1

ok
Oz, ” = Aok ", — A3k " — 3K 4y, + 20,05 KK 40 1,
+2d,d5K K7 2% 4, + A, ATK7KS 2% 14, + dyd, Aok K, 10 24, — 0y A7k g0, 20,
2

_Cll:akill’lu/uv2 + d2d§k2#u2/uv - dld:’?kl#ulljvz + d].2d2k21uu2/uv + d12d3k2 /u/uu2

—dydg kg, a4y, + 0 oKy g, 14, — A7 AR t,” — APk gt 14, — A7 oK1 28 1,
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ok ok
+d,d,dak K, 244, 20, + di’dy 1y, 8\/2 +d,d k2 8\/2 + dJk, pu, 12,
2, 20K, 2, 0K, 2 2
+d,dg s, ov +d,d,dgk 17 p, ov +dyd,dskiK; goa, 44, +dpd Ky g, g1,

—d,d 2k, s, yW)A+[(d3,uv - dzkzy)cos4§+(dfkly,uv —d,d 2 —2d,d,k, 1,

+d,d,z4, 20, + 0,0, K, e, +2d2K gye, — 2d,d K K, 20 )0052 g —dJk,

—d, 057K, 14" — d, 057k, %K, 12 + A A7k pap, 44, + d7K g g, + Ak 18

+d2d K p? pr, — d2d K, paes P +d,d 2K, e, pn, — dydod K Ko 0% g, )%} (6.18)
elde edilir.

Boylece Z(MV) nin {y,,p,}bazina gore M" sabit surt uzaklikh vida yiizeyinin S"

sekil operatoriiniin matrisi o, @,, @; Ve ¢, swasiyla (6.10), (6.11), (6.17) ve (6.18)

denklemleriyle verilmek iizere

5V = {al az} (6.19)

a, a,

olarak elde edilmis olur.

6.3. Sabit Sirt Uzakhikh Vida Yiizeylerinin Ortalama Egriligi

(6.10), (6.18) ve (6.19) esitliklerinden yararlanarak M" sabit sirt uzaklikli vida yiizeyi igin
H" ortalama egriligi hesaplanirsa
H' =8 =, +a,

1 o ok
= m{[(kl + kz)cos65+(dlya—ul+ .k g+ 2d,K g, — dapy,

+4d K K, + 2K g, + dz,u%(2 — s, +dKS e+ 2d K, 1, + 2d2k2,u\,jcos4 g
+(3d %k ks — Ay Ky gty — A"y att, — 07K, 14,7 — A%k 10,” — A7k pasa,,
+6d,d K K, gges, +7d,d K K, ggee, —d,d,pa, 14, — 207K, gs,, + d, 2K, 20,
+3d5k, K3 4% + dydgpa, 18, — Ayt g8, +dyaps a4, +d,d kK, 2ys,

ok ok
+2d1d3k2,uz 6_ul +d,d kg, +2d,d oK g0 4, +2d,d, 200, 6_ul —d/ky,?



ok
+0kyan, "+ 20,0 = + 20 ko, + Aok pps, = Ok, —dkyss,

+2d,d,k2 2oz, + 20,0 g, %kz +d,d, K, o, +d,d Kok, j cos? g
+203K7KE 17 — d3KE 12, — K3 g, ? — d3K 2 p,, +3d,0 3Kk, 2% 14,
+d3d K7k, 24,2 + 50, A3k kS 0% g4, — d3KE pys,? + 20, d3K2KE 1 1,

ak
— A5k pepa, 44, + Ak papty, pt, + A7, o — did Ky et
ok ok
g papt,” 2 Oyl 1%, o — oK papt i, + s Kopas
+2d,d,d KK, 0 14, —A7AKS 12 g4, — AZA KT g4ps,” —A7A K 14,
ok ok ok
+d,d7 ey, 8_ul +d,d k3 e 8_ul +d,df s’ 6_ul +d7d k] s,
+3d,d,d kK, pa4, 24, — Ak pags, 14, + A7 oK, 2o, 0, — A7K gy, 14,
3 9Ky
EY

2 2

ok
ov + dngﬂﬂu/’luv +d,d;

—ddgk{ g g, +dPd, s, k42

ok ok
3 aaat,” =+ ddy ok 1 pa, =2 ik papay, pa, + 005K ittt

o
+0,d, Aok, K2 2104, 4, — A, d 2K, 200, 1, ) A+ ((dByu —d,k,z)cos* >
+(dyd k4, — dydars,” +d, Ko p4t, + 2d5°K, gy, — 20,0k, 14,

o
20, ok 42 + dydops, 4, )COS* 2 o+ Ao paat pa, — did Sk paes,?
—d,dIKK3 22 +d,dIK, g4, 40, +dZdKS 1% g, — did Ak K, 207 14,
3,3, 2 2 2 2\ OA 20
+0 5K, 17, + A Ko g, 11, — dyd ks, )a + (d3/uv - dzkzy)COS Py
+(d12k1,u,uv —2d,d,k, 144, +2d 5k 240, —d,d s, — 2d,d kK, 227
o
+dydgrg, 40, +d,doK 2y, )COSZ > +d,dok e a0, —did,dokk, 2
2

+d 7K pyg, pe, + 7oK 25 g, + 0y dTK e, 10, — AP DLK, pu,

+d§ 12'uz'uv _d2d§k2'u:uu2 _dzskzﬂ/’luz _d2d32k12k2/u3)%\:|
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1

_ ok,
B A*(U",U)

K(kl + kz)coseg+(dlya+d3(kl +k, )* g+ 2d K ko i

2d, (K, 1k, )z +2d, (K + k) o — e +d 022 —d_yy Jeost 2
1\ 2 u 2 1 2 v 3/ uu 2 aV 3w 2

ok, 2 OK;

+| didgpg, 4, +2d,d, 14, au +2d,d, (kl +k, ):uuluv +2d,d;k, 1 u
+d,d, (kl +k, ):uluuv — 205K, 4y, — 3Ky p8,” — A7k, L4, + 07K, 24,7

ok

+d,daki 4, +3d3kik, (kl +k, )/12 +2d,d, 1, Ez —dzkos,” —dik, s,

—d,dy a4, +6d,d5K K, 24, +7d,d kK, g4, +dd kK, (kl +k, ),u,uv

+2d,d k3 s, +2d,d ok 402 %kz —2d, 7Ky g4, +dy g, g0, +d K a2,

2, .2 2, 2 . 0 2 K oo
—d;kp,” —dydaps,t,, —dikyp, )COS P +d,d,doky s, u dyk; p,

2 2

0Ky gt 0, — AoK gt 10, + 0y pya? Z—E —d7dok; 1y, — kg 1
—d2d k2 g4, % +3d,d,d K K, 220, g4, + 20,00 K K, 2 g1, +d,d 2K 10 Z—l;l
+50,d3kiK; 22 44, — Kooty + A7 KG o, * = d3KE pn” + d Ko paps
+d,d,d K K2 gga, 4, +d2d KK, e, —d2d K, % a,, + 2d K 2K 2 1

—d3ky 2% 14, +dyd,d gk, 2 g4, %kz +2d,dgk7K; 12 g4, + 3d,0 k7K, 4 4,

ok ok 0
gk =+ dypaus,” % — did ﬂﬂsz A+ [(dsuu —diku)cos'

+(d1d2kzluluv +d 7K, put, +2d 3K, s, —20,d K, gyps, +d 0o, 14,
2 2 0 2 2 2
—2d,d kK, 1 )COS 5 d,Kypue,” +doKy g, 11, —d,dod KK, 07 0, — did sy,
+d2d k2 2% gy, +d3k2 1P p, —dld§klk§y3)gi‘+((d3,uv —dzkzy)cos“g
u
+(d12k1,uluv —2d,d, K, 4, +2d 3k, gys, — d,d g, — 2d,d kK 02

o
+d,d, 4,44, +d,0 K, 24, ) CcOS® ) + 0Ky pag, 44, — dyd,d KK, 267 14,

OA
+dPdok g4, + A3k e pa, —d ok, gy * —dd 7k, 2k, 2 )E:|
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elde edilir.

1 0 ok
=—————|| Hcos® = +| d,t—=2+d,H?ur+2d K+ 2d,H gz, +2d,H
A3 <UV,U>|:( 2 ( 1# au 3 H 3 H 1 /’lu 2 ﬂv
ok o ok
_d3/uuu + dZ:UEZ - dBﬂw)COS4 E + [dldsﬂuv:uv + 2d1d2/’lﬂv a_ul

+2d,d,H g4, 14, — A0y 14,1, + 2,0k, 20 aa_l;l —d, K, 44,” + 60,0, K 2y,

—dy’K,4,” + 0, H g, — 207K, a4, — 57K, g, + A7y 10,” + Ko,
2 2 2 ok, 2
+d,d k", +3d,°KH 1° +2d,d, 1, v +7d,d,K e, —2d,°K, 1,
2 2 0K, 2 2
—d,dy 4, 44, + 2d,d;5K; 04, +20d,d k1 o dikige,” +dyds e, 4,
2 2 2 2 g 2 5k1
—di ks, +dyds KH 2400, —d 3k e, )COS B +d,d,dsky 1 e, au

ok
Kttt 11, — AR papt - Oypaps,” = = dgdkG e, —dsks s,

_d22d3k22/u2/uuu - d??k22/u2:uuu + 3d1d2d3Kﬂﬂu/uv + 2d1d2d3K/u21uuv - dsklzlu/uvz

+d,d;k; 4’ %E + 50,05k, k; 1% g1, + A0 kK, aa8,” — Ky papt g1, + 23K 4

ko gty — A3k 10 14, — AP 1ap” + AP KG g — APk 1 14,

ok ok
00k at, =+ 0 0ok papn, , + 20,05 K a0, +dodska =2

ok 7
+d,a4,” Ez +3d,d,°k K, 14”4, ) A+ ((dsﬂu - dlkllu) cos’ P + (dldzkzﬂﬂv
g+ 82k, + 200, 20y, 24,0+l ) o5
—dKypud,” + Aok g, pt, — did, Ao K 1 g, + d7d K3 17, +d3KG % 4,
2 2,3\ OA a0 (12 2
—d,dzkik; 1 )a + (dsﬂv - dzkzﬂ)COS P + (dl Kypaet, — 20,0 Ky oo, +2d 3k

0
—d,dyps,” —2d,d, K 22 + d,dypa, 2, +0,d K g, )COSZ 2 +d kg, p,

oA
~ Ko pu,” +d7d K 2 gy, + A5k 4 g1, —did,d K 1, — dd 3k kzﬂa)a:l
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6.4.Sabit Sirt Uzakhikh Vida Yiizeylerinin Gauss Egriligi

(6.10), (6.11), (6.17), (6.18) ve (6.19) esitliklerinin yardimiyla M" sabit sirt uzaklikli vida
yiizeyi igin K¢ Gauss egriligi hesaplanirsa
K" =detS"
=, — 0,0,

-t Kk cos*? (dl,ua—kl+d3k12,u+2d3K/1+2d1k1,uu dy, +2d2k1,uvjcos4§
A <U",U> 2 ou 2

+(5d1d3Kﬂﬂu + 0,0k, s, — dyd, K, 4, 4, + i dok e, + dkoK,% 0% +3d,d, kg, 4,

e, + 0t 1, + 20,0 g, — Kot + 20,27+ 2 e 5
u

0 0
+2d,d, 41, a—E =0, Koptptyy = g Ko ptpty, + 07Kt = Ko p0," = ko0, dzdsﬂuuﬂvjcosz >

+d d d K;u 1uuv+d d d k21u luv aak +d1 fu:uv2 aak
u

+d Kz/u _d kz /u H, +dld22k1:uluuv:uv
0,057k Ko 18 g4, + 07K 4, 10,7 = AR, g ” + 007K 10 1, — Oy K gt pt, — ko, 4,

Ok,

_d k2/u/uuu:uv d d kz /u My — d 2d?.k22/u/uu2 _dzdszkzﬂuzﬂv +d1d22/u/uvza+dld22klluu:uv2
+d,d;°k; 4 akl +30,d5°k K, 4 g, + d, Aok, K papa,” + Ak aaps, pa, — i d oK,
3 2 2 akl 2 2 2 2
+dy kg, 14, + 2d,d,d K gy g0, +didy gy, E"'dlds Koty pt,” = didyKope, ", | A
(( sty —diky ) cos’ Q+(d d,Kyaapt, = 2d,d Ko papt, + ;Ko pa, = 20,0 K p” — ddypt,?
+d,d e, 41, + 205 kz,uuu)cos §+d d2Ky e, g, — d,02k K2 1° + Aoy e, pa, + 3K
+A20,KG 4% 1, =y (0 + 02 Yhysaps, + A7l Ko papn, 11, — 03k paps,” + 0y, 0K g M)ZA}

|:(k2 Coseg+(d2,ua;/ dyu,, +2d,K g2+ d k2 22+ 2d K, 12, +2d kzyv)cos g
+(3d1d2k2,uu:uv + dlzkzﬂuz + d32k12k2y2 +4d,d;k K, e, +20,d5K g, — dydyKype e,

~20,°K, pty, — A7k gty — AyOa sty — 7K 20,7 + Ay Aok s, —dikys,” +dyd K, s,



+2d,2k k222 + 2d,d k122 %ud dok2p, +d,d g pa,, +20,d, ‘?;/ jcoszg

ok
PR 7" % ok, ", — sk " — A5k + 20,057 o 1
+2d,d3k)kG 1% 1, + o0 K2 g2 g, + 0y, dgK gt gy, — 7k, 10,7 + A0k, p1, — ik g, 10,
—d, A7k g4, 44,7 + A7 do Ko 20, 14, + 07 dKS pap,” — 0 Ak g, pa,, + d12d2k2:u;uu:uuv
6k
—d12d3k12,u,uv2 - d13k1,u,uu,uw - d12d3k12ﬂ2:u\/v +d,d,d; K g, 1, + dlzdzlu,uu "’ d,d, k12 :
2 20K, 3 2 ok, 2 2
+d,d; 1, v + 0, Ko gt pa, + Ay A0k, v +d,d,dakik; g 1, +dyds K, o g,
0
~dd3k, a1, ) A+ [(dsﬂv ~Goku)cos’ > + (ot + o, — 20,0 Ky, —0ylopn? + 25k,
+0,d,k, a, —2d, 0K p2? )COSZ g —d, ko, — A0k s, — 0k Ko + Ayl ks, g,

07k gt g4, + 070K g2 g, = 07K papa,” + A3k g, + didTk g, —d,d, 05K g %)Zﬂ

0
_K(dzkzﬂu —dyku, —dyp,, )0034 2 + (_Zdldzkuuuz ds a, aki Ay ks, —dydeki s,

ok,

ok,
0 papt, — = Akt — Ak, + 20,05 K paps, + 20 ko, — i, —

~0 a4, 14, + 0 Ko papt,, + 0 K, 207 aak — 2"k papt,, — d ko, p4, +l dguuﬂuujcos g

ok, o
=k, = = ik s, dldiuﬂuuv%—dldi Kottt g, + 07 ARy 2404, 18,
o
+d,d," K o? % +d, 05"k Ko g1, + A 05K, 0, = dikop,* a1, — A5 1 gy, + A3k 10,

ok,
b —d Kty 4, — 00k, 202 gy, — Ak, g2 g, — = A3k

ok
+d12d2k2/uu3 - dfluluu:uv a_u ou

—d, 07K, 24,2 g4, + A3 K, o, g0, + Ak, g0, — did 7K 2,? g, — Ay d 7K s, 14,

~d,"doki K, pap4, 4, — g Zk +d,d,d,K z ,LluujA"‘{(dsfuv d kzﬂ)COS > +(dk,n,

—2d,d, K, ze4, + 20,2k, gt — 2,0 K g + 0y e, g0, — d, 50,2 +0,d K gy, ) cOS? g

+0, Ky a4, 48, — 070Ky a1, * — 00K %K, 127 + ik s, a0, — A0k p, + A3k, 2 g,
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oA 0
—d1d2d3K,uZ,uu + d12d3k12/u2/1v +d,d, K, s, 1, )a_u:”:((dlklluv =yt —dikop, )0054 P

ok oK,
+(d1d3k1/¢2§2—d§kzﬂuuv — dakoh pty =, —% = 20, ko pt,” — ok paps

ok ok
_dzzﬂ,uu EZ +d,dyp,pa,, + 2d1dzk1/uv2 —d,dypt,, 1, — dlzkz/uuzuv +d,d Ky gt —did, o, Ez

~d,dgk; s, — 203K, papty, + 20,05 K s, )COSZ g +ddk e’ +ddiko g’ —d, K, a0,

ok,
sk, pay, + iy 0 K i, 0ol pe” iy + ol Kottty —dy oy 70, =

ok
5 pt, pa, =2 = A sKG papt b, — sy papt i, + 57K =2 -l s

ok, ok,
Ko papt bty — 0o papt = AT K papty pt, — 7 apt, pa, % = A papa, pa, =

ok,
_d kzﬂ My — oV d d 2kzll'lu/uv d’jkzzlu/'lu/uv _dskzﬂ/uuvluv _d22d3k22/'12/uuv

0K papt, 1, — AR 0, 11,7 = 0y Aok K2 g ” + 0%k 10, ) A+ ((dy,ﬂu —d;k,z2) cos’ g
(K papt, + 0yl K, pt, + gt g, + 205K, papt, — 20, Kk, papt, — 20,0, K pr” — o )coszg
—d, A5k, 4, —dyd,d K 12 11, — A, A7k ps,? — APk ke +d, ko g, g0, — Ak pus?

oA
+A7dgk,” 1% g1, + 0,0 Ky g, 1, +03K, % 11 ﬂu)av}}

olur.

Sonu¢ 6.4.1. u= ||¢(u,v)||sin2 g + A olmak tizere bir M ylizeyinin

M* ={V/(u,V)

d’ +d,? +d =1}

w(u,v) = cos’ gqﬁ(u,v) +p(dg, +d,4,+dU), d,,d,,d, sabitsayilar,

sabit sirt uzaklikli vida yiizeyi i¢in donme agis1 =0 alimirsa M" yiizeyi M yiizeyinin sabit

sirt uzaklikli yiizeyi olur ve M" yiizeyinin S" sekil operatoriniin matrisi Ad, =4,, Ad, =4,

Ad, = 4, ve A=\ A2K2 (1+ Ak, )+ A2K2 (L+ Ak, ) + (14 Ak, )’ (L+ Ak, )’ olmak iizere
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K, (2,2 2 2 _5_|(1 2
Sv zi (l+ﬂ3k2)(ﬂ1_(ﬂ‘2k2 +(1+j'3k2) )+k1A j 8u /zlj?klk2 (1+/13k2)
A 5kz Mykk (1 zak) ﬁ”ah)[%%(ﬂfkf+(1”3k1)2)+k2A2j
olur.

Ispat: =0 alimirsa 1 =||@(u,V)||sin? 9 + A=A e R olacagindan
> g

MY = {y/(u,v) w(u,v) = cos’ gqﬁ(u,v) +p(dyg, +d,¢, +dU), d,,d,,d, sabitsayilar,

d’ +d,* +d; =1}

= {y/(u,v) w(u,v) = cos’ §¢(u,v) +A(dg, +d,4, +dU), d,,d,,d, sabitsayilar,
d’ +d,’* +d;’ =1}

elde edilir. Bu da Tanim 4.3.1 deki sabit sirt uzaklikli yiizeyin parametrik gosterimine karsilik

gelir. O halde M" yiizeyi M ylizeyinin sabit sirt uzaklikl yiizeyidir.

Diger taraftan

|: (d Ky — d3,uu)COS g_(dz"’d )kzﬂﬂu +d1d2k1/'l/uv+d1d3k1k2,u2j
o
+(( kopt —daps, )cos® 2 —(df +d; )klﬂ/lv+d1dzk2u/1u+d2d3k1k2ﬂzj

2 1/2
+| cos* —+ o (K +k ),u+dl/1u+d2yv)cos +d 2kk, 1 +d,d K,z +dd kkzﬂﬂvj }

2 2 1/2
[ bt + by ar? ) + (0ot + 0y ypr? ) (L Ak e+ A+ 02k i) }

(ke + Ak, -+ (A, + Ao 2o, )+ (L gk, + Ak, +/132k1k2)2}1/2

_ \/szf (L4 Ak, )+ A2K2 (1 Ak, ) +(1+ Ak, ) (1+ Ak, )’
elde edilir.

(6.19) da verilen Z(MV) nin {y,.w,} bazina gére M" sabit sirt uzaklikli vida yiizeyinin S"

sekil operatoriiniin matrisinin bilesenleri (6.10), (6.11), (6.17) ve (6.18) denklemleri yardimiyla

hesaplanirsa



1
o = m[(h + 270k, + AZKK,” + K + 248K, K, + ATk K

k k 21,2 OK, o1 s
w08 20,0 54 227G % | A (2 22 + Ak )%}

_; 2 a_kl AN 2(3_A
- A3<UV,U>Hkl(l"'ﬂ’skl)(l“'ﬂekz) ‘Ml au (1+A’3k2) jA /11k1(1+ﬁ'sk2) GU}

olur. (6.9) dan

v 1
(u.u) =Z(1+/13k1+/13k2 +22kk, )
1
= Z(1+ Ak, ) (1+ A5k,
olacagindan

! 2, K 2 52 2 OA
“s A3(1+zgk2)(1+ggkl)Kkl(1+ﬂak1)(1+ﬂakz) +h (L ke jA — 2k, (1+ 25k, ) Aa}

1 2 1 ok, 2 OA
:Ekl(l_'_ ﬂgkz)A +m|:(ﬂi 8_u(1+ ﬂ3k2 )jA _ﬂlkl (1—|— ﬂgkz)Aa—u}

bulunur. A? ve AZA nun esitleri de denklemde yerine yazilip diizenlenirse
u

1 , 1 oK, (2,2 )
o =25k (L Ak, ) A +F(1+A3k2)218—u(22k2 +(1+ Ak, ) )

_ %(u ﬂgkz)[klAz + ﬂi%(ﬂfkf +(L+ 25k, )’ )J

elde edilir.

Benzer sekilde

1 ok
o, = _Fﬂfﬂzlﬁkz (1+}‘3k2)8_ul

1 ok
O3 = _Eﬂlﬂzzklkz (1+23k1)52

s = (20 o 2, 22 (326 4 (14 2, )|
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oldugu hesaplanabilir. Boylece M"Y sabit sirt uzaklikli vida yiizeyinin S’ sekil operatoriiniin

matrisi Z(Mv)nin {w,.w,} bazina gore

. (1+23k2)(ﬂla—kl(ﬂjk22+(1+Agk2)2)+k1A2] —Z—Eﬂfﬂzklkz(lwskz)
S'=—3
A e i 124 (e 1) 2 52 2 0024 |

bi¢iminde elde edilir.

Bu sekil operatérii ise (Tarak¢1 ve Hacisalihoglu, 2004) ¢alismasinda verilmistir.
Sonu¢ 6.4.2. Bir M yiizeyinin M" sabit sirt uzaklikhi vida yilizeyi i¢in donme agis1 =0

alinirsa M" yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri sirasiyla
ity 0 6k, S (20 (1 2 )k o (2K + (14 24
(szf 22+ 2, (A2 4 22K, VK 4 (A + A2 ) 42K 4 (1 H + 2 K)Z)

= (14 4H + 2K) ou v

K
JAKE 4 222 + 27 (22K, + 22K, ) K+ (42 4 22) 22K2 + (L4 ZH + 42K )

ve
ok, 2.2 2 2
S0 (0 ) (A2 + (1 A2 2 (1 240 (2K + (14 24
= (14 AH + 22K ) — -
(ﬂfkf+ﬂ22k22+223(ﬂfk1+/122k2)K+(ﬂl A2 2K + (14 AH +A§K)2)
. H +2,K
(ﬂfkf+ﬂ;k§+223(ﬂfk1+z;k2)}<+(42+2;)A;K2+(1+23H +ﬂ;K)2)
olur.

Ispat: Sonug 6.4.1 den kolayca gbriilebilir.
Bu sonug (Tarakg1 ve Hacisalihoglu, 2004) ¢alismasinda oldugu gibidir.

Sonug 6.4.3. Ozel olarak d; =d, =0, Ad, =r ve dénme agis1 =0 almrsa M" yiizeyi M
ylizeyinin paralel ylizeyi olur ve
KY — K _ HY = H+2rK2
1+rH +r°K 1+rH +r°K
dir.
Ispat: Sonug 6.4.1 de #=0 alindiginda
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MY = {y/(u,v) w(u,v) = cos’ gqﬁ(u,v) +(d4, +d,¢,+dU), d,,d,,d, sabitsayilar,

d’ +d,? +d;? =1{

elde edilmisti. Buradan d, =d, =0, Ad, =r igin

M’ ={t//(u,V)

w(u,v) = coszggzﬁ(u,v) + ru}

olacagindan M" yiizeyi M ylizeyinin paralel yiizeyi olur.
Diger taraftan, Sonu¢ 5.4.2 de d, =d, =0oldugundan 4, =4, =0 ve Ad, =4, =r
yazilirsa

K K
(L+rH+rK) 1rH+rK

K'=(1+rH +r°K

ve
H +2rK H +2rK

= A2 14 rH + K
((1+ H +1°K) )

bulunur.
Sonug 6.4.1, Sonug 6.4.2 ve Sonug 6.4.3, sabit sirt uzaklikli yiizeyler ile paralel yiizeylerin

sabit sirt uzaklikli vida yiizeylerinin daha 6zel durumlari oldugunu gostermektedir.
6.5. Sabit Sirt Uzakhkh Vida Yiizeylerine Ait Bir Ornek

Ornek 6.1. M ={¢(u,v)=(cosucosv,cosusinv,sinu)‘ OSuS%,OSvs%} sekizde bir

birim kiire yiizeyini alahm. M  yiizeyi i¢in ¢, =(-sinucosv,—sinusinv,cosu) ve
@ = (—COS usinv,cosucosv, O) oldugundan yiizeyinin birim normal vektor alani

U =(—cosucosv,—cosusinv,—sinu)
olarak hesaplanabilir. Vp = ¢(U,V) € M noktasi i¢in donme eksenini

1

1 —
Zp _§¢u

+—
p \5cosu¢v

donme agisin1 77/ 2radyan ve teleme vektoriini t =2Z , olarak alalim. Vp= ¢(u,v) € M i¢in

1.
-=U
P2 P

“Zp“zloldugu kolayca goriilebilir. Maple programi yardimiyla M ylizeyine ait sabit sirt

uzaklikli vida yiizeyinin elde edilisi asagida verilmistir (Sekil 6.1).
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:> restart:
:> with (VectorCalculus) :
[> with (plottools):
[> with(plots):
[> with(LinearAlgebra) :
[ > p:=<cos (x) *cos (y) ,cos (%) *sin(y) ,sin(x)>;
p = (cos(x) cos(y]]ex F (cos(x) sin{y}}ev } [sin{x]}ez
:> s[x] :=<-sin(x) *cos (y) ,-sin(x) *sin(y) ,cos (x)>:
:> syl :=<-cos(x) *=sin(y) ,cos(x) *co=s(y) ,0>:
:> N1l:=CrossProduct(s[x],=s[y]):
[> d1:=(1)/(2) *s[x]:
> d2:=((1)/(sqrt(2)) *slyl)/ (cos(x)):

:)- N:=(-1)/(2)*<-cos (x) *cos (y) ,-cos (x) *sin(y) ,-sin(x)>:
> z:=dl+d2+N;

s

S B _1 PR § . L .
z: L > sin{x) cos(y) > J2 sin(y) + > cos(x) cos(y}l)ex-{-( > sin(x) sin(y}

! Loty inon o o (L 1),
+ 5 ﬁcos[;) + 5 cosix) sm[}—}]cy+ L 5 cos(x) + 5 s1n{x]]cz

[> vi=(1)/(2) *p+((1)/(2)+2) *z;

V= (% cos{x) cos(y) — % sin{x) cos(y) — % ﬁsin(y] ]€x+ [% cos(x) sin{y)

4

[ > s:=plot3d([cos (x) *cos (y) ,cos (x) *sin(y) ,sin(x)] ,x=0.. (Pi)/ (2) ,y=0.
| . (Pi)/(2) ,color=red):

:> s2:=plot3d(v,x=0..(Pi)/(2) ,y=0..(Pi)/(2) ,color=blue) :

[> display([s,s2]);

_3 sinf{x) sin{y) + % ﬁcos(y] j%.-"’ (% sini(x) + % cos{x) ]ez

Sekil 6.4. Sekizde bir birim kiire yiizeyi ve sabit sirt uzaklikli vida yiizeyi.
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Burada M yiizeyinin sekil operatoriiniin matris gosterimi

-1 0
S =
0 -1
oldugundan M yiizeyinin asli egrilikleri k, =k, =—1 olarak hesaplanabilir. Béylece gerekli

hesaplamalar yapilirsa M" yiizeyinin sekil operatorii

5 \/3_1{784 0 }

“512] 0 —2401

olur ve buradan H" =—@«/ﬁ ve KY = 3047119 14 editir.
512 16384

Dikkat edilirse YpeM i¢in K(p)>0 oldugundan M yiizeyinin noktalari eliptik
noktalardir. Diger taraftan Vf(p)eM' i¢in K'<0 oldugundan M" yiizeyinin noktalari

hiperbolik noktalardir. Buradan bir yiizeyin noktalar1 ile bu yiizeye ait sabit sirt uzaklikli vida

ylizeyine ait noktalarin karakterinin ayni olmak zorunda olmadig1 s6ylenebilir.
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7. SONUC VE ONERILER

Bu caligmada paralel ylizeylerin daha genel bir hali olan, vida operatorii yardimiyla
tamimlanan vida ylizeyleri verilmistir. Bu ylizeyler igin sekil operatorii, Gauss egriligi ve
ortalama egrilik gibi kavramlarin yaninda ylizey {izerindeki egrinin Frenet ve Darboux catilari
yardimiyla belirlenen bazi egrilikleri de elde edilmistir. Ayrica, vida yiizeylerinin, dolayist ile
paralel ylizeylerin ¢ok daha genel bir hali olan sabit sirt uzaklikli vida ylizeylerine deginilmis ve
bu yiizeylerin diferensiyel geometrik 6zelliklerinin elde edilmesini saglayan sekil operator,
Gauss egriligi ve ortalama egrilik gibi kavramlar hesaplanmustir.

Bu c¢alisma yardimiyla sabit sirt uzaklikli vida yiizeyi tizerinde bir egri i¢in geodezik
egrilik, normal egrilik ve geodezik burulma fonksiyonlari hesaplanabilir. Bu yiizeyin
Weingarten yiizeyi olma sart1 aragtirilabilir. Sabit sirt uzaklikli vida yiizeyleri, kayma operatorii
kullanilarak incelenebilir. Ayrica, calisma boyunca elde edilen veriler ile vida yiizeyi

fonksiyonu
f (p) =cos@p +sin H(U A p)+ 2sin? §<U p>lj + U

olarak alindiginda elde edilecek veriler karsilastirilabilir.
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