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öN: ;--ı öz 

Musbet iliınlerin konn edjndii'Si olaylar,"tabiatları icabı 

biraen fazla ölçı.i ile ifad.e eC:. ilrrLe.i.: zorundaQJ_r . 3u 7 ola.Jları :· ı ve 

cisimlerin çok ·oo u tlu bir u;~uyda ye r alan noktalar halinda bu­

lunmalarının t abii bir s onuçudur . 

İlimdeki ge li 9meler i yakından takip etmek ,vt:ya bu gelişim 

sürecine biz zat katılmak isteyenlerin,ili - meto olojisinin geli ­

~e n dallarıl a aşina o lmal&rı artık bir zarure t halini almaktadır . 

Yu r dumuz da çok de Lı iŞ ~{e 1:ılianaliz henuz t;eniş bir uy is .A lama -.... 

alanı bulmamı ~tır . Fakat araştırıcı ve is t6tisti ~cilerimizin bu 

konuya ileride gereken ağırlı ğı ve rmele ri kaçınılmaz · ır . Elek­

tronik he sap makinalarınır~ yaygın ol arak kullanılmasıyla, ve ktö r 

V d ma t rislerl e il~i li i9lem zorlukları da ortadan kalkacakt ır. 

Çalışmamızda çok - deği~ke nli i stat i stiğin diskrimind't -analizi 

konusu!"da, me to ıftun te or i k dayanakları y&nıııaa uy t:, u lanı ş ınd a orta-

ya çıkan problerrıle riı yer almasıila , _ da bilhas E:.. öne m verilmiş 

boylece araştırıcıların baş vurabilece kl e r i bir kaynak olmasına 

çalış J.lr.u~: tır ... ~ . 

Ara tırmaoı zda degerli teşvik ve yardımlarını esir gemeyen 

ho cam Prof. Dr ,ı aban Karata 9 'a ve mesai arKadaşım Dr . Fatin Sezgin •e 

te~ekkı.irü bir borç bilirim. 
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1. G İ R İ ş 

Olayların tabi. olduğu kanun::..~r:ı a amay1. ko.r:u eu.inen müsbet 

i...Limlerde, metodun ör.~..emli bi.r y ?.r i ·mrd Lr. lVlavt~ut bilgiler ve bun­

lara dayanan hip o te z -=.. e rir: kontrJlü rn.; trıdv.n 8 sa ı:> ko nusunu teşkil e ­

der. Müşahadelerden ' arc ketl e uygun bi:· t..E· xr:-i 0tıli 9 t irerek bunun 

. ş ığ: L altında yeni ol ayların ta cımin :'... yap :ı lı:r, Daha s ::ınra bu tahmin­

Ierin ne derece doğru olduğunu -:mlai.ılak için yen~_ den. müşahadele rde 

bulunulur. 

Güveni lir ve uygun meto lar :ı n gE ! li~ ti:2 iJ masini konu edinen 

istat i st iğin başlıca üç göre vi vard~_r, Bur .. lar verilerin özetlenme ­

si , analiz ve tahmindir . Bütün ·nüşahadeleri tek tek incelemek yerine , 

bunların tümü hakkın a bir f :i .. kir verebilecek ortalama , variyans ve 

çarpıklık gibi ölçüler kullanılarak veriler özetlenir . İ statistik 

analizlerin gayesi , ti~ahadelerin yapıldıgı değişkanıerin meydana 

ge tird iği örne ğin, hangi populasyona ait ol c·.u~"Luıu ta1min etmektir. 

Populasyonlar , kendile rine ait yoğunluk fonksiyonlar :Lyla tarif edi­

lirl e r . :Su fonksiyanda bulunan p arametre l er genellikle bilinme dik­

lerinden tahmin edi lmeleri gerekir . 

Yakın zamana 1adar istatıstik ar.alizle , tahminler ve bunlar­

la i lgili hipo te z kontrollerinin sac.ecc bilüıne en parametrele rin 

dağılışı hakkındaki faraz iyelere dayan r ak yapJ1abileceği sanılıyor­

du. I;u düşünc e muhakkakki akla uygw:.du.:c . Fakat her zaman için fara­

ziyele rin kesinlikle doğru olduğu cylenemez . Lu seüeple bazı ön 

bil g ilerinde kullanı lınas ı gerekmektedir . Tamamlanmış olan deneme le r, 

daha sonraki yo lla r için b ir basamak teşkil e er" Aynı amaca öne ­

lerı çe şi tl i yolları se çmekl e değişik bir takJ .. 'ın r iskle re ı5irilmi ş 

olunur. Bu se be ple ri s ki en az olan yolurı saçilme ·i e;e rekir . İ s tatis­

tikte bu riskle ri minimum yapan fonKsi.y :mlara karar fonksiyonu adı 

verilir . 

Araştırıcılar ıJ o pulasyom .. uı pa rame tr,:; leri ha.i.:kında bilg ı e d in­

mek amacıyla seçe cekle ri örnekle re g iren fertleri tek b ir v&sıf ba­

kımından ölçüy e vurabi l e cekleri g ibi bir~o~ h~ll8 rde aynı şeyi iki 

ve daha fazla vasıf iç in de yapabilirle~ . lı'Iesela ötrencilerin 
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ünive rsiteye girişte aldıkla~ı pııanlarla mezun o ldukları lise deki 

durumları arasındaki ilişkiy i incel.:ımek j_stiye :ı bi.r ara 9t ::ı. rıcı bun­

ların mezuniyet dere celerin:ı. , bCiJ i.irL. ler,_ne ve lısenin bulunduğu yere 

bakabilir . Aynı şekilde~ aralarJiıda.c~- ·:arl::ı.n önemini tesbıt e tmek 

için iki ayrı muamelenin tatoik ed jld i c, i bir b-i_ tki çeşidin e yaprak 

geni~liği , gövde uzunluğu ve kal u l: :.. ğ ı , k0k se:, 1.~C lJ ğı g i bj_ ölçülerin 

alınınası istenmiş olabilir " :döyh~ 8:Lç i.ilerE ~cnu ::ılan değişkenler 

aras:Lnda gene l olarak bir ilg i vard _,_r . Yani degişkenler bagımsız 

değildir . Bu durumda b ir fert üze r j ,ı e J alınmı 9 çok sayıdaki ölçü­

leri ayrı ayrı tek değişkenli istatistikte •Jlduğu g ibi incelemek 

doğru değildir . De ği 9kenler ara ::ıında korelasyonların mevcut olma s l. 

fertle r e a it ölçtilerin bir bütün olarak ele alın asını ge r e ktirir . 

ista tistiğin, b irden fazl a değişkenleri konu edinerek bunla­
iyle 

rın analizle r uğraşan koluna çok-de gi~k8nli analiz (multivariate 

analy sis ) denmektedir . 

Memleketimizde henüz e;eni ~ çapta "t.' i.r ta ·c bikat alanı bularnıyan 

çok-degişkenli istatistik l e ilgili be l~ibaşlı çalışmalar j ilk defa 

ondokuzunc u yüz yılın iki c i y ar:L s:u1da F _&.n(~ is ' ::ıl to.n ile başlamış­

tır . Bir genet i kçi olan Francis Cal t on. aralar:uıja ilgi bulunan 

değişken çiftleri üze rinde çalı şmı ş~.ar , Bağ:unsız olmayan ikı normal 

deği şkene ait birlikte yoğunluk fonl:siyon-v. üzerinde daha önce leri 

Lap l a ce ve Gauss tarafından çalı ~ılrıışı:;ır. .FaKat bu araf_;. tırıcılar, 

iki değişken ara sındaki ilginin bir ölçüsü olan ko r elasyon katsayı­

sını ve şartlı dağı lışın bir ölçüsü olan reg~esyon katsayısın:t ke ş­

fe dememişlerdi. 

Daha s onra Karl Pearson ve diger ara ştırıcılar , çeşitli ko r e­

lasyon kat s ayılarının teoris ini geli ştj_re re K bunların biyoloji , ge ­

ne tik ve diğe r bazı alanl arda k·,.ıllanılrı.a1arıııı mümkün kıldılar . 

Variyans- kovariyans matri.si e:. i ye bili.ne n ve çok-de ğişkGnli 

i s tatist i kte · önemli b ir yeri o ları ş -::.rıs matr isinj_n yogunluk fcnksi­

yonu 1928 ' de \'V i shart tara ından eldı:: e dilruiştir. Bu öneml i aşamadan 

sonra tek de ği9kenli istatisti~in , ç: ok-de ğişkenli analizin s a e ce 

özel b ir h ali o lduğu anlaşılmı ş :J.re 
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Botanik ve antropo lojide k i sınıflandJ.rma pr·-ıF ---;:;ı_ı -~ -~ :_ çok-de­

~i şkenli i s t atist i kte, diskr iminant analizi diye yeni bir balıs in 

ortaya çıkmasına yol açmıştır. D:.sk:"j_mjna. ·::; arıa -:. :ı. z i_ ., çok ··. ~ ·Qi." '_ü fert­

l erle bunların ait ol UKları }J•)])Ula s~r o.cla •. aJ asJ.ııdakj_ bg_ğı .:nt ::ı. l arı 

ayırım ve sınıflandır a yönünc.en i nr·eler, :rek bL:' ~arP.kte re bakarak 

ayırım yapmak birçok hallerde irıkans J. zdJ.r. Bu se be~:Jle araşt J r :--_cı 

mümkün olduğu kadar çok sayıdaki öl çülere dayanan · ::ı ir kr ite r ı:;eliş­

tirme k zorun~adır . 

Fertle r ait o::Ldukları poım=_asyonlara dahL~ ed il irken ~ örnek 

de ğerleri ile çalı şıldı ~ından birtakım hatalar yapılır . Bu hatala­

rın se bep olduğu zarara yanlı ş s ınıflandırma mali et i (cost of mis• 

cilasssification) denmekted ir . S ınıflandırma i şleminde seçilen kri• 

ter , bu maliyetlerin minimum yapılma ıy la elde edilir . Buradan da 

anlaşılacağı üzere fertlerin sınıflandJ rılmas~nda takip edilen yo l 

karar fonksiyonlarının bir çe ş i ·~ uy~,ule.mas ı d:.._r . 

Geniş bir tatbikat sahas:. o lEıı diskrüo.ina::ı."'J analizirün pra­

tikteki önemi hakkında bir fikir verebi.lmek iç jn 1 l<:ullanıldığı ye r­

lerden bazılarılarını misalleri le sıralıyalım: 

a) Ziraat : Biralık arpalarır.. kalitesi danelerdeki bazı mad­

delerin nisbi miktarlarına ba~lıdır . Fakat bu maddele r in mi ktarla­

rını fizik ve ya kimya metodlarıyla t esbiti hem m~srafa hemde z aman 

kaybına s e bep olmaktadı r . Arpalarda kolaylıkla elde edilebilen sap 

uzunluğu , gövde kalınlı ei;ı ve dane ağırlığı gibi ço.ce sayı aki ölçü­

lerle kalitelerini~ayini mümkündür . Fakat bu ne şe kilde olur? Hang i 

ölçüler kalite t esbitinde en etkili rolü oynamaktadır? 

b) Tıp : Arazları birbi r ine 1enziyen iki çeşit hastalığın 

ayırt edilmesinde has talar üzerinde çok sayJ.da klinik bulgular 

kayıt edilir . Bunların h:iç bi2:'i tek ba~nna hastalı ldarın tanı:ıma­

sına kaf i gelmemekted ir. Hastalar hakk:ı.ndakj_ t:< ·'J i teşhisin dai.1a 

doğru olabilmesi için bulgular na sıl değerleıı irilebilir? 

c) Eğitim : Öğre ncilerin li s e de ki bölüınleri , mezuni y-et de ­

receleri ve bunun gibi bilgile rle 7 i..Lnivers i teye giriş imtihanlarında 
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çeş i tli testle r sonur.da aldıkları puanlar verilmi ş ol s un . Buna g ör e 

fakül tele re öğrenci alınırken göz önünde bulu.nduruJ acalc esas krite r 

nasıl o lmal ı dır? Öğrenc ilerin s adec e lisedekj_ dun:.ml B. r:ı naını yoksa 

ünive r site ye gir i ş i m tahanlarında aldı klar:ı puanl ar am.'. bakmalı? A­

c aba bunların i k i sinin kombinasyonu ol an yen j_ bir kr i ter bulun abi­

l i r :ü? 

d) Taksonomi : Birbirine çok benzeyen f ala t ba9ka popu l a s ­

yonlara ai t oldukları çok uzun ve masraflı çalJ .:;;ımE.lardan sonra an­

laş ılab ilen iki böcek tip i dü~üne l im . ~u böcekler ara sından dı ş 

görünüş bakımından bir farklılığın olduğu bi l i nme kt e faka t bu , g öz ­

le aç ıkca t esbit e d ileme me kt ed ir . Bö cekl e r üzerinde mümkün ol an bü­

tün öl çüle r alındıktan s onr a bunların ayırımı nasıl yapılır? 

e ) Teknoloj i : Piya ada s atılan balları , arıların şe ke rdenmi 

yo k sa ne ktardanmı yaptığı ço ğu zaman me r ak edilir . Bilindiği g ibi 

bu iki çeş idi birbirinden ayıran en önemli özellikle r; i h tiva e ttik­

le r i şe ke r miktarı , kül nisbe t i ve pH dır . Fakat bunların h i ç biri 

i l e , tekbaşına kullanıldığında ballar ara8ında kes in bir ayırım 

yapı lamaz . Ancak he p inin muayyen bir kombi nasyonu be lirli bi r kr i ­

te r l e mukaye se edilirse ayırım mümktin olabi l mekt e d i r . Bu krite r n a­

s ıl olmalıdır? 

f) &osyolo ji : Çeş itli s osyal gruplardaki fe r tlerle yapılan 

bir anke tte , fer t l erin vere b i le cekl e ri c e vapların mensup oldukları 

gr uplar a gör e de ğ i şme kte o lma sı bekl enmekte dir . Bilg i l e r kira , tah­

sil de reces i ve evde radyonun bulunup bulurDnadığı g ibi muayye n konu­

lardaki sorulardan elde e dilmiştir . Fertle rin me n sup o ldukları s os­

yal gruplar bu materyale dayanarak na sıl t esb i t edilebil i r? 

g ) Antropoloji : Afr i ka ' da ya ~ıyan kab i lele r e ait bazı kar ak­

te r istik ölçüler verilmiş ol s un. lese la dil yapı s ı. kabileni n yağmur 

tanrı s ının olup olmadığı, ziraa tla ol an i lişkileri gibi. Bu bilgi­

le r e dayanarak , e l e alınan başka bir kabilenin önceki etnik gruplar­

dan irine ait olup o lmadığının bilinmes i i s t enebilir . Bunun iç in 

nasıl oir kri t er kullanmak ge r ekir? 
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Di skri mi nant analiz i teknikle r i n i kullanarak yukarıdaki s o­

ruların cevapları verileb i l ir. 

·- u ara§ tırmada , diskr imi nant anal izi bazılarına yukarda kı­

s a c a i şaret ed i len uygulama alanlarında kullanılı şına yardım e de cek 

teorik esasları or taya koymak ve bu e sasların uygulanışını g ös t er­

mek amac ıyla planlanmıştır . Araştırmamızda konu t e orik dayanaklarıy­

l a oldukça geniş bir l i t e r atür özeti içinde e le alınmış , evve lce 

yapılan çalı şmalar s on geli ~melerin ı şığı altında takdim edilmi ş t ir. 

Di skriminant analizi uygulıyacak olanların anlamakta güçlük çe kecek 

esasları bu böl ümde rahatça bulacakları nı ümit etme kt e yiz . 

Çalı şmamızda di krimi nant analizi in gene l t eo r isi ince lene ­

re k de ğişkenie rin seçimi , hata nisbetleri ve kayıp müşaha elerin 

tahmini g ibi bazı pr obleml e r üze r inde durulmu t ur . 

Literatür öze tine ayrılan ikinci - ölümde diskriminant anali­

z i hakkında gene l bilg i ve r ild i kt en sonra sınıflarıc.l ırmada kullanı­

lan kriterin seç i mine a it esaslar izah e dilmiş tir> Çok- değişkenli 

normal populasyo larda a priori i htimalle rin bilind iği ve bilinme -

iği halle r için diskrimi nant f onks i yonu bulunarak s ınıflandırmanın 

nasıl yapılaca~ı göste rilmiş , ayrıca kal i tatif verile rle yapılan 

s ınıflandırma hakkı ıda bazı açıklamalar a bulunulmu9tur . 

Araştırmada kullanılan ve r iler i k i kı sırnda t oplanabil i r . Bun­

lardan birincis i , Atatür k Üııive rsitesindeki öğrenc i kayıtlarından , 

diğe ri ise normal dagılı ş gösteren şans sayılarından elde edilmiş­

t i r. 

Araştırmalar ve sonuçları diye adlandırd ığımız dördüncü bö­

lüm, diskriminant analiz i ile ilgili bazı problemle r e ayrılmıştır . 

İlk olarak yanlı ş sı ıflandırma i htimallerin i hesaplama a kullanı­

lan be ş ayrı meto dun mukaye ses i yap ılarak , en iy i olanını t esbitine 

çalı ş ılmıştır. İkinc i çalışma , kali t at i f ve r ile r le s ınıflandırmanın 

nasıl yapılacağı hakkındadır . Bu çalı şmada ayrıc a normal e ğ i şken­

lerin kalitatif hale ge t i rilme l e ri onunda ayırım gücünde meydana 

gelen de ği ş iklik ince lenmiştir . bu bölümün bahislerinden biri de 
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kayıp müşahade ler üzerinedir. Kaybolmu9 müşahade lerin tahmini için 

ileri sürülen variyans- kovariyans matrisinin izini ve determinan­

tını kriter olarak alan iki meto dun mukayesesi yapılını tır . Son 

olar ak , di skrimi nant fonksiyonu için değişkenie rin nasıl seçile ce ­

ği izah edilmiştir. 



2 . LİTERATÜR ÖZ~Tİ 

2 . ı . Diskrimi.nant Analiz inin Tarihçesi 

Diskrimi nant analizi ~ikri çok eskidir . Ondokuzuncu yüzyıl­

da bu konuda başlıyan çal ı şmalar Karl Pearson · un yaptığı araş t ır­

malarla hı z kazanmı9tır . Takr iben 1920 sıralarında antro~ometrik 

verileri inceliyerak iki populaoyan arasında~i mesafe için bir kat­

sayı bulmuştur (Kendall , 1957) . 

Diğer taraftan Hintli b ir iE tatist i kçi olan Mahalanobis (1948) 

iki populasyon ara sJ_nda ki mesafe i ç in daha deği ş i bir ölçü ileri 

sürmüştür . D
2 

diye adlandırdığı bu ölçüyü ilk defa 1925 te ~engal 
eyale t inde ki çeşitli ırkların ayırJ_mı için tatbik etmişti. Son za­

manlar da birhayli ge liştirilen diskriminant analizinde , ç ok öneml i 

bir ye r i olan D
2 istatistiği, i k i populasyon arasındaki standardize 

edilmiş mesafenin karesine tekabül eder . V~riyans-kovariyans mat ris­

leri (y ) eşit ve ortalama vektörleri ~(l) ~e ~ ( 2 ) olan çok-değişken­
l i i k i populasyon için "lViahalanobi s 'in ı:>ene lleştirilmiş mesafesi " 

(2 .1.1) 

şeklinde yazılabilir . Bu bağınt ı ö- nek t ahminle ri ile 

(2 . 1.2) 

dir . 

Aynı tarihlerde Hotelling (1931) , Student ' in t - dağılı şınl 

çok-değişkenli istatistik için genelleştirerek 

(2 . ı. 3) 

bab,ıntı sını bulmuştur . Eş itlikteki n
1 

ve n
2 

her iki ör nekteki f e rt 

sayı larını g östermektedir. 

~ Altı çizilen harfle r vektör veya matrisi , çizilmeye n l e r skalar'ı 

göst -ermekte dir . 
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Fieher çoklu kore lasyonun da~ılış ı ı bulduktan s onra bunun 

T2 ve n2 ninkilere be nzediğini göstermi ~ tir . 
l936 1 da Fisher diskriminant f onksiyonu hakkındaki ilk maka­

lesini neşre tti . İle ri sür ülen f onksiyon, örnekle rin teşkil ettiği 

yüzeyi ikiye bö l ere k 9 ele alınan fertle r in ilgil i populasyonlara 

dahil edilmes inde kullanılıyordu . Fishe r ' in bu yaklaşımı bugünkü 

karar fonksiyonlarının modern t e ori s ine çok yakındır . Fisher 'in 

fonks iyonu halen diskriminant anali zinde geniş çapta kullanılmak­

tadır . 

2 . 2. Genel Bilgiler 

Çok-de~i9kenli ölçüle r e vurulan f ertle ri sınıflandırma bahi s 

konusu olduğu zaman, yapılan mu ahauelerin tümü esas alınarak bir 

kr ite r i n seç i lme si ge re ki r . Sınıfla11dırmada en öneml i husus fe rt­

l e ri hata yapmadan mensup oldukları populasyonlara dahil etmek ol­

duğundan, yanl ı ş s ınıflanoırma ihtimallerinin en uygun krite r oldu­

ğu düşünülebilir . una 6öre he r hanbibir fert için ölçüleri e as alı­

nar ak yapılan sınıfla dırmada yanlı ş bir populasyona dahil edilme 

i htimal i nin mi nimum o lması gerekir . 

Konunun daha iyi izah edilebilmesi bakımından , önce s adece 

iki populasyonun mevcut olduğu farzedilecek , daha sonra bazı halle r 

için t e or i genelle tirile cektir . 

Bir inci populasyonu n1 , i k i nc i populasyonu da n
2 

ile gös t e -

relim. ~ ' = ( xı ... Xp) müşahadelerinin yapıldı ğı bir fert l Jl veya 

n
2 

populasyonlarır dan birine ait olsun. Bu fe rdi mensup olduğu po­

pulasyona mümkün old~u kadar az bir hat a ile sınıflandırabilmek 

iç i n ~ . . . Xp ölçül e rinin muayyen bir kombina syonunun değeri , se·­

çi l en optimum kriterle mukayese edilir . Mesela ilgili de ğe r krite ­

rin üzerindB ise fer~ birinci , altında ise ikinci populasyona sınıf­

landırılır . 

Kr ite rin tabiatı ne olurs a ol sun , örnekleme yapıldığından 

baz ı f ertler sınıflandırma esnasın a mensup olmadıkları popula s yon­

lara dahil edilebilirler . bu g i bi hatalar i ki grup ta incelenebilir : 
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a) n ı populasyonuna ait bir ferdin yanlışlıkla li 2 ı ye s ınıf­

landırılmasJ. 

b) n 2 populasyonuna ait bir ferdin yanlıçlıkla .l l l e s ınıf­

landırılması, 

Yanlı ş sınıflandırmadan dolayı mey ana ıSelen zarar . y1.:ı.kar ıda 

izah edilen iki tip hata için de her zamall aynı değiluir c "Y&.nlı ş 

sınıflandırma maliyeti"olarak tabir edeceğimiz bu zararları & ağı­

daki sembol~e rle gös ,e r elim : 

c
21 

Birinci tip yanlı§ ,_nıflandırmanın maliyeti. 

c
12 

İkinci tip yanlı 9 sınıflandırmanın m2liyeti . 

İleride de bahse dilece ğ i g i bi c
21 

ve c
1 2 

nin seçilen birim­

leri ne olurs a olsun , nisbetleri alındığından optimum kriterin de­

ğerini e t kilemez . 

Sınıflandırmadaki ha ta ve bunların mal i ye tlerinden ba şka kri­

terin seçimi nde g öz önünde bulundurulması 6e r eken en önemli husus 

populasyonu meydana 5e tiren fert l er in nisbi frekansları veya a pri­

ori ihtimalle ridir . Bu ihtimalierin bilinip bilinffieme l e rine 6 ör e 

s ınıflandırma kriteri farklı olur . 

2. 3. Sınıflandırmada Kullanılan Kriterin Seçimi 

Anderson (l95 ô ), bundan dnce belirtilen sebeplerden dolayı, 

kriterin seçiminde esas teşkil edecek kaidele r in nasıl ol abilece ­

ğini a priori i ht i mallerin bilindiği ve bilinmedigi haller için 

ayrı ayrı ince lemi ştir . Bunlar a 9ağıda sırasıyla aç ıklanacaktır. 

2.3 .1. A pr i ori i h timallerin bilindiğ i halle r 

Fe r tlerin n
1 

populasyonu ıda gelmiş olma i l'.L timali q
1 

ve . 
2 

den gelmiş olnıa i 1timali de q
2 

olsurı. Dağılı ş ın bir yoğunluk fonk­

siyonunun olduğunu far zede r ek 0
1 

populasyonununkini f
1 

(! ) ve rı 
2 

' nin-

kini de t 2 (X) , X' = ( x__ • • • X ) ile gösterelim. Ayrıca bu popula s -- - --ı p 
yonlara ait sınıflandırma bölge leri sırasıyla R

1 
ve R

2 
ol sun . Buna 

göre a slında .Ti 
1 

populasyonuna mensup olan bir ferdin gene :ı 
1

1 e 

doğru olarak s ınıflandırma ihtimali 
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dX = dlS_ " . • d X p (2.3.1) 

şekl indedir . Aynı f erdin J l ı'den, yanlış sınıflandırılarak , rı 2 • ye 

dahil e dilmesi ihtimali 

olarak bulunur . 

= f fı (~) 
R2 

d X 

= 1- J f1 (~) dX 
Rl 

(2.3 .2) 

Benze r yoldan n 2 •ye ai t olan bir fe r din do ğru olarak sınıf­

landır~lma iht imali 

( 

P ( n 2 1 n 2 , R) = J f 2 (!) d~ 
R2 

ve yanlıf sınıflandırma ihtimali de 

olarak bulunur. 

(2.3.3) 

(2.3. 4) 

n
1 

~opulasyonundan bir fer t ~ekme i htimali q1 idi. Onun iç in 

nı' de n bir fert alıp bunu doğru bir şekilde s ınıflandırma iht imali 

q
1
P(n

1
jn

1 
,R) olur. Yanlı ş sınıflandırma i h t imali i se q1P( n

2
j_n

1 
,R) 

dir . Aynı şekild e n 2 ' den alınan bir ferdin do ğru olarak sınıflandı­

rılına ihtimali q2P( n2 ı n2 ,R ) ve yanlı ş sınıflandırma ihtimali de 

q2P( n 1ı n2 ,R) ' dir. 

Şimdi yanlış sınıflandırma maliyetinin beklenen değerini bu­

lalım. Bu maliyetin beklenen değe ri he r i k i populasyon için yanlış 

sınıflandırma ihtimalleri , malıye tleri ve a pr iori ihtimalleri 
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çarpılarak toplanır. Bunu bir fo rmül l e ifade ede rsek 

(2 . 3 . 5) 

bulunur. 

R
1 

ve R2 bölgAlerini kesin olarak be lirtebilmek için yukarı­

daki fonksiyonu miniraum yaparak optimum kriter bulunur . Verilen q
1 

ve q2 de ğerleri için 1Q(!)'i minimum yapmada takip edilecek yola 

Bayes usulü denir. 

Iı'lü şahade edilmiş deği~kenler verildiğine göre , bir ferdin 

_n
1 

populasyonundan ge lmiş olmasının şartlı ihtimali 

(2 . 3 . 6) 

ven2 den gelmiş olmasının şartlı ihtimali 

(2.3 . 7) 

şeklindedir . 

Yanlı ş sınıflandırma maliyetlerinin eşit olması halinde R
1 

ve R
2 

bölgelerini tayin etmek için 

(2 . 3 . 8) 

ifadesi minimum yapılır . Kolayca anla9ılacağı gibi fertler şartlı 

ihtimallerinin daha yüksek olduğu populasyoıılara sınıflandırıldı-

ğında yukarıdaki ifade minimum yapılmış olur. Yani 

qıfı (~) 
... 

q2f2(~) 
~ 

qıfı ( ~) + q2f2(~) qlfl ( ~) + q2f2(~) 
(2 . 3.9) 

ise !1 
1 

populasyonu, 

qlfl(!) 
1 

q2f2(~) 
..... ( 2 . J . l0) 

qlfl(~) + q2f2(!) qlfl (~) + q2f2(!) 
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ise Ji 2 populasyonu seçilir . Bu e şitsizliklere göre R
1 

ve R
2 

bölge ­

leri aşağıdaki gibi tarif edili r. 

cı1f1 (~) = cı 2f 2 (~) olduğın da fertler 1 1 ve ya r-·2 ye r c:.stgele 

s ınıflandırılır lar . 

Yanlı ş sınıflandırma maliyetleri dikkate alındığı taktirde 

'.Q(X) gene aynı şekilde bulunur 

ı 

(.,1? (~ ) = c2lcıl J fl ( ~)d~ 
R2 

(2 . 3 . 12) 

şeklindedir . Buna göre (C (X) 'i 
·- - mi imum yapan bölgeler aşagıdaki 

g ibidir . 

( 2.3 . 1 3 ) 

2 . 3.2 . A pr iori ihtimallerinbilinmediği haller 

Birçok dur umlarda a priori bilg iye sahip olunmadığından bun­

larla ilg ili i ht i maller i kullanmak mümkün de ğildir . Böyle hal lerde 

fertleri yanlı ş sınıflandırma ihtimalle rinin iki populasyonda da 

eşit olduğu farzedilir (Kendall ve Stuart , 1969) . Yani 

(2 . 3 . 14) 

olarak bulunur . Buradan 
,. ·~ 4 f f2 (~) + f1 (~ ) j dX = 1 

ı 

(2 . 3.15) 

yazılabil ir . Böylece bu ş artın kullanılarak i n minimum 
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yapılması ge r ekir . Y&nlış sınıflandırma maliye ti dikkate alındığın­

da , R1 ve R2 böl5eleri 

J r f 2 ( ~) - . '( ( f l ( ~) + f 2 (X) ) j dX 
R -
ı 

(2.3 . 16 ) 

ifadesi minimu:m yapılmak suretiyle tarif edilir . Yukarıdaki J bir 

sabiteyi göstermekte dir . Bu ifade biraz daha sadeleştirilirse 

(2 . 3. 17) 

e lde edilir . bir sabitedir. Yukarıdaki ifade yanlı 9 sınıfland~r-

ma ihtimalleri arasındaki farkı göstermektedir . Buna 6Ör e 

(2 . 3. 18) 

şartını yerine ge tireı noktalar R1 bölgesine dahil edilirse bu ifa­

de minimum yapı lmı ş olur . O halde R1 ve R2 bölgeleri aşagıdaki gibi 

seçilir : 

fı (~) 

f2(!) 

= a olduğu zaman f e r tler i n sınıflandırılmaları , bun-

dan önceki halde olduğu gibi rastge l e yapılır. 

Eğer örnek yete ri kadar büyük ise sınıflandırmanın belirli 

bir safhasından sonra fertler in fi 1 veya rı 
2 
populasyonlarından 

ge l me i htimalleri tahmin edilebilir . Bu i ht i maller daha s onraki 

deneme ler için a priori iht i maller olarak elınırlarsa , sınıflandır­

mada kullanılacak kri teriıı doğruluk de r e cesi daha da artırılmış olur. 
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Genel bir sınıflandırma iş leminde seçile cek krite r in elde 

ediliş inin ana hatlarının bö lece izah ett ikten sonra bu , çok yay-

6ln olan i k i hal için kullanılacaktır . Bunlardan biri kantitatif 

ölçtile rin balıiskonusu oldugu çok-degişkenli normal dagılış gös te r en 

populasyonlar , di@,eri ise kalitatif ölçtil er in bahiskcnusu oldugu 

ç ok-değişkenli kesikli dağılış göster en populasyonlardır . 

2: 4. Çok-Deği~kenli Normal Populasyonlarda Sınıflandırma 

Çok-değişkenl i normal populasyonlardaki sınıflandırma için 

yukarıda belirtilen usulle r kullanılacaktır . Teori , önce - i ki populas­

yonun mevcut olduğu haller için izah edilecek, daha sonra da ikiden 

f a zl a halle r için gene lle gtirile cektir . 

2 . 4 . 1 . Çok değişkenli i k i normal populasyonda s ınıflandırma 

Anderson (1 958) , fe r tle r i n sınıflandırılmalarında kullanı­

lan diskriminan t fonks iyonunun çıkarılışını gös termişt ir . Bu konuda 

ayrıca Kendall (1957) ve Rao (1965) bazı açıklamalarda bulunmuştur . 

He r iki populasyonda da çok-değişkenli nor mal dağılı ş gös te ­

r en p-elemanlı bir X vektör ü olsun . Bunun birinci ve ikinci popu­

las y ondaki yoğunluk fonks iyonu 

ı 

ı 

(2 . 4. 1) 

şe klinde yaz ılabilir. y
1 

ve y2 variyans- kovariyans matrisleridir. 

(2. 3. 13) deki eş itsizlikle r çözülüp , he r iki tarafın loga­

ritma sı alınırs a R1 ve R2 bölge l eri a§ağıdaki gibi bulunur : 
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Rl ın 
fı f~~ 

// l n 
cl2q2 

f
2 

(X ) c2lql 

R2 ın 
fı (~) 

ln 
cl2q2 

f2(!0 c2lql 

(2 . 4 .1) deki değe rler kullanılırsa 

ın 
ı 

= -ın 
2 

(2 . 4 . 2) 

(2 . 4 .J) 

e şitsizliği elde edilir . Dikkat ed i lir e e ~itsizliğin sol tarafı 

ikinci de r eceden p-de ğişkenli bir po linomdur .. Hu polinarn bir ne vi 

diskr iminant fonks i yonudur . Pratikte ayırım veya sınıflandırmada 

kullanılan bu gibi fonksiyonların mümkün olduğu kadar basit olmala­

rı arzu e ilir . İki populasyonunda variyans- kovariyans matri lerinin 

eşi t yani y1 = y2 =V old~u kabul edilirse (2 . 4 . 3) deki e§itsiz­

lik aşağıdaki şekli alır . 

- ; l_(x- ~( l)) 'Y-ı( X- u(l)) - (!- ~( 2)) 'Y-ı(!- ~( 2) ) j ;/ ın k 

(2 . 4 . 4) 

Eşitsi~li te k i k= c12q
2
/c2l ql dir . Bunun sol tarafı açılıp sade­

le ştirilirse i kin ci de r e ceden olan terimler 5 ider ve (2 . 4 . 4) aşağı­

dak i son şeklini alır . 

~ ln k (2 . 4 . 5) 
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Eş itsizliğin s ol tarafırı ak i f onks i yona Ande r son 1 un sınıflan­

dırma istatistiği de n ir . Bu isne r'in diskrimi nant fonksiyonu olan 

( 2 . . 6 ) 

den sadece i tt iva ettiği bir sabit t erim bakımından farklıdır . 

Böylece yoğunluk fonks iyonları f 1 ( ~) ve f 2 (x) ol an ı-ı 1 ve ıı 2 
porulasyonları için yapılan sınıflandırmada seç ilecek en i y i ~ ve 

R2 bö l ge leri 

( 2 ) ). , V-1 ( ( l ) ( 2 ) ) + u u -u - -- - - 1-ln k 

R 
2 

: ~, Y.- ı ( u ( ı ) _ u ( 2 ) ) _ ~ ( ~ ( ı ) + ~ ( 2 ) ) , y-ı ( u ( ı ) _ ~ ( 2 ) ) <. ın k 

( 2 . 4.7) 

şeklinde olmalıdır . 

q
1

=q
2 

ve c
12

=c
21 

oldugu zaman k= ı, dolayı siyle ın ı = O 

olur . O zaman ( 2 •. 7) deki R1 ve R2 bölge l eri 

Rl: X'Y-l(u(l )_ ~(2)) - ~ (u(l) ( 2 ) ) , V-1 ( ( l) ( 2 ) ) -- O +u u -u ,.J - - - -

R2: !'Y-l(u( l) _ u(2))- ~ (~(l) + u( 2 )) ' I -l (u (l)_ ~(2))(.0 

( 2 . 4 . 8) 

şeklini alır. Pratikte ençok son olarale bulunan bu di skriminant 

fonk iyonu kullanılır. 

Çok-değişkenli bir populasyondaki he r hangibir f e rtte ölçü­

len x şans vektörünü ele alarak a priori i nt i malle rin bilinmed iği 

halle r için R
1 

ve R
2 

bölge lerini ·bulalım . ~ l ishe r' i n di skriminant 

fonks iyonunda yerine ko duğu zaman 

D( x ) = ~ · y-l(u(l) - ~ ( 2 )) (2 .4.9) 

bulunur. D(~) in beklenen de ğeri x i mensuu olduğ populasyona 

göre değişir. 'Bu ortalamaları . ı1 ve n 2 de sıras iyle A1 ve A2 ile 
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gösterelim. 

(2 . 4 . 10 ) 

bulunur . Variyansı ise 

Var [nC!!:ift
1
l] = E{r !!: ' ,.-ı(~(l )_ u( 2 )) - u(l) ' y-1 (~(l) _:!! ( 2 ) )r 

[~ · v-1 ( ];!(1) _ u(2 ) ) _ u(l) ' v-1 (];! (1)_ u (2 ) ) J} 

= ( J:!: ( 1 ) _u ( 2 ) ) , y- 1 ' E [ (~-u ( 1 ) ) ( x _ ~ ( 1 ) ) '] y- 1 (];! ( 1 ) _ 

~ ( 2 )) 

(2 . 4 . 11) 

şeklinde e l de edilir . x in variyans- kovariyan matrisi iki populas ­

yanda da aynı olduğundan 

( 2 . 4 . 12) 

dir . 

Özetl iye cek olurs ak or nekteki fe rt sayısı çok büyükse 

D(2S) , p 1 popula syonund a ort alamas ı A1 , variyansı Var [ D(,x j.J]_)] ve 

n 2 de ortalaması A2 , variyansı Var [ D C~ 10 2 ) olan normal dağı lı ş 

g ös t erir. Durum aşağıdaki şekilde olduğu gibi dir . 

)>. .. •t·, 

/ ı'· 
/ 

.. 

' ' . ./ ı ~- .... ,, 
... 

ı _........ ..... ...... __ 

Rl Al ).. A2 R2 

Şe kil . 2 . ı . n1 ve ~2 P~pulasyonlarına .it R1 ve R2 böl ge l eri 
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R
1 

ve R
2 

böl~e le rDıi birbirinden ayıran sınır noktası X ol­

sun . Yanlı ~ sınıflandırma i htimalleri a9ağıdaki 6ib i bulunur 

~ 

=J-ı-
~2n Var 1D(2S)j - c o 

r 
exp < - · 

1 

""' J 1 exp 1 -
>. J 2 Jl V ar [ D ( x ) ) . 

). yı heeaplamak için 

2 
l D( 2S) - A

2
) 

2Var [ D( 2S) J 

2 
- ı2 L D(~) - ~J 

2 Var [ D(_! ) J 
~ dD(~) 
j 

(2 . 4. 13) 

eşitliği çözü lür. Buna 5ör e bilinen c12 v e c 21 değe rleri için 

(2 . 4. 14 ) 

eşitliğini sağlıyan ~ değeri standart n ormal dağılı · cetvellerin­

den he sapl anabilir. Dikkat edilir se c1 2=c 21 olduğu zaman yukarıdaki 

eşitlik 

>-., -A 
cb c 2 

) = 
"' J var [ D(_!) ] 

(2 . 4. 15) 
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şeklini alır . Standart normal da~ılı eğri sinin simetri özelliğin­

den faydalanara k 

) . - A. . 
..L 

= 
J Var I D(_~J] 

(2 • . 16 ) 

oulunur . ~öylece yanlı9 sınıflandırma maliyetle ri eşit olduğu za­

man R
1 

ve R
2 

y i oirbiri 1den ayıra sınır noktası n 
1 

ve 0
2 

p opu­

lasyonlarına ait D( x) in ortalamalarının orta yerin e olur . 

2 . 4 . 2 . Diskriminant fonk iyonurıun oaşka bir y ol an çıkarıl l.şı 

Line e r di skr imi nant fonk iyonunun 

olduğu yukarı a belirtilmi9ti . nu fonKsiyon a~ağıdaki i fade in mak­

simum yapılması ile de elde e i l ebilir Fisher , 1 936) . 

2 

[ E(! ' ~ ın1 ) - E(! ' ~ ın2 )] 
( 2 . 4 . 17) 

İfadedeki ~ ' herha g i oir vektör ür . örüldüğü gibi ( 2 . 4 . 17) , lineer 

k ombi nasyonu alınan X in birinci ve ikinci p opulasya lar ak i orta­

lamaları ara sındaki farkın kar esi in variyansına oranıdır. i md i 

bu ifadeyi maks imum yapan d yi bulalım . 

2 
fE(X' d l .f1

1
)- E(X ' Q.l:--'•

2
)] = (~(l) ' d - u( 2 )' Q_) 2 

= Q. ·(u(l) _ ~(2 )) ' (u(l)_ ~(2))'d 

= d' V d (2 . 4 .18) 
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eş itlikleri yazılabilir . (2. 4 . 17) y i maks imum yapmak iç in payda sa­

bit tutulur. d'V d = l ";? artı ile La t:;range çarpanları me todu kullanı­

lırsa 

d ~ ; (d ' V i - l) 

( 2 . 4 . 1.9) 

ifadesinin d ye gör e turevin i alı p sıfıra e itlemek ge re kir. Böyle -

ce 

= 2 [ (u (ı) - u ( 2 ) ) < ~ (ı ) - u ( 2 ) ) , J d + 2 / , y d = o 

( 2 . 4 . 20) 

bulunur . (~(l }_ ~ ( 2 ) ) ' d ifades i v 6 ' bi bir sabite olduğundan 

= - V d (2.4 . 21 ) 
V 

elde ed ilir . O h a lde d vektör ü ~-l(~(l) _ ~( 2 )) ye orantılıdır. 
Dolayı~iyle X'~ de D(X) e orantılı ol ur . 

2. 4.3 . Parametrelerin t ahmini 

Şimd iye kadar popula s onun par ametr eleri olan 
( 1 ) (2) 

u ' ~ 

ve V nin bilindiği f a rzedilmi t i . Prati t e çoğu zaman bu de ğe rler 

bilinmedikl~rinden örne k tahmi nle r inin kullanılması gerekir . He r po­

pulasyondan alınan belirli geniş likteki ör ek değerle rine göre yu­

karı a bahse dile n f onksiyon he apıanarak daha s onra e lde e dilecek 

fert l e rin S l.nıf'l audırılmaların a kulla ılır . 'unun için kabul edi­

len en önemli faraz i ye fo ks i ye nun hesaplanması a kullanılan f e rt­

ler i han ·i populasyondan ge l di k l e r i nin l ata sız olarak bilinme sidir . 

fi l popula syonundan x
1

, ... , ! n ve n 2 den de X l , ... , X 
ı -nı+ -nl+n2 

müşahadeleri yapılmı ~ olsun. Doğru ol ugu kabul ed ile n bu bilg ile r e 

dayanarak , han i populasyona ait olduğu bilinmeyen X 
1 

fe rdi 
- nl+n2+ 

sinıflandırılır . Bunun için ( 2 . 4 . 5) de ki sınıflandırma i stati s tiği 

veya (2 .4.6) daki Fi sher'in di skriminant fonksiyo nu kullanılır. 



A(l ) -( 1) 
u = X = 

,- (2) - ( 2 ) 
u = X = 

" ı 
V = S-. ·n +n -2 

ı 2 
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ı 
n 

,--l 
' 

nı 
/ __ X, 

-,..( 

:::ıır =l 

ı 
nı +.L 2 

~--n2 r.~ =n1--ı 

n 
- ı l ~(X ~ 

cx =l 

~ 

-x(2)), ~ 

(2 .4 . 22 ) 

yaz ılırsa W (~) in ör ne tahmini olan w(X) , 

- ~(x(ı)+X(2) )' 
2 - -

8-ı( x(ı)_!(2)) 

(2 . 4 . 23 ) 

şekl inde he saplanır ( i t gr eaves, 1952). 

Bilindiği üzere , yukarı aaki X(l) , x ( 2) ve S nin beklenen 
(1) (2) -

değerle ri sırasıyla u , ~ ve ~ y i verirle r . Bu tahminler kul-

lanılarak e lde edilen w(X) şüphesiz W(X) i n sapmasız (unbiased) 

tahmini de vildir . y ve z gibi iki de gi şken bağımsı z, olmadı ça ~e~e\l ı \de 

E (y.z) =1 fE (y) l l · (zfi - - . ( 2 . . 24 ) 

bağıntısı vardır . Aynı şekilde i i egişkenin çarpımı gibi terim­

leri ihtiva e de n w(~) in beklenen değe ri W('?;) e eşit olmaz . Ancak , 

par ame trelerin bilin iği hal için en iyi kriter olarak bulunan 

W(!) istat i s t iğinin bu şartlar altında yaklaşık tahmini X(l) , X(2 ) 



-22-

ve S yi kullanmak sure tiyle bulunur . 

2 . 4 . 4 . D (X) in ör nek dagJ_lı ş.-ı 

D(~) in (X) den sadece sQbi t bir terim · ak.ı Uıııı an farklı 

olduğu belirti lmi 9ti . W (~) de olduğu gibi D(~) in örnek ta mini 

d(~) =X~ +n +l S- l(~(l) - X( 2)) (2 . 4. 25) 
ı 2 

olarak bulunur . 

z = ( 

yazılırsa 

elde edilir . d(X) bu haliyle 

G = k r~ A-ı r2 

(2 . 4 . 26) 

(2. 4. 27) 

( 2. . 28 ) 

nin özel bir halidir . Yukarıda k bir sabiteyi , Y
1 

ve Y2 ise bekle ­

nen değarıeri ) ve ~- olan şans ve ktö r lerini g ös termektedir . 

Wald (1944) , G nin örnek da~ılı ~ ını iıcelemi ş tir . 

G = k 
II)_2 

(2 . 4. 28 ) 

şeklinde bir e ~i tlik bularak G n i n ~l' ~2 ve m22 g i bi üç değiş­

kenin bir fonksiyonu olduğunu gös termi §tir . 

Sitgreave s (195 2), bu de ği~kenlerin 

M = Y' B- l Y (2 . 4. 29) 

, 
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şekl indeki 2x2 boyut l u s i metr ik mat risin e lemanları o lduğunu gös­

te r erek bunun da5ılı ~ını bulmuş tur . Yukarıda Y = (Y1 , ! 2 ) ve 

B = A + Y Y' dür . Çok karı ~ ık bir fo r mda olan ~ n i n dağılı ş ının 

çıkarılı şını ana hatlari yle kı &c a izan ade liın . 

~ = kı- ve ~ = k2o oldugunu kabul ede r e k önce Y1 ve Y2 nin 

birlikte yoğunluk f onks i yonunu bulalım . Iı ve r
2 

çok-deği şkenl i 

normal ~agılı ş gösterdi kl erinden 

= 

= 

ı e x:p - ı2 ; (Y -k ~)' V-l (Y - k b) 
l, -ı ı- - -ı ı-

""\ 

- 2.f V-ı (k1Y1 + k2 Y2)+Tr (Y ' V- 1Y) l ~ (2.4 . 30 ) 

bulunur . Yukarı daki Tr (Y'y-ly ) te r imi Y' V- ly mat r is i nin köşegen 
elemanlarının toplamını bös t ermekt ed i r . 

A matr i s i bilind i~i ~i b i Wi shart dagılı ~ ı ~ös te rir . Yani , 

p 
ı ı ( ı) ı T!- r-ı ı ' 

22np nTP p- ı V ı, Tn : 1 1- (n+l- i) l 
ı=l 2 . 

(2 . 4 . 31 ) 

dır . Döylece Y ve A nın birlikt e d ağılı ~ları (2 . 4 . 30 ) ve (2 .4 . 31) 

den 

- .J:_ (n+2) 
V

. 2 
1- ! 

ı - (n- p-1 ) 
ı !; 1 

2 

ı 
~p(n+ 2 ) p+p (p- 1)/4 

2 rı 
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(2 . 4 . 31) 

olarak bulunur . Yukarıdakı 
2 / = dır . M matr isi Y ve A 

cins inden ifade edildiği den 1 f(Y , ~) dan gidilerek oldukça uzun 

cebir i şlemle ri ve transfor mas yonlardan sonra 

- - ı ı ı ı ·-- - ı - ı 
1 ' !_ -2- Cn- p+ 2)_ i! -2- Cn-p+l) _ıl 'L 2(p-ı) 1 r , C-y ) 

- -

-~ 
j'[ +(n+ 2) + j] 

r' c ; p + j) j ! 

(2 . 4 . 32) 

e l de e dilir . Bu fonksiyon sadece ~ n i n e lemanlarının dağılı ını 

i fade e t me k t ed ir . V nin dağılı~ını bulmak i ç i n (2 . 4 . 28 ) deki g ibi 

bir transformasyon yapmak ge r ekir . O z a man f onks i yonun çok daıa ka­

rışık bir durum gös tereceği aşikardır . Wal d , buyük n değerleri için 

G ~ ~2 olduğunu belirtmiştir . G i n bu şe kl i kullanıldı ğı t akdir­

de basit bir tran f ormasyonla yogunluk fonksiy onu (2 . 4 . 32) den bu­

luna b i lir . 

Ande r son ( 1 951) , ke n disinin ile ri sürdüğü w(X) i n dağılı ş 

fonksiyonunu bulmuş tur . Bur ada s adece as i mt otik dağılı 9ı üze r i nde 

durulacaktır . 

2 . 4 . 5 . w( X) in n~ i~totik dn~ılı şı 

Ör nek buyük l ügü arttıkça, t ahmin e ilen pa r ametr eler popu ­

lasyondaki g~rçek de ğe rlerine yaklaçırlar . n , n ' bir e r tamsayı ve 
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b , ~ s ıf ır ile bir arasında küçük· sayılar olsun. n 1 ~ n olmak ü­

zere 

Pr ( IYn ' - v- i >E ) < ı-ö 
ba ıSıntı s ını sağlıyacak büyüklükte n gibi bir tam sayı vardır . Di­

ğe r bir ifade ile n veya daha büyük sayı a mü9ahadeler yapıldığı 

t akdir de, örnek ortalamasının populasyon ortalamasından farklı 

olmama i ht i mal i bire yakla şır . Aynı şey vektör ve matrisle r iç i n 

de düşünüle uilir . O halde , ihtimal limitleri 

Pr lim x(l) = u 
n ~ oc 
ı 

Pr lirn x( 2 ) 

n~ oe 

Pr lim S = V 
n

1 
, n

2
--.oo 

= u 

Pr lim s-1= v-1 

nl, n2-+ao 

(l) 

( 2) 

(2 . 4. 34) 

olur. İhtimal limi tle rınin çarpım ve to plamları, çarpım ve toplam­

ların iht imal limitle rine a 9it olduklarından (Cramer 1946) . 

Pr lim b-ı(X ( l) _ !(2)) = v-ı( u (l) _ ~(2 )) 
nı ' n2~c:ıo 

Pr lim (X(ı) + !(2)) , s-ı(!(l) - !( 2) ) 

nı,nr 

_ ( ( ff:..t·, ( 2 ) ) 
1 
V- 1 ( ( l ) ( 2 ) ) 

-U . • +U U - U 
-/- - - - -

f 
. (2 . 4. 35) 

-· 
bulunur . 

d ağılı şı 

Görüldüğü g ibi ye teri kadar büyük örnekler için w(~) in 

W ( ~) in dağılışına yaklaşmaktadır. O halde n l ve n 
2 po-

pulasyonlarından alınmı~ büyuk ornekler için , parametrele r e ait 

t ahminle r , gerçek parame tre değe rle ri imiş g ibi alınarak w(X) in 
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normal dağı lış göster iği kabul edilebilir . ~öyle bir kabüllenme 

ile muhakkak ki bir hataya yol açılmı ş olur fakat bu ih al edile ­

cek kadar küçü tür (Anderson 1958 ) . 

2. 4. 6 . İkiden. f azla çok-değişkenli populasyonlarda sınıflan­

dırma 

Çok-de ğişkenli populaston sayısı i ki den fazla olduğu t ak­

dir e daha önce iza ı edilen teori bu g i bi haller için de ge ne lleş­

tirilebilir . n ı, . .. ' \im populasyonlarına ait yoğunluk fonks iyon­

ları t
1

(x) , . .. , fm(X) olsun . Fertleri bu populasyonlar a sınıflan­

dırmak içinp- boyutlu uzay R
1

, .. . ,Rm bölgelerine ayrılır. Böyl e ce 

Rk böl gesine düşen bir f ert J1 k populasyonuna sınıflandırı lır . rı i 

deki f erdi yanlı şlıkla fT. ye sınıflandırmanın maliyeti c . . ve f' . 
J J ı ı 

nin a pr ior i ih t imali q. olsun. O zaman yanlı ş sınıflandırma ihti­
ı 

mali 

P( n . ı n.,R) 
J ' ı 

1 

= J 
R. 

J 

f. (X) dX 
ı -

(2 . 4.36) 

ve yanlı ş s ınıflandırmanın maliyet i nin beklenen değeri 

ı;_. ,• ~ , 
L qi < L c J. ip ( fi J. 1 jl i ' R) ·, 
i= l L j ~~ı J 

j:t:i 

(2 . 4. 37) 

olur . R1 , .. . Rm böl6 elerini seçmek için bu ifade minimum yapılır . 

A prior i ihtimall eri bilin iği e ve X vektörünün elemanla­

rı verildiğine göre, herhangibir mü9ahadenin i ' inci populasyondan 

gelmiş olma iht i mali aşağıdaki gibi hesaplanabilir . 

q.f. (X) 
ı ı -

(2 . 4 . .38 ) m 
>- qkf k( ) 
k== l -

yanlı şlıkla n . ye sınıflandırma ın maliyetinin beklenen de ğe r i i se 
J 



q . f. (X) 
ı ı --

olur. O halde 

q . f .(X)c . . 
ı ı - ;!l l. 
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c . . 
J ı 

i f a des inin minimum yapılması ge r e kir. Yani 

q .f . (X) ck . ( 
ı ı - ı 

m 

L 
i=l 
if j 

q. f . (X)c .. 
ı ı - Jı 

kaides i ne gör e ! f e r d i Rk ya dalil edil ir . 

(2 . 4. 39 ) 

(2 . 4. 40 ) 

(2 . 4. 41 ) 

Yanlış sını:6landırma maliye tlerinin butün populasyonlar da 

e i t olduğunu ve a priori i htimallerin bilindiğini farzederek bu 

s on balıi ste anlatı lanların çok- de ği şkenli normal po ulasonlar ı çın 

t a t bik edelim. n . ye a it ortal ama u (i) ve variyans- kovar i yans mat-
ı 

r i i V ol sun . n j ve nk için kullanılacak fonks i yon aşağıdaki g i bi-

dir . 

A priori ihtimalleri bilindiğiide 

R . : \l . k ( X ) )., l:o.~ 
J J - / 

şeklinde t arif e di l ir . 

R. bölge s i 
J 

j 1 k 

(2 . 4. 42 ) 

(2 . . 43) 

A priori i ht i malle r bilinme d iği zaman R. bölgesi daha de ği­
J 

ş ik bir şekilde t a r i f ed i lir : 

R . 
J 

(2. 4. 44 ) 



c . ve ek her populas on için yap , lacak doğru sınıfla dırına ihtimal-
J . 

lerini eşi~ kılma şartını ye~~irı ' get i ren sabitelerdir . Doğru sınıf-

landırma ihtimalini bulmak j_çin n ce W jk (X) ler ir irlikte yoğun­

luk fonksi~nu bulunur . Kol[yca _: ör ü l ecegi üze re 

l. ( ) ·ı = ( ı ı, ( j ) - u ( k) ) ' V-1 ( u ( j ) - u ( 1 ) ) Kov wjk (X) , vt j 1 x 

(2 . 4 . 46) 

eşitlikleri vardır. Y jk(~;) ( i =-= l , ••• , m; k/j) nın birlikte yo-

ğunluk fonks i yonu Lj ile göste rilirse , cj ve ek sabiteleri aşağı­

daki integr alleri j= ı, . .. , m içi. e ş it yapan değerle r olarak he ­

saplanır. 

ç,..> . 

f( n.ı n. , R) = 
J J J c .-c 

J m 

L.dW.1 •. . dW . 1 . l' dW. ( . l) J J J\J - ) J J+ c :-c
1 • 

f 

dW. (2 . 4 . 47) 
Jm 

Bu ifadeden de anlaşıldığı gibi popı aasyon sayısı arttıkca c . de ­
J 

ğe rlerini hesaplamak daha da güçle ~ .'ı.r . 

(2 . 4 . 42) de belirtilen diskriminant fonk s i yonunun parawe t­

r e lerini, bundan önceki hallerde ol uğu gi bi örnek değerlerini 

kullanarak tahmi e tmek t;erekir . O m;ı iç in 

- (i) ı 
n. 

x( i) X = ,ı (2 . 4 . 48) n. .(_ - r.J 

ı i =l 

istatistiği u 
(i) nin tahmini. 

S --[( ; n. - m)J-1 ..-l ~ .;i ( X (i)_X(i )) ( X ( ·ı· · )_X-(i))'] 
.!.- ı / - ~- - 1 /. - - (1. - ( 2 • 4 • 4 9 ) 

- i=l i=l ~)t =1 . 

i se V nin tahmini içi kullanılır . O zan,an w .. (X) a9ağıdaki şekli 
ıJ -
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alır . 

2 . 5. Çok-Değişkenli Kalitatif Veril -3 rle Diskriminant Analizi 

Deği~kenler sü· ekli olmadı ğı za ı.nan dis .t'Criminant analizj_nin 

nasıl yapılacağını Cochran ve Hopkins (1961) beniş bir şekilde in­

celemiştir . 

bundan önceki bö l ümlerde Fisher ve fu1ders on'un diskriminant 

fonksiyonları ve bunlarla ilgili di6e r bahisle r ele alınmıştı . u 

fonksiyonlar, sür ekli değişkenlerde n elde edilen ölçüler kullanıl­

mak suretiyle bulınıuyordu. Degi9kenler sür ekli olmadığı zaman ayı­

rım veya sınıflandırma problemi daha değiş ik bir durum gösteri r . 

J:ıir f er t üze r i · de yapılan mü t;. alıade lerde n elde edilen veri­

ler bazan r enk, kıvan , şekil .. . gibi kalitatif ölçüler olabilirler . 

He r ölçü belirli ayıda deği ç ik değerler alır . Mesela r enk ile il­

g i li ölçüler kırmızı, beyaz , yeşil ve sarı; kıvam ile de akı şkan, 

katı , sert gibi olabilirler . 

Bu tip kalitatif verilerl e y&pılacak sı ı:ıflandırma için her 

ölçüye bir değer (mese la r enk i ~in 0 ,1,2,3) verilmek suretiyle sü­

rekli de ğişkenlerin kullanılması mümkün olmakla be raber , bu durum 

sadece iki de ğer alan öl çüler için ineele e cektir. 

Sınıflandırmadal i optimum kaideyi bulmak i ç in takip edile­

cek yol esas olarak ç ok-deği ;._,.kenl i kanti t atif ve rilerde olduğu gi­

bidir . Sürekli halde en önemli fa r aziyele : den biri değişkenlerin 

he r iki populas onda da çok-de~işkenli dağılı ş gösterdikl eri i di . 

Ayrıca varıyans-kovariyans matrislerinin iki populasynnda da aynı 

ol u~u kabul e ilmi~t i . Kalitatif d e ~i ~kenlerde ise bu biraz aha 

deği ş iktir . i'inci kalitatif de ğişkenin d. ta:ı.ıe ayrı "dur umu" ol -
J. 

sun . .ı.e sela r enk de ğişkeninde kırmı z ı, be yaz, ye ş il , sarı olmak 

üzere dör t ayrı du.rum vardır . He r hang i bir fertte bu deği9ken öl çül­

düğü de o ferdin hang i "dur uma " gire c e ği lıelli olur. Aynı şey diğer 
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değişkenler içinde yapılır . Mi sal olarak 2,4, ve 5 durumlu değiş­

kenleri ele alalı . Bunlar 2x4x5 = 40 tane " ç ok-değişkenli durum" 

meydana ge t irir ler . He rbir fertte bu üç deği9ken ölçüldüğünde , 

o f e rdin lang i o k-deği~ke li duruma dahil e ilec e ği belli ol ur c 

Böylece bunu genelle ştirirsek , k- tane kalıtat if değişkenli ölçü­

ler b i r ferdi d
1

d2 . . . dk tane çok-de~işkenli durumlar dan birine 

sınıflandırır . Süre kl i değişkenlerdeki birinci faraziyeye karşı­

lık kal itatif değişkenlerde de fertlerin j'inc i populasyondaki i ' 

inci duruma dahil olma i timali p . . nin bilindiği farzedilir ve 
Jı 

Z.:. p . . =1 dir . 
J Jı 

İki · ci husus olarak; sınıflandırma esnasında fertlerin bir-

kı smı yanlı şlıkla mensup olmadıkları populasyonlara daıil edilir­

l e r . Sürekli de ğişkenlerde olduğu g ibi yanlı ş sınıflandırmadan do­

layı bir ''maliyet" bal: is konusudur . Eğer yanlıı,. sır ıflandırmanın 

bu maliyeti her populas onda bilinir veya tahmin edil ebilirse , op­

timum kaidenin bunu da dikkate alması gerekir. 

Son olarak , optimum kaidenin bulunabilmesi için fertlerin 

mensup oldukları populasyonların nisbi frekanslarının bilinmesi 

gerekmektedir . Sınıflandırma yapılırken ele alınan fe rt , mevcut 

bütün popula syonlardan eşit şansla ge lmeyebilir . 

Önemli olan hu usları böyl ece açıkladıktan sonra optimum 

kaideyi bulabiliri:t . Bunun için yanlı ş sınıfla dırma maliyet inin 

be klenen de ge ri minimum yapılır. j'inci populasyona aitaprior i 

i htimal q. olsun. O zaman i' inci duruma sınıflandırılan-
J 

ların nisbeti q .p .. olarak bulunur. c· 7 j' · ~i populasyondak i fer­
J Jı 

d i n yanlışlıkla k ' nc ı populasyona s ınıflar dırılmış olması m o l i e-

1:in i göster si n. Buradan , maliyetin beklenen de ğeri q .p . . ek. 
J J ı J 

bulunur . Bu , btt un jfk i ç i n toplanırsa >-"..:1ı~ q . p .. ek . elde edilir . 
Jr~ ı Jı J 

u ifa de herbir populasyon için ayrı ayrı hesapl anarak fertler en 

küçük değere sahip olan populasyona dahil e dilirler. 

Eger fertlerliı yanlış sınıflandırılmalarının maliyeti sade ­

ce mensup oldukları po~ulasyona bağlı i se (ck.=c . ) , yukardaki ifade 
J J 
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(2 . 5 . 51) 

şekline dönüşür . ~yitli~in sabındaki birinci terim k ya bağlJ_ ol­

madığından , i ' nci durumdaki fertler qkpkick değeri en büyuk olan 

populasyona s ınıflandırılırlar . 

daki 

lır . 

d uğu 

Eğer ek her 

fertler q -P _­
J Jı 

Aynı şekilde , 

po:pulasyonda eçit olarak alınırsa , i ' nci durum-

değeri en büyük olan populasyona ınıflandırı-

q_ ihtimalle ri de bütün ~opulaşyonlarda e ~ it ol­
J 

z aman sadece P-- de~erine bakılarak ınıfla dırma yapılır. 
Jı 

Kalitatif veri.l erle yapılan diskriminant analizinde a priori 

ihtimal leri n bilinmediği haller i çin bene l bir çözüm yolu yoktur . 

Coc ran ve Hopkins (1961) sade ce iki po~ulasyonda mal i yetie rin e ş it 

olduğu hal l er i çin nisbi frekansları tahmin etmi~lerdir. 

i' nci durumdaki fe r tlerin birinci populasyondaki nispe tleri 

p. ,, ikinc ide ise p ! olsun . Ayrıca i ' nci urumdaKi fert sayıs ı r. 
ı ı ı 

olsun. 

ya zılırsa, bütün müşahade ler için en yüksek ihtimal (maximlli::ı. 1ike­

lihotıd) fonksiyonu aşağe,daki 0 i bi bulunur . 

- ( )ri L = J / qlp - + q2p ! . ı ı 
(2 . 5. 53) 

ı 

her iki tarafı logaritması alanırsa 

ın L = ~ r i ln(ql p i + q2pi ) (2 . 5 . 54) 
ı 

eşitliği bulunur . Ortalama ve variansı lesapla a k için biri c i ve 

ikinci kı smi türevler alınır . 

ı 
(2 . 5 . 55) 

i 
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' 2 
C ln L ' - --2 - =L 

ô ql i 

r. (p . - p ~) 2 
ı ı ı (2 . 5. 56) 

Bur adan q
1 

iu en yükse k ilıti uıal ta.nııı:ıini , ô lnL/ ôq
1 

i s ıfı­

ra eş itleyip çö zmekle bulunur . Fakat 2; ın:G/e;q1 bilinen basit şekil­

de olmayıp q
1 

i n de beri deneme yoluyla bulunur . q
1 

in tahmini olan 
A q

1 
in varyarı s ı 

=[n > 
i 

şeklinde bulunur . 

L ) -~ - 1 

2 
(p.-p ~ ) 

ı ı 

- -ı 

1 (2 . 5. 57) 

2. 6. İki Şıklı (Dicho to us) Ve rilerle Diskriminant Analizi 

Birçok nallerde kalitatif de~i kenler O ve 1 g ibi sadece 

iki değer alı rlar . B şekildeAi de gi ·kenlerin ölçüldüğü fertleri 

ihti~ eden populasyonlara iki şıklı (dichotomus) populasyonlar 

denir . Bunlar bir önceki bölümde bahsedilenle rin özel bir hali i r . 

Diskr i minant analizinde izah edilen genel metodlar bura da aynı şe ­

kilde kullanılabilir. Fakat değişke lere O ve 1 değe ri verilmek su­

retiyle kanti t atif hale getirildi klerinden daha değişik metodların 

uygulanması mümkün ol aktadır(Martin ve Bradley , 1972) . z ' =(z1 ,z2 , ..• 

z1 ) ,z t-_ 1, vektörü bir fert üzerinde n elae edilmi ölçüleri g ös te r-
I 

sin . ~ ' 2x2x .. . x2 = 2 tane çok değişkenli durumdan i arettir . 

n populasyonuna ait i htimal fonksiyonu p (z)=P (Z=z 1 n ) 
) 'm m - -- m 

olsun . ~ yüzeyi üzer i nde 

~Vl 

= ). w p (z), w ~O , .__ mm - m 
m=l 

Ivi 

~ 
m= l 

w = ı 
m (2 . 6. 58) 
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gibi bir fonksiyon tarif edilebilir . w , m'inci populasyonun nisbi 
m 

frekan ına ait bir sabit edir . buna göre ele alı an i ht imal modeli 

m= ı, ... , ıvı (2 . 6. 59) 

şe klindedir . h(a , z); z elemanları cins inden bir polinomu göstermek­
-m -

te dir . 

~ (z) = l , ~. (z) = 2z. - l o - ı - ı 
i=l , ... , 1 (2 . 6.60) 

transformasyonları ile 

s 
~3 (~ ) = r ~t-; c~) , 

s=l 

s= 2 , ... , 1 , 

(2 . 6. 61) 

~ =:- (1 , .. • , .[) 
s 

or t egona l polinomu tarif e ilirse ·bütün deği kenl er kullanılarak 

21 tane ortegonal polinomeı - e edilebilir . 

Or tobonallik ~artı , bilindiği 6ibi 

L 0 '6 ( z ) 0 ô (:~) = 2 I 6 ( (, ' i> ) 
~ ~ ~ 

(2 . 6. 62) 

dır . Eger ö == b i se ~' ( 1S , Ö) bir e , aks i halde s ıfıra eşittir . öyle ­

ce i h timal fo Ks iyonu p (z) i çin m-

~ -~ r: 
ı. 

(2 . 6. 63) 

yaz ı labilir . (2 . , . 59 ) rıumaralı e ~ itlik h(a , z) için çozülürse 
-m-

h(a , z) == - m -

p ( z) - f( z) 
m - -

( 2 . 6 . 64) 

bulunur . Ayrıca (2 . +. 62) ve (2 . 4. 63) ün yardımıyla 

p (z) - f(z) 
m - -

(2. 6 . 65) 
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e i tliği elde edilir. Eğer her ~opulasyon ap (z) ) O i se f( z) de 
ın - -

poz itiftir . f(z)= O olduğu ha lle r için (2 .6 . 64) den dolayı h(a , z) 
- - m -

belirs iz olur . u g i bi hallerue h(a , z ) ' e sıfır de ğeri ver ilir . - m -

( 2 . 6. 59 ) da tanımlanan modelde h( a ~) nin yüksek dere ceden bir po-- m-
linom oluşu , bu modelin pratikte kullanılmasını ~:ıüçle .,.. t ir ir .. Çünkü 

polinomun de r e ce si yükseldikçe , modelde t ahmi edilecek olan para­

me tre lerin de s ayısı artar . Bu bakımdan pratikte en kullanı lı şlı 

modeller h( a ,z) nin açınımınd a be l irli bir dereceden sonraki t e -- m -
rimler atılmakla elde edilir . Mese la birinci dereceye kadar olan 

t e r imle r alınırsa 

L am 
1>E ı ~ s 

h (a , z) -:c..::: h ( a ,s ) = 
- m - s - m - 0 ~ ( ~ ) ı S= 1 (2 . 6 . 66) 

elde edilir . Sınıflandırmada kullanı lacak krite r 

IYI 
dk(_z) = '\ L q 1 l+h(a , z) ··ı 

L. mk m. - m - ı 
m= l 

(2 . 6 . 67 ) 

dir . Lrnk , doğru sınıflandırma halin e sıfır , a ks i halde ı değe rini 

a lan bi r değişken , ~ ise rm ye ait a prior i i hti ali göste rmekte ~ 

dir . Buna göre dk(~ ) cleğeri ( d
1 

(_~_) , . .. , d (~) ] içerisinde en küçük 

i se i lgil i fe rt Jlk populasyonuna da il edilir . Dikkat e dilirse sı­

nıflandırmada optimum kaide olarak kullanılan krit e r f(z) ye bağlı 

değildir . Pratikte ı ı ve h (a ,z) de ğe rleri bilinmediklerinden t ah-"1m - m -
min edilmeleri ge r ekme ktedir . nin tahmini 

·ID 

mini a , 
-m ( 2 . 6 . 67) de ye r ine koJulur ·a 

I 'll 
J L 
..__ Illii: 

m= l 

bulunur. 

,, 
·- ı m 

ve a n i n tah­
-m 

2. 6. 68 ) 

(2. 6 . 66) daki polinarn kullaııılarak elde ed i le mode l den a şa-

ğıdaki şartlar çıkartılabil ir : 

l . (2 . 6 . 58) de ki eş itli g-~ in her iki tarafı toplanırsa , - p (z ) /_ m ­
z : ~ = 1 şartındar d o layı 
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(2 . 6. 69) 

bulunur . 

2 . Bütün populasyonlara ait a ~rio~i ihtimalle rin toplamı 

bire e ~ ittir . Yani, 

L ~= l 
m=l 

(2 . 6. 70) 

dir. 

3 . ( 2 . . 5 8 ) ve ( 2 . 4 . 5 9 ) d an 

M 

'-­m=l 

yazıp ( 2 . 6. 69) kullar ılır sa , ~ ~ t içi 

M 

L__ 
m=l 

w h (a ,z) = O 
m s--m -

bağıntı sı bulunur . 

4 . (2 . 6. 65) i ı he r iki 

L 
m=l 

w a m mö 
= 2-I 2 __ 

z E 1:· 

bulunur . (2 . 6. 58) den dolayı 

ı 

L 
m=l 

w a 
m m ~ 

= o 

bağıntı sı elde edilir . 

(2 . 6. 71) 

taraiı w ile çarpı lıp topla ırsa 
m 
- M 

f) o ( ~ ) l ~ - w ( ) ( ı ) ~ p z - f .z ) 
f (~ m=l m m - - ..ı 

(2 . 6 . 72) 

(2 . 6. 73) 

5. ( 2 . 6. 59) un ıer iki tarafı toplanırsa 

(2 . 6.?4 ) 

ul unur. (2 . 6. 69) kullanı lırsa 
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( 2 . 6 . 75 ) 

o lduğu sonucuna varılır . 

Bu şartlar taın manasiyl e bağ1.msı z de 6i l le rdir . lVIesela 

(2.6 . 75); m= ı , . . .. , M- l içın dogr u i s e (2 . 6 . 7 3 )de n do layı M i çin 

de doğru olmak z o rundadı r . 

Beş şar t böyle ce izah edild i Kt en s onr a , parametr e l e ri en yük­

sek i tirnal me to du ile tahmin e t mek mümkündür . Burada w i n bilin-
m 

di g i ha ller e le alınac aktır . Di ger halle r i çin w = ~ alınabilir. 
m m 

m' inci populasyonda _z durumunda ki müşahade sayısı c (z) ile 
m -

gös t eril irse en yüksek i htimal f onksiyonu 

M [ 
0

Nm] 
L = n ın 

m= l 

şe klinde olur . Logari tması alındı ğı takdirde 

M 

ln L = L. 
m==l 

M 

N lnq + L m m 

ın 

( 2 . 6 . 76} 

r_ h (a , z ) l +,[_ c ( z) l ı + ( 2 . 6. 77) m - s-m - .. m=l z , 4 
- ı;;: .; 

M 
2__ bulunur . Yukarı da , c ( z) = ) c ( z) ve N = c ( z) dir . 1odel-

ID= ı m - m m -
~ E: ~ 

de k i parame tre l erin en yüksek i ti a l tahminle r i ıi bulabilmek için 

(2 . 6.77 ) n in b u para etre l e r e g ör e kısmi t u r evle r ini n alınarak 

sıfıra eş it le nip ç özü lmes i ~e re kir . Yan i l n L yi maks i mum yapan de­

ğerle r hesaplarur . Bınun i çin da ha önce i zah ed ilen şartlar e s as 

alınıp Labr ange çarpanları me to du kullanılırsa 

M 
ll) = l n L + 6. ( ı - )-_ ~) + )-., 1 ı -

m=l l 

w a 
m m:5 ( 2 . 6.78 ) 



- 37-

ifade s ini ma ks i mum yapmak gerekir. Yukarıdaki ~ , "'' , Am ve -p. ~ 

Lagr ange ç arpanları uJ.r . 4J nirı --1 ve f ( ~) ye g öre kısmi ture vle ri 
ı.l 

alınırsa 

o'+J N 
IIı. 

6 o = ·- -
~q 

m qm 

c (z ) JYl 
(2 . 6 . 79) 

~ l.j) - A -7- ç 
>-- h (a ,.z) = L-. 

ô f ( ~ ) f ( ~) Iil=l 
m s - m --

bulunur. Birinci denklemin her iki tarafı m= ı , .. . ,M için ; i k inci 

denklemin he r i k i tarafı f (~ ) i le ç arpılıp bütün ~ E. ~ i ç in toplan­

dığında 6 == N ve A = N bulunur. böy lece ~ve f (z) n i n tahminleri 

N 
m 

N 

c(~ ) 

m = ı' e • • ' ı , 

z ,;_ z 
- · . 0 

(2 . 6.80) 

şe kl inde bulunurla r . ~ nın a ya gör e kısmi tür evi aşağıdaki 6 i ­
m~ 

bidir. 

c ( z) ,0 0 (~) 

L a\fi I 
m -

.~ f (~ ) Y'r; (~ ) + + tl 'll w 
= 

l +h (a , z) m m 
ô a z '- z s - m - - .... ') 

m ıs z E~~ 
(2. 6. 81) 

dır . m~M oldugu z aman AM = O alınır öa 

ı L 
cM (_~) JU"S( z) 

tl !! = - - - ı E: s (2 . 6. 82 ) 
WM z ~ ~ ı + h (a:l'r ' ~) - '· s - 1 

bulunur . Ayrı ca (2 . 6. 81 ) de , tarifte belirtildigi gibi ö =O iç i n 

,0 (z) = 1 bagıntı sını kullanarak 
o -

A = m 

w 
m 

WM l+h (a_/I , z) s -r ı -

- L_ 
z ? z 
_ ı:: ( .. 

c ( z) 
m -

l +h (a , z ) 
s --m -

(2 . 6. 83) 

m=l , ... ,M-l 
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elde edi lir . Böyle ce f(~) , cinsinde ı ifade eui l ebilir . 

ise M-l w 
"' ~ m A 

~25 = L a 
m=l w!JI 

(2 . 6. 84) 

olur . Böylece 

f or mundaki denklem sis t emleri çöztilerek 

Bu de nklemler (2 .,. 75) ' i kullanarak 

A 

a , 
mJ 

(2 . 6 . 85 ) 

değerleri hesaplanır . 

, .. = 
-+ mo 

'\­
L 
~ (~ 

m== 1 , • • • , M- 1 ( 2 . 6. 86) 

ve ( 2 . 6 . 8l ) ' i kullanarak 

li:' mc 
ı + h (a , z) 

s - m -

1 + ).. 
m _,-

m= ı , ... ,M- l 

" 
f ( ~ ) ,0 ~ (~)+'}16Wm 

(2 . 6 . 87) 

şe kline getir i lir. A ~ ve~~ , (2 o6 . 83) ve (2 . 6c82 ) den bulunur . 

Böylece a _ nın nümerik çözümünü a~ağıdaki g ibi özetliye ­
m ~ 

bilir iz ; 

l . a
1

, ... aM- l i ç in uybun baş langıç değe rleri seçil ir . 

2 . ~ K (2 . 6 . 84) den çözülür . 
-~vi 

J . >-m , nı= 1, ... , M- 1; (2 . 6 . 83) den hesaplanır . "'ru için s ıtı.r 

değeri alınır . 

4. ](~) , ~ ~- ~ (2 . 6 . 80) den he~a~lanır . 

5. a1 , ... aM- lin daha doğru tahmini için (2 . 6. 85) çözülür . 

6. Ar zu edilen bir do ğrulul{ de r eces i ne varıncaya kadar iş­

leml e r e devam e dilir. 
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2 . 7 . Diskr iminant Analiziyle İlgili Diğe r Konular 

Diskriminant analizi u.ze rine birçok çalJ.~rnc..lar yapılmı ş tır. 

İki populasyon i çin bulunan diskrimi ant fonksiyahunun doğru olup 

olmadığını an lamak maksad iyle barlett (1938) tarafından bir test 

ge liştirilmiştir . Daha sonra Rao (1946 9 1948) bu testi genişlete ­

rek eldeki verilerin iKi grubu ayır edebilecek bir durumda olup 

olmadıkları haKkın - a bir kriter ileri sürmüştür. 

Burnaby (1966 ) büyüme ve bunun gibi faktörle rin diskriminant 

fonks i yonuna olan tesirlerini nispeten azaltan bir me to d geliştir­

miştir . 

Sıı ıfla dırma esnasıı~a yapılan hata n ispetleri üzerine de 

geniş çapta çalışmalar yapılmıştır (Hills , 196 6; Lachenbruch ve 

Mickey 1968) . Oka oto (1963) ise bu hata nispetlerinin asi t otik 

değerleri i hesaplamıştır . 

Ölçülerin dağılı şıarı ve populasyorılara ait a priori ihti­

malle rinin bilinmeme s i sebebiyle diskriminant fontsiyonlarını 

pratiğe aktarılması büyük çapta o lmamı ştır . bunuı1la erabe r tıp 

(Warne r, Torantı , Veesey ve 5tephenson , 1961 ) , antropoloji (Ashton , 

Healy ve Lipton , 1957) , z iraat ( lackith , 1960) ve taksoromi gibi 

(Lubischew , 1962) ala lardaki uygulamalar bele ce ğe açık gelişme 

temayüllerine c iddi işaretler olarak görüle bilir . 



J . MATERYAL VE METOD 

.Ara ştırmamı zda i k i gru}J ve r i kulla:rıılrınştır . Bunl ar dan b i ­

rinc is i At atürk Ünive r sitesi Öı,;renci İşıerindeki kayıtlardan alın­

mı ş , d iğeri i s e şans sayılarınuan elde adil~i ş t ir . Bunların alı­

nı ş şekille ri aşa~ıda kı sac a i zah edilmişt ir. 

J . l . Öğrenci Kayıtların an Elde Edilen Ve r ile r 

~u gr uptaki verile r , öğrenc ile rin mezurı o ldukları l i se eki 

durumları i le üniversi te ye giri ş te aldıkları fen puanları aras ın­

daki ilişkiyi ara ş tırmak maksadıyla alınmıştır . Fe n puanına ağır­

lık vere n f akültelere ay ıı yılda g i r en 290 öğrenci üzerinde yapı­

l an i n celemede ; lise de ki bölümü (F : f en veya E : edebiya t ) , mezu­

niye t de r ecesi (0 : orta ve ya P : i y i ve daha yukarı ) ve me zun ol­

duğu l isenin bulunduğu ye r (K: i lçe veya I: il) ile üni ve r siteye 

giri ş imtahanında al ınan fen puanları arasındaki il işki araştırı­

lacaktır . Diğe r bir ifa de ile ortalamanın üzer i nde ve altında puan 

a lan öğrenc ile rin me nsup oldukları gr uplar tesbit ed ilecektir . Bu 

husus ta düşük bir hat a i l e kes i n bir hükme varabil mek için şüpne ­

siz daha f az la sayıdaki öğrenci ü zerinde çal ışmak ge r e kirdi . Fakat 

t a t bik e dilen meto ların s ade ce tanıtılması ve rnukayesesi bah1s 

konusu o lduğundan 290 öğrenc inin kaf i gelebile ceği düşünülmüştür . 

Bu gr up t aki ve r ile r ce tve l J . l . deki g i b i d ir. 

3. 2. Nor mal Dagılı ş Göste r e · ans Sayılarından Elde Edil e n 

Ver i le r 

Bu grupt aki verilerin e lue e dilişinde s i mulasyonda kullanı­

l an t e knikle r de n faydalanılmı ş tır . 

Bilind iği üzere belir li bir aralıktaki üniform şans de ği ş ­

ke n i nin şans örneklerini e lde e t mek çeşitli me to dl arla mümkün ol­

maktadır . Bir defa de ği şkenle r bulunduktan sonr a muayyen transfor­

masyonlar la diğe r dağılı ları elde etmek zor değild ir . Mesela üni ­

fo r m dağılı t an nor mal dağılı şa geçmek i ç i n aşağıdaki g ibi b i r 

yol t ak i p e dil i r ( 'e zg i n , 1972) . 

X. ünifor m dağılı ~ gös teren bir ş ans deği §keni ol sun . 
ı 



w n 

n 
= L X. 

i=l ı 
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ş ans de ğişkeni büyük n değerleri için standardize edilirse , stan­

dart normal daiSılış gös terir. Çünkü 

w - E(w ) 
n n 

}var (w ) 
n 

(3 . 2. 1) 

de ğişkeni merkezi limit teoremine göre standart normaldır. Standart 

normalden diğer ıerhangi bir normal da~ılı şa geçi9 ise ortalama ve 

variyans l arda yapılacak uygun de gi imlerle mümkündür . Orta lama ve 

var iyans- kovariyans mat r isi verilen çok-deği · kenli normal agılı­

ş a da aynı şekilde geçilebilir . 

Cetvel 3 . 1 . Öğrenci K.ayıtlarıııdan Alınan Verile r 

ı 

lDurumlar 
ı 
1 

O K F 

O K E 

O I F 

O I E 

P K F 

PK E 

P I F 

P I E 

Toplam 

ı Vasatın 

altında 

20 

ll 

67 

13 

14 

2 

16 

2 

145 

1 

Va satın 

üstü de 

19 

5 

38 

9 

34 

6 

33 

ı 

145 

Çalı ş amızda st andart normal dabılı gösteren rakkamlar 

hazır cetvelle r den alınmıştır (Dikson ve Massey , 1969) . ~unlar 

kullanılarak çok- de ğişkenli normal dağılışa geçiş aşağı aki gibi 

olmuştur. 

~ ve X' ı. , (k = 2, 3, ... , p) ortalama ve variya sları bil i-, . - . l i -K 
ı:><ı~l m ~IZ 

nenl'normal de ğişkenlar olsun. a . ve b. birer sabiteyi göstermek 
ı J 
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üze r e 

JS.i = al XJ.i 
(3 . 2. 2) 

Xki = bk XJ.i + ek Xki ' ( k= 2 ' 3 ' . . . ' p ) 

9ekl inde t arif edilen Xki (k= 1 , 2 , ... , p) de ~işkenle ri için 

2 = a1 Var (X]_i) 

(3 . 2.3) 

bağıntıları yazılabilir . Böylece JSci (k= ı , ... , p) , ç ok-de ği şkenli 

normal dağılış gösterir . 

Bu e sasl a r a gör e ce t ve l 3. 2. ve 3. 3. deki ver i ler aşağıdaki 

gi bi elde e dilmiştir . 

a) Ce tve l 3. 2. deki ve r i l e r : Bu gruptaki ve r i ler iç i n or­

talaması 5 ve variyansı ı olan X ' ıi ve X2i değişkenle ri alınarak 

birinci populasyondak i ver iler 

JS.i = o. 3 X)_i 
(3 . 2.4) 

mode llerize g ör e elde ed ilmiş tir . Bu degişkenle re ait or talama ve 

variyans-kovariyans ma t r isi aşagıdaki gi bi dir . 

(1 )' 
u = (1. 5 ı. 5) 

0 . 09 0 . 0 3 l (3.2 . 5) 
V = 

1 o. o 0 . 0 5 

İkinci populasyondaki verileri elde etmek i ç in de 
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Cetvel 3. 2 . I ormal Dağı lJ.Ş G- österen ~arı' fJa: ' ı 1arından 

El( e Edile n Ver i ler 

-~ 
1 

T r:: -Fopulasyon 
----·------~------~ --, 

t 1 1 

jDe ği r;s ken JS_ ı 
..., 

lS. 1 

x2 -'-2 
1---~---

ı ı. 639 ı .. : 7 3 2 . 'ı5 5 ı. 87 

2 ı. 518 ı.. c ıo ı 2. 081 l . CJ32 

3 ı. 94 6 ( yı ) ı.. 578 2 . 197 ı. 219 

4 1 . 807 l. _ Oö 2 . 499 1 . 02 0 

5 1 . 918 L :~ 28 2 . 918 1 . 10 6 

6 1 . 77 2 l. L88 ı. 933 0 . 959 

7 1 . 85 ı . t,. 07 2 . 69 ı. 119 

8 1 . 050 ı . c 52 2 . 098 ı. 81 

9 1.293 ı. 582 2. 81 2 l.4ll(y2) 

l O ı. 912 ı. 682 2. 584 0 . 817 

Ili= ı . oo + 0 . 3 Xli 
(3 . 2 . 6) 

nodelle r i kullanılmı ştır . Bu t:;;r up taki deği şkenleriıı ortalaGJ.ası 

u ( 2 ) ' = ( 2 . 5 1 . 2) ( 3 . 2 . 7) 

Jlup variyans- kovariya s matr is i birinci opulasyoııdaki gibidir . 

b) Cetvel 3. 3. de ki ver i ler: Önceki hal de oluugu gibi bi-

rinci populasy on için ortalaması 5 ve vari an ı 1 ol an X}i ' 

{Ji ve x4i değişkenleri alınarak 

:S. i = 0 . 3 X]_ i 

x2 i = o. ı Xl i t 0 . 3 X2i 
( 3. 2 . 8) 

x3i = 0 .2 X' li + O, J XJi 

x4i = 0 . 2 xıi + 0 . 3 x4i 

ı 

2i ' 



Pop i 
Değ 

- 4- -

Cetve l 3. 3. Normal DağJ . lış Gö s t e r en Şans Sayılarından Elde 
Edilen Verile 

I ı II 
ı 

1 

-

ı 
ı -

ı 

X 1 ı ı ~ ı x2 x3 ~ x2 x3 x4-
i 4- i i 1 

ı ı 
: ı ı ı ı 40 3 ı ı 94-8 2 524- ı 2 34-9 t 2 ı34- . 2 39ı 1 3 ı22 1 2 892 ı . 

ı 
. 

1 
. ! . . 1 . . . 

' 
2 ı. 442 2. ı4 4- i ı. 994 2. 517 2. 225 ı . 660 2. 685 2. 379 

3 1 . 709 2. 248 3. 052 2. 875 ı .. 976 2. 499 3. 038 2. 4- 70 

4 1. 507 2. 173 1 . 949 2.562 2.4-37 
ı 

2. 404- 3. 120 2. 90.3 

5 1 . 596 2. 915 3. 156 2 , 487 2. 244 2. 649 2. 331 2. 94 .3 

6 1.679 2. 324 2. 339 3. 093 2. 210 ı. 865 3. 007 2. 632 

7 1 .731 2. 368 2. 868 2. 981 2. 270 2. 326 2. 949 2. 621 

8 1 . 459 2. 296 2. 534 2. 607 1 .979 2. 738 2. 655 2. 581 

9 ı. 397 1 .811 1 . 816 2. 294 1. 838 2. 109 2. 59 3 2. 201 

ı o ı. 728 2. 130 2. 431 2. 940 2. 053 2. 117 ; 3. 091 2. 072 

ll 1. 131 1 . 731 2. 511 2. 107 2. 167 2. 335 2. 608 ,3 . 45 5 

12 1 . 332 1 . 867 2. 32 4 2. 454 2 372 2. 422 2. 561 ı 2. 358 

13 1 .979 2.180 2. 945 2. 769 2. 047 2. 872 2. 543 ı 2. 556 

14 1 . 283 2. 272 2. 319 2. 68 2. 318 2. 226 3. 132 2. 962 

15 1.869 2. 063 2. 672 3. 118 2. 743 3. 094 3- 337 3.327 
ı 

16 1 . 814 1 . 95 3 2. 217 2. 665 2. 218 2. 656 2. 68 3 3. 124 

17 1 . 608 1 . 738 2. 537 2. 063 2. 05 3 2. 651 2. 662 2. 459 
ı 

18 1 . 627 2. 333 2. 243 2. 273 1 . 844 2. 608 2 ~ 34 3 2. 343 

19 1 .91 3 2. 433 2. 376 3. 261 ı. 971 2. 513 2. 96 3 2. 991 

20 1.238 1 . 584 ı. 906 2. 639 1 . 738 2. 783 3. 104 2. 255 

21 1 .663 2. 129 2. 558 2. 618 2. 498 2. 567 3. 034 2. 944 

22 1 .765 2.468 2. 615 2. 721 ı. 778 ı. 885 2. 034 2.756 

23 1.137 1 . 601 2. 386 2 345 2. 049 2. 609 3. 113 2. 50 6 

124 1 . 767 2. 021 2. 859 2. 941 2. 061 ı 2. 184 2. 589 2. 346 

1 . 305 1 . 762 2. 441 2. 283 2. 450 2. 706 2. 862 
1 

25 2. 439 

ı 1 
ı ' , 
t ı 
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mo delle r i ne gör e ~i' x2i ' x3i ve x4i değişkenleri elde edilmiş tir. 

Bunların ortal ama ve variyans- kovar iyans matri&leri şöyledir : 

u 
(1 ) 1 

:::: (1 . 5 2 . 0 2 . 5 2 . 5) 

0 . 09 0 . 03 0 . 06 0 . 06 
(3 . 2 . 9) 

0. 03 0 . 10 0 . 02 0 . 02 
V = 

0 . 06 0.02 0 . 13 0 . 04 
' o. 0 6 0.02 0 . 04 0 . 13 1 -

i k i nc i populasyonda~i verileri elde etmek için de 

ııi :::: 0 . 7 + 0. 3 XJ.i 

x2i = 0 . 5 + 0. 1 xıi + 0 . 3 X2i 

x 3i = 0. 3 + 0 . 2 XJ.i + 0 . 3 ""'<T 1 (3 .2 . 10) 
A3i 

x4i = 0 . 1 + 0 . 2 xıi + 0 . 3 x4i 

mode lleri kullanılmı ş tır . Hu populasyondaki değ i9kenlerin ortala­

maları 

( 2 ) ' u = ( 2 . 2 2 . 5 2 . 8 2. 6) (3 . 2. 11) 

olup , variyans - kovariyans matri s leri birincidek i g ibidir . 

3. 3. M e t o d 

Diskrimi nant analiziyle ilgili bazı proble mler için ş imdiye 

kadar ile r i sür ülmü9 olan metodların bazılarının mukayeses i, araş­

tırmamızın ağırlık noktasını teşkil etmekt edir . Lite ratür öze t inde 

ve r ilen t eorin i n ı ş ığı altında yapılan çalışmalarda sı~asiylc , yan­

lı ş s ınıflandırma i h timalleri , kal itat if verilerle yapı lan sınıf­

landırm~ de ğişkenlerin seçimi ve kayıp müşahadeler gibi konular 

ele alınmıştır. 

Yanlış sınıflandırma ihtimalleri -in tahmi ni için ileri sürü­

l en metodların en çok t a t bik edil enleri nden beş tanes i alınarak bun­

ların mukayesesi ya~ılmı ~tır . İkisi ampirik ve üçü teorik esaslara 
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dayanan bu metodların mukayesesi için cetve l 3. 3. deki ve rilerden 

faydalanılmı ştır. Öuceden de be lirti ldigi g i bi verile r e ait par a ­

me trelerin gerçek de ğe rleri bi linmektedir . Bu sebeple , çeşitli me ­

todlara göre bulunan yanlış sınıfla dırma ihtimalleri ge rçe k de ­

ğerleriyle mukayese edilerek, me todların etkuılik durumları hakkın­

da bir bilg i edinmek mümkündür . Yanlış sınıflandırma i h timalle rine 

ait rakkarnların dağılı ~ı hakkında kesllı bir huküm verilemediğinden 

parame trik olmayan (non- parame tric ) metodların bu amaç i çin kulla­

nılmasının uyi::ıun olabilece ği duşünülmüı;>tür . 

Çalı şmamızın i kinci kJ . smı, kal itatif verilerle yapılan sınıf­

landırmaya ayrılmı ştır . Sınıflandırmanın esas teorisi , kesikl i de ­

ği şkenlerin m vcut o lduğu haller i çin de genelle ştirilebildiği , 

i kinci bölümde be lirt ilmi şti . Kalitatif verilerle s ınıflandırmanın 

iki ayrı metoda göre nası l yapılacağı cetve l 3. ı. deki veriler 

kullanılmak suretiyle gösterilmiştir . Ayrıc a , bir no r mal eğişken 

kalitatif şekle çevrildiğinde ayırım gücünde meydana gelecek deği­

şiklik incelenmiştir . 

Kayıp müşahadelerin tah i n i i ç i n i ki metod üzerinde durul­

mu9tur . Bınılaran birincisi , oc-deği9kenli l inee r modelle r için 

geliştirilen bir kri te rin di skriminant analizine tatbikiyle ilgili­

dir. Diğeri ise ileri sürdüğüınüz geıelle tirilmiş variyans krite ­

rine dayanmaktadır. Bu i ki metodun esasları aıı~hatlariyle izah edi­

lere k , birbirle rine göre avantaJ ve dezavaıta jları belirtilmiştir. 

tle vcut imkanlarla elde edile n8t icelerin 6enelleştirilmesi mümkün 

olamadı ğından , sadece cetvel 3 . 2 . deki verilere dayanan çok özel 

bir misal üzerinde çalı ılmı 9tır . 

Son olarak , deği9kenlerin se imi i ç i n ileri sürülen bazı 

me to dların mukayesesi yapılmı-:;;tır . iskrimi nant fonk iyenundaki 

bağımlı de ğişkene , t arif edilen populasyonl ara bağlı olmak üze re 

- ~ ve ~ değerle ri ve rildiği t aktirde , aynı verilerle hesapla­

nan diskriminant fonks i yonunu katsayılariyle, çoklu r egr esyon denk­

leminin katsayıları birbirleriyle orantılı olur . Bu nokt adan hare -
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ketle , şimdiye kadarki metodla ra ilaveten çoklu re 6 r esyon t e or i - · 

sindeki de ğişkenierin seçimine ait tekniklerden bir inin , diskrimi­

nant analiz i i çi de tatbik e ilebileceği görüşü ileri sürülmüştür . 

~etve l 3. 3. deki veril er kullanılarak çe ·itli metodların mukayese ­

s i yapılmı§tır . 

Araş tırmamızda, i ncelenmesi istenen konuların teorisi , ol ­

dukça geniş literatür çalı9mas ı ile ortaya konulmu§tur . Diğer t a­

r aftan üzerinde durulan problemler deği~ik olup , bunların herbiri 

içi ayrı bir yo l takip edilmiştir . Bu sebeple he r konu incelenir­

ken i l gil i te ori de birlikte veri le cektir . Böylece mese l enin daha 

ko lay anla~ılabilece ,ği düşUrıülmüş tür. 



4 . ARAŞTIRMALAR VE SO WÇLARI 

4 . 1 . Hata Ni spetleri 

Sınıfla dır ada kr iter olar ak kullanıla aşağıdaki i s tatis-

tik 

örnekten elde edilen ilgilere göre bulurımllijıtu . Bunun iT 1 ve JT 2 po­

pulasyonlarındaki bekle ı en de ğerleri ve variyansları ın , L 
2 

Iv a alo­

no bi s mesafesi ol mak üze r e , 

Var r w(! ) /H ;ı =- Var L w( X) I IT 2] 

olduğu görülür. 

= ( ~ ( 1)_ ~(2 ))v-l(~( ı) _ ~(2)) = ~ 2 

(4 . 1.1) 

2:._ 1 2 
2 --

l A 2 
- 21-l 

w( X), örnek bü ' klüğüne bağlı bir t ahmin olduğundan sJ.nıf­

landırma yapılırken, f ertlerin yanlı · lıkla mensup o lmadıkları po­

pulasyonl ar a dahil edilmesi s ık sık kar · ı la · ı la bir pr oblemdir . 

Po ule syonların par ametrele r inin biliı iği durumlarda bil e , değiş­

kenler i n değiş im sınırlarının birbirler inin içine gir mi9 olmala rı 

s e ebiyl e , yanl J. ·Ş sınıflandırma yapmak daima mümkü dür . 

Önce parametr ele ri bili e ç ok-deği kenli i ki or mal popu­

lasyonu al arak ya lı sınıflan ırma ihtimalini bulalım . Bu g i bi 

durumlarda W (~) , 1r 1 populasyonun a ortala ası ; C 2 ve variyansı 
2 ı 2 . 2 6 ; 7T 2 de de ortalaması - "T !:.\ ve varıyansı t':J olan ormal 

ağılı ş gösterir. Maliyet ve a pr iori i timallerin eş it olduğu 

~abul e dilirse yanlı ş sınıflan ırma · ıtimalle ri a şağıd aki g i bi 
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bulunur. 

P ( n 2 j1T1 ) = P[w(~)) T{ l (O J 
o 

= \ -- -. 2-. ..,, .. ( 
exp L 

~C<.' ff7L 6 

=4?(- ~ 6 ) 

OQ 

=J - 1 
expf 

/2 '1t 6 l 
o 

ı 
(- -y L) 

2 

ı f ı ~ ( - W(X) - -D. j dW(X) 
2 L - 2 -2 /).. -

2. 

2~ 2 l W(X) + ; 1 \ 
2
]}dW(!) 

(4. 1.~ ) 

Eöylece standart nor mal dağılış eğrilerinin haz ır cetve l ­

l er,i kullanı larak yanlı ş sınıflandırma ihtimalleri hesaplanabi l i r . 

Para me t r eler bilinmediği zaman , yanlış sınıflandırma ihti­

mal le rin i n hesaplamilası dana de ğiş ik olur . W(X) fonksiyonu w(X) 

ile tahmin edildiğinden bu ihtimal le rin hesaplanmasında w(X) in 

yoğunluk f onksiyonunun kullanılması ge rekir . Fakat önceki bö lüml er­

de gösterildiği gibi w(!) i n yo ğunluk fonksiyonu a şırı derece de 

karı şık bir formdadır . Bu bakımdan ihtimal fonksiyonunu kullanar ak 

yanlış sınıflandırma ihtimallerini bulmak pratikte kolay de ğild ir. 

Bununla ·berabe r yaklaş ık değerler veren çeşitli metodlar mevcuttur : 

ı . Metod : Diskriminant fonksiyonunun hesaplanmasında kulla­

nılan ör nek yeteri kadar büyükse bu iki kısma ayrılır . Birinc i ör ­

n e kte n diskriminant fonksiyonu hesaplanır . Bu fonksiyon kullanıla­

r a k i k i n c i örne kteki fertler s ınıflandırılırsa, bu işlem sırasın­

da hasıl olacak hata nispetinden yanlı9 sınıflandırma ihtimal i bu­

lunur. Bu metod küçük örneklerde pek kullanılmaz . Tıbbi ara ş tır­

ma l ar a o lduğu gibi bazan çok sayıdaki fertlerin örneğe alınma sı 

mümkün de ğildir . Bu gibi halle r de daha deği~ik metodları kulla nma 

yollarına gidilmesi lazımdır . 
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2A Metod : Bu metodda örneğin tamarnı diskrimi nant fonksi ­

yonunu hesaplamada k -lanılır. Daha sonra örnek tekrar e l e alına­

rak fe rtler yeniden sınJ_flanuırılmay a tabj_ tutulur l ar . :Birinc i 

metodda olduğu gibi yapılan toplam hata nispe tlerinden yanl ı ş sı­

nıflandırma iht imalleri hesapla abil i r . Diskriminant fonksiyonu bu­

l unduktan sonra aynı örnekte Ei fertlerin yeniden sınıflandırılma­

ları, bilhasba küçük örnekler için , daha düşük yanlı ş sınıflandı r­

ma i h timal i verir . 

3. Me tod : Mahalonobi s mesafes i olan ~2 , örnek değerleri­
ni kullanmak suretiyle tahmi:ı edilir . Yani .Ö fl i çin 

(4 .1. 3) 

ifadesi kullanılır . Bu aeğer (4 . 1. 2) de ye rine konulursa 

ı 

2 
D) (4 . ı. 4) 

bulunur . Bunda da, örnek büyük olmazsa hes aplanan yanlış sınıflan­

dırma ihtimal i hatal J. olur . Çünkü D
2

; ~ 2 
nin sapmasız bir tahmi­

ni değild ir. 

4 . Metod LaGhenbruch ve Mickey (1968) tarafından ileri 

sürülen bu me tod üçüncü me toda be nz er . ~aue ce ~ 2 
nin sapmasız 

tahmini he s aplanarak aş ağıaaki i s tati s tik kullanılmı ş tır . 

2 
* D = 

(nl +n2- 2) (nl+n2) p 1 
n1n 2 (n

1
+n

2
- p- 3 ) 

n 1+n2- p- 3 . 

n 1+n
2

- 2 

2 

(4 . 1 - 5) 

Fakat p ye nispetle n
1 

ve n
2 

küçük o lduğu zaru~n n* değe rleri çoğu 

zaman negatif çı kar . u durumu önl emek i ç i n D" yerine 

n
1 

+n
2

--p- 3 
-------------- D2 (4 . ı. 6) 

n
1

+n
2- 2 

tahmini kullanılır . Dikka t edilirse D , ( 4 . 1 . 5) de ikinci t erimin s 
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çıkarılmasiyle elde eailmiştir. 

5. Me tod : Son olarak uza rinde durulacak bu metod Lachenbr uch 

(1968) t n d ·ı o .. "1 o t" x- (l) x- ( 2 ) s · ıd· ~ · araiın an ı e rı suru mu~ u r . _ , ' _ ve _verı ı gıne 

göre w (~) şartlı olaral~ no r mal dağ:ı..lı ş gös t e rir . Ortalama ve vari­

yansları a~ağıdaki Gibidir. 

- __ :~~!:-=-~~~ ] 
nln2 

(n1+n2- 3)(n1+n 2- 2)
2 

-J 

(n
1

+n2-p-2 )(n
1

+n
2- p-3 )(n

1
+n

2- p- 5) 

(4 . 1.7) 

Bu da ğerler alındı ğında yanlı ş sınıflandırma ihtimalleri 

(4 . 1.8) 

şeklinde bulunur . w(X) in beklenen değer ve variyanslarında ye r 
- 2 

alan /J, 2 
nin tahmini olarak (4 . ı. 5) de belirtilen J1 kullanılırsa 

(4 . 1 .7 ) de ki beklene n de gerle r aşa6ıdaki şekl i alırlar . 
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------- 2 (n1+n
2
-2)p --

E 1_ w (~) ! .:·-ı 1 J 
ı ~ 

= D 2 
(nl+n2-p- 3)nl 

-------------- 2 (n1+n
2- 2 ) p 

E 1 w(~) ı r - -~ ı • 
12 ı = - - 2- D 

l .1 (n1 +n2- p- 3 ) n1 

---------- 2 
Var [ w(X ' ] == Il 

Böyle ce P( n2 1 n
1

) ın tahmini 

:ı._ 

= . 1 ·. ~ 
............ / ' 

.... ! 

------E [ - w(! ) 1 ı-; 
1 

] 

i--- ___ . 
\jVar f w(;!) -~ 

ı_. .J 

' l 
-·' 

şeklindedir. P( _: ı 1 1 : 12 ) de aynı yoldan bulunur . 

(4 . 1 . 9) 

(4 . ı. 10) 

Şimdi cetvel _2,.3 de ki verileri alarak yukarıda açıklanan 

me todları birbirleriyl e karşıla~tıralım . Cetvelde ki ç ok-değişke nli 

ve r ile re pratikte b i r çok mi salle r bulunabilir. Mesela iki bitki 

t ü r ünü ayırdetmek i ç in JS_ = yaprak geniş liği , X2= yaprak sapı uzun­

luğu, x
3
=gövdenin çevresi, x

4
= kökün uzunluğu gibi karakt eri s tik 

vasıflar ölçülür . 

Bu gruptaki değişkenle re ait 4x4 boyutlarındaki variyans ­

kovariyans matrisi Doolitlle me toduyla veya doğrudan doğruya ters 

çevrilebilir ( Karataş , 1967) . Boyle ce 

6 -ı - 2 - 2 

-ı ıoo -ı 3 o o 
V = 27 -2 o 3 o 

( 4. ı. ll) 

l - 2 o o 3 
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s imetrik matrisini kullanarak , maliyet ve nisbi frekruısların eşit 

oldU6u kabul edilirse diskrimi nant fonksiyonu 

w(x) = ı0 . 7407 ~+2 . 96 30 x2 - 1 . 8519 x
3

- 4. 0740 x
4

- 11.2408 

(4 . ı. ı2) 

şeklinde çıkar. Ivlahal onobis mesafe s i ise 6
2 

= 8 . 0370 bulunur . Bu­

na göre he saplanan fonksiyon de ğe ri sıfırdan büyükse fertler ikin­

ci populasyona aksi hal de birinci }Jopulasyona sınıflandırılırlar . 

Birinci ve i kinci populasyona ait 

(1)' u = (1 . 5 2 . 0 2 . 5 2 . 5) 

( 2 ) 1 
u = (2 . 2 2 . 5 2. 8 2 .6 ) 

değe rle ri kullanılır s a 

W (~(ı) ) = 7. 222 3 - 11 . 2408 = - 4 . 0ı85 

W (~( 2 )) = 15 . 2593- 11 . 2408 = 4. 0ı85 

bulunur. Diğer taraftan 

(4 . ı.l3) 

( 4 . ı. ı4) 

W ( ~ (u(l) + u( 2) ) ~~ = 11 . 2408 - 11.2408 = 0 . 0000 (4 . 1. 1 5) 

olduğwıdan, popula syonun ortalamalarından hesaplanan fonksiyon 

değerle r~ genel ortala adan hesaplanana göre simetrik bir durum 

göste r i r ler . Diğe r bir ifade ile sınıflandırma kriteri iki değerin 

ortasında yer alır. Yanlış sınıflandırma ihtimali 

-ı. 417 

C (- .2:_ 1') 
1 ı ı t 2) 2 ·- = 1 e xp (- 2 dt 
} /2 i: ' \ 1 .. ..-;.ı<. . ! 

= 0 . 0778 (4 .1.16) 

olarak bulunur . Bu de~er gerçek de ğe ri gös t erme k t e olup , bundan 

sonra çeşitli meto dl ara göre örnekten hesapl anacak yanlı ş sınıflan­

dırma iht imallerinin mukayeses inde kriter olarak kul :anılacaktır . 
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ı . Metod : Bu metodda he r gruptaki fertler i ki kısma ayrı­

larak i lk 12 müşahade diskriminant fonks iyonunu, e:,eriye kalan 13 

müşahade de hata nispetlerini he saplama k için kullanılmı ştır . Du­

rum ce tve l 4 . 1 . de gö sterilmi gtir . 

Cetvel 4 . 1. Birinci T~ et o da Göre Her Gruba Düşen Fert 
Sayıları 

ı ı 
ı 

~opulasyonlar_ I II 
1 1 

f-Değişkenle r 

1 
~ ' x2, x3' x4 ı ~ ' x2 , x3 , x4 ! 

' ' ı ı Diskr iminant fonksiyo u için 1 

' 12 
1 

12 

ı kullanılan fer t sayısı 1 

i 

kullanı- l 
i 

Hata n i spetleri için i 

ı 13 1 13 ı l an fe rt sayı sı ! 
: 

! • 

ı Toplam 25 
! 

25 ı 

' 
1 

Populasyona ait variyans-kovariyans matrisinin örne k tahmi­

ni (2 . 4. 22 ) kullanılarak hesaplanmı9tır . Bunmı tersi aşağıdaki g i ­

b i dir. 

53 . 2283 

- ı. 502 

- 5. 2073 

L-ı5. 8946 

-ı. 4502 

13. 3138 

- 3. 1175 

- 4 . 2325 

Ayrıca he r ruptaki ortalaw:ıalar 

- (1) ' X == ( l. 510 2. 171 

- (2) ' X = (2 . 15 2.293 

- 5. 2073 

- 3. 1175 

9.4068 

ı. 8859 

- 15 . 8946 

- 4 . 2) 25 

1 . 8859 

14 . 9209 

2 . 458 

2 . 813 

2. 606) 

2 . 626) 

(4 . 1. 17) 

(4 . ı. 18) 

olarak bulunmuş tur . Bu değerler kullanılarak hesaplanru1 diskrimi ­

nant t onks i yonu 

w(~) = 32 . 2018xı-0 . 5082X2 -0 . 3828X3-9 . 8641X4- 3l . l266 

(4 . ı. 19) 



- 55-

şeklindedir. 

Buna göre, eğer X müşa.tıadesinin fonksiyon değeri sıfırdan 

büyü kse i l gili fert i.kinci , aks i halde birinci populasyona sınıf­

landırılır. Her iki 5ruptaki toylam 26 fert bu şekildeki bir i9le­

me tabi t ut ular ak birinci grupta bir ve ikinci grupta iki ferdin 

yanlı~ olara s ınıflandırıldığı görülmüştür . Bunların kendi Grup­

larındaki top l am fer t sayılarına göre nispetleri sırasiyle 0 . 0769 

ve 0 . 1538 dir . Ortalama yanlı9 sınıflandırma i h timali böylece 

0 . 1154 ol arak bulunur . 

2 . l[e tod : bu sefer , diskriminant fonksiyonunu hesaplamak 

iç in bütün üşanadeler kullanılmıştır . Toplam olarak 50 müşahade 

alınarak hesaplanan variyans- kovariyans matrisinin ters i 

.3] . 0846 - . 1810 -6.7942 -10 . 9572 
... 

ı 
-ı - 4 . 1810 14 . 2747 - ].0819 - 2 . 1851 (4 . ı. 20) s = 

- 6 . 794-2 - 3 . 0819 ı 2 .005l 1 . 3824 

- 10 . 9572 - 2 . 1851 1 . 3824 13 . 7601 

ve gruplardaki ortalamalar 

- (ı} t 
X = (1.563 2.104 2 . 46.3 2 . 62 6) 

( 4 . ı. 21) 
- (2 )' X = (2 . 147 2 . 435 2 . 806 2. 661) 

şeklindedir . Böylece diskrimina t fonksiyoıu aşağıdaki gibi bulunur . 

(4 . 1. 22 ) 

Bu f onks i yonun hesaplanmasında kullanılan 50 fert tekrar e ­

l e al~narak hata nispetleri hesaplanını tır . İkinci gruptaki fert ­

lerin hepsi do ğru sınıflan - ırıl ıkları halde birinci gr uptaki fe r t ­

lerden i ri yanlış olarak sınıflandırılını tır . Ortalama yanlış sı­

nıflandırma i htimali böylece 0 .020 bulunur . Diğer bir ifade ile 

yukarıdaki diskriminant fonksiyonu kullanılarak yapılan sınıflan­

dlr~da or talama olarak her 50 fertten biri mensup olmadıkları po ­

pul~~yonlara dahil edilirl er . 
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J . Ife tod : İkinci metodda bulunan variyans-kovariyans mat­

r isi i l e or talamalar kullanılarak 11/Iahalonobis mesafesinin tahmini 

olan n2 , 

n2 = (x(ı) _ x (2)) , 8-ı (~( ı ) _ x(2)) 
(4 . 1. 23) 

= 8. 7734 

şe kl inde hesaplanır . Yarılı 

= 0.0681 bulunur . 

sınıflanaırma iht imali ·:L (- ı 

2 
D) 

4. e t od: Maha lonobi s mesa:t'es i n i daha iyi tahmin ede cek 
2 

is t a t i stik 

ma i h 't i mali 

D~ = 7.5 395 olar a k bulunur . Hurauan , yanlı ş sırıfland ır-
rf-.- ı Jlt 
~(-~D) = 0. 0853 olur . 

5. Me to d : Ortalama ve variyansların sabit olduğu kabul e ­

d i l e r e k w(X) i n be lenen de ğeri ve variyansının tahmi n l eri a ağı­

dak i g i b i dir . --- --- -E [_ w(X) n 1J = ] . 5912 ---Var [ w(X)} = 9 . 4281 

Yanlı ş sınıflandırma ihtimal i buradan 

] . 5912 
3. 070 ) = 0. 1210 

olarak hesaplanır . 

5 ayrı metoda e:,ö r e yanlı ş sınıflandırma i h timalle ri böyle ce 

hesapl ndıktan s onra hangisinin da" a etkili o l uğu hakkı da muka­

~ se ile bi r fikir edi n ilebilir . Yukarıda sade ce 4 deği::;ıken kulla­

nı lını tı . Yarılı sır ıflandırma i h timalleri cleği 9ke n s ayı sına da 

bağlı el uğuna gör e herhangi bir metodun üstünlüğü çeş itl i deği ş ­

ken sayı larına g ör e aynı kalmayabilir . 'u bakımdan eği şken sayı­

sının da dikkate alı a r ak mukayese in ona göre yapılması ge r e ki r . 

El deki misalde bütün metod l ar dört deği kenl i olduğu g i bi, 

ü ç · e ğ i ken (~ , x2 , x3 ) , i ki değişken (~ , x2 ) ve bir değişken (Zl) 
haller i i ç i n ayrı ayrı t a t bik edilmişt ir . Elde edi l en sonuçlar 
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ce tvel 4 . 2 . deki gi~idir . 

Cetvel 4 . 2 . Çeş itli Metodlara Göre Hesaplanan Yanlı ş 
~ınıflandırına i h timalleri 

~i <~ı 
·---- - --- ·· - "' 

y 

1 

2 3 4 
i ' 

ı ı 
1 

ı 0 . 1~23 0 . 2692 o 2692 ' 0 . 1154 ı 

2 ı 0 . 1 oo 0 . 1 00 0 . 1 200 0 . 0200 

3 0 . 1 09 3 0 . 1093 ! 0 . 1093 0 . 0681 
ı 

4 0 . 1314 0 .121 0 0 . 1251 
1 

0 . 0853 

' 5 0 . 1 4 69 0 . 1 446 ı 0 . 1587 1 0 . 1 210 
' ! 

iPopula syonda ı 
1 l J 0 . 1 210 
1 

0 . 1056 0 . 1003 0 . 0778 

Ce tvel i n s on s ırasındaki de ğerle r po - ulasyon için hesapl a ­

n an yanlı ş s ınıflandırma i htimallerini gös t e r mekted ir . Bunlar ge r ­

çek iht i malle r ol up , diğe r metodlarla bulınan değerle rin mukaye se ­

si i ç i n kullanı lacahtır . 

(4 . 1. 24) 

fo r mülüne gör e P değerlerini ıesapl ıyalım . Yukarıdaki P , popu-
x ~ 

lasyon de ğerlerine g öre ; P ise herhan5 i bir me toda g ör e hesaplanan 

yanlı ş s ınıflandırma i h timallerini göstermekt edir . Bununla ilgili 

de ğe rler cetvel 4 . 3 . de gösterilmiştir . 

Cetvelden de anlaşıldığı g i b i metodların birbir le r ine olan 

üs t ünlükle r i , diskri inant fonksiyonunda kullanılan d"eği::;ıken sayı­

sına gör e değişmektedir . Onun iç i n i lk bakış ta hangi me t odun en i ­

yi olduğunu öyleme k mürrlliün olamaz . ~ğer r akkamlar variyans ana li­

zin in f ar a z iye l e r ini yeriLe getirmiş ol alardı , çoklu mukayese yo­

l u. ile öneml i fark göste r en llle t odlar t esbit edilebilir di. b durum­

da , par ametrik o lmıyan metodlardan birini kullanmak en uygun bir 

y ol olarak görünmektedir . Bu. maksat l a cetvel 4 . 3 . deki veri le r, 
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Ce tve l . 3 . Çeı:_;;i tli Iv'1etod l a r a Göre Tahmin Edilen Yanlış 
Sınıflandırma İhtimallerinir Gerçek Değerle­
rinden .Ayrılı9larının Iv uulak Değerleri 

~- :~.:_])eği ş .. say., 
1 2 

-- ----- - -~ ---- -- ------------1 

~:~e-~ o dl~r_---.._- __;;;--'-Ol ____ _ __,,__ ____ , -~----­
ı 

/. ,. .., ______ - -
J 2 
ı-- -- -

l.-
3 

L 4 

ı 
5 

.Populasyonda 
! 

! 0 . 0713 

0 . 0190 i 
1 ı 

1 

1 
0 . 0117 1 

0.0104 

ı 0 . 025 
1 
! 9 

0 . 000 0 

0 . 1636 

0 . 0344 

o. 00?)7 

0 . 0154 

0 . 0 390 

0 . 0000 

i 
-;------ ---1 

1 
o. 0 376 i ı 0 . 1689 

ı ı -1 T---- -----.--
0 . 01 97 ı 0 . 057 8 

-. ,_ 
ı 0 . 0090 ! 0 . 0097 
! 1 

1 

1 
1 

0 . 0 248 
1 

0 . 0075 ı 
i 

0 . 0584 i 0 . 0432 

0 . 0000 0 .0000 

her C.eğ i şken için ayrı ayrı alınarak büyüklük s ıra sına gör e sıra 

numaralaı..cı verilmiştir . Mesela bir deği:;;kenle ilgili olan süt unda 

en kü çük degere (0 . 0104) sahip olan dördüncü me toda 1 , bundan son­

ra ge len üçüncü me t oda 2 , i kinci metoda 3 , be9inci met oda 4 ve bi­

r i ncj_ metoda 5 sıra numaralarının ve rildiği gibi . Ne ticeler ce t ve l 

4 . . de gösterilmişt ir . 

Cetvel 4.4 . Yanl ı ş Sınıflandırma i htimalle rin i n Sıra 
Numaraları 

~ay. , 1 i 

ı ı 2 :J 3 ı 4 Toplam t 

ı ttv -----.._ 
1 ı 
1 1 

--- 1 l 

ı 5 5 ı 5 3 ı 1 8 
[ ı 

ı ~ 
2 3 3 1 2 5 ! 1 3 

1 i i 
3 1 2 ı ı ı 

1 

2 
1 

6 ı 

! ---· - ---~~-

i 1 

4 ı 2 ı 3 ı ı ; 7 
1 

1 i 
1 1 

ı 1 ı 
5 4 1 4 4 1 4 ı 16 ı 

1 ı 

i 

ı 
_j 

_J 
ı 
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Cetveldeki to~lalli de ğer i kü çük olan me todları_n iyi , diğel:'­

lt~ J. iH iıı daha kötü olması gerekir, Bu r akkarnlar e sas alınarak ik i_ 

y0nlü parametrik olm.ı_yan variya.ıs analizi yapmak için Fr .ıadlil.aı:ı 

~es t l. ı.:ıygulanmıştır (S ie del , 195 6) . bu t es tte kullan1.lan 

12 

nk(k+l) 

k 

/ _ . 
i=l 

) 

R-:- - .)n (k+l) 
:ı 

(4 . L25) 

de~ i ~keni yaklaşık olarak k- 1 s ~ rbestlik dereceli ki- kare dag ılışı 

göste rir . Formulde ki n deği9ken say :Lsını; k metod sayısını , I. ise 
ı 

he r 7netoda ait toplanı gösterme ktedir , n= 4 ve k= 5 oldugundan 

/~ = 11 . 4 bulunur . P = 0 . 05 i htimal s ınırındaki 4 serbestlik derece -
r 

li ki-karenbı cetvelden bulunan değeri 9 . 49 olduğundan , metodların 

aynı olduklarına dair sıfır hipotezi reddedilir . O halde metodlar 

arasında bir farklıl1 k vardır . 

Parametrik olmıyan istatistikte çoklu mw{ayese yapmak diğer­

leri.:lde olduğu gibi pek kolay de ~ildir . Gayemiz en iyi metodu tes­

pit Gtmek ol uğundan , eldeki öze l hal için a ~agıdaki g ibi bir yol 

taki~ edilmi~t ir . 

Cetvel . 4 . den anlaşılacagı üzere birinci ve be inci metod­

lar 6enel sıralamada daima en onlaTda yer almaktad ır. O halde bun­

lar Jikkate alınmadan geriye kalall üç metod içinden bir seçim yapı­

labilir . bu ıiç metodun farklı olup olmadığı bir önce ki problemde 

oldugu gibi Friedman testi ile anlaşılabilir . k= 3 ve n = 4 olduğun­

dan x_2 
= 15 . 5 bulunur . F'riedman te s tine g öre ser estlik derecesi 

r 2 
üçte n küçük olduğu zaman _,~r nin dağılışı daha başka bir durum 

gbst l-:ı rmektedir. Bu bakımdan kes in ihtimal de ğerleri (e xact probabi­

liti-3 s) kullanılır. k=3 ve n=4 ldu~u zaman PC,i )/" 1 5 . 5) < O. C0 5 bu-
2 r 

lunur (Siegel , 1956). Yani Jr de be riniı.. 15 . 5 veya daha fazla ol-·r 

ması ihtimali 0 . 005 en küçü1 t~r . Diğer bir ifade ile metodlar a-

rası:..J.daki farklılık önemlidir . Han6 i ·inin daha farklı olJuğur ... u an­

lamaK: için ikişer korubinasyonları.ln alarak pararnetrik olmıyar_ 

testlerden birini uygulamak mümkündür . Her to plamı meydana ge tiren 
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mıi9::ı.~ adelerin sayısı küçük olduğun an ? Marın- vVni -tney testi tatbik 

r; ::J ıl8cektir. 

lirs·3 

Önce üçüncü va d0rdüncü ;ne todla:_ :ı . cı.larak hipotezle ri kura-

Ho İki metoJ.la he salJlanan Janlı ç, sınıflandırma ih+ı iii.al­

leri aynJ dır . 

Hı tJ çüncü me todla he aplan:::ı.n yanJ.ış sınıflandırma ih ti­

malleri diğer metodla hesaplanano.an daha küçük olmak­

tadır . 

Cetvel 4 . 3 . deki değerler büyüklüklerine göre sıraya dizi-

0/037 

( 3) 

0 . 0075 

(4) 

0 . 0090 

(3) 

0 . 0097 

( 3) 

o . o1o 

(4 ) 

0.0117 

(3) 

0 . 01 54 0 . 0248 

(4) (4) 

0lde edilir . Her değer i ç in ( ) ün ~aç defa (3) ü geç tiği sayılır . 

0 .0075 ' e tekabül ede ı:ı. (4) , (3) ü bir defa; Oc0104'e tekabül eden 

(4 ) , üç defa diğerleri ise dörder a~~fa geçer . Boylece lVlamı-Whitney 

istatistiği 

u = ı + 3 + + 4 = 1 2 

olarak hesaplanır . He.zır cetvellerden U= l2 için!'= 0 . 171 buı-wur . 

Bu i11timal O. 05 in çol üzeriı.de c:, l a"J.ğu içüı sıfır hipotezi kabul 

edilir . Bu durumda farklılığın i k inci metoddan ileri gelmiş olması 

ge r eKi r . Ge r~ekten , aynı şekilde yapılan testte i k inci metodun 0 . 05 

ihtiiD.al sınırında farh:lı oldu/Su ulun u9tur . 

Yukarıdaki mukayeselerden , yanlış sınıflandırma iht i malle ri­

ni hesa plamada kullanılan üçüncü v e dördüncü metodların d iğerleri­

ne nazaran daha do ğru sonuç verdiği anlaşılır . Birin ci , beşinc i ve 

bunları takip ede n ikinci met od en ~ötü neticeleri vermektedir . 

Ampi r ik hesaflar a dayanan ilK iki lietodQn yarıl ı sonuç ver­

me ·.:.eri i ki sebepten i leri gelebilir. bir incisi , d iskriminant fonl\: ­

siyonu , populas onun ortalaması ve variymıs-kovariyans matr i s inin 

örnek tahminle ri kullanılarak elde edilmiştiro BöJle b i n _fonksiyon 

s apmas ı z değildir . İkinci olarak ı f::mksiyorıuıı ne s&:p larıdı gı mt.şaha­

de l e r t ekr a r yanlı ş sınıflandırma Lıtiillallerinin bulunması i ç in 
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kullarıılmı 9tır . 

Lachenbruch tarafındal ileri urtilen be9inci metodun da iyi 

.Jir s onuç vermemesinin sebebj_nüı örne k ortalaması ve variyans- ko ­

variJans matris i nin sabit olara le kabul ed:t.lme l eri nden ileri geldi­

g· düşünülmektedir . 

Ele aluı ğımız misalde iyi soıuç veren dö rdüncü metodun he r­

z.aman i çin aynı duruillunu muhafaza eu.ebilee:eği şüphel idir . İki po ­

pulaöyon arasındaki s tandardize edilmi9 mesafe küçük olduğu zaman , 

D
2 

nin sapma sız tahmini olan~ ' çoğu zaman ne gatif ç ıkar . bunu. 

önle · ek için, da a önce bahsedilen oaşka bir talıminin kullanılması, 

şüphe siz bu metodla e lde edile ce k sonuca tesir eder . 

4 . 2 . Kalitatif Verilerle Yapılan Diskri inant Analizi 

Üze riııe Bir Çalı şma 

Bu kıs ımda cetvel J . ı. daki rakkamlar alınarak , esaslarını 

(2 . 5) ve (2 . 6) da verdiğimiz kalitatif verilerle yapılan sınıflan­

dırma izah edilecektir . 

Ünivers iteye diri~ te alınan f en puanlarının medyanı bulu­

nara.re öğrenciler 'va satın üstunde 11 ve 11 vasatın al tında 11 olmak üze re 

iki bruba ayrılını tır . Bu öğrencilerin li se mezuniye t dereceleri 

(0 : orta veya P : i yi veya daha yüksek) , ınezun oldukları lisenin 

bulunduğu yer (I : il veya K: ilçe) ve liseC.eki şube leri (F : fen 

veya E : edebiyat) ile üniversiteye giri şte aldıkları fen puanları 

arasLndaki ilişkilerin i n celenmesi i stenmektedir. 

4 . 2 . 1. Cochran ve Hopk ins me t oduna göre sınıflandırma 

İki populasyonun nisbi frekansları medyanın özelliginden do­

layı aynıdır . Yanlı ş sınıflandırma maliyetlerinin eş it olduğu f ar­

zedile re k , daha önce bahsedilen kaideye gör e ö ğrencile r, lisedeki 

duru.nlarına dayauar a k sırııflandırıl .a l:":t.:.T·" 

Cetvel 4 . 5 . de çeşitli durumlardakı öğrencile rin i ti ·alle ­

ri verilmi 9tir . Buna g öre pli) p2i ' i=l , 2 , 3 , 4 , 8 olduğundan OKF , 

OKE , CHF, OIE ve PIE durumlarındaki öğrencile r birinci populasyona, 

diğerleri ise i kinci populasyona s ınıfla dırılmı ştır. 
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Cetvel . 5 . Çe~itli Durrunlardaki ÖGrencile re Ait Ni sbi 
Fre kanslar ve ~ııııflandırıldıkları Populas­
yonlar 

-------------~-----------------------------·-------, -----------------~ 

i (~) 
Duru!illar 

li 
Vasatın altında 

i p2i ı S ınıflandırıldığı 
J Vasatın üsrnnde l Populasyon 

l 

ı ı 
: OKF 0 . 138 

1 
1 I 0 . 131 
' 

' i OKE 0.076 0 . 035 I 
! 
r -------------+-----------------~---·-------------4----------------~ 
! OIF 0 . 4-62 0 . 262 I 
: ---------------+-----------------~----------------~----------------~ 
1 8 1 ı o_.E o. o 9 o . 0 62 l I 

0 . 097 0 . 234- II 

! PKE 0 "01 ı 0 . 04-l ı II i 
1---+------+-----------ı.i'------ıl 
1 

PIF O< 110 O. 228 II 
~--------·----~-----------------4-------------------~----------------~ 

! 0 . 007 i I 1 PIE 0. 014-

Toplam 
ı 

1 . 000 1 ı. 000 ! j 

Yanlı ş s ınıflandırılına i ht i malleri cetvelden kolayc a hesap­

lana bilir . Birinci ve i kir ci popul a s yona yapılan yanlı ~ sınıflan­

dırUJ.a ihtimalleri aşağıdaki gibi bulunur . 

P( rı 2 1 .f\) = O. 097 + Oo 014- + O. 110 = O. 221 

P( n
1 

ı n 2 ) = o . 131 + o . 035 + o . 262 + o . 062 + o . oc:n= o . 4-9 7 

Ortalama yanlı ş sıııflanaırma i htimali 0 . 359 dur . 

Sadece öğrencilerin l ise mezuni ye t de receleriıe bakarak sı­

nıflaı ırma yapmanın IilÜmkün olup oluı.ao.ıgını an lama ' i çin oe tvel 

5 .. yapılır. 

Böyle ce orta derece ile ezun olanlar birinci populasyona , 

iberleri ise ikinci populasyona s ınıflanaırılırlar . Diğer bir 

ifade ile liseden orta dere ce ile mezun olanlar iyi ve daha yüksek 
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Cetvel 4 . 6 . illzuniyet De re cesine &ör e He r Duruma Düşen 
Öğrenci Nispet l eri 

pli p2 i Sınıflandırılan 

jDu..rl.Alillar Vasatın altında Vasatın ü s t ünde Populasyon 
{. 

o 0 .765 0 . 490 i I 

p 0 . 235 0 . 510 ı II 
ı 
ı 

'Toplam 1 . 000 1.000 1 
1 

de r e ce ile mezun olanlara nazaran üniversite gir i ş imtahanlarında 

daha düşük fen puanı almaktadırlar . Bu ~ekilde yapılar sınıflandır­

mada 

P( n 2 1ın1 ) = o. 235 

P( nı!Jl 2 ) = 0 . 490 

i h timalleri bulunur . Or talama hata nispeti 0 . 363 dür . Bu daha önce 

bulunan ortalama yanlı ş sınıflandırma i h t i malinden çok farklı de ­

ğildir . Aynı şey il- ilçe ve fen- edebiyat kriterle rine gdr e yapıla­

rak yanlı ş s ınıfla uırma ihtimallerinin çok daha büyük olduğu gö­

rülmüçtür . Bu sebepl e lisenin bulunduğu ye r ve mezun ol unan bölüm 

dikkate alınmadan da öğrencilerin sınıflandırılmas ı mümkün olabi­

lir . Diğer bir ifade ile sadece liee mezuni ye t de r ecelerine bak­

mak suretiyle üniversite giriş imtahanlarında alınan fen puanları­

n_Ln vasatın altında veya üstünde olacağı takriben O. 64 ihtimalle 

doğru olarak tahmin e ilebilir . 

4 . 2 . 2 . Ma r t in ve Bradley Iv e to du:ua göre sın:ı..flandırma 

ir önceki misalae , eldeki de~i~keulerin he r bir i iki ayrı 

değe ri almaktadır . :.iese la , öğrencinin lisedeki bölümı.i fen ve ede ­

b i yat diye iki kı sı da ir celenmiştir . Diğe r değişkenlerde aynı şe ­

kilde dir . Bu bakı da her deği şkene O ve ı değerleri verilirse , 

yukarıda t arif edilen populasyonlar iki şıklı (dicho t omus) populas­

yonları olur . Onun i ç in aynı misal e l e alınarak , daha önce iki şı kJ..::-_ 



- 64-

populasyonlar iç i n izat e di ldn teorinin tat ikat ı gös t e ri le cekt ir . 

O= O , P= 1 ; K= O , I~ ~ ~ 1 E:·: O ) E= l 

de {;er lerini almı 9 ol ~r ıe.r. fl~:; E aıde n -= 2'-j(, m= 2, I= 4, nı= n
2 

ı = ı45 , wı=w2= 2 - di:r . ~~..;:;:n.- : a J Ll:::..: ıı 22=-....: O ve 1 21=-:112= ı olarak 

aıır1.acakt ı r . 

Kuııanılar~ i htimal modelj_ :ı-3'abJ.d aki gibidir . 

m= ı , 2; z E z 
- J 

(4 . 2 . 26) 

Bütün _z değerleri i ç in p (z) ayrı ayrı yazılır sa a9agı daki eş it­m -
likle r e l de edilir . 

pl (OOJ ) = f(O Ol)(l+ a - a - a2 + a3) o 1 

p
1

( 0l 0) = f (OlO) (ı+ a - a l + c:. 2 a3) o 

p
1

(0l l ) = f(Oll) (l+ a - al+ a2 + a 3 ) o 

p
1

(100) = f ( ıoo ) ( l+ a + al - a -- a-) o 2 _2ı 

p
1

(10l ) = f(l Ol) (l+ a + al - a + a 3 ) o 2 

p1 (ııo) = f( l lO)(l+ a
0
+ a

1 
+ ~2 - a

3
) 

p
1

( l ll) = f (lll ) (l+ a
0

+ a1 +a 2 + a
3

) 

S ınıflandıroadak i kaide 

(4 . 2 . 27) 

(4 . 2 . 28 ) 

şekl indedir . ~ı de ge rlerini lıesaplar:ıak i ç in dalıa önce i zah e dile n 

metodl ara ~dre bir yol ~akip edilir . Önce (2 . 6.65) de n a
1 

i n baş­

lant;ı ç değerleri hesaplanır . l .ulunan değerle r a :;,a ğı daki gib j_dir . 

a
10 

= - o.oog = 0 . 008 

0 . 037 a
1 3 

= 0 . 1 0 7 
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1' 

Bunlar kullanılarak ( 2 . 6.83) ü .. .'1 Jard:.TJ.ıyla /-. 
1 

= - 21. 838 bulunur . 

Muhte lif ( ~ ) değerle rine göre hesaplanan f (~) a 9 a~ı daki gibidir . 
... 

f~ l OO) f(OOO) = 0 . 136 = 0 .167 

A 

f(lOl) f(OOl) = 0 . 055 = 0 , 027 
(4 . 2. 29) 

f(OlO) = 0 . 36 5 f (llO ) = 0 , 170 

f(Oll) = 0. 075 f(lll ) = o . oıo 

/' A 

Böyle ce >.1 ve f (~) değerlerini kuJ.lanrııak suretiyle ~ı in çözüı:;ıüne 

geç i le bilir . Fakat (2 . 6. 82 ) den de anla~ılacağı gibi çözünı uzun 

bir komputer hesaplamasııı gere{tirı:;ıektedir . 1 \(amz) 1< ı olduğuna 
di kkat ederek (2 . 6. 82) seriye a çılıp , de r e ce s i iki ve daha fazl a 

olan te r imler atılmı ştır . (2 . 6 . 82 ) tekrar yazılırsa aşağıdaki e -

itlik el e edilir . 

c2(~) ,0~(~) 

l+ hı( ~2 ' ~) 

(4 . 2 . 30) 

(2 . 6 . 71) e göre h1 (a1 ,z) = -h1 (a2 , ~ ) olup a şağı daki açınımıarı ya­

pılırsa 

ı r-J 

ı- h1 (a1 , ~) = 
l+ hı ( aı , ~) 

• (4 . 2 . 31) 

ı r -
l+h1 (a1 ,~) = 

ı- hı(aı , ~) 

bulunur . Bunlarda yukarıda yerine koyulur a 

:L .0 ıs (_~) J cl (~) - c2 (~) - c (~) hı(~l' z) 1 
~E~ L 

- j 
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= (4 . 2 . 32) 

bulur:.ur . böyl e ce d e nk:Lelı. ::-. i stcı.J.JL~rj l j_n~ er ~e Kle dönüş türülmüş 

olur . İlgili değe rler :~ul~_e.n.Ll .. r t>:ı a>:> ağ:tda t{ i e ş itlik e l e e dilir . 

1005 - c-~ 5'7 ? ··,: - 6? i a.1o 0 . 000 

74 - C:9 0 r7 f: 20 "" 74 .388 -. al l 
- 68 76 - 2~)0 56 8.12 ::::. i- 28 . 868 ( . 2 . 33) 

192 - 20 66 --2~0 8.1 3 J l2 8. 65 3 

bu dE: nkle m si s temler j_ çö züldugü za an şu elegerler bulunur . 

aıo = o. oı 6 7 

a.11 =-0 . 2454 

8.12 = 0 .0635 

a.12 = o.ı4ı 2 

Bunların do ğruluk dere ce s i ba 9 langı ç değe rlerine bağlıdır . İlk de­

ğerle r'e·-Inukaye se edi l j_rse bunl ar:.n ço k farklı o l duğu görülür . Bu 

bakımdan bulunan e n öOn de ~e rl~ r ba ~ langı ç de ğe rle ri ol arak alınıp 

iş le lere istenildi~i ka dar de vam e a ilir . 

J3ir önceki tah 1inl erle b i:~ sorı.rakile r ara sındaki ortalama 

fark takr i ben 0 . 002 5 ol uncaya A~dar i şlemle re devam edilmi ş tir . 

He r s afhada bulunan a1 değe rle r i cetve l 4 . 7. dehi g i -bidir . Görüldüğü 

Cetvel 4. 7. Parametr elerin Çe ~ it li Safhalardaki Tahminle ri 

0 . 107 0 . 141 ;_ 

> 

-ı lin 2. Tahmin 3. Tahmin 

- 0 . 0537 ı - 0 . 0575 
ı 

·---

ı 
1 - 0 . 2742 - 0 . 2758 
1 -r 

ı 5 
ı 0.0683 0 . 0684 ! 

ı - i 
") 0 . 0493 ı 0. 0436 

, ·1 Başlangıç 1 1 . Tahı 

ı ı ı 
~~---o_._o_o_9 __ -+l _ _ o_._ol67 

1. a11 ı O. 008 \ - 0 . 2454 

a 12 0 . 037 1 0 . 063 
ı ı 

ı 
i 

1 

g ibi yaklaşım ço k ça buk o lmu~ tu.r .. Parauıetre le rin tahminlerinde n 

sonra , sınıflandırma kaidesi için \'~1 , ~ ) hesaplanması ge r ekmek-
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ted:ir. Son o l arak hesaplanan pıcauıe·.Jre deı?,erleri he r ~ iç i n 

hJ (_~1 , ~ ) yi hesaplaıııE. d"'i ku.J.J.rtL- ~-:..c-sa cetve l 4" 8 , deki degerl e;­

elde ecl i l i r. 

000 

ooı 

Cetv e l 4 . 6. l'/rulıte.Li / :... l 0. r J 1 in Hesa planan h1 ( 8. 1 ~~­

D.::~er -~erj 

a - a - a - ~ 
o 1 2 3 

- --- -- ----

--

--

ı hı( ~ı ' ~ ' ı 

0 .1063 

0 . 1935 

t--------.----------- -------
oıo 0. 24 31 

-
0 . 3303 

--------~-- - --- --
- 0 . 4453 

~ 
ıoo 

ıoı - 0 . 3581 ı 

--- ---- ı - 0.3085 
--------------

ııo + a., -
; 

l l l a -'-
:2 

- 0 . 2213 ı 
S ınıflandırma kaides i ~ göre cetvel 4. 8 . deki 100 , 101 , 110 

ve lll durumlarına dü~en fertla r ilı Lcinci populasyona , d iğe rle ri­

nin ise birinc i p opulasyona :ı.ı,ıf ::ı.an J.Lrılrııaları ge r ekir . 

Martin v e Br adly me tod'..ı. il:-: ;...8to J la mukayese ed ilirse ( lll) 

durumu. h ari ç · d iğe rleriniıt sın·ı :fl altd .,_r1_Lı_şları aynıd ır . ( l ll) duru­

rrı.unda b irine i p opula s~' ondaki :~eı~t ·-- '~ :v·in ni r?b5: frekansları daha yük­

s e k ol ıası r a rağmen i .ki.nc i pc ";uJ a:,~'c; ıa sıııJ.fland .ırılını 9 tır . Ac lın~ 

da bu durUBd a lci t oplaL f e rt ~ 'iY ı c. :J.ç olup diğe rlerine nazar an çok 

düşüktür . Bu ·o akı ::ııdan ( lll) j <~·.n ; !lı<:_~ iki Lıeto1lada bulunan sl.nıf­

la!ldırma k a ide l e rine f azla gL.·renii.e·ı...8Zu Son ,nc t odun en öneıali a van­

ta jı 3 ok-degi ~kenli durumlarJ ıı herhangi biri veya birkaç ında IL.üş a-
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4. 2. 3. Norma l d.eğışker.. ı . ~:.'Ül :n-: a ~.ı tatif deği~ .,nmlere çevrilme si 

Bundan önce ~-n ; e leııen YJ -_tıulerdEo e] e 9.lınan değişkenle rin 

y a he p süre.kl i v eya 11ep k<:! sj.J{] j_ c l e.. ' .. .'.bU. -~'ar z<:> clilm:i.9ti. Baz an kali ­

+;atif ve kantitatif c:L;ği~ ~e ı1 e::- tj.r are.da olabD.ir. Bu gibi halle r­

de kalitati::':' cleği ı;ıkenlere O, L., '2 gıbj. sı:::·a nULıaras:ı. vere r ek b i r de -

eceye k a dar .kant i ta·cif şel.:le ö:)kma :k sure ':;iyle analiz yapılabilir . 

Bı.ınulhla berabe r el iğer bir yol . l :aıJ t;i tat if değü:i;:icen:Le r in kal i tat i f 

h ale ge tirilrr..e lerid ir . Her deği :}ken 2,:.,4 kım:ıa bblüne r ek anal iz ­

leri, önceki bö l üml erdekJ. bibi yapılJr. 

Bu bölümde ç ok öz;e :. bir- hal jncelenerek , tek 1ür n ormal de ­

ğişkenin kalitatif haL:ı ge tirilr..ıesir:ıc~e n do l a ;p. ay:ı.:;_n ıu gücünde h a ­

sıl olacak kayıp incelenecektir . y gib j normal bir deği şkeninn 1 
populaayonundaki o rıJalat.ıasJ 'J, ~Jaryansı 1 ; ·\de k i or-o:;alamas ı o v e 

varyarısı _ıl 1 deki g i lJi 'Jlsun . Ayrı ca i 01 / J2-"l şart:..rn kabul ede lim. 

Bu değişken i çin lahalanobis mecafe b i 

(4.2 . 34) 

= ~ 2 

o lur . y'yi iki durULılu kerı ikli c.eğüşken şe.ı:elin.e çevj_rel i m. f\ ve 

n 2 populasyonlarında ~erhang::!. ı ir f er j_n i ' j_ ıc i ( ı=l ' 2 ) durumd a 

0lma ı ihti a l lerini P ' i l;~ 1 ) Vb P(i in
2

) ile göste r e lim. O zaman 

optimum k a i de 

(ll .• 2 . 35) 

şeklindedir r Yani bu şart sağlaLıyorsa, i;inci durumdaki f e rtle r 

ni , aks i hal de ''
2 

popule.. syor.uı ... a dc:h:ı.l ed ili:~ . 

( 4 . 2 , 35) in heriki taraiın.ın l ogari tına~. J . alınJ r s a 

(4.2 . 36) 

bulunur . Ayrıca , 



-69-

X := ln ! P (i i ;· ı 1 ) ·ı - l n P (iın)1 (4 . 2. 37) 
~ 

ya~nlırsa optimum kaid.e 

X ) O 

ı:;ıe kli- i alJ.ro 

(4 . 2. 38) 

Sürekl ı de ğişkenie rin ·~c lünınest 8.Şag:ı_daki şekilde göste ril-

, i.ği g i bidir .-

!lı ' 

/- ı 
.. ' ı 

,/ ./ ~! i 
·-$~ 1 

.!1-_1. ' 

ı '"-
1 ı.:. 

--· -------:-----

ekil L . l . Sürdkli Değişkanıerin Bölünmesi 

mna g ör e, de ğe -rl8 ri o/2 d8n küç·Jk o =L an fertler bir i nc i tluruma 

p
1 

i h timal i ile göst ıa r ilen) , büyük o lanlar. i k i n ci duruma dahi l 

dili~ . He r populasyo~daki ihtimaller ve bunl ara a i t değişkenler 

etvel 4. 9 . da gösterilmiştir . 

Ce tve l 4 . 9, Ça9 itli Durumlardaki İht imalle r ve İlgil i 
X- De ~ işker.i.le :':'i 

İhtimo.llôr~---~ ı 

P (iln
1

) 1 p 
l 

1 2 
1 

1 P ( i l n
2

) p ,.., 
1 

,.. ı 

1 
ı 

X 
\ 

wl 1 

ı 
ı 

~-----·----·-------~-------------~ 

;tvelde k i w
1 

= l n - - -- ve 
p 

2 
w= ln 

2 
P2 

:!.r .. İlgili değerle r 

.ıll anılarak X' in )• 
1 

:p opulasyo:.ı.unda.ı:ü be kleı.len de ğer i ve variyansı 

(4 . 2. 39 ) 
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şeklj_nde bulunur . 

ı ı 2 
- - exp( - 0--ı ) ri. t 
Jir L 

- •/ J. 

~/2 

J 
= CD(b/ 2) 

şekl:Lnde gös ere lim. ep (~/2) s:ı"f ır etr8.fında Taylor seri s ine g ör e 

açılJ.r sa 

- ı - ., 
Q(-

2
- o) = ~.-:p( o) 

"0 ~(1 = 2 

bulunur . O halde 

ı ı 
Pı = - 2- (1 + 

,/ 2 n 

ı 
+ - 2 

ı 
+ 

J2ı.:; 

Ö) 

p = ~(1- --
1

- b) 2 2 v 2 r 

olur . Diğer taraftan 

ı + 
ı 

f 
\/2 )1 

w1 = ln L. ----~--
1 --1-- ~ 

J2f1 

- 1'----b ı J ı"~-1:-- ( t ) 
L d t 

'6) 

ı 

= ln (1 + 
ı Ö) - ln(l - ı 

J2!! 2Tı 

i 

J t = o + . .• 

(4 . 2. 41 ) 

(4 . 2. 42) 

(4 . 2. 43) 

6) 

şeklinde yazılabilir . Bu da sıfır etrafında Taylor se ri s ine gör e 

açılabilir . Çünkü Ö / ~2D dir . Böylece 

r o 2 6 
(ı ) w = -

ı J2n 2 J2 rr 
(4. 2.44) 

e lde ed i lir . Aynı şekilde 
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J2 ;r 

( ı-
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o 
----·-- ı = 

2 1,... -., ~ J 
- •v 

.L 
( . 2.45 ) 

bulumr. X' i n ller ikı populasyoı c..a1~ l b8.~:_e: nç .ı. ue ~eri 

E(X , r
1

) :.= (2 - l) \ L 
1 ..L 

= 
' 

(l - - .. ~---) 
2 J 2 J 

şexlindeair . Variyansı i se 

2 2 
V ar (X ı rı l ) = wl - l E (X 1 ıi l ) 1 

= 
2 c/ 
--- (ı-

n 

= Var (X 1 rı ) ' 2 

-
2 2 l 

(~.2 . 6) 

2 b2 
) (1- --) (4 . 2. 47) 

2 f' 

2 
bulunur . X-deği çke i için Mahalono bi s !Jle so.fe sini 1~ 1 ile gösterir-

se k 

2 
..:~ı = 

= 

2 l E(X 1 n
1

) - t:(X ı ;T
2

) : 

Var (X) 

2 ~ 2 

Jl 2 
ı-

o 
2)1 

(4 . 2. 48) 

bulw1ur. Sur ekli değişken için , '
2 = ~ 2 

idL l:ı öylece sürekli değiş-
keni- kesikli değişkene çevrilme sinden meydana ge len kayıp için 

2 2 
L2ı/ -0 oranı bir ölçü olarak kullanılırsa 

2 
( "·, ı 

/ ' 2 
2 ı 

(4 . 2.49) = 
ı -

2J! 

eş it l iği el e edilir . Dikkat ~d ilirse Ö = O için L-~/ 6 2 oranı 
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2 = O. 636 olu:r. o LYiyuduk~e l ıu o.~ e.ı ı h_..;_.; '.llur. Diger bir ifade 

j_le ı:opulasyonlar arasındaki dl' ~,s. . ."~:: t_rı;_y ..... u .ln:çe surekli değişkenle ­

rin kesikli hal e c5e tirilnıeler J l ali:ude q;ı:.:r.:ıı:ı e:,ticü a?.alır . 

4 . ~. D:i.skr imir.~.aııt Anali~ind.ı.= K:ı.y· :ı.- .IIü:;.ahaC.ele r 

lıazall kayıtların tutul a'-ırıtLkı hat a ve bunun g ibi sebep­

lerden dolayı fe rtler uzerindç J' a_p :•. l::ı.rl w.J.şql:lauele rder.ı. b ir kısmı 

kay be d ilmiş o la bilir . J3öyle haller e ay:~n ::ert t e ki_ kaybedilmeı; iş 

müşabadele rden faydalanarak elde e rt ilece k hlalUınatı arttırmak iç in 

kayı~ların tahmi n i , o l dukça karı şık bir mese l e dir . Bu dur um d i s k­

riminant analizi ve oklu r e gr e yon 6 ibi konularda daha d a karışık 

b ir durum göste r i r . ÇünkU de~i9kenle rin da~ılışları çoğu zaman 

farklı lık gös terirle r . 

Kayıp ::nüşahaae le rin olduğu fe rtle ri deı e meden ayrı tut mak 

şüp e siz en o:ı.si t ve kestirme yoldur . Fa mı:; me vcut ve rile r i kullan­

ak suretiyle populasyonun paran.~:: ;;:>.-<"le rini. en do i ru bir şekilde t ah­

min ed ilmes i Gerekmektedir . 

Diskriıninant analizi çerçeve s i nde bu konu şirudiye kadar ç ok 

az kimse tarafından incelenmi~tir . <3ckson (196 ) , kayıp müşa1 ade ­

lerin tahnini için iki yol tavsiye e tmekt edir . J3irincisi , her ka­

yıp d9ğer i çin , ilgili deği~ e · in ö nek or~alaması alınır . Kayı p 

müşahade leri tal mini ola rak kullan J.lan ·bu de ğe r muhakkak k i b irçok 

bakımlardan sakıncalıdır . 

jackson ' un tav s iye ettiği ilcin ci metod ise ~öyle dir. 

X= (X_ , • • . , X ) - :;..-ı - p ( 4. J. 50) 

ç oklu müşahaae le ri g ös teren nıat ri s olswı . ~{ , nxp matris, x_ , .•. :X 
:;..-ı - p 

ise k::ıy ıp müşalıade leri olan n x l boyutl::r:_~"L r.CLa.tü vektörle r Gl.ir . 

Bunlc..rJan o iri (me se la. !ı) ba~• .ID.l::. aeği;:;,ken , diğerle ri ba­

gımsı~ degi ~ ken olarak seçilip çokl u re Gre~ya~ yapılır. Bagımsız 

deği9~{e lerc..eki kayıp ınü~arıadeler i çj_n o aeğişke nin ortalaması 

koyuLrr . Böylece bagımlı deği şkendeki bütün eksik kısımlar tamam­

lanır . bu i şlem di2;e r but-un değiı:,.keılle r içi.n ayni şekilde yürütü­

lür. ~ir önce k i tahmin lerle sonraKi ta~ainler ara ı ıdaki f ark 
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ı. s":Pr.ı:Lan st=v"J_yeye uuşünceye kalla~ i ~leı.ıl •; re devam ed ilir. 

jack.3 crı 1 un da.., r aııdığı tt~orik t:sas anali tü:: olarak ispatlan-

o.an_l ~ .. aKat awpırik olarak sa~la ırrn ç tJ.:· . .:le to dmı. dayand1.ğı no r mal-

:; ik i'a'!:'aziyes inin birçok hallerele bc zu1augu çok büyük bir örnek 

ı:z.e rine çal ı9:-tlara ajrıca belirt il .. . i ~ t~.r . 

A:::::-·;:::ış tırmamızda ~ kayıp müşalıacielerin ~ahruini - in ç ok-değiş­

kenl j_ normal dağJ.lış gösterdi.ğ i fa r c:.z i ye si esas al.ınarak yapılacak-

X= A8 (4.3 . 51) 

line e r modelini alalım . Ilwdelde i ~' mxp p arame tre matrisi, A ise 

a-:,ağ::ı. daki g ibidir . 

ll " 
1 
ı o 

~ 1 
1 : ı 

~- nı tane 
A = ı 1 

ı o ı ı 
ı 

ı ) 

(4.3 . 52) 

ı ı ı o ı 
1 . 

J 
n2 tane 

ı 
. 
ı ı o ; 

nı ? n2 he r g ruptaki f ert sayısını göstermekte u ir. Kayıp ruüşahade le -

rin "'J a hmi n i bu modele göre yapılaca ı:::tır . Önce bir · eğişkenli mode ­

li (;~, bu takdirde nxl vektördür ) ö.larak hata ( r es idual) kareler 

toplamını bulalım : ~ nın en küçük kareler tah ini bilindiği üze re 

" A' A B= A' x (4 . 3 . 53) 

nor mal eşi tligi nden ·ouıunur. Fa~{at , çoğu zaman A 1 A matris i nin t e r ­

si. y oktur . Onun için ~ ' amaca Ujgun b ir matris olma k ü ze r e paramet­

rele r arasıneta 

B E= O (4 . 3 . 54) 

şekl inde bir sınırland .ırma yapılara le , J n1n tahmini 

bulunur. Ha t a karele r to plamı i se 

S= (x- AB) ' (x - AB) _ .. , - ..,.- -- - ....... 



(4.3.56 ) 

r,ıe kl ~_ni a l J_r . ;ı;_ b ir i~ matris Lıi b·)ste: rrıtıJcteu i:r , 

J5una e;ö re kayıp müşal aacler l ata l{5. __ eler toplamını i n i mum 

yapmak su~e tiyle bulunur . 

Ş i md i ? tekrar çok-deği ;;.kerü i 

X= A 8 (4 . J . 57) 

l ineer modelini inceliyelim. Benzer şekilde , buna ait hata kareler 

toplamının da 

"' "' (X (X s = - A G) ' - A 8) 
-e 

(4 . 3 . 58 ) 
= X' l I - A (A ' A +~ ' B)-1 A ~ ı X - - J - -

o ldu~u kolayca bul unabilir . S , pxp kare matri idir . Bir de~işken---e 
li lalde kayıp müşa adeler i n talminı i ç in S yi mini mum yapan değer-

ler seçilir . Falm t de ğ i 9ken say:-;_sı biraen faz lc. ol uğu za an me s e ­

l e daha da karı şık bir ~ekil alır. Çünl~ bir değişkenli hal de sa­

dec e bir sayıya teka oül eden S bu takt irde ir matristir . 
-e 

Çok-deği:;.kenli l inee r mode llerde kayJ_p mü9a· adele rin tah-

mini için Donal d (1971 ) , S nin izin in yan i köşegen elemanlarının 
-e 

toplamının minimum yapılmasını krite r olarak kullaımı tır . Ayrıca 

S n jn dete rwinantının 
-e 

a l t e r natif bir kriter olabileceğine de 

işar8 t etmiş f akat bununl a ilg i li he rhang i bir çalı şma yapmamı ştır. 

Donald ' ın çok-değişkeuli lineer mode lle r için geli ~ t ir · igi 

metodu diskriminant analize tatbik ederek kay ıp müşahade lerin nasıl 

tahm~n edilebileceğini izah edelim. ::::> nin izi Tr(S ) şel linde g ös-
-e -e 

teril irse 

! 
-

B' B)-l 
·ı 

Tr (S ) = Tr X' [ !-A(~'~ + A' l X 
-e L J 

p 
-ı 

(4 . J . 59) 
= j X'. (I - !;;(A ' A + !:'::e) ! ' ] X_ 

- J - - J j-;;1 

buluımr . Böyle ce yukarıda i ıfadeyi mi imum yapan değe rle r kayıp 



- ? 5-

müşahade ler i n yerine alıııırlar. Dikt~a -~ ·-~ d il j_~sA I - !::_(!::_ ' !::_ +- B ' 13 ) -ı!_'} 
matr is i pozitif yarı belirl i (jjo.n;,iye S8Uıi uP.fj_nita) dir . Yani 

X1_ [I- (A ' A + l:l ' :B) -l A' -,X. b·..ı~ · ı .. ~ o\:jı:..,t.~ r~eri için sıfırdan bü-
-J - - - - - - - --J - -J 
yüktür . :Bu sebeple JC 1 l ·-t\. 1 A 1 1-i +L' b·ı·· 1 

A 1 X. n i n ıe r terimi 
·-J '· - ·-- ·-· -- ·- - - ·- J 

ayrı ayrı minimum ya]Jılırsa T:;::- (S ) Ö8 ıhj_nio.urı olur . Durum her X . 
-~ -J 

iç in ayrı ayrı ince le~ dibinde 1n oble liı. bır clc)gj_şkenl i modeldeki 

kayıp müşahade lerin tahmininin aynı ola uğu e,ci rülür. 

Donald 'ın yukarıda izah ~dileH kriteri ile , diskr iminant 

analizinde k i kayıp müşaha e l e r :..çin tatb i k etillek i s te diğimiz "ge ­

ne lle ştirilmi · variyans '' kri te r j_ mukaye se edile cektir . Bu krite r, 

çok-degişke li lineer mode l esas alınarak Jesaplanan hata ma t risi 

8 nin determinantının minimum ~ - apı lması esas:-ı.na dayanır (Öztürk , 
-e 
1972) . Genelleştirilruiş variyans k r iterini tatbik etmede n önce 

bunun mahiyetini kısac a açıklJ.y&lım " 

. J. l. Genelle 9tirilmi ş va i yans 

Çok-de ğişkenli i statisti .r.t eki variyans- kovariyans matris i 

(V) bir de ğişkenli iötat i s tikteki variyansa (o 2
) tekabül ede r . 

Diğer taraftan genelleştirilmi ~ v ariyans olarak adlandırılan V 

nin de terminant ı, çok-de ği ~keııli istati sti~te v ar i y asyonun ba k a 

bir ölçü u olarak kullarulır (Ande r on, 1958; Wilks 1932) . Aynı 

şekilde örnek vektörleri olan~, ... , Xn in gene lleş tirilrruş vari­

yansı 

ts/ = 1- 1
-

n-ı 

n 
l~ (Xr:, - X) (Xcx - ~) ' 

-Y =l 
(4 . 3. 60) 

şeklinded ir. Bunu n- boyutlu uzaydaki p tane nokta cinsinden üşü­

ne rek ge ome trik izahını yapalım : 

l.i ı = C~ ı ' . .. ' 2n) ' z . = ~ .) X (4 . 3. 61) ,,.. _ ·;. 

• ı 

ı l.p 

olsun . O za an l.~ l_. = a .. , i' n ci ve ~ctörün uzunluf;unun karesi , 
ı ı ıı 

y_ : y_ .= a .. , (il j) i se i' nci ve J ' nci vekt örle rin uzunluklarıyla 
ı J ıJ 
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bunlar arasındaki açının kosunüsünun çarpımıarına eşit olur . 

-7----r/ 
/

/ :h / 

-~ 

Şekil 4 . 2 . p= 2 Olduğu Zaman ;y_1 ve y;_2 Vektörlerinin 

Şewatik Olarak Gösterilişi 

Yillcarıdaki şekli inceliyelim: p= 2 olduğu zaman şekil bir 

par ale l kenardır . Ege r p= 3 ise bu sefe r kenarları y;_
1

, y_
2

, ;t
3 

vek­

törleri olan bir paralel kenar pirizma elele edil ir . Gene l olarak 

p- tane vektör için paral el kenar , p- boyutlu uzayda -bir şekildir. 

Bu (p-1 ) boyutlu parale l düzlem çiftlerinin kesişmesinden meyda­

na gelmiştir . 

Şimdi yukarıda izah edilen şeklin hacminin A = (n-1) S nin 

determinantının kareköküne e ş it olduğunu gösterelim. 

p= l için 1 Y' Y ı= 1 A ı= Y:.iY:.ı olup , determinantın kare kökü 

y_
1 

vektörünü uzunluğunu verir . Aynı şeyin p= k-1 için de doğru 

olacağını düşünerek p= k oldugu durumu i nceliyelim. 

k- boyutlu şeklin tabanı k- 1 boyutludur . y_
1

, . .. , y_k- l vektör -

lerinin lineer kombinasyonu olan c 1~1 + c 2~2 + .. . +ck- l .lk- l vek-

törü k-boyutlu şeklin tabanında yer alır . En küç " k mesafeyi 

v = y_k - (c1~1 + ·· · + ck- l ~k-l) şeklinde tarif e dersek bu k-bo ~ 

yutlu şeklin yüksekliği olur . v ve ktörünün minimum olabilme i i çin 

y_
1

, ... , ı_k- l e ortegonal olma ı gerekir . Yani , c
1

, . .. , ck- l katsa­

yılarının 

(4 . ] . 62) 
=o j=l, . .. , k-1 

şartını yerine getirmesi lazımdır . Iıc- l ' rk ve c matrisıeri aşağı-
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gibi olsun. 

y = ( ;rı ... ;rk-1) - k-1 

yk = ( ;rı ... Lk) 

ı o o -c 
ı 

o ı o -c . 2 
c = 

o o ı - ck-1 

~ 
o o o ı 

IY' Y 1= /C ' II Y' Y ll cl - k - k - - k - k ' -

= 1 c ' y ı y c 1 
ı - - k - k -

[Y ' - k-1 

= 

l~ ' 
Cfk-ı 

J 

y ı y 
- k-ı-k-1 

= 
o 

v) 

o 

v ' v 

(4 . 3. 63) 

o lduğundan 

( 4. 3. 64) 

bulunur . Daha önce Y' y 
- k- 1 - k- 1 in k- 1 boyutlu §eklin ıacı iıiı ka-

resi olduğunu kabul etmiştik. Diger taraftan tabanı k-1 boyutlu 

:;,ekil olan le-boyutlu ;,eklin yüksekliği v nin uzunluğuna e~ it oldu­

ğundan bunun hacmi 
ı 

H = ( ı yk- 1 yk- 1 1 y_' y_ )2 (4.3 .E5) 

şeklinde bulunur . O halde 1 Y' Y 1 = j Al nın karekökü p- boyutlu şe k­

lin hacmi ne e -it t i r. 
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4. 3. 2 . .ıe to dların mukay8 se s i 

Cetvel 3 . 2 . deki veri l eri a larak he riki me todu da kullanıp , 

kayıp müşahadeler i t arımin ede li:..ı . Bu me ı<s 'ltla x..
1 

değişkenine ait 

birinci populasyondaki u çüncü muşahc.CL8 ( l = ı. 946) ile X2de ği şke ­

n ine ait iki nci populasyon uaki U. oku z.uncu ınuşa.l: adenin (y 
2 

: ı. 411) 

kayıp oldu~u far zedile ce ktir . 

a ) Donald 'ın kriterine 5ör e kayıp uıJ.ş at1ade l e r in tahmini 

Dene me matri s i d i ye adlandırılan 20x3 boyut undaki ~' 

ı o ı 

1 1 0 tane 
ı o ı 1 

(4. 3. 66) A ""' 
) 

ı ı o l 
' 1 0 tane 
1 

ı ı o . J 
) 

şeklindedir . Bunda son i k i sütunuıı topl amı birinc i sut una e~ i t ol­

duğınıdan A' A matrisinin t e r s i yo kt ur . (4 . 3. 54 ) de tarif e dilen ~ 

matris i 

B =: (O ı l) (4. 3. 67) 

-e klinde seçilir se 

20 ı o ı o 
A' A + B' JJ = 1 0 ll ı (4 . 3. 68) 

l ı o ı ll 

e l de ed i l i r . Bazı i 9lcu lercte n s onr a 

J o 
ı (4 . 3.69) 

ı o 
o j 

bulunur . Eş itliğin sa~ında ıoxıo boyut unu a ki j ve O matrisleri 

aş ağı daki g i b i dir . 
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ı ı ı 

j = ı ı ı 

ı ı ı 

o o o 
o = o o o 

o o o 

İki degiçken için S nin izi 
-e 

Tr(~) = X ' [I - ~J~ ' A + E ' E)-ı Aı ) -ı -

+ X' lI -- 2 - ~ ( A'A + B' B)-l A' 

olur. Diğer taraftan !lı' ~2 , x 21 ve X2 2 
törleri göstermek üzere 

şeklinde yazılırsa 

X' ) 
=---ı 2 

l 
J 

( 4 . 3. 70 ) 

~ 
(4 . 3. 71) 

x2 

lxlO boyutundaki vek-

(4 . 3 . 72 ) 

ı 
Tr( I?.e) =!i~+ x2 ~2- 10 (!1_ı.:!. xıı + ~2j xı2 

(4 . 3.73) 

20 2 ı 1 
ı o 

2 10 2 -
= L x;_ . - ı o- (L xııi) + ( L xl2 .) J 

i=l ı ,_ 
i =l . ı ı 

ı= 

(4 . 3.74) 

20 
2 ı 

lO 
x2li)

2
+ 

10 
2 

_ 

+ 2· x2i - 10 
[ ( ·-- ( L x22 ·) 1 L - . ı ı -i=l i=l ı= 

elde edilir. 

Birinci ve i kinci gruplardaki y1 ve y 2 kayıp muşaha ele r i­

nin tahmin için TR( ) nin kısmi türevlerinin bunlara 6 öre alınıp -e 
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sıfıra e ş itlenmesi ge rekir . 

---·- -- ·= 1 . 8 Yı - 2 . 95 3 = O 
(' V 

~ l 

CJ r 
2 

(4 . 3.75 ) 

= 1 . 8 y1 - 2 . 048 = O 

denklemleri ~özulür se y1 = 1. 640 ve y2 = 1.138 de ğe rle ri bulunur. 

Bunlar popul a sy on ortalarnaları olan 1 . 500 ve 1 . 200 de ğe rle ri ile 

mukayese ed i l digi nde , ge rçek değerleri e çok yakın oldukları anla­

ş ılır . 

b ) Gene lle9 tirilmiş variy ans krite r i ne gö r e ta minl Bi r ön­

ceki metodda o lduğu gib i y
1 

ve y 2 müşahad8 lerinin kayıp oldukları­

nı farze de lim. He saplana S matri s i a şagı daki g i bi dir . 
-e 

s -e = 
( -0 . 560+ 0 . ll8yı+0 . 4l7:2) l 

( - 0 . 560+0 . ll8yı+ 0 . 417y2 ) (l. 937- 2 . 048y2+0 . 9y2 ) j 
(4 . 3 . 76 ) 

~ene lle~tiri lrui 9 variyans kr i t er i bunun de te rminantı olup. 

kay J.. p müşahade le ri tahmin etmek için 

re kir . Bazı i ş lemlerae n sonr a 

S n i n min imum ya:pı lıııas ı ge­
-e 

(4 . 3 - 77 ) 

2 2 
-1 . 84 3 Yı+ 1 . 620 y1y 2 

bul unur. 
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Görtilduğü g ibi yukarıdaki iki bilinıniy~nli jenklem sistem­

leri ikinci c.ereceden olup ç özumltıri basit deE:;ıldi. r, llununla bera­

ber çok küçü ~ bir ha·sa ile y
1 

vtı y 2 aşağıda.r~i bioi çozülür . birin­

ci ve ikinci rlenkl e .. u.hırde _ y
1 

ve y
2 

çe kilirse 

2.658 (2 .102 - 2.239 
2 

y 2 + y2 
Yı = 

ı. 620 1 2 .13 - 2.275 
2 

y 2 + y2 

(4 .3 . 78) 

ı. 84 3 (4- . 285- 3 . 228 Yı + 
2 \ 

Y1 1 

y2 = 
1 . 620 (4 .323 - 3 . 281 

2 
Yı + Yı - ' 

ilol:.. p-ar<><"'~ 
bulunur. Her iki eşitliğin sa~ tarafındaki pay ve payda~ değerleri 

y
1 

ve y
2 

nin belirli değüi'im sınırları dahiliJ:ıde e .-ş it olarak alı­

nırsa 

y1 = 1 . 641 ve y 2= 1 . 138 

bulunur . Bu değerler JJonald ' ın kri ttırini cullanaralc elde edilen 

değerlerin hemen heme aynıdır . 

Ele aluığımı z misalde çe9itli mü9aha elerin kaybedildiğini 

farzederek yapılan hesaı>lamalar yukarıdaki gibi netice ler vermiş­

tir . Bu tip çalı9malar ikiden fazla de ğişken içinde yapılarak me ­

todları birbirlerine olan durUhlları hakkında kes i n bir hükme va­

rılabilirdi . Fakat iki değişkenden fazla haller için S nin deter--e 
minantını minimum yapan değerleri bulmak oldwcça zordur . Bunun 

için komputer hesaplamalarııa dayal~ fonksiyou minimum yapan te k­

niklere başvurmak ge rtı kir. 

Donald 'ın kriterinin diskriminant analizi için kullandı ğımız 

he ·aplamalarda sağlaaığı kolaylıklar şüphesiz arzu eailen bir özel­

liktir. Fakat itiraz e ttiğimiz nokta , bu krittı rin değişkenler ara­

sındaki kovariyansı dikkat e almamasıdır. Halbuki bu durum çok-de­

ğişkenli istatistikte olaukça önemlidir . 

4.4. Değişkenlerin Seçimi 

Biyometri ve uiğer bazı konularla ilgili ara ~ tırmalarda, 
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bir ferde ait mu9atıadeler genellikle müınkiın olduğu kadar çok de ­

ğişken üzerinde yapılır . Ölçüle rin bu de rece çok sayıda alınınasın­

da en önemli sebep üzerinde çalışılacak ferdin te minindeki güç lük­

tür . Büt ün deği9kenlcr ölçüldükten sonra, ara~ tırıcı bunlar ara­

sından en önemlilerin i seçmek i ster . Çünkü fazla sayıda değişken­

le çalı mak , çözülme k istenen :p~:-')b~ .f )mirı datıa karL,ık bir durum 

gös termesine yo l açar . 

Diskrıminant ana lizinde en uygUlı deği9keni yani ayırıma 

konu olan populasyonların mukayesesinde en fazla farklılığı meyda­

na ge tirenleri se çmek çok geniş ve önemli bir pro blemdir . Değiş­

kenl e rin mümkün olan bütün kombinasyonları ı kul lanarak elde e di­

lecek di kriminant fonksiyonlarından 

.-:ı· ı 
· 'L = :_±-' (- 2 - D. ) ( 4. 4. 79) 

değerleri he aplanıp , bunlar arasından en küçük ~ yı veren korn­

binasyon seçilebilir . Diğer bir ifade ile , en küçuk yanlış sınıf­

landırma i h t imalini ve ren kombinasyondaki deği §kenler , ama ç için 

en uygun ola ılarıaır . 

Populasyonun parametreleri bilinmedi6i za man örnek tahmin­

l e rin in kullanılacağını bundan önceki bolümlerde belirtmiştik . böy­

le halle r için çeş itli metodlar 6e liştirilmiştir . Bunların dördü 

ile , ayrı olarak tat oik e tme k istediğimiz bir metod mukayese edi­

lecektir . 

4 . 4 . ı. Degi9ke- lerin seçimiı de kullanıları metodlar 

Bu konudaki metoaları kı saca izaı ettikten sonra bir misal 

alınarak mukayese ya]ılacaktır. 

a) t-değerine g öre seçim (We iner ve Dunn 1966) : İki grupta­

ki, ortalamaların far~clarını kullanmak sure iyle e l J.e edilen Student' 

in t-de ~eri he r de~i~ken için hesaplanır . ~una g üre 

t = (4 . 4. 80 ) 
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hesaplanır . Formulde {i ~ ' x2 , birinci ve ikinci gruplar daki or ta-
2 

lamayı , S ise iki 6 r ubun karı :;ı t ırıllill Ş veriyansını yani , 

2 ni - )2 L L (X .. - X. 
2 i=l j=l ıJ ı s = (4 . 4. 81) 

formülüne göre elde edilen değe ri göstermektedir . Böylece en büyük 

t-değe ri olan değişkenler seçilir . 

b) Diskriminaı1t fonksiyonunun katsayıları (Weine r ve Dunn , 

1966) : Bu metodda diskrinıinant fonksiyonunun katsayı sı 

p 

b.=~ 
J k=l 3 

k 

(4. 4.82 ) 

kriter olarak kullanılır . s!, birinci metodda olduğu gibi karıştl.­
rılmış variyaıısı ve rjk ise korelasyon matrisinin tersinin j ' nci 

sıra ve k ' ncı sütunundaki eleQanı11~östermektedir . buna gör e mut­

lak değeri en büyük b. değerlerine sahip değişkenler seçilir . 
J 

c) İki grup arasındaki mesafe (Lebi chew , 1962 ) : Mahalono-

bis mes afesinin örnekteki tahmini bir değişken için yazılırsa 

(4 . 4. 83) 

bulunur . Kullanılan bu değer t ye benziyorsa da örnekteki fe rt s a­

yı s~na bağlı olmayışı bakırnından farklıdır . İki grup arası ·aki 

standardize ed ilmi mesafe l eri en büyük olan değişkenler ayırım 

için en etkili karakterler olarak seçilirler. 

d) Ayırım b~cündeki değişiklik (Ur bakh , 1971) : Hir degişke­

n in atılmasiyle D2 de meydana ge lecek değişiklik kriter ola rak 

alınır. b,.. ve r kk (4 . 4 . 82) deki gib i olsun. Urbakh ' ın ile ri sür-
n. 

düğü kriter 

b2 
k < - - kk-

r n + n - p - 2 
ı 2 

(4 . 4. 84) 
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şeklindedir . YQkardak i D
2

, p-degişkene ait D
2 

yi gös termektedir . 
p 

bm a gö r e b~/rkk değerleri, eşitliğin sağ tarafında hesaplanan 

degerden büyük olan değişkenler seçilir . 

e) Hata kareler toplamındaki (re s idual s um of s~uare~ de ­

ğiş iklik : Kayıp müşahadelarin tahmininde , genelle~ tirilmi9 vari­

y ans kriterini ileri sürarken , çok-de ği9kenli 

X= A fJ 

lineer modeli esa olarak alınmı şt ı . Şimdi ise , değişkenlerin se ­

çiminde 

(4 . 4. 85) 

çoklu r egr esyon denkleminden h areket ederek , hesaplanan hata ka­

r ele r toplamındaki de ~işiklik krite r olarak alınacaktır . Bu kri­

teri izah etmeden önce , çoklu re gr esyon ile diskriminant f onks iyo­

nu arasındaki ilişkiyi gösterelim . 

(1) n2 
( ~ =1 ' .. . ~ ~) y ; ~ = 

nı+ n2 

(4 . 4. 86) 

( 2) -n 
ı 

( cx =l , ... , n
2

) Yry__ = 
nı+ n 2 

olsun. Böylece tarif e dilen y deği~keni s abit olup e r ör nekte 

farklı değerler alır . Gruplar arasıl aki fark~ dikkate almadan 

y ' yi bağımlı değişken olarak düşünüp çoklu re g r esyon analizi yapa­

biliriz . xi ve yi lçrin çarpı larının toplamı 

(4 . 4.87) 

dir . Bu ise örnek ortalamaları arasındaki fark a orantılıdır . bu 

şartlar altın a bulunan çoklu r e5resyon katsayılarının diskrimi­

nant f onksiyonunun katsayılarıncan farklı olmadıklarını kolayca 

ispat edebiliriz . 
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v(i ) :::: n ' (x(i) - X_-) 
.ıc.. Clt /-:? - D' (4. 4. 88) 

mode l ini alalım. Yukarda k i 

(4 . 4.89) 

d ir . Normal eşitlikle r i s e 

2 

= ~ ~i (i)(X(i ) _ X) 
;__ Y cx - ex. -

şekl ini alır. Diğer taraftan 

2 n. 
<:"""- -ı 

h.= L L 
i=l a=l 

2 n. 
:E L Lı 

i = l 0.::=1 

i=l nt::::::l 

= 

(4.4 . 90) 

(4 . 4. 91 ) 
şekl inde yazıla bilir. ~ -=- ~f_ (t::}-~l-' 1)(~1- ~l~ >) yo"2..ı\ı ı- !'Q 

<.~' Q/)., 

<~(l) _x(2))' l' 1 

bulunur. ( X: ( l ) - x ( 2 )) 1 $ bir sabite olduğundan 

i~~ -ı ( ~(l)_ !(2) ) 

(4 . 4. 92 ) 

(4 . 4. 93) 

-' 
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d ır . Tek değişkenl i istatist iKte olduğu gibi muamele l e r içi (hata) 

var iyans- kovariyans ınatrisi 

S == A -- w d d ' (4 . 4. 94) 
nl+n2 

şeklinde ifade edilebilir . d = X(l) - X( 2 ) dir . Diskriminant kat-

say:ı. s ı 

1 -ı 
Ocıe. d - -vv (4 . 4. 95) 

idi . Buradan d çözülüp A cinsinde ı ifade ed ilirse 

d = s h == (~ --w-

(4.4 . 96) 

= Ab - d d ' b 

bulunur. Dikkat edil i rse d ' bir sabi t edir. Bu g ile gösterilir-

se 

d (4 . 4. 97) 

olur . Bazı cı saltmalardan sonra 

t:' == A-l d ( 1 + g ) (4 . 4. 98) 
nln2 

bulunur . Dige r taraftan çoklu re gre s yon katsayısı 0 da A- ld 

orantıll.d l.r. 

ye 

O halde; f e r tle riniki normal populasyondan birine sınıf­

landırılmaları bahis konusu olduğu halle rde , y-değişkenine yukarı­

da t arif ediıu iği gibi değerler verilmek suretiyle bulunan çoklu 

r egresyon denklemi ile diskriminant fonksiyo nu aynı şeyi ifade ede r­

ler. 

Bu noktadan hareketle , de ğişkenlerin seçiminde çoklu r egr esyon 
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için geliştirilmiş metodlar d is.k:rimi.nant analizinde de tatbik ed i ­

lebi l i r . 

Şimdi , 

(4 . 4. 99) 

(1) (1) (2) (2) 
mode l ini ele alalım . Y' = (y1 .. . . , Ynı , Yı , . ·· , yn

2
) ve 

~· = (0
1
,. •. , f p) dir . (X - X) matri s i ise aşağıdaki gibidir . 

x( ı) - X pl p 

(X - x) ""' 
xil) - 1]_ 
~ 

x( ı) - X (4 . 4. 100 ) 
pnl p 

~i ) - ~ 
x(2) - X .; pl p 

~2) 
- ~ n2 

X( 2) -
- X pn p 

2 

una gör e ~ nın en kU.çük kareler tahmini 

A -ı 
(3 = ( (X - X) 1 (X - X) ) (X - !) t y (4 . 4. 101 ) 

olar ak bulunur. Hata kar ele r toplamı ise 

(4 . 4. 102) 

(X-X) ' ·~ Y -- ) -

şeklindedir . Çoklu re~resyon denkle mi nde değişkenler seç il i r ke n , 

hata kareler t oplamı.rıa.a meydana gelen de ği~iklii:,e oakılır . Bir 

değişken hariç tutulduğunda hata karele r toplamındaki artış en 

küçü k i se , ilgili de ğişkenin d iğe rlerine nazaran daha az öne me 

saıip olduğu anlaş ılır . Höylece en az farklılığı meydana ge tiren 
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deAi şkenler seçilerek ra bresyon denklemi dışında bırakılır . 

Diskriminant fonksiyonın1da da a nı durumun me vcut olması 

mümkün de ğil dir. Çoklu r egr e 'yanda y
1 

le rin normal dağılış gös ter­

dikleri kabul edilir . Halbuki Jj_skriminant fonksiyonundak i y. l e r 
ı 

- ~ - ve ~ değe rlerini alan sun :i deJi~kenlerd ir . .F'araziyedeki 

bu farklılık sebebiyle hata karaler toplamında meydana gele cek 

artışın önemli olup o lmadığının kontrolü çok güç bir durum göster­

mektedir . Eunurüa be rabe r , seçimdeki amacJ.mı z deği çkenleri önemli­

lik sıras ına gör e dizrnek oldugu ndan 1 hata karele r toplamında mey­

dana gelecek artı şın önemliliği bahis konusu değild ir . 

4 . 4 . 2 . Metodların mukayasesi 

Tatbik etmek istediğimiz yukarıdaki metodu , cetvel 3 . 3 . 

de k i ve r ileri kullanarak dige rleriyle mukayese edel im. 

[Cx - ~) ' (X-X)} matri s inin t e r si afŞağıdaki g i bi bulunmuştur . 

( 
0 . 2881 -0. 08 67 - 0 . 1243 - 0 . 0721 

-ı - 0 . 0867 0.2465 - 0 , 0562 - 0 . 0.349 l (X - X) 1 (X-X) J = - 0 . 1 243 -O . C562 0 . 2476 0 . 0211 

- Oo072l -·0,0349 0 . 0211 0 . 2202 

(4 . 4 . 10.3) 

Diğe r t araftan 

Y ' (X- X) = (7 . 296 4 . 139 . 293 0.435 ) (4 . 4 . 104 ) 

olarak hesaplanmı ş t ır . Bunları kullanarak (4 . . 102 ) den S= 3 . 860 ) 
r 

bulunur . Bundan sonra en iyi üç değişkeni seçmek i ç in (~ , x2 , x3 ) , 

( xı , x
3

, X
4

) , (~ , X2 , x4 ) ve (X2 ,x
3
,x

4
) korubina · yanları için Sr 

değerle ri ayrı ayrı hesaplanır. Misal olarak (~ , 
2

, x
3

) kombina s ­

yonunu alalım. 3x.3 boyutundaki ( ~-~ ) ' (~-~) matrisinin tersi aşa-

ğı daki gibidir . 

-ı 

r 

0 . 264 5 - 0 . 0981 - 0 .1174 

U!-X) 1 (~-!):ı = -0 . 0981 0 . 2410 - 0 . 0529 (4 . 4 . 104) 

- 0 . 1174 - 0 . 0529 0 . 2456 
l.. 
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4 . 2_j9 4. 29 J) (4 . 4.105) 

değe ~- leri lnı_'"'...lanılır s a, dördünc-J de ı:i;i9:tcenj n atılmasJ_ndan sonr a , 

hesa -.Jlanan hata :{are l er to plarn..ı_ b 
4 

= 4- c 9237 ·Jlarak bulunmuştur . 
r 

Aynı şe kilde 

(~-, x~ ~x4 ) ko~binasyonu i ç in "' = ].8788 u 
rJ 

(~,x3 , x4) koillb inasyonu içj_n s =- .3.9335 r2 

(X
2

, x
1 
~x4 ) koınbinasyonu için s = 8.6784 

rl 

eğe:~leri bulunur . B netice ::;_arden, h ata kar e l er toplamındaki en 

az artı çın (1~1 9 x2 'x4) kombinasy )nunıı.n kullanılmas ıyle meyd ana g e 1-

diği anlaşılJT . 0 halde diskrimirıant fonk s iye U için ~ ,X
2 

ve X
4 

değişkenleri seçilebilir. :Bu -J..ç deği ·kende n hang isinin daha az ö­

neml i olduğın-u bulmak i ç i n ü;ıleınlere aynı şekilde devam edilir . 

Çe şi "Gl i k ombinas yon lara ai t Sr, de ğer le ri aşağ :Ldaıü g ibi bulunmuş ­

tur . 

(~ , X2) kombin asyonu için s = 4 . 94.3 5 
r ' 4 

(~ , X4 ) kombinasyonu için s = ] . 9.384 
r ' 2 

(X2 , X4) kombina s yonu iç i n s = 9 . 6825 
r ' l 

Böylece x
2 

y e nazaran JS_ ve }:
4 

değişkenlerinin daha önemli 

o ldukları anlar:;ı lır . 

~ ve x4 ayrı ayrı kullanılarak hesaplanan ~ 11 değe rle ri r 

~ için s = 4 . 9517 r n4 

x4 i çin s = 1 2 . 4 635 
r " l 

9eklinde buluııarak en öneı.ııli e~işkeıün JS_ oldu;; sonucuna varılır. 

Değişkenierin seç i mi için bundan önce izah edilen d ört ayrı 

me toca gör e elde e d ilen net i celerle birlikte bütüıı sonuçlar c e t ve l 

4 . 10 . da göste rilmi şt ir . 
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Ce tvel " J_O, Çeş itli l1etodla:! ·a c-:)re i.JE~Çil,~:_ı ~)P. 6işkeııle ::-in 
Önemlilik Dereec }_e:: iı.ı.e (kin; :-:ıı rc:-.:~3.·uşları 

--- -------
Metodlar 

t - c.e~e ri 

DiE>krirninarJ:~ ka -csa;yılar.:ı_ 

Gruplar ar ~sı daki mesafe 1 
i -----------------r----------
1 

ı Ayırım gucündeki deği9ikl ik 
, ______________________________________ _L___ 

S deki degiş ikl ik 
r ı -----------

Yuka:cıdaki ce t velde görüldüğü 5i i_ b~ rj_nt:::.. ·re üçüncü mdtod ­

lar aynı ne 't ic; P.yi. v e rmi tir . Ayrı ca iki uc i , a ordi.:i.nc:ü ~re be ş inf! i 

metodların d a birDirlerinden farksız ol duklar:ı an~_aş::: i_ma~tadı :.~ . 

Birir.ı.ci ı::Srupta ol a n me to d lardaki de ğ j_şkenlerL.ı. s:-.ra 'J. JS_; x
2

, X., , x
4

, 
_) 

diğerinde L~e JS_ ,x
4 

ı :
2 7 X

3 
şeklindedir . Dis"-cr i.ı:ıimm--; fonksiyonu 

için bunlar.:ı.n hangisi.nin daha gun olduğu:-ıu · opu1asyona a j_t hata 

nispetl e r ini hesay lamak suretiyle bulat:::.lj.rjz O'j_:X
2

} v e (X
1

:x
2

, 

XJ) kombinasyonlarınc.. ait hata rı.ispetlerüıin SJ.r &siyle 0.1056 ve 

0.1003 olduğu cetvel 4 . 2 . de oöster i lmü,o ti , A.:;n.:ı_ ŞE.~kilde os_ , ~~4) 

ve (~_ , x4 , x2 ) koffibinasyonları için de sıra3jyle 0,09~4 ve 0 . 0885 

bulunur . 

He r i k i hal iç in de yeni. bulunan O. 09.34 v e O" OE.ı85 hata ııis -

petl er i önceki lerden daha küçük olduğundan ; iKi n c i) c.. ördüncü ve 

be~inc i metodun ria ' & Joğru olc.,uıu sunuc-:..ın :'j. vs.rJ lı.r. f,Gc i len bn üç 

metodu birbir:_e ri 1e t:,ore w.ukay8se e abiln...e :r i c in &zla sayıda de ­

ğişken a larak daha 5e;.ıiş ir ÇEı lJ.§ma yaprru...1{. gere k i r. 



ö z E T 

Bu ara9tır ada diskriminan t ana lizi.:nin t;enel t e orisi i.nce ­

lene:::-ek değişkenlerin seçimi 9 yanlL? s :uüfl8.nd:ı. r..n.a -i_ .t.ttirrı ..:ı.lle ri ve 

kayı~J müşahacleler .in tahmini gibi kolll.ıla r c:. ba.z : ı_ ça1 .L;,;ma.laT yapıl-

ış tır . 

Üzerinde çok sayıda ölçüle r alınan bir f erdi 1 bu ölçtilere 

dayanarak mensub .J ldugu populasyona s:ı nıfland :Lr:ı_rke:n mümkün oldu­

ğu kadar az hata yapılması arzu edilir . Bu maks atla, yanlış ı­

nıflandırma rııal iye tinin beklenen ueğerini minimu~ yapan bL sınıf­

landırma kaicesi oulunmuştur . 

Çok-degişkenli iki normal populasyon için yapılan sınıflan­

dırmada Anderson ; un ileri sürdüğti aşağıdaki istatistik kullanılır . 

W (X)= (u( l )~u( 2 ))'V- 1X- ~(u( l)+u ( 2 ) ) 7 V-1 (u(l)_u( 2 )) /.ln k 
--- -- 2 - - ·--- ,... 

fo rmü ldeki ~ ( 1 ) 9 ~ ( 2 ) ortalama ve k . ör lerini .'i ise variyans -kova-

riyruıs matrisini ~ö ste ren parametrelerdir. bu para~etreler bilin­

ınediği zaman, ör n e k tahminleri kullc: nılır . Yukarıdaki istatistik , 

Fis e r 1 in lineer d is riminant fonksi;)TOHundan sade ce s a o it l.ıir te­

rim bakımından farklıdır . Populasyor. sayı ının ikiden fazla olau­

ğu h a ller i ç in sınıflandına k a idesi genelleştirilı.n:Lştir . .Ayn.l 

k aide kullanılar a:ıc kalitatif verilerle sınıfla dırınan.ın nasıl ya­

pılac ağı izah edilmiş tir. 

Arat)t ırmac.a öğrenci kayı tla r J ndan v e normal da @,J.lış göste-

ren ~ns. say:ı ları ı ... an e l de ec1ilen . ve Ti1..8 r ~:ı1l ::-.. n.,ı· · :ı_LJ c tJ.rQ 

Hata nispet l erini tahmin i çin gel i ş tirilmiş olan metodlar­

dan be ş tane si alınarak mukaye se e ailmi , bunlardan :L kısinirc en 

iyi o lduğu sonucuna varılmıştır . 

Kal i ta t if ve rilerle yapılan s ıLJ flanC l. rr:ı.acı a ikj_ a rı mu to­

dun -uygulaması gb s terilmi ştir . Ayrıca bir .rıo r..ıal de ~i :,.,Ke nin ka li ­

tatif şekle ge tir i lmesinden dolayı ayır ım .::,ı ~cunde ue;)·ctana gellm 

deği~iklik incelenmiştir . 
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Kayıp müşahadelerin talim ini için ileri oür ü l en i_" i me todurı 

mu k a yeseleri yapılarak bunların LJ ir cıirlerj .ne olan üstünlük l er i 

izah edilmişt ir . 

Ara's- tırmanı son kısmıı:da dJ_skr .imina::::ıt :fonks iyonu iç ir. kul­

lanılan de t, i :ş kenle rin seç i minde lıaz . L me t oular i nce l er miştir, Disk­

riminant fonks iyo1J.u j le çoklıı r e t::, r e .-3yo 1 aras ındaki ili. şki de gös­

terilerek d.eğ i ~kenlerin seçiıö_ i ç i n re g r esyon analizindeki t e knik­

lerde n birinin kullanılmasının mümkun o lal.ıile c e ğ i belirt ilmi ~ tir . 



SUMMARY 

In thıs research the general theory of discriminant anal~sis 

and some related topice such as probability of misclassification , 

choosing the best var iablee and the estimation of the missing obser­

vations were considered . 

The problem of nlas sification arises when an investigat or makes 

a number of measureme '1.t s on an i nd ivj_dua l and wi.shes t _ classify the 

indi vidual in to one of se veral p ı) pulations on t he basis of the se mee­

surements . In constructing a pre '!e duı, e of c la sification it is desi ­

red t o minimise the probability of misclassification. For this purpo­

se a classification precedure was obtained by minimising the expec­

ted cost of misclass ification . 

Ande rson proposed the following statistic s for the classifica­

tion of the individuals , into one of two multivariate no~mal popula­

tions . 

W(!)= { u(ı )_ ~( 2) ,·v-ıx _ ; (~(1)+ ~(2))' v-ı (u(l) _u(2)) 

whe r e u(l ~ u( 2 ) ar e t he mean veeters and V is the variance - covar iance 

matrix~ Whe~ the parameters ~ ( l), u( 2 ) and V are unknown , the sample 

estimates of these are used. The above mentioned statistical formula 

is the same a s Fisher 1 s linear disBrj_minant function, except the 

r. onstant term included in W(X) . In t he case whe re there are more than .. 
two populatione, t he allocation r ule was generalised . The same rule 

was use d to show how to classJ.fy individuals wi th the multi variate 

qualitative data . 

The data ~sed in the re sear~h was obtained by invoking t he si­

mulation techni~ues and gatherin~ observations on the student r e cords . 

Compar ing f ive of the methods developed to estimate the probeb­

ili ty of mis classification , two of :•he;m were found to be the be st . 

Applioation of two different methods was illustrated for the 

classification with tlıe multivariate qualitative datao The effe ct of 

replacing a normal variate by a quali tat i ve variate was als o menti0·­

ned for a spa cial case . 



SUIYIMARY 

In thıs r esear ch the ge ne r a l theory of d iscriminant ana2..~sis 

and s ome r e late d topi ·: s such a s pro babi lity of misclas sification , 

choos ing t he bes t var i able s and the estimation of the missing obser­

vations were considere d . 

The problem of classifi0at ion ari se s when an i nvestigator makes 

a num·oe r of measuremen t s on an i ndi v i dur:.l an d wishe s t " c l ass ify the 

i nd i v i dual i n t o one of s e veral popula t i ons on t he basis of t hese mea­

sure ments . In cons tructing a pre ~edure of class ification i t i s des i­

red t o minimi se t he pr obability of misclassification. For thi s purpo­

se a clas sificat i on pr ecedure wa s obt ained by minimising t he expec ­

ted cost of mi s classif icat ion . 

Ande r s on propo se d the foll owing stati tic s for the class iiica­

tion of the individual s , i nto one of two multivariate no r mal po pula­

tions . 

W(X) = (u( l ) _ u ('-2) ' v-1x - ~ (~(l) ... ~( 2 ))' V- 1 (u (l) _u ( 2 )) 

whe r e u ( l~ u( 2 ) are t he mean ve c to r s and V is the variance - covariance 

matrix~ \Vhe: t he parame t ers u (l) , u( 2 ) an d V are unknown, t he s a mpl e 

estimates of the se are use d . The abo'.re ment ion e d s tati s tical fo r mula 

i s t he same a s Fi she r 1 s l inear disBriminant f unct ion , e xce pt t he 

r:onstant te rm include d in W (X) _ Tn t he case whe r e there are more t han 
~ 

two populations , t he all ocation rule was general ised . The same rule 

was u.s ed to show how t o classıfy ind j_v iduals wi th t he multivariate 

qualitative data . 

The data ~sed in t he resear ch was obtaine d by invoking t he si­

mulation te chni ques an d gatherin~obse rvations on the student r e cords. 

Compar ing five of the methods deve loped to estimate the probab­

i l ity of mis classific a tion , t wo of ~h8m were found t o be the be st . 

Appl ication of two diffe r e t me thods was illustr a t ed f or t he 

class ificatio with tlıe multivar i a te qualitative data o The eff e c t of 

r eplacing a normal var iate by a qual i t a t i ve variate was al so mentirı · ­

ned for a special case . 
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The a dvantages .nd disadvantages of ~..;h-a two rı:.e thods pro posed 

to estimate the missi.ng :-- bserva-:.ions were d ~ s-:n.lSsısd -

In the last par t of t he resear•::h somP. methods whj_ch a r e used 

to select the ·oes t vari.able :~ for dj_scrimin ant funct ion we r e cor·side r­

~ d . The relation betwe e n the multiple re5ressj.on equat:.on and t he dis­

;riminant func tion was illustrate dT and the possibility of the use of 

)ne of the r egression -~e chniques was pointec )ut: :f:or sele~ tj ;::ı-; t he 

Jest variables cf the discriminant function. 
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