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Misbet ilimlerin konu edindigi olaylar,tabiatlari icaba
biraen fazla 6lgu ile ifade ecilmek zorundaulr.3u,olaylarii ve
cisimlerin g¢ok ooyutlu bir wiuyda yer alan noktalar halinds bu-
lunmelarinin tabii bir sonugudur.

Ilimdeki geligmeleri yakindan takip etmek,veya bu gelisgim
sirecine bizzat katilmak isteyenlerin,ilium metodolojisinin geli-
ven dallarina 8gina olmalari artik bir zaruret halini almaktadar.

Yurdumuzda ¢ok de ig«eullanaliz heniz genis bir uygulema . -
alanli bulmamigtir.Fakat aragtirici ve istatistiacilerimizin bu
konuya ileride gereken agirligi vermeleri kacginilumazdir. Elek-
tronik lhesap makinslarinisa yaygin olarak kullenilmasiyla,vektor
ve matrislerle il.ili iglem zorluklaria da ortadan kalkacaktir.
Galigmemizda ¢ok -degiykenli istatistizin diskiimina%-analizi
konusunda,uwe toun teorik dayanaklari yaniunda uygulanisginde orte-
ya ¢ikan problemlerin yer almasiuna.. da bilhasse Onem verilmig
boylece aragtiricilarin bag vurabilecekleri bir kaynak olmasina
¢alig 1dlmagtarr.

Aregtirmaemzda degerli tegvik ve yardiwmlarinil esirgemeyen
hocam Prof.Dr,§aban Karatay'a ve mesai arxadagim Dr.Fatin Sezgin'e
tegekkuri bir bor¢ bilirim.
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1. I RIS

Olaylaran tébi oldugu kanunlari aramayl konu euinen miisbet
ilimlerde, metodun Oremli bir y2ri vsardir. Msveut bilgiler ve bun-
lara dayanan hipotez’erir kontrolili m:tndun asas konusunu tegkil e-
der. Migahadelerden narcketle uygun bir tecri s2ligtirerek bunun
1§1gL altainda yeni olaylarin taamin. yapilir, Daha s>nra bu tahmin-
lerin ne derece dogru oldugunu anlemak igin yeniden milgahadelerde
bulwiulur.

Glivenilir ve uygun metcdlarzn geligtircilmesini konu edinen
istatistigin baglica Ug¢ gdrevi vard.r. Burlar verilerin Ozetlanme-
si, analiz ve tahmindir. Butiin uliganadeleri tek tek incelemek yerine,
bunlaran tiimii hakkinda bir fikir verebilecek ortalama, variyans ve
garpiklik gibi Olguler kullanilarak veriler Ozetlenir. Istatistik
analizlerin gayesi, mugahadelerin yapildigi degisksnlerin meydana
getirdigi OrneZin, hangi populasyona ait oluugunu tahmin etmektir.
Populasyonlar, kendilerine ait yoZunluk fonksiyonlariyla tarif edi-
lirler. Bu fonksiyonda bulunan paranetreler genellikle bilinmedik-
lerinden tahmin edjilusleri gerekir.

Yakin zamana kadar istatistik arelizler, tanminler ve ounlar-
la ilgili hipotez kontrollerinin sacece bilinneyen parametrelcerin
dagiliga: hakkindaki faraziyelere dayanerak yapilabilecegi saniliyor-
du. bu dligiince muhakkakki akla uygw.dur. Fakat kher zaman igin fara-
ziyelerin kesinlikle dogru olduiu scylenemez. Lu sebeple bazi On
bilgilerinde kullanilimasl gerekmektedir. Tamemlanmig olan denemeler,
daha sonraki yollar i¢in bir basamak tegkil eder. Ayni amaca yodne-
len gegitli yolleri segmekle degigik bir takim risklere girilmig
olunur. Bu sebeple riski en gz olan yolun s3¢ilmesi gerekir. Istatis-
tikte bu riskleri minimum yapan fongeiyonlare karar fonksiyonu ada
verilir.

Aragtiricilar populasyonun parasmetreleri haxkinda bilgi edin-
mek amaclyla segecekleri orneklere girem fertleri tek bir vasif ba-
kimindan olgliye vurabilecekleri gibi birgox hallerde ayni geyi iki

ve daha fazla vasif igin de yapabilirler. lleseld Ogrencilerin



iniversiteye girigte aldiklar: puanlarla mezun clduklari lisedeki
durumlari arasindaki ilicgkiyi incelemek istiyen bir aragtirici bun-
larin mezuniyet derecelerin>, billinlerine ve lisenin bulundugu yere
bakapbilir. Ayni gekilde, arelerindagi ‘arkin duemini tesblt etmek
igin iki ayri muamelenin tatoik edildigi bir vitki g¢egidinde yaprak
genigligi, govde uwzunlugu ve kelinligi, kok =zgrrligl gibi dlgiilerin
alinmasi istenmig olebilir. Béyle Slgdlere xcnu 2lan degigkenler
arasinda genel olarak bir ilgi vard.r. Yani degigkenler bagimsiz
degildir. Bu durumda bir fert iizeriaden alinmiy ¢gok sayidaki Olgii-
leri ayr: ayri tek degigkenli istatistikte oldugu gibi incelemek
dogru degildir. Degigkenler arasinda korelasyonlarin mevcut olmasy
fertlere ait Olg¢ulerin bir biitiin olarak ele alinmasini gerektirir.

Istatigtiéin, birden fazla degigkenleri konu edinerek bunla-
rin analizlerly%%ra§an koluna gok-degigkenli analiz (multivariate
analysis) denmektedir.

Memleketimizde heniiz geni: c¢apta tir tasbikat alani bulamiyan
gok-degigskenli istatistikle ilgili beliibegli galigmalar, ilk defa
ondokuzuncu yiiz yilin ikinei yarisinda Frencis (alton ile vpaglamig-
tir. Bir genetikgi olan Francis Galfon. aralarinda ilgi bulunan
degigken g¢iftleri iizerinde g¢alijmag’hir. Beglmsiz olmayan iki normal
degiskene ait birlikte yoZunluk fonlisiyonu iizerinde daha oOnceleri
Laplace ve Gauss tarafindan ¢ali,iliugtir. Fakat bu aragtiricilar,
iki degigken arasindaki ilginin bir 0l¢lsi olan korelasyon katsayi-
sina: ve sartli dagiligin bir Olg¢lsii olan regresyon katsayisini keg-
fedememiglerdi.

Daha sonra Karl Pearson ve diger aragtiricilar, ¢egitli kore-
lasyon katsayilarinin teorisini geligtirerex bunlarin biyoloji, ge-
netik ve diger bazi alanlarda kullarnailmalarinil mimkiin kildilar,

Variyans-kovariyans matrisi ciye bilinen ve gok-degigkenli
istatistikte Onemli bir yeri olan s=ns matrisinin yogunluk fenksi-
yonu 1928'de Wishart tarafindan elde edilmigtir. Bu dnemli asamadan
sonra tek degigkenli istatistigin, ¢ok-degigkenli analizin sadece

6zel bir hali oldugu anlagilmigir.
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Botanik ve antropolojideki sinaflandirma prot  ~m'-—% gok-de-
gigkenli istatistikte, diskriminant anelizi diye yeni bir hehsin
ortaya c¢ikmasina yol agmigtir. Jiskriminant ana.zi, g¢gok . (i .l fert-
lerle bunlarain ait olduklari populacgyoclar arasindaki bagintrlari
ayiraim ve sinaflandirma yoninden inreler. Iek bir xzarskiere bakarak
ayirim yapmak birgok nallerde inké@nsizdir. bu seheple arastirici
mimkiin oldugu kadar ¢ok sayiaaki Olglilere dayanan oir kriter gelig-
tirmek zorundadair.

Fertler ait olduklari popu_acyonlara dahil edilirken, odrnek
degerleri ile g¢aligildigindan birtakim hatalar yapilir. Bu hatala-
rin sebep oldugu zarara yanlis siniflandirma maliyeti (cost of misw
cilasssification) denmektedir. Siniflandirma igleminde segilen krie
ter, bu maliyetlerin minimum yapilmasiyla elde edilir. Buradan da
anlagilacagl iizere fertlerin siniflendirilmas .nda takip edilen yol
karar fonksiyonlarinin bir ¢egi’ uysulemasid..r.

Genis bir tatbikat sahas oleix diskriminan® analizinin pra-
tikteki Onemi hakkinda bir fikir verebilmek igin, xullanildigl yer-
lerden bazilarilarini misalleriyle siraliyalim:

a) Ziraat : Biralik arpalarir kslitesi danelerdeki bazi mad-
delerin nisbi miktarlarina baglidir. Fakat bu maddelerin miktarla-
rinil fizik veya kimya metodlariyla tesbiti hem masrafa hemde zaman
kaybina sebep olmaktadir. Arpalarda kolaylikla elde edilebilen sap
uzunlugu, goévde kalinligi ve dane agirligzil gibi ¢o« sayidaki Olgli-
lerle kalitelerinigayini mimkindur. rakat bu ne gexilde olur? Hangi
O0lguler kalite tesbitinde en etkili rolil oynamaktadir?

b) Tap : Arazlari birbirine benziyen iki g¢eyit hastaligan
ayirt edilmesinde hastalar lzerinde ¢ok saylda klinik bulgular
kayit edilir. Bunlarain hi¢ biri tek bagaina hastaliklarin taninma-
sina k&fi gelmemektedir. Hastalar hakkindaki t:7 i teghisin daaa
dogru olabilmesi igin bulgular nasil degerlendirilebilir?

¢c) Egitim : Gareucilerin lisedeki coliidderi, mezuniyet de-

receleri ve bunun gibi bilgilerle, lniversiteye girig imtihanlaranda
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gegitli testler sonunda aldiklari puanlar verilmig olsun. buna gore
fakiiltelere Ogrenci alinirken p0zoninde bulunduruwlacak esas kriter
nasil olmalidir? Ofrencilerin sadece lisedeki durimlarinamil yokse
Uiniversiteye girig imtahanlarinda aldiklari puaanlaram” bakmali? A-
caba bunlarain ikisinin kombinasyonu olan yeni bir kriter bulunabi-
lizr-43%

d) Taksonomi : Birbirine ¢ok benzeyen faket bagka poopulas-
yonlara ait olduklari g¢ok uzun ve masrafli galigmelardan sonra an-
lagilabilen iki bocek tipi diigunelim. Bu bocekler arasindan dig
goriniig bakimindan bir farkliligin oldugu bilinmekte fakat bu, goz-
le agikca tesbit edilememektedir. Bbcekler lizerinde miimkin olan bii-
tin 6lguler alindiktan sonra bunlerin ayirimi nasil yapilar?

e) Teknoloji : Piyasade satilan ballari, arilarin gekerdenmi
yoksa nektardanmi yaptigl ¢ogu zaman merak edilir. bilindiZi gibi
bu iki ¢esidi birbirinden ayiran en onemli Gzellikler; ihtiva ettik-
leri seker miktari, kiil nisbeti ve pH dir. Fskat bunlarin hig¢ biri
ile, tekbagina kullanildiginda ballar arasinaa kesin bir ayiraim
yepilamaz. Ancak hepsinin muayyen bir kombinesyonu belirli bir kri-
terle mukayese edilirse ayirim mimkin olabilmektedir. Bu kriter na-
s11 olmalidar?

f) Sosyoloji : Qegitli sosyal gruplardaeki fertlerle yapilan
bir ankette, fertlerin verebilecekleri cevaplarin mensup olduklara
gruplara gore defigmekte olmasi beklenmektedir. bilgiler kira, teh-
sil derecesi ve evde radyonun bulunup buluwumadiglr gibi muayyen konus-
lardaki sorulardaen elde edilmigtir. Fertlerin mensup olduklari sos-
yal gruplaer bu materyale dayanarak nasil tesbit edilebilir?

g) Antropoloji : Afrika'da yagiyan kabilelere ait bazi karak-
teristik Olgiiler verilmig olsun. Meseld dil yapisi kabilenin yagmur
tanrisinin olup olmadifl, zirasatla olan iligkileri gibi. Bu bilgi-
lere dayanarak, ele alinan bagka bir kabilenin Onceki etnik gruplar-
dan birine ait olup olmadiginin bilinmesi istenebilir. Bunun igin

nasil bir kriter kullanmak gerekir?
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Diskriminant analizi tekniklerini kullanarak yukaridaki so-
rulerin cevaplari verilebilir.

Bu aragtirmada, diskriminant anelizin bazilarina yukarda ki-
sace igaret edilen uygulama alanlarainda kullaniligina yardim edecek
teorik esaslari ortaya koymak ve bu esaslarin uygulanigini goster-
mek amaciyla plénlanmigtir. Arastirmemizda konu teorik dayanaklariy-
la oldukga genis bir literatiir 6zeti iginde ele alinmig, evvelce
yapilan cgaligmalar son geligmelerin 1g1Z1 altinda takdim edilmigtir.
Diskriminant analizi uyguliyacak olanlarin anlamakta gligliilk gekecek
esaslari bu boliimde rahatga bulacaklarini Umit etmekteyiz.

galismemizda diskriminant analizinin genel teorisi incelene-
rek degiskenlerin seg¢imi, hata nisvetleri ve kayip misahadelerin
tahmini gibi bazi problemler lizerinde durulmugtur.

Literatiir dzetine ayrilan ikinci vdlimde diskriminant anali-
zi hakkinda genel bilgi verildikten sonra siniflandirmada kullani-
lan kriterin seg¢imine ait esaslar izah edilmigtir. Gok-degigkenli
normel populasyonlarda a priori ihtimallerin bilindigi wve bilinme-
digi haller ig¢in diskriminant fonksiyonu bulunarak siniflandirmanin
nasil yapilecag:r gosterilmig, ayrica kalitatif verilerle yapilan
siniflandirma hakkinda bazli agiklamalarda bulunulmugtur.

Aragtirmada kullanilan veriler iki kisimda toplanabilir. Bun-
lardan birineisi, Atatirk Universitesindeki Ggrenci keayitlarindan,
digeri ise normal degilig gosteren gans sayilarindan elde edilmig-
tir.

Aragtirmalar ve sonuglari diye adlandirdigimiz dordiincii bo-
liim, diskriminant analizi ile ilgili bazi problemlere ayrilmistir.
11k olarak yanlig siniflandirma ihtimalleriui hesaplamada kullani-
lan beg ayri metodun mukayesesi yapilarak, en iyi olanini tesbvitine
¢aligalmigtir. Ikinci galisma, kalitatif verilerle siniflandirmanin
nasil yapilacegl hakkindadir. pu galigmada ayrica normal degisken-
lerin kalitatif hale getirilmeleri sonunda ayirim gliciinde meydana

gelen degigiklik incelenmigtir. bu blluwmiin bahislerinden biri de
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kayip miigahadeler lizerinedir. Kaybolmuy miigahadelerin tahmini ig¢in
ileri slrilen variyans-kovariyans matrisinin izini ve determinan-
tina kriter olarak alan iki metodun mukayesesi yapilmigtir. Son
olarak, diskriminant fonksiyonu ig¢in degigkenlerin nasil segilece-

£i izah edilmigtir.



2. LITERATUR OzuiTI

2.1. Diskriminant Analizinin Tarihgesi

Diskriminant analizi fikri gok eskidir. Ondokuzuncu ylizyil-
da bu konuda bagliyan galigmalar Karl Pearscn un yaptigl aragtir-
malarla hiz kazanmigtir. Takriben 1920 saireslarinda antropometrik
verileri inceliyerek iki populasyou arasiandaki mesafe ig¢in bir kat-
sayl bulmugtur (Kenaall, 1957).

Diger taraftan Hintli bir ictatistik¢i olan Mahalanobis (1948)
iki populasyon arasindaki mesafe ic¢in daha degigik bir 0Olgi ileri
sUrnmigtiar. D2 diye adlandirdizi bu 6lgiyi ilk defa 1925 te bengal
eyaletindeki gegitli arklarin ayirimi i¢in tatbik etmigti. Son za-
manlaraa birhayli geligtirilen diskriminant analizinde, ¢ok oOnemli
bir yeri olan D2 istatistigi, iki populasyon arasindaki standardize
edilmig mesafenin karesine tekabil edef.)Variy?n?—kovariyans matrigs-
5 2

ve u

leri (V) egit ve ortalama vektSrleri u olan gok-degigken-

1li iki populasyon ig¢gin "Mahalanobis'in genellegtirilmig mesafesi™

4 ¥
Az = (E(l) - 2(2))' y-l (;l.l__{‘l) _ 2(2)) (2.1.1)
geklinde yazilabilir. Bu baginti Ornek tehminleri ile
D2 _ (g(l) _ 2(2)). §f1 (g(l) B 3(2)) (2.1.2)

dir.
Ayni tarihlerde Hotelling (1931), Student'in t- daZilisani
¢ok-degigkenli istatistik ig¢gin genellegtirerek

2 ° 28,
~ (2:3:3)
(nl + n2)(n1 + n2—2)

bagaintisinil bulmustur. Egitlikteki n, ve n, her iki Ornekteki fert

sayilarini gostermektedir.

# Alta gizilen harfler vektor veya matrisi, ¢izilmeyenler skalar'a
gostermektedir.
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Fisher goklu korelasyonun dagiligini bulduktan sonra bunun

T2 ve D2 ninkilere benzedigini gostermigtir.
1936'da Fisher diskriminant fonksiyonu hakkindaki ilk maka-

lesini negretti. Ileri siiriilen fonksiyon, Orneklerin tegkil ettigi
ylzeyi ikiye bolerek; ele alinan fertlerin ilgili populasyonlara
dahil edilmesinde kullaniliyordu. Fisher'in bu yaklagimi buglinkii
karar fonksiyonlarinin modern teorisine g¢ok yakindirs. Fisher'in
fonksiyonu halen diskriminant analizinde genig ¢apta kullanilmek-

tadar.
2.2. Genel Bilgiler

Gok-degigkenli Olgiilere vurulan fertleri siniflandirma bahis
konusu oldugu zaman, yapilen mugahedelerin timii esas alinarak bir
kriterin seg¢ilmesi gerekir. Siniflandirmada en onemli husus fert-
leri hata yapmadan mensup olauklari populasyonlara dahil etmek ol-
duZundan, yanlis siniflanQirma ihtimallerinin en uygun kriter oldu-
gu dligiiniilebilir. Buna gore herhangibir fert igin Olgiileri esas ali-
narak yapilan siniflandirmada yanlig bir populasyona dahil edilme
ihtimalinin minimum olmasi gerekir.

Konunun dahe iyi izeh edilebilmesi baskimindan, Once sadece
iki populasyonun mevcut oldugu farzedilecek, daha sonra bazi haller
ig¢in teori genellegtirilecektir.

Birinci populasyonu.ﬂl, ikinci populasyonu da T, ile gOste-

2

relim. X' = (X1 coe Kp) migahadelerinin yapildigr bir fert ), veya

b2 P populasyonlarindan birine ait olsun. Bu ferdi mensup oldigu po-
pulesyona miumkiin oldugu kadaer &z bir hata ile siniflandirabilmek
igin Xl ave XP 6lglilerinin muayyen bir kombinasyonunun degeri, se-
¢ilen optimum kriterle mukayese edilir. Meseld@ ilgili deger krite-
rin lizerinde ise fer®t birinci, altinda ise ikinci populasyona sinif-
landairilar.

Kriterin tebiati ne olurca olsun, Ornekleme yapildigindan
bazi fertler siniflandirma esnasinda mensup olmadikleri populasyon-

lara dahil edilebilirler. bu gibi hatalar iki grupta incelenebilir:
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a) N1, populesyonuna ait bir ferdin yanliglikla f\2'yc sinif-
landirilmesa
b) I72 populasyonuna ait bir ferdin yanliglikla Wj‘e sinif-
landirilmasi. :
Yanliy siniflandirmadan dolayil meydana gelen zarar, yukarida
izah edilen iki tip hata igin de her zaman ayni degilair. "Yenlag
siniflandirma maliyeti"olarsk tabir edecegimiz bu zerarlari agagi-

daki sembollerle goOsterelim :

e : Birinci tip yanlig s niflandirmanin maliyeti.

21
Cyp Ikinei +ip yanlig saniflendirmenin meliyeti.
Ileride de bansedilecegi gibi c,, Ve c,, nin segilen birim-

leri ne olursa olsun, nisbetleri alindigindan optimum kriterin de-
gerini etkilemez.

Siniflandirmedaki hata ve bunlarin maliyetlerinden bagka kri-
terin seg¢iminde godzOniinde bulundurulmasi gereken en onemli husus
populasyonu meydena getiren fertlerin nisbl frekenslari veya a pri-
ori ihtimalleridir. Bu ihtimallerin bilinip bilinmemelerine . Ore

siniflandirma kriteri farkli olur.
2.3. Siniflanairmada Kullanilan Kriterin Sec¢imi

Anderson (1956), bundan once belirtilen sebeplerden dolaya,
kriterin segiminde esas tegkil edecek kaidelerin nasil olabilece-
gini a priori ihtimallerin bilindigi ve bilinmedigi haller igin
ayri ayr: incelemistir. Bunler agaiida sirasiyla agiklanacaktir.

2.3.1. A priori ihtimallerin bilindigi haller

Fertlerin;11 populasyonundan gelmis olma ihtimali q, ve 112

den gelmiy olma ihtimali de 45 olsun. Dagiligain bir yoZunluk fonk-

siyonunun oldugunu farzederek r11 populasyonununkini fl(g) ve Y, 'nin-

kini de fz(g), X' = in ces Xb) ile gbosterelim. Ayrica bu populzs-
yonlara ait siniflandirma bOlgeleri sirasiyla Rl ve R2 olsun. Buna
g0re aslinda ril populasyonuna mensup olan bir ferdin gene :11'e
dogru olarak siniflendirma ihntimali
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f
71 [ = 4 ] = B % S
P(7i,1 7Y ,R) J £,(0) dX, dX = dX) dx (2.3.1)

1

geklindedir. Ayni ferdin Jﬂl'den, yanlig sainaflandirilarak, T12'ye

dahil edilmesi ihtimali

[

) £,(0) ax

R,

]

P(r1,[7y, R)

1
(2.3.2)

I

1 -] £(X) ax

By

olarak bulunur.

Benzer yoldan n,'ye ait olan bir ferdin dogru olarak sinaf-

2
landirilma ihtimali

P(ri,ln,R) = j £,(X) ax (2.3.3)

R,

ve yanliyg siniflandirma ihtimali de

P(r1, | 1ip»R) = | £,(X) ax

Ry

(2.3.4)

Il

1 - !{ £,(X) ax
2
olarakx bulunur.

My populasyonundan bir fert gekme ihtimali 4y idi. Onun i¢in
jTl'den bir fert alip bunu dogru bir gekilde sainiflandirma ihtimali
qlP(fﬁlpﬂl,R) olur. Yenlig sinaflandirma intimali ise qlP(r12hﬂl,R)
dir. Ayni sekilde]ﬂ2’den alinan bir ferdin dogru olarak siniflandi-
rilma ihtimali qu( n2Lﬂ2’R) ve yanlig sinaiflendirme ihtimali de
qQP(yﬁlynz,R)'dir.

9imdi yanlig siniflandirme maliyetinin beklenen degerini bu-
lalam. Bu maliyetin beklenen degZeri her iki populasyon igin yanlag

siniflandirma ihtimalleri, maliyetleri ve a priori ihtimalleri
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garpilarak toplanir. Bunu bir formillle ifade edersek

i — I“'u ( = T

bulunur.

Rl ve R2 bdlgelerini kesin olarak belirtebilmek ig¢in yukari-
daki fonksiyonu minimum yaparak optimum kriter bulunur. Verilen 4
ve g, degerleri igin ‘2(X)'i minimum yepmada takip edilecek yola
Bayes usuli denir.

fiigahade edilmig degigykenler verildigine gore, bir ferdin

r11 populasyonundan gelmig olmasinin gartli ihtimali

q,f, (X) R
4 ¥; (X)) + 9 1,(2)
ve i, den gelmig olmasinin gartli intimali
q,f,(X)
£ (2.3.7)

4,7 () + g8, (%)

geklindedir.
Yanlig siniflandirma maliyetlerinin esit olmasi halinde R1
ve R2 bdlgelerini teyin etmek igin
f f
E) = ay ) £(X) aX + gy, T,(X) aX (2.3.8)
R2 Rl

ifadesi minimumn yapilir. Kolayca anlagilacagr gibi fertler sartla
ihtimallerinin desha yluksek oldugu populasyonlara siniflandirildi-

ginda yukaridaki ifade minimum yapilmig olur. Yani

q. £, (X) a.f,(X)
- . - i
Rl % (2.3.9)
q,f, () + g f,(X) a1, (X) + o 1, (X)
ise;ﬁl populasyonu,
q,f, (X) a,f,(X)
Sk ¢ e (2.3.10)

ay; (K) + g f,(X) a,f; (X) + a f,(X)
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ise Iﬁz populasyonu segilir. Bu egitsizliklere gore Rl ve R, bdlge-

leri agagidaki gibi tarif edilir.

Ry ¢ ayf (%) 5 g, f,(X)
(25 3.32)

R, : qf (X) < g, f,(X)

qlfl(z) = q2f2(§) oldugunda fertler;‘l veya 1, ye restgele

siniflandirilarlar.
Yanlig sainiflandirma meliyetleri dikkate alindigi taktirde

"2(X) gene ayni gekilde bulunur :

£, (X)ax (2.3.12)
R 2T

2 1

geklindedir. Buna goére U*(X)'i minimum yapan bélgeler agagidaki

(Z) = o5 s £ (X)X + ¢y, |

gibidir.

Ry & ey fR) ) egp0,%, (%)
(2.3.13)

Ry ¢ c500.%) (%) 7 0,051, (X)

2¢3+.2. A priori ihtimallerinbilinmedigi haller

birgok durumlarda a priori bilgiye sahip olunmadigindan bun-
larle ilgili ihtimalleri kullanmak miumkiin deZildir. Boyle hallerde

fertleri yanlig siniflandirma ihtimallerinin iki populasyonda da

egit oldugu farzedilir (Kendasll ve Stuart, 196Y). Yani

 2,(X)aX = . £ (X)X

!
R R
1 . (2.3.14)

]

1 - f. (X)ax
R, *
1
olarak buluwur. Buradan

ﬁ DT (X)) + () dx =1 (2.3.15)
1
f2(§)d§ in minimum

Ry

yezilabilir. Boylece bu gartin kullanilarak
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yapilmasi gerekir. Yanlig siniflandirma maliyeti dikkate alindigain-

da, R, ve R, bdlgeleri

1 2
] [ £, - o2, (@ + 2, ()] ax (2.3.16)
R
; X
ifadesi minimum yapilmak suretiyle tarif edilir. Yukaridaki .r bir

sabiteyi gostermektedir, Bu ifade biraz daha sadelegtirilirse

Flee,® -2,®) a (2.3.17)

!

elde edilir. P bir sabitedir. Yukaridaki ifade yanlig siniflandar-

ma ihtimalleri arasindaki farki gostermektedir. buna gore

B£,(X) - £,(X) <0 (2.3.18)

gartinl yerine getiren noktalar Rl bolgesine dahil edilirse bu ifa-~

de minimum yapilmig olur. O halde R. ve R, bOlgeleri agaiidaki gibi

1 2
segilir :
£.10%)
£,(X)
£ (x
B, § mesmees 3§
£,(X)
£, (X)
= 3 o0ldugu zaman fertlerin siniflandirilmalari, bun-
f,(X)
2 —

dan tnceki halde olduiu gibi rastgele yapilair.

Eger Ornek yeteri kadar biiylik ise siniflandirmanin belirld
bir safhasindan sonra fertlerin j1, veya r?2 populasyonlarindan
gelme intimalleri tahmin edilebilir. Bu ihtimaller dana sonreki
denemeler ig¢in a priori ihtimaller olarak elinirlarsa, siniflandir-

made kullanilacak kriterin dogruluk derecesi daha da artirilmig olur.
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Genel bir sainiflandirma igleminde seg¢ilecek kriterin elde
ediliginin ana hatlarinin boylece izah ettikten sonra bu, ¢ok yay-
gin olan iki hal i¢in kullanilacaktir. bBunlardan biri kantitatif
O6lgillerin bahiskonusu oldugu ¢ok-deZigkenli normal dagilis gOsteren
populasyonlar, digeri ise kalitatif Olglilerin bahiskcnusu oldugu

gok~degigkenli kesikli dagZilig gosteren populasyonlardir.
2°4. Cok-Degiikenli Normal Populasyonlarda Siniflandirma

Gok-degigkenli normal populasyonlardaki siniflandirma igin
yukarida belirtilen usuller kullanilacaktir. Teori, Once iki populas-
yonun meveut oldugu haller igin izah edilecek, daha sonra da ikiden

fazla haller igin genellegtirilecektir.
2.4.1. Gok degigkenli iki normel populasyonda siniflandirma

Anderson (1958), fertlerin siniflandirilmalarinda kullani-
lan diskriminant fonksiyonunua ¢ikariligini gostermistir. bu konuda
ayrica Kendall (1957) ve Rao (1965) bazi agiklamalarda bulunmugtur.

Her iki populasyonda da gok-degigkenli normal dagilig goste-
ren p-alemanli bir X vektOril olsun. Bunun birinci ve ikinci popu-

lagyondaki yoZunluk fonksiyonu

1) - e exp | - 2% uM) vt o))
(211) "Pwrlrl/2
£,(X) = L. exp [ - 5 (& P gt w))
(21 )nl/2!p|v211/2
(2.4.1)
geklinde yazilabilir. Yl ve Y2 variyens-kovariyans matrisleridir.

(2.3.13) deki egitsizlikler c¢@zililiip, her iki tarafain loga-

ritmasy alianirsa R1 ve R2 bdlgeleri sgagidaki gioi bulunuxr:
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£, (X) ¢, 54
B, *1n 3 B i e
3
£,(2) "%
(2.4.2)
£, (X) ¢, 4
R, ¢ In i (1n —2202
£,(X) o1y
(2.4.1) deki degerler kullanilirsa
£, 45) 1V, _

o I . A S O 2yl UL(1))]
£, (X) < |V, g 1= = == R
p\2 RO

v [z 23t @ 2B (2.4.3)
¢, .,a
% I e S e
°21%

esiteizliZi elde edilir. Dikkat edilirse egitsizligin sol tarafa
ikinci dereceden p-deZigkenli bir polinowmdur. Bu polinom bir nevi
diskriminant fonksiyonudur. Pratikte ayirim veya siniflandirmada
kullenilan bu gibi fonksiyonlarin miumkiin oldugu kadar basit olmala-
r1 arzu edilir. Iki populasyonunda variyans-kovariyans matrislerinin

egit yani V, = V, = V oldugu kabul edilirse (2.4.3) deki egitsiz-

L 2
lik agagidaki gekli alar.

) —%—{_(3:;- 2(1)),\1—1(-}_{_ E(1))_@_ 2{2))"{—1(& 1_1(.2)); n k

(2.4.4)
Egitsizlikteki k= 012q2/021q1 dir. Bunun scl tarafi agilip sade-
legtirilirse ikinci dereceden olan terimler gider ve (2.4.4) agagr-

daki son geklini alar.
W(_}g)zg'w{'l(g(l)- 2(2)) ~ _J.T(E(l)+ 2(2))"3’-1(2(1)- 1_1(2))

Sin k (2.4.5)
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Egitsizligin sol taratindaxi fonksiyona Anderson'un siniflan-

dirma istatistigi denir. Bu Fisher'in diskriminant fonksiyonu olan

D(é) = -]?Y*l(g(l)—- 2(2)) (2.4.6)

den sadece ihtiva ettigi bir sabit terim bakimindan farklidir.
Boylece yogunluk fonksiyonlari fl(§) ve fz(g) olan i, ve I,
potulasyonlarl ig¢in yapilan siniflandirmada segilecek en iyi Rl ve

R, bolgeleri

2
Rl: E'Y_—l(E(l)" B(2))_ _12-_(2(1) + 2(2))'Y_1(E(1)— 2(2)) ‘;,lnk
Ry 17 M- w@hs L s o @yl ) Gy
(2.4.7)

geklinde olmalidar.

459, Ve C,,=C,q oldugu zeman k= 1, dolayisiyle 1ln 1 = O

olur. O zaman (2.4.7) deki R, ve R, bolgeleri

)
s pv et 5P L@ ¢ )yt 4By
R2: Ery"l(g(l) (2)) (1) ))lyﬁl(E(l)“ 2(2)) 0
(2.4.8)

geklini alir. Pratikte engok son olarak bulunan bu diskriminant
fonksiyonu kullanilair.

Gok-degigkenli bir populasyondaki herhangibir fertte Olgii~
len x gans vekiorini ele alerak a priori ihtimallerin bilinmedigi
haller ig¢in Hl ve 32 bGlgelerini bulalim. x Fisher'in diskriminant
fonksiyonunda yerine konduiu zaman

p(x) = 27 HaY - o2 (2.4.9)

bulunur. D(E) in beklenen degeri x in mensub oldugu populasyona

gore deglgir. Bu ortalamalarl i, ve r, de sirasiyle A ve A, ile
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gosterelin.
A =E lD(E}ﬂl)] = \_A(l)'y-l(g(l)-g(g))
(2.4.10)
A, = E [D(_J_C,}"iz)] = 3(2)'\}_1(3(1)- 15(2))

bulunur. Variyansi ise

ver [D(xin,)) = E‘;[E. 7l 4@y L Wy ) (2]

i— ,Y-I(B(l)_ 2(2)) _ E(1)'2—1(2‘(1)_ 2(2)) ”

£
=(g‘l’-g(2))'!'I'E{tzfg(l))(zfz(l)Jﬁ y e
11.(2))
=(E(l)- 2(2))'1!"1(_15(1)- 3(2)) (2:4.21)

geklinde elde edilir. x in variyans-kovariyans matrisi iki populas-

yonda da ayni oldugundan

Var [D(x1p,) | = ’\1'811"_1)(§Ir11)j= var{ (D(x}] (2.4.12)

dir.

Ozetliyecek olursak ornekteki fert sayisi g¢ok blyukse
D(z),]1l populasyonunda ortelaumasi A, variyansi Var [Dcilﬂj)] ve
fo de ortalemas: A,, variyansi Var {D(z lrz)] olan normal daZilisg
gosterir. Durum agagidaki gekilde oldugu gibidir.

$ekil.2.1.ﬂ1 ve ﬂz Populasyonlarina Ait Rl ve R2 bolgeleri
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Rl ve R2 bolgelerini birbirinden ayiran sainir noktasi A ol-

sun. Yanlig siniflandirma ihtimalleri ayagidaki gibi bulunur

2
& 4 - [ p(x) - Az] ,
P(:11|132,R) = J exp ¢ - — aD(x)
.co 2N Var[D(x)] ' 2Var [ D(x)| “
X w
Y R S
- JVBI‘[ D(E)J
= _ 5
P(¥i, 171y 4R) = J = . expl - — = b dD(x)
x 27 Var [ D(x)] 3 2 Var[ D(E)J i
1 A=
= 1w CIN Al_‘_ ) (2.4.13)

JVar{ D(E)j
A Y1 hesaplamak igin
¢y POy riysR) = ¢y P(5,0 g sR)

egitligi ¢bzillir. Buna gxore bilinen Cip VE Cyy degerleri igin

A - A " A -
8y CD 2 )=021[1-ff:‘;( .

12 = JVar{ D(E)j k fVar [D(z)]

e
[

(2.4.14)

egitligini sagliyan A de@eri standart normal dagiliy cetvellerin-
den hesaplanabilir. Dikkat edilirse Cy57Csq oldugu zaman yukaridaki
egitlik

- )\ —Az I A -A
C:)( ) =1 ~C1£J(

JVar[ D(x) |

A

(2.4.15)
VVar [ D(x)]




=30

geklini alir. Standart normal dagiliy egrisinin simetri Ozelligin-

den faydalanarak

N - A2 o A - ,L_ﬁ.--““‘
/Ver [ D(x)] gr§£;qfﬁK£Tﬁ
A= (A + A) (2.4.16)
2 i 2 e

bulunur. Bdylece yanlig siniflandirma maliyetleri egit oldugu za-
men Rl ve R2 yi biroirinden ayiran sinir noktasi Fﬁl ve fﬂz popu-
lasyonlarina ait D(i) in ortalamalarinin orta yerinde olur.

2.4.2. Diskriminant fonksiyonunun bagka bir yoldan gikariligi

Lineer diskriminant fonksiyonunun
p(x) = x v - u?)

oldugu yukarida belirtilmigti. Bu fonksiyon agagidaki ifadenin mak-
simum yapilmasi ile de elde edilebilir(Fisher, 1936).

2
{B(X' d1my) - E(X' d1ry) ]

(2.4.17)
Var (X' 4)

Ifaededeki d, hernangibir vektordiir. Gorildugi gibi (2.4.17), lineer
kombinasyonu alinan X in birinci ve ikinci populasyonlardaki orta-
lamalari arasindaki farkin karesinin variyansine oramidir. $imdi

bu ifadeyi maksimum yapan d yi bulalam.

2
(B(x' ainy) - B ai1n)] = (u

(1) 4 _ ,(2) 442

d)

g (E(l)_ 2(2))'(3(1)- 1_1(2))'9_

i

V&I‘(_}_C'_('l_)= EEE'Q)' 2(1)'g1{ (.)_(_'Q)- }__l(l)'d |

=d'Vd (2.4.18)
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egitlikleri yazidabilir. (2.4.17) yi meksimum yapusk igin payda sa-
bit tutulur. d'V d = 1 garti ile Lagrange garpanlariy metodu kullani-

lirsa
,LJ - .g.' 1: (E(l)'— :L_l(z))(kl\ll" Bl\"_;);" _C_i_ = (2[ E g o l)
(2.4.19)
ifadesinin d ye gOre turevini alip sifira egitlemek gerekir. Boyle-
ce

23 o[ @M w®y®o y@y g 2aya=o

-

(2.4.20)
bulunur. (3(1}- 5(2))'g ifadesi v ibi bir sabite oldugundan
A
v — —

1, (D (),

[«0

e - o2 « - (2.4.21)

elde edilir. O halde d vektori V ye orantilidir.

Dolayigiyle X'd de D(X) e orantili olur.

2.4.3. Parametrelerin tahmini

Jimdiye kadar populasyonun parametreleri olan B(l), 3(2)

ve V nin bilindiZi farzedilmigti. Pratikte gogu zaman bu degerler
bilinmediklerinden Ornek tanminlerinin kullanilmasi gerekir. Her po-
pulesyondan alinan belirli geniglikteki Ornek degerlerine gore yu-
karida bahsedilen fonksiyon hesaplanarak daha sonra elde edilecek
fertlerin saniflandirilmelarinda kullanilir. Dunun igin kabul edi-
len en Onemli faraziye fonksiyonun hesaplanmasinaa kullanilan fert-
lerin hangi populasyondan geldiklerinin hatesiz olarak bilinmesigir,

714 POpulasyonundezn X ,...,X ve T, den de X peserX
1 : =0, 2 “nq+1 =u,+n,

migehadeleri yapilmig olsun. Dogru oldugu kabul edilen bu bilgilere

dayanarsk, hangi populasyona it oldugu bilinmeyen X
—nl+n2+l

s&niflandirilir. Bunun ig¢in (2.4.5) deki siniflandirma istatistigi

ferdi

veya (2.4,6) daki Fisher'in diskriminant fonksiyonu kullanilar.
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1:‘1. = i = T 4 _)\:;a
1 che]
n_+n
2) =(2) 1 1
u = X = Th Z Lot [
2 &=n_L--l
t
A 1 =~ -(1) =(1)
V= 8= - 2. s - XN B - X))
nl+n2 2 L‘le
n.+n
g0
=2 2 1
v ¥ Ex-Ehae 1]
~J=n1+1
(2.4.22)

yazilirsa W(X) in ornek tahmini olan w(X),

w(X) = X n1+n2+1 5 (3(1) (2)) ( AR (2))'

Ej_—l (z(l)_gcz))

(2.4.23)

geklinde heseplanir (Sitgreaves, 1952).

=)

Eilindigi Uzere, yukariaaki X ; 3

(1) ()

(2)

ve S nin beklenen
degerleri sirasiyla u ve V yi verirler. Bu tahminler kul-
lanilaraj elde edilen w(X) glipnesiz W(X) in sapmasiz (unbiased)

tahmini degildir. y ve z gibi iki degigken baiimsiz olmadikga geqel\likle
E(y.z) # [E(y) | [£(2)] (2.4.24)

begintisi vardir. Ayni gekilde iki degigkenin garpimi gibi terim-
leri ihtiva eden w(X) in veklenen degeri W(X) e egit olmaz. Ancak,
parametrelerin bilindigi hal ig¢in en iyi kriter olarak bulunan

w(g) istatistiZinin bu sartlar altinda yaklagik tahmini X(l) :(2)
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ve S yi kullanmak suretiyle obulunur.
2.4.4. D(X) in Ornek dagrliga

D(X) in W(X) den sadece sabit bir terim bakimindan farkla

oldugu belirtilmigti. W(X) de oldugu gibi D(X) in Srnek tahmini

a(x) = X’ §_"l(i'_i(1) - 2(2)) (2.4.25)

olarak bulunur.

A= (n1+n2—2}§
ST i (2.4.26)
nn
2 =(1 =(2
et Ji ) @Y -8
LB )
yazilirsa
(n.+n.-2) n.+n
1 72 R 2 i -1
a(x) = — X ny+n 1 &% K2.8.2T)
n,n,
elde edilir. d(X) bu haliyle
¢ =3
G=kY A" Y, (2.4.28)

nin ozel bir halicir. Yukarida k bir sabiteyi, 31 ve 12 ise bekle-

nen degerleri ; ve £ olan gans vektdrlerini gostermektedir.

Wald (1944), G nin 6rnek dagilasini incelemigtir.

" -

5 (2.4.28)
(1w ) (Lmmyy) -y,

G =k

geklinde bir egitlik bularak G nin myqs By, V€ T, gibi {i¢ deZig-
kenin bir fonksiyonu oldugunu gdstermigtir.
Sitgreaves (1952), bu degiskenlerin

M=Y Bl Y (2.4.29)



i S

geklindeki 2x2 boyutlu simetrik matrisin elemanlari oldugunu gos-
tererek bunun dagiligini bulmugtur. Yukarida ¥ = (%,, ¥,) ve
B=A+ Y Y' dir. yok karigik vir formda olan M niu dagilisinin

g¢ikarilisini ana hatlariyle kisaca izan edeliuw.
] . L - . s
T o= klé ve — = k,0 oldugwiu kabul ederek dnce Y, ve Y, nin

gok-degigkenli

birlikte yogunluk fonksiyonunu bulalim. 11 ve 12
normal dagilis gosterdiklerinden '
1 ) i T - -1
% exp g = 5~ | (¥;~k;3)" ¥ "(¥,-k,3)
(2TT)P!V +1 1 2 i =l Tk I
“(X,-k.8)" V1 (¥=k,6 Y i :
=2 "2=" e =D P 7}
i < -3 exPp B —%—i é'E-lé (ki + kg)
(2‘W)p|l | - :
28 vy +x, X )+Tr(Y'V—lY)].1 (2.4.30)
2 8ty 2 =2 == = e

bulunur. Yukaridaiki Tr(g'g'lg) terimi Y' E-IZ matrisinin kogegen
elemanlarinin toplamini . Ostermektedir.

A matrisi bilindigi gibi Wishart dagiligl gosterir. Yani,

1
‘-E*(h“p“l) 1 -1 &
LA expi - —E—Tr(i é)
£(4) = - -
oD * eiep(p-1) 8 TT L !
2 71 4 Vi 2 f=1 b 5 (n+l-i)!
(2.4.31)
dir. Boylece Y ve A nin birlikte dafiliglari (2.4.30) ve (2.4,31)
den
- -%—(n+2) —%—(n-p—l)
|2 |41
f(i! é) = 1 3 - -
—E—P(n+2) _P+P(P*1)/4 R nl

Y
2 .*E—(n+1-1)J

i=1"
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¢ 3 2,02 .2 1 i
.expiv— - ANk +k)) = 5= Tr _v (A +Y Y )r
3V (1‘l I, +k,Y) ’ (2.4.31)
olarak bulunur. Yukaridaki ., = é v 6 dir. M matrisi Y ve A

cinsinden ifade edildiginden, f(Y,A) dan gidilerek oldukg¢a uzun

cebir iglemleri ve transformesyonlardan sonra

"f—i—(n+1)f exp [-

3 (20 |1 (V2 o)

o] -

2.
[‘“%“ : )J(ki Vg ok Bl # kz 22)3 ] (2.4.32)

elde edilir. Bu fonksiyon sadece N nin elemanlarinin dagiligini
ifade etmektedir. V nin dagiligini bulmak igin (2.4.28) deki gibi
bir transformasyon yapmak gerekir. O zaman fonksiyonun ¢ok dana ka-
rigik bir durum gostereceigi agikardir. Wald, buyuk n degerleri igin
G = -kmsz olduiunu belirtmigtir. G nin bu gekli kullanildigi takdir-
de basit bir transformasyonla yogunlux fonksiyonu (2.4.32) den bu-
lunabilir.

Anderson (1951), kendisinin ileri sitirdigt w(X) in dagilisg
fonksiyonunu bulmugtur. burada sadece asimtotik dagilisi lizerinde

durulacaktir.
2.4.5. w(X) in acvictotik dagilaiga

Ornek buyiikligi arttikga, tahmin edilen parametreler popu-

lasyondaki gergek degerlerine yaklagirlar. n, n' birer tamsayi ve
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9, ¢ sifir ile bir arasanda kigik sayilar olsun. n' > n  olmak i-

zere
Pr(ly,, - pl>€) ¢ 1-0

bagintisini sagliyacak buyuklikte n gibi bir tam sayi vardir. Di-
ger bir ifaae ile n veya daha blyluk sayida miigahadeler yapildigl
takdirde, Ornek ortalamasinin populasyon ortalamasindan farkla
olmama ihtimali bire yaklagir. Ayni gey vektdor ve matrisler igin
de diigiunuleuilir. O halde, ihtimal limitleri

Pr 1im 21 = (V)

n-> o
1

Pr lim E(z) = u(2)

n==>o -

(2.4.34)
Pr lim S =YV
Hyglighes

Pr lin § 0= v ©

nl ’nz-hoﬂ

olur. Ihtimel limitlerinin garpaim ve toplamlari, g¢arpim ve toplam—

laran ihtimal limitlerine ésit olduklarindan (Cramér 1946).

pr 1im 37 H(E - 2 = ¥R 412

nl,n2.par.
PI" lim (:(1) + 2(2)), é_l(i(l) _ 2(2))
nl,llé‘!‘m i

(2.4.35)
bulunur. Gorildigi gibl yeterdi kadar bliyluk ornekler igin w(g) in

~

dagilisy W(X) in defiligina yaklagmaktadir. O halder11 ve J1, po-
pulasyonlarindan alinmiy blyuk ornekler igin, parametrelere ait

tahminler, gergek parametre deZerleri imig gibi alinarak w(g) in
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normal dagilig gosterdigi kavul edilebilir. BoOyle bir kabiillenme
ile muhakkak ki bir hataya yol agilmig olur fakat bu ihmal edile-~
cek kadar kiigiliktir (Anderson 1958).

2.4.6., Ikider fazla gok-degigkenli populasyonlarda siniflan-

dirma

gok-degigkenli populasyon saylsl ixiden fazla oldugu tak-
dirde daha Once izah edilen teori bu gibi haller igin de genelleg-
tirilebilir. r11’”"'71m populasyonlarina ait yogunluk fonksiyon-
lara fl(g),..., fm(g) olsun. Fertleri bu populasyonlara siniflan-

dirmak ig¢gin p-boyutlu uzay R ..,Rm bblgelerine ayrilir. BOylece

3t

Rk bOlgesine diigen bir fert er populasyonuna siniflandiralar. rTi

deki ferdi yanliglikla 'ﬁj ye siniflandirmanin maliyeti cji veI\i
nin a priori ihtimali a4y olsun., O zaman yenlig siniflandirma ihti-

mali

(T4 |TyoR) = £ £, (X) ax (2. 4. 36)
]

ve yanlig siniflandirmanin maliyetinin beklenen degeri

n = |

b . 8. . .1 7). R} * (2.4.37

£, L oyFnyingR) 37)
j*i

olur. R,y...R bOlgelerini se¢mek igin bu ifade minimum yapilair.
2§ m
A priori ihtimealleri bilindigine ve X vektdrinin elemanla-
ri1 verildigine gore, herhangibir migahadenin i'inci populasyondan

gelmig olma ihtimali agagideki gibi hesaplanabilir.

q;f, (%)

(2.4, 38)

g1 Ul

yanliglikla rlj ye siniflandirmanin maliyetinin beklenen degeri ise
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m q.f. (X)
= c.. (2.4.39)
=1 & qr(x) ¥
i#j k=1 K Kk
olur. O halde
m
;[i 9%, (X)e (2.4.40)
=

i#]

ifadesinin minimum yapilmasi gerekir. Yani

m
:__:1 q, £y (X)e,; < }' 9.7, (‘{)c i#k (2.4.41)
i#k 1%3

kaidesine gbre X ferdi R,_ ya dahil edilir.

Yenlig 51n1ﬁland1§ma meliyetlerinin butiin populasyonlarda
egit oldudunu ve a priori ihtimallerin bilindigini farzederek bu
son bahiste anlatilanlarin gok-degigkenli normal populasonlar ig¢in
tatbik edelim. ﬂi ye ait ortalama E(i) ve variyans-kovariyans mat-
risi V olsun.1ﬁj ve [T, igin kullanilecak fonksiyon agagidaki gibi-
dir.

V(%) =[X - -%- i) & )[ v (3)_ (k)) (2.4.42)

A priori ihtimalleri vpilindiginden Rj pblgesi

dy
R, : W, (X) > 1o —— j#k (2.4.43)
3 3k # 95

geklinde tarif edilir.
A priori ihtimaller bilinmedigi zaman Rj b0lgesi daha degi-
9ik bYir sekilde tarif edilir:

Ri : wjk(é) % cj-—ck (2.4.44)
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cj ve ¢ heyr populasyon igin yap lacak dogru siniflandirma ihtimal-
lerini egit kilme gartini yerin: getiren sabitelerdir. Dogru sinif-
landairma ihtimaelini bulmak i¢in Snce ij(g) lerin birlikte yojZun-

luk fonksiyonu bulunur. Koleyca .driilecegi lizere

slw, @] = @9 - Ny @ ) s

Kov (W, (X), vy ()] = (3o g8y 31 ()] ()

(2.4.46)
egitlikleri vardar. ij(g) (i =1, voey m; k#Fj) nin birlikte yo-

gunluk fonksiyonu LJ ile gosterilirse, c:i ve ¢, sabiteleri agagi-

daki integralleri j= 1, ..., m igin egit yapan degerler olarak hLe-

saplanir.
o~ [-‘
g(n, | N,R) = J ces ) L,AW.....dW.,. . dW,,.
Ty 0/ T B oo 0o 3L 33" T+
J m « &
oo AW (2.4.47)

Bu ifadeden de anlagildigi gibi populasyon sayisi arttikea cj de-
gerlerini hesaplamak daha da glgley'r.

(2.4.42) de belirtilen diskriminant fonksiyonunun paramet~
relerini, bundan oOnceki hallerde oldugu gibi Ornek degerlerini

kullanarak tahmin etmek gerekir. Onua igin

(1) _ 1 34 5 (1)

Z- T Loy (2'4-48)
Y=
istatistiii g(i) nin tahmini,
o -1 . m n, N (s N s
5‘-‘[(5_ ni-m)]. (.. 7 @Ff)-g(”)(z(i)-g“))'] (2.4.49)
- i=1 i=] o=1

ise V nin tahmini igin kullanilir. O zawan wia(g) agagidaki gekli
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alir.
- (= B R~ _ (5 ol
W (@ =[x - —21—-(3(1) S 29 s t@&o 309y (204050

2.5, Qok-Degigkenli Kalitatif Verilz=rle Diskriwinant Analizi

Degigkenler slirekli olmadigil zawan disqriminant analizinin
nasil yapilacagini Cochran ve Hopking (1961) senig bir gekilde in-
celemigtir.

bundan Onceki bolumlerde Fisher ve Auderson'un diskriminant
fonksiyonlari ve bunlarla ilgili diZer vahisler ele alinmigti. Bu
fonksiyonlar, sirekli degiskenlerden elde edilen 0Olgiiler kullanil-
mak suretiyle bulunuyordu. Degigkenler siurekli olmadigi zaman ayl-
rim veya siniflandirma problemi daha degigik bir durum gosterir.

bir fert ilizerinde yapilan mijyahadelerden elde edilen veri-
ler bazan renk, kivan, gekil... gibi kalitatif ©Jlg¢liler olabilirler.
Her 6lgii belirli sayida degigix deferler alair. Meseld renk ile il-
gili Olgililer kairmizi, beyaz, yegil ve sari; kivam ile de akigken,
keti, sert givi olavpilirler.

Bu tip kalitatif verilerle yepilacak sinflaudirma ig¢gin her
Olgiiye bir deZer (meseld renk izin 0,1,2,3) verilmek suretiyle sii-
rekli degigkenlerin kullanilmasi miinkiin olmakla beraber, bu durum
sadece iki deger alan Olgliler ig¢in incelenecektir.

Siniflandirmadaki optimum kaideyi bulmak igin takip edile-
cek yol esas olarak gok-aegiskenli kantitatif verilerde oldugu gi-
bidir. Slirekli halde en Onemli faraziyele:den biri degigkenlerin
her iki populasyonda da gok-degigkenli dagiliy gdsterdikleri idi.
Ayrica variyans-kovariyans matrislerinin iki populasynnda da ayni
oldugu kabul edilmigti. Kalitatif degigkenlerde ise bu biraz daha
degigiktir. i'inci kalitatif degigkenin di taie ayri "durumu" ol-
sun. Meseléd renk dejZigkeninde kirmizi, beyaz, yesil, sari olmak
Uzere dort ayri duruwn vardir. Herhangibir fertte bu degigken 06lg¢iil-

diiglinde o ferdin hangi "duruma" girecegi velli olur. Ayni sey diger
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degigkenler ig¢inde yapiliair. Misal olarak 2,4, ve 5 durumlu degig-
kenleri ele alalim. Bunlar 2x4x5 = 40 tane "gok-deZiskenli durum"
meydana getirirler. Herbir fertte bu U¢ defijken Olglildiiglinde,

o ferdin hangi ¢ok-degigkenli duruuwa danil edilecegi belli olur.
Boylece bunu genellegtirirsek, k- tane kalitatif degiskenli olgli-
ler bir ferdi d1d2 s's dk tane ¢ok-degigkenli durumlardan birine
siniflandirir. Silirekli degigkenlerdeki birinci faraziyeye kargi-
lik kalitetif degigkenlerde de fertlerin j'inci populasyondaxi 1i'
inci duruma dahil olma ihtimali pji nin bilindiZi farzedilir ve
%’Pjizl dir.

Ikinei husus olarak; siniflandirma esnasinda fertlerin bir-
kismi yanliglikla mensup olmadiklara populasyonlara dahil edilir-
ler. Siirekli degigkenlerde oldugu gibi yanlag sainiflandirmadan do-
leyi bir "waliyet" bahis konusudur. Eger yanliy siniflandirmanin
bu maliyeti her populasyonda bilinir veya tahwin edilebilirse, op-
timum kaidenin bunu da dikkate almasi gerekir.

Son olarsk, optimum kaidenin bulunabilmesi ig¢in fertlerin
mensup olduklari populasyonlarin nisbil frekanslarinin bilinmesi
gerekmektedir. Siniflandirma yapilirken ele alinan fert, mevcut
bilitiin populasyonlardan egit gansla gelmeyebilir.

Onemli olen hususlari bdylece agikladiktan sonra optimum
kaideyi bulabiliriz. bBunun igin yanlig sinmiflandirma maliyetinin
beklenen degeri minimum yapilir. j'inci populasyona ait a priori
intimal qj olsun. O zamen i'inci duruma : siniflandirilan-

larain nisbeti q olarak bulunur. ckj,J'inci populasyondaki fer-

P..
din yanllellklajk?;01 populesyona siniflandirilmisg olmasi maliye-
kini gostersin. buradan, maliyetin beklenen degeri qujickj
bulunur. Bu, butun j#Zk iciu toplanirsa g;k 93P 55 % 5 elde edilir.
Bu ifade herbir populasyon igin ayri ayri hesaplaenarak fertler en
kiiglik degere sahip olan populasyona dahil edilirler.

Eger fertlerin yanlig sainiflanairilmalarinin maliyeti sade-

ce mensup olduklari populasyona bagli ise (ckacj), yukardeki ifade
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gekline doniiglir. Z¢itligin sasindaki birinci terim k ya bagli ol-

madigindan, i'nci durumdaki fertler qy P degeri en buyuk olan

ki‘k
populasyona siniflandirilirlar.

Eger ¢, her populasyonda eyit olarak alinirsa, i'neci durum-

daki fertler szji degeri en bliylik olan populasyona sinifleandiri-
lir. Ayni gekilde, qj ihtimelleri de biitliin populasyonlarda eyit ol-
dugu zeman sadece Pji degerine bakilarak siniflandirma yapilir.

Kalitatif verilerle yapilan diskriminant analizinde a priori
ihtimallerin bilinmedigi haller ig¢gin genel bir ¢Gziim yolu yoktur.
Cochran ve Hopkins (1961) sadece iki populasyonda maliyetlerin egit
oldugu haller ig¢in nisbl frekanslari tehmin etmiglerdir.

i'nci durumdaxi fertlerin birinci populasyondaki nispetleri
Pi” ikincide ise pi olsun. Ayrica i'nci durumdaki fert sayisa T
olsun.

P, = qP; + 4P} (2.5.52)
yazilirse, bitiin miigsahadeler igin en yliksek ihtimal {maximnun like-
lihoed) fonksiyonu agagadaki gibi bulunur.

- T )\ Fi
1= J; (qlp.1 + q,p}) (2.5.53)

her iki tarafin logaritmasi alanirsa

InL= ) r, In(q,p; + q,p}) (2.5.54)
i

egitligi bulunur. Ortalama ve variansli uesaplamak igin birinei ve

ikinei kasmil tiurevler alainir.

¥

r.(p. -p!)
E A . (2.5.55)

-2
o4 L S¥ vl
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2
L2 r. (p. - p!)
) ]ﬂ___l_:_ i i i - (2.5.56)
(qlpfL + q2pi)

2
0 9,

HNA

Buradzan aq in en yuksek ihtiual tanmini, blnL/aql i safa-
ra egitleyip ¢ozmekle bulunur. Fakat ;1lnLqul bilinen basit gekil-
de olmayip 4 in degeri deneme yoluyla bulunur. a4, in tahmini olan

ﬁl in varyansi

2 <[k
Ver (§,) ~{E(—T) !

aql
={n ¥ | (2.5.57)
ry ~ -~ ‘
- 1 9 Pytas By

geklinde bulunur.
2.6. Iki $1kli (Dichotomus) Verilerle Diskriminant Analizi

Birgok hnallerde kalitatif degigkenler O ve 1 gibi sadece
iki deg@er alirlar. bu gekildeai degigkenlerin 0lg¢ildligi fertleri
ihtiva eden populasyonlara iki sikli (dichotomus) populasyonlar
denir. Bunlar bir Onceki bdlumde bahsedilenlerin ozel bir halidir.
Diskriminent anelizinde izal. edilen genel metodlar burada ayni ge-
kilde kullanilabilir. Fakat degigkenlere O ve 1 deZeri verilmek su-
retiyle kantitatif hale getirildiklerinden daha degigik metodlarain
uygulanmasi miimkiin olmaktadir(lMartin ve Dradley, 1972). z'=(zl,z2,.,,
I),Zéggvektoru bir fert Uzeriuden elae edilumig OSlgilleri goster-
sin. %, 2X2Xe o e X2 = 2 tane ¢gok degigkenli dqurumdan ibarettir.

n, Populasyonuna ait ihtimel fonksiyonu pm(5)=P(§;gliﬁm)
olsun. 4 ylizeyi lizerinde

i Il

£(z) = L WP (z), W >0 Z W= 1 (2.6.58)
m=1
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gibi bir fonksiyon tarif edilauilir.wm, m'inci populasyonun nisbi
frekansina ait bir sabitedir. buna gore ele alinan ihtimal modeli

-
I
|

p_(2) = £(z) [ 1+ n(e ,2) m= 1, ...,M (2.6.59)

a
L “m

gseklindedir. h(gm,g); 2 elemanlari cinsinden bir polinomu gostermek-

tedir.

ﬂo(g) C 3 ﬁi(g) = Ezi—l i2) yenogd (2.6660)
transformasyonlari ile
By, (2), 5=(nyseeergy)  (2.6.61)

5=2,...,I, ?ES‘-‘-." (l'oo" I)

ortogonal polinomu tarif edilirse blitin degigkenler kullanilarak
ZI tane ortogonal polinom elde edilevbilir.

Ortogonallik yarti, bilindiZi gibi

5 I o =
VA ﬂy (E) ﬁé(g) =2 A%, o) (2.6.62)
2¢ %
_— e
dir. Bger 5= b ise ~(¥,0) bire, aksi halde sifira egittir. Boyle-

ce iktimal fonksiyonu pm(g) igin

h(

80z) = 7 & f(z) (2.6.63)

yazilabilir. (2.6.59) numaralil egitlik h(gm,g) igin g¢oziiliirse

b (2) - £(2)
!_Z_) = (2.6.64)
£(z)

h(

a
-

bwlunur. Ayrica (2.4.62) ve (2.6.63) lin yardimiyla

p_(z) - £(z)
a =2 Z Zy(2) = (2.6.65)
265 £(z)
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egitligi elde edilir. Eger her populasyonda pm(gj > 0 ige £(z) de
pozitiftir. f(z)= O oldugu haller ig¢in (2.6.64) den dolaya h(gm,g)
belirsiz olur. Bu gibi hallerue n(gm,g)'e sifir deZeri verilir.
(2.6.59) da tamimlanan modelde h(a 2) nin yuksek dereceden bir po-
linom olusu, bu modelin pratikte kullanilmasini gligleytirir. Ciinki
polinomun derecesi ylikseldikge, modelde tehmin edilecek olan para-
metrelerin de sayisi artar. bu pakimaan pratikte en kullaniligla
modeller h(gm,g) nin aginiminda belirli bir dereceden souraki te-
rimler atilmakla elde edilir. Meseld vbirinci dereceye kadar olan

terimler aslinirsa

h(a »2) ;;hs(gm,g) = 5§iamag gy (z), s=1 (2.6.66)

elde edilir. Siniflandirmada kullanilacak kriter
M +
dk(.Z_) = mgl I‘mlcqm! 1+h(§m’2)f (2.6.67)

dir. Lmk’ dogru sinaflandarma halinde sifir, aksi halde 1 degerini
alan bir degigken, g _ ise Pm ye ait a priori intimali gostermekte-
dir. Bune gore d (z) degeri | dl(g),...,dmfg)] igerisinde en kiigiik

ise 1lgili fert M, populasyonunea dahil edilir. Dikkat edilirse si-

k
niflandirmeaa optiwmum kaide olarak kullamilan kriter £(z) ye bagla
degildir. Pratikte 3 ve h(a ,z) degerleri bilinmediklerinden tah-
min edilmeleri gerekmektedir. +  nin tanmini ﬁm ve & nin tah-

1

mini ém' (2.6.67) de yerine koyulursa

ak(g) = éii ng §1m‘[1+ htgm,g)j 2.6.68)
bulunur,

(2.6.66) daki polinom kullauilarak elde edilen modelden aga-
gidaki gartlar gikartilabilir:

1. (2.6.58) dexi egitligin her iki tarafi toplanmirsa, < p (z)
= ] gartindan dolayi _
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é;: £f(z) = 1 (2.6.69)
-3

bulunur.
2. Blitun populasyonlara ait a priori ihtimallerin toplama
bire egittir. Yani,

M
q= 1 (2.6.70)

dir.
3. (2.4.58) ve (2.4.59) dan
bl
£(z) = ) W f(g)[ 1+ b (2 » g)]
m=1
yazip (2.6.69) kullanilirsa, 2 <z igin

M
b3 wh (a,z) =0 (2.6.71)

m=1

bagintisai bulunur.

4, (2.6.65) in her iki tararz W ile g¢arpilip toplanirsa

w a = 2-1 >~ —ngi%l iw-VV pm(g) - f(ﬁ)]

ko m e Lﬁ_ m
(2.6.72)
bulunur. (2.6.58) den dolayi
M
zij wea o= 0 (2.6.73)
m=1
bagintisi elde edilir.
5. (2.6.59) un her iki tarari toplanairsa
< . o =
P4 Pm(g) = ) 1(z) + ZH £(z) h (a y 2) (2.6.74)
2¢ % zez

bulunur. (2.6.69) kullanilirsa
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> f(z) b (8 ,2) = ¢ (2.6.75)

28 %

L4

oldugu sonucuna varilir.

Bu gartlar taw manasiyle bagimsiz degillerdir. ueseld
(2.6.75); m = 1, ....,M-1 igin dogru ise (2.6.73)den dolayi M igin
de dogru olmak zorundadir.

Beg gsart boylece izah edildikten sonra, parametreleri en yuk-
sek ihtimal metodu ile tahwin etmek nmlimkindir. Burada W in bilin-
digi haller ele alinacaktir. Dige: haller ig¢in LR alinabilir.

m'inei populasyonda z durumundeki migahade saylsi cm(g) ile
gosterilirse en yiiksek ihtiwal fonksiyonu

I Nm’ - e (z)

L= J1 | o] JT42@] 1 5, (o Z)L'-m_ (2.6.76)

m=1 "E‘_%L

gseklinde olur. Logaritmasi alindigi takdirde
M

InL=) N Ilng + 2 c(z) ln £(2)
m=1 zez

M
+> ) ez n|1+n(a,z)]| (2.6.77)

m=1l 2:¢% .
M s
bulunur, Yukarida, c(z) = 3 cm(g) ve N = zm cm(g) dir. kodel-
m=1 z¢y

deki parauwetrelerin en yliksek intimal tahminlerini bulabilmek ig¢in
(2.6.77) nin bu paramnetrelere gore kismi turevlerinin alinarek
sifira egitlenip ¢Ozlilmesi gerekir. Yani 1n L yi maksimum yapan de-
gerler hesaplanir. punun igin daha Once izah eduilen gartlar esas
alinip lLagrange garpanlarl metodu kullanilirsa

M

lP=lnI.+A(l—2__

m=1

q_m)+)-[l— } f(_g._)]
15T Ay Y

]

X — M
L 1 - i " .
*3 a Lié_%f(,u_) n(a,z) |+ 5w %1 wa  (2.6.78)

o

[0 4

~>
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ifadesini maksimum yapmak gerekir. Yukaridaki A, A, 'Am ve Ra
Lagrange garpanlarialr. ¥ nin g ve f(z) ye gbre kisml turevleri

alinirsa

2w M

= — =4 = C
oq 4,
> 1w c(z) M (2.6.79)
g, o w N Z— )\mlA‘(ém,z)
d£(z) £(z) f=1 .

bulunur. Birinci denklemin her iki tarafi m= 1l,...,M igin; ikinci
denklemin her iki tarafa f(g) ile garpilip butin z¢gy igin toplan-~

diginda Q=N ve A= N bulunur. Bdylece g, ve f(z) nin tahminleri

$(z) = - z¢3 (2.6.80)

geklinde bulunurlar. | nin & , ya gore kismi turevi agagidaki gi-
bidir.
c (z) B(z) -

BY & )h Z_‘ %(E) Felz) + py L
3 1+h (& ,2) Z 7 2
a - s —m'= ==
ms z2¢zg
(2.6.81)

dir. m=M oldugu zaman AI = 0 alinirsa

g e § B R pés  (2.6.82)

bulunur. Ayrica (2.6.81) de, tarifte belirtildigi gibi § = O igin

ﬁo(g) = 1 bagintisini kullanarak

W ¢, (2) - c (z)
Al e ) pee 8 4, W R
M ozgg s 27y n’

m:l,- .. ,M“l
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elde edilir. boylece f(z), & cinsinden ifade eailebilir. éM‘

1984

ise %:l W
Gx = T L & (2.6.84)
m=1 W, '
olur. BoOylece
(Pige \Bysivailly a) =0 (2.6.85)

formundaki denklem sistemleri g¢ozilerek ém. degerleri hesaplanar.

Bu denklemler (2.6.75)'i kullanarak
v = »  f(z) h (& ,2) m= 1 -1 (2.6.86)
! / = a _m;_ s 58 g « De

ve (2.6.81)'i kullanarak

“ms 2_. - : + A i T(2)B(z) g
_'Z_;-. E 1 = hS(j"ﬁl'E) ZEZ

M= Llye.. =1 (2.6.87)

gekline getirilir. »_ ve w. , (2.6.83) ve (2.6.82) den bulunur.

Boylece ﬁmi nin nuimerik ¢ozliminii ayagidaki gibi dzetliye-
btiliriz:

La gl,... &1
2. éﬂ (2.6.84) den goéziliir.

igin uysun baglanglg¢ degerleri segilir.

3 Am' w= l,...,0-1; (2.6.83) den hesaplanir. Am igin safar
degeri alinar.

4. f(g), 2<% (2.6.80) den hesaplanair.

55 gl,... ém-l in dana dogru tahmini ig¢in (2.6.85) ¢ozuliir.

6. Arzu edilen bir dogruluk derecesine varincaya kadar ig-

lemlere devam edilir.



..39_
2.7. Diskriminant Ansliziyle I1gili Diger Konular

Diskriminant analizi uzerine birgok galigmelar yapilmigtar.
Iki populasyon ig¢in bulunan diskriminant fonksiyorunun dogru olup
olmadigini anlamak maksadiyle barlett (1938) tarafaindan bir test
gelistirilmigtir. Dana sonra Rao (1946, 1948) bu testi geniglete-
rek eldeki verilerin iki grubu ayirdedebilecek bir durumda olup
olmadiklari hakkinde bir kriter ileri slrmigtir.

Burnaby (1966) biyylime ve bunun gibi faktorlerin diskriminant
fonksiyonuna olan tesirlerini nispeten azaltan bir metod geligtir-
migtir.

Siniflandirme esnasiunda yapilan hata nispetleri lizerine de
genig capte galigmaelar yapilmigtir (Hills, 1966; Lachenbruch ve
Mickey 1968). Okamoto (1963) ise bu hata nispetlerinin asimtotik
degerlerini hesaplamgtar.

Olgiilerin dagilaiglari ve populasyonlara ait a priori ihti-
mallerinin bilinmemesi sebebiyle diskriminant fonksiyonlarinin
pratife aktarilmasi biiyliik gapta olmamigtir. bununla beraber tip
(Warner, Toranti, Veesey ve Stephenson, 1961), antropoloji (Ashton,
Healy ve Lipton, 1957), ziraat (Blackith, 1960) ve taksonomi gibi
(ILubischew, 1962) alanlaerdaki uygulaumalar gelecege agik geligme

temayillerine ciddi igaretler olarak goOriilebilir.



3. MATERYAT VE METOD

Aragtirmamizde iki grup veri kullanilmigtir. Bunlardan bi-
rincisi Atatiirk Universitesi O renci Iglerindeki kayitlardan alin-
mig, digeri ise gans sayilarindan elde edilmigtir. Bunlarain ali-

nig sekilleri agagide kisaca izah edilmistir.
3.1. Ogrenci Kayitlarindan Elde Edilen Veriler

Bu gruptaki veriler, ogrencilerin mezwi olduklari lisedeki
durumlari ile uUniversiteye girigte aldiklara fen puanlari arasin-
daki iligkiyi arastirmak maksadiyla alimmigtir. Fen puanina agir-
lik veren fakilltelere ayni yilda giren 290 6grenci lzerinde yapi-
lan incelemede; lisedeki boliuwii (F: fen veya E: edebiyat), mezu-
niyet derecesi (0: orta veya P: iyi ve daha yukari) ve mezun ol-
dugu lisenin bulundugu yer (K: ilge veya I: il) ile lniversiteye
girig imtahaninda alinan fen puanlari arasindeki iligki aragtiri-
lacaktir. Diger bir ifade ile ortalemanin lzerinde ve altinda puan
alan ogrencilerin mensup oldukleri gruplar tesbit edilecektir. Bu
hususte dilglik bir hata ile kesin bir hiukme varabilmek igin sglipne-
siz daha fazla sayidaki Ogrenci uzerinde galigmak gerekirdi. Fakat
tatbik edilen metodlarin sadece tanitilmasi ve mukayesesi bahls
konusu oldugundan 290 O6Zrencinin k&fi gelebilecegi diuginulmiigtiir.

bu gruptaki veriler cetvel 3.l1l. deki gibidir.

3.2. Normal Dagilis GOsteren yans dSayilarindan Elde Edilen
Veriler

Bu gruptaki verilerin elde edilisinde simulasyonda kullani-
lan tekniklerden faydalanilmigtir.

BilindiZi iizere belirli bir aralikteki Uniform sans degig-
keninin gans Orneklerini elde etuek gesitli metodlarla miimkin ol-
mektadir, Bir defa degigkenler bulunduktan sonra muayyen transfore
masyonlarla diger dagiliylari elde etmek zor degildir. Meseld iini-
form dagiligtan normal dagilisa gegmek ig¢in agagidaki gibi bir
yol takip edilir (Sezgin, 1972).

Xi iiniform dagilig gdsteren Lir gans deZigkeni olsun.



A J=
B

W = Z* X,

n i=1 1

sans degigkeni buylikk n degerleri igin standardize edilirse, stan-

dart normal dagilig gisterir. Clinki

W= n(wn)

(3+2:2)

JVar (wns‘

deZiskeni merkezi limit teoremine gore standart normaldir. Standart
normalden diger herhangi bir normal dagiliga gegiy ise ortalama ve
variyanslarda yapilacak uygun degigimlerle mimkiindiir. Ortalama ve
variyans-kovariyans matrisi verilen gok-degigskenli normal dagili-

ga da ayni gekilde gecgilebilir.

Cetvel 3.1. Ogrenci Kayitlariudan Alanan Veriler

Duruaar e | B

| 0K F | 20 19
OKE ‘ 11 5
0IF 67 38
0IE 13 9
PKF 14 34
PKE 2 6
PIF 16 33
PIE | 2 | g
Toplam 145 | 145

falismamizda standart normal dagilig gosteren rakkamlar
hazir cetvellerden alinmigtir (Dikson ve Massey, 1969). bunlar
kullanilarak gok-degigkenli normal dagiliga geg¢ig agagidaki gibi
olmugtur.
.i ve Xii,(k = 2,3,...,p) Ortalama ve variyanslari bili-

bagim
neqﬂﬁofﬁal degigkenler olsun. a, ve bj birer sabiteyli gostermek
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iizere
Liq = 8 Ty
g =0 g * 0 Xy o (=2,3,...,p)

yeklinde tarif edilen X . (k = 1,2,...,p) deiigkenleri igin

Var(Xli)
Ver(X ,) = b
Kov(X; 5 oXyy)
Kow(E] ol

(3:2:2)

a

Il

Var (Kii)
Var (Xﬁi) + CE Var (Xii)
albk Var(Xii)

0

Ao HPO

{3:2.3)

1l

Il

bagintilari yazilabilir. Boylece in (k= 1,...,p), gok-deiiskenli
normal dagilig gdsterir.

Bu esaslara yore cetvel 3.2, ve 3.3. deki veriler asagidaki
€ibi elde edilmigtir.

a) Cetvel 3.2. deki veriler : Bu gruptaki veriler igin or-

talamasy 5 ve variyansi 1 olan X' ve Xéi degigskenleri alinarak

1i
birinci populasyondaki veriler
- ]
xii =0 Xii

5 ) g
XZi 0.1 X 1i + 0.2 X2i

(3.2:4)

modellerine gore elde eailmigtir. Bu degigkenlere ait ortalama ve
variyans~kovariyans matrisi agagidaki gibidir.
1 '
E( ) o (1.5 1.5)

' 0.09 0.08 (3.2.5)
Y =

0.0%3  0.05 |

-

ikinci populasyondaki verileri elde etmek igin de
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Cetvel 3.2. liormal Dagilig GOsteren {ans Sarilarindan
Elde Edilen Veriler

- —

Populasyon &% 1537
Degigken Xl | 12 | Xj_ | X2
- | 1
1 |  1.639 1,57 L 2,355 1.487
2 | 1.518 1,001 | 2,087 | 1.032
3 1.946 (y,)} 1.578 | 2197 | 1.219
4 1.807 1. 505 2.499 | 1.020
5 1.918 1,528 2.918 |  1.106
- 1.772 1..88 1.933 l 0.959
7 1.854 1.407 2.469 | 1.119
8 1.050 1.252 | 2.098 ; 1.481
9 1.293 1.582 i 2,812 l 1.411(y,)
10 1.912 1.682 5 2.584 | 0.817
Xli = 1.00 + 0.3 Xii
(3:2:6)

0.2

“+

i

P = a il | e
x2i 0.30 + 0.1 hli A5

modelleri kullanilmistir. Bu gruptaki degigkeulerin ortalamasi

1
a?!' = 2.5 1.2) (3.2.7)
olup variyans-kovariyans matrisi birinci populasyondaki gibidir.
b) Cetvel 3.3. deki veriler : Onceki halde oluugu gibi bi=-
rinci populasyon ig¢in ortalamasi 5 ve variyansi 1 olan ‘i, Xéi'

Kéi ve xAi degigkenleri alinarek

g = B X,
Xyg = 0.1 X3, + 0.3 X3,

(]
T pg * O3 A3,

= i ! 1
X4i = 0.2 Xli + 0.3 X4i

i

0.2 X!
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Cetvel 3.3. Normal Dagilis GOsteren Sans Sayilarindan Elde
Edilen Veriler '

Pop.i b i l II
H ] ] . !
neg{ 5ol = i i ! 34: B2l & 1 0%
1 | 1.403 | 1.948 | 2.524 | 2.349 ! 2.134 ; 2.391 | 3.122 ' 2.892
2 | 1.442 | 2,144 1 1.994 | 2.517 ! 2.225 | 1.660 | 2.685 ; 2.379
3 |1.709 | 2.248 | 3.052 | 2.875| 1.976 | 2.499 | 3.038 | 2.470
4 | 1.507 | 2.173(1.949 | 2.562 | 2.437 | 2.404 | 3.120 | 2.903
5 | 1.596 | 2.915| 3.156 | 2.487 | 2.244 | 2.649 | 2.331 | 2.943
6 | 1.679 | 2.324 { 2.339{ 3,093 | 2.210 | 1.865 | 3.007 | 2.632
7 | 1.731 | 2.368 1 2.868|2.981 | 2.270 | 2.326 | 2.949 | 2.621
8 | 1.459 | 2.296 | 2.534 | 2.607 | 1.979 | 2.738 | 2.655 | 2.581
9 |1.397 | 1.811 | 1.816 | 2.294 {1.838 | 2.109 | 2.593 | 2.201
10 |1.728 | 2.130|2.431|2.940] 2,053 | 2.117 | 3.091 | 2.072
11 | 1.131 | 1.731 | 2.511{2.107 { 2.167 | 2.335 1 2.608 | 3.455
12 |1.332 | 1.867 ) 2.324 | 2.454 | 2.372 | 2.422 | 2.561 | 2.358
13 | 1.979 | 2.180 [ 2.945| 2.769 | 2.047 | 2.872 | 2.543 | 2.556
14 | 1.283 | 2.272{2.319| 2.684 | 2.318 | 2.226 | 3.132 | 2.962
15 {1.869 | 2.063 | 2.672| 3.118 | 2.743 | 3.094 | 3.337 | 3.327
16 |1.814 | 1.953| 2.217| 2.665 | 2.218 | 2.656 | 2.683 | 3.124
17 | 1.608 | 1.738 | 2.537} 2.063 | 2.053 | 2.651 | 2.662 | 2.459
18 | 1.627 | 2.333]2.243 | 2.273 | 1.844 | 2.608 | 2.343 | 2.343
39 |1.913 | 2.433]2.376] 3.261 [1.971 | 2.513 | 2.963 | 2.991
20 [1.238 | 1.584 | 1.906] 2.639 |1.738 | 2.783 | 3.104 | 2.255
21 | 1.663 | 2.129 | 2.558 | 2.618 | 2.498 | 2.567 | 3.034 | 2.944
22 |1.765 | 2.468 | 2.615| 2.721 [1.778 | 1.885 | 2.034 | 2.756
23 [1.137 | 1.601 | 2.386| 2.345 | 2.049 | 2.609 | 3.113 | 2.506
26 1767 | 2.021 | 2.859 | 2.941 | 2.061 | 2.184 | 2.589 | 2.346
:25 1.305 | 1.762 | 2.441| 2.283 [ 2.450 | 2.706 | 2.862 | 2.439 |
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modellerine gore Xli’ Azi, X}i ve X4i degigkenleri elde edilmigtir.
Bunlarin ortalama ve variyans-kovariyans matrisleri gdyledir :

3(1)' = (1.8 2.0 2.5 2:5)

[ 0.09 0.03 0.06 0.0
9 3 6 6 | (3.2.9)
0.03 0.10 0.62 0.02 ;
V= }
- 0.06 0.02 0.13 0.04 i
0.06 0.02 0.04 0.13 }
ikinci populasyondaxi verileri elde etmek igin de
xli = 0.7T + 0.3 Xii
e ] 1
XQi = 0.5 # 0,1 Xii + 0.3 X?i
e ' v (3.2,10)
X}i = 0,3 + 0.2 Xli + 0.3 Aji
X4i = 0.1 + 0.2 Xli + 0.3 X4i

modelleri kullanilmigtir. Bu populasyondaxi degigkenlerin ortala-

malari

3(2)' = (2.2 2.5 2.8 2.6) (3.2.11)

olup, variyans-kovariyans matrisleri birincideki gibidir.
3.3. e t o d

Diskriminant analiziyle ilgili bazi probleuler ig¢in gimdiye
kadar ileri surilmiy olen metodlarin bazilarinin mukayesesi, arag-
tirmamizan agirlik noktasini tegkil etmektedir. Literatiir Szetinde
verilen teorinin 1g1g1 altinda yapilan gali;melarda sirasiyle, yan-
l1g siniflandirma ihtimalleri, kalitatif verilerle yapilan sinif-
landirma, degigkenlerin seg¢imi ve kayip mugahaceler gibi konular
ele alinmigtir.

Yanlas siniflandirma intimellerinin tahmini igin ileri siiri-
len metodlarin en gok tatbik edilenlerinden beg tanesi alinarak bun-

larin mukayesesi yapilmigtir. Ikisi ampirik ve ugll teorik esaslara
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dayanan bu metodlarin mukayesesi igin cetvel 3.3. deki verilerden
faydalanilmigtir, Ouceden de belirtildigi gibi verilere ait para-
metrelerin ger¢ek degerleri bilinmektedir. Bu sebeple, gegitli me-
todlara gore bulunan yanlig siniflendirme ihtimalleri gergek de-
gerleriyle mukayese edilerek, metodlarin etkinlik durumlari hakkin-
da bir bilgi edinmek mumkiindiir. Yanlis siniflandirma ihtimallerine
ait rakkamlarin dagiliyl hakkinda kesin vir hukim verilemediginden
parametrik olmayan (non-parsmetric) metodlarin bu amag ig¢in kulla-
nilmasginin uygsun olabilecegi dusliniilmiigtur.

galigmamizan ikinci kismi, kalitatif verilerle yapilan sinif-
landirmeya ayrilmigstir. Siniflandirmanin esas teorisi, kesikli de-
gigkenlerin meveut oldugu haller igin de genellegtirilebildigi,
ikinci bdlimde belirtilmigti. Kalitatif verilerle siniflandirmanin
iki ayr:i metoda gOre nasil yapilacagi cetvel 3.1. deki veriler
kullanilmak suretiyle gosterilmigtir. Ayrica, bir normal degigken
kalitatif gekle gevrildiginde ayirim guclinde meydana gelecek degi-
giklik incelenmigtir.

Kayip miigahadelerin tahmini ig¢in iki metod iuzerinde durul-
mugtur, Bw.lardan birincisi, gok-degigkenli lineer modeller igin
geligtirilen bir kriterin diskriminant analizine tatovikiyle ilgili-
dir. Digeri ise ileri sirdiiglimiiz genellegtirilmig variyans krite-
rine dayanmektadir. bBu iki metodun esaslari aunghatlariyle izah edi-
lerek, birbirlerine gore avantaj ve dezavauntajlari belirtilmigtir.
Mevcut imk@nlarla elde edilen neticelerin genellegtirilmesi miimkiin
olamadigindan, sadece cetvel 3.2. deki verilere dayanan gok Ozel
bir misal ilizerinde cg¢aligilmgtar.

Son olarak, degigkenlerin se¢imi ig¢in ileri slrilen bazi
metodlarin mukayesesi yapilmiytir. Diskriminant fonksiyonundaki
bagimlil degigkene, tarif edilen populasyonlara bagli olmak ilizere
- —%— ve -%— deZgerleri verildigi taktirde, ayni verilerle hesapla-
nan diskriminant fonksiyonunu katsayilariyle, c¢oklu regresyon denk-

leminin katsayilari birbirleriyle orantili olur. Bu noktadan hare-
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ketle, gimdiye kadarki metodlara ilé@veten goklu regresyon teori--
sindeki degigkenlerin seg¢imine ait tekniklerden birinin, diskrimi-
nant analizi ig¢in de tatbik euilebilecegi goriigii ileri siiriilmiigtiir.
Catvel 3.3. deki veriler kullenilarak gegitli metodlarin mukayese-
si yapilmigtir.

Aragtirmamizda, incelenmesi istenen konularin teorisi, ol-
dukga genig literatir galigmasi ile ortaya konulmugtur. Diger ta-
raftan ilizerinde duruwlan problemler degisik olup, bunlarain herbiri
igin eyri bir yol takip edilmistir. Bu sebeple her konu incelenir-
ken ilgili teori de birlikte verilecektir. bdylece meselenin daha

kolay anlagilabilecegi digunilmustir.



4. ARASTIRMALAR VE SONUCLARI

4.1. Hata Nispetleri

Siniflandirmade kriter olarak kullanilan asagidaki istatis-
tik !

ornekten elde edilen bilgilere gore bulunmugtu. BununiTl ve]*2 po-

1
pulasyonlarindaki beklenen degerleri ve variyanslarinin, /) lahalo-

nobis mesafesi olmak lizere,

1 u =

EZ w(X) /T o= -——325-— (u(l)-— 2(2))' fl(g(l) - u(z)) = —%—QZ

(1)_2(2))| E""l(ll-(l)_ 3(2)) =

2 v@Tr,) - - 5 - 58

Var( w(X) I’le Var {w(ﬁ)‘ W 2]

&= (B(l)- 2(2))'}{"1(2(1) - 3(2)) =A 2

(4.1.1)
oldugu gorulir.

w(X), ornek bluyukligine bagli bir taehmin oldugundan sinif-
landirma yapilirken, fertlerin yanliglikla mensup olmadiklari po-
pulasyonlara dahil edilmesi sik sik kargilagilan bir problemdir.
Populesyonlarin parametrelerinin bilindigi durumlarda bile, degig-
kenlerin degigim sinarlarinin birbirlerinin i¢ine girmiy olmalara
sebebiyle, yanlig siniflandirmae yapmak daima wmimkundur.

Once parsmetreleri bilinen gok-degigkenli iki normal popu-
lasyonu alerak yanlig simiflandirma intimelini bulalim. Bu gibi
durumlarda W(g),1rl populasyonunda ortalam331-€%—£k2 ve variyansi
[32;'3'2 de de ortalamesi - —%r ﬁ\z ve variyansi zhe olan normal
lagrligy gosterir. Maliyet ve a priori ihtimallerin egit oldugu

zabul edilirse yanlig siniflandirma ihtimalleri agafidaki gibi
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bulunur.
(7T, |70y) = B W@ 7, <o |
N 2
:j;ﬁéﬁ exp}_ - ;%&-2- [ win- —%——a%} aw (X)
(- =)

B(7,I7T,) =PI W@), >0 ]
- I‘oﬁ- eprL - 212 [ + -—%—e‘_‘?]z}d'ﬁ(}g)
= q} (- —%—z.\) (4.1.2)

Boylece standart norwal dagilig egrilerinin hazir cetvel-
lemi kullanilarak yanlig siniflandirma ihtimalleri hesaplanabilir.

Parametreler bilinmedigi zaman, yanlig siniflandirma ihti-
mallerinin hesaplanuasi dana degigik olur. W(X) fonksiyonu w(X)
ile tahmin edildiginden bu intimallerin hesaplanmasinda w(X) in
yogunluk fonksiyonunun kullanilmasi gerekir. Fakat Onceki bdlimler-
de gbsterildigi gibi w(X) in yogZunluk fonksiyonu agiri derecede
karigik bir formdadir. Bu bakimdan intimal fonksiyonunu kullanarak
yanlis siniflandirma ihtimallerini bulmak pratikte kolay degildir.
Bununla vperaber yaklagik degerler veren gegitli metodlar mevcuttur:

l. Metod : Diskriminant fonksiyonunun hesaplanuasinda kulla-
nilan Srnek yeteri kader biliylkse bu iki kisma ayrilir. Birinci or-
nekten diskriminant fonksiyonu hesaplanir. Bu fonksiyon kullanila-
rak ikinci Ornekteki fertler siniflandirilirse, bu iglem sirasin-
de hasil olacak hata nispetinden yanliy siniflandirma ihtimali bu-~
malarda oldugu gibi bazan g¢gok sayidaki fertlerin Ornege alinmasi
mimkin degildir. Bu gibi hallerde daha degigik metodlari kullanma

yollarina gidilmesi l&zimdar.
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2. Metod : Bu metodda OrneZin tamami diskriminant fonksi-
yonunu hesaplamada kullanilir. Dalka sonra ornek tekrar ele alina-
raek fertler yeniden caniflanuirilmaya tabi tutulurlar. Birinci
metodda oldugu gibi yeapilan toplam hata nispetlerinden yanlis si-
niflandirme ihtimalleri hesaplanabilir. Diskriminant fonksiyonu bu-
lunduktan sonra ayni ornekteni fertlerin yeniden siniflandirilma-
lari, bilhassa kiigik Ornekler igin, daha diiglik yanlig siniflandir-
ma ihtimali verir.

3. Metod : Makalornobis mesafesi olan 132, Ornek degerleri-

ni kullanmek suretiyle tahmii edilir. Yani £S£ igin

»? = 1) _ 3@y g5 _ 52, (4.1.3)

ifadesi kullanilir. bu weger (4.1.2) de yerine konulursa

P, i5,) = BT T,) =P (- = D) (4.1.4)

bulunur. Bunda da, Ornek biiyilk olmazsa hesaplanan yanlig siniflan-
dirma ihtimali hatala olur. Giinki D2; {32 nin sapmasiz bir tehmi-
ni degildir.

4. Metod : Lachenbruen ve lMickey (1968) tarafindan ileri
surulen bu metod lglincli metoda benzer. bsadece 152 nin sapmasiz

tahmini hesaplanarak agagidaki istatistik kullanilmigtair.

- e 1 2

nlnz(nl+n2-P-3) nl+n2-2

(4.1.5)

2 { 5 (nltn2—2)(n1+n2).p n_+n_-p-3

2

Faket p ye nispetle u, ve n, kigiik oldugu zangn U degerleri gogu

2
zaman negatif gikar. bu durumu Onlemek igin D* yerine

n+0.-P=3
D = s iy Sa o DQ (4.1.6)

s :
nl+n2—2

tanmini kulleanilir. Dikkat edilirse Ds’ (4.1.5) de ikinci terimin
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¢ikarilmasiyle elde edilmigtir.
5. Metod : Son olarak uUzerinde durulacak bu metod Lachenbruch
(1) =z(2)

(1968) tarafindan ileri surilmigtir. X/, X

—_—

ve O verildigine
gore w(X) sertli olarak normal aagilig gosterir. Ortelama ve vari-

yanslari ayagidaki ,;ibidir.

n+n,-2 Moo p(nl -1, ]

R e L

2(ni+n2—p—3;

Il
r_‘}
1

n_+n, -2 p(n,- n.)
g fwx _ 1 [_Az _ =N By
[ )‘ﬂz] -p=3)

2(nl+n2 non,

p(nl f n2)

nln2

Var [w(g)] - [ZS? +

1
(nl+n2—p—2)(nl+n2-P'3)(nl+n2—p—5)

2 -
(n +n2-3)(n1+n2—2) J

(4.1.7)

Bu deferler alindiginda yanlis siniflandiruwa ihtimalleri

_r E [-W(X)!Tt ] 7
. ! == l

BT, {70,) =©‘; ] L

(v E [Var (w(X))y

(4.1.8)

1

E| var (w(X))] j

B [w(i(_)/ «']T;3

R(TCL(TT,) =D

geklinde bulunur. w(X) in veklenen deger ve variyanglarlnda yer
alan.le nin tehmini olarak (4.1.5) de belirtilen I kullanilirsa

(4.1.7) deki beklenen degerler agasidaki gekli alirlar.



-52-

T —— 2 (n.+n.-2)p
Biw(X)|riy| =50 - —==
. ' (nl+n2—p—3)n1
(4.1.9)
f-\ P, =
- N s 2 (n1+n2 2) p
EILW(?_()Ir!E!x-—E—D—
(n1+n2—p-3) ny
— T 2 (n.+n.-3)(n_ +n.-2)
Var [W(E, J: D" 172 nl 2 .
(nl+n2-p-2)(nl+n2-P“5)
Boylece P(fWQIin) in tahmini
1————#%‘“]
) El -w(X) I b
VI O I o = 1"
P(] 2] f +1) =i = ';, (4.1.106)
JVar I W(A)' .

geklindedir. P(;ﬂ1|r12) de ayni yoldan bulunur.

gimdi cetvel 3.3 deki verileri alarak yukarida agiklanan
metodlari birbirleriyle kargilagtiralim. Cetveldeki g¢ok-degigkenli
verilere pratikte birgok misaller bulunabilir. Meseld iki bitki
tirunii ayardetmek ig¢in Xl = yaprak genigligi, X2= yaprak sapi uzun-
lugu, X3=g6vdenin gevresi, K4: kokiin uzunlugu gibi karakteristik
vasiflar Olgulir.

Bu gruptaki degigkenlere ait 4x4 boyutlarindaki variyans-
kovariyans matrisi Doolitlle metoduyla veya doZrudan dogruya ters

gevrilebilir (Karatag, 1967). Boylece

(4.1.11)
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simetrik matrisini kullanarak, maliyet ve nisbl frekanslarin egit
oldugu kabul edilirse diskriminant fonksiyonu
Ll (., = 4.0740 X - . 240
5 1.8519 13 4.074 4 11.2408
(4:2:X2)

W(X) = 10.7407 X +2.9630 X

geklinde ¢ikar. Mahelonobis mesafesi ise eﬁz = 8.0370 bulunur. Bu-
na gore hesaplanan fonksiyon deZferi sifiairdan bluylkese fertler ikin-
ci populasyona aksi halde birinci populasyona siniflandirilirlar.

Birinci ve ikinci populasyona ait

o' o s 20 2.5 2.5)

(2)| (4-1-13)
u = (2.2 2.5 2.8 2.86)
degerleri kulleanilirsa
W(gtl)) = T7.2223 - 11.2408 = - 4.,0185
Wlu'“") = 15.2593 - 11.2408 = 4.0185

bulunur. Diger taraftan

s

W 5 (2(1) +‘g(2))? = 11,2408 - 11.2408 = 0.0000 (4.1.15)

olduguwidan, populasyonun ortalamalarindan hesaplanan fonksiyon
degerleri, genel ortalamadan hesaplanana gore simetrik bir durum
gosterirler. Diger bir ifade ile siniflandirma kriteri iki degerin

ortasinda yer elir. Yanlig siniflandirma ihtimalil

(i;(- —%—:}) - ; ‘i_ exp (- ~%— tz) dt
y 12
= 0.0778 (4.1.16)

olarak bulunur. bu deger gergek degeri gostermekte olup, bundan
sonra ¢egitli metodlara gdre Ornekten hesaplanacak yanlig siniflan-

dirma ihtimallerinin mukayesesinde kriter olarak kul'lanilacaktir.
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l. Metod : Bu metodda her gruptaki fertler iki kisma ayri-
larak ilk 12 miigahade diskriminant fonksiyonunu, geriye kalan 13
migahade de hate nispetlerini hesaplamak ig¢in kullanilmgtir. Du-
rum cetvel 4.1. de gosterilmistir.

Cetvel 4.1. Birineci Metoda GOre Her Gruba Diigen Fert

bayilera
* |
Populasyonlar._ l X ? IX
Degigkenler i Xl’ X2, XB, X4 ! Xl, Xz, XS’ X4
Diskriminant fonksiyonu igin | 12 i 12 !
kullanilan fert sayisi ! ! _j
: 1
Hata nispetleri igin kullanl-i 13 f 13 :
lan fert sayisa | | ?
Toplam ! 25 i 25 i

Populasyona ait variyans-kovariyans matrisinin Ornek tahmi-
ni (2.4.22) kullanilarak hesaplanmigtir. Bunun tersi asagidaki gi-
bidir.

(53,2283 -1.4502 -5.2073 -15.8946 |
-1.4502 13,3138 -3.1175 - 4.2325
87 =1 _5.2073 -3.1175 9.4068  1.8859 | (4-1-17)

L*15.8946 -4,2325 1.8859 14.9209

Ayrica her gruptaki ortalanalar

(1) _ (1.510 2.171  2.458 2.606)

—(2)" (4.1.18)
X = (2.159 2.293 2.813 2.626)
olarak bulunmugtur. Bu degerler kullanilarak hesaplanan diskrimi-

nant fonksiyonu

-9.8641X -31.1266

w(X) = 32.2018X -0.5082%,-0. 3828X, "
(4.1.19)
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geklindedir.

Buna goOre, eger X miganadesinin fonksiyon degeri sifirdan
bliylikse ilgili fert ikinci, aksi halde birinci populasyona sinif-
landiralar. Her iki gruptaki toplam 26 fert bu gekildeki bir igle-
me tabi tutularak birinci grupta bir ve ikineci grupta iki ferdin
yanlig 6larak siniflandirildigl gorulmigtir. bunlarin kendi grup-
larindaki toplam fert sayilarina gore nispetleri sirasiyle 0.0769
ve 0.1538 dir. Ortalama yanliy siniflandirma ihtimali bdylece
0.1154 olarak bulunur.

2. Metod : bu sefer, diskriminant fonksiyonunu hesaplamak
igin blitun wmisanadeler kullanilmigtir. Toplam olarak 50 miigahade

alinarak hesaplanan variyans-kovariyans matrisinin tersi

33.0846 -4.1810 -6.7942 ~10.9572
S—l _ -4.1810 14.2747 ~3.0819 - 2.1851 (4.1.20)
-6.7942 -3.0819 12,0051 1.3824

(-10.9572 -2.1851  1.3824  13.7601

ve gruplerdaki ortalamalar

(1)'_ (1.563 2.104 2.463 2.626)

(]

(4.1.21)

-(2)!
= {2,147 2.435 2.806 2.661)

1

geklindedir. Boylece diskriminant fonksiyonu agagidaki gibi bulunur.

w(X) =15.2236X%,+1.4960%,-0.8218X ~6.1665X,~12. 3827 (4.1.22)

3

Bu fonksiyonun hesaplaumaélnua kullanilan 50 fert tekrar e-
le alinarak hata nispetleri hesaplanmigtir. Ikinci gruptaki fert-
lerin hepsi do8ru siniflandirildiklara halde birinci gruptaki fert-
lerden biri yanlig olarak siniflandirilmgtir. Ortalama yanlis si-
niflandarma ihtimali boylece 0.020 bulwiur. Difer bir ifade ile
yukaridaki diskriminant fonksiyonu kullanilarak yapilan siniflan-
dirngde ortalama olarak her 50 fertten biri wmensup olmadiklari po-

pulagyonlara dahil edilirler.
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3. Metod : Ikinei metodda bulunen variyans-kovariyans mat-
risi ile ortalamalar kullamilarask Mahalonobis mesafesinin tahmini
olan D2,

o2 = (z(l)_ 3(2)), g1 @(1)_ z(z))

(4.1.23)
= 8. 7734
gseklinde hesaplanir. Yanlis siniflandirma ihtimali 'j;(- — D)
= 00,0681 buiunur.

4, Me;od: llahalonobis mesafesini daha iyi tahmin edecek
istatistik D" = 7.5395 olarek bulunur. Buracen, yanlis siniflandir-
ma ihtimali {i:(- —%— ﬂ) = 0.0853 olur.

5. Metod : Ortalama ve variyanslarin sabit oldugu kabul e-
dilerek w(X) in beklenen degeri ve variyansinin tahminleri agagi-
daki gibidir.

..—___”_,_...-"—-.._____‘__--

E [w(X) my] = 3.5912

’_,_..--""'-..--_""--_
Var [w(;)} = 9.4281

Yanlig sinaflandirme ihtimali buradan

= 0.1210

s (- 3.5912 )

<+ 3.070
olarak hesaplanair.

5 ayri metode gdre yanlig siniflandirme ihtimalleri blylece
hesaplandiktan sonra hangisinin dana etkili oldugu hakkinda muka-
yese ile bir fikir edinilebilir. Yukarida sadece 4 degigken kulla-
nilmigti. Yanlig sainiflandirma ihtimalleri degigken sayisina da
bagla elduguna gore herhangi bir metodun listunligi gegitli degig-
ken sayilarina gore ayni kalmayabilir. Bu bakimdan degigken sayi-
sinin da dikkate alinarak mukayesenin ona gore yapilmasl gerekir.

Eldeki misalde biitun metodlar dort deZigkenli oldugu gibi,
i degigken (xl.xz,x3), iki degisken (}Ll,,x;z) ve bir degisgken (xl)

halleri {¢in ayri ayri tatbik edilmigtir. Elde edilen sonuglar
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cetvel 4.2. deki gividir.

Cetvel 4.2. (egitli Metodlara Gore Hesaplanan Yanlisg
Siniflandirua Ihtimalleri

egiﬁ.sayi — | -
1 2 3 4
Metodlar E
[
1 i 0.1923 0.2692 | 0.2692 |  0.1154
| |
2 0.1400 0.1400 | 0.1200 0.0200
|
1
3 0.1093 0.1093 |  0.1093 0.0681
| |
4 0.1314 0.1210 \. 0.1251 0.0853
5 0.1469 | 0.1446 |  0.1587 : 0.1210
— : ; —
opulasyonda 0.1210 ] 0.1056 | 0.1003 : 0.0778

Cetvelin son sirasindaki degerler populasyon ig¢gin hesapla-
nan yenlig sinaflandirma ihtimallerini gostermektedir. bunlar ger-
¢ek ihtimaller olup, diger metodlarla bulunan degerlerin mukayese-

si i¢in kullanilaca.tair.

P =|P -P| (4.1.24)

formiiline gore Px degerlerini hesapliyalim. Yukaridaki PP" popu-
lasyon degerlerine gore; P ise herhangi bir metoda gdre hesaplanen
yanlig sinmiflandirme ihtimallerini gostermektedir. bununla ilgili
degerler cetvel 4.3. de goOsterilmigtir.

Cetvelden de anlagildiglr gibi metodlarain birbirlerine olan
tistiinliikleri, diskriminent fonksiyonunda kullanilan degigken sayi-
sina gore degigmektedir. Onun i¢in ilk bakigta hangi metodun en i-
yi oldugunu sOylemek mimkin olamaz. Zger rakkamlar variyans anali-
zinin faraziyelerini yerine getirmig olsalardi, ¢oklu mukayese yo-
lu ile Onemli fark gosteren uwetodlar tesbit edilebilirdi. Lu durum-
da, psrametrik olmiyan metodlardan birini kullanmak en uygun bir

yol olarak gorinmektedir. bu maksatla cetvel 4.3. deki veriler,
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Cetvel 4.3. Qegitli Metodlara GOre Tahmin Edilen Yanlisg
Siniflandirme Ihtimallerinin Gergek Degerle-
rinden Ayriliglarinin Mutlak Degerleri

;rtﬂnje*if.say.' !
! LY |

e todlar~.__ | . | = | 3 4
1 | 0.0713 | 0.1636 | 0.1689 . 0.0376 '
2 ' 0.0150 5 0.0344 i 0.0197 | 0.0578 |
;-“—— 3 ; 0.0117 0.0037 |  0.0090 0.0097
"L 4 0.0104 0.0154 | 0.0248 | 0.0075
f 5 | 0.0259 0.0390 'l 0.0584 | 0.0432 |
ﬁfopﬂasyonda 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 !

her cegigken ig¢in ayri ayri alinaralk biyuklik sirasina gore sira
numaralarl verilmigtir. Meseld bir degigkenle ilgili olan siitunda
en kiigilk degere (0.0104) saship olan ddrdiincii metoda 1, bundan son-
ra gelen uglnecil metoda 2, ikinci metoda 3, begyinci metoda 4 wve bi-
rinci metoda 5 sira numaralerinin verildigi gibi. Neticeler cetvel
4.4, de gOsterilmigtir.

Cetvel 4.4. Yanlis Siniflandirme Ihtimallerinin Sira
Numaralari

leéiy.say. | i
amﬂﬁiﬁihz\ Y b 2 P 3 | 4 Toplam
ile toalar ™~ g | '
R l 1 L
1 5 5 | 5 3 18
; ;
2 ! 3 3 | 2 | 5 ! 13 *
. i |
3 2 3 | & g i 6 'r
4 ih 2 1 3 ] 1 i 7 1
e i B ;
5 4 ; 4 & ; 4 | 16 ‘
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Cetveldeki toylawm degeri kiiglik olan metodlarin iyi, diger-
lerinin daha kotil olmasi gerekir. Bu rakkamlar esas alinarak iki

yonli parametrik olmiyan variyaus analizi yapmak i¢in Friedman

testi uygulanmigtir (Siegel, 1956). bu testte kullanilan

~, 2 12 rE

= v
= nk (k+1) =3

R,

i - 3n (k+1) (4.1.25)

-
li

degizkeni yaklagik olarask k-1 s2rbestlik dereceli ki-kare dagiliga
gosterir. Formildeki n degigken sayisaini; k metod sayisani, Ii ise
her metoda ait toplami goOstermektedir, n= 4 ve k= 5 oldugundan

7§ = 11.4 bulunur. P= 0.05 ihtimal sinairindeki 4 serbestlik derece-
1i ki-karenin cetvelden bulunan deZeri 9.49 oldugundan, metodlarin
aynli olduklarina dair sifir hipotezi reddedilir. O halde metodlar
arasinda bir farklilik vardar.

Parametrik olmiyan istatistikte goklu mukayese yapmak diger-
leriaide oldugu givi pek kolay degildir. Gayemiz en iyi metodu tes-
pit ectmek olduguudan, eldeki Ozel hal ig¢in agagidaki gibi bir yol
takio edilmigtir.

Cetvel 4.4. den anlagilacaglr lzere birinci ve beginci metod-
lar genel siralamada daima en sonlarda yer almaktadir. O halde bun-
lar Jiikkate alinmadan geriye kalan Ug¢ metod i¢inden bir sa¢im yapi-
labilir. bu u¢ metodun farkli olup olmadigl bir Onceki problemde
oldusu gibi Friedman testi ile anlagilabilir. k= 3 ve n = 4 oldugun-
dan :xi = 15.5 bulunur. Friegman testine gore sertestlik derecesi
lg¢ten kiigik oldugu zaman k£ nin dagailigi dana baska bir durum
gostermektedir. Bu vtakimdan kesin ihtimel degerleri (exact probabi-
litiss) kullanilir. k=3 ve n=4 ~ldugu zaman P(Xi » 15.5) < 0.C05 bu-
lunur (Siegel, 1956). Yani ‘vi degerinin 15.5 veye daha fazla ol-
masi ihtimali 0.005 den kiglktur. Diger bir ifade ile metodler a-
rasiadaki farklilik ¢nemlidir. Hangisinin daha farkli olduZuru an-
lamag ig¢in ikiger kombinasyonlariunl alarak parametrik olmiyar.

testlerden birini uygulamek umlimkindur. Her toplawml meydena zcetiren
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migasadelerin sayisi kigik oldujunuan, Mamn-wnitney testi tatbik
edilecektir.

Once iiglineli ve dhrdincu metodlarr alarak hipotezleri kura-
Lrm.

Ho : Iki metodla hesaplanan yanliy siniflandirma ihtimal-

leri aynidir.

Hi : Uciincii metodla hesaplanan yanlig siniflandirma ihti-
malleri diger metodla hesaplanancan dsha kiigiik olmak-
tadir.

Cetvel 4.3. deki degerler buyukluklerine gore siraya aizi-

lirsa

02037 0.0075 0.0090 0.0097 0.0104 0.0117 0.0154 0.0248

(3) (4) (3) (3) (4) (2) (4) (4)
¢lde edilir. Her deZer ig¢in (4) in zag defa (3) il ge¢tigi sayilar.
0.0075'e tekabul eden (4), (3) Ui bir defa: 0.0104'e tekabiil eden
(4), ¢ defa digerleri ise dorder aefa gecer. Boylece Mann-Whitney
istatistigi

U=1+ 3+ 4+ 4 =12
olarak hesaplanir. Hezir cetvellerden U= 12 igin T= 0.171 bulunur.
Bu iatimal 0.05 in g¢ok uzerinde <laugu i¢in saifar hipotezi kabul
edilir. Bu durumda farkliligin ikinzi metoddan ileri gelmis olmasi
geregir. Gergyekten, ayni gekilde yapilan testte ikinei metodun 0.05
intiwal sinirainda farkli oldugu bulunmugtur.

Yukaridaki mukayeselerden, yanlig siniflandirma intimalleri-
ni hesaplamada kullanilan ligincud ve dOrdineci metoclarin digerleri-
ne nazaran daha dogru sonug verdigi anlagilar. birineci, besginci wve
bunlari takip eden ikinci metod en 10tu neticeleri vermektedir.

Ampirik hesaplara dayanan ilg iki metodun yanlig sonug ver-
meleri iki sebepten ileri gelebilir. birincisi, diskriminant fonk-
siyonu, populasyonun ortalamasi ve variyaus-kovariyans matricinin
Ornek tahminleri kullanilarak elde =dilmigtir. boyle bin _fonksiyon
sapmasiz degildir. Ikineci olarak, fonksiyonuu nesaplandigl miigaha-

deler tekrar yanlis siniflandirma iatimallerinin bulunmasi igin



kullanilmistar.

Lachenbruch tarafindaiu ileri surulen beginci umetodun da iyi
Jlr sonug¢ vermemesinin sebebinia Ornek ortalamasi ve variyans-ko-
varijsans matrisinin sabit olarak kabul edilmelerinden ileri geldi-
5 digliniilmektedir.

Ele aluigimiz misalde iyi sonug veren dordinci metodun her-
zamen i¢in ayni durununu muhafaza edebilecegi sliphelidir. Iki po-
pulasyon arasindaki standardize edilmiy mesafe kliguk oldugu zaman,
D2 nin sapmasiz tanmini olan sy Gogu zaman negatif c¢ikar. bunu
tnleumek igin, deha o©nce bahsedilen vagka bir tahminin kullanilmasa,

gliphesiz bu metodla elde edilecek sonuca tesir eder.

4.2. Kalitatif Verilerle Yapilan Diskriuminant Analizi

Uzerine Bir Galisma

Bu kisimda cetvel 3.1. deki rakkamlar alinarak, esaslarini
(2.5) ve (2.6) da verdigimiz kalitatif verilerle yapilan sinaflan-
dirma izah edilecektir.

Universiteye siriste alinan fen puanlarinin medyani bulu-
narax 6grenciler "wasatin listunde" ve "vasatin altinda" olmak iizere
iki gruba ayrilmigtir. Bu o0grencilerin lise mezuniyet dereceleri
(0: orta veya P: iyi veya daha yiliksek), wezun olduklari lisenin
buluadugu yer (I: il veya K: ilge) ve liseceki gubeleri (F: fen
veya E: edebiyat) ile iiniversiteye girigte aldiklari fen puanlara

arasindaki iligkilerin incelenmesi istenmektedir.
4.2.1. Cochran ve Hopkins metoduna gore siniflandirua

Iki populasyonun nisbi frekanslari meayanin ozelliginden do-
layi aynidir. Yanlig siniflandirma maliyetlerinin egit oldugu far-
zedilerek, daha Once bahsedilen kaideye gore Ogrenciler, lisedeki
durunlarina dayauarax siniflandirilicak+tza,

Cetvel 4.5. de ¢egitli durumlardaki dgrencilerin intiuslle-
ri verilmigtir. bBuna gore Piy > Ppyo i=1,2,3,4,8 oldugundan OKF,
OKE, 0OIF, OIE ve PIE durumlarindaki Ogrenciler birinci populasyona,

digerleri ise ikineci populasyona sianiflandirilmigtar.



Cetvel 4.5. Gegitli Durwslardaki Ofrencilere Ait Nisbi
Frekanslar ve Siniflandirildiklari Populas-

yonlar
| (z) ¥4 | Poy 'Siniflandirildiga
Durunlar Vasatin altinda | Vasatin iistiinde | Populasyon
-. | j
|
| OKF 0.138 0131 I
OKE 0.076 Jlr .035 | I
|
i
OIF 0.462 | .262 | i
- 1
[
| OIE 0.089 . 062 | I
|
. PBF 0.097 | .234 | s
!
PEE 0.014 .041 | I
PIF 0.110 .228 | II
PIE 0.014 | . 007 I
Toplam 1.000 . 0C0 |

|

Yanlig siniflandirilma intimalleri cetvelden kolayca hesap-

lanavbilir. Birinei ve ikinci populasyona yapilan yanliy siniflan-

dirue ihtimalleri
P( 1, my)

P(ﬂlinz)

asagidaki gibli bulunur.

0.097 + 0.014 + C.110 = 0.221

0,131 + 0.035 + 0.262 + 0.062 + 0.007= 0.497

Ortalama yanlis siniflancirma ihtimali O, 359 dur.

Sadece Ggrencileria lise mezuniyet derecelerine vakarak si-

niflaudirma yapmanin mimkin olup olwadigini anlamak igin cetvel

Sy yapilar.

Boylece orta derece ile mezun olanlar birinci populasyona,

dijerleri ise ikinci populasyona sainiflandirilirlar. Diger bir

ifade ile liseden orta derece ile mezun olanlar iyi ve daha yilksek
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Cetvel 4.6. Mezuniyet Derecesine Gore Her Duruma Digen

Ogrenci Nispetleri

? i) Bog 181n1fland1rllan
éﬂurumlar Vasatin altinda | Vasatin istiinde EPopulasyon

ﬁ*O 0.765 | 0.490 i I

--_P 0.235 0.510 A §
ji‘oplam 1.000 ' 1.000

derece ile mezun olanlara nazaran uUniversite giris imtahanlarainda
dahe digik fen puani alumaktadirlar. Bu gekilde yapilan siniflandir-
mada

P(1ybn ) = 0.235

P( ;1M,) = 0.490

ihtimalleri bulunur. Ortalama hata nispeti 0.363 diir. Bu daha Once
bulunan ortalama yanlig siniflandirma ihtimalinden gok farkli de-
gildir. Ayni sey il-ilge ve fen-edebiyat kriterlerine gore yapila-
rak yanlig siniflanuirma intimallerinin ¢ok dana bliylk oldugu go-
rilmigtir. Bu sebeple lisenin bulundugu yer ve mezun olunan bolim
dikkate alinmadan da o6grencilerin siniflandirilmasl mimkin olabi-
lir. DigBer bir ifade ile sadece lise mezuniyet derecelerine bak-
mak suretiyle uUniversite giris iwtahanlarinda slinan fen puanlari-
nin vasatin altinda veya ustinde olacagil takriven 0.64 ihtimalle

dogru olarak tahmin edilebilir.
4.2.2. Martin ve bradley lMetoduna gore sinirilandirma

Bir Onceki misalue, eldekli degigkeulerin her biri iki ayra
degeri almaktadir. .ieseld, Ofrencinin lisedeki boliimi fen ve ede-
biyat diye iki kisamda incelenmigtir. Diger degigskenlerde ayni ge-
kildedir. Bu bakimdan her degiskene O ve 1 degerleri verilirse,
yukarida tarif edilen populasyonlar iki gikli (dichotomus) populas-

yonlari olur. Onun i¢in esyni misal ele alinarak, daha once iki gakil-
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populasyonlar ig¢in izal edilcn teorinin tatbikati gOsterilecektir.

0= 0, P= 1; K= 0, I= 1 F= 0, E= 1
deierlerini almig olsunler. bicalde n = 29C, m= 2, I= 4, n1= n2
1 o .
= 145, W SWy= = odr. aymasa Jle g o= 0 ve LElFLIE“ 1 olarek

aliracaktir.

Kullanilan intimal modeli ayszgldaki givbidir.

pm(g) = f(g)[jl+ h.(a . z)! m= 1,25 2 ¢ % (4.2.26)

1'8p" &

Bitin z degerleri igin pm(E) ayri eyri yazilirsa agagldaki egit-

likler elde edilir.

pl(OOO) = £(0u0) (1+ 8- 8- 8, - a3)
pl(OO]) = £(001) (1+ 8 - a,= &8, + a3)
pl(OIC) = £(010) (1+ a - a;+ &, - 33)
pl(Oll) = £(011)(1+ 8~ 8+ 8, + az) (4.2.27)
pl(lOO) = £(100) (1+ at a; -a, - as)
pl(IOl) = £(101) (1+ a+ a; -a, + 83)
p1(110) = £(110) (1+ a+ a; +a, - aa)
p,(111) = £(111)(1+ a_+ 3, +a, + aj)

Siniflandirmadaki kzide

I hl(gl, z) >0

m, ¢ hy(gyy 2) <0

(4.2.28)

geklindedir. &y degerlerini uesaplamak igin dala Once izah edilen
metodlara gore bir yol “ekip edilir. Once (2.6.65) den a)
langig¢ degerleri hesaplanir. lulunan degerler asagidaki gibidir.

in bag-

a = - 0.009 a

10 0.008

1l

12

a 0. 037 a

0.107

11 13
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Bunlar kullanilarak (2.683) iia yard.miyla ‘kl = -21.838 bulunur.

Muhtelif (z) degerlerine gOre hesaplanan f(z) agagidaki gibidir.

£(000) = 0.136 £(100) = 0.167
£(001) = 0.055 £(101) = 0,027
- R (4.2.29)
£(010) = 0,365 £(110) = 0.170
£(011) = 0.075 £(111) = 0.010
Eoylece 3.1 ve F(z) degerlerini kullanuek suretiyle &, in ¢oziimiine

1
gegilebilir. Fakat (2.6.82) den de anlagilacadi gibi ¢dziiu uzun

bir komputer hesaplamasinl gerektirmektedir. |¥6a z) | ¢ 1 olduguna
dikkat ederek (2.6.82) seriye agailip, derecesi iki ve daha fazla
olan terimler atilmigtair. (2.6.82) tekrar yazilirsa agagidaki e-

$itlik elde edilir.

c,(z) #s(z) c,(z) #5(z)

-
- -7 ,
z¢ % 1+ h (2, 2) zZg 1+ hi(ay, z)
= = A f(z) B4 (2)  (4.2.30)

(2.6.71) e gre h,(a,,2) =-h,(a,,2) olup agagrdaki aginiulari ya-

pilarsa

i |

e

(4.2.31)

1 ~ "

bulunur. Bunlarda yukarida yerine koyulursa

ZZ::% ﬁi(g){cl(g) - ¢c,(z) - e(z) h, (g, g)}



== A > f(z) 9, (2) (4.2.32)
Z2€z

bulurur. Boylece denkleu sistemleri linzer sekle doniigturulmis

olur. Ilgili degerler sullanil.rsa agafldaxi egitlik elde edilir.

1005 ~257 216 —67 } 8,1 [ o.000
| " - x
' 74 -290 € = 20 311 | 74.388
| - 68 76 -290 56 | 5 4—28 868 | (4.2.33)
| 192 - 20 66 290 J | | 28.653
L 3) { J

bu denklem sistemleri gozuldugih zamen gu degerler bulunur.

g = s - = 0,0863F
alO 0.0167 ai” 0. 086

8,, =-0.2454 &, = 0.1412

Il

Bunleran dogruluk derecesi baylangi¢ degerlerine bagladar. Ilk de-
ﬁerler ‘mukayese edilirse bunlar:n ¢ok farkli oldugu goriliir. Bu
bakimdan bulunan en son degerler baglangi¢ degerleri olarak aliniap
igleuwlere istenildigi kadar devam euilir.

Bir onceki tahuinlerle bir sonrakiler arasindaki ortalaua
fark takriben 0.0025 oluncaya <adar islemlere devam edilmistir.

Her safhada bulunan él degerler. cetvel 4.7. deal gibidir. Goriildigu

Cetvel 4.7. Parametrelerin Qeyitli Safhalardaki Tahminleri

E 1 Baglangig 1. Tahnin 2. Tahuin 3. Tahmin
} 816 | -0.009 | U.LIE% -0.0537 . =0.0575
1 .
— a,, | 0.008 i ~0.2454 } ~0.2742 ; -0.2758
| s | 00N i 0.0635 |  0.0683 |  0.0684
i a) ! 0.107 T 0.1412 |  0.0493 i 0.0436
. . .

gibl yaklagim g¢ok gaouk olmugtur. Parawetrelerin tahminlerinden

sonra, siniflandirme kaidesi ig¢in h.a., z) hesaplanmesi gerekmek-
& 2 * &



tedir. Son olarak heegaplan

B

pusame sre degerleri her z ig¢in
LLigl,E) yi hesaplameda kullan -l :1csa zsetvel 4.8. deki degerler

elde edilir.

Cetvel 4.6. liuhtelis o lor Igin Hesaplanan hliél,g
Dzger.eri
T . B 5

. Duruvm | hi\g, 2 hl(gl,g,

E ..

i 000 ao al aa 13 0.1063

! _—

1 001 8, = 8; = &, 4 3, 0.1935

P 010 . ao -8y . a a} 0.2431

; 'L | — + + a :

T - e : ao Ei_L a: ha = |A.j. o. 3_503

i 100 ac o8, = H, - oA, -0.4453

101 a +a, - a,*a, -0. 3581

| 110 | a, + &, + ey - 33 -0. 3085 i
; - '

%lll E a, +a; +a, + aj -0.2213

Saniflandirma kaidesiie gbre cetvel 4.8. deki 100, 101, 110
ve 111 durumlaraina digen fertleriun iginei populasyona, digerleri-
nin ise birinci populasyona siraflandirilualari gerekir.

Martin ve Bradly metodu ills wetodla mukayese edilirse (111)
duruma hari¢ digerlerinin sin'flandiriliglari aynidir. (111) duru-
nunda birinci populas;ondeki Zertlorin niebl frekanslari daha yik-
sek olmasine ragmen ikinci pecpulasycna sainiflandirilmigtir. Aslin-
da bu durumdaki toplac. fert sayie: Ug olup digerlerine nazaran gok
diigiiktiir. Bu bvakimdan (111) jc:.n, zer iki uetodlada bulunan sinif-
landirma kaidelerine fazla glureuiienez. Son uetodun en onemli avan-

taj1 gok-degigkenli durumlarin herhangi biri veya birkaginda wlisa-
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hadelerin rlmodigl hellere tatuvik eailebilumesidiz.
4.2.3. Normal degigkenlerin xalitatif degiggenlere gevrilmesi

bundan Once inzelenen »2 .unlerde ele alinan degigkenlerin
ya hep silirekli veya nep kesikli cldugu farzedilmigti. Bazan kali-
tatif ve kantitetif degigkenler tir arzde olabilir. Bu gibi haller-
de kelitatif degigkenlere 0,1,2 gibi sira nunarasi vererek bir de-
receye kadar kantitavif gekle sokmak svresiyle analiz yapilabilir.
Sunuiille berater diger bir yol, lkantitatif degigkenlerin kalitatif
hale getirilmeleridir. Her degisken 2,3,4 kisma bolinerek analiz-
leri, Onceki boliimlerdeks givi yapalir.

Bu bolimde ¢ol:r Ozel bir hal incelenerel, tek bir normal de-
&igkenin kalitatif halz getiriluesircen dolay: ayiriu gliclinde ha-
s1.1l clacak kayip incelenecektir. y gibi normal bir degi§keninrﬁl
populasyonundaki orstalauasi o, varyansi 1;ﬂ§eki orsalamasl & ve

varyensi 1, deki gibi olsun. Ayrica (6!/<J/271 sartini kabul edelim.

1
Bu degigken ig¢in Mahalancbis umesafesi

_ 3 {5y )
v 1(3[1’ o Y (4.2.34)

olur. y'yi iki durunlu kecikli cegigken gexline g¢evirelim. ﬂl ve
ﬁ2 populasyonlarinde aerkangil bir ferdin i'iaeci (1=1,2) durumda
clmasi ihtimallerini P{ir;ﬂl) ve P(i |r@) ile gosterelim. O zaman

optimum kaide
P(il!‘il) > P(i |r72) (4.2.35)

geklindedir. Yani bu gart saglanaiyorsa, i'inci durumdaki fertler

]1i, aksi halde ﬂg ropulesyoruna dehil edili:-.

(4.2.35) in heriki tarafinin logaritmasi alinirsa
1n[ P(i|m)) | - 1L;_P(iln2)} \ 0 (4.2.36)

bulunur. Ayrica,



X=1n [ P(i1;9,)] -1n | P(i1fy,) ] (4.2.37)

azllirsa optimum keide

X ,0 (4.2.38)
eklini alir.
Slrekli degigkenlerin belinumesi asaprdeki gekilde gosteril-

181 gibidir.

T~

T E 1 T
Jekil «,1. Slrekli Degigkenlerin Bboliinmesi

una ore, deierleri 9/2 den kiigik olan fertler birinci duruma
Py ihtimali i1le gdsterilen), bliyuk olanlar. ikinci duruma dahil
dilir. Her populasyoadaki ihdtiwmaller ve bunlara ait degigkenler
etvel 4.9. da gosterilmigtir.

Cetvel 4.9. Q2yitli Durumlardaki Ihtimaller ve I1gili
X- Degigkenleri

: 1 | 2
Ihtimeller-~ |
P(11ny) ‘ P, Ps
i
- v, | Vs
- k3 i
. 21 b2 p Bk _
3tveldeki w, = 1n ==--— ve w_= 1ln -——-= dir. Ilgili degerler
1 Ps 2 by

allanilarak X'in T+, populasyonunda<i bekleren degeri ve variyansi

E(X|,) = w,p. + W,p
b el Tk . (4.2.39)
. = 2 . 2 i ]‘r)]é

Var(XIFl) =W, Py + w2 by - [_(XJ.l
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geklinde bulunur.

0/2 1 L 2
pl = ( —-- exp(- — ) At
42T .
) (4.2.40)
= D(d/2)
seklinde gosterelin. 633(6/2) srfir etrafinda Taylor serisine gore
agilirsa
! £ .
$ 1l P a2 (%) 1
e e =D bt 8 —tat. |
C.Lr/(z b) ‘v(o)"' 6{- gt J't=0+'..
(4.2.41)
T -1+ —=—3)
J2 i
bulunur. O halde
p, = é (1 + E_, d)
Jan
(4.2.42)
It 1 g
Py = 5 (1= —=0)
J2 i
olur. Dijger taraftan
1l + < o
i
wl = 1n Ji‘ -
1l - — 0
Jon (4.2.43)
w: e i By = il » s )
vern J2T

seklinde yazilabilir. Bu da sifir etrafinda Taylor serisine gore
agilabilir. yiinkid 6 < J271 dir. Bbylece

251.(1 - —) (4.2.44)
J2r 2 211

W1=

elde edilir. Ayni gekilde



oL

20 0 o
Wiy, 3B & wmms [ ot} = = W, (4.2.45)
. o 2 {e1 .
pululur. X'in her ikl populasyoncawi belklensn degeri

1 L
S M . (4+2.46)
- 2 12y
= -E(X) ﬂz)

gexlindedir. Variyansi ise

D
2 = - [ asl
Var(Xl,-‘Il) =Wy - ; EB(X| rnl);

2 S
o T s d B BT e, 54T
£ 2 J21 2T

var (X|1,)

—

L . — 2 » "
bulwiur. X-degigkeni igin Mahaslonobis mesefesini ~»_ ile gosterir-

1

sek 2
o L E@ ) - a0,
.,51=
Var (X)
By 62 (4.2.48)
8
s o ®
2 I

pulunur. Surekli degisken Jlg;inw2 = Bzzidi. bbylece sirekli degig-
kenin kesikli degigkene gevrilmesinden meydana gelen kayip ig¢in

P 2 i R e :
;11/55 orani bir ©6lgii olarak kullanilirsa

2
2 1
aé = s 7 (4.2.49)

g
2

- 2
egitligi elde edilir. Dikkat =dilirse o6 = O iginle/gsz orani



T Dem

& < . - : _—
—— = 0.636 olur. 0 buyudukge bu orew kv uliir. Diger bir ifade

ile ropulasyonlar arasindeki .cse.'s blyadikee surekli degigkenle-

rin kesikli hale getirilmeleri lalinde ayiram glic azalir,
4.2, Diskriminant Angalizinde Kay-p .dfigshacdeler

bazan kayitlarin tutuluasaindski hatza ve bunwl gibi sebep-
lerden dolayi fertler uzerinde yaprlan uiugahadelerden bir kismi
kaybedilumig olabilir. Boyle hallerde ayni fertteki kaybedilumemig
milgahadelerden faydalanarak elde edilecek maltmati arttirmak igin
kayiplerain tahmini, olduk¢a karigik bir meseledir. Bu durum disk-
riminant analizi ve g¢oklu regresyon zibi konularda duaha da karisak
bir durum gosterir. (inku degiskenlerin dagiliglarl ¢ogu zaman
farklilik gosterirler.

Kayip miigahadelerin oldugu fertleri denemeden ayri tutmak
glipneeiz en pbasit ve kestirme yoldur. Fakat meveut verileri kullan-
nak suretiyle populesyonun parane trelerini en dogru bir gekilde tah-
min edilmesi zerekmektedir.

Diskriwinaunt analizi gergeveginde bu konu giwmdiye kadar g¢ok
az kimse tarafindan incelenmiytir. <ackson (1968), kayip migahade-
lerin tahmini ic¢in iki yol tavsiye etmexktedir. Birincisi, her ka-
yip deger igin, ilgili degigkenin Ornek orvialamasi alinir. Kayip
migahadelerin tahmini olarak kullanilan bu deger nunakkak ki birgok
bakimleyrdan sakincalidar,

Jackson'un tavsiye ettigi ikinei wetod ise goyledir.

§= (_X_l,-.., -}_{_p) (4.3-50)

¢oklu miigahadeleri gdsteren matris olsun. X, nxp matris, 31,...5?
ise kayip mugahadeleri olan nxl boyutlarindaxgi vektorlerdir.
Bunlerdan biri (mesel& X.) bagiuli uedigken, diZerleri ba-
gims1z degigken olarak seg¢ilip goklu regresyon yapilir. Bagimsiz
degig<enlerceki kayip miiganadeler igin, o degigkenin ortalamasi
koyulur. Boylece bagimli degigkendeki butin eksik kisimlar tamam-
lanir. bu iglem diger bvutin degigkeulier i¢in ayni gekilde ylriitii-

lir. ZSir Onceki tahminlerle sonraki tahuinler arasindaki fark
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1stenllen seviyeye auglinceye kadar iglewmlere devam edilir.

Jackscen'un dagssndigil teorik esas aunalitik olarak ispatlan-
aaun g faxaet euwplirik olarak saglunwmigtsz. lUetodun dayandiii normal-
ik taraziyesinin birgok hallerde beczuldugu ¢ok bdiylik bir ornek
lizerine cgaligirlarak ayrica belirtiludigtir.

Aragtirmamrzda, kayip migahacelerin tahmini X in gok-degig-
kenli normal dagilig godsterdigii farecziyesi esas alinarak yapilacak-
TLT

X = A€ (4.3.51)

— -

lineer modelini alalim. lModeldeki ©, mxp parametre matrisi, A ise

a,ag.daki gibidir.

1 o0 1} ‘
I: : :I *n tane
é={1 0 1 jot
.3.52
il 5 5 ] (4:3.52)
:E E E : n2 tane
1 1 o, I

nly L, ner gruptaki fert sayisini gostermektedir. Xayip miigahadele-

rin <ahmini bu modele gbre yapilacaustir. Once bir degiskenli mode-
1i (X, bu takdirde nxl vektordiic) dlarax hata (residual) kareler
toplamini bulalim: P nin en kilgik kareler tahmini bilindigi iizere

-~

A'AB=A'x (4.3.53)

e}

normal egitliginden owlunur. Faxzat, ¢ogu zaman A'A matrisinin ter-
si yoktur. Onun igin B, amaca uygun bir metris olmak uUzere paramet-

reler arasinaa

B3=0 (4.3.54)

=

geklinde bir sinarlandirme yapilarai, . nin tahmini
3= (.'t-y;_s'.};)“l_fy_:g (4.3.55)

bulwiur. Hata kareler toplami ise



=x'x-x"AB

=x [ I-A@A+Y 274 x (4.3.56)
gekloni alar. I.birinm matrisini gosternektseuir.

buria gore kaylip miugaheadeler Lata kareler toplamini minimum
yapmak suretiyle bulunur.

9imdi, tekrar gok-degigkenli
X=486 (4.3.57)

lineer modelini inceliyeliuw. Benzer gekilae, buna ait hata karelep

toplaminin da

S,
(4.3.58)

=X'| I- A (A'A +B'B) ~ A" | X

oldugu kolayca bulunabilir. ge, pxp kare natrisidir. Bir degigken-
1i halde kayip migahadelerin tahmini ig¢in § yi miniwum yapan deger-
ler segilir. Fgkat degigken say.si birden fazle oldugu zeaman mese-
le daha da karigik bir gekil alir. (lunkl bir degigkxenli halde sa-
dece bir sayiya tekaolil eden ée bu taktirde bir matristir.
Gok~degigkenli lineer modellerde kayip miganadelerin tah-
wini ig¢gin Donald (1971), §e nin izinin yéni kogegea elemanlarinin
toplaminin minimum yapilmasinl XKriter olarak kullanmigtir. Ayrica
ge n:n determinantinin alternatif bir kKriter olavilecegine de
igaret etmig fakat bununla ilgili herhangi bir ¢aligma yapmamigtir.
Donala'in gok-degigkenli lincer modeller igin geligtirdigi
metodu diskriminant analize tatbix ederek kayip milyahadelerin nasil
tahmon edilebilecegini izah edelim. =3 nin izi Tr(ée) geklinde gos-

terilirse
tr(s,) = or | X'[ I-A(4'A + 3'B) A | X ¢

(4.3.59)

I,

| x,

bulwiur. Boylece yuxkarideki ifadeyi minimum yapan degerler kayip
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miigaliadelerin yerine alinirlar. Dikras 2dilirse. 1 - &(é'é +§'§)-1£ﬂ]
matrisi pozitif yaribelirli (positive seumi definite) dir. Yéni

Eéjiif (A'A + E'E)—l A' 1 X, ousim I erieri igin sifirdan bi-

yiktur. bu seoeple X.| I-A(A'A +D'B) 4 2.8 nin her terimi
ayri ayri miniwmum yapilirsa Ir(ﬁe} ce ninimun olur. Durum her gj
icin ayra ayri incelendiginde problenir bir degigkenli modeldeki
kayip miigahadelerin tahmininin ayni olougu gorilir.

Donald'in yukarida izah edilen kriteri ile, diskriminant
analizindeki kayip miigahadeler Z¢in tatbik etmek istedigimiz “ge-
nellestirilmig veriyans" kriteri mukayese edilecektir. Bu kriter,
gok-degigkenli lineer model esas alinarak aesaplanan hata matrisi
Ee nin determinantinin minimum yapilmasi esasina dayamar (Oztiirk,
1972). Genellestiriluwis variyeus kriterini tatbik etmeden once

bunun mahiyetini kisaca agikliyeclim
4.3.1. Genelleytirilmis variyeans

Gok-degigkenli istatistirteki variyans-kovariyans matrisi
(V) bir degigkenli istatistikteki variyansa UF% tekabill eder.
Diger taraften genellegtirilmis variyans olarak adlandirilan V
nin determinanti, gok-degigkenli istatisticte variyasyonun bagka
bir ®lgiis olarak kullamilar (Anderson, 1958; Wilks 1932). Ayni
gekilde ©Ornek vektorleri olan gl,...,gn in genellegtirilmig vari-

yansi

Il
f§.’ e l 2 Z_ (Xy - E) (X - z)'l (4.3.60)
n-1 =]

geklindedir. bunu n-pboyutlu uwzaydaki p tane nokta cinsinden diusi-
nerek geometrik izahini yapalim @

'Xi

i |
olsun. O zaman li ¥, = 8440 i'nei wvegtorun uzunlufunun karesi,

Y ¥~ e

= (ZyreeesZ)y  Z,=X%,-X (4.3.61)

ij,(iijjise i'nei ve j'mei vektorlerin uzurnluklariyla
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bunlar arasinaaki aginin Kosuniusumin g¢arpimlarina egit olur.

22 Vi

yekil 4.2. p= 2 Oldudu Zaman y, ve y, Vektorleriuin

seuwatik Olerek GCsterilisi

Yukaridaki gekli inceliyelim: p= 2 oldugu zaman gekil bir
paralel kenardir. Eger p= 3 ise bu sefer kenarlara Yyv Yoo 13 vek-
torleri olan bir paralel keuar pirizma elde edilir. Genel olarak
p-tane vektor igin paralel kenar, p-boyutlu uzayda bir gekildir.
Bu (p-1) boyutlu paralel dilizlem ¢iftlerinin kesigmesinden meyda-
na gelmigtir.

§imai yukarida izah edilen geklin hacminin A = (n-1) S nin
determinantinin karekodkiine esit oldugunu gésterelim.

p= 1 igin |Y'Y |= |4 |= y]y, olup, determinantin karekoki
¥y vektdrinin uzunluiunu verir. Ayni geyin p= k-1 igin de dogru
olacagini diliginerek p= k oldugu durumu inceliyelim.

k-boyutlu geklin tavani k-1 boyutludur. y.,... vektor-

iy

+ C k—lxk—l vek-

lerinin lineer kombinasyonu olan c + oestC

141 o¥o
tori k-boyutlu geklin tebaninda yer alir. En kiglk mesafeyi
v=y - (eqyy + «oo + ¢ 1 ¥ ;) seklinde tarif cdersek bu k-bo-

yutlu geklin ylixksekligi olur. v vektdriuin minimum olabilmesi igin

Yyreeondy 5 @ ortogonal olmasi gerekir. Yéni, CpreeesCp g katsa-
yilarinin
' e i - 1 1
XJ y = IY.J lk (Cllj X'l t oeeot ck--—llj ‘zk—l)
(4.3.62)

= o leyooo’k"l

gsartinl yerine getirmesi l&zimdir. Xk—l' zk ve C matrisleri agagi-



=T
daki gibi olsun.

Ter = (@gee Hyey)

L, =gy
{1 0.0 =gy (4.3.63)
0 .« 0 =-c '
g = : ¢
- 1 —ck"l
k 0 0 LB ] O l
f
ICl=1wve [X ¥ ]} =% ¢ oldugunden
| 1
| 4 % e 1] ¢
=je x X ¢
X1l
1
= k- lxk—l £
9 ¥
* | Bpadpg |
bulunur. Daha Once Y' -1 i 1 in k-1 boyutlu geklin hacwinin ka-

resi oldugunu kabul etmlatlk. Diger taraftan tabani k-1 boyutlu
gekil olan k-boyutlu yeklin yiuksekligi v nin uzunluguna egit oldue

gwidan bunun hacmi

I’\Jll—'

= (|4 4 %, 5| 2'9) (4.3.65)

geklinde bulunur. O halde |¥' Y |= |A| nin karekdki p-boyutlu gek-

lin hacmine egittir.
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4.3.2. lletodlarin mukayesesi

Cetvel 3.2. deki verileri alarak neriki metodu da kullanip,
kayip miigahadeleri tahmin edelin. Bu msrsuatla X1 degigkenine ait
birinci populasyondekl ugluncu mugahnece (yL = 1.946) ile deegigke-
nine ait ikinci populasyondaki dokuzuncu umiisahadenin (y2 : 1.411)
kayip oldugu farzedilecektir.

a) Donald'in kriterine .ore kayip uwdiganadelerin tahmini :

Deneme matrisi diye adlandirilan 20x3 boyutundaki A,

3

L 0 1]
- - I
. i | 2 10 tane
a=fj1t 9 1) (4.3.66)
1 1 01
. . " f 10 tane
1 1 ol |

geklindedir. bunda son iki slitunuu toplama birinei sutuna egit ol-
dugunden A'A matrisinin tersi yoktur. (4.3.54) de tarif edilen 3

matrisi

B= (0 1 1) (4.3.67)
yeklinde segilirse
20 10 101

10 11 1 (4.3.68)
| 10 A &

e
>
+
It
It
Il

elde edilir. bazi iglcwlerden sonra

AAA + B'B) TA'= —st— | Ll (4.3.69)

/

bulunur. Egitligin saginda 10x10 boyutunuaxi J ve O matrisleri

agagidaki gibidir.
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s B QO |
d=11 1 1
1 1 L ]
. (4.3.70)
s S 5 TP
0=|0 o0
L6 0 0
Iki degigyken igi 5, nin izi
_.l g
Tr(s,) = X} [I - A(&'A+ B'E) A | X
Xl[ ! {8 3. L)
- =1 )
+ X5 | L - A(A'A + B'B) é'}&g

olur. Diger taraften X ., L, , £, ve L,-  1x10 boyutundaki vek-

torleri gbstermek lizere

X = (X, : X,)
(4.3.72)
X5 = (X & X))

gseklinde yazilirsa

t X! 1 { =X $ -5
Tr(s,) = X X + X X, - 55 (Kgd X5 + X0 X

' | (4.3.73)
1 T 1
+ X5 Xy + Ehod X0)
20 _ 10 10
- T 2 e 2
= 2. Xy To- | (2L X907 +(2 Xp54) ]
i=1 Fssll 1=]
(4.3.74)
20 .10 10
t2. %oy 5 €2 Togy) * (2 Xp54) J
i=1 1=l 1=1

elde edilir.
Birinci ve ikinci gruplardaki Yy, ve v, kayip mugahadeleri-

nin tahmin ig¢in TR(ge) nin kiswi tlirevlerinin bunlara gére alinip
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sifira egitlenmesi gerekir.

[ Tris,)]

1
I
~

1,8 ¥s - 2:953
(4.3.75)

Il

1.8 yl - 2.048 = O

denkleuleri ;Gzullirse ¥y = 1.640 ve ¥y = 1.138 degerleri bulunur.
Bunlar populasyon ortalamalari olan 1.500 ve 1.200 degerleri ile
mukayese edildiginde, gergek degerlerine gok yakin olduklari anla-
s1lar.

b) Genellegtirilmis variyans kriterine gore tahmin: Bir on-
ceki metodda oldugu gibi Yy Ve ¥, mugahadelerinin kayip oldukleri-

n1 farzedelim. Hegaplanan §e matrisi agagidaki gibidir.

"(4.084-2.953yl+0.9y§) (-0.560+0.118y,+0. 417y,,)
Eﬁ =
(-O.56O+O.118yl+0.41732) (1.937—2.048y2+0.9y§)
(4.3.76)

Genelleytirilmis variyans kriteri bunun determinanti olup,
kayip mugahadeleri tahwmin etmek ig¢in ée nin minimum yapiluasi ge-

rekir. Bazi iglemlercen sonra

o | 5|
———;;—— = —5.588 + 3-4del o 5-950 yz - 3'686y1y2

~2.658 ya + 1.620 y,y5 (4.3.77)

AEN

2

-1.843 v+ 1.620 yiyz

bulunur.



-

Goruldugii gibi yukaradaki iki bilinmiyenli Jenklem sistem-—
leri ikinci cereceden olup g¢ozuuwleri basit degildir. Bbununla bera-
ber c¢ok kiiguik bir hata ile yq Ve Y, agaglrdani ,iovi g¢ozilir. birin-

¢ci ve ikinci denkleuwlerden yj ve y2 gekiliree

2.658 (2.102 - 2.239 y,

yl ’)_
1.620 (2.134 - 2.275 y.

+
o
no

+
(3
n

(4.3.78)
1.843 (4.285

2
3.228 yq yl;

1.620 (4.323 - 3.281 ¥+ yi;

Vo =
F-m.'\ =5
bulunur. Her iki egitligin sag tarafindaki pay ve payda,degerleri
y, ve yz nin belirli degigim sinirlari dahilinde eyit olarak ali-
nirse

Iy = 1.641 ve Vo= 1.138

bulunur. Bu deferler Lonald'in kriterini kullanarax elde edilen
degerlerin hemen hemen aynidir.

Ele aldiZimiz misalde geyitli miigahadelerin kaybedildigini
farzederek yapilan hesaplamalar yukaridaki gibi neticeler vermig-
tir. Bu tip galiaigmalar ikiden fazla degisgken ig¢ginde yapilarak me-
todlaran birbirlerine olan durualari hakxkinda kesin bir hilkkme va-
rilabilirdi. Fakat iki degigkenden fazla haller igin ée nin deter-
minantinl minimum yepan degerleri buluak olduk¢a zordur. Bunun
igin komputer hesaplamalariue dayally fonksiyonu uinimum yapan teke
niklere bagvurmak gerskKir.

Donald'ain kriterinin diskriminant analizi igin kullandiZimiz
hesaplamaelarda saglauigl kolayliklar giliphesiz arzu edilen bir ozel-
liktir. PFakat itiraz ettigimiz nokta, bu kriterin degiskenler ara-
sindeki kovariyansi dikkate almamasidir. Halbuki bu durum gok-de-

gigkenli istatistikte oldukg¢a Onemlidir.

4.4. Degigkenlerin Seg¢imi

Biyowmetri ve «wifer bezi konularla ilgili arastirmalarda,
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bir ferde ait miganadeler gencllikle miiukin oldugu kadar ¢ok de-
gisken uzerinde yapilar. Olgiilerin bu derece gok sayida alinmasin-
da en Onemli sebep lzerinde g¢aligilacek ferdin teminindeki giiglik-
tir. Bltin degigkenler olglildukten sonra, aragtirici bunlar ara-
sindan en onemlilerini segmek ister. (Qinku fazla sayida degisken-
le galigmak, ¢ozllumek istenen problamin daha kariylk bir durum
gbstermesine yol agar.

Diskriminant snalizinde en uygun deiigkeni yéni ayirima
konu olan populasyonlarin mukayesesinde en fazla farkliligi meyda-
na getirenleri seqguex ¢ok geunig ve Onemli bir problemdir. Degig-
kenlerin mimkiin olan bltiin kombinasyonlarini kullanarak elde edi-
lecek diskriminant fonksiyonlarindan

o= D (= —%—* A) (4.4.79)

degerleri hesaplanip, bunlar arasindan en kigik ~ y1 veren kom-

binasyon seg¢ilebilir. Diger bir ifade ile, en kiiguk yanlig sinif-
landirma ihntimalini veren kombinasyondaki degigkenler, amag¢ igin

en uygun olanlaridir.

Populasyonun parametreleri bilinmedizi zaman Ornek tahmin-
lerinin kullanilacaiinil bundan onceki bolimlerde belirtmigtik. Boy-
le haller ig¢in gesitli metodlar geligtirilmigtir. Bunlarin dordi
ile, ayri olarak tatoik etmek istedigimiz bir metod mukayese edi-

lecektir.
4.4.1. Degigkenlerin se¢iminde kullanilan wetodlar

Bu konudaki metodlari kisaca izal ettikten sonra bir misal
alinarak mukayese yaosilacaktir.

, a) t-degerine ygore seg¢gim (Weiner ve Dunn 1966): Iki grupta-
kg-ortalamalerln fariclarini kullanmak suretiyle elde edilen Student’
in t-degeri her degisken igin hesaplanir. Buna gore

L -5
t = (4.4.80)
/_;_+_l, 5
\nl n2
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hesaplanir. Formildeki il' ig, birinci ve ikinci gruplardaki orta-

2 o s ; ; .
lamayi, S ise iki grubun karistiriluig variyansini yani,

2 s =
. Z; s = %.)°
B E— E—
s° = J (4.4.81)
nl+ n2 - 2

formiiliine gore elde edilen degeri gostermektedir. Boylece en blyiik
t-deZeri olan degigkenler segilir.
b) Diskriminaut fonksiyonunun katsayilari (Weiner ve Dunn,

1966): bBu metodda diskriminant fonksiyonunun katsayisi

jk L~ %ok
b o2

1 bk

(4.4.82)

c
[
M

K

kriter olarak kullanilair. SE, birinci metodda oldugu gibi karigti-

. — ; i . 1 b - A
$ variyausi ve r ise korelasyon matrisinin tersinin j'nci

. ni.. . . i
sira ve k'nci siitunundaeki elemanl gostermektedair. Buna gore mut-
lak degeri en buyik bj degerlerine sahnip degiskenler segilir,
¢) Iki grup arasindaki mesafe (Lebischew, 1962) : Mahalono-
bis mesafesinin ornekteki tashmini bir degigken ig¢in yazilirsa
= = 2
2 (X - %)

D" = 5 (4.4.83)

o

bulunur. Kullanilan bu deger t ye benziyorsa da Ornekteki fert sa-
yisana baZli olmayigl bakimindan farklidir. Iki grup arasindaki
standardize edilmig mesafeleri en bliyluk olan degigkenler eyiraim
igin en etkili karakterler olarak segilirler.

d) Ayirim glcundeki degigiklik (Urvbekh, 1971): Bir degigke~
nin atilmasiyle D2 de meydana gelecek degigiklik kriter olarsk
alinir. b. ve rkk (4.4.82) deki gibi olsun. Urbakh'in ileri siire-

L

digu kriter
2 1 .
Dp B (n1 + 1, = 2p -2)(—5— B "ﬁ“)
< 1 2

r n, +n, -p- 2

b

(4.4.84)

EWI\J
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gseklindedir. Yuxkardaki DE, p-degigkene ait D2 yi gostermektedir.
buna gore bi/rkk degerleri, egitlifin sag tarafinda hesaplanan
degerden biylik olan degigkenler seg¢ilir.

e¢) Hata kareler toplamindaki (residual sum of squares de-
gigiklik : Kayip miiganadelerin tahmininde, genelleytirilmig vari-

yans kriterini ileri siur#rken, gok-degigkenli

X=246
lineer modeli esas olarak alinmigti. $imdi ise, degigkenlerin se-
¢iminde

Y=(X-X B (4.4.85)

goklu regresyon denkleminden hareket ederek, hesaplanan hata ka-
reler t0plam1ndaki degigiklik kriter olarak alinacaktir. Bu kri-
teri izah etmeden Once, goklu regresyon ile diskriminant fonksiyo-

nu aragindaki iligkiyi gosterelim.

(1)

A = (=1, '!nl)
nl+ n2
(4.4.86)
-n
s N U
nl+ n2

olsun. loylece tarif edilen y degiykeni seabit olup her ornekte
farkli degerler alir. Gruplar arasindaki farki dikkate almadan
y'yi bagiuwli degigken olarak diglnip ¢oklu regresyon analizi yape-

biliriz. Xi ve ¥y lerin ¢arpimlarinin toplam

I
i I &M= 52,
b

dir. Bu ise Ornek ortalamaslarl arasindaki farka orantilidir. bu

(4.4.87)

gsartlar altinda bulunan g¢oklu regresyon katsayilarinin diskrimi-
nant fonksiyonunun katsayilarindan farkli olwmadiklarini kolayca

ispat edebiliriz.
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modelini glalim. Yukardaki

s, 502

1 o

1>
]

nl + 112

dir. Normal egitlikler ise

& B (1) E5Y N
2. .. Eg' - X) (X )3
i=1l o=1
geklini alir. Diger taraftan
2 n, e .
,& i }*‘ 1 (-}E\;) — X)(E(;) E)'
i=1 a=1
2 n, . ; .
- Z o (EE:;L) X(l))(r(.;)
i=] =]
+ nl(E(l)— )(2(1)— X)
z e Py -—tl

seklinde yazilabilir. .ﬁwnliih

(4.4.88)

(4.4.89)

2 n,
o
> .
i=l m=]1

2By
nl+n2

(4.4.90)

(4.4.91)

)(_52"{';”)’ yazilirs

n.n n.n A
n,+n, uo+n,
R (4.4.92)
bulunur. (i(l) - 2(2))'f3 bir sabite oldugundan
a oc S ( - 3(2) ) (4.4.93)

(1)( (1)

- X)

"E) (E(Z)'i)'
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dir. Tek degiskenli istatistikte oldugu gibi muameleler ig¢i (hata)

variyans-kovariyans matrisi

By = A= e S da' (4.4.94)
nl+n2
geklinde ifade edilevilir. d = E(l) - 3(2) dir. Diskriminant kat-
sayisli
";}-r_é;lg_ (4.4.95)

idi. Buradan d ¢Oziulip A cinsinden ifade edilirse

n. n
g=§w:=(£__.l__.2__ggl)b
s
(4.4.96)
i I ¢ 1
=.A.?.""L"‘2"""""QQ"2
i

bulunur, Dikkat edilirse d' ¥ bir sabitedir. Bu g ile gbsterilir-

Se Il Il
L2
g= X o g ——————ana § (4.4.97)
Ili‘Il )
olur, Bazl kaisaltuwalardan sonra
n
v = é_l a 1+ _f}__g__ g) (4.4.98)
I'lin o

bulunur. Diger taraftan goklu regresyon katseyisi % da é-lg ye

orantaligar.

0 halde; fertlerin iki normal populasyondan birine sinif-
landarrailmalari bahis konusu oldugu hallerde, y-degigkenine yukari-
da tarif edildigi givi degerler verilmek suretiyle bulunan goklu
regresyon denklemi ile diskriminant fonksiyonu ayni geyi ifade eder-
ler.

Bu noktadan hareketle, degigkenlerin seg¢iminde goklu regresyon
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igin geligtirilmig metodlar diskriminant analizinde de tatbik edi-

lebilir.
gimdi,
modelini ele alalim. Y' = (yil) ,,,,, y(l), y(2),.-.’y(2)) —
= ny L n,

A= (ﬁl,...,i3p) dir. (X - X) matrisi ise agaZidaki gibidir.

(1) _ = (1) =]
All ? Xl - Apl = Xp

z 1) _ % (1) =
- X) = - cas X - X .4.100
(X - X) xlnl X pn, ~ % (4.4.100)
(2) _= (2) _ =
1 Xl o Xpl - ip
2 - 2 =
x&; “ &y wini 2 _ %
Buna gOre /: nin en kuglk kareler tahmini
A _ .~ B
L=lE-D'E-X] E-3'Y (4.4.101)

olarak bulunur. Hata kareler toplami ise

S, =YY-¥ (DA

1 (4.4.102)

(@D [ @D aEd] @by

=Y
= & ;

gseklindedir. Goklu regresyon denkleminde degigkenler seg¢ilirken,
hata kareler toplaminaa meydana gelen degigiklige ovakilir. Bir
degigken hari¢ tutuldugunda hata kareler toplamindaki artig en
kiigik ise, ilgili degigkenin digerlerire nazaran daha az Oneme

sahip olduiu anlagilir. boylece en az farkliligl meydana getiren
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degigkenler segilerek regresyon denklemi diginda bairakilar.
Diskriminant fonksiyonunda da ayni durumun meveut olmasi

mimkiin degildir. Coklu regresyonda T erin normal dagilig gbster-

dikleri kabul edilir. Halbuki diskriwinant fonksiyonundaki yi ler

I

- - Ve degerlerini alan sun'i degiskenlerdir. Faraziyedeki

=
2
bu farklilik sebebiyle hata karsler toplaminda meydana gelecek
ertisgin onemli olup olmadiZinin kontroli ¢ok gli¢ bir durum goster-
mektedir. bununla beraver, se¢imdeki amacimiz degigkenleri onemli-
lik sirasina gore dizmek oldugundan, hata kareler toplaminda mey-

dana gelecek artigin Onemliligi bahis konusu degildir.
4.4.2. Metodlarin mukayesesi

Tatbik etmek istedigimiz yukaridaki metodu, cetvel 3.3.
deki wverileri kullanarak digerlerijyle mukayese edelim.

[(g - X)'(X-X)| matrisinin tersi asagidaki gibi bulunmustur.

0.2881 -0.0867 -0.1243 =0.0721 )
! -0.0867  0.2465 -0.0562 -0,0349

o -0.1243 -0.C562  0.2476  0,0211

-0.0721 -0.0349  0.0211  0.2202

(4.4.103)
Diger tarattan

Y'(X-X) = (7.296 4.139  4.293 0.435) (4.4.104)

olarak hesaplanmistir. Bunlari kullanarak (4.4.102) den Sr= 3.860)
bulunur. Bundan sonra en iyi ii¢ degiskeni sec¢mek igin (Xl X X 5

(xl’ X3! X4)! (H,Xg!x ) ve (-K- 3
degerleri ayri ayri hesaplanir. liisal olarak axl, Kz, Xj) komblnas—

X4) kombinasyonlari igin S

yonunu alalim. 3x3 boyutundaki (X-X)'(%X-X) matrisinin tersi aga-

gldaki gibidir.
-1 0.2645 =-0.0981 -0.1174

[(x-%)'(x-X)| =| -0.0981 0.2410 -0.0529 | (4.4.104)
-0.1174 -0.0529  0.2456
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Ayriza

Y'(X-X) = (7.296 4.139 4.293) (4.4,105)

degerleri kullanilirsa, ddrdiincu aegigienin atilmasinden sonra,

hesaylanan hata xareler toplami = 4,9237 olaraik bulunmugtur.

‘r4
Ayni gekilaoe
(X];XQFX4) kombinasyonu igin S o = 3.3788
(Rl,XB,X4) koubinasyonu igin S , = 3.9335
(XQ,X3,X4) kombinasyonu igin 5, = 8.5784

degerleri bulunur. Bu neticelerden, hata karcler toplamiudaki en
az artigan (xl,x2,x4) kombinasyonunun kullanilmasiyle meydana gel-
digi anlasilir. O halde diskriminant fonksiyouu igin xl,xz ve X4
degiskenleri seg¢ilebilir. bu i¢ degigkenden hangisinin daha az 0-
nemli oldugunu bulmak ig¢in iglemlere ayni gekilde devam edilir.

Geg9isli kombinasyonlara ait 5r’ degerleri agaiidaki givbi bulunmug-

tur.
(xl,xz) kombinasyonu igin S _,, = 4.9435
(xl,x4) kombinasyonu igin sr,2 = 3.9384
(XE’X4) kombinasyonu igin S ,, = 9.6825

Boylece X, ye nazaran Xl ve X, deZigkenlerinin deha tnemli

o 44

olduklari anlagalar.
Xl ve X4 ayri ayri kullanilarak hesaplanan brd degerleri
Kl igin br“4 = 4.9517
X4 igin S

geklinde bulunarak en onewli degigkenuin kl oldugu sonucuna varilar.

Ly = 12.4635

Degigkenlerin se¢imi igin bundan Once izah edilen dort ayra
metoca gore elde edilen neticelerle birlikte blutin sonuglar cetvel

4.10., da gosterilmigtvir.
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Cetvel 4.20. Qegitli ketodlara Cdre begilea Degigkenlerin
Onemlilik Derecele:ine Gidre siralaniglari

| N - T
| Metodlar j vegickenlerin sarasa
4 PO R — |
| t-cegeri X X..X. X
| 8 g Ko~ T T
e T S
{ Diskriminans katsayilari 31, Lok, Ry .
. - I
o ] T
Gruplar arwsincazki mesafe I Alzuj,l X
| = .
| Ayiraim gucindek:i degigiklik | S EPS YRS AP
! I -
| '
]
| S_ deki degigiklik X, s X, XX
l r é § ' 1'J i; 2 _3
|
Yukaridaki cetvelde gorildugli g£ibi birinel -re iiglincl metod-

lar eyni neticeyi vermigtir. Ayrica ikinuci, cadrdimci ve beginei
metodlaran da birbirlerinden farksiz olduklari anlasiimaktadir.
Birirei grupta olan uetodlardaki degiskenleri.. s-rasi K,,X X

digerinde ise Xl,X4,12,X

“Jt‘
e
seklindedir. Dis<rininans 10nk51yonu

4_!
3

i¢gin bunlar:n hangisinin daha uygun olduguiu populasyona ait hata

nispetlerini hesaplamak suretiyle buleliliriz (2..2,) ve X ' X
[

1 2!
X.) kombinasyonlarine ait hata rispetlerinin sirasiyle 0.1056 ve

0?1003 o0ldugu cetvel 4.2. de yoeterilmigti. Ayna sekilde (h1,54)
ve (Xl,X4,X2) kowbinesyonlarl igin de sirasiyle 0.0834 ve 0.0885
bulunur.

Heriki hal ig¢in de yeni wvulunan 0.0534 ve 0.0&85 hata nis-
petleri oOncekilerden daha kiguk oldugundan; ikinci, cordiinci ve
beginci metodun dane dogru oluuiu soaucunz vsrilir. Secilen bu iig
metodu birbirlerine gore mukayece eaebilmex icin fazla sayida de-

gigken alarak dahe geillg bir galigma yapmelk gerskir.



bu aragtirmada diskriminant analizinin genel teorisi juace-
lenerek degigkenlerin seg¢imi, yanli; sianiflandrraa iatimalleri ve
kayip migahadelerin tahmini gibi konularus bazw galigmalar yapil-
migtir.

Uzerinde ¢ok sayida 6lgiler alinan bir ferdi, bu 6lglilere
dayanarak mensub sldugu populasyona siniflandirirken mimkin oldu-
gu kadar az hata yapilmasi arzu edilir. Bu maksatla, yanlis si-
niflandirma maliyetinin beklenen oegerini niaimun yapan bir sinif-
landirma kaicesi oulunmugtur.

Cok-deZigkenli iki normal populasyon igin yapilan siniflan-

dirmada Anderson un ileri siirdiigu agagidaki istatistik kullanilar.

(1) (2)

formiildeki " ortalama vektorlerini V ise variyans-kova-
riyans matrisini gosteren parametrelercdir. bu parametreler bilin-
medigi zaman, ornek tanminleri kullenilir. Yukeradaki istatistik,
Fisher'in lineer diskriminant fonksiyowuundan sadece savit bir te-
rim bakiminden farklidir. Populasyor seaeyisinin ikiden fazla olau-
gu heller igin saniflandairma lkaidesi genellegiirilmigtir. Ayni
kaide kullanilarax kslitatif verilerle siniflandirmanin nasil ya-
pilacaeglr izah edilmigtir.

Aragtirmaca Ogrenci kayitlarinden ve normal dagilig goste-
ren gans saydlarindan elde edilen-veriler mllan- Tractir,

Hata nispetlerini tahmin igin geligtirilmis olan metodl.ar-
dan beg tanesi alinarak mukayese edilmig, bunlardan ikisinin en
iyi oldugu sonucuna varilmgtir.

Kalitatif verilerle yapilan siniflancirmeda iki ayri meto-
dun wgulamasi gosterilmigtir. Ayrica bir acrael deiigkenin kali-
tatif gekle getirilmesinden dolayi ayirim gucliide neydana gelen

degigiklik incelenmigtir.
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Kayip migahadelerin takmini ig¢in ileri slridlen iki metodun
mukayeseleri yapilarak bunlarin biroirlerine olan Ustinlikxleri
izah edilmigtir.

Aragtairmanin son kismiida diskriminaant fonksiyonu igin kul-
lanilan degigkenlerin sec¢iminde bazi metoular incelenmistir, Disk-
riminant fonksiyonu ile goklu regresyon arasindski iligki de gos-
terilerek degigkenlerin segiwi igin regresyon analizindeki teknik-

lerden birinin kullanilmasinil miimkin olawvilecegi belirtilwmigtir.



SUMMARY

In this research the general theory of discriminant analgsis

and some related topics such as probability of misclassification,
choosing the best variables and the estimation of the missing obser-
vations were considerad.

The problem of rlassification arises when an investigator makes
a number of measurements on an iadividumsl and wishes t~ classify the
individual into one of seversl populations on the basis of these npea—
sursnents. In constructing a precedure of classification it is desi-
red to minimise the probability of misclassification. For this purpo-
se a classification precedure was obtained by minimising the expec-
ted cost of misclassification.

Anderson proposed the following statistics for the classifica-
tion of the individuals, into one of two multivariate normal popula-

tions.

W(g)" (E(l)— 2(2)}'1{"'13 _ _%_(E(l)‘_ 2(2))‘ E-I(E(l)"l}.(g))
(1) (2

matrix. When the parameters u

are the mean vectors and V is the varisnce-covariance

where u 8.
(1)’ 2(2)

and V are unknown, the sample
estimates of these are used. The above mentioned statistical formula
is the seame as Fisher's linear dissriminant function, except the
constant term incluaced in W(X). In the case where there are more then
two populations, the allocation rule was generalised. The saue rule
was used to show how to classify individuals with the multivariate
gualitative data.

The data used in the research was obtained by invoking the si-
mulation techniques and gatheringobservations on the student records.

Comparing five of the methods developed to estimate the probab-
ility of misclagsification, two of *hem were found to be the best.

Application of two different methods was illustrated for the
classification with the multivariate gualitative data. The effect of
replacing a normal variate by a qualitative variate was also mentin--

ned for a special case.
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replacing a normal variate by a qualitative variate was also mentin--

ned for a special case.
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The advantages nd disadvantages of th2 two methods proposed
;0 estimate the missing ~bservaitions were d-ssusscd-

In the last part of the research some methode which are used
;0 select the oest variable. for discriminant function were corsider-
'd. The relation between the multiple regression equation and the dis-—
riminant function was illustrated, and the possibility of the use of
ne of the regression iechniques was pointed >ut for selecting the

est variables ¢f the discriminant funetion.
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