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OZET

JACOBI MATRISLERIN iKi SPEKTRUMU iCiN
TERS SPEKTRAL PROBLEM

KOCINKAG, Ziilkiif
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Boliimi
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Abdullah KABLAN

Aralik 2015, 26 sayfa

Sonlu boyutlu reel Jacobi matrislerin (ilig-kdsegensel simetrik matrisler) iki
spektrumu igin ters spektral problem arastirildi. Problem 6zdegerlerin iki kiimesini
kullanarak orijinal Jacobi matrisi ve son satir ve son siitununun silinerek olusturulan

Jacobi matrisi yeniden inga etmektir.

Anahtar Kelimeler: Jacobi matris, ters spektral problem, spektral veri.



ABSTRACT

INVERSE SPECTRAL PROBLEM FOR TWO SPECTRA
OF JACOBIi MATRICES

KOCINKAG, Zilkiif
M.Sc.Thesis, Mathematics Department
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Abdullah KABLAN

December 2015, 26 pages

A version of the inverse spectral problem for two spectra of finite-order real Jacobi
matrices (tridiagonal symmetric matrices) is investigated. The problem is to
reconstruct the matrix using two sets of eigenvalues: on for the original Jacobi matrix

and one for the matrix obtained by deleting the last row and last column of the Jacobi
matrix.

Key Words: Jacobi matrix, inverse spectral problem, spectral data.
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BOLUM 1
GIRIS

Jacobi matrislerin (lig-kdsegensel simetrik matrisler) uygulamalar ¢esitlilik

gosterir. Bu boliimde [1] deki ¢aliyma takip edilerek Jacobi matrisinden ve matrisin

iki spektrumundan bahsedilmistir. Jacobi matrisleri digerlerinden ayirt eden 6zelligi
belli ii¢ terimli denklemlerle iliskili olmasidir (ikinci dereceden lineer fark

denklemleri). Bundan dolayi, bu matrisler Sturm-Liouville operatoriiniin ayrik bir

analogu olarak diisiiniilebilir ve onlarm incelemeleri Sturm-Liouville teorisi [2] ile

bir¢ok benzerlige sahiptir.

Her n saysi i¢in a, ve b, keyfi reel sayilar olmak tizere NxN reel Jacobi

matrisi

b, a, O 0 0 0 |

a, b a 0 0 0

0 a b, 0 0 0

J=|: = o : : (1.2)

0 0 O by, a., O

0 0 0 Ay By, Ay,

|0 0 O 0 ay, by,|

seklindedir. Oyle ki @, sifirdan farkli olmak iizere
a,b, eR, a =0 (1.2)
yazilabilir.

J; matrisi J matrisinin son satir ve son siitununun silinmesiyle elde edilir. J

matrisinin kisaltilmisi olan J;, matrisi



b, a O 0o 0 0
3, b a o 0 0
0 a b, 0o 0 0
o= o : : (1.3)
0 0 0 by, ay, O
0 0 0 - &, by &,
(0 0 0 0 ay; by,|

seklindedir.

J ve J, matrislerinin 6zdegerleri sirasiyla A,,..., 4y Ve g, ..., 44, ile gosterilsin.

{/’LK}E:1 ve { ,uk}::ll sonlu dizileri J matrisinin iki spektrumu diye adlandirilir.

Bu calismanin konusu, iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiiniin nasil

olacagini belirlemektir.

Q) J matrisi iki spektrumu tarafindan tek tiirlii mi belirlenir?
(i) J matrisini olusturmak i¢in iki spektrumundan bir algoritma firetilebilir
mi?

(iii) {ﬂk}l'j:l ve { #k}::ll reel say1 dizilerinin (1.2) girisleri ile verilen (1.1)

formundaki bazi matrislerin iki spektrumu olabilmesi i¢in gerek ve yeter

sartlar1 bulmak.

Bu problemin benzeri daha 6nce [3, 4] de ¢ozilmistiir. Bu ¢alismada problemin
¢Oziimii icin daha etkili ve daha farkli bir ¢6ziim metodu sunulmaktadir. Iki spektrum

i¢in ters problemin farkli durumlari [2, 5 —10] da arastirilmistir.

Bu béliim disinda calisma iki bdliimden olusmaktadir. Tkinci boliimde dzdegerler

ve normallesmis sayilar agisindan sonlu Jacobi matrisler i¢in ters problemin ¢oziimii

sunulmustur. Bu problemin bir ¢6zlimii [2] ve [11] calismalarinda verilmistir.

Uciincii  bolimde de asagida formiile edildigi gibi esas problemin ¢oziimii

incelenmistir. Bu ¢oziimiin temeli

ﬂ _ a
k H?:l,#k(ﬂ“i _ﬂk)H,j:l(ﬂj -4)

(1.4)



formiiliidir. Burada

A 1
= N N-1 (1.5)
;Hjl,jim(/lj _im)szl (’uJ _)“m)

Q|

dir.

Bu formiiller iki spektruma sahip sonlu Jacobi matrisinin £, normallesmis
sayilarim1 verir. (1.4) ve (1.5) formiilleri iki spektrumlu ters problemlerin sartli
¢Oziimiinii verir. (Yani; {ﬂk}:j:l ve { yk}::ll spektrumlarina sahip (1.1) formunda bir
matrisin oldugunu varsayalim.) ¢iinkii {ﬂk}szl ve { ,uk}tll sayilart onceden
bilinmektedir. ikinci boliimde verilen ¢oziim yolu ile J matrisi bigimlendirilebilir.
Sonra, {Ak}lil ve { ﬂk}tll reel say1 dizilerinin (1.2) girisleri ile verilen (1.1)

formundaki bir Jacobi matrisinin iki spektrumu olabilmesi i¢in gerek ve yeter sartlar
verilmistir, yani bu ¢alismanin asil problemi ¢oziilmiistiir. Bu sartlar asagidaki tek ve

basit durumu olusturur:
A<y <l <plp <Ag <o <Ay <y <Ay, (1.6)

yani, A, ve p, sayilari i¢ igedir.



BOLUM 2

TERS SPEKTRAL PROBLEM ICIN ON HAZIRLIK

Bu bélimde, [11] daki yazarin ¢alismasini takip edecegiz. (1.1) formunda (1.2)

deki girislere sahip J Jacobi matrisi verilmis olsun. y = {yn}r':o1 stitun vektorii igin

Jy = 1y 6zdeger problemini diistinelim

bo d, 0 0 0 0 Yo Yo
a, b a 0 0 0 i Y1
0 a b, - O 0 0 Y, Y>
. . e f . . g
0 0 O by, ay, O Yn-s Yn-s
0 0 O vz Oy 8y Yn-2 Yn-2
10 0 0 - 0 a, byy||Ynal L Yn-1
a,y,+ b0 Yo+ &Y, = /1y0
%Yo +hy, tay, =AY

a1y1+b2y2+a2y3 :Ayz

Ay_3Yn-s +bN—2yN—2 +ay ,Yna = ﬂvnyz
Ay_oYn-2 +bN—1yN—1 tay,Yy = //LyN—l

ki bu {yn}:':_l vektorli i¢in agagidaki ikinci mertebeden lineer fark denklemine

esdegerdir:
a, Yoty +a Y, =4y,, ne{0L. ,N-1}, a,=a,,=1 (21)
sinir sartlari

Ya=W = 0 (2.2)



dir. Asagidaki baglangi¢ sartlarint  saglayan (2.1) denkleminin ¢oziimleri

(P | ve {Q,(2)) | ile gosterilsin.
Pﬁl(ﬂ,)=0, R (ﬁ):]_, (2.3)

Q.(4)=-1 Q(4)=0, (2.4)

Her n>0 i¢in P,(4), n. dereceden bir polinom, Q,(4), (n—1). dereceden bir

n

polinom ve P, (i) birinci tip polinom, Q, (/1) ikinci tip polinom diye adlandirilir.
Simdi (2.3) ve (2.4) baslangig sartlar1 yardimiyla fark denkleminden bazi P, (/1) ve
Q, (24) polinomlarmi bulalim.

a,,P(4)+b,P,(1)+a,P,(4)=4P, (1), ne{012..,N-1
n=0 igin,

a_,P,(A)+bR(A)+a,R(4)=1R (1)

ifadesi elde edilir. (2.3) sart1 uygulanirsa

bo+a0Pl(/1)=/1, R(4)=

olur. n=1 igin,
3R (4)+0R (2)+aP, (4)=1R (1)

denkleminden

2 +3,(4)=R()(A-b), a+ap(s)-ERUED)

Pz(ﬂ): (ﬂ_bo)gja:bl)_ag

bulunur.



an—lQn—l (/1) + ann (;L) + anQn+1 (/1) = /1Qn (ﬂ,), ne {0,1, 2,..,.N —1}

n=0 i¢in,
a—lQ—l (’1) + ono (ﬂ“) + aoQ1 (l) = ﬂon (’1)

ifadesi elde edilir. (2.4) sart1 uygulanirsa

(DraQ(1)=0,  aQ(2)=1 Q)=
olur. Benzer sekilde n=1igin,
3,Q, (1) +bQ; (1) +aQ,(4)=2Q (1)
denkleminden
b =2 2)=Ah N=Ah
SraQ(2)=2. A= ()=t

bulunur. N=2 igin,
3,Q, (4)+b,Q, (1) +3,Q;(1)=1Q, (1)

denkleminde Q,(4) ve Q,(4) yerine yazilirsa

& bz(’l_bl)JrazQs(ﬂ): A(A-D)

8 Ay A3
ve boylece
() UTRIIE ) (Gb)b)s
08 aa,a,
bulunur.
Lemma 2.1

det(J —A1)=(-2)" a,a ---a, ,P, (1)

(2.5)



esitligi saglamir. Oyle ki J matrisinin 6zdegerleri ile P, (/1) polinomunun sifirlari

cakisiktir.
Ispat:

Karakteristik denklemin ispati i¢in her ne {1, 2,...,N } olmak tizere

y & O 0 0 0
a, b a 0 0 0
0 a b 0 0 0
J.=|: : : :
0 0 O s .5 O
0 0 O a,; b, a,
|0 0 0 - 0 a, b,

matrisi ve A,(A4)=det(J,—Al) ifadesi olusturulsun. | gerekli boyutta birim

matrisi belirtsin. J,, matrisi J, matrisinin bir satir ve bir siitun genisletilmis hali

olmak iizere asagidaki gibidir:

b, a O 0 0 O

a b a - 0 0 O

0 a b, 0 0 O
J ., = :

0 0 O b, a., 0

o 0 0 -~ a., b, a,

0 0 O 0 a, b

Dolaystyla A, (4)=det(J,,,—Al) dir. A,,,(1) ifadesinin agilimindan
A (A)=(b,—2)A, (2)-al,A, () n=12..; Ay (A)=1,
elde edilir. Her iki taraf a,a,...a, ; garpimima béliniip (~1)" ile ¢arpilirsa
(-1)" (202-2,1) " A (A) = (1) (B0 2ya) (0, = 2) A, (2) = (1) (a0r-21) " 878, 4 (2)

ifadesi elde edilir. (2.1) ve (2.3) ii saglayan dizinin elemanlari olan

d,=0, dy=1 d,=(-2)"(aa.a,,) A,(2) n=12,..

7



esitlikleri kullanilirsa a_ ,d ,+bd +ad. . =Ad, bulunur. Bu ifadeden dolay:

n-n+l

d =P (i) n=0,42,..dir. Jy,=J ve a, , =1 oldugundan (2.5) elde edilir.
Lemma 2.2

R (A (A) - R (A)Qy1(A) =1 (2.6)
ifadesi saglanir.
ispat:

an—lpn—l(ﬂ“)+ann(ﬂ“)+anPn+l(ﬂ“) =/1Pn(ﬂ“)’
ne{0,1,...,N -1}, a,=a,,=1

an—lQn—l (ﬂ’) + ann (ﬁ“) + anQn+:L (ﬂ’) = X“Qn (ﬂ’)!
ne{0,1..,N-1}, a,=ay,=1

denklemleri sirasiyla Q, (1) ve P.(4) ile ¢arpilirsa
8,4Q, (AR, (A) +b,Q, (R, (1) +2,Q,(1)R,.1(2) = AQ, (AR, (),
a,,P,(AQ,(A) +b,R,(A)Q, (1) +2,R,(1)Q,,1(2) = AR, (1)Q, (),
elde edilen iki denklem taraf tarafa gikarilirsa

a,,4[F(AQ, (A -R(Q(M]=4[R(1Q,.(4) -F..(NQ, ] ne{0,12,...N-1}

elde edilir. P,(1) ve Q, (A1) ¢dziimlerinin Wronskiani olan

2[R, (1)Q,..(4) - R, (A)Q,(A)]
ifadesi ne{0,1,...,N —1} e bagh degildir.
n=0 igin
a,[R, (1)Q.(4) - R (A)Q, (4)]

A—b,

ifadesi diizenlenip yeniden yazilirsa ao[(i— 0]=1 olur ve biitin
8

ne{0,1,...,N -1} ler i¢in esit oldugundan Nn=N —1 alindiginda

8



Ay [QN (1) P (24) =R (4)Qu (ﬂ“):l =1
olur ve a, , =1 oldugundan (2.6) ifadesi elde edilir.

Lemma 2.3
PP~ P (P (D) = 3 P (D) @.7)

ifadesi saglanir. Burada tiirev A parametresine goredir.
Ispat:

a4 PL(A)+b R (1) +a R (1) =4R (1)
denkleminin A ya gore tiirevi alinirsa

a, P (1) +Db, Pn' (W) +a,P (1) =P,(1)+AP/(1)
ne{0,1,..,N -1}, a,=a,, =1

ifadesi elde edilir. Simdi ilk denklem P/(4) ifadesi ile ¢arpilirsa
a,,P 1 (DR (D) +b,R (DR (D) +a,R.. (DR (1) = AR, ()R (A)
elde edilir. Tkinci denklem ile P, (1) ifadesi ile garpilirsa
a,,P 1 (AP, (A) +b,R/ (DR, (1) +28,RL.(DP,(2) = B (A) + AR(D) R, (1)
elde edilir. Elde edilen bu ifadeler taraf tarafa ¢ikarilirsa
a,,[PL (DR (1)~ PLAR W] -a,[R (AP, (1) - P, (AR (D] =-PR (1)
ne{0,1,..,N -1}

bulunur. Son denklemin n=0,1,...m (m<N —1) degerleri i¢in toplam1 alinip ve

(2.3) baslangig¢ kosullar1 kullanilirsa

Zm:[an—l ':Pn—l (/1) Pn’(/l) -Pa (’1) R (j“) -a, [Pn'+1 (/1) P (2’) —PFa ()“) Pn'()“)]ﬂ - Zm:_Pnz (;t)

n=0 n=0



a, I:P—l (ﬁ’) Po'(ﬂ“)_ F)—’1 (2’) I:)o (ﬁ')]_ao I:Pl'(/l) I:)o (2') - Pl (2’) Por(ﬁ'):l
+a,[ R () R(2)-R(A)R(4)]-a[P(2)R(2)-R(1)R(4)]

+a,[ B ()P (2)—-R(2)P,(2) |-a,[ B(2)P, (A1) -P, (1) R (A) |+...

s, [Py (2)Py ()= P (A)Py (1)] -0 [Prs (1) P ()~ Pon ()P (A)]= 3P (2)

8, [Pr.1 (AP, (2) = Poa ()P ()] = Zm: Py (2), me{01,...N -1}

ifadesi elde edilir. m=N -1 i¢in

N-1

P (4)

aN—l[Pl\; (l) PN—l(;L)_ Py (’1) Pl\j—l(ﬂ“)] -

n=0
ay_; =1 oldugu dikkate alindiginda ispat tamamlanmis olur.

(1.2) verileri ile verilen (1.1) formundaki reel Jacobi matrisi 6zeslenik oldugundan

dzdegerleri reeldir. A,, Py(4) polinomunun sifir olsun. (2.5) den anlagilacag
tizere A, sifirt J matrisinin bir 6zdegeridir. Bundan dolay1 A, reeldir. (2.7) de A

yerine A, yazilirsa ve Py (4,)=0 esitligi kullanilirsa

Pua(Ao) Py (45) = Py (Ao) Ry 1 (A) = fpf (%)

PGP U) = 3 P2 ) @9)

elde edilir. (2.8) ifadesinin sag tarafi sifirdan farklidir. Clinkii P, (/1) polinomlar1 reel

katsayilidir ve dolayisiyla A nin reel degerleri igin reeldir. Bunun yani sira

P,(4)=1 dir. Bu nedenle B{(4,)#0 dir. Yani, 4, P (4) polinomunun basit

sifiridir. Py (4) polinomu N. dereceden bir polinom oldugundan N tane farkli

sifir1 vardir. Boylece, (1.2) verileri ile (1.1) formundaki herhangi bir J reel Jacobi

matrisi tam olarak N reel ve farkli 6zdegere sahiptir.

10



J matrisinin resolventi R(;t):(J—M)’lolsun. (1 istenilen boyutta birim

matristir) ve e,, N boyutlu siitun vektoriiniin bilesenleri 1,0,...,0 ile belirtilir.
o(2)=—(R(2)e,.&) = (A1 -3) &8, ), (2.9)
rasyonel fonksiyonu J matrisinin resolvent fonksiyonu diye adlandirilir. Burada

(., > gosterimi C" de standart i¢ garpimdir. Ayrica bu fonksiyon J matrisinin Weyl-

Titchmarsh fonksiyonu olarak da bilinir.

[11, BSlim 5] R(A)=(J—41)" ( J matrisinin resolventi) matrisinin R, (2)

girigleri asagidaki formdadir:

R (4)= P (2)[Qu(2)+M(2)P,(4)], 0<n<ms<N- 2.10)
R (A[Q(2) M ()P (2)], 0<m<n<N-1 '
Burada
_ &)
M (1)=- h () (2.11)

Qu (/1) (2.12)

ifadesi elde edilir.

Asagida verilen ve iyi bilinen basit kullanilabilir lemma sik sik kullanilacaktir.

Lemma 2.4

A(l) ve B(ﬂ,) polinomlar1 kompleks katsayili ve deg A<degB olsun. Farz

edelim ki z,,...,z, farkli kompleks sayilar ve bsifir olmayan bir kompleks say

olmak tizere B(i)zb(i—zl)m(/i—ZN) olsun. z,..,z, den farkli bitin A

degerleri i¢in

11



-y & 2.13)

ifadesi belirli a,,...,a, gibi kompleks sayilar1 igin tek tiirlii yazilabilir. Denklemde

verilen a, sayilar

ak:Iim(l—zk)QE _AZ)  cpaN (2.14)

seklindedir.
Ispat:

Her bir k € {1,...,N} igin (N —1). dereceden

Lk(ﬂ)=b'H (ﬂt—zj)=/1_Z , (2.15)
polinomu ve
F(2)=A(4)-Y aL,(2) (2.16)

ifadesi tanimlansin. Burada @, , (2.14) de tanimland1. Agik¢a F (/1) bir polinom ve
deg F < N -1 dir. (Hatirlayacak olursak deg A <degB =N idi)
L(z)=0 j=k,  L(z)=B'(z)=0 (2.17)

ifadesinden her je{l,...N} icin

F(z)= A(zj)—gakLk (z;)=A(z;)-aL;(z;)=A(z;)- A((szj)) B'(z;)=0 (2.18)

elde edilir. Boylece, derecesi (N —1) den kiigiik veya esit olan F () polinomunun
N farkli sifirt vardir ki bunlar z,,...,z, dir. O zaman F (/1) =0 ve

B(2)

A(2) =kZN_1:ak L (1)=>a, 2

k=1

N
a
=B(4 X 2.19
-7, ( )kz_l:i—zk (219)

12



elde edilir. Bu (2.13) iin ispatidir. Belirtelim ki (2.13) ayrisimi, (2.14) ayrisimini

saglayan @, i¢in tek tiirlidiir.
Py (/1) polinomunun sifirlart A,,..., 4, ile gosterilsin. (A4,...,4,, (2.5) den J

matrisinin reel ve farkli olan 6zdegerlerine karsilik gelir):

Pu(A)=c(2=A4)(A=2y), (2.20)

burada c sifir olmayan bir sabittir. Bundan dolay1r Lemma 2.4, (2.12) ye uygulanirsa

a)(l) resolvent fonksiyonu i¢in asagidaki ayrisim elde edilir:

w(ﬂ):;i@k , (2.21)
Burada
AR %

Ayrica (2.6) ve (2.7) de A yerine A, yazilirsa ve P (4,)=0 oldugu hesaba katilirsa

sirasi ile asagidaki ifadeler elde edilir:

Pus(4)Qy (4) =1, (2.23)
P (AP (A) = 2 P2 (4), 2.2

(2.23) den  Qy (4 )#0 dir. Bu nedenle S, #0 olur. (2.22), (2.23) ve (2.24)

karsilastirilirsa,

ﬁk_{N_l Pf(ﬂk)} . (2.25)

n=

olur, buradan da 6zellikle £ >0 ifadesi elde edilir.
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{P (lk)}:;; J matrisinin 4, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor oldugundan,

(2.25) formiiliinden dolayi, S, sayist J matrisinin A, 6zdegerine karsilik gelen

normallesmis say1 adini alir.

Normallesmis sayilar ve 6zdegerlerin birlesimi:

(A (k=L N)}, (2.26)

(1.2) girisleri ile (1.1) formundaki J matrisinin spektral verisi diye adlandirilir.
Verilen bir Jacobi matrisin spektral verisinin belirlenmesi diiz spektral problem
olarak adlandirilir.
Boylece, spektral veri, Ozdegerlerden ve bununla iligkili olan ozdegerleri
kullanarak kismi kesirlerin olusturdugu resolvent fonksiyonun (Weyl-Titchmarsh

fonksiyonu) ayrisimindan tiiretilen normallesmis sayilardan meydana gelir. J
matrisinin (1) resolvent fonksiyonu (2.12) tarafindan insa edilebilir. Resolvent

fonksiyonunu hesaplamak igin baska uygun formiile [11, B6liim 5] bakilabilir:

det(J(l)—M)

T det(J-Al) (227)

Burada J® matrisi, J matrisinin ilk satir ve ilk siitununun silinmesi ile elde edilir.

(2.27) de A—> iken Aw(A)—1. Bu nedenle (2.21) ifadesi A ile garpilip

A — 00 limiti alinirsa

> B=1 (2.28)

bulunur.

Ters spektral problemin durumlar1 asagidaki gibidir:

(i) J matrisinin (2.26) spektral verisi ile yeniden kurulmasmim miimkiin olup

olmayacagini gérmek. Eger miimkiinse prosediirii yeniden tanimlamak;

(i) (1.2) qgirisleri ile (1.1) formundaki bazi J matrisleri igin (2.26)

koleksiyonunun spektral veri olmasi igin gerek ve yeter sartlar1 bulmak.

Bu problemin ¢oziimii (Bknz [2, Bolim 4.6] ve [11]) iyi bilinir ve sonucu

olusturur.
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(2.26) koleksiyonu verilsin. Burada 4,...,4, reel ve farkli ve A,..., B, pozitif

olmak iizere S, sayilari tanimlansin:

5, :iﬂkzk', 1=0,12,.., (2.29)

ve bu sayilar kullanilarak determinantlar olusturulsun:

Sy S S,
D.=|" 77 . "™, n=012.. (2.30)
Sn SI’H—l sZn

Lemma 2.5

(2.30) ve (2.29) dan tanimlanan D, determinantlari igin, n€{0,1...,N -1} igin

D,>0ve n=N igin D, =0 elde edilir.
Ispat:

(2.30) da verilen D, determinantina karsilik gelen (n +l)><(n +1) matrisi A ile

gosterilsin. O halde x =(Xy,X;,..., X, )T keyfi reel siitun vektori i¢in,

(AX,x) = Zn: Sjsm*nXj = Zn: (ZN:ﬂkikaijxj

j,.m=0 j,m=0\ k=1
. i TN (2.31)
. 2
Sa(Tnr] -Salewr o
k=1 j=0 k=1
elde edilir. Burada,
G(2)=> x4’ (2.32)
j=0
Dahasi <AX, x) =0 yazilirsa,
G(/lk):o, k=1..N (2.33)

elde edilir.
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Eger N<N -1 ise degG <N -1 ve (2.33) yalnizca G(1)=0 ile miimkiindiir.
(Hatirlayacak olursak A,..., 4, farkliydi). Ancak o zaman X, =X =---=Xx, =0 olur.

Bundan dolay1, eger N<N—1 ise sifir olmayan reel x=(x,,x,..,x,) vektorleri

i¢in
(Ax,x)>0 (2.34)

olur. Lineer cebirden iyi bilindigi gibi det A>0 dir. Bdylece N<N -1 i¢in D, >0
dir.

N>N olmak tizere D, =0 ifadesinin ispat: i¢in kompleks katsayili A ya baglh

biitiin polinomlarin lineer uzayinda Q lineer fonksiyoneli su sekilde tanimlansin:
Eger G(A) bir polinom ise, G polinomunun elemanlarinda Q fonksiyonelinin
degeri, <Q,G(i)>;

N

(Q2.6(2))=2 AG(4) (2.35)

k=1
olur. m>0 sabit bir tamsay1 olmak tizere;
T(A)=A"(A=A)e( A=Ay ) =t AT 41, AT 4t ATV T4 A™Y(2.36)

m+1
olsun. O zaman (2.35) den dolay,

(Q, AT (1)) =0, 1=0,1,2,.... (2.37)

elde edilir. (2.37) ifadesi 1=0,1,2,..,N+m icin diisiiniiliip ve T (1) iin (2.36)

ifadesinde yerine yazilirsa,

N
(QA) = BA =5, 1=0,1,2,..., (2.38)
k=1
dikkate alinirsa,
thI+m +tm+1sl+m+l+"'+tm+N—1SI+m+N—1+SI+m+N :0' I 2071'2""' N +m (239)
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ifadesi elde edilir.

Bundan dolay1, bilinmeyenler Xy, X,,..., X, X .3see0s Xon 10 Xeny  Olmak tizere lineer
cebirsel denklemlerin  homojen sisteminin asikar olmayan bir ¢6ziimii,

(0,..,0,t,,t tonsl):

yomo Yty YN

XOSI + Xisl+l +o.t Xmsl+m + Xm+1sl+m+1 +ot Xm+N

—1SI+m+N—1 + Xm+N SI+m+N = O' (240)
1=0,12,...,N+m.

seklinde olur. Bundan dolay1 bu sistemin determinanti, D,,,, ile denk ve sifira esit

olmalidir.

Teorem 2.6

Sayilarin {/ik,ﬂk (k =1.., N)} seklinde keyfi bir koleksiyonu verilmis olsun. Bu

koleksiyonun (1.2) girisleri ile (1.1) formundaki bir J Jacobi matrisi i¢in spektral

veri olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki iki sartin saglanmasidir:

(i) A,..., A sayilari reel ve farkli
(i) B.,..., By sayilar pozitif ve S +---+ f, =1

(1) ve (ii) sartlar1 altinda ne{O,l,..., N —1} icin D, >0 ve {ﬂk,ﬂk(k =1.., N)}
koleksiyonunun spektral veri olmasi i¢in J matrisinin a, ve b, girisleri asagidaki

formillerle elde edilir:

T Dn—an+1
a, == ne{01..,N-2}, D, =1 (2.41)
b, =20 Be1  ncfoL.N-1, A,=0, A,=s, (2.42)
Dn Dn—l

burada D,, (2.29) ve (2.30) da tanimlandi. A, D, determinantinin son siitununda

bulunan elemanlar yerine s_,;,S S,n, clemanlart yazildiginda elde edilen

17 On21 00

determinanttir.
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Ters problemin yukaridaki ¢éziimiinden goriiliir ki (1.1) matrisi spektral veriden
tek tiirlii olarak insa edilmemistir. Bu ise aslinda a, ifadesinin (2.41) den isarete

bagl tek tiirlii olarak belirli oldugu gergegi ile baglantilidir. Bu ters problemin tek

¢Ozlimiiniin oldugundan emin olmak i¢in + ve — isaretlerinin toplamsal bir dizisinin

oldugunu belirtmek zorundayiz. Yani, {60,61,...,6,\‘72} sonlu dizisi verilmis olsun,
burada her ne{0,1,..,N -2} i¢in o, ifadesi + veya — olur. 2"* farkli dizi vardir.
Simdi n 6{0,1,..., N —2} igin (2.41) formundan a, nin tek tiirli olduguna karar
vermek igin, karekokten g¢ikarildigli zaman o, nin isareti segilebilir. Bu yol ile ayn

spektral verilere sahip, tam olarak 2" farkli Jacobi matris elde edilir.

Ters problem + ve - isaretlerinin {0,,0;,..,0y_,} dizisinden ve spektral

veriden tek tiirlii ¢oziildi.

Boylece spektral veri ile ilgili ters problem, yeniden elde edilen Jacobi matrisinin

kdsegen dist olan elemanlarinin isaretleri ile tek tiirlii ¢oziildii. Ozellikle ters problem

a,>0, b, eR girisleri ile tek olarak ¢oziilebilir.
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BOLUM 3

IKi SPEKTRUM ICiN TERS SPEKTRAL PROBLEM

J, (1.2) girisleri ile (1.1) formundaki N x N tipinde bir Jacobi matris olsun. (1.3)

de verilen kesilmis Jacobi matris J, olarak tanimlansm. J ve J, matrislerinin
ozdegerleri swrast ile A <---<A, ve g <---<p,, seklinde gosterilsin.
{A(k=1...,N)} ve {#(k=1..,N-1)} kolleksiyonlart J matrisinin iki

spektrumu diye adlandirilir.

Iki spektrum icin ters problem, J matrisinin iki spektrumu tarafindan yeniden

insa edilmesiyle meydana gelir.

Iki spektrum icin ters problem, boliim 2 de ¢oziilen 6zdegerler ve normallesmis

sayilar i¢in ters probleme indirgenecektir.

Oncelikle, J Jacobi matrisinin iki spektrumunun bazi gerekli &zelliklerini

verelim.

P (4) ve Q,(4) polinomlart J matrisinin birinci ve ikinci tip polinomlari

olsun. (2.5) ifadesinden
det(J —A1)=(-1)" aa,..ay ,P, (1), (3.2)
det(J,—21)=(-1)""a,a,..ay Py, (1) (3.2)

elde edilir. Aslinda bu ay ;=1 ifadesinin kullanilmasindan elde edildi. Bundan
dolayr J ve J; matrislerinin sirast ile A,..., 4y V& f4,..., tty_, 6zdegerleri Py (1) ve

Py (/1) polinomlarinin sifirlart ile ¢akisir.

(2.6) ifadesinin her iki tarafi B, (/1) Py (/1) ile boliiniirse;

19



- = (3.3)

ifadesi elde edilir. Bu bélme islemi sonucunda, (2.12) ifadesinden bilinen asagidaki
w(A) resolvent fonksiyonu elde edilir.

Qe 1 (3.4)

Pia(4) P(A)R(4)

(4)

Lemma 3.1

J ve J; matrislerinin ortak 6zdegeri yoktur. Yani; her k, j igin A # x; dir.
Ispat:

J ve J, matrislerinin ortak bir 6zdegerinin 4 oldugunu varsayalim. O zaman
(3.1) ve (3.2) ifadelerinden Py (4)=P,,(4)=0 elde edilir. Ancak bu (2.6)

ifadesinden dolay1 imkansizdir.

Lemma 3.2
Ay +Z(ﬂ'k _luk):bN—l (3.9)

(1z formiilii ) esitligi saglanir.
ispat:

Herhangi bir A=[ajk]’:’k=1 matrisi i¢in, A matrisinin spektral izi, A nin matris
izine karsilik gelir. Eger A matrisinin 6zdegerleri v,, ...,V ise,

N

DVie=D 8, (3.6)

k=1 k=1

elde edilir. Bundan dolay1 asagidaki ifade yazilabilir.

N N-1
D Ac=byb+o4b b D =h b+ by, (3.7)
k=1 k=1
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Boylece son iki esitlik taraf tarafa ¢ikarilirsa (3.5) ifadesi elde edilir.

Lemma 3.3
J ve J, matrislerinin 6zdegerleri i¢ icedir:

A<ty <A <ty <Ay <Ay <ty <Ay (3.8)
Ispat:

w(4), J matrisinin 6zdegerlerine karsihk gelen noktalar ve J; matrisinin

0zdegerleri ile ¢akisan sifirlarin bir rasyonel fonksiyonu olmak iizere

W(l) _ Pua (ﬂ“) (3.9)

seklinde alinsin. Simdi Lemma 2.4 deki ifade w(ﬂ) rasyonel fonksiyonuna

uygulanirsa asagidaki form elde edilir:

v(#)=2 70 (3.10)
Burada
— PNfl(ﬂk) 3.11
TR o
dir.

Sonra, (2.24) den P (4 )P (4 )>0 dir, yani P (4 ) ve P{(4) ayn isarete

sahiptirler. O halde (3.11) den 7, >0 (k=1...,N) elde edilir.

Eger (3.10) ifadesinin tiirevi alinirsa;

p'(A)==> (3.12)

Yk
S (2-4)

elde edilir.
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Daha sonra (3.12) ifadesinden A nin reel ve farkli degerleri igin 1//'(&) <0 dir.

Dolaywsiyla v (1), (—0,4), (4,4), . (A4 A4y ), (A4, ) araliklarinda kesin

azalan siirekli bir fonksiyondur. Bunun yani sira, (3.10) ifadesinden asagidaki ifade
elde edilir:

limy (1)=0, lim (1) =—oo, limy(2)=00 (3.13)

[0 A A

Sonug olarak, ¥ (4) fonksiyonunun (—,4) ve (Ay,) araliklarinda sifir
yoktur. Tam olarak (A4, 4,),...(4y_,4y) her bir aralikta bir sifinn vardir. y(4)

fonksiyonunun sifirlari, (3.9) dan J, matrisinin 6zdegerlerine karsilik geldiginden

ispat tamamlanmis olur.

Asagidaki lemma iki spektrum agisindan f,..., 5, normallesmis sayilarini

hesaplamak i¢in bir formiil verir.

Lemma 3.4

Her k e{1,...,N} igin,

ﬂk = N N-1 (3.14)

Hj:l,j;tk(ﬂ’i _Ak)szl ('ui _Xk)

formiilii saglanir. Burada,

1 J 1
—= z - — (3.15)
a m:1Hj=l,j¢m( i _lm)Hﬂ ('UJ _/Im)

dir.

Ispat:

(2.21) ifadesini (3.4) ifadesinin sol tarafinda yerine yazilirsa,
N
Bo _ua(2) 1
m i (3.16)

; A=2n  Pua(Ad) PLu(A)R(4)

formu elde edilir.
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Son esitligin her iki tarafi (1—4,) ile ¢arpilip ve sonra A — A limiti alinirsa
(2.23) ve (2.24) ifadelerinden de bilindigi iizere P, (4,)=0, P (4 )#0,

Py (4 ) # 0 ifadeleri hesaba katilirsa o halde;

1
A== (3.17)
© RU(A&)Pa(A)
ifadesi elde edilir. Daha sonra (3.1) ve (3.2) den dolay1
N
(-1)" aya,..ay ,Py (1) = H(AJ. ~ ),
o (3.18)
(-1)" " agaay Py ()= T(1; - 4)
j=1

ifadeleri elde edilir. Elde edilen bu ifadeler (3.17) ifadesinin sag tarafinda yerine

yazilirsa
a
B =—x N : (3.19)
Hj:l,#k(;ti _ﬂk)Hj:l ('ui _ﬂk)
formu elde edilir. Burada,
a=(aa.ay,) (3.20)

(3.19) da k nin yerine m yazilirsa ve sonra m=1,...,N i¢in toplama yapilirsa ve

(2.28) de dikkate alinirsa (3.15) ifadesi elde edilir. Boylece lemma ispatlanmis olur.

Teorem 3.5 (Teklik sonucu)

a >0, b eRR, (3.21)

n n

girisleri ile (1.1) formundaki J Jacobi matrisinin {1,}" = ve {4} " iki spektrumu

J matrisini tek tiirlii belirler.

Ispat:
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J matrisinin {4}"  ve {g]} " iki spektrumu verilsin. (3.14) ve (3.15)
ifadelerinden J matrisinin {3, (k=1..,N)} normallesmis sayilari tek tiirlii
belirlenir. ' J  matrisinin {ﬂk,ﬂk(kzl,...,N)} ozdegerlerinin ve normallesmis

sayilarinin koleksiyonu (3.21) girisleri ile tek tiirlii belirlendiginden ispat tamamlanir.

Asagidaki teorem iki spektruma gore ters problemi ¢oOzer. Bu ispat, iKi

spektrumdan Jacobi matrisin yapisi i¢in etkin bir yontem igerir.

Teorem 3.6

{ﬂk}l'j:l ve {,uk}lt:ll reel sayilarinin verilen iki koleksiyonu (1.2) girisleri ile

sirastyla (1.1) ve (1.3) formundaki J ve J;, matrislerinin spektrumlari olabilmesi

icin gerek ve yeter sart agsagidaki esitsizligin saglanmasidir:

A <py <Ay < py < Agenn <Ay <ty <Ay (3.22)
Ispat:
(3.22) ifadesinin gerek sartt Lemma 3.3 de ispatlandi.

(<) (3.22) esitsizligini saglayan {AK}IL ve {,uk}lt':_ll reel sayilarm bu ki
koleksiyonu verilsin. (3.14) ve (3.15) ifadelerinden bu verilerle S, (k=1,...N)
normallesmis sayilari insa edildi. (3.22) den asagidaki ifade yazilabilir:

N N-1

IT (4 =2)]1(&-4)>0, k=1..N (3.23)

j=1,j=k j=1

Bundan dolayi, (3.14) ifadesinin sag tarafindaki ifade pozitif ve dolayisi ile
>0 (k=1..,N) olur. Sonra (3.14) ve (3.15) ifadelerinden dogrudan

B, +-+ By =1 elde edilir.

Sonug olarak, {ﬂk,ﬂk (k=1,..., N)} koleksiyonu Teorem 3.3 iin sartlarii saglar.

Dolayisiyla (1.2) girisleri ile (1.1) formundaki bir J matrisi vardir. Oyleki, J Jacobi

matrisi i¢in S, (k=1..,N), normallesmis sayilara ve 4 (k=1,...,N), dzdegerlere
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kargilik gelir. J matrisinin sahip oldugu, (1.3), J; matrisi insa edilir. { #k};:l nin
insa edilen J; matrisinin spektrumu oldugunu gostermek kaldi. J, matrisinin

ozdegerleri [y <---< fi, , ile gosterilsin. Lemma 3.3 den,

A<y < Iy <y << gy < g < (3.24)

yazilabilir. 4, = ,uk(k=l,...,N) oldugu gosterilmelidir. Diiz spektral problemden
(Lemma 3.4):

:Bk = N N-1 ' (3.25)

elde edilir. Burada,

(3.26)

an | =

N
= Z T
mle’J'\Ll,j:tm(ﬂ'J' _ﬂ'm)H’j\Lll('uj _ﬂ’m)

dir. Diger taraftan S, nin ingasindan (3.14) ve (3.15) elde edilir. (3.25) ve (3.14)

ifadelerinin sag tarafinin denkliginden,

éH(yj—/lk):aH([zj—ﬂk), k=1..,N (3.27)

al [(2-u)-a[ [(2- &) (3.28)

polinomu N farkli 4,...,4, sifira sahiptir. Bu polinom sifira 6zdestir. Dolayisiyla

a=ave jg;=u; (j=1..,N) olur. Bdylece ispat tamamlanr.
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