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Lineer Fonksiyonel Diferansiyel Denklemlerin Morgan-Voyce Polinom
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Bu tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fonksiyonel diferansiyel
denklemlerin bir sinifi olan diferansiyel-fark denklemleri ve gecikmeli diferansiyel
denklemlerin ¢6zim yontemleri verilmis ve ¢Ozllecek problemler tanitilmastir.

Ikinci bélimde Morgan-Voyce polinomlarinin temel 6zellikleri agiklanmustir.
Uciincii boltimde, yiiksek mertebeden diferansiyel-fark ve gecikmeli diferansiyel
denklemlerin Morgan-Voyce polinomlar1 cinsinden ¢6ziimlerini bulmak igin,
rezidlel hata analizi ile beraber “Morgan-Voyce Siralama Yontemi” sunulmustur.

Dordiincu bolimde, Morgan-Voyce siralama yonteminin uygulanabilirligini ve
etkinligini gostermek i¢in, yontemimizi hata analizi ile birlikte bes 6rnege uygulariz.
Son boliimde de elde edilen sonuglari tartigiriz.

Anahtar Kelimeler: Morgan-Voyce polinomlar, diferansiyel-fark denklemi,
Gecikmeli diferansiyel denklem, Siralama ve matris yontemleri, Siralama
noktalari, Rezidlel hata analizi.
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1.GIRIS

Fonksiyonel diferansiyel denklemlerin bir smifi olan diferansiyel-fark
denklemler [1—10] , baz1 fiziksel olaylarin modelleri olarak kullanilmaktadir. Bir

matematiksel model, bir fiziksel sistem icin gelistirildigi zaman genellikle uzay
ve zaman gibi degiskenlerin tlimiiniin siirekli oldugu kabul edilir. Bu varsayim,
sistemin reel degiskenlerinin yaklasimina yol gosterir. Bununla birlikte fiziksel
sistemlerin bazilar1 i¢in, bu siirekli degisken varsayimlari yapilamayabilir. Bu
durumda diferansiyel-fark denklemleri bilimin ¢esitli branslarinda goriilen
modelleme problemlerinde 6nemli rol oynarlar: Mekanik miihendisligi, yogun
madde fizigi, biyofizik, matematiksel istatistik ve kontrol teorisi. Son yillarda
diferansiyel-fark denklemleri iizerine yapilan ¢alismalar ¢ok hizli ve yogun bir
sekilde gelismektedir. Lineer diferansiyel-fark denklemlerinin  birgok yazar
tarafindan ele alindigi ve biyoloji, fizik ve miuhendislikteki problemleri

modellendirmek i¢in kullanilmakta oldugu iyi bilinmektedir. Bu tip denklemlerin

coziimii ile ilgili bircok farkli yontem verilmistir: Ters sagilim yoOntemi [1],
Hirota’nin  bilineer form yontemi [2], Tanh-hiperbolik yontemi [3], Jacobian
eliptik fonksiyon yontemi [4], Numerik teknikler [5,6], Taylor polinom yéntemi

[11,12] ve Chebyshev yontemleri [13,15].

Diger yandan, diferansiyel-fark denklemlerinin genel hali olan yuksek
mertebeden karisik argiimentli ve degisken katsayili gecikmeli diferansiyel
denklemler de dinamik sistemlerin modellenmesi ile ilgili alanlarda énemli rol

oynarlar: biyoloji, ekonomi, elektrodinamik, potansiyel teorisi, elektrostatik,

astronomi, kimya, mekanik, fizik, vb. [21-29] . Bu denklemlerin gogunun

analitik ¢ozimleri yoktur ve bu yiizden yaklasik ¢oziimlerini elde etmek igin

niimerik yontemlere gerek duyulur. Ornegin, baz1 fonksiyonel denklemler, One-

Leg & yontemleri [22], Spline fonksiyon yontemi [25], Lagrange-Chebyshev
interpolasyon yontemi [26], Optimal residual yontemi [27], Legendre-Gauss

collocation yontemi [28] ve Chebyshev operational matris yontemi [30] gibi

nimerik yontemler kullanilarak ¢oziilebilir.



Son yillarda lineer ve nonlineer diferansiyel, integral, integro-diferansiyel,
integro-diferansiyel fark ve pantograph denklemlerini ¢cozmek i¢in bazi matris-

yontemleri, Sezer ve arkadaslari [11—18] tarafindan bircok makalede

sunulmustur.

Bu ¢alismada, bahsedilen ¢alismalarin temel fikirleri gozoniine alinarak,

fonksiyonel argiimentli degisken katsayili yiikksek mertebeden

> Y900+ 3 py(¥y P (ax+ £ =g(9, <m 1)
diferansiyel-fark denkleminin ve

m m m

2 ROYO0)+2 2 Q. 00y (ax+ B:) = 9(¥) (12)

genellestirilmis gecikmeli diferansiyel denkleminin [1-10]

" (8, v () by yO (b)) = 4,1 =0,1,...m—1 (1.3)

0

3

=
Il

karisik kosullart altinda, Morgan-Voyce polinomlari [16—20] cinsinden yaklasik

cozimlerini bulmak i¢in bir “Morgan-Voyce Siralama YOntemi” gelistirilmistir.

Burada f,(x), p;(x) ve g(x) , a<x<b araliginda taniml siirekli fonksiyonlardur;

a,p,a,,b, ve 4 uygun sabitlerdir; y(x) tayin edilecek olan bilinmeyen

fonksiyondur.

Bu ¢alismanin amaci (1.1) — (1.3) ve (1.2)-(1.3) problemlerinin ¢ozimini
N
y(x) =y (x)=>a,B (x),N>=m,a<x<b (1.4)
n=0

ile tamimli kesilmis Morgan-Voyce serisi olarak elde etmektir. Burada

a,,n=0,1...,N bilinmeyen katsayilardir; B (x),n=0,1...,N Morgan-Voyce

polinomlaridir [16 — 20] .



2.GENEL BILGILER

2.1. Morgan-Voyce Polinomlarinin Tanimi ve Rekiirans Bagintilari

A.M. Morgan-Voyce, elektrik basamak sebekelerinde {b, (x)} ve {B,(x)} gibi

“birinci ve ikinci tip Morgan-Voyce polinomlar1” adli iki tip polinom kimesi

tanimladi. Bu polinomlar, baslangi¢c kosullart by(x) =1, b (x)=x+1ve B,(X)=1,
B, (x) = x+2 olmak Uzere asagidaki rekirans bagntilarla tanimlanir [19 — 23] :

b,=(x+2)b, ,(x)-b, ,(x),n=>2
ve (2.1)
B,(x)=(x+2)B, ,(X)—B, ,(x),n>2.
Ayni zamanda, b, (x) ve B,(X) polinomlari, sirasiyla,
X(X+4)b," (X) +2(x+1)b," (x) =n(n+1b,(x) =0
ve
X(x+4)B," (x) +3(x+2)B,'(x) —n(n+2)B,(x) =0

diferansiyel denklemlerinin ¢dzimudarler.

2.2. Morgan-Voyce Polinomlarimin Toplam Gosterimleri

nin+ g nn+ j+1)
bn(x):Z[ J_jX‘,Bn(x):Z[ I ]x‘ 2.2)
jo\N— ] jo\ N—]J
2.3.Morgan-Voyce Polinomlarinin Ag¢ik Gosterimleri

bo(x) =1,
b, (X) =x+1,
b, (X) = X* +3x +1,

by(x) = x> +5x* +6X+1,...

ve

B,(x)=1

B,(X) =x+2



B,(X) = X" +4x+3

B,(X) = x* +6x* +10x + 4

B,(X) = x* +8x%+21x* + 20x +5

B, (x) = x> +10x* +36x> +56X° + 35X + 6

B, (X) = x® +12x° +55x* +120x> +126X* +56X + 7

B,(x) = X" +14x°® + 78x° +110x* + 330x°® + 252x* + 84X +8
By (X) = X® +16x” +105x° +364x° + 715x* + 792x° + 462%* +120x +9 ...

2.4.Morgan-Voyce Polinomlar1 Arasindaki Bagintilar
b,(x)=B,(X)-B, ;(x),n>1
xB,(x)=b,,,(x)—-b,(x),n>0
B,(X)=(x+1)B,,(x)+b, ;(x),n=>1
b,(X) =xB, ,(X)+b, ,(X),n>1
XB, (X) = (x+1)b,(x)—b, ,(X),n>1
B,.,(X)~ B,,(x) =b,,(X) +b,(x)

bn+1(X) - bn—l(x) = X(Bn (X) + Bn—l(x))

2.5.Ureten Fonksiyonlar

B(x,1) = 3B, 00t" =[1- (xt+ 2t 1) |

n=0

b(x,t) =3 b, (1" = (L-)B(x.)



2.6.Morgan-Voyce Polinomlarinin Grafikleri

Ik alti B, (x) Morgan-Voyce polinomlari

10
Bo)
B, ()
8 Bz(x)
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. B,(¥)
B4(x)
X 4
o
,/—f//r/
) S -
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e
0
i
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Ik alti b, (x) Morgan-Voyce polinomlari
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Sekil 2.1 Morgan-Voyce Polinomlarinin Grafikleri

2.7.Tiirev Bagintilar

n

B/ ()= (n-2K)B, ()
B! (x) = NB,.,(x) + BL, ()

b, (x) + by (x) = 0> b, (¥)

B/ = 26



3. MATERYAL VE YONTEMLER

3.1.Diferansiyel-Fark Denklemleri icin Morgan-Voyce Siralama Yontemi
3.1.1.Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde, (1.1) ile tanimlanilan yiiksek mertebeden fonksiyonel argimentli
ve degisken katsayili

m J
2 Y )+ P, )y (ax+ £)=9(x), I <m 3.1)
k=0 j=0
lineer diferansiyel-fark denkleminin, (1.3) ile tanimlanilan
m-1
(a,y“@+b, y“ () =4,1=01,.,m-1 (3.2)
k=0

karisik kosullar1 altinda, (1.4)’ de verilen
N

y(x) =y (x)=>a,B (x),N>=m,a<x<b (3.3)
n=0

kesilmis Morgan-Voyce serisi formunda yaklasik ¢oziimlerini arastiririz.

NOT: Bu ¢calismada sadece ikinci tip {B, (x)} Morgan-Voyce polinomlarim

kullanacagz.

3.1.2. Temel Matris Bagintilar:
Ik &nce (3.1) denkleminin (3.3) kesilmis Morgan-Voyce serisi ile taniml1 y(x)

¢OzUumunu ele aliriz ve bunu n=0,1,2,...,N i¢in
y(x) =y, (x) = B)A (3.4)

matris formuna ceviririz. Burada
BX)=[B,(x) B(X) ... By(¥)]
A=[a, a .. a,]
seklindedir. Ayrica (2.1) veya (2.2)’ de verilen bagintilar1 kullanarak B(x) matrisi
B(x) = X(X)R" (3.5)
olarak elde edilir; burada X(x) ve R matrisleri
X(x)=[x* x* x* ... x"]

6
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seklindedir. Ayn1 zamanda, (3.5)’den B(x)matrisi ve B’(x) tlirev matrisi arasindaki

bagitinin
B'(x)=X'(X)R" = X(X)T'R"
ve tekrarlama islemi yapilarak
BY(Xx)=X(X)(TT)*R",k=0,12,....m (3.6)

oldugu agikga goriiliir; burada

o -- 0 0 0

000 - (N-1) 0 0
000 - 0 NO

T’=diag[l 1 1 --- 1] (birim matris)
seklindedir. Ayrica, (3.4), (3.5) ve (3.6) matris bagintilarindan
y(x) = vy (x) =B(x)A=X(X)R"A

ve



y“ ) = 0 () =BY()A=XY(X)RTA
=X(X)(T")R'A, k=0.1,2,... (3.7)
sonucu ¢ikar. (3.7) bagintisinda x — ax+ f Yyazarsak; j=0,1,..., igin
y D (ax+ B) = X(ax+p)(TT ) R'A
=X(X)D(ar, B)(TT )Y RTA (3.8)

elde edilir. Burada o #0 igin

(0 0 0 1 0 pl 2 0 p2 N 0N |
o7 o) (o) = (o)
1 10 2 1p1 1 pN-1
A A M
D(Of,ﬂ) = 0 0 (ijazﬂo (l;l]azﬂNz
0 0 0 [N]aNﬂo
N

olarak bulunur.

3.1.3. COozum Yontemi
Problemimizle ilgili temel matris denklemini kurmak icin, énce i=0,1,...,N
icin

X = a+b’:l—ai, (Standart)

ve (3.9

b+a b-a (m
X, = 0S
2 2

Wj’ (Chebyshev-Lobatto)

ile taniml siralama noktalarini gézoniine aliriz. Daha sonra (3.9) siralama noktalarini

(3.1) ifadesinde kullanarak



m J .
z fe (Xi)y(k)(xi)+z pj(xi)y(J)(axi +8)=09(x)
k=0 j=0
denklemler sistemi veya kisaca
m J
Y RYOL>Y PYP (e, p)=G (3.10)
k=0 i=0

matris denklemi elde edilir; (3.10) ifadesi icindeki matrisler

Fk:diag[fk(xo) fk(xl) fk(XN)]1Pj:diag|:pj(X0) pj(xl) pj(XN):I

y* (%) Y (ax; + ) (%)
v ' ):(X1) YD (q, B) = y(”(a:x1+,6’) G= 9(5X1) (3.11)
y* (xy) yD (axy + B) g(xy)

olarak tanmimlanir. Diger taraftan (3.9) siralama noktalarini (3.7) ve (3.8)’da yerine

koyarsak, (3.11) matrisleri

YOX) | | XO)(TT)RTA

y ) | _| XO)(TT)RTA

Y® = =X(TT)*RTA

y(k’.(XN) ><(><N)(T.T )R"A

yP (%) | | X(ax+B)D(a, AT )RTA

YO (a, B) = y(j):(xl) _ X(axﬁﬁ)D(Of,ﬂ)(TT ) RTA — XD(a, B)(TT ) R™A

yP (%) | | X(ax, +B)D(a, B)Y(TT)RTA

X)) | (1 % - %"

. N

S el B
X(x) | |1 x, X"



olarak elde edilir; dolayistyla (3.10) temel matris denklemi
m J )
D RX(TT ) +) PXD(ar, B)TT) |RTA=G (3.12)
k=0 j=0

sekline gelir. Ayrica, (3.7) bagmtisint kullanarak, (3.2) kosullart i¢cin temel matris

denklemleri

" (8, X (@) + b, X ()T ) RTA= 4,1 =0,1,...m—1 (3.13)

0

3

~
I

olur. Boylece (3.1) denklemine ve (3.2) kosullarina karsi gelen, (3.12) ve (3.13)
temel matris denklemlerini, sirasiyla, asagidaki gibi yazabiliriz:
WA=G veya [W;G] (3.14)
ve
UA=1 veya [U;;4]1=01..,m-1 (3.15)

Burada W ve U, matrisleri
m J .
W= [qu] - {Z FX(TT) +Z P, XD(a, g)(T")! } R’
k=0 j=0
ve
m-1
U = |:uIO Uy oo Uy ] = Z(amx (@)+b, X(O)(T" )R, 1=0,1,..,m-1
k=0

olarak tamimlanmaktadir. Sonu¢ olarak (3.1) denkleminin (3.2) kosullar1 altinda
¢OzUmund bulmak igin; (3.14) ek matrisinin herhangi m satri silinip yerine (3.15)

deki m satir matrislerinin konulmasiyla, gerekli yeni
W:G] veya WA=G (3.16)

matrisi elde edilir. Eger rankW = rank[W;G]= N +1 ise yani det(W )=0 ise
[W;G] matris denkleminin ¢6zimii

A=W)'G (3.17)

10



seklindedir. Bu durumda (3.17) ifadesinden, bilinmeyen

A=[a, a - a,]

matrisi (dolayisiyla ay,a,,...,a, Morgan-Voyce katsayilarinin olusturdugu sadece

bir tek sttun matrisi) bulunur. Aym zamanda (3.2) kosullart altinda (3.1)
diferansiyel-fark denklemi bir tek ¢oziime sahip olur. Bu ¢oziim

N
y(x) =y, (x)=> 2B (x),N>ma<x<b
n=0

ile taniml1 kesilmis Morgan-Voyce serisi ile belirlenir.

3.1.4. Coziimiin Dogrulugu ve Reziduel Hata Analizi

Elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu asagida belirlendigi gibi kolayca kontrol
edebiliriz: (3.3) kesilmis Morgan-Voyce serisi (3.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii

oldugu i¢in Yy, (x) fonksiyonu ve bunun tirevleri (3.1) denkleminde yerine

konuldugunda sonug denklem yaklasik olarak saglanmalidir. Yani X=X € [a, b],

r=0,1..,N icin
Re0) =2 ()Y 00)+ 2By (e +)-9() =0 (318)

veya
Ry (x,) <107, (k. herhangi bir pozitif tamsay1)

olmalidir. Eger max 107 =10 (k herhangi bir pozitif tamsay1) onceden

belirlenmisse, o zaman N kesme sinur1 (limiti), noktalarin her birinde R (X.) farki,

onceden verilen 10 dan daha kiigiik oluncaya kadar arttirilir.

Ayrica R (X) ile tanimlanan rezidlel fonksiyon ve [a,b] araliginda |RN (X)|

fonksiyonunun ortalama degeri yardimiyla, ¢6ziimiin dogrulugu kontrol edilebilir ve

hata tahmin edilebilir [7 -9,14- 22] . N yeterince biiyiik oldugunda eger R, (x) >0
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ise bu durumda hata azalir. Ayn1 zamanda ortalama deger teoremini kullanarak R

ortalama hatanin st sinirin1 asagidaki gibi tahmin edebiliriz:

b b b
[RaII<[IR()dx  ve  [R,(x)dx=(b-a)R,(c).a<c<b
- j Ry ()dx| = (b-a)[R, ()| = (b-a)[R, ()| < [|Ry (X[
U
[IRy (0fax
IR, (¢)| < =—— =R, (3.19)
b-a

3.2.Genellestirilmis Gecikmeli Diferansiyel Denklemler icin Morgan-Voyce
Siralama Yontemi

3.2.1. Problemin Tanitilmasi

Bu kesimde, (1.2) ile tanimlanilan yiiksek mertebeden degisken katsayili ve
karisik argiimentli

3RV + 33 QLMY (X +A,) =000, m2m, (320)

r=0 s=0

genellestirilmis lineer gecikmeli diferansiyel denkleminin, (1.3) ile tanimlanilan
m-1
(ayy“(a) +byy ' (B) = 4;,i=01,..,m-1 (3.21)

k=0

karisik kosullar1 altinda, (1.4) de verilen

y(x) =y, (x)=ZN:aan(x),N >m,a<x<b (3.22)

kesilmis Morgan-Voyce serisi formunda yaklasik ¢oziimlerini arastiririz. Burada
RB.(x),Q, (x) ve g(x) fonksiyonlar1 [a, b] araliginda m-inci tlrevlere sahip bilinen

fonksiyonlardir; ., B, a,,b, ve A;uygun sabitlerdir.

kj 1
3.2.2. Temel Matris Bagintilar1 ve Cozim Yontemi

[k olarak, (3.20)-(3.21) probleminin (3.22) ¢6ziimiine

12



Yn (X)=B(X)A (3.23)

matris formu ile yaklasabiliriz; burada

B(x)=[B,(x) B,(x) ... By(X)]
A=[a, a ... aN]T
seklindedir.

Agciklama: (2.1) ve (2.2)’ de tammmlanan birinci tip Morgan-Voyce

polinomuna benzer islemler uygulanabilir.

(2.1) veya (2.2) ile verilen ikinci tip Morgan-Voyce polinomlarini kullanarak, B(x)
matrisini

B(x) = X(X)R" (3.24)

olarak yazabiliriz. Burada X (x) ve R matrisleri

X(X)=[1 x* x* ... x"]

@ 0 . 0
o

0 () (g - ()

TN W PN OB

seklinde tanimlanir. (3.23) ve (3.24) bagintilarindan
Yy (X) = X(X)RTA (3.25)

matris formunu elde ederiz. Ayn1 zamanda X (x) ve X®(x) arasindaki bagintinin
X®O(x)=X(x)(TT):k=0,1,... (3.26)

oldugu bilinmektedir. Burada T' matrisi
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0 10 0]
002 - 0
TT=|:
000 - N
000 0

seklindedir. (3.25) ve (3.26) matrislerini kullanarak
YO X) = XO(X)RTA=X(X)(TT)RTAk=0,1,... (3.27)

elde edilir. (3.27) matris bagintisinda X - &, X+ S, ve K —r yi yerine koyarak
YN (%) = X(aex + B N(TT ) RTA=X(x)D(a,,, B, NTT ) RTA (3.28)

bagintisi elde edilir. Burada D(a,, S, )

(0 1 2 N
(Oj arSOIBI’SO (Oj arsoﬁrsl (Oj aI’SOIBrSZ ( 0 jal’soﬁrSN W
1 2 N
0 1 0 1 1 1 N-1
(lj ars ﬁrs (1] aI’S ﬂrs ( 1 ]ars rs
D(Ocrs’ﬂrs)= 0 0 2 o Zﬁ 0 N a 2 N-2
2 rs rs 2 rs rs
N
0 0 0 ( jarsN B
i N ]

olarak tanimlanir ve X(a,.x+ f,, ) matrisi

X(arSX+ﬁrs ): X(X)D(ars’lgrs )

olarak yazilabilir. (3.27) ve (3.28) bagintilari1 (3.20) denkleminde yerine koyarak

r=0 s=0

SR K0T+ 350, 00X 0B T R A=00)

matris denklemini ve sonra (3.9) siralama noktalarini koyarak i =0,1,..., N igin
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SR 00X 0T+ 350, ()X (X)D AT R A=)

r=0 s=0

matris denklemler sistemini elde ederiz. Bu sistemi kisaca

(i PX(TT Y +3 Q. XD(e, B)(T" )f} RTA=G (3.29)

temel matris denklemi olarak yazabiliriz; burada

X(XO) 1 X, o XON

N

S M e

X(XN) 1 Xy XNN
P.= diag [Pk(XO) R (Xl) SR (XN)]

Qrs:dia’g[Qrs(XO) Qrs(xl) Qrs(XN)]
G=[9(x) 9g(x) - gx)I

seklindedir. (3.29) denkleminde P, , XTT ,.Q,,D,R,A ve G matrislerinin boyutlari

sirastyla (N+1)X(N+1), (N+1)X(N+1), (N+1)X(N+1), (N+1)X(N+1), (N+1)X(N+1),
(N+1)X(N+1), (N+1)X1 ve (N+1)X1 seklindedir. (3.29) temel matris denklemi

WA=G veya [W;G] (3.30)

m m_m
w =[Z PX(TT)+> > QXD(ar,,, B)(TT )ijT =[W, |, P.q=0,L...N

r=0 s=0

seklinde ifade edilebilir. Diger taraftan, (3.27) bagintis1 yardimiyla (3.21) kosullar

i¢in kars1 gelen matris formlarini

U;A=2; veya U4 ] (3.31)
m-1
Uy =3 (a,X(2) +b X O)TT R =[uje uy - vy ] i=0L.,m-1
k=0

olarak elde ederiz.
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Sonug olarak, (3.20) denkleminin (3.21) kosullar1 altinda Morgan-Voyce polinom
¢OzUmina elde etmek igin (3.31) satir matrisleri ile (3.30) ek matrislerinin herhangi

m satir1 yer degistirerek

WA=G veya [W;G] (3.32)

yeni artirilmis matrisini elde ederiz. Eger rankW = rank[W;G]= N +1 ise,
yani det(W )=0 ise, [W;G] matris denkleminin ¢ozimii
A=W)'G (3.33)

seklindedir. Bu durumda (3.32) denkleminden, bilinmeyen

A:[ao a1 aN:IT

matrisi (dolayisiyla a,,a,,...,a, Morgan-Voyce katsayilar1) tek olarak bulunur.

Boylece, (3.21) kosullar1 altinda (3.20) denklemi bir tek ¢dziime sahip olur.

3.2.3. Coziimiin Dogrulugu ve Rezidiiel Hata Analizi

Elde edilen ¢oztimlerin dogrulugunu, Kesim (3.1.4)” deki gibi, yani asagida
aciklandigi gibi kolayca kontrol edebiliriz: (3.22) kesilmis Morgan-Voyce serisi
(3.20) denkleminin yaklagik ¢oziimii oldugu i¢in Yy, (X) yaklasimi ve bunun
tirevleri (3.20) denkleminde yerine konuldugunda sonug denklem yaklasik olarak

saglanmalidir. Yani X=X, e[a,b], 1=0,14..,N igin

Ru(6) =3 R0V (6) + 33000y (e + )~ 9(4) =0 (334

r=0 s=0

veya

R, (%) <107, (k herhangi bir pozitif tamsay1)

olmalidir. Eger max 107" =10 (k herhangi bir pozitif tamsay1) &nceden

belirlenmisse, o zaman N kesme sinir1 (limiti), noktalarin her birinde Ry (X,) farki,

onceden verilen 10 dan daha kiigiik oluncaya kadar arttirilir.
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Aynica Ry (x) rezidiel fonksiyonu ve [a,b] araliginda R, (x)| fonksiyonunun
ortalama degeri yardimiyla ¢oziimiin dogrulugu kontrol edilebilir ve hata tahmin
edilebilir [8—9,14—22]. N yeterince bilyiik oldugunda eger R (X)—0 ise bu
durumda hata azalir. Aym zamanda ortalama deger teoremini kullanarak R

ortalama hatanin iist sinirin1 agagidaki gibi tahmin edebiliriz:

hRN (X)[dx
IRy ()| <2—— =R, (3.35)
b-a

17



4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Bu Dbolimde, gelistirilen “Morgan-Voyce Siralama Yontemi” nin
kullanabilirligini ve gegerliligini gostermek icin, yiksek mertebeden degisken
katsayil1 ve fonksiyonel argimentli lineer diferansiyel-fark denklemleri ile beraber
yiikksek mertebeden degisken katsayili genellestirilmis lineer gecikmeli diferansiyel
denklem Ornekleri incelenmistir. Ayrica ¢Oziimiin kontrolii ve dogrulugunu
arastirmak i¢in rezidiiel fonksiyonlara ve Ortalama Deger Teoremine dayali hata
analizi yapilarak, elde edilen sonuglar tablolar ve grafiklerle gosterilmis ve

yorumlanmustir.
Ornek4.1. Tam ¢oziimi y(x) = x> —2 olan degisken katsayil;, 0 < X <2 araliginda
y"(}) =xy' () + y(x) + xy'(x =1) = x* —2x

lineer diferansiyel-fark denkleminin
y(0)=-2,y'(0)=0

kosullarina gére ¢6zumind, N = 2ic¢in, Morgan-Voyce siralama yontemi ile
bulalim.

Burada N =2icin Morgan-Voyce seri ¢ozimini
2
y() = yy(¥) =>2,B,(x)
n=0

formunda bulmak icin,

siralama bagintis1 yardimiyla

olarak buluruz. Denklemdeki fonksiyonlar

f,(x)=1 f,(x)=—x, f,(x)=1
po(x) =0, pl(x) =X
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g(x) = x> —2x

olduguna gore, verilen lineer diferansiyel-fark denkleminin temel matris denklemi

Kesim 3.1. deki prosediirden

i FX(TT)" +i P.XD(e, B)(TT ) |[RTA=G

seklinde olur. Verilen denklemin mertebesine gore, bu temel matris denklemini

asagidaki gibi agabiliriz:

{FX(TT )Y +F,X(TT ) + F,X(TT ) +P,XD(L-1)(T" )’ + P,XD(L,-1)(T" '} RTA=G.

Burada W matrisine

W = {FOX(TT Y+ FX(TT )+ B, X(TT )2+ P, XD(L,-1)(TT )° + P XD(L,-1)(T" )1} R"
dersek temel matris denklemi

WA=G =|W;G]
seklini alir. Burada F,,F,,F,,P,,P,,X,TT (TT)*R",G ve D(1,-1) matrisleri,

Kesim 3.1.1. deki matris bagintilarindan,

f(x) O 0 100 00 0
F=| 0 f(x) O |F=F=01 0[,F=|0 -1 0
0 0 f.(x) 00 1 0 0 -2
100 12 3 g(x)] [0
X={1 1 1/,R"=[0 1 4[,G=|g(x)|=|-1
12 4 00 1 g(x,)| |0
100 010 00 2
(TT)°=|= 01 0[T =0 0 2,(TT)2=0 00
00 1 000 000
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p(x) O 0 000 000
P=| 0 p() O [,P,={0 0 O[,P=|0 10
0 0 p(x) 000 00 2

1 -1 1

D(1,-1)=|0 1 -2

00 1

olarak elde edilir. Bulunan bu matrisleri yerlerine koyarsak, artirilmis matrisi

125 ;0
[W;G]=|1 3 8 ; -1
1413 ; 0

seklinde buluruz. Ayrica, baslangi¢ kosullar1 igin

y(0) = X (O)R"A=—-2

2 3
[1 0 0]|]0 1 4|A=[-2]
001

ve

y'(0)= X(O)TTRTA=0

o O -
S N O
o O -
o = N

0
[L 0 o]0
0

[Ul ; ﬂi]:[O 14 0]

matris bagntilar1 elde edilir. Boylece kosullar igin temel matris asagidaki gibidir:
Uy » A | |1 23 ; 2
U ; A,/ |01 4; 0
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[W; G] nin ikinci ve tigilincii satirlart silip, yerine kosullarin temel matrisinin satirlar

yazilirsa, artirilmig matris

00 1 2 5 : 0
-2|=|0 0 =2 ; =2
00 01 4 : O

A W O

1 2
W;Gl=[1 2
01

seklinde olur. Burada det(W )#0 oldugundan asagidaki sonuca varilir:

1

12 5170
A=W)'G= A=|0 0 -2| |-2
01 4 0

Buradan da Morgan-Voyce katsay1 matrisi

seklinde bulunur. Bulunan bu katsayilar Morgan-Voyce serisinde yerine yazilirsa

y(x) =B(X)A= X(X)RTA

3 3
yx)=[1 x x*]|0 1 4| -4
1

y(x) =X -2

¢ozimi elde edilir ki bu tam ¢6zimddr.

Ornek 4.2. Tam ¢6ziimii y(X) = x* olan degisken katsayili ve oransal gecikmeli
" 3 X 2
Y’ -7y -y()=-x"+2, 0<x<l

lineer fonksiyonel diferansiyel denklemini,
y(0)=0,y'(0)=0
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baslangi¢ kosullar1 altinda Morgan-Voyce siralama yontemi ile ¢ézelim.

CGozim igin, N =2alalim ve
N
y() =y, (X)=>2,B,(x)
n=0

formunda Morgan-Voyce seri ¢oziimiinii arastiralim; amacimiz i¢in 6nce siralama

noktalarini
X =a+——I, i=01..N

bagintis1 yardimiyla
1
{xo =0,x ZE’XZ =1}
seklinde buluruz. Bu 6rnek igin gerekli olan fonksiyonlar,
3
fo(x) = _Z’ f1(x) =0, fz(x) =1

Po(X) =—1,g(X) = —Xx* +2

olduguna gore, lineer fonksiyonel diferansiyel denkleminin temel matris denklemi,

Kesim 3.1.deki prosedirden,

{Z FX(TT) +inXD(a, AT’ )J} RTA=G

olarak elde edilir. Verilen denkleminin m=2 mertebesine gore, bu toplam ifadesini

actigimizda
{FO X(TT)+ F1X(TT )Y+ FZX(TT ) + POXD(%,O)(TT )O}RTA:G
matris denklemini kurariz. Burada

w ={FOX(TT Y+EXTT)Y +FEX(TT )+ POXD(%,O)(TT )0} R’
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dersek, temel matris denklemi
WA=G =|W;G]
- 1 s .
seklini alir ve ilgili F,,F,,F,,P,, X, TT (TT )*R" ’G’D(E’O) matrisleri, Kesim 3.1.2

icindeki bagintilarindan,

_E O O
f(x) O 0 4 . 00 0 10
Fo=| 0 f(y) 0 |R=0 -2 0|F=00 0F=01
0 0 f(x) ; 000 00
o o -2
L 4 |
1 2 2 1 2 3 g(x,) 3
X=1 7 Z’RT: 4.6=1900) |=|
11 1 001 90)] |4
100 010 00 2
(TT)°=|= 01 0[T =0 o0 2,(TT)2_0 00
00 1 000 000
p(x) O 0 1 0 0
Po=| O p(x) 0 |[,PR=/0 -1 0
0 0 p(x) 0 0 -1
10 0
1 1
D(=.0)=[0 = 0
50 2
00
i 4
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olarak kurulur. Bulunan bu matrisleri [W;G] matrisinde yerine koyarsak, artirilmis

matris
A A R
4 2 4
wic)=| L 3 8.7
4 8 16 4
o 17y
4 4 2

olur. Baslangig kosullar1 i¢in matris denklemleri asagidaki gibi elde edilir:
y(0)= X(0)R"A=0
1 2 3

[L 0 00 1 4|A=[0]
001

[Uo , /10]:[1 2 3 O]

y'(0)= X(O)TTRTA=0

0
[L 0 0]o
0

o O -
S N O
o O -
o = N

[Ul ; Al]=[0 14 O]

Buradan kosullar i¢in temel matris denkleminin arttirilmig bigimi elde edilir:

U ;s 4] |1 23 ;0
U, ; A,] |01 4 ; 0f
Sonug olarak, [W;G] matrisinin ikinci ve ti¢lincii satirlarini silip, yerine kosullarin

matrisi yazilirsa yeni ve gerekli artirilmig matris
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71 1B,
4 2 4
W;Gl=| 1 2 3 ;0
1 4 ;0
seklinde olur. Burada det(W )#0 oldugundan
71 )

4 2 4|2
A=W)'G=A=|1 2 -3 0
4 0

elde edilir ve  Morgan-Voyce katsay1 matrisi

seklinde bulunur. Dolayisiyla problemin ¢6ziimii

y(x)=B(X)A=X(X)R"A

3] 5
y)=[1 x x*]j0 1 4| -4
1

y(x)=x’

olur ki bu tam ¢6zumddir.

Ornek4.3. Tam ¢éziimi y(x) = 2x—1 olan, sabit katsayili

Y'(X) -y (x+D)+y(x)=2x-3, 0<x<2

lineer fonksiyonel diferansiyel denkleminin

y(0)=-1y'(0)=2
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kosullarina gore ¢ozimund, N = 2i¢in, Morgan-Voyce matris yontemi ile bulalim.

Burada N =2igin Morgan-Voyce seri ¢ozumunu
2
y(x) =y (x) =2 a,B,(x)
n=0

seklinde arariz. Amacimiz igin, 6nce y(x), y'(x), y"(x), y'(x+1) ifadelerini

asagidaki gibi matris seklinde yazabiliriz:
y(x) = X(X)RTA
y'(x)=XXT'RTA
y'()=X)(T" )’ RTA
y'(x+1) = X(X)D(L,)T'RT A
Ayrica, g(x) fonksiyonunu

-3
g(x)=2x—3:[1 X x2] 2 |=X(XG
0

matris formuna indirgeyebiliriz. Yukarida y(x),y'(x),y"(x), y'(x+1) ifadelerinin
elde edilen matris formlarini verilen denklemde yerine koyarak ve sonu¢ denklemi
sadelestirerek asagidaki temel matris denklemi elde edilir:

XO)TT PRTA-X(X)DLLT R A+ X(XRTA= X (X)G
{TTY-DEAYTT+I1|RTA=G
veya kisaca
WA=G = [W;G],W = {(TT)2 DT + I}RT

seklini alir. Buradaki T',(T" )2 ,D(1,1),R" matrisleri Béliim 3 deki matris

bagintilarindan

_|

_'

Il
o O O
O NN O

Py

_|

—

N—

N

Il
O O O
o O O
O O DN
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111 12 3
D(L1)=|0 1 2|,R"=|0 1 4
001 001

olarak bulunur. Bu matrisleri temel matris denkleminde yerine koyarsak

11 -1 ; -3
W;G]=|0 1 2 ; 2
00 1 ; O

artirtlmis matrisini elde ederiz. Diger yandan, kosular i¢in artirilmis matris, onceki
orneklerde oldugu gibi,

1 2 3 : -1
01 4 ; 2

olarak bulunur. Sonuc olarak, [W;G] matrisinin bastan iki satirin1 silip yerine kosul
matrisini koyarsak

1

HC oc

gy

|
Il

1 2 3 ; -1
W:G]=|0 1 4 ; 2
001 ; O

artirilmis matrisini elde ederiz ve boylece detW = 0 oldugundan

A=W"G
a, ] [1 2 3] [-1
A=|a |=]0 1 4| |2
a, 0 1
A=[-5 2 0]

Morgan-Voyce katsay1 matrisi bulunur. Dolayisiyla baslangi¢ deger probleminin
¢Ozimu
y(x)=2x-1

olarak bulunur ki bu tam ¢éztmdr.
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Ornek 4.4. Degisken katsayil1 ikinci mertebeden
" 3 7 2
Y'()-7 ¥)-y(x+2)=-7x"-4x-7, 0<x<l

diferansiyel-fark denkleminin y(0)=0 ve y’(0)=0 kosullar1 altinda ¢oziimiinii

arastiralim.

Bu problemin tam ¢éziimii y(x)=x? oldugu bilinmektedir [37]. Burada y(x)
¢cozuminu N =3 igin

Y(9=3 2,8,

kesilmis Morgan- Voyce serisi formunda bulacagiz. Once denklemdeki gerekli olan
fonksiyonlar

00 =2, K000, 00 =1 po() = -1.9(0= 1 X ~4x-7

ve siralama noktalart N =3 igin

1 2
X, =0, X =3 X, :g,xa =1
olarak belirlenir. Bélim 3 deki yontemimize gére problemin temel matris denklemi
2 1
w ={ZFKX(TT )<+ P, XD(a, B)(T" )’}RT
k=0 j=0

olarak elde edilir ve N =3 i¢in yaklasik ¢6ziim

1 . 1
X)=-—— X"+ X +—X-——
() 338 100 839

olur; baz1 sonuclar Tablo 4.1 de gosterilmistir.

Tablo 4.1, kesme sinirt N’in farkli degerleri i¢in problemin ¢oziimleri ve
bunlarin mutlak hatalarin1 géstermektedir. Tablo 4.1 den goriildiigii gibi, N’in
degerleri yeterince biiyiik alindiginda hata azalmaktadir. Bu durumda N =8igin
y(x) = x? tam ¢6ziimiine yaklagmis oluruz.
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Tablo 4.1. Ornek 4.4°iin farkl1 N degerleri igin tam ve yaklasik
cozimlerinin karsilastirilmasi ve bunlarin En mutlak hatalar

Tam
X ¢ozim  N=3 En N=8  En
0.0 000 0.116E-8 1.16438E-9 0.00 0.0000

0.1 0.01 0.0100 1.38000E-9 0.01 0.0000

0.2 0.04 0.0400 1.82000E-9 0.04 0.0000

0.3 0.09 0.0900 2.46000E-9 0.09 0.0000

04 016 0.1600 3.30000E-9 0.16 0.0000

05 025 0.2500 4.30000E-9 0.25 0.0000

06 036 0.3600 5.50000E-9 0.36 0.0000

0.7 049 0.4900 6.80000E-9 0.49 0.0000

0.8 0.64 0.6400 8.20000E-9 0.64 0.0000

09 081 0.8100 9.60000E-9 0.81 0.0000

1.0 100 1.0000 1.10000E-8 1.00 0.0000

Ornek 4.5. Son olarak, asagidaki problemin Morgan-Voyce seri ¢oziminii
arastiralim:

y'(X)+y(x)+ety(x-1)=1, y(0)=1

Bu problemin tam ¢o6zimd y(x)=¢e” oldugu bilinmektedir. Boliim 3 de sunulan
Morgan-Voyce siralama yontemini kullanarak, N =5,10,20 degerleri i¢in temel

matrisler hesaplanmis ve bdylece cebrik denklemler sistemi elde edilmistir. Bu
sistem, Maplel8 programi kullanilarak yaklasik olarak ¢oziilmiis ve elde edilen
sonuglar Tablo 4.2 ile Sekil 4.1(a) ve Sekil 4.1(b) de gosterilmistir.
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Sekil 4.1. (a) Ornek 4.5’in farkl1 N degerleri i¢in niimerik ve
tam ¢ozimleri. (b) Ornek 4.5%in cesitli En hata fonksiyonlar

Ornek4.5’in - farkli N degerleri igin elde edilen ¢dziimlerinin
karsilagtirilmasidan, biiyiik N degerleri igin tam ¢oziime yaklastigimiz Sekil 4.1(a)
ve Sekil 4.1(b) de agikca goriilmektedir..
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Tablo 4.2.

karsilastirilmasi ve bunlarin mutlak hatalar1 E .

Ormek 4.5’in farkli N degerleri icin tam ve yaklasik ¢oziimlerin

Tam
X ¢Ozlm N=5 En N=10 En N=20 En
0.0 1.00000 0.99999 4.00000E-9 1.00000 4.00000E-9 1.00000 7.10000E-18
0.1 0.90483 0.90928  4.44475E-3 0.90523  3.94605E-4 0.90483 2.66089E-10
0.2 0.81873 0.82671  7.98690E-3 0.81943  7.09007E-4 0.81873 4.78103E-10
0.3 0.74081 0.75153 1.07211E-2 0.74176 9.51724E-4 0.74081 6.41782E-10
0.4 0.67032 0.68304 1.27291E-2 0.67145 1.13006E-3 0.67032 7.62050E-09
0.5 0.60653 0.62061 1.40823E-2 0.60778 1.25034E-3 0.60653 8.43163E-09
0.6 0.54888 0.56365 1.48435E-2 0.55012 1.31806E-3 0.54888 8.88830E-09
0.7 0.49658 0.51165 1.50681E-2 0.49792 1.33806E-3 0.49658 9.02317E-09
0.8 044932 0.46413 1.48047E-2 0.45064 1.31468E-3 0.44932 8.86545E-08
0.9 0.40656 0.42066  1.40950E-2 0.40782 1.25184E-3 0.40656 8.44171E-08
1.0 036787 0.38085 1.29734E-2 0.36903 1.15322E-3 0.36787 7.77671E-08

Diger yandan, Tablo 4.2 de farkli N degerleri icin problemin ¢oziimleri ve

hatalar1 gosterilmektedir. Buradan N degerlerinin yeterince biiyiik sec¢ildiginde
hatanin azaldig1 sonucuna varilmaktadir.
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5.SONUC VE ONERILER

Son yillarda, yiksek mertebeden gecikmeli diferansiyel ve diferansiyel-fark
denklemleri birgok matematik¢i ve fizik¢i tarafindan yogun bir sekilde
arastirilmaktadir. Bu tip denklemlerin analitik ¢éziimlerini bulmak ¢ok zor veya
miimkiin degildir. Bu nedenle yaklasik ¢oziimlere gerek duyulmaktadir; dolayisiyla
bu ¢aligmada Morgan-Voyce polinomlarina ve siralama noktalarina dayali “Morgan-
Voyce siralama yontemi” adli bir matris teknigi sunulmustur.

Morgan-Voyce siralama yonteminin avantajlarindan birisi, yaklasik ¢oziimlerin
bilgisayar programlar1 yardimiyla kolayca bulunabilmesidir. Ayni zamanda,
hesaplama zamaninin kisalig1 ve az ¢aba harcayarak iyi sonuglarin elde edilmesi bir
diger avantajidir. Agiklayici orneklerden, yontemin uygulanabilir ve gegerli iyi
sonuglar verdigi de gozlenmektedir. Ancak verilen diferansiyel denklemlerin en iyi
yaklagik ¢oziimlerini bulmak i¢in, fonksiyonlarin Morgan-Voyce acilimindan daha
cok terimlerin almmmasi, yani N kesme sinirlarinin yeterince biiylik segilmesi,
gereklidir.Yontemimizin uygulanabilirligini gostermek igin kullanilan 6rnekler
tatminkar sonuclar vermis ve elde edilen yaklagimlarin, tam ve yaklasik ¢oziimler
arasindaki uyumun ¢ok iyi oldugunu gostermistir.

Sonug olarak, kullanilan yontemin etkinligi dogrulanmis, Maplel8 ile elde
edilen sonuglarin dogrulugundan emin olunmus; dolayisiyla, Morgan-Voyce
siralama yonteminin gecikmeli diferansiyel ve diferansiyel-fark denklemlerinin
yaklagik c¢Ozlimlerini arastirmak i¢in Ongoriilebilen bir yontem olacagi
diistiniilmektedir. Ayn1 zamanda yontem, diger lineer ve lineer olmayan fonksiyonel
gecikmeli diferansiyel denklemlere uygulanabilir; fakat bazi diizenlemelere gerek
duyulur.
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