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onsiz

Polinomlaran sifar-yerleri ile kritik noktalari aresin-
dnki temel bajZantiyi, Lucas " Bir polinomun biltln s:.f:r-ycrlo-‘
rini ihtiva eden konveks poligon bltin kritik ncktalarini da
ihtiva eder." geklinde ifade ve ispat etumigtir. Oeusas,bir pon-‘
nomun kritik noktalarinin,safar-yerlerinin belirttiji,kuvvet
alsny iginde,dengeleme noktalari oldufunu giUsterdi. Reel poli-
nomlar igin ayni problemi inceleyen Jensen ise,kendi adi ile
bilinen ve fakat ispati 1920 yalinde J.L.Walsh tarafandan yapa-
lan teoremi vagetti. Bu konuda galigan eraytiricilar,J.l.Grace'
in Apolar polinomlar hakkindaki "Apolayr iki polinomdan birinin
biltiln safar-yerlerini ihtiva eden daire,dijerinin en az bir
safir-yerini ihtiva eder." teoreminden blylk Ulgilde istifade
etuiglerdir.

Bu teorenden hareketle Grace-Heawood, bir polinomun iki
safar-yeri bilindifinde,bir kritik noktanin yerini belirten te-
oremlerini ifade ettiler.S. Kskeym,bir polinooun p tane safar-
yeri bilindiginde, p-l1 tane kritik noktanan dejalimana tesbitle
ufiragti; ancak bu probleni p=2 igin gUsebildi.ln genel hali
H.Marden inceledi.

Bu galigmada apolar polinomlar igin,galigmamiza uygun,bis
tarif konarak elde edilen neticeler bUlim IV te son iki teorem
halinde ifade edildi.Bulunan di_jer neticeler ise teorem 5.3.ve
teorem 5.6. olarak bUlim V te ifmde edildi.

Turgut Bagkan



BOLUM

BOLUM

BOLUM

BOLUM

BOLUM

Temel Teoremler -

II

Polinomlaran saifar-yerleri ile kritik noktalara
arasindaki bagintilar

I1I1

Reel polinomlarda kritik noktalarin dzellijzi

IV

Apolar polinomlar

p~ Safaryeri bilinen polinomlarda kritik noktalarin
daZilaimi.




BOLUM I
Temel Teoremler
Genel olarak bir P(z) polinomu,a,$0 Ve 8],82,...y8p

kompleks sayilar olmak iigere

P(z)=ag+a)z+asz2+...+a,z0
geklinde ifade edilir. Buradaki pozitif n sayisina polinomun
derecesi denir.
TARIF. P(z)=0 denklemini sajlayan zj degerlerine poli-
nomun O-yerleri veya kUkleri danif.
Teorem l.l.Farzedelim ki bir P(z) polinowmunun basit ka-
pali bir C gevresi iginde p tane safir-yeri vardair.Bu takdirde

i
p=-=D.erg P(z) (3]
i-pat.ll.sz.....lp C gevresinin igindeki safir-yerleri
Ve Zp+leBpe2,eecrlp C gevresinin digindaki safair-yerleri olsun-
lar.
P(z)=ap(z~21) (2~82)...(2~2p) (8~8p,1) (3-2p,2) .. . (2~2p)
oldu una gbre gunu yagabiliriz

arg P(z)=arg ‘n"‘-ig. arg (z-zj )+Z:ﬁarg(l-aj)
z noktasi C Ugzerinde poditif yonde hafeket etsin,arg(z-z5) nin

toplam dejigimi (argiment varyasyonu) 1< J<p igin 27 ve pcj¢n
igin safardar.
o halde
Aerg P(z)=2Tp
yani
p-EiﬁAcargP(l)

Teorem.l.2.Farzedelim ki P(3) polinomunun bir L doZrusu
izerinde safir-yeri olmasin ve P(z) in L nin solunda ve sajin-
daki sifar-yerlerinin sayisi,kargilikli olarak,p ve q olsun.
Bu takdirde

p-a=—+A8rgP(z) [3]
Ispat.sl.sz.....:p noktalari L nin solundaki,zp,]l, Sps2s

«ss9Ep noktalari ise L nin sajgindaki sifair-yerleri olsunlar.

¥ Bu galigmada aksi sUylenmedikge P(z) polinomu n inci dere-
ceden kabul edilecektir.




P(z)=(z-81)(8=22)...(2~2p) (z-2p,1) (2-2py2) ... (2-2p) ‘
oldujuna gbre burada gumu yagabiliriz.

P
arg P(l)-Zarg (s—sdhzn lrgh-ij) l.2.1.
=] Jap«H
Mademki arg (l‘l‘) nin toplam dejiyimi,szj noktasa L nin scolunda
ve sajinda oluguna gire T ve-Tdir.0 halde (1.2.1) gUszUniine ala-
narsa
A arg P(2)=T p-Tig
yani
pa=+ Njarg P(s)
NETICE l.2a
p=+ (ne-L ]\ arg P(z))
q= - (n=4Ajarg P(2))

glinkil,peq=n oldufunu biliyorusz.Bu egitlikle teorem 1.2 deki e-
gitliji bir defa taraf tarafe toplayip bir defada gikarmakla
neticeyi elde ederis. .

feorem 1.3. Parsedelin ki P(z)= ) &y s* reel polinowunun
reel safair-yeri yoktur. Bu takdirde =

Aarg P(z)=0 (Burada R,0X eksenini glste.)
lspat. Reel polinomlards kompleks sifir-yerinin egleniji
de bir safar yeri oldugundan,hipotes gUszbnlinde tutulursa,P(z) in
safar-yerleri reel ekseni saginda ve solun'a egit sayadadar.
0 halde teorem 1.2 den dolaya

""""111' Doarg P(z)=0
Bolayisayla

Aparg P(z)=0

Teorem (Rouché) 1§ Fargzedelim ki basit kapali bir C gev-
resi iginde ve Uzerinde P(z) ve G(z) analitik ve C Uzerinde

|6(s)| <|P(s)| dir.Bu takdirde ¥#(z) ve P(z)=F(z)+G(s) C nin

iginde ayni sayida safar-yerlerine sahiptirler. [1] D]



ispat.P(z)=WP(s) , W=ls GF‘:’, olsun.
ps F(2) in C deki safir-yerlerinin sayisi ise teorem 1.1 den ‘
dolaya
2pN=A.a rg F(z)
Mademki C nin Uzerinde |%kja1r.n.urnu W=l ve yeri-gapy 1
olan gember iginde kapali bir egri gizer.Bbylece W daima saj-
yari, dizlemde kalair.Dalayisayla arg W nin toplam deiigimi

sifair dar.0 halde

Aarg P(z)=Aarg W+ arg F(z)=2pn
Demekki P(z)in C igindeki safir-yerlerinin sayisa p dir.
Teorem 1.5. P(z)=ageajz+...+a 3" , apso
polinomunun n k¥kil vardar. (1]
ispat. P(z)=apz® , G(z)=Ag+a1%+...+a8,-120"] vazedelim.
C olarak,merkezi z=0 da ve r> 1 yari-gapli bir gember alalim
C nin Uzerinde

P(z)=|ay|»? ve lG(z)L{ '(|5d'h1|‘*-'"’|3n-1| ) ro-1 1.5.1,
0 halde r yeter derecede bilyilk segilerek |G(z)[<|P(z)| yapa-
labilir.Bunun igin (1.5.)) g6z%niae alinirsa

r> | Se)+ 1684+ « ot | Qu-ll
{Ga]

olumalidar.Bu takdirde,Rouché teorsminden dolayi,yukaradaki gar-
t1 sajlayan r yari-gapli bir dairede P(z)=F(z)+G(z) in n safar-
yeri vardar.

Teorem 1.6. Farsedelim ki her wy#o (J=1,2,...,p) kompleks
sayisi, [ reel bir sabit olmak lzere

¥ £Larg wy< y+r
olsun. Bu takdirde
W= Z wyt o [3]

Ispat. ¥ =0 ve arg w:-o olsun. O halde wj kompleks sayi=
larinin hepsi reel eksen {igerinde olurlar, Yani Ro(wj)> o.Dola~
yasayla Re(w)) 0.0 halde w¢ o
Y =0 ve arg Wy © olsun. w4 kompleks sayilari Ust-yari dizdem-



&

de olurlar. O halde Im(wj)> o.Dolayisiyla Im(w)> o.Yani w¢ o
¥+ o igin w:,‘- *ax‘wj yi dikkate alalim.

arg I‘j--rﬂrg W j <—)’+ﬂ'+ﬁr='ﬂ'

Yani
o Larg "J<TT
Bu ise ikinei halin aymidar.Dolayisiyla wsto. Yani ws o




BOLUM 1I
Polinomlarain saifar-yerleri ile kritik noktalari arasindaki
bagintilar

TARIF. Pfs)-o denklemini sajflayan 33 noktalarina P(z) in
kritik noktalari denir.

P(z) in kritik noktalari, polinomun farkla 23 safar-yerlerine
bajgliy olarak incelenecek.Zira P(z)polinomu katli sifir-yerlerine
sahip ise

P(z)=(2-2)™(z-22)"%. . (z-2p)", na{ m 4

geklinde yazilabilir.Jimdi P(z) 1 agaZidaki gakilda yazalim

B(a)=P(s)EZ =p(s)dLaPD T

Bu egitlije dikkat edilirse,giriiliyorki P(z) in kritik noktalara
iki gruba ayralar.

I.my> 1 igin,herbirinin katlilaga (my=1) olan zj noktalari.
Bunlar P(z) in de safair-yerleridir. Toplam katliliklari ise
(n-p) dir.

2. P(z)=
Fonksiyonunun sifir-yerleri ki bunlar (p-l) tanedir.

dLlnPczj]
d=z

Genel olarak P(z)nsifir-yerlerinin dagilami belirtilece-
ginden P(z) in l.gruptaki kritik noktalari tesbit edilmig ola-
caklardir.Bizim asal problemimiz P(z) in 2.gruptaki kritik nok-
talarainin dagilamani belirtmektir.

Yani P

F (u)n;zz v my> 0
fonksiyonunun sifir-jdrlerini belirtmeliyiz.
Teorem (Lucas) 2.l.Farzedelim ki P(z) in bitiin safair-yerle-
ri bir yari-dizlemde dir. Bu takdirde P(z) in butiin kritik nok-
talara da ayni yari-disleme diiger. [2]

ispat. P(z)=a,(z-2,)(2-23)...(2-2,) oldugundan
Pz _ | { !
Pa - Zz vVt == 2.1.1.

dir.Pargedelim ki %],22,+..9%p noktalara In-z;—a(eolarak tarif
edilen yari-dizlemde bulunsunlar.jayet Zy bu dlizlemde ve z bu




diizlende dejiilse agajidaki bajantiyi yazabilirisz.
i 23 fp 2K9
lnZHalnZd 125250

Dolayaisaylsa
ta—5 <o
olur.jayet bu bajanta bitin k hr 191:1 do/ru ise (2.1.l1l)den dolay:
b Pz _
=G Pz ~
0 halde
P(z)¢ 0

Bylece teorem ispatlanmig olur.

TARIP. K poligonuna P(z) in Lucas Poligonu denir,gayet bu
poligon P(z) in bltin safir-yerlerini ihtiva eden en kilgik kon-
veks poligon ise.

ALY, l,pougomma Pin) in Lucas poligonu denir,gayet P;(s)
in bitiln safair-yerlerini ihtiva eden en kiligilk konveks poligon ise.

Teorem (Lucas) 2.2. P(z) in Lucas poligonu P(z) in kritik
noktalarani da ihtiva eder. [ 3] (4]

ispat. Bu Llumln baglangicindaki izahten dolayi sadece

d
in K nan dijands safir-yeri clamiyecajini gletermeliyis.Aksini

dlginelim. F(z) in bir g sifar-yeri K nan dagana dilgsiln.Bu s’ nok-
tasi P(z) in bir safair-yeri olsmaz ginkl hipotezden dolaya P(z) i:
bitin safir-yerleri K nan igindedir.Ustelik s noktesa X poligonum
A(g) agisa ile sBriyorsa

P(g)= ;%

0l A(g)< T
dir.Jimndi
P{u)-i_(-l:w.‘) ° UJ-—-—- vagedelin
Buradsn =

nrg(nj-l)--nrg 5

olur. (zj-s) vekttri A(s) bUlgesinde bulundufuna gbre
0 -arg wiZTT

dir. my reel bir sayi oldu undan



0 { -arg Gy wy T

oldujgu gotrilir.

Teorem (luecas) 2.3. C, P(z) in biitin safar-yerlerini ih-
tiva eden en kiglk yari-gapli deire olsun.Pu takdirde C,P(z) in
blutin kritik noktalarani da ihtiva eder. 13]

ispat.K,P(2z) in bitin safar-yerlerini gevreleyen en ki-
¢lilk konveks poligon olsun. O halde K, C nin igine diiger.Teorenm
2.2 gbzbnine alinirsa P(z) in kritik noktalari da C nin igine
duger. |

Bu lig teoreaden agajidaki neticeleri gikaruak niimkiindir.

NETICE 2.3a. P(2) in bitln kritik noktelari|s|< r nin |
iginde ise,bu tekdirde P(z) in en sz bir safar-yeri |3(2r nin
igine diger.

WETICE 2.3b. K nan kbBgelerinde P(z) in katli safar-yer-
leri varsa bu takdirde K ve K idantik (ayni) dar.

NETICE 2.3¢ KCK dar.

Teorem (Geuss) 2.4. P(z)= (3-33)"(z-22)%..(z-2p)™f po-
linomunun sifir-yerlerine,katlilik wmertebelerine egit sayaida,
yerlegtirilmig birim kiitlelerle -ki buanlar biri birini ters e~
safe kamununa gbre iterlerebir kuvvet mlani belirtilmiy olsun.
Bu takdirde P(z) in kritik noktalari bu kuvvet alani iginde den-
ge durumundadarlar. [4]

lepat. P(z) in logarituik tirevini tegkil edelim.

|
|
dir. Bu son egitsizlik ve teorem 1.6 gizlnlUne alinirsa r(:’)q-o ‘

@ .y T
'(')--—g&"f“ J‘:'l z_zé' 2.‘.1.

olur.jayet 8 , (2.4.1) in bir safar-yeri ise "yani P(z) in bir
kritik noktusi ise”™ bu z noktasi keza (2.4.1) in negatif kon-

Jugesi olan _—
B(z)e-P(B)= 3 5 3 2.4.2.

s
ifadesinin de bir sifir-yeridir.(2.4.2) ifedesindeki J ineci

terim,magni titi I%kﬂ ve ytnil 2 je in ytninde olan bir vektirdir.
Bu vektir %4 deki n: kiitlesinin, s noxtasindaki biria partiki-

le tesir eden gekme kuvveti olarak kabul edilebilir.



Bu sebepten 2 noktasi yalnig ve ynlniz bu kuvvetlerin toplama
safar oldufunde (2.4.1) in safir-yeri olur. Demekki P(z) in
kritik noktalara teoremde belirtilen dengelewme noktalaradar.



BOLUM IIX
Re¢l Polinomlarda Kritik Noktalaran Ogelliji

TARIP. Bir P(z) polinomunun jensen daireleri diye bu poli-
nomun eglenik safair-yerlerini birlegtiren dojru pargasini gap ka-
bul eden dairelere denir.

Teorem (Jensen) 3.1l. P(z) reel bir polinom olsun.Bu takdirde
reel olmayan her kritic nokta P(z) in Jensen dasirelerinden en as
birinin igine veya Userine duger. [3][4]

lspat. P(2) in katli olmayan safir-yerlerini incelemek yeter
QUnktl P(z) in katla kompleks safir-yerleri P,(s) in de safair-yer-
leri oldufundan bunlar zanten Jensen dairelerinin lizerine diligerler.

!(l) PEZ; Z ile — RELW‘1w1'-a--—iu-'nj-f-i‘..Im{‘.u,-ewL*v-1-4.."; 3.1-1.
J=1

geklinde ynnln. (3 1. 1) in reel olmayan sifir-yerlerinin Jensen
daireleri di,inda olsmayaca/ini gbeterelim.Bunun iginde Jensen da-
ireleri digandaki reel olmayan noktalarda

h('1w2+...¢'n)-ﬁ: 0
oldujjunu gisteruek yeter.
s)=x3+iy; » sp=xj-iy, eylenik safar-yerlerine ve S3=xy reel
safir-yerine kargilik gelen Im(wyswy) ve Im(wj) {i hesaplayalin.
=250 (x=X)*+y'= gt ]

L (XX (y-9)* ][ -2 +(H+:-!.)".7
ve dolayaisayla Jensen dairelerinin dajandaki her g noktasi igin

Im ('10'2 ) =

Ayni gekilde
1.(' ’- ~4
2 [ (X=X 4]
ve dolayisayla her z noktesi igin
8g lm (wy)=- Sg y 3.1:3

0 halde (3.1.2) ve (3.1.3.) ten doladya Dbitin Jensen dairelerinin
dagandaki noktalar igin
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ve Bzel olarak z Jensen dairelerinin dijinde reel olmayan bir
nokta ise (3.1.4) ten dolaya
In —EL—?J- o0
PE)
Dolayisiyla
P‘(z)f 0

Teorem (Walsh) 3.2. I:=X<x<E reel eksenin bir intervali
olsun. X,p noktalari reel P(z) polinomunun sifir-yerleri olmasain-
lar ve P(z) in herhangi bir Jensen dairesinin iginde veya {izerinde
bulunmasinlar. K, I y1 kesen Jensen dairelerinin igini ve I yi ih-
tiva eden konfiglireygin olsun. Jayet K,P(z) in k tane sifir-yer:
ni ihtiva ediyorsa bu takdirde K,P(z) in en az k-1 ve en gok k+l
tane kritik noktasini ihtiva eder. [3] [ ¥

Ispat. R, kenarlari koordinat eksenlerine paralel ve K ya
ihtiva eden en kiiglk ddrtgenin sanira olsun. (3.1.4) bagintisindar
dolayir R, w-—};% yardimi ile , w diizlemi {izerine, orjini en
fazla bir defa gevreleyen bir egriye tasvir edilir. Bu tasvir ej-

risi gu lg¢g halden birinde bulunur.

a) Orjini pozitif ydnde gevreler,yani [g9ra gt,j—zw
1-2,) Orjini negatif y®nde gevreler,yani /,ar F_"‘i’:..;jn
R P
f
0 1 i ro DB _
¢) Orjini gevrelemez,yan D g arg 2 <o

sirasi ile bu hallere kargilaik olarak P(z) in K igindeki kritik
noktalaranin sayisi teorem 1.l den dolaya (k+l), (k-1) ve k dar.

NETICE 3.2a. Reel eksenin kapali herhangi bir intervali
P(z) in en gok bir kritik noktasini ihtiva eder,gayet P(z) in hig
bir safir-yerini ihtiva etmiyorsa ve gayet bu interval biitiin Jensi
dairelerinin digainda ise.



BOLUM 1V
APOLAR POLINOMLAR

TARIP I. P(l)-g_g(n.k)lksk » G(a)=} C(n,k)Ba®, ApBnet 0,poli-
walarana biri birine spolardir denir,gayet a aj idaki bajainti gergek-
eniyorsa.

AgBn~C(n,1)A3B,_1+C(n,2)AgBp-2=0.e4(=1)PApBy = 0

TARIP 2. Bir Py(z) polinomuna n inci dereceden P(z) polinomu-
mn & noktasina glre polar-tlirevi denir,gayet agajidaki ba antaya
gergekliyorsa

Py ()=nP(8)~(z- & )P(a)
1(z) in (n-1) inei dereceden oldufu gbrildyor. Bu bajiuntiya dikkat
ydilirse Pj(z) in safar-yerlerini gu (g grupta toplayabilirisz.
) € noktasa.Jayet P(¥)= O ise.
)) P(2) in katla safar-yerleri

. ‘P(z) 7 m;

) —2 = _

' Po(z-%) ~ z-% ?ﬂ i
TARLF 3. Pg(3) polinomuna n inci dereceden bir P(z) polino-

munun k ineci polar-tirevi denir,jayet agajiadaki bajintayr gergek—-

fonksiyonunun safir-yerleri.

liyorsa.

Pi(z)=(n-k+1)Pgr.3(z)+(S ~2)Pe_1(2) 5 k=1,2,00.40, Po(z)=P(z).
urade &, lar egit veya farkli olabilirler.’8ylece miiteakip polar-ti-
evleri tarif etmig olduk.

Teorem 4.1. Ferszedelinm ki P(z) polinomunun biltin 2§ safar-yer-
leri bir C dairesi iginde ve 2 noktasa

Py (z)=nP(z)+(3 -s)Pt:) 4.1.1.
jolinomunun herhangi bir safar-yeridir.Bu takdirde 2 ve § noktala=-
anan ikisi birden C nin daganda olaaas. [ 3]

Bu teoremin ispati aga/aidoki iki leamayrs dayannaktadar.

LENMA I. 0(:)-):—0]"—:'2 verilmiy olsun,dyleki C(z)=0, C daire-
lin.i.n denklemidir. 23,2 ve w w--‘f“-bng;nuuuu gergekleyen iig nokta
e 0 (e,r) , ¢= -Zc—;-c—- ve r= olsun.Bu takdirde w noktasa
' gemberi 2 ve 3] noktalarana Lyﬂ'zp ayirmedagina gire ¢’ ntin igin
amt daginn diger.
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/
Ispat. C(w) yi hesaplayalim.

Of(w)-lw-c'll-r? = [(‘i—ilj'l-(z-o)c(z)"-lz - c(z)"2
= [ (3-8, )" 1-(2~e)c(2)™ 2 ][ (z-2y)~2-(Z-8)c(2)"]4c(2)2
- |z=c[* c(2z)~2
= (Z-31)"1(2~m) "1~ (Z~5) ) "1 (Z-8)C(2) 1= (2~c) {221 ) ~1C(2)~LeC(;
= |%may [* +0(2) 2= [(Z-2)) (3-8)+ (2~¢) (Z-51)] — L c@"
e Z-3%)(Z-z)
A Bk B =[A)> +|B|*~|a-B[
Bzdeyjlijinden ietifade edilirse
(2-c)(%~51)+(Z-8) (Z~5) )= |Z=c|” + [2~m1 |* = |2y -0|*

yani

Z
Z ve ) noktalaranin biri C nin iginde dijeri dagainda ise

-%%JJ—_<O' Bolayaisayla C’(w)( 0 ve w.cfnlin iginde bulunur.jaye
Z ve z) noktalarinin ikisi birden C nin iginde veya dijyanda ise
CC\‘CF'ZJ} > o. Doleyisayla C(w) >0 ve w, ¢ ‘ntin diganda bulunur.

BUylece iddia ispatlanmig olur.

LEMMA 2. Sayet w4 noktaelarina yerlegtirilmig bulunan po-
s.’:t.tf my kiitlelerinin belirttiji kiitle sistemindeki herbir w4
C dairesinin igine diijerse,bu takdirde bu sistemin kiitle merkeszi
olan w de C'niin igine dliger.

Ispat. Kiitle merkezi tarifinden dolaya

P P
“n%l-.‘l'i‘ ’ n‘%..i
oldufuna gbre gu tegkil edilebilir.

m (wy=w)+mp(Wo=w)+...omp(wy=w)=0 2.1.
jayet 0: w noktasini ihtiva etmiyorsa G‘r W den bir / agisa

ile gbriilur,dyleki

0P <l
ve ('j-—w) vektdrlerinin hepsi bu b¥lgenin igine diigerler.Teore
1.6 dan dolaya (2.1) in sifair olmamasi gerekir.Bu ise hipoteze
zittar.Bu zatlak iddiayi ispat eder.




13

Teorem 4.1 in ispati. Z ve § noktalarinan her ikisini de
c n:l.? digande kabul edeliun. Lucas teoreminden dolayi 2 ng) P(z)
ve P(z) in safir-yerleri olsuazlar.Mademki 2 (4.1.1) in safir-ye-
ridir,o hnlde gu egitlijli salamaladar.
Py (2)=nP(Z)+(5 -2)P(Z)=0

Buradan -
Pl2) _ n 5. .
P(2) — Z-8 §= Z-% =

yagilsbilir.

i i
== p We® — vagedilirse
TZE T E

“ﬁiww
olur. Pargedelim ki 2Z poktasy C nin diagindadar. Lemma 1 den do-
laya wy ler C'niin iginde ve Lemma 2 den dolayr w de C nlin igin
de olur.fekrar lemma 1 tatbik edilirse { nan © nin iginde oldujm
gbrilir. Demekki 2 ve § noktalarinan ikisi birden C nin dagandae
olamazlar.

Teorem 4.2.Parzedelim ki P(z) polinomunun bi:illn safair-yerle
bir C dairesinin iginde veJ T ... T (k<m=l)noktalirin hepsi C
nin daiganda olsun.Bu tekdirde P)(z),P2(2)se.. Px(z) polar-tirevie
rinin sifar-yerleri de C nin igine dldger. [3)

Ispat. Teorem 4.1 den dolaya Py(z) in bitin safar-yerleri
C nin igine At er.Gnktil , C nin diginda verilmigtir.Ayni muhake-
meden dolaya Pz(s).P_-,(s).....Pk(s) in safar-yerleri de C nin igin
dlilger.

Apolar polinoamlar teorisinde ve kritik noktalarla ilgili
galigualarda Unemli rolil olan GRACE teoreminin ispatinda sadeliji
temin igin Py(z) polar-tiurevi,dogrudan dogruya P(z) veZ, §,-._,§J
ya bajli olarak ifade edilmelidir.Bunun igin P(z) ve Py(s) 41 aga-
grdaki .oki].d. alalam.

1. P(a)= . Cln,3)aged , Bla)= c(m.;)a,““ k< 3< O 1gin Aje
Bu ht;,mtxhrdnn k-—l(" ve Pk‘l) dgin bulunan de/jerlier



14

2. Pg(a)=(n-kel) By (s)e(Sc=2)Pg-1(8) o (k=1,2,000,n)
bajantasanda yeriune konur ve =9 lerin katsayilari egitlenirse
3. Akaxe) (B5NA50TE )
elde edilir.Jimdai (3) Un tekrerli tatbiki ile, N(k,1),37%. ..3
ldrin allukin olan bilt.in garpismlarinin toplamiarindan tegekkiil
etuly bir simetrik fonksiyon - her defasandan i tane alinarak-ol -
dujguna glre .
4. Afen(a-1)(n-2)... (a-ke1) S N(k,4)Ag, g
ba;antasanin elde edileceji gUasterilmelidir.bu gisterilirse (1)
den dolayar Py(z) istenilen gekilde ifade edilmiy olur.
Tlusevaram metodu ile ispat edilebilir. k=1 igin (3) ile
(4) Un ayna oldufiu goriliyor. k igin dojgru kebul edilerek k+l
igin dogruluju girilebilir.jUyleki,tnce (3) te k yerine (kel)
konularak elde edilen egitlikte AY nin (4) teki degerleri ko-
nursa aga/adaki egitlik elde edilir.

B
‘{!:%n(n-l).-.(ﬂ’ ;Z‘—-L'(kgl,Al*d* g(ﬂ!(k.i)‘i‘l'lﬁlj
att(-1) .. (g=k) ;‘tﬁ(x.xJoS‘.ﬂltk.a-l)J Ay
=n(n-1)...(n=k) 3 W(kel,d)Aq,

I=c
Boylece (4) bazantasanin varlajga ispat edilmig olur.

Teorem (GRACE) 4.3. P(z) ve G(z) apolar iki polinom ol-
su nlar.jayet bir C dairesi bunlardan birinin biit in safar-yerle-
rini ihtiva ediyor ise,bu daire dijerinin en ag bir safair-yerini
intive eder. [ 5][6]

lepat. Tarzedelim ki P(3) in 8),824e0098, safar-yerleri
C de bulunsun ve G(z) in $,3,,...,5%  safar-yerleri C nin digand
olsun.?érem 4.2 ve Py(z)=(n-kel)Pr-1(2)+(5, ~2)B_1(2) kelyeeon
bagantisy glszlnine slanarsa,herbir Pp(z)polar-tirevinin safir-
yerleri de C de bulunur.Uszel olarak P,.)(z) dikkate alanmarsa (1)
bagantisandan dolayi

Ppey (#)=d0 291y 4.3.1.
burada (4) ten dolaya
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A8 ~2n | [ Ag#¥(n=141)A34%(a-1,2)A+. .+l (n=1,0-1)An-] ]

A&"n-n,l [ Ay+N(n-1,1)A2+i(n-1,2)A3+.cc+li(n=1,n~1)An 9

olur.

c(n.p)nn.p-(-l)ﬂl(n.plnn ve N(n-1,k)+d(n-1,k-1)3, =K(n,k)

Egitlikleri giUsUnine alanirsa (4.3.1) den dolaya

Pp-1(3a)=n! [ Ageli(n,1)A34H(n,2)A0+e..+R(n,n)iy ]

-%};[Aonn-c(n.nnlnn..pc (ne2)AgBy_o=e..+(~1)"C(n,n)A ¥

aadeaki P(z) ve G(s) mpolardar o halde bu son bajinti safaira egi

olur.lylece teorem ispat ediluijtir.

NETICE 4.3a. P(z) ve G(z) apolar ise bu takdirde P(z) in
bitin safir-yerlerini gevreleyen herhangi bir A konveks bUlgesi
G(z) in blUslin safir-yerlerini gevreleyen B konveks bblgesi ile
en ag bir ortak noktaya sahiptirler.

Qinkil,A ve 8 nin ortak noktalari oluasa,bu bblgeler A ya
gevreleyen bir C gemberi ile,ayartedilebilir. Fakat bu gember
G(s) im hig bir safar-yerini ihtiva etnez. Bu ise Grace teoremin
aykiradar.

Genel olarek polinomlar P(u)-z nk:k o G(s)e > bk gek
linde verildijianden bUlimiln baglnngxoxnda verilen apol:;o polinom
lar tarifini buna glre yeniden ifade etuek gerekir.

TARIP 4. P(z)= ilklk v G(z)= Zbgs » 8pbpst0 polinomla-
rans biri birine apolardzr donir.qayot kat sayilar arasinda

--—L.t.-._. -
a, by Y a1bn.1+ C(ﬂﬂ) 8ob,2=eeet(=1)% bo= o

bajintasl varsa.

Bu terifin ilk tarifle ayni oldujju gilsterilebilir.
Gergekten

ap=C(n,k)Ax 5 bp=C(n,k)By , k=0,1,24...,n vazedelin.
Buradan Ay ve By nan degerleri piragi¥i® 8k Ve by cinsinden bu-
lumup ilk terifte yerine konur ve C(n,k)=C(n,n-k) hatarlanirea
AgBp~C(ny1)A1Bp,_1+C(ne2)AnBy_o=...+(=1)PAp 5,

o by

. ch bn-i na) Sz _ba-2 n
Ctme) Cinn Ctn )C(“ﬁ) C mm‘f)_c "J}lez) Cinyn2) “ s 4(=]) dnbe
Sebp - —I_ B N A
= ddobp Cfnudubn,-l-—'%-“dz A +(-1) @ b -
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yani
lan-c (n.l)llnn-lﬂ'o sat (-1 )nAnﬁo.ﬂobn nc 0 .lbn_l’c et ("1)%nb°.°
Teorem 4.4 Parzedelim ki P(z)-}E aksk s G(z)= %bksk ’
ETo

8pbpsfo apolar iki polinom olsun.bu takdirde S(n,p) ve N(n,p)
kUklerin simetrik tonkaiyonhr; olmak ligere

égﬂ)" [c(n.k)] S(nyn-k)i(n,k)= o [3]
lspat. Kbklerin smétrik fonksiyonlari ile kat sayilari ara-

sindaki baj/anta
ap-p=(~1)PS(n,pla, , bn-p-('rl.)Pll(n.p)bn v Pp=1,2,3...n
geklinde oldujuns gire buradan bulunan dejerier tearif 4 te yerine
konursa

8gbn~ Ci('n #1bn-1+ E‘%;anbn_z-. «et(=1)"a, b,

-(-1)nB(n.n)l(n,o)lnbn-(-IJ—J— B(n.n-l)ﬁ(n,l)lnbno. & "'(‘1)2“.;,
Dolayaisayla ‘
~1)283(n,0)K(n,n)= o
yani ‘

}:(-1)“ [G(n.k)] S(nyn-k)f(n,k)= o
T.m- 4.5 Ftrudel:l.a ki P(:)-E lklk polinomunun kat sa-
yilara arasanda i?& =obajintasa urd:r Bu takdirde

CU\L)
G(z)=L [(t-2)7] polinomu P(z) e apolardar. [3]
Ispat.
e —s < i - . .
i-& e €o U'°)+{:C’wu) P i —04.5.1
ve
G(2)=L[ (t-2)"] = Z (-1)“"'1k0(n.k)l“ = 4.5.2.

olduguna glre
bn_k-(-l)n"klk vagedilir ve 1, nan de erleri buradan

bulunarak (4.5.1) de yerine konursa
A=

e g A e L:J
1°C(n,-1 1(,[111; e 1nc -( 1)n.°b +E—;)-;)-albn_10...+.nho

2(-1)"[a . . -1)0 ]
[ 0 {ru) a1b,. 1*“ n2) 82bp.2=ecev(~1) apbe | = ©
Bu egitlijle dikkat edilirese tarif 4 ile aynadar.
Teorem 4.6.Farzedelin ki P(n)-iaksk polinomunun &8, ve

8, kat sayilari ag+a,=0 eyitligini g.rg,eklenln.m taukdirde P(z)
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in |z| = 1 deiresi iginde veya lzerinde en uz bir safar-yeri
vardair.

lspat. Burada bitin safir-yerleri |g|=l1 in iginde veya -
gerinde bulunan bir G(z) polénomunun P(z) e aspolar olduunu
gisteruek yeter. lddias ediyoruz ki G(z)=2™+l polinomu P(z) e
apolardar.Gergekten G(z)=2"4l polinomunun kst sayilarani glyle
glsterilebilir.

by=l, bp-1=0,bjy2=0ye.4b1=0, bg=1
Bu de_erler tarif 4 te yerine konur ve hipotez glzUniinde tutulur-
aa
tgbn-é-:':allbn_lo...+(-1)nanb°-l°.1+(-l)nan-lof(-lJntn- o
Qunkil, (=1)®, n nin gift veya tek olujuna gire 31 dir.

HETICE §.6a. P(2) in butin safir-yerleri reel .ve gao3ep=o
gartl gergekleniyor ise,bu tekdirde P(z) in =-1<x<1 interva-
linde en az safir-yeri vardar. ‘

GUnkil,verilen gart %‘;:%‘i geklinde yazilirsa %—; safar-ye:
lerinin garpamini gisterir.Demekki safir-yerleri garpama F1 e
egittir.Bir garpaman 51 e egit olumasi igin ya Litln garpanlari:
mutlak degeri 1 oluamli veya garpanlardan en =z birinin uutlak
deferi 1 den kigilk oluala.

Teorem 4.7. P(z)= é_nkuk polinomunun katsayilari arasinda

':Tr«ﬁ yari-gapli ve orjin merkezli ‘

bagintisy var ise, [21]-Cot
dairenin iginde P(z) in en az bLir safar-yeri vardar.

Ispant. lddieanan ispat edilebilmesi igin,biitin nl.rxr—-yerhri
teoremde verilen daire igine veya ligzerine diljen bir G(z) poli-
nomunun tesbiti ve bu G(z) polinomunun P(z) e apolar oldujunun
gbsteriluesi gerekir.

lddia ediyoruz ki G(s)-(mzl)ml-(s-sl)“’l polinomu ara=-

dafamaz polinomdur.Gergekten G(z)=0o in bltin safir-yerleri or-
Jin wer:ezli Iql. cot%yarx-gaplx dairede bulumur.jimdi bu p01
linomun P(z) e apolar oldufunu gistermek gerekir.
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G(z)=(zes) )'“1-(3-:1 Jm]'-ln' lic (4L )212%+C(nel, 2)lfn"'1+ e

C(n+l,nel)sy P+ 1204140 (041 )5) 2%C (n+1,2) 53 227 1e ...

=2 [C(nel;1)2y2%+C(n+1,3)2389"2+C (ne1,5)2327 44, .. 7]
G(z) in katsayilaraini glyle gistermek mlmklindir.
bp=2C(n+l,1l)m), by.)=0, bn..g-?C(nol.J)Bi. bp-3=0yeece

Ju deferler tarif 4 te yerine konur ve hipotez glzilnlnde tutulur-

8a
i, 4
.obn-cm 'lbn-l’fiﬁl‘u‘an-2 Cm)a an-J cess? (-1) ﬂnbo
=2 Ec (nﬁ'l '1 ’ao‘lfa “13} } m‘“?f. .e
=2 [(nol)noslo(mli - s{*nl)-? 8{%ees |

=2(n+l)sy [Io'l- ufo—-—alv... =0
Dohyxnyla iddia geryeklenmi;tir.

IETICE 4.Ta. P(z) in kantsayilari arasinda c?a+C;——'r—5,5--f
bazintisanan varligi kabul edilirse P(z) in orjin merkezli

(:ot-—;1 yari-gapli dairede en az bir safar-yeri vardar.

s =0
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BOLUM V

p- safar-yeri bilinen polinomlards Kkritik noktelaran dagilaimai.

Bir P(z) polinomunun p tane safir-yeri r yara-gapla bir C
dairesinin igine dlgtijinde, P(z) in en ez p-1 tane kritik nokta-
sanl ihtiva eden ayni merkezli en kilgik yari-gapli dairenin buluna
problemi ilk defa Kakeya tarafindan ortaya atildi.Ve gisterildi k
goenel olarak r'-rf(n.p) gibi bir E’(n,p) fonksiyonmu vardir.Bu bolix
de #(n,p) fonksiyonunu tesbite yasligalim ve Bnce p=2 igin ince-
leyelim.

Teorem 5.l1l. P(z) polinomumun herhangi iki safir-yeri =3 ve
%, olsun.bu takdirde P(z) in 0(3'5*_3‘, ‘Ei_ﬁfa.t*) dairesinde en az bir
kritik noktasi vardar. [5] [6] (11]

ispat. P(z)= iakn olsun. P(z)= Q{% C(n-1,k)Ays® olur.

==

b=C(n=l,k)Ap=(k+l)ay .y , k=0,1,2...,n-1 vagedelir ve teo-
rem 4.2 de olduju gibi dl UniUllrse

glllkbk-lob°+11bl*12h2’ e fln-lbn-l‘lo.lf'lla 2“123‘ 3" eee fln_lmn
bulunur.bu ise P(s) in katsayilari arasanda linder bir bagintidar.
Halbuki =) ve 8y P(z) in sifar-yerleri oldujundan ayriyeten

.1(.1"‘2)“2(.f"5)1‘..o’-n('i"'gl-o 5-1.1.
olur.bBu son iki egitlikten dolay:.
1k. k-ﬂz - km.l.?.;.- .n-l 5-1.2. |

Mademki ‘

n-|
G(2)=L[(t-2)""1] = 3 (-1)2"17K, ¢(n-1,k)a0=1k
y k=0
polinomu P(z) e apolardir, ly nian dejeri yerine konursa

Glz)= Z(-—l)n-l kj__sncm..l k)gn-1-k
k=o

olur. Bu polinomun safir-yerlerini bulalam.

G(l)-(-l)“'l.z?‘lic(n—l.o):“‘l*(-1)“"323“_210(:1-1.1):“"2" . .+%3-f-o

!.u n 1 n=l  p-i
F-z _ ZE p(pap-dz+ oA 0 eaZs s e =0
n=i ﬂ
Z-h _ Z-2 -t _5 , Z2FET wwe-v ALl =0
n oy~ ' I n=-2 21

ve buradan
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(sf-sﬂfn(sf’l-sg‘ljs +1L%?u(:i‘2-:3'2)32-...-o

Bu son ifade ise gu gekilde ymgzalabilir.

(3y~2)"-(2p-2)"= o 5.1.3.
Bu denklemin blitin safir-yerlerini ihtive eden daire de Grace
teoreminden dolaya P(z) in en azm bir kritik noktasi bulunur.
(5.1.3) ifadesinin safar-yerleri w, I in n inei umertebeden
kUkil olmak lizere glyle yszilabilir.

(zy~-2) = w(zp-2z)

2) ve @y noktalarini birlegtiren do.ru pargesanan orts nokta-
sina "O" denirse g:_;;_:élﬁﬂ ru=l,2sesep=l. Ve

- Atz
- 2 =Gt I
1Z-2) n
2
oldujjuna gbre gunu elde ederis.
- 2:;—2:. £ lza—'zzl iCotrf—;! 5.2.45

Cot r_;"l nin en bLiylk dejeri Cot-’} oldu undean (5.1.3) ln bi-
tiin safar-yerlerini ihtiva eden daire,(5.l.4) den dolaya,

+2Z | Z -~ ™
e e )

dar.

Teorem 5.2. P(z) polinowunun =7 ve =z, gibi iki safar-
yeri r yari-gaplil bir deairenin iginde veya ilzerinde bulunurse
P(z) in en az bir kritik noktasi ayni merkezli Eﬁrc-o%$ yara-
grpla C/dnirnniuin igindle veya lzerinde bulunur.

lspat. Burada yapilacak olan,teorem 5.1 deki C daireai
gsarfany buluaktan ibarettir.Once C dairesi Userindeki herha
bir § noktusina |

z =3;_ZL 4 é“"_tz%m cot I 5.2, 1

geklinde ifade edelinm. %) +82, noktulurinin |z =r dairesi Use-

*

rinde oldujunu kabul etmek yeter.iu durunda l1-32:V70y3 Bo=8]
0 LWL  air. o -
Bl Ll+e’|+fli-e |ot I
<r (Cos ¥ +SndCot ) <rSin(E+5)Csc L<rCse
Bbylece ispat tamamlanmig olur.
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Teorem 5.3. Parzedelim ki P(z)= Zq_' ak:k polinomunun katsayi-
lari, alﬂ_}lfnslth.. = 0 bagintisani gergekliyorlar.Bu takdirde
|2[ = (24 Cot% dairesi iginde P(z) in en sz bir kritik noktasa
vardar.

Ispat. G(z)=(2+8y)"=(2-21)" polinomunu alalim.Bu polinomun
biitin safir-yerleri (z|=|z1|Cot—- dairesinin igindedir.O halde
G(z) in P’(x) e apolar olduju gbsterilebilirse iddia gergeklenmig
olur.

G(z)=(z+2y ) =(z~2y )=2 E}(n,lillln-l+c (n.3)sisn'3+cin.5)lgln'5+. .._j
G(z) ve P'(z) polinomlaranin katsayilari sarasiyla
bp_1=2C(n,1)83 » bp-2=0 » bp_3=2 C(n,3)z3 , byg=0 4 «..

Co=8) » C1=28, , 03-333 ’ 04-46‘ » eeeCp_y=na,

ile gtsterilir ve (n-l) inci dereceden polinomlar igin yazilan
apolarlik bagintisanda hipotez giizbninde tutulursa

1 - § -1
cobn-l-c-_f;r‘l_l}olbn-z.CLn : 2f2bn-3" ses *+ ("’1 )n on_lbo
(3 Cin
= 2 [C(n'1)81‘1+ %?;3%‘3 i S m'-‘ 9 a If% ase j
= 2 EMI'l"m 3‘1’“ 53;* eew J 'MI (.1*‘ 31"3 5‘1* ses ) =0

Bbylece ikinci iddia da gisterilmi; oldu.jayet bu teoremde katsa-

yilar arasindsa, @) taytagragte.. =0 bajantisi kabul edilirse poli-
nowun Got—;,T—r- dairesinde (orjin merkezli) en az bir kritik nokta-
sanain oldu/u gbrilir.Bu son katsayilar baiintisi ise,+l ve -1 in
P(z) in safar-yeri olmalari haline karsilik gelen bajZintadir.
Teorem 5.4. P(z) n inci dereceden bir polinom Ve 2;,Zpyess

8, noktalara ise K konveks bblgeﬂinin herhanzi m noktasi olsun
6—{ 2 (—’ Z J — ZO% P( _]‘_J . d" gdg"'{j{@"'r C-E—"--HT =4

olarak tarif .dilmi.; 1ae,hu takdir'de 8(K, =0 )y1ldaz bblgesi e
az bir s noktasi ihtiva eder,Uyleki P(s)so—' dare. [7}
Teorem 5.5. Bir P(z) polinomu verilmig olsun ve C: z= V(¥
(t reel m<t<b ) bir konveks K bidlgesinde rektifiye edilebili
bir egri olsun.Slirekli olan =<{Z) fonksiyomu C egrisi lizerinde
g&d?fdcé;éerk’éy-rﬁ

egiteizlijini gergeklesin.Bu takdirde S(K, =L )yildas bulgesind
b b :
©n dz bir s igin fp[vmj XL VI ]dt= P [ KX [WLH)]dE sSes .
o z
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Bu teoremlerin ispatlari: biribirinin ayni oldujundan burada sade
ce teorem 5.4 U ispat edecejfiiz.
Ispat. (5.4.1) den dolaya Sed vl
m
‘Z_::«-j[PLzJ)Hu J=xw 5.4. 2

880900098y Noktalara P(z) in( degerini aldi;a noktalar ise
gumu tegkil edebiliriz.

P(z)- G'J-.A(z-nl)(s-nz)... (z-a,) Sedele
gayet her ay , 5(K,7=¥) nin dagane dugseydi K bUlgesi,herbir
ap M den daha kﬁquk bir agi ile sapardi.Yani bir Sk sabiti
hulumb:l.lirdi,byloki

o<arg (sj-ak)-cﬁcé 71;2723: k=1l,2,...0. S5e4.4.
gimdi egajgidaki egitsizlikleri yazalam

o Larg (z3-a;) &< 1'71—3:

o<arg (zj-ap)-%2< I

o {arg (sd-nn)—-Sn< E;—a”
bunlar taraf tarafa toplanarsa age;idaki eyitsizlik bulunur.

oLarg(zgey)(zjas)...(25-8,)=(5+32+-- -rdn ) < T-°

Bu son egiteizlijin yardimi ile (5.4.3) ifadesinden gunu tegkil
etmek nmilmkiindir. R

ogarg[P(zj)-GJ —arg A- %__{t Lm0 3513250090

Bdylece teorem 1.6 dan dolaya

3 H4IP@-aT#0
Bu ise hipoteze zattar.Doleyisayla biitin ay laran 8(](, r; )
nin diginda olmasy mimkiln deiildir.Yani P(z), S(K,-Z f ) de en
az bir defa (§ dejerini alar.

Teorem 5.6. Parzedelim ki n inci dereceden bir P(z) poli
nomu P(x)+P(z2)= o gartinmi sajlayor.Bu takdirde ©P(z) 1n,f—(2+2_;
merkezli 3&"31'32’ Got_% yara-gapli dairede en az bir saifar-
yeri vardar.

Ispat. Teorem 5.4 de Y=0  =y=7 , m=2
F o  olapmds

Jhnrsed
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s(K, ;g ) bblgeesinde P(z) in en sz bir sifir-yeri bulunur. K bu-
rade 3%, doiru pargssi oldufundan bunu _n'”.'_ agisl altinda gbren
noktalarin geometrik yeri 3‘~(2,+-z,_) merkesli _-é—rz—fz) Cot %; yari-gap
11 gemberdir.

Teorem 5.T7. P(z) n inci dereceden bir polinom, C: z= V)
(t reel a<t<b ) K konveks bBlgesinde rektifiye edilebilen bir
efiri ve =<(2) o C nin lizerinde agaZidaki garti sajlayan sirekli
bir fonksiyon olsun.

g <argoxltic pydd ¢ +77

Jayet

5
/d PLY WX W] dt=o 5. T%e

ise,bu takdirde P(z) polinomu S(K, -—_7;—-}"1’) yildaz bBlgesinde en
az bir tane safir-yerine sahiptir. [7]

Ispat. (5.7.1) bajantisa (5.5.1) ile kargilagtirilarsa
X [‘¥it)]clt # o olduBundan, P(s)=0 oldugu gdrillir.

Teorem 5.85. P(z) polinomu verilamig olsun. C: z= V(&)
(t reel a <t<b ) K konveks bblgesinde rektifiye edilebilir bir
ejiri ve X(Z) , C nin lizerinde slreikli bir fonksiyon olsun,byleki
C nin lUsmerinde

¢S argotld) < pr e+

P(z) polinomu, 2z} ve 2, noktalaranda ayni deieri alayorsa P(z)

in S(K, ‘Tz_l ) bdlgesinde en az bir kritik noktasi vardar.[3]/7]
lspat. Teorem 5.7 de oldugu gibi dlglinelim ve

Y =0 4 XX(Z)F1 4 a=0 , b=l, Véﬂ-(l-t)zp.t:z alalim.Ayni teorem

de n yerine (n-l) alinirsa

}
-£ P‘(L{-‘tiz *—"{;2'?_ Jc‘!fr = Eizﬂ.:f_(_zﬂ-_—h ') 508-1.
olur,ve bu egitlik (5.7.1) ile aynidar.0 halde P(z) in B(K,%

de en ag bir kritik noktasai vardar.

Bu teoremin neticesi olarak aga/idaki teoremi ispata 1li
kalmadan ifade edebilirisz.

Teorem 5.9.Farzedelim ki P(z) polinomu z; ve 2z, noktala-
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laranda safir olsun.Bu takdirde g;z, dojru pargasini en asz ;%q
agasa ile glren noktalaran tegkil ettigi bLUlgede P(z) in en as
bir kritik noktasi vardar.

Bu teoremi katli sifir-yerlerine sahip polinomlara tatbik
edebiliriz. M.lMarden'e ait aga/jadaki teorem bunu gergeklegtirir.

Teorem 5.10. Jayet =z; ve zp P(z) polinomunun kj ve k,
katly safir-yerleri ise,bu takdirde P(z) in =z, ve =, den fark
11 en az bir kritik noktaa:A%(Z+igiaorkezli g;[sl-saycot g;
yari-gapla C dairesi iginde bulunur.(q=n+l-kj-k,)

lspat. =3=-1, Z,=+1 almak genellije halel getirmez.Buna
gore  Ol(m)a(lew)®-1(1-a)1 , Q (2)=!2, Y=t slanmires,
z= Y& (=1< £<1) doiruocu lgzerinde arg <X (z)=o, Ve Q (2) q
eil derecedendir.Jindi agajgidnki ifadeyi tegkil edelinm.

f
1 >
(¢ ~ /[Pl i1dt = PH-PHI=0O
ﬁ%ﬁf’t*ﬂdfwwde = f@wozwdf: _f ;"—@dﬁw«‘*“ ﬁmd’ P
! =5, -

0 halde,teorem 5.7 dikkate alinarsa, Q(z) polinomunun -1< z<1
dofru pargasini %f agisy altinda gbren noktalaran belirttiii
btlgede en az bir safir-yeri oldujfu sOrilur.lalbuki Q(z) in bu
safar-yeri P(s) in kritik noktasi oldujundan teorem isputlan=-
migtir.Su noktalarin clmlesini ihtiva eden en kiiglik yari-gapla
daire

C (a2 , 4172t 3]

dar.

Teorem 5.11. Farzedelim ki C,P(z) polinomunun kj; ve kp
katlil iki safir-yerini ihtiva eden r yari-gapli dairedir. Bu
takdirde ayni merkezli r Cnc%% ’ (q-n+1—k1—k2) yari-gapla 0'
dairesi P(z) in toplam katliliji en asz (kj+ko-1) olan kritik
noktalarani ihtiva eder.

Ispat. Burada aranilan C’dairuai.ngikar olarak, teoren 5.
da belirtilmig olan dairenin garfadar.Bu desire ise teorem 5.2 &

yapilan iglemlerin tekrara ile bulumur.
Yimdi BOlUm V in baglenjicinda vazettijimiz problemin ge

nel halini cevaplandirmaya galigalim.Once yardimei lig teoremi
ispat edelin.
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Teorem 5.12. Parzedelim ki 2 (k=1,2,...,n) noktalara
P(z) polinomunun safir-yerleri ve n"; (1=1,2,...99) noktalara,
P(z) in safar-yerlerinden farkli,kritik noktalasri olsun .Bu tak-
dirde o
‘,,_Z:,Zg—’z;- =G k=ly24eee9nn Ve i=1,2,...,4 [§].I[9]
Ispat. P(z)e=a,(2-21)(2-25)...(2-2,) egitliginden dolaya

Pe) . 4 i 4 = 4
Pcz) 2Z-z + F—z T " '1?:2'-""22;5'2& edfile
Pi(siJ-o ve P(z])s 0 oldujuna gtre (5.12.1) den dolaya
i / r
P(=z:) _ ', i —o

PZ) — 1z, Z/-z
Teorem 5.13. Parsedelim ki P(z) polinomunun safir-yerlers
E198p9ees9By Ve kritik noktalari ise ui. :é ,....u’q olsun.
Bu takdirde n 4 _
Z ! i st ]:.?J
= @-20(22)- (72
lapat. Ju bajintayi elalam
1

ﬂ, /‘-2 Rq‘
— + * 0 - 4
E~0(Z0--- (3~ Z-x  Fx Z{~x
Buradan gumu yagabiliris.

e T - S I
(Zz-37) {rz’i—z )---(Z2 Z-Z 2 -2

Ay Ha q

) == S N

(zl—??.)[%j‘7z) =heo= (7;'22) Z, -Z2 i Z'-2 1 %"" Zz

i A Ay o
| = 2 o A
(F-2) @) - (F2 - Zez, | Zhz, * Tgfz
Bunlari taraf tarafa toplaynlim ve Aj,Aj,...,A

q ler ‘,1' ’fz....
£, ye bajla ifedeler oldugunden toplam diyina alalia.

i e { _.f__ - s i 5.13 1.
% 2, (=2 -%) (& %)= -- (27'-1)'“ A*; Z‘Lx*ﬂlz- Z'-x -HJ?E,; Z?‘-x
Bu eyitlijin saf turafindaki terimler teorem 5.12. dan dolaya
teker teker safiar oldujundun (x yerine zy ' kondujgunda).

A 4

k= @-2v) N e L.?’*’ZL)

Teorem 5.14. FParsedelim ki, peq=n+l oluak iUzere, sl ,22,

—).

veesBy noktalara: P(z) in safair-verleri, zi .sé ......l:1 nokta
lari ise P(z) in kritik noktalara olsun. J15325e00]q ler




bajameiz olarak 1,2,3,...,p dejerlerini + dbsin - ve

DJ]_” < -- 3" (Snﬂ-.*fmﬁ"'*énm)! ifadesindeki 5;1:, J=m ve j#nu
mzj

oluguna gre 1 ve safir olsun.Bu takdirde

= REy— i : = add 9] 5.14.1.

: (2'-Zi) (Z=Z12)- -~ (25-=g)

lspat. Bu teoremin ispati usun iglemleri gerektirdijii ig¢gin
buraya alinmada.

Teorem 5.15. Parzedelim ki r yara-gapli bir C dairesi P(IJ
polinomunun p tane safair-yerini ihtiva etsin.Bu takdirde ayma
57-% (q=n-p+l) yari-gaplai C'deiresi P(z) in en a2
(p~1) tane kritik noktasini ihtiva eder. [9][3]

% ispat. Akaini farzedelim. P(z) in en gok (p-2) tane kritik
noktasi O’nun igine veya lizerine dlgsin ve P(z) in ¢ tane kri-
tik noktasada C’nﬁn digana digsiin. ¢’ niin dagjandaki kritik nokta
lary 2] o % seees8g ile, P(2z) in C nin igindeki safir-yerleri
nide 2,, B2seseody ile gdsterelim.Agikar olarak 1< j<p 4gin
hig bir #gves; esitolasns. (1<1i<q). Her zj de C dairesi I
den daha Kk'iglk bir agi ile ?sru_hr.m gunu ifade ederki C nin Uze
rinde bir$} noktasa bulunabilir,Byleki

merkezli r.Csc

g'___ 2‘! o
ogdf‘g L > < 'qI J.I'Z'OOQQP 5.1501.
-Zj-;—‘zd

olur. (5.14.1) egyitligindeki toslam (z3-3,)(25-5,)...(8g=5) 1
garpilarsa toplaman her terimi

(-2')(5-2) e ~(3-%)
(Zﬁ"z') (Z72Z)--- (ij-?f’f )

5.15.2.

geklinde olur.iMademki,(5.15.1) ifadesinden dolayi,her (5.15.2)
terimi agisa ogarg s<7 olan bir vektirle temsil edilebilece
teorem 1.6 dan dolayi toplam safar olacaz. (5.14.1) egitlijine
za2t olan bu netice gUsterirki P(z) in en az (p-1) tane kritik
noktasy C’dniresi igine diiymek zorundadar.

S01lumlin baglangicanda sikredilen genel problemle ilgili o
rak bir kisim teoremler daha ispat edebiliriz.
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Teorem 5.16. P;(z), biitln sifar-yerleri Q(eyyry) dairesi
iginde veya Uzerinde bulunen, ny inci dereceden bir polinom,
Py(z) ise bitin eifar-yerleri Cp(ep,rp) dairesi iginde veya -
gerinde bulunan np inci dereceden bir polinom olsun.Bu takdirde
P(z)=Py(2)P5(z) in kritik noktalara Cj,Cp ve C(”‘f}t::f‘) ”f_:;:"'
dairelerinin igine veya lzerine ddyer. [ 4

Bu teoremin ispati agaidaki Lemmalers dayanmaktacar.

LEMMA 1., Jayet bir P noktssi, m tane birim partikild ihti-
va eden bir C dairesinin dijaina diijerse, m tane partikiilin P dc:

hasil ettilii bilegke kuvvet, € nin uygun olarak segiluiy bir no
tasana gakaigtirilmag olan m tane birim partikilin P de hasal
ettiyzi bilegke kuvvete denktir.Bu hikiim, P hig bir partikille ga
kaiguadikga, P, C nin sinari lzerinde oldujfunda da miiteberdir.
lspat. P merkezli birim daireye gbre C nin inversini d

ile ve C nin igindeki Q noktalaranain inversini de Q" ile gbste~-
rélim. P nin Q de hmsil ettiifi kuvvet DQI vektirine denktir.Bi
m tone partikilli gakigtirmakla m tane PQ vektirini, bualangzq
noktalara P ve bitim noktelara Q lerin gravite merkezi olan

m tane gakigik vektdr huline getirmiy oluruz. Q:, ,Cntn iginde
oldufuna gilre bu noktanin inversi olan (, noktasida C nin ig
de olur. BBylece iddia ispat edilmij oclur.

LEUMA 2, Pargedelim ki 3}, 22y...%, noktalari sairasi ile

0
01.0?.....01, daireleri iginde keyfi olarak deiigsinler. c= ?,:':"jci
r= ?:—J‘Jlrj ve mj ler keyfi kompleks sayilsr olmak Uzere
z= Jﬂ.JaJ olarak tarif edilen = noktasi C(e,r) dairesinin igi
de degigir.

Ispat.

|z=e| = )z nJ(sd-oJH(}_ my] I‘J‘°J|< }jn“rj-r oldujun
iddia gergeklcmiq olun.

Teorem 5.16 nan ispati. Jayet 2 noktasa P(z) in bir ki
tik noktasi ise,teorem 2.4 ten dolayi, z noktasi P(z) in Cy ve
Cp daireleri igindeki safair-yerlerine yerlegtiriluig bulunan ki
lelerin belirttifi kuvvet alani igindeki bir dengeleme noktasad
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Lemma 1 den dolaya Cj in igindeki nj tane birim partikilin =
de hasil ettiZi bilegke kuvvet bu nj tane birim partikillin C
iginde uygun bir $, noktesana gakigtirilmesi halinde 2 nokta-
sainda hasil ettijk kuvvete denktir. Keza C2 igindeki np tane
birim partikilin z noktasinda hasil ettifi bilegke kuvvet bu njp
tane birim partikilin C, iginde uygun olarak segiluig bir
noktaeina yerlegtiriliesi halinde =z noktasinda hasil ettijfi kuv
vete denktir. O halde P(z) in kritik noktssi olan gz sarasi ile
Q,ve S, noktalarina yerleytirilmig bulunan ny) ve np tane birim
partikiilin belirttifi kuvvet alaninan bir dengeleme noktasidar.
Bu 2 dengeleme noktasi 55: doZru pargasina %t oraninda bidle-
ceginden

z--—n—g;‘—;%‘"f“ 5.16.1. |
olur.lemma 2 den dolayi bu z noktasi C nin iginde bulunur. z

noktasi P(z) in katli bir saifir-yeri ise C; veym Cp iginde bu=
lunur. Dolayisayla P(z) kritik noktalari C;,Cp ve C iginde voyn‘
Uzerinde bulumur.

NETICE 5.16a. jayet C; , Cp ve C daireleri ortak nokta-
lara sahip depilseler sara ile Cj3: mj~-1 , Cp: np-1l ve C: 1
kritik nokta ihtiva ederler.

ispat. P(z) in n; tane safir-yerini Cj; igindeki S, nokta
sina ve np tane sifir-yerinide Cp igindeki 3, noktasina tama-
men bu daireler iginde bulunan regiler yollar boyunca yaklagtara
lam.Bbylece 5 ve S, , P(z) in sara ile ny-1 ve np-l1 katla
kritik noktalari olurlar. Geri kalan birckritik nokta ise C nin
iginde bulunur. P(z) in safir-yerleri slrekli olarak degigtizi
zaman ﬁ(:) in safir-yerleride sirekli olarak deiigeceiinden P(sz
in hig bir kritik noktasi,biri biri digands bulunen bu dairele=
rin,iginde ve dijinds olma durumunu deligtirmeszler.Bu sebepten

C1+C, ve C nin igindeki kritik noktelarin sayisi bu yaklagma ig=-

leminden Uncede sira ile n}j-l , np-1 ve 1 dir.

Teorem 5.17. P(z) polinomunun n] tume sifir-yeri Cj(ep,r
dairesi iginde veya Ugzerinde,geri kalan np tane sifair-yeri ise
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'Oz(cz.rg) dairesinin iginde veya lzeriunde olsun.Bu takdirde P(z
in butln kritik noktalsra C1,C,, C(A5T2, 20 Ri) daireleri igi-
ne diger. 01. Cp ve C nin ortak noktasi yok ise,bu takdirde bu
daireler sara ile P(z) in m=-1 , ny-1 ve 1 tane kritik noktas
ihtiva ederler. [4]

Ispat. Teorem 5.16 da olduju gibi dugUnUlurse P2y(z) , ny

- inei dereceden ve Pp(z) n, inci dereceden polinomlar oluak U-
zere

P(z) = Py(z) Py (3)
yazalabilir. Ispatin bundan sonraki kismi Unceki teoremde oldu-
gu gibidir.

Teorem 5.18. P(z) polinomunun k tane safir-yeri P nok-
tasana ve geri kalan n-k sifir-yeride P noktasini ihtiva etme
yen C; dairesinin igine dlgerse bu takdirde P(z) in biitin kri.
tik noktalari Cy dairesinin igine, P nektasina ve C dairesi
igine diger,ki burada C; ile C nin yari-gaplari orama 1:-k

lspat. Teorem 5.17 dikkate alinirsa burada Cj(cy,ry) ve
P noktasi merkez olarak alinip gizilen Cp gemberi igin ro=o
Dolauyisiyla teorem 5.17 de ny=n-k, no=k,r,=o ve ¢p=$ ealimr

NG+, = (n_h)!{- kc‘ B (r\-k.|§+ lkc,
A +ny N~k B n
N VY, _ (n=kr1C+ kg __ k r
— \
Nt W
(-l + k&
R C (e | vy

dir.Gergekten Cj ile C nin yari-gaplari oreni 1:%% olduju
girilir.

HETICE 5.18a. Cy ve C ortak noktaya sahip de;il iseler
bunlar sira ile P(z) in (n-k-1) ve 1 kritik noktasini ihtive
ederler.

Bu netice aynen 5.16a da oldugu gibi diginiilerek gUrilir.

Teorem 5.19. FP(z) polinomu, ry yari-gapla C1 dairesins

de p tane safar-yerine ve & noktaaznda (n—p) kntll safar-ye
_1p

7
yera-gaplay C
dairesind@ en 2z (p-1) tane kritik noktasa vardxr. [3]

rine sahip ise bu takdirde P(z) in r-r1
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Ispat. Jayet ]§|§__.r1 ise P(z) in bltin safair-yerleri C; in igi
ne dijer ve teorem 2.3 ten dolayar P(z) in bltlin (n-1) kiitik
noktasa da Cy in igine dilger.Bbylece P(z) in (p-1) kritik nok:
tasy C’'niin igine dlgally olur.Jjayet [3J|> ry ise teorem 5.18 den
dolaya P(z) in kritik noktalara Cy in iginde,> noktasinda ve
CEERLS 220) gairesinin iginde bulunur.Juyet Cy ve C ortak nok:
taya sahip deiillerse netice 5.18a dan dolayar P(z) in tam (p~1)
tone kritik noktasi C, dairesinde bulunur.Ve dolayisiyla C igi
de bulunur.jayet Cy ile C biri birini kismen Urterlerse ve C,
& noktasaina gevrelemezse, P(z) in tam p tane kritik noktasa Cy
ve C nin tegkil ettiji bblgeye ve bUylece C nlin igine dluger ki
¢’dairesi merkesi Cy in merkezinde ve yari-gapi 1‘-1-1-»3"—(‘{:-“1’-“:3%-31

Hetice olarak gayet C; ve C biri birini kisuwen Urterlers
ve C,% noktamsini ihtiva ederse bu takdirde P(z) in bltin sifa:
yerleri ¢”niin iginde,dolayasiyla P(z) in (n-1l) tane kritik
noktasy C nin igine diuyer.Gdriliuyorki bitin durumlarda C, P(z)
in en az (p-~l) tane kritik noktasani ihtiva eder.

Teorem 5.20. Porzedelim ki n=npn, olmak lUzere n inei dej
receden bir P(z) polinomunun n; tene sifar-yeri Cyi3{zy+c3|L |

dairesinde ve n, tane safir-yeride C2: [zp-cp|>rp bUlgesinde
bulunsun.Bu takdirde P(z) in kritik noktalari Cp, C, ve

e, | 10 ¢ 55
c tfz- —-—E‘—-“n‘n:n: P ﬂn::dairelerinin iginde bulunur.jayet C; ile
: 1thy

Cy+C in ortak noktanlari yoksa bu takdirde C; : my~-1 ve Cp+C :np
tane kritik nokta ihitiva ederler. [47] [ 3]

Bu teoremin ispati aga 1dekl leumaya dayammaktadar.

LEMSA 1. f"‘“l]ﬁ ry ve |““'°2$?"2 bblgeleri sara ile z,
Zp, nin geometrik yerleri olsunlar. nj ve njp , r-'J'—%%E > 0 olaca]
gekilde pozitif sayilar ise bu takdirde s-ﬂhflﬁ_:-'% in geometrik
yeri, e-"-li*ﬁ'%:-?olmk Uzere, |z-¢|> r bblgesidir.

iapat. Verilen yartlar altinda gunu yasabilirisz.

Z=-C= ﬂ:LZ,_-Cz] =+ My &- C.:,J
Y, +0 5

ve buraden |gee|> 20— MoV

olur.
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5imdi teoremin ispatini verelim.Jayet =z, P(z) in bir kri-
tik noktasi ise bu z noktasi Cj ve Cp, nin herhangi birisinde
veya hem C, hemde C, de ayni zasanda bulunabilir ki bu durumda
C nin iginde olur.Veyalut bu =z noktasi Cy ve Cp de bulunmayan
bir dengeleme noktasi olabilir.Bu son durumda Cj ve Cp iginde
bulunan n; ve np partikilin =z de hasil ettifi kuvvet bu parti-
killlerin, teorem 5.16 da verilmig olan lemma 1 den dolayi,bulun-
duklari bblgelerde gakigtirilmalirai hnlinde g de hasil ettikler
kuvvete denk oldujundan bu g dengeleme noktasa u-l$3;f2§§
olur ve yukaridaki lemmadan dolaya C nin iginde bulunur.Teoreai
geri kalan kismi netice 5.16a da oldufu gibi ispat edilir.

Bu teoremden istifade ile aga, 1deki teoremin zikredebiliri

Teorem (Biernacki) 5.21. P(z) polinomu R yari-gapla C da
iresinde p tane safar-yerine sahip ise bu takdirde

R-RTTP"+k

k—t
yari-gapli ¢ ‘deiresinde en agz (p~1) tane kritik noktaya sahip-
tir. [3]

Ispat. C , merkezi orjinde bulunan daire olsun. P(z) in =z
safar-yerlerini
|Z2)< [ B2(K e gkln\ 5.21.1
olarak kabul etwmek genellijfi bozmayacajindan ispatimizda bu ka-
bl@lleri kullanalam.
p=n~l olsun. liademki sadece bir =, sifir-yeri C nin dijandada
teorem 5.19 dan dolayi, P(z) in en az (p~l) tane kritik noktasa

+)
|81 (4+ H)R< U+ 7= ZR= T b

dairesi iginde bulunur.jimdi farzedelim ki bu teorem p=n-l,n-2|
eseyN+l digin doZrudur. p=N igin dofrulunu gisterelim.jayet
P,,1l>,2"’qa ise ny=N , ny=n-i , ry=R ve r2:>3" L
olmak lzere teorem 5.20 uygulanirsa gu elde edilir.

f>$‘£ﬂ

ZnN

“S'R) -(n-NH)R | =R
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0 halde Cy= C dairesi iginde ve dolayisiyls C’dairesinin iginde
P(z) in tam (N+l) tane kritik noktasi vardar.

Dijjer taraftan Pn,le—i‘a‘—“—’ R ise, C: |z}£_f’:3~'—;g'-£"ﬁ dairesi (N+l)tar
BysBosecesy By safair-yerini ihtiva eder.Bbylece teorem 5.21 e
uygun olarak ¢ 4 R ile ve N+1, p ile dejgigtirilerek tatbik edi-
.nrs-c. P(z) in en az N taune kritik noktasi

gl 22N H)hen) ~ - - (2a-N—i) ]
! l N L (= (n-2) ~ - - (N+) JR

dairesi iginde bulunur.Bu ise p=N igin teoremde veriluig olan 0/
dairesidir. Bbylece p=Il olan biitin hallerde en az l-1 tane kri-
tik nokta C de bulunur.

Teoreuw 5.22. P(z) polinomu birim dairede (p-1l) t=ne kritik
noktaya sahip ise bu takdirde |sz| -Sing—l%,)daireai iginde P(z) en
fazla p tane safar-yerine sahiptir. [9]

Ispat. Jayet P(z) polinomunun |sz| -Sing-T:';—':mdaireninde (p+l
safir-yeri olsaydi teorem 5.15 ten dolayy P(z) polinomunun

|:|-81n2-"’£_—pcoo 3—?;—_@ =1
dairesinde p tane kritik noktasi olmasi gerekirdi.iu ise hipotez
aykaradar.

TARIF. P(z) polinomuna bir G bblgesinde p-valanttir deni
gayet bir dejeri G de en az p defa alayor ve hig bir deleri.p
den daha fagla sayida almiyorsa.

Teorem 5.23. (n2>2) olumak iizere P(z) polinowu birim daire
iginde veya ilzerinde tam (p-1) tane kritik noktaya sahipse bu ta
dirde )s'-Sln-ﬂ—(%ﬁ nin iginde veys igzerinde en gok p-valantt

Ispat. Teorem 5.22 ve tariften dolayi ispat agikardar. |9/




8 U M M A R Y

The fundamental relation betwen the szeros and the
critical peints of a pelynomial was formulated and proved
by Lucas as "The oconvex polygon which contains all the
seros of a polynomial also contains its ocritical pointa"

Jensen investigated the same sudbject for the reel
polynomials and expressed this as jensen's Theorem which
was proved Wy J.L. Walsh in 1920,

The mathematicians who studied the same problem
have used a great deal the theorem of J.i., Orace on Apolar
polynomials witich is formulated as "The eircle which
contains all the seros of one of the Apolar polynomials
also contains at least one zero of the other."

Taking in view the above theorem Urace and lisawood
have formulated their theorems which locates a critical
point if two zeros of a polynomial is lknown., 5. Kakeya

studied the dispersion of p-l critical points of a polynomial

when p of its seros one known. lle could give a solution
for p-2. The general case was investigated by M. Marden.

In this paper a new defination is given for Apolar
polynomials and the results which are obtained are given
by two theorems in section 1V, The theorems 5.3 ant 5.6
express the various results wo have obtained,.
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