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Tezi Hazırlayan: Cumali YILDIRIM

Sınav Tarihi:23 Temmuz 2009
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———————————– (İnönü Üniv.) ———————————–
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Tez Danışmanı
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ÖZET
Doktora Tezi

BELİRSİZ SASAKİYAN MANÎFOLDLARININ DEJENERE ALTMANÎFOLDLARI
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Matematik AnaBilim Dalı

111+iv sayfa 

2009

Danışman: Doç. Dr. Bayram ŞAHİN

Bu tez dört bölümden meydana gelmiştir. Birinci bölüm giriş olarak düzenlenmiştir, 

ikinci bölümde diğer bölümlere faydalı olacak temel tanım ve kavramlar; vektör demetleri, 

distribüsyonlar, Semi-Riemann manifoldlar, dejenere altuzaylar, lightlike altmanifoldlar ve 

belirsiz Sasakiyan manifoldlar ele alınmıştır.

Üçüncü bölümde belirsiz Sasakiyan manifoldlann transversal lightlike altmanifoldlan 

tanımlanmakta örnekler verilmekte ve indirgenmiş konneksiyonun metrik konneksiyon olması 

için şartlar elde edilmektedir. Aynca tamamen kontakt umbilik transversal lightlike 

altmanifold tanımı verilerek karakterizasyonlar elde edilmektedir.

Dördüncü bölümde belirsiz Sasakiyan manifoldlann ekran transversal lightlike 

altmanifold tanım ve örnekleri verilmekte ve distribüsyonlannın geometrisi İncelenmektedir. 

Aynca belirsiz Sasakiyan manifoldun herhangi reel lightlike eğrisinin ekran transversal 

lightlike altmanifoldlarm bir örneği olduğu gösterilmektedir. Son olarak belirsiz Sasakiyan 

manifoldlann tamamen kontakt umbilik ekran transversal lightlike altmanifoldlarm geometrisi 
İncelenmektedir.

ANAHTAR KELİMELERıLightlike Altmanifold, Belirsiz Sasakiyan manifold, Transversal 
lightlike altmanifold, Ekran transversal lightlike altmanifold.
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This thesis consists of four chapters.After introduction, in the second chapter, we give 
basic materials such as degenerate subspaces, Semi-Riemannian manifolds, distributions, 
vector bundles, lightlike submanifolds and indefinite Sasakian manifolds which will be useful 
for other chapters.

In the third chapter, we introduce transversal lightlike submanifolds of indefinite 
Sasakian manifolds and give examples. We also investigate the geometry of leaves and obtain 
a geometric condition for the induced connection to be a metric connection. Moreover, we 
study totally contact umbilical transversal lightlike submanifolds and obtain a classification 
theorem.

In the fourth chapter, we introduce screen transversal lightlike submanifolds of 
indefinite Sasakian manifolds. We give examples, study the geometry of leaves of their 
distributions and show that any real lightlike curve of an indefinite Sasakian manifold is an 
example of screen transversal lightlike submanifolds. Finally we study the geometry of totally 
contact umbilical screen transversal lightlike submanifolds of indefinite Sasakian manifold

KEYWORDS: Lightlike Submanifold, İndefinite Sasakian manifold, Transversal lightlike 
submanifold, Screen transversal lightlike submanifold.

ıı



TEŞEKKÜR

Tez konumu veren ve beni her adımda bilgi ve tecrübeleriyle yönlendiren, tez danışmanım 

Sayın Doç. Dr. Bayram ŞAHÎN’e, lisansüstü öğrenimim boyunca beni yönlendiren 

Matematik Bölüm Başkam Sayın Prof. Dr. Sadık KELEŞ, Prof. Dr. Ilhan ÎÇEN ve Prof. Dr. 

Rıfat GUNEŞ’e, karşılaştığım sorunlarda yardımlarını gördüğüm Ögr. Gör.Esra ERDOĞAN 

ve Sema BULUT’a, manevi desteklerini her zaman yanımda hissettiğim anneme, babama ve 

sevgili eşim Zehra’ya teşekkürlerimi sunanm.

ııı



İÇİNDEKİLER

Ö Z E T ..................................................................................................................... ................i

ABSTRACT.......................................................................................................................... ii

TEŞEKKÜR......................................................................................................................... iii

İÇİNDEKİLER................................................................................................................... iv

I. GİRİŞ...............................................................................................................................1

II. TEMEL KAVRAMLAR............................................................................................... 7

11.1. Cebirsel Kavramlar..................................................................................................... 7

11.2. Vektör Demetleri ve Distribüsyonlar..........................................................................12

II.3.Semi-Riemann Manifoldlar............................................................................................15

II.4.Semi-Riemann Manifoldlann Lightlike Altmanifoldlan...............................................19

II. 5.Sasakiyan Manifoldlar................................................................................................ 35

III. BELİRSİZ SASAKİYAN MANİFOLDLARIN TRANSVERSAL

LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI...................................................................... 42

III. 1.Radikal Transversal Lightlike Altmanifoldlar......................................................... 42

111.2. Tamamen Kontakt Umbilik Radikal Transversal Lightlike Altmanifoldlar............. 55

111.3. Transversal Lightlike Altmanifoldlar.......................................................................... 65

IV. BELİRSİZ SASAKİYAN MANİFOLDLARIN EKRAN TRANSVERSAL

LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI...................................................................... 80

IV. 1.Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar ............................................................80

IV.2.Ekran Transversal Anti-învaryant Lightlike Altmanifoldlar....................................... 85

IV.3 .Radikal Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar.................................................. 91

IV.4.İzotropik Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar...............................................104

KAYNAKLAR................................................................................................................ 106

ÖZGEÇMİŞ.................................................................................................................... 111

ıv



1.GİRİS.

Diferensiyel geometride altmanifoldlar teorisi, en c.ok c.alıs.ılan alanlardan

biridir. Esas olarak, altmanifoldlar, yüzeyler teorisinin genelles.tirilmesidir.

Bununla birlikte yüzeylerin geometrisini aras.tırırken kullanılan birc.ok yöntem,

altmanifoldlar teorisinde yeterli deḡildir. Bu nedenle altmanifoldlar üzerine

yapılan c.alıs.malarda, yüzeylerde kullanılmayan farklı yöntem ve teknikler

kullanılmaktadır. Altmanifoldlar teorisinde en c.ok c.alıs.ılan ve uygulama

alanı bulan özel bir altmanifold sınıfı vardır. Bu sınıf izometrik immersi-

yonlar olarak bilinmektedir. Bir izometrik immersiyon, iki Riemann mani-

foldu arasında tanımlanan bir dönüs.ümün manifoldlar üzerindeki vektör alan-

larının uzunluklarını korumasıdır. Daha ac.ık olarak, (M1, g1) ve (M2, g2) iki

Riemann manifoldu ve boyM1 ≤ boyM2 olsun. Bu durumda, Γ(TM1) vektör

alanlarının uzayı olmak üzere X, Y ∈ Γ(TM1) ic.in

g1(X, Y ) = g2(F∗X,F∗Y )

ise F ’ye izometrik immersiyon denir. Burada F∗ türev dönüs.ümüdür. Burada

önemli bir özellik, eḡer M1 bir keyfi manifold ise, M2 manifoldunun Riemann

manifoldu olması durumunda F ∗g2, M1 üzerinde bir Riemann metriḡidir[6].

Altmanifoldlar üzerine kapsamlı bir derleme Chen tarafından[10]’da sunuldu.

Bu konu günümüzde de c.alıs.ılmaktadır. Özellikle, uzay zaman modellerinde

sıklıkla altmanifold teorisinde gelis.tirilen teknikler kullanılmaktadır.

Diḡer taraftan 1970’lerden itibaren manifoldlar teorisi, matematiksel fizik-

te uygulama alanı olmasından dolayı, belirsiz metrikler veya non-dejenere

metriklerle birlikte c.alıs.ılmaya bas.landı. Bu tür manifoldlara Semi-Riemann

manifoldları adı verilmektedir. Semi-Riemann manifoldlar ile Riemann ma-
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nifoldlar arasında temel fark, Riemann manifoldlardaki metrik pozitif tanımlı

iken, Semi-Riemann manifoldlardaki metrik pozitif tanımlı deḡildir. Bu ne-

denle bir Semi-Riemann manifold da metriḡin is.aretine baḡlı olarak space-

like, timelike veya null(lightlike) olarak adlandırılan üc. tür vektör alanı(vektör)

tanımlanmaktadır. Üstelik pozitif tanımlı olmadıḡından, eḡer F , M1 mani-

foldu ve (M2, g2) Semi-Riemann manifoldu (boyM1 ≤ boyM2) arasında im-

mersiyon ise F ∗g2, M1 üzerinde pozitif, negatif ve dejenere(singüler) ola-

bilir. F ∗g2 bilineer formunun pozitif olması durumunda (M1, F
∗g2) alt-

manifolduna spacelike ve negatif olması durumunda da (M1, F
∗g2) altmani-

folduna timelike altmanifold denir. (M1, F
∗g2) altmanifoldunda F ∗g2 de-

jenere olması durumunda bu tür altmanifoldlara dejenere(null, lightlike) alt-

manifold denir. Bu tür altmanifoldların varlıḡı null vektörlerin varlıḡından

ortaya c.ıkar.

Dejenere eḡriler ve yüzeyler 1960’lardan itibaren c.alıs.ılmaya bas.lanmasına

kars.ın [22], [24], [25], lightlike altmanifoldlar üzerine sistematik c.alıs.malar

D. N. Küpeli[27] ve K. L. Duggal-A. Bejancu[12] tarafından bas.latıldı. Bu

yöntemlerden Küpeli tarafından verilen ic.sel (intrinsic) ve Duggal-Bejancu

tarafından ve-rilen dıs.sal (extrinsic) yöntemdir.

Dejenere altmanifoldlar ile non-dejenere(spacelike-timelike) altmanifold-

lar arasındaki temel fark, normal demetlerin davranıs.ında ortaya c.ıkmaktadır.

Non-dejenere altmanifoldlarda tanjant demet ile normal demetin kesis.im

kümesi sıfır elemana sahipken, lightlike altmanifoldda normal demetin bir

kısmı tanjant demette kaldıḡından böyle bir durum söz konusu deḡildir. Bu

nedenle lightlike altmanifoldlarda tanjant demete tamamlayan bir demetin

varlıḡı önemli bir problem olarak ortaya c.ıkmaktadır. Duggal-Bejancu, böyle
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bir tamamlayan uzayın var olduḡunu, fakat tanjant demete dik olmadıḡını

gösterdiler. Onlar bu s.ekildeki demete transversal demet adını verdiler.

Buna göre transversal demet tanjant demete tamamlayan, fakat ona dik ol-

mayan bir demettir. Böyle bir demetin varlıḡı, non-dejenere altmanifolda

daha önce tanımlanan ikinci temel form, s.ekil operatörü ve eḡrilik tensörü

ifadelerini tanımlamayı olanaklı kıldı. Bu ins.adan sonra lightlike altmani-

foldlar, non-dejenere altmanifoldlara benzer olarak c.alıs.ılmaya bas.landı. Bu-

nunla birlikte, non-dejenere altmanifoldlarda gec.erli olan birc.ok özellik, metri-

ḡin dejenere olması nedeniyle lightlike altmanifoldlarda gec.erli deḡildir. Bunu

en iyi s.ekilde gösteren sonuc., bir lightlike altmanifold üzerine indirgenen

konneksiyonun metrik konneksiyon olmamasıdır. Halbuki bu durum non-

dejenere altmanifoldlardaki temel sonuc.lardan biridir.

Kompleks diferensiyel geometride, bir kompleks manifoldun altmanifoldu,

kompleks manifoldun kompleks yapısına göre tanımlanır. Eḡer altmani-

foldun tanjant uzayı kompleks yapı altında invaryant ise altmanifolduna

holomorfik altmanifold denir. Eḡer altmanifoldun tanjant uzayı kompleks

yapı altında normal uzaya tas.ınıyorsa altmanifolda tamamen reel altmani-

fold adı verilir. A.Bejancu 1978 yılında bu iki altmanifoldu da ic.eren CR-

altmanifoldları tanımladı. Buna göre eḡer bir kompleks(Hermityen) mani-

foldun altmanifoldu üzerinde iki tane birbirine ortogonal tamamlayan D ve

D⊥ distribüsyonları bulunuyor; D, kompleks yapı altında invaryant ve D⊥

distribüsyonu da kompleks yapı altında normal uzaya tas.ınıyorsa bu alt-

manifolda CR-altmanifold denir. Ac.ıkc.a görülmektedir ki, D = {0} ise CR-

altmanifold tamamen reel altmanifold ve D⊥ = {0} ise CR-altmanifold holo-

morfik altmanifold olmaktadır. Eḡer D ve D⊥ distribüsyonlarının her ikisi
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birden sıfırdan farklı ise CR-altmanifolda özgündür denir. Bu tür altmani-

foldlar Chen, Bejancu ve Yano-Kon tarafından detaylı olarak incelendi ve

bulunan sonuc.lar [2] ve [41]’de derlendi. Esas uzayın Sasakiyan olması duru-

munda, CR-altmanifoldların kars.ılıḡı kontakt CR-altmanifoldlar olmaktadır

ve bu tür altmanifoldlar, Yano-Kon tarafından [42]’de c.alıs.ıldı .

CR-altmanifoldların lightlike versiyonu olarak CR-lightlike altmanifoldlar

Duggal-Bejancu tarafından [4]’te tanımlandı ve [37], [38]’de c.alıs.ıldı. Yukarı-

da belirtildiḡi gibi, CR-altmanifoldlar, holomorfik ve tamamen reel altmani-

foldların genelles.tirilmesidir. Buna kars.ın Duggal-Bejancu, [4]’te gösterdiler

ki CR-lightlike altmanifoldlar her zaman özgündür. Yani holomorfik (invar-

yant) ve tamamen reel lightlike altmanifoldları bir alt sınıf ic.ermez. Bu

nedenle, Duggal-S. ahin [14], 2005 yılında, ekran CR-lightlike altmanifoldları

tanımladılar ve gösterdiler ki, bu tür altmanifoldlar hem invaryant hem de

ekran reel altmanifoldları(tamamen reel altmanifoldların lightlike versiyonu

olarak tanımlandı) bir alt sınıf olarak ic.ermektedir. Bu makalede ayrıca in-

varyant ve ekran reel lightlike altmanifoldlar detaylı olarak incelendi. Ayrıca

[17]’de Duggal-S. ahin, genelles.tirilmis. CR-lightlike altmanifoldları c.alıs.tılar

ve gösterdiler ki, bu tür altmanifoldlar invaryant, ekran reel ve ekran CR-

lightlike altmanifoldları ic.ermektedir.

Duggal-Bejancu, Duggal-S. ahin tarafından c.alıs.ılan CR-lightlike, ekran

CR-lightlike ve genelles.tirilmis. CR-lightlike altmanifoldların tamamında alt-

manifoldun radikal distribüsyonu, manifoldun kompleks yapısına göre in-

varyant kalmaktadır. Yani kompleks yapı uygulandıḡında elde edilen uzay

yine altmanifoldun tanjant uzayının bir altuzayı olmaktadır. Bu nedenle
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S. ahin, [34]’de trans-versal lightlike altmanifoldları tanımladı ve c.alıs.tı. Buna

göre, eḡer altmanifoldun radikal distribüsyonuna kompleks yapı uygulandıḡın-

da, lightlike transversal demete tas.ınıyorsa bu tür altmanifoldlara transversal

lightlike altmanifoldlar denir. Diḡer taraftan, bir Kaehler (kompleks) mani-

foldun tamamen reel altmanifoldunun en güzel örneḡi reel eḡrilerdir. Yani

reel eḡriler 1-boyutlu tamamen reel altmanifoldlardır. Halbuki bir belirsiz

Kaehler manifoldun yukarıda verilen lightlike altmanifoldların hic.biri reel

lightlike eḡrileri ic.ermez. Bu yüzden, [36]’da S. ahin, ekran transversal light-

like altmanifoldları tanımladı, reel lightlike eḡrilerin bu tür altmanifoldlar

ic.in bir örnek olduḡunu gösterdi ve ekran transversal lightlike altmanifold-

ların temel özelliklerini inceledi.

Belirsiz sasakiyan manifoldların lightlike hiperyüzeyleri [23]’de Kang, Jung,

Kim ve Pak tarafından c.alıs.ıldı. İnvaryant, ekran reel kontakt CR-lightlike

ve ekran kontakt CR-lightlike altmanifoldlar Duggal-S. ahin tarafından [16]’da

c.alıs.ıldı. Ayrıca genelles.tirilmis. kontakt CR-lightlike altmanifoldlar Duggal-

S. ahin tarafından [15]’te c.alıs.ıldı.

Bu tezde belirsiz sasakiyan manifoldların transversal lightlike ve ekran

transversal lightlike altmanifoldları c.alıs.ıldı. Duggal-Bejancu ve Duggal-

S. ahin tarafından gelis.tirilen temel yöntem ve teknikler kullanıldı. İkinci

bölümde daha sonra kullanılacak temel tanım ve teoremler sunuldu. Özellikle

bir lightlike altmanifoldun geometrisi incelenirken kullanılan quasi-ortonormal

tabanı tanıtıldı.

Tezin orijinal bölümleri, üc.üncü ve dördüncü bölümlerdir. Üc.üncü bölüm-

de belirsiz Sasakiyan manifoldların transversal lightlike altmanifoldları ve

altsınıfları c.alıs.ıldı. Üc.üncü bölümün birinci altbölümünde radikal transver-
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sal lightlike altmanifoldlar ve ikinci altbölümde tamamen umbilik radikal

transversal lightlike altmanifoldlar incelendi. Üc.üncü altbölümde ise transver-

sal lightlike altmanifoldlar c.alıs.ıldı.

Dördüncü bölüm, ekran transversal lightlike altmanifoldlara ayrıldı. Bu

bölüm dört altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde, bu tür altmani-

foldların ins.asında kullanılan cebirsel yapı elde edildikten sonra, radikal ekran

transversal lightlike altmanifold ve ekran transversal anti-invaryant lightlike

altmanifold tanımlanmaktadır. İkinci altbölümde, ekran transversal anti-

invaryant lightlike altmanifoldlar ayrıntılı olarak incelenmektedir. Üc.üncü

altbölümde radikal transversal lightlike altmanifoldlar ve dördüncü altbölüm-

de izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldlar c.alıs.ılmaktadır.
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2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm bes. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde cebirsel kavram-

lar, ikinci altbölümde vektör demetleri ve distribüsyonlar, üc.üncü altbölümde

de Semi-Riemann manifoldlar tanıtılmaktadır. Dördüncü altbölümde, lightli-

ke altmanifoldların geometrisi incelenirken, son altbölümde ise belirsiz Sasaki-

yan manifoldlar sunulmaktadır.

2.1.Cebirsel Kavramlar

Tanım 2.1.1.[18] V reel m-boyutlu vektör uzayı ve g : V × V −→ R

bir dönüs.üm olsun. Eḡer as.aḡıdaki s.artlar saḡlanırsa g dönüs.ümüne bilineer

dönüs.üm denir.

a, b ∈ R ve ∀u,v,z ∈ V ic.in,

1. g(au + bv, z) = ag(u, z) + bg(v, z)

2. g(u, av + bz) = ag(u, v) + bg(u, z)

dir.

Tanım 2.1.2.[18] V reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer dönüs.üm olsun.

Eḡer ∀u,v ∈ V ic.in,

g(u, v) = g(v, u)

saḡlanırsa g’ye simetriktir denir.

Tanım 2.1.3.[32] Simetrik bilineer dönüs.ümüne, bilineer form denir.

Tanım 2.1.4.[12] V reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form olsun.

Eḡer V ’nin ξ 6= 0 bir vektörü var ve ∀v ∈ V ic.in

g(ξ, v) = 0
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oluyorsa g’ye V üzerinde dejeneredir denir.

Tanım 2.1.5.[12] V reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form olsun.

Eḡer ∀v ∈ V ic.in

g(u, v) = 0

olması ancak u = 0 ile mümkünse bu durumda g’ye nondejeneredir denir.

V üzerinde nondejenere bilineer form, V ’nin bir altuzayına ya dejenere

yada nondejenere bilineer form indirger.

Tanım 2.1.6.[12] V reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form olsun. V

uzayının

RadV = {ξ ∈ V |g(ξ, v) = 0, v ∈ V }

ile tanımlı altuzayına, V uzayının radikal uzayı yada null uzayı denir.

Tanım 2.1.7.[12] V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form olsun.

Her v ∈ V ic.in

1. g(v, v) < 0 ise g ye negatif tanımlıdır denir.

2. g(v, v) > 0 ise g ye pozitif tanımlıdır denir.

Tanım 2.1.8.[12] V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form olsun.

V uzayının herhangi bir W altuzayı ic.in W ×W üzerinde g dönüs.ümünün

kısıtlanmıs.ı g|W de W üzerinde bilineer formdur. Bu forma indirgenmis.

bilineer form denir.

Tanım 2.1.9.[28] V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form ve W ,

V uzayının herhangi bir altuzayı olsun. g|W ’nin negatif olduḡu en büyük W

altuzayının boyutuna V uzayı üzerinde bilineer formun indeksi denir.

Teorem 2.1.1.[29] V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form

olsun. Bu durumda vektör uzayı üzerinde

8



1. g(αi, αj) = 0, i 6= j

2. g(αi, αi) = 1, 1 ≤ i ≤ p

3. g(αj, αj) = −1, p+ 1 ≤ j ≤ q

4. g(αk, αk) = 0, q + 1 ≤ k ≤ m

olacak s.ekilde {α1, α2, ..., αm} tabanı vardır.

Tanım 2.1.10.[12] V bir reel vektör uzayı, g, V üzerinde bilineer form

olsun. Eḡer g, V üzerinde nondejenere bilineer form ise bu durumda g’ye

skaler c.arpım, V uzayınada semi-Öklidyen uzay denir. p, q 6= 0 durumunda

V ye proper semi-Öklidyen uzay denir. Bilineer formun dejenere olması du-

rumunda vektör uzayına lightlike uzay denir.

Tanım 2.1.11.[28] V bir Semi-Öklidyen uzay ve v ∈ V olsun.

1. g(v, v) > 0 veya v = 0 ise v vektörüne spacelike,

2. g(v, v) < 0 ise v vektörüne timelike,

3. g(v, v) = 0 ve v 6= 0 v vektörüne lightlike denir.

Önerme 2.1.1.[12] Bos.tan farklı semi-Öklidyen uzayların ortonormal bir

tabanı vardır.

Önerme 2.1.2.[12] (W, g) reel n-boyutlu lightlike vektör uzayı ve RadW

de vektör uzayının radikali olsun. Bu durumda radikal uzaya tamamlayan

olan herhangi altuzay nondejeneredir. Bu uzaya ekran uzay denir.

Tanım 2.1.12.[12] (V, g), reel m-boyutlu Semi-Öklidyen uzay ve W de onun

altuzayı olsun. Eḡer g|W dejenere ise altuzaya lightlike (dejenere) altuzay
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denir. Aksi durumda W ye nondejenere denir. Buradan

W⊥ = {v ∈ V | g(v,w) = 0, ∀w ∈ W}

altuzayına W uzayının diki denir.Genelde

W ∩W⊥ 6= {0}

dır.

Önerme 2.1.3.[12] (V, g) m-boyutlu semi-Öklidyen uzay, W de altuzayı

olsun. Bu durumda

• boyW + boyW⊥ = m

• (W⊥)⊥ = W

• RadW = RadW⊥ = W ∩W⊥

dır.

Bu tezin 3. ve 4. bölümlerinde lightlike altmanifoldlar c.alıs.ılmakta ve bu

altmanifoldlar üzerinde quasi-ortonormal taban kullanılmaktadır. S. imdi bu

tabanın ins.aasını görelim.

(V, g), n-boyutlu bir proper semi-Öklidyen uzay olsun. (V, g) uzayının,

{e1, e2, ..., eq} birim timelike ve {eq+1, eq+2, ..., en} birim spacelike vektörler

olacak s.ekilde {e1, e2, ..., en}, p+q = n ortonormal tabanını gözönüne alalım.

Lightlike vektörleri ihtiva eden bir taban üc. durumda incelenebilir.

Durum I (q < p) Bu durumda

fi =
1√
2
{eq+i + ei}, f∗i =

1√
2
{eq+i − ei}, i ∈ (1, 2, ..., q) (2.1.1)
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vektörlerini ins.a edelim. Buradan görülür ki

g(fi, fj) = g(f∗i , f
∗
j) = 0

ve

g(fi, f
∗
j) = δij, i, j ∈ (1, 2, ..., q). (2.1.2)

Böylece {f1, ..., fq, f∗1, ..., f∗q, e2q+1, ..., ep+q}, V uzayının 2q tane lightlike

vektör ve p− q tane spacelike vektör ihtiva eden bir tabanıdır.

Durum II (p < q) Bu durumda

fa =
1√
2
{eq+a + ea}, f∗a =

1√
2
{eq+a − ea}, a ∈ {1, ..., p} (2.1.3)

olur. Böylece (2.1.1), (2.1.2) i, j yerine a, b ∈ 1, ..., p alınırsa V uzayının

2p tane lightlike vektörler ve q − p tane timelike vektörler ihtiva eden

{f1, ..., fp, f∗1, ..., f∗p, e2p+1, ..., ep+q}

tabanı elde edilir.

Durum III (p=q) n = 2q = 2p olduḡundan (2.1.1) veya (2.1.3) de tanımlanan

{f1, ..., fp, f∗1, ..., f∗p}

lightlike tabanı elde edilir.

Tanım 2.1.13. (V, g) bir semi-Öklidyen uzay olsun. Bu uzayın B =

{f1, ..., fq, f∗1, ..., f∗q, u1, ..., ut} bir tabanı, as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa bu du-

rumda quasi-ortonormal taban olur.

g(fi, fj) = g(f∗i , f
∗
j) = 0, g(f∗i , fj) = δij, i, j ∈ {1, ..., q}
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g(uα, fi) = g(uα, f
∗
i ), g(uα, uβ) = εαδαβ, α, β ∈ {1, ..., t}, εα = ±1.

Önerme 2.1.4.[12] V bir semi-Öklidyen uzay ve W de V uzayının bir

altuzayı olsun. Bu durumda W boyunca V ’nin quasi-ortonormal tabanı

vardır.

2.2.Vektör Demetleri ve Distribüsyonlar

Bu bölümde vektör demetlerinin tanımları ve temel özellikleri verilecektir.

Tanım 2.2.1.[33] M ve E, diferensiyellenebilir manifoldlar olsunlar. M

üzerinde vektör demeti as.aḡıdaki s.artları saḡlayan π : E −→ M örten

diferensiyellenebilir bir dönüs.ümdür:

1. )∀x ∈M ic.in, Ex = π−1(x) ⊂ E bir vektör uzayıdır.

2. )M üzerinde {Ui}i∈ I ac.ık örtüsü ve

Φi : φ−1(Ui) −→ Ui ×Rn

diffeomorfizmleri var öyleki

φ−1(Ui) −→ Ui × Rn

diyagramı deḡis.meli ise π lokal ayrıs.ım özelliḡine sahiptir denir.

(E, π,M) üc.lüsüne bir vektör demeti denir. E manifolduna demetin total

uzayı M manifolduna demetin tabanı ve π’ye de E total uzayın projek-

siyon dönüs.ümü denir.

Tanım 2.2.2.[12] π : E −→ M vektör demeti olsun. ∀x ∈ M ic.in

Ex = π−1(x) alt manifolduna x üzerinde lif denir. Ex liflerin ayrık birles.imi
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total uzayı verir.

Tanım 2.2.3.[30] (E, π,M) bir demet olsun. π ◦ s = I olacak s.ekilde bir

s : M −→ E bir dönüs.üm varsa bu durumda s’ye E’nin (global)kesiti denir

ve Γ(E) ile gösterilir. Eḡer s, M ’nin bir U ac.ıḡı üzerinde tanımlanmıs. ise

bu durumda s : M −→ E dönüs.ümüne U üzerinde E’nin lokal kesiti denir.

Tanım 2.2.4.[30] (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) iki vektör demeti olsun. Bu

durumda π
′ ◦ h′

= h ◦ π olacak s.ekilde H : E −→ E
′

ve h : M −→ M
′

dönüs.ümleri varsa

(H, h) : (E, π,M) −→ (E
′
, π

′
,M

′
)

diferensiyellenebilir dönüs.üm c.iftine demet morfizmi denir.

Tanım 2.2.5.[30] (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) iki vektör demeti olsun. Bu

durumda H
′ ◦H = IE ve h

′ ◦ h = IM olacak s.ekilde

(H
′
, h

′
) : (E

′
, π

′
,M

′
) −→ (E, π,M)

bir demet morfizmi var ise

(H, h) : (E, π,M) −→ (E
′
, π

′
,M

′
)

demet morfizmine bir izomorfizm denir. (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) demetleri-

ne de izomorfiktirler denir.

Tanım 2.2.6.[30] (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) iki vektör demeti olsun. Her

x ∈ M ic.in Hx : Ex −→ E
′

h(x) olacak s.ekilde bir (H, h) demet morfizmine
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vektör demet homomorfizmi denir.

Tanım 2.2.7.[30] (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) iki vektör demeti olsun. Eḡer

M = M
′

ise (H, IM) formunda vektör demet homomorfizmasına M üzerinde

vektör demet homomorfizması denir.

Tanım 2.2.8.[30] (E, π,M) ve (E
′
, π

′
,M

′
) iki vektör demeti ve H : E

′ −→

E vektör demet homomorfizmi öyleki her Ex lifi ic.in

Hx : E
′

x −→ Ex

bire-bir olsun. Bu durumda (E
′
, π

′
,M

′
) demetine (E, π,M) demetinin alt

vektör demeti denir.

Tanım 2.2.9.[33] M̄ m-boyutlu bir manifold olsun. M̄ üzeride bir dist-

ribüsyon, her p ∈ M̄ noktasına TpM̄ ’nin Dp alt uzayını kars.ılık getiren bir

dönüs.ümdür, yani,

D : M̄ −→
⋃
TpM̄

p −→ Dp ⊂ TpM̄

dir. X ∈ χ(M̄) ic.in Xp ∈ Dp ise D distribüsyonuna diferensiyellenebilir

denir. Eḡer {X1, X2, ..., Xn} tabanı var ve her biri diferensiyellenebilir ise

bu durumda D’ye n-boyutlu diferensiyellenebilir distribüsyon denir.

Tanım 2.2.10.[35] M̄ diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M̄ üzerinde

n-boyutlu bir distribüsyon olsun. Ayrıca M , M̄ manifoldunun bir altmani-

foldu olsun. Eḡer Dp uzayı ile M manifoldunun bu noktadaki tanjant uzayı
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aynı ise D’ye integrallenebilir ve M ’ye de D’nin integral manifoldu denir.

Tanım 2.2.11.[33] M̄ diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M̄ üzerinde

n-boyutlu bir distribüsyon olsun. Eḡer X, Y ∈ Γ(D) ic.in [X, Y ] ∈ Γ(D) ise

D distribüsyonuna involutive denir.

Teorem 2.2.1.[33] M̄ diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M̄ üzerinde n-

boyutlu bir distribüsyon olsun. Her involutive distribüsyon integrallenebilirdir.

Bu durumda D distribüsyonun integral manifoldu vardır. Diḡer tüm integral

manifoldlar, bu integral manifoldunun altmanifoldudur.

Tanım 2.2.13.[35] M̄ diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M̄ üzerinde

n-boyutlu bir distribüsyon olsun. Eḡer X, Y ∈ Γ(D) ic.in

∇XY ∈ Γ(D)

ise D distribüsyonuna paraleldir denir.

2.3.Semi-Riemann Manifoldlar

Tanım 2.3.1.[28] Reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M ve

g de bu manifold üzerinde (0, 2) mertebeden simetrik tensör alanı olsun.

Böylece g manifoldun her x noktasındaki TxM tanjant uzayı üzerine bili-

neer form tas.ır. Bunu gx ile gösterelim. Eḡer manifoldun her x noktası ic.in

gx bilineer formunun indeksi aynı ve gx, TxM uzayı üzerinde nondejenere

ise bu durumda bilineer forma semi-Riemann metrik ve manifolda da semi-
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Riemann manifoldu denir. Manifoldun indeksinin sıfır(bir) olduḡu durumda

manifolda Riemann(Lorentz) manifold adını alır.

Tanım 2.3.2.[12] M semi-Riemann manifold ve E’de, x ∈M ic.in her Ex lifi

üzerinde nondejenere bilineer form gx olacak s.ekilde M manifoldu üzerinde

vektör demeti olsun. Ayrıca gx bilineer formun indeksi her x ∈ M ic.in

aynı olduḡunu kabul edelim. Eḡer gx, M üzerinde diferensiyellenebilir ise

bu durumda E’ye semi-Riemann vektör demeti denir. Manifoldun indeksinin

sıfır(bir) olduḡu durumda E’ye Riemann(Lorentz) vektör demeti denir.

Tanım 2.3.3.[12] E, M üzerinde rankı n olan bir vektör demeti olsun.

Eḡer ∇X operatörü, ∀X, Y ∈ Γ(TM), S, S
′ ∈ Γ(E) ve f diferensiyellenebilir

fonksiyon olmak üzere,

1. )∇fX+Y (S) = f∇XS +∇Y S

2. )∇X(fS + S
′
) = f∇XS +X(f)S +∇XS

′

s.artlarısaḡlıyorsa E üzerinde bir lineer konneksiyondur denir. Eḡer E = TM

ise ∇, M üzerinde lineer konneksiyondur.

(M, g) semi-Riemann manifold üzerinde∇ lineer konneksiyonun olduḡunu

kabul edelim. Metrik tensör alanı g, ∇’ya göre paralel ise yani ∀X, Y, Z ∈

Γ(TM) ic.in

(∇Xg)(Y, Z) = Xg(Y, Z)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0

ise ∇’ya metrik konneksiyon(Riemann konneksiyon) denir.
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Tanım 2.3.4. M bir manifold ve ∇ M üzerinde konneksiyon olsun. Bu

durumda ∇ nın torsiyon tensörü, ∀X, Y ∈ Γ(TM) ic.in

T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ]

ile tanımlanır.

Teorem 2.3.1.[12] Semi-Riemann manifold üzerinde tek bir torsiyonsuz

metrik konneksiyon vardır.

Her semi-Riemann metrik

2g(∇YX,Z) = Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

+g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y ) (2.3.1)

ile verilen Koszul özdes.liḡini saḡlar.

Tanım 2.3.5.[12] (M, g), semi-Riemann manifold olsun. BuradanM üzerinde

∀X, Y, Z ∈ Γ(TM) ic.in

R̄(X, Y )Z = ∇̄X∇̄YZ − ∇̄Y ∇̄XY − ∇̄[X,Y ]Z (2.3.2)

olarak tanımlanan tensöre ∇ konneksiyonun eḡrilik tensörü, ∀X, Y, Z,W ∈

Γ(TM) ic.in,

< R̄(X, Y )Z,W >= g(R̄(X, Y )Z,W )

olarak tanımlanan 4. mertebeden kovaryant tensöre M üzerinde Riemann

Christoffel eḡrilik tensörü denir.

Levi-Civita konneksiyonun R eḡrilik tensörü birinci ve ikinci Bianchi

özdes.iklerini saḡlar. Ayrıca, diḡer özellikler as.aḡıdaki teorem ile verilmek-

tedir.
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Teorem. 2.3.2. Bir semi-Riemann manifoldu M ve M üzerindeki metrik

konneksiyon ∇ olsun. As.aḡıdaki baḡıntılar, gec.erlidir:

(a) R̄(X, Y, Z,W ) + R̄(Y,X,Z,W ) = 0

(b) R̄(X, Y, Z,W ) + R̄(X, Y,W,Z) = 0

(c) R̄(X, Y, Z,W )− R̄(Z,W,X, Y ) = 0.

Semi-Riemann manifoldların Önerme 2.1.1’e göre ortonormal bir tabana

sahip olduḡunu biliyoruz. Buradan M manifoldunun ortonormal bir tabanı

{E1, E2, ..., Em} olsun. Böylece εi, {Ei} bazının is.areti ve ∀X ∈ Γ(TM) ic.in

g(Ei, Ej) = εiδij

ve

X =
m∑
i=1

εig(X,Ei)Ei

olmak üzere

g(X, Y ) =
m∑
i=1

εig(X,Ei)g(Y,Ei) (2.3.3)

yazılır.

Semi-Riemann manifoldu M ’nin Ricci tensör alanı

Ric(X, Y ) = izZ → R(X, Y )Z (2.3.4)

tanımlanır. Yerel olarak,

Ric(X, Y ) =
m∑
i=1

εiR̄(X,Ei, Y, Ei) (2.3.5)

olur.
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Tanım 2.3.6.[12] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve bir p ∈ M nok-

tasındaki TpM tanjant uzayının iki boyutlu bir altuzayı P olsun. P alt-

uzayının bir bazı {X, Y } olmak üzere

K(P ) =
R̄(X, Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
(2.3.6)

olarak tanımlanan K(P ) reel sayısına P nin Riemann anlamındaki kesit

eḡriliḡi denir. Eḡer K(P ) = c(sbt) ise M manifolduna c sabit kesit eḡrilikli

semi-Riemann manifold denir ve M(c) ile gösterilir. Bu durumda M ’nin R

eḡrilik tensör alanı

R(X, Y )Z = c{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y } (2.3.7)

ile verilir.

2.4.Semi-Riemann Manifoldların Lightlike Altmanifold-

ları

Tanım 2.4.1.[12] (M̄, ḡ) reel (m+n)-boyutlu semi-Riemann manifold m >

1, n > 1 (m > 1, n > 1, yani M , M̄ de ne bir eḡri ne de bir hiperyüzeydir.)

ve ḡ, q ∈ {1, ...,m+n− 1} sabit indeksli semi-Riemann metrik olsun. M , M̄

manifoldunun ek boyutu n olan bir altmanifold olsun. Ayrıca ḡ’ninM üzerine

indirgenmis. tensör alanını g ile tanımlanırsa, ∀u ∈ M de ∀Xu, Yu ∈ TuM

ic.in

g(Xu, Yu) = ḡ(Xu, Yu)

elde edilir.

S. imdi u ∈M noktasında

TuM
⊥ = {Vu ∈ TuM̄ |ḡu(Vu,Wu) = 0,∀Wu ∈ TuM}
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cümlesini gözönüne alalım. gu, TuM üzerinde non-dejenere olması duru-

munda, hem TuM hem de TuM
⊥ non-dejeneredirler. Ayrıca TuM ve TuM

⊥,

TuM̄ ’nin ortogonal tamamlayan vektör altuzaylarıdırlar. Aksi takdirde, hem

TuM hem de TuM
⊥ dejenere, ortogonal ancak tamamlayan altuzay deḡildirler

ve

RadTuM = RadTuM
⊥ = TuM ∩ TuM⊥

dir.

M , M̄ manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M üzerinde

RadTM : u ∈M 7−→ RadTuM

dönüs.ümünün rankı r olsun. Eḡer r > 0 ise RadTM ye radikal distribüsyon

ve altmanifold M ye de lightlike altmanifold denir. g’ye de M üzerinde r-

liḡhtlike(r-dejenere, r-null) metrik denir.

Teorem 2.4.1.[12] (M, g), (M̄, ḡ) semi-Riemann manifoldunun bir altman-

ifoldu olsun. Bu durumda as.aḡıdakiler denktir:

1. ) M , r-lightlike altmanifolddur.

2. ) U ⊂M her koordinat koms.uluḡunda

RadTU : u ∈ U 7−→ RadTuU

dönüs.ümü, U üzerinde rank r > 0 olan diferensiyellenebilir bir dist-

ribüsyona sahiptir.

3. ) U ⊂ M her koordinat koms.uluḡunda g tarafından indirgenmis. g

tensörü, sabit m− r rankına sahiptir.
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Tanım 2.4.2.[12] (M
′
, g

′
), (M̄, ḡ) semi-Riemann manifoldunun r-lightlike

altmanifold ve

f : M
′ 7−→ M̄

bir immersiyon olduḡunu kabul edelim. Eḡer ∀X, Y ∈ Γ(TM
′
) ic.in

g
′
(X, Y ) = ḡ(f∗X, f∗Y )

oluyorsa f ye r-lightlike izometrik immersiyon ve M = f(M
′
) ye de M̄ mani-

foldunun r-lightlike altmanifoldu denir.

M̄ manifoldunun birM lightlike altmanifolduRadTM ’nin rankına, M ’nin

ekboyutuna ve boyutuna göre dört durumda incelenecektir.

Durum I. (0 < r < min{m,n}). M manifoldunun tanjant demeti

TM ’de RadTM ’nin tamamlayanı olan S(TM) distribüsyonunu gözönüne

alalım. M ’nin parakompakt olduḡunu kabul ettiḡimizden dolayı böyle bir

distribüsyon her zaman vardır. (önerme 2.1.2.)’den S(TM), RadTM ’ye or-

togonal ve ḡ’ye göre non-dejeneredir. M üzerinde S(TM) sabit indeksli olur

ve tanjant demeti

TM = RadTM⊥S(TM) (2.4.1)

s.ekilde yazılabilir. Buradan altmanifoldun tanjant demetine ortogonal olan

TM⊥ =
⋃
TuM

⊥

ile tanmlanırsa M lightlike olduḡu ic.in TM
⊥, TM̄|M de TM ye tamamlayan

deḡildir, c.ünkü RadTM = TM∩TM⊥ ve M üzerinde rankr > 0 olan bir dis-

tribüsyondur. TM⊥’de RadTM ’ye ortogonal tamamlayan bir vektör deme-

tini S(TM⊥) ile tanımlayalım. (önerme 2.1.2.)’ye göre ḡ metriḡi S(TM⊥)
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üzerinde non-dejenere olduḡundan, TM⊥ demeti

TM⊥ = RadTM⊥S(TM⊥) (2.4.2)

ortogonal direkt toplam olacak s.ekilde yazılabilir. Burada S(TM) ve S(TM⊥)

vektör demetlerine, sırasıyla, M altmanifoldunun ekran distribüsyonu ve

transversal ekran distribüsyonu denir. Buradan S(TM) demeti, TM̄|M deme-

tinin non-dejenere altvektör demeti olduḡundan TM̄|M demeti

TM̄|M = S(TM)⊥S(TM)⊥ (2.4.3)

ortogonal tamamlayan olacak s.ekilde yazılabilir, burada S(TM)⊥ demeti,

TM̄|M ’de S(TM) demetinine ortogonal tamamlayan vektör demetidir. Ayrıca

S(TM⊥) demeti, S(TM)⊥’in altvektör demeti ve her ikiside non-dejenere

olduḡundan

S(TM)⊥ = S(TM⊥)⊥S(TM⊥)⊥ (2.4.4)

ortogonal direkt ayrıs.ımı elde edilir.

Bundan sonra bir lightlike altmanifoldunu (M, g, S(TM), S(TM⊥)) ile

gösterilecektir. Ayrıca bu bölümde aksi belirtilmedikce kullanılacak indisler

i,j,k ∈ {1, ...r}, a,b,c ∈ {r + 1, ...,m}, α, β ∈ {r + 1, ..., n}

s.eklindedir.

Lemma 2.4.1.[12] (M̄, ḡ) semi-Riemann manifoldunun r-lightlike altmani-

foldu (M, g, S(TM), S(TM⊥)) olsun. Bu altmanifoldun bir koordinat koms.ulu-

ḡu U ve {ξi}’de Γ(RadTM|U) uzayının bir tabanı olduḡunu kabul edelim.

Bu durumda S(TM⊥)⊥|U altvektör demetinin,

g(Ni, ξj) = δij (2.4.5)
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ve

g(Ni, Nj) = 0 (2.4.6)

olacak s.ekilde {N1, ..., Nr} diferensiyellenebilir vektör alanları vardır.

Lightlike altmanifoldlar teorisi ve Riemann yada semi-Riemann altmani-

foldlar teorisi arasındaki temel fark, lightlike durumunda TM⊥ demetinin bir

kısmı altmanifoldun teḡet kısmında kalırken, Riemann yada semi-Riemann

durumunda TM ile TM⊥ vektör demetlerinin arakesiti sıfırdır. Böylece light-

like durum ic.in temel problem, TM demetine teḡet olmayan altvektör demet-

lerinin varolup olmadıḡıdır. Duggal-Bejancu, [4] daki makalelerinde böyle bir

vektör demetinin varlıḡını gösterdiler. Bu teoremi ispatsız olarak sunuyoruz:

Teorem 2.4.2.[12] (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ḡ) Semi-Riemann mani-

foldunun r-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda i ∈ {1, ..., r} ic.in

{N1, ..., Nr} tabanı olan S(TM⊥)⊥ demetinde RadTM ’ye komplemant olan

bir vektör demeti vardır.

Bu vektör demeti ile altmanifoldun tanjant demetinin arakesiti sıfırdır.

Bu vektör demetine (S(TM), S(TM⊥)) c.iftine göre M ’nin lightlike transver-

sal vektör demeti denir ve ltr(TM) ile gösterilir.

S. imdi,

tr(TM) = ltr(TM)⊥S(TM⊥) (2.4.7)

vektör demetini gözönüne alalım. ltr(TM), M manifoldunun keyfi bir light-

like transversal vektör demetidir. Burada tr(TM) demetinin rank n ve TM

demeti ile arakesiti sıfırdır. Böylece tr(TM), TM̄|M ’de TM demetine komple-

mant ancak ortogonal olmayan bir vektör demetidir. tr(TM) vektör deme-
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tine M manifoldunun transversal vektör demeti denir. (2.4.1) ve (2.4.6)

denklemlerinden

TM̄ = TM ⊕ tr(TM)

TM̄ = RadTM⊥S(TM)⊕ ltr(TM)⊥S(TM⊥

TM̄ = S(TM)⊥S(TM⊥)⊥(RadTM ⊕ ltr(TM)) (2.4.8)

elde edilir. Buradan, M boyunca M̄ manifoldu üzerindeki quasi-ortonormal

c.atı i ∈ {1, ..., r}, a ∈ {r + 1, ...,m} ve α ∈ {r + 1, ..., n} olmak üzere

{ξi, Ni, Xa,Wα} (2.4.9)

dir. {ξi} ve {Ni} sırasıyla Γ(RadTM|U) ve Γ(ltr(TM)|U) vektör demetlerinin

tabanlarıdır. Ayrıca {Xa} ve {Wα}’de sırasıyla Γ(S(TM)) ve Γ(S(TM⊥))

demetlerinin ortonormal tabanlarıdır. ∀i ∈ {1, ..., r} ic.in span{ξi, Ni} U ’nun

herhangi noktasında hiperbolik bir düzlem olduḡundan dolayı RadTM ⊕

ltr(TM) non-dejeneredir ve M manifoldu üzerinde sabit r indekslidir.

Durum II.[12] (1 < r = n < m). Bu durumda RadTM = TM⊥, yani

S(TM⊥) = 0 dır. Böylece normal demet lightlike altmanifold üzerinde bir

distribüsyon olur. Bu durumdaki altmanifolda koizotropik altmanifold denir

ve

TM = S(TM)⊥TM⊥ (2.4.10)

olacak s.ekilde ortogonal direkt toplam s.eklinde yazılabilir. Bu durumda

(2.4.8) denklemi

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM)

TM̄ = S(TM)⊥(TM⊥ ⊕ ltr(TM)) (2.4.11)
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olur, burada ltr(TM), S(TM) demetine göreM manifoldunun lightlike trans-

versal vektör demetidir. Ayrıca, M boyunca M̄ manifoldu üzerinde quasi-

ortonormal c.atı

{ξ1, ..., ξn, N1, ..., Nn, Xn+1, ..., Xm} (2.4.12)

dir. Burada {Xn+1, ..., Xm} kümesi Γ(S(TM)|U)’nun ortonormal bir ta-

banıdır.

Durum III.[12] (1 < r = m < n). Bu durumda RadTM = TM ,

yani S(TM) = {0} dır. Böylece M manifoldunun tanjant demeti TM , TM⊥

demetinin altvektör demeti olur. Bu yapıdaki M manifolda, M̄ manifoldunun

izotropik bir altmanifoldu denir ve

TM⊥ = TM⊥S(TM⊥) (2.4.13)

dır. Bu durumda (2.4.8) denklemi

TM̄ = TM ⊕ tr(TM) (2.4.14)

olur. (2.4.14) denkleminde (2.4.7) denklemi kullanılırsa

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM)⊥S(TM⊥) (2.4.15)

ayrıs.ımı elde edilir. Ayrıca, M boyunca M̄ manifoldu üzerinde quasi-

ortonormal c.atı

{ξ1, ..., ξm, N1, ..., Nm,Wm+1, ...,Wn} (2.4.16)

dir. Burada {Wm+1, ...,Wn} kümesi Γ(S(TM⊥)|U)’nun ortonormal bir ta-

banıdır.

25



Durum IV.[12] (1 < r = m = n). Bu durumda RadTM = TM =

TM⊥, yani S(TM) = {0} ve S(TM⊥) = {0} dır. Buradan da görüleceḡi

gibi ne bir ekran distribüsyonu ne de transversal ekran distribüsyonu vardır.

Bu yapıdaki bir M manifolduna, M̄ manifoldunun tamamen lightlike alt-

manifoldu denir ve

TM̄ = TM ⊕ ltr(TM) (2.4.17)

direkt ayrıs.ımı elde edilir. Ayrıca, M boyunca M̄ manifoldu üzerinde quasi-

ortonormal c.atısı

{ξ1, ..., ξm, N1, ..., Nm} (2.4.18)

ile verilir.

(M, g, S(TM), S(TM⊥)), (m + n)-boyutlu (M̄, ḡ) Semi-Riemann mani-

foldununm-boyutlu lightlike altmanifoldu olsun. tr(TM), (S(TM), S(TM⊥))

c.iftine göre M manifoldunun transversal vektör demeti ve ∇̄, M̄ manifoldu

üzerinde Levi-Civita konneksiyon olduḡunu kabul edelim. TM ve tr(TM),

TM̄|M demetinin tamamlayan altvektör demetleri olduḡundan, ∀X, Y ∈ Γ(TM)

ve V ∈ Γ(tr(TM)) ic.in

∇̄XY = ∇XY + h(X, Y ) (2.4.19)

∇̄XV = −AVX +∇t
XV . (2.4.20)

olur. Burada {∇XY,AVX} ve {h(X, Y ),∇t
XV } sırasıyla Γ(TM) ve Γ(tr(TM))

uzaylarına aittir. ∇ ve ∇t sırasıyla M manifoldu ve tr(TM) demetinde lineer

konneksiyonlardır. Ayrıca ∇ torsiyonsuz lineer konneksiyon ve h,Γ(TM) ×
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Γ(TM) uzayı üzerinde Γ(tr(TM)) deḡerli simetrik bilineer formdur. Bu-

radan h’ya tr(TM) demetine göre M manifoldunun ikinci temel formu denir.

A’da Γ(tr(TM))×Γ(TM) uzayı üzerinde tanımlanmıs. Γ(TM) deḡerli bili-

neer formdur. A’ya da V ’ye göre M manifoldunun s.ekil operatörü denir. ∇

ve ∇t’ye sırasıyla M manifoldu üzerinde indirgenmis. lineer konneksiyon ve

transversal lineer konneksiyon denir [12].

S(TM⊥) 6= {0} olduḡunu kabul edelim, yani M manifoldu ya I.durum

yada III.durum daki gibi olsun. Buradan (2.4.7) ayrıs.ımına göre ltr(TM) ve

S(TM⊥) demetlerinin sırasıyla tr(TM) demeti üzerinde projeksiyon morfizim-

leri L ve S olduḡunu kabul edelim, yani

L : tr(TM) 7−→ ltr(TM)

ve

S : tr(TM) 7−→ S(TM⊥)

burada

hl(X, Y ) = Lh(X, Y ), hs(X, Y ) = Sh(X, Y )

ve

Dl
XV = L(∇t

XV ), Ds
XV = S(∇t

XV ).

Bu durumda (2.4.19) ve (2.4.20) denklemlerinden

∇̄XY = ∇XY + hl(X, Y ) + hs(X, Y ) (2.4.21)

ve

∇̄XV = −AVX +Dl
XV +Ds(X, V ) (2.4.22)
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elde edilir. hl ve hs, tensörlerine sırasıyla, altmanifoldun ikinci temel formu

ve ekran ikinci temel formu denir [12].

Tanım 2.4.3.[12] E bir vektör demeti ve P ’de vektör demet morfizmi, yani

P : E 7−→ E olsun. ∀s ∈ Γ(E) ic.in,

DX : Γ(E) 7−→ Γ(E)

s 7−→ DXs

diferensiyel operatörü as.aḡıdaki s.artları saḡlıyorsa P morfizimine göre Ot-

suki konneksiyon denir.

1. ) DfX+Y s = fDXs+DY s

2. ) DX(fs+ s
′
) = fDXs+X(f)P (s) +DXs

′

Önerme 2.4.1.[12] M , M̄ manifoldunun r-lightlike yada izotropik bir

altmanifoldu olsun. Bu durumda Dl ve Ds diferensiyel operatörler, sırasıyla

L ve S vektör demet morfizimlerine göre tr(TM) demeti üzerinde iki Otsuki

konneksiyon tanımlar.

Buradan ∀X ∈ Γ(TM) ve ∀V ∈ Γ(tr(TM)) ic.in Tanım 2.4.3’ göre

∇l
X : Γ(ltr(TM)) 7−→ Γ(ltr(TM))

LV 7−→ ∇l
X(LV ) = Dl

X(LV )

ve

∇s
X : Γ(S(TM⊥)) 7−→ Γ(S(TM⊥))

SV 7−→ ∇s
X(SV ) = Ds

X(SV )

diferensiyel operatörleri tanımlanır. Burada ∇l ve ∇s, sırasıyla, ltr(TM) ve

S(TM⊥) demetleri üzerinde lineer konneksiyonlardır. ∇l ve ∇s’ye, sırasıyla,
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altmanifold üzerinde lightlike transversal konneksiyon ve ekran transversal

konneksiyon denir. Ayrıca ∀X ∈ Γ(TM) ve ∀V ∈ Γ(tr(TM)) ic.in

Dl : Γ(TM)× Γ(S(TM⊥)) 7−→ Γ(ltr(TM))

(X,SV ) 7−→ Dl
XSV = Dl(X,SV )

ve

Ds : Γ(TM)× Γ(ltr(TM)) 7−→ Γ(S(TM⊥))

(X,LV ) 7−→ Ds
XLV = Ds(X,LV )

bilineer dönüs.ümleri tanımlanır. Bu dönüs.ümler (2.4.22) denklemine uygu-

lanırsa

∇̄XV = −AVX +∇l
XLV +∇s

XSV

+Dl(X,SV ) +Ds(X,LV ) (2.4.23)

elde edilir. Özel olarak V ∈ Γ(tr(TM)) yerine, sırasıyla, N ∈ Γ(ltr(TM)) ve

W ∈ Γ(S(TM⊥)) alınırsa ∀X ∈ Γ(TM) ic.in

∇̄XN = −ANX +∇l
XN +Ds(X,N) (2.4.24)

∇̄XW = −AWX +∇s
XW +Dl(X,W ) (2.4.25)

denklemlerine ulas.ılır [12].

S. imdi M , M̄ manifoldunun koizotropik yada tamamen lightlike altmani-

fold olduḡunu kabul edelim. Bu durumda ekran transversal vektör demeti

olmadıḡından, (2.4.21) ve (2.4.23) denklemlerinden

∇̄XY = ∇XY + hl(X, Y ) (2.4.26)
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∇̄XN = −ANX +∇l
XN (2.4.27)

elde edilir. Dejenere olmayan altmanifoldlarda olduḡu gibi (2.4.19), (2.4.21)

ve (2.4.26) denklemlerine Gauss formülü ve (2.4.20), (2.4.22), (2.4.23), (2.4.24),

(2.4.25) ve (2.4.27) denklemlerinede Weingarten formülü denir. Gauss ve

Weingarten formülleri ve ∇̄’nin metrik konneksiyon olduḡu gözönüne alınırsa,

∀X, Y ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(RadTM), W ∈ Γ(S(TM⊥)), N,N
′ ∈ Γ(ltr(TM))

ic.in

ḡ(hs(X, Y ),W ) + ḡ(Y,Dl(X,W )) = g(AWX, Y ), (2.4.28)

ḡ(hl(X, Y ), ξ) + ḡ(Y, hl(X, ξ)) + g(Y,∇Xξ) = 0, (2.4.29)

ḡ(Ds(X,N),W ) = ḡ(N,AWX), (2.4.30)

ḡ(ANX,N
′
) + ḡ(AN ′X,N) = 0 (2.4.31)

elde edilir. P S(TM) demeti üzerinde TM ’nin projeksiyon morfizmi olmak

üzere

ḡ(ANX,PY ) = ḡ(N, ∇̄XPY ). (2.4.32)

S. imdi, M ’nin bir U kordinat koms.uluḡunda, i ∈ {1, ..., r} ic.in Ni ∈

Γ(ltr(TM)|M) ve α ∈ {r + 1, ..., n} ic.in Wα ∈ Γ(S(TM⊥)|U) olacak s.ekilde

Γ(tr(TM)|M)’nin bir tabanı {Ni,Wα} olduḡunu kabul edelim. Bu durumda

(2.4.21) denklemi, r-lightlike altmanifold ve izotropik altmanifoldlar ic.in,

sırasıyla,

∇̄XY = ∇XY +
∑

hli(X, Y )Ni +
∑

hsα(X, Y )Wα (2.4.33)
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ve

∇̄XY = ∇XY +
∑

hli(X, Y )Ni +
∑

hsα(X, Y )Wα (2.4.34)

olur. koizotropik ve tamamen lightlike altmanifoldlar ic.in,

∇̄XY = ∇XY +
∑

hli(X, Y )Ni (2.4.35)

ve

∇̄XY = ∇XY +
∑

hli(X, Y )Ni (2.4.36)

elde edilir. U koordinat koms.uluḡunda {hli} ve {hsα} terimlerine, sırasıyla,

altmanifoldun yerel lightlike ikinci temel formu ve yerel ekran ikinci temel

formu denir.

Teorem 2.4.3.[12] (M, g, S(TM), S(TM⊥)) bir lightlike altmanifoldun yerel

lightlike ikinci temel formları S(TM), S(TM⊥) ve ltr(TM) vektör demet-

lerine baḡlı deḡildir.

Önerme 2.4.2.[12] Yerel lightlike ikinci temel formlar radikal distribüsyon

üzerinde sıfırdır.

∀X ∈ Γ(TM|U), i ∈ {1, ..., r} ic.in

ηi(X) = ḡ(X,Ni) (2.4.37)

tanımlayalım. Bu durumda M manifoldu üzerinde her X vektör alanı U

kordinat koms.uluḡu üzerinde

X = PX +
∑

ηi(X)ξi (2.4.38)

s.eklinde ifade edilir.
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S. imdi, M ya r-lightlike yada koizotropic bir altmanifold olsun. Bu du-

rumda (2.4.1) ve (2.4.38) ayrıs.ımlarından, ∀X, Y ∈ Γ(TM) ve ξ ∈ Γ(Rad(TM))

ic.in

∇XPY = ∇∗XPY + h∗(X,PY ) (2.4.39)

ve

∇Xξ = −A∗ξX +∇∗tXξ (2.4.40)

yazılabilir. Burada {∇∗XPY,A∗ξX} ve {h∗(X,PY ),∇∗tXξ}, sırasıyla, Γ(S(TM))

ve Γ(Rad(TM)) uzaylarınn elamanlarıdır. ∇∗ ve ∇∗t, sırasıyla, S(TM)

ve Rad(TM) tamamlayan distribüsyonlar üzerinde lineer konneksiyonlardır.

Diḡer taraftan h∗ ve A∗

h∗ : Γ(TM)× Γ(S(TM)) 7−→ Γ(Rad(TM))

ve

A∗ : Γ(Rad(TM))× Γ(TM) 7−→ Γ(S(TM))

s.eklinde tanımlanan bilineer formlardır [12].

Semi-Riemann manifoldun non-dejenere bir altmanifoldunun s.ekil ope-

ratörü ve ikinci temel formu arasında bir ilis.ki olduḡunu biliyoruz. Light-

like altmanifoldlarda ise bu durumun tersine bu ilis.ki S(TM) ve tr(TM)

distribüsyonlarında ayrı ayrı vardır. Daha ac.ık olarak (2.4.21), (2.4.22),

(2.4.39) ve (2.4.40) denklemleri kullanılırsa ∀X, Y ∈ Γ(TM), ξ ∈ Γ(Rad(TM))

ve N ∈ Γ(ltr(TM)) ic.in

ḡ(hl(X,PY ), ξ) = g(A∗ξX,PY ) (2.4.41)
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ve

ḡ(h∗(X,PY ), N) = ḡ(ANX,PY ) (2.4.42)

elde edilir. hl simetrik olduḡundan (2.4.41) denkleminden S(TM) distribüs-

yonunun s.ekil operatörü S(TM) üzerinden self-adjointtir. (2.4.29) denkle-

minde Y yerine ξ yazılırsa ∀X ∈ Γ(TM) ic.in

ḡ(hl(X, ξ), ξ) = 0 (2.4.43)

elde edilir. (2.4.41) de X yerine ξ alınır ve (2.4.43) kullanılırsa

A∗ξξ = 0 (2.4.44)

olur [12].

(2.4.21) ve (2.4.26) denklemlerinden kolayca görülürki, non-dejenere alt-

manifoldların tersine, bir lightlike altmanifold üzerindeki indirgenmis. kon-

neksiyon metrik konneksiyon deḡildir. As.aḡıdaki teorem lightlike altmanifold

üzerindeki indirgenmis. konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek

ve yeter s.artları vermektedir.

Teorem 2.4.4.[12]M , M̄ manifoldunun r-lightlike yada koizotropik altmani-

fold olduḡunu kabul edelim. Bu durumda, indirgenmis. konnersiyonun metrik

konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art as.aḡıdaki s.artlardan birinin saḡlan-

masıdır.

1. ∀ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in A∗ξ , Γ(TM) üzerinde sıfırdır.

2. RadTM Killing distribüsyondur.

3. RadTM , ∇’ya göre paralel distribüsyondur.
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Riemann altmanifoldların diferensiyel geometrisinin incelenmesınde Gauss,

Codazzi ve Ricci denklemlerinin önemli bir rolü olduḡunu biliyoruz. S. imdi,

lightlike altmanifoldlar ic.in bu denklemlere kars.ılık gelen yapı denklemlerini

vereceḡiz.

(M, g, S(TM), S(TM⊥)), (m + n)-boyutlu (M̄, ḡ) Semi-Riemann mani-

foldunun m-boyutlu r-lightlike bir altmanifoldu olsun. ∀X, Y, Z ∈ Γ(TM),

W ∈ Γ(S(TM⊥)) ve N ∈ Γ(ltr(TM)) ic.in

(∇Xh
l)(Y, Z) = ∇l

X(hl(Y, Z))− hl(∇XY, Z)− hl(Y,∇XZ) (2.4.45)

(∇Xh
s)(Y, Z) = ∇s

X(hl(Y, Z))− hs(∇XY, Z)− hs(Y,∇XZ) (2.4.46)

(∇XD
l)(Y,W ) = ∇l

X(Dl(Y,W ))−Dl(∇XY,W )−Dl(Y,∇s
XW ) (2.4.47)

(∇XD
s)(Y,N) = ∇s

X(Ds(Y,N))−Ds(∇XY,N)−Ds(Y,∇l
XN) (2.4.48)

(∇XA)(N, Y ) = ∇X(A(N, Y ))− A(∇l
XN, Y )− A(N,∇XY ) (2.4.49)

(∇XA)(W,Y ) = ∇X(A(W,Y ))− A(∇s
XW,Y )− A(W,∇XY ) (2.4.50)

tanımlayalım. Bu durumda ∇̄,∇,∇l ve∇s konneksiyonlarının eḡrilik tensörle-

ri, sırasıyla, R̄, R, Rl ve Rs ile tanımlanırsa (2.4.21), (2.4.24), (2.4.25) ve

(2.4.45)-(2.4.50) denklemlerinden

R̄(X, Y )Z = R(X, Y )Z + Ahl(X,Z)Y − Ahl(Y,Z)X + Ahs(X,Z)Y

−Ahs(Y,Z)X + (∇Xh
l)(Y, Z)− (∇Y h

l)(X,Z) (2.4.51)

+Dl(X, hs(Y, Z))−Dl(Y, hs(X,Z)) + (∇Xh
s)(Y, Z)

−(∇Y h
s)(X,Z) +Ds(X, hl(Y, Z))−Ds(Y, hl(X,Z))
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R̄(X, Y )N = Rl(X, Y )N + hl(Y,ANX)− hl(X,ANY ) +Dl(X,Ds(Y,N))

−Dl(Y,Ds(X,N)) + (∇YA)(N,X)− (∇XA)(N, Y ) (2.4.52)

+ADs(X,N)Y − ADs(Y,N)X + (∇XD
s)(Y,N)

−(∇YD
s)(X,N) + hs(Y,ANX)− hs(X,∇NY )

R̄(X, Y )W = Rs(X, Y )W + hs(Y,AWX)− hs(X,AWY ) +Ds(X,Dl(Y,W ))

−Ds(Y,Dl(X,W )) + (∇YA)(W,X)− (∇XA)(W,Y ) (2.4.53)

+ADl(X,W )Y − ADl(Y,W )X + (∇XD
l)(Y,W )

−(∇YD
l)(X,W ) + hl(Y,AWX)− hl(X,∇WY )

elde edilir [12].

2.5.Sasakiyan Manifoldlar

Tanım 2.5.1.[11, 16] M̄ (2m+1)− boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold

olsun. M̄ üzerinde, (1, 1) mertebeli tensör alanı φ, 1− form η ve bir vektör

alanı V var ve as.aḡıdaki s.artlar saḡlanıyorsa M̄ ye hemen hemen kontakt

manifold ve (φ, η, V ) ye de hemen hemen kontakt yapı denir.

φ2X = −X + η(X)V (2.5.1)

η(V ) = 1. (2.5.2)

Önerme 2.5.1.[11] M̄ hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda,

M̄ üzerindeki (φ, η, V ) hemen hemen kontakt yapısı ic.in

φV = 0 (2.5.3)
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η(φX) = 0 (2.5.4)

rankφ = 2n (2.5.5)

dır.

Lemma 2.5.1.[8] M̄ bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda

M̄ üzerinde bir h Riemann metrik tensör alanı vardır öyleki ∀X ∈ χ(M)

ic.in h(X, V ) = η(X) dır.

Önerme 2.5.2.[8] M̄ hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda

M̄ üzerinde bir g Riemann metriḡi vardır öyleki

η(X) = g(X, V ) (2.5.6)

g(φX, φY ) = g(X, Y )− η(X)η(Y ) (2.5.7)

g(φX, Y ) + g(X,φY ) = 0 (2.5.8)

dır.

Tanım 2.5.2.[41] M̄ hemen hemen kontakt manifold olsun. Eḡer M̄ üzerinde

Önerme 2.5.2’de verilen ḡ Riemann metriḡi varsa, (φ, V, η) hemen hemen kon-

takt yapısına ḡ, Riemann metriḡi ile birles.en bir hemen hemen kontakt metrik

yapıdır denir. (M̄, ḡ, φ, V, η) bes.lisine de hemen hemen kontakt metrik mani-

fold adı verilir.

Tanım 2.5.3.[8] M̄ , (2n + 1) boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eḡer

M̄ üzerinde

ηΛ(dη)n 6= 0

olacak s.ekilde, global olarak tanımlı η, 1− formu varsa M̄ manifolduna kon-

takt manifold denir. Burada n, n. mertebeden dıs. kuvveti gösterir. η’ya M̄

manifoldunun kontakt formu denir.
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Teorem 2.5.1.[41] M̄ , (2n + 1) boyutlu ve η kontakt yapılı bir manifold

olsun. Bu durumda M̄ üzerinde

ḡ(X,φY ) = dη(X, Y ) (2.5.9)

olacak s.ekilde (φ, V, η, g) hemen hemen kontakt metrik yapısı vardır.

Tanım 2.5.4.[41] M̄ , (2n + 1) boyutlu ve η kontakt yapılı bir manifold

olsun. η kontakt formunda ins.a edilmis. hemen hemen bir kontakt metrik

yapıya kontakt metrik yapı, manifolda da kontakt metrik manifold denir.

Önerme 2.5.3.[11] M̄ hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda

(φ, V, η) hemen hemen kontakt yapısının normal olması ic.in gerek ve yeter

s.art

Nφ(X, Y ) + 2dη(X, Y )ξ = 0 (2.5.10)

olmasıdır, burada Nφ Nijenhuis tensör alanıdır.

Lemma 2.5.2.[41] N (2) = 0 ve Φ = dη olması durumunda, M̄ mani-

foldunun (φ, V, η, ḡ) kontakt metrik yapısı ic.in

2g((∇Xφ)Y, Z) = g(N (1)(Y, Z), φX) + 2dη(φY,X)η(Z)− 2dη(φZ,X)η(Y )

ve

∇V φ = 0

dır.

Tanım 2.5.5. [41] M̄ , (2n+1)boyutlu, (φ, V, η, ḡ) kontakt metrik yapılı

kontakt metrik manifold olsun. V vektör alanı ḡ’ye göre Killing vektör alanı

ise M̄ üzerindeki kontakt yapıya K-kontakt yapı ve M̄ ’ ye de K-kontakt

manifold denir. Bir Z vektör alanının Killing vektör alanı

(LZ ḡ)(X, Y ) = ḡ(∇XZ, Y ) + ḡ(X,∇YZ) (2.5.11)

37



ile tanımlandıḡından, V vektör alanının, ḡ’ye göre Killing vektör alanı ol-

ması

(LV ḡ)(X, Y ) = LV ḡ(X, Y )− ḡ(LVX, Y )− ḡ(X,LV Y )

(LV ḡ)(X, Y ) = V ḡ(X, Y )− ḡ([V,X], Y )− ḡ(X, [V, Y ])

ile ifade edilir.

Tanım 2.5.6.[40] M̄ , (2n+1) boyutlu, (φ, V, η, ḡ) kontakt metrik yapılı

kontakt metrik manifold olsun. Eḡer M̄ nin kontakt metrik yapısı normal

ise M̄ ye Sasakian yapıya sahip ( yada normal kontakt metrik yapıya) ve M

manifoldunada Sasakian manifold (yada normal kontakt metrik manifold)

denir.

Teorem 2.5.3. [40] M̄ hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu

durumda M̄ manifoldunun Sasakiyan olması ic.in gerek ve yeter s.art

∇̄XV = −φX (2.5.12)

(∇̄Xφ)Y = g(X, Y )V − η(Y )X (2.5.13)

dır.

Tanım 2.5.7.[42] M̄ Sasakiyan manifold olsun. ∀x ∈ M̄ ic.in TxM̄ tanjant

uzayında ξ’ye dik bir X birim vektörü {X,φX} ortonormal olacak s.ekilde

var ise {X,φX} düzlemine TxM̄ ’nin φ-kesiti denir ve M̄ ’nin φ kesit eḡriliḡi

K(X,φX) = g(R(X,φX)φX,X) (2.5.14)
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ile tanımlanır.

Tanım 2.5.8. M̄ Sasakiyan manifold olsun. M̄ ’nin φ-kesit eḡriliḡi sabit= c

ise M̄ ’ye Sasakiyan uzay form olarak adlandırılır ve ¯M(c) ile gösterilir.

Teorem 2.5.4. [39] ¯M(c) Sasakiyan uzay formunun R eḡrilik tensörü,

∀X, Y, Z ∈ Γ(M̄) ic.in

R̄(X, Y )Z =
(c+ 3)

4
{ḡ(Y, Z)X − ḡ(X,Z)Y }+

(c− 1)

4
{εη(X)η(Z)Y

−εη(Y )η(Z)X + ḡ(X,Z)η(Y )V − ḡ(Y, Z)η(X)V

+ḡ(φY, Z)φX + ḡ(φZ,X)φY − 2ḡ(φX, Y )φZ} (2.5.15)

1990 yılında Duggal, hemen hemen kontakt manifoldlar üzerinde semi-

Riemann metrik durumunu gözönüne aldı ve Tanım 2.5.1 yerine as.aḡıdaki

tanımı sundu.

Tanım 2.5.9.[11] (M, g), 2n+1 boyutlu semi-Riemann manifold olsun. M

üzerinde (1, 1) mertebeli φ tensör alanı, η 1-formu ve V vektör alanı var

öyleki

φ2 = −I + η ⊗ V, η(V ) = 1 (2.5.16)

g(V, V ) = ε, g(φX, φY ) = g(X, Y )− εη(X)η(Y ) (2.5.17)

s.artları saḡlanıyorsa (M, g) ye ε-hemen hemen kontakt metrik manifold denir.

Burada V , vektör alanının spacelike veya timelike durumuna göre ε = 1 veya

ε = −1 dır.

Bu s.ekilde tanımlanan bir kontakt yapı, Riemann durumdakinin tersine,

(2.5.17) ifadesini saḡlayan non-dejenere metriḡi garanti etmez. Bu durumun
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Semi-Riemann versiyonu Duggal tarafından as.aḡıdaki gibi verildi.

Teorem 2.5.5.[11] (φ, η, V ) hemen hemen kontakt yapı ve ḡ, semi-Riemann

manifold üzerinde bir metrik öyleki V null olmayan vektör alanı olsun. Bu

durumda M üzerinde (2.5.17) s.artını saḡlayan (1, 2) mertebeli simetrik g

tensör alanı vardır.

Bununla birlikte bir Lorentz metriḡinin varlıḡı garanti edilmektedir. Yani

Teorem 2.5.5 de verilen s.artlar altında M üzerinde (2.5.17) ifadesini saḡlayan

bir Lorentz metrik her zaman vardır.

M , semi-Riemann manifold olsun. Eḡer ε = 1 ve indexM = 2r ise M ye

spacelike hemen hemen kontakt metrik manifold ve ε = −1 ve indexM = 2r+

1 ise M ye timelike hemen hemen kontakt metrik manifold adı verilir [11].

Diḡer taraftan tamamen Riemann durumundaki temel 2-form ve normallik

s.artı gözönüne alınarak as.aḡıdaki kavramlar tanımlanmaktadır.

Bir (φ, η, V, g) ε-hemen hemen kontakt metrik yapı ic.in Φ = dη ise

(φ, η, V, g) yapısına ε-kontakt yapı ve (M,φ, η, V, g) bes.lisine ε-kontakt mani-

fold denir. Üstelik eḡer M normal ise M ye belirsiz Sasakiyan manifold adı

verilir.

Teorem 2.5.6.[11] Bir ε-hemen hemen kontakt metrik manifoldun belirsiz

Sasakiyan manifoldu olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(TM) ic.in

(∇Xφ)Y = g(X, Y )V − εη(Y )X

s.artının saḡlanmasıdır. Bu ifade de Y yerine V yazılırsa

∇XV = −εφX

elde edilir [11].
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Diḡer taraftan ε-Sasakiyan manifoldların sabit eḡrilikli olması durumunda

eḡrilik tensörü Kumar, Rani ve Nagaich tarafından elde edildi. Buna göre bir

ε-Sasakiyan manifold sabit c eḡrilikli ise eḡrilik tensörü ∀X, Y, Z,W ∈ Γ(TM)

ic.in

R̄(X, Y, Z,W ) =
(c+ 3ε)

4
{g(Y, Z)g(X,W )− g(X,Z)g(Y,W )}

+
(c− ε)

4
{η(X)η(Z)g(Y,W )− η(Y )η(Z)g(X,W )

+η(Y )η(W )g(X,Z)− η(X)η(W )g(Y, Z)

+g(φY, Z)g(φX,W )− g(φX,Z)g(φY,W )

+2g(X,φY )g(φZ,W )}

olur [26].

S. imdi, bu tezde vereceḡimiz örnekler ic.in kullanacaḡımız hemen hemen

kontakt metrik yapıyı verelim. Daha ac.ık olarak R2m+1
q ’da bir kontakt yapı

η =
1

2
(dz −

m∑
i=1

yidxi), V = 2∂ z

ḡ = η ⊗ η +
1

4
(−

q
2∑
i=1

dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi +
m∑

i=q+1

dxi ⊗ dxi + dyi ⊗ dyi)

φo(
m∑
i=1

(Xi∂ x
i + Yi ∂ y

i) + Z ∂ z) =
m∑
i=1

(Yi∂ x
i −Xi ∂ y

i) +
m∑
i=1

Yiy
i ∂ z

ile verilir. Burada (xi; yi; z) kartezyen koordinatlardır.
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3.SASAKİYAN MANİFOLDLARIN TRANSVERSAL

LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI

Bu bölüm üc. altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde radikal transver-

sal lightlike altmanifold tanımlanmakta, örnekler ve karakterizasyonlar ve-

rilmektedir. İkinci altbölümde tamamen kontakt umbilik radikal transver-

sal lightlike altmanifold ic.in gerekli cebirsel yapılar verilmektedir. Üc.üncü

altbölümde transversal lightlike altmanifoldlar tanımlanmakta, örnekler ve-

rilmekte ve distribüsyonların integrallenebilirliḡi incelenmektedir.

3.1.Radikal Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altbölümde, radikal transversal lightlike altmanifoldların tanımı, distribüs-

yonların integrallenebilme s.artları ve örnekler verilmektedir. Ayrıca indirgen-

mis. konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.artlar in-

celenmektedir. [9]’dan biliyoruz ki eḡer yapı vektör alanı V , tanjant demete

ait ise bu durumda V , ekran distribüsyona aittir.

Tanım 3.1.1. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ḡ) bir belirsiz Sasakiyan mani-

folduna immersed ve yapı vektör alanı V ’ye teḡet olan lightlike altmani-

fold olsun. Eḡer as.aḡıdaki s.artlar saḡlanıyorsa lightlike altmanifolda radikal

transversal lightlike altmanifold denir.

φ(RadTM) = ltr (TM) (3.1.1)

φ(S(TM)) = S (TM) (3.1.2)

Bu tezde V vektör alanı spacelike bir vektör alanı olarak kabul edile-

cektir. Eḡer yapı vektör alanı timelike ise benzer sonuc.lar elde edilebilir.
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Ancak yapı vektör alanı lightlike deḡildir [11]. Bu kabullerimize göre bir

indefinite Sasakiyan manifoldun eḡrilik tensörü, normallik s.artı tamamen

Riemann durumundaki gibi olur.

Örnek 1. R9
2 semi-öklidyen uzayın

x1 = y2, x2 = y1, x3 = −y4, x4 = y3

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gözönüne alalım. Böylece M ’deki

bir nokta

P = (x1, x2, x3, x4, x2, x1, x4,−x3, z)

dır. Bu durumda tanjant demet

Z1 = 2(∂ x1 + ∂ y2 + y1∂ z)

Z2 = 2(∂ x2 + ∂ y1 + y2∂ z)

Z3 = 2(∂ x3 − ∂ y4 + y3∂ z)

Z4 = 2(∂ x4 + ∂ y3 + y4∂ z)

Z5 = V = 2∂ z

ile gerilir. Bu durumda M , 2-lightlike altmanifolddur öyleki RadTM =

span{Z1, Z2}. Lightlike transversal demet ltr(TM)

N1 = (−∂ x1 + ∂ y2 − y1∂ z), N2 = (∂ x2 − ∂ y1 + y2∂ z).

ile gerilir. Buradan kolayca görülürki φZ1 = 1
2
N2, φZ2 = −1

2
N1, yani

φRadTM = ltr(TM). Benzer s.ekilde φZ3 = −Z4 elde edilir. Buradanda

S(TM) = span{Z3, Z4} distribüsyonunun invaryant olduḡu görülür. Sonuc.
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olarak, M bir 2-lightlike radikal transversal altmanifolddur.

Örnek 2. M , R9
4 semi-Riemann manifoldun θ ∈ R− {k π

4
} ic.in

x1 = u1, x2 = u2 sin θ, x3 = u3, x4 = −u4 cos θ

y1 = u3, y2 = −u4 sin θ, y3 = u1, y4 = −u2 cos θ.

ile verilen altmanifoldu olsun. M ’de bir nokta

P = (u1, u2 sin θ, u3,−u4 cos θ, u3,−u4 sin θ, u1,−u2 cos θ, z)

dır. M altmanifoldunun tanjant demeti

Z1 = 2(∂ x1 + ∂ y3 + y1∂ z),

Z2 = 2(sin θ∂ x2 − cos θ∂ y4 + sin θy2∂ z)

Z3 = 2(∂ x3 + ∂ y1 + y3∂ z)

Z4 = 2(− cos θ∂ x4 − sin θ∂ y2 − cos θy4∂ z)

Z5 = V = 2∂ z.

ile gerilir. Bu durumda M 2-lightlike altmanifolddur öyleki RadTM =

span{Z1, Z3}. Lightlike transversal demet ltr(TM)

N1 = (−∂ x1 + ∂ y3 − y1∂ z), N3 = (∂ x3 − ∂ y1 + y3∂ z).

ile gerilir. Kolayca görülür ki φZ1 = 1
2
N3, φZ3 = −1

2
N1, yani φRadTM =

ltr(TM). Benzer s.ekilde φZ2 = Z4 elde edilir. Buradanda S(TM) =

span{Z2, Z4} distribüsyonunun invaryant olduḡu görülür. Sonuc. olarak, M
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radikal transversal 2-lightlike altmanifolddur.

Önerme 3.1.1. M̄ bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda, M̄

manifoldunun 1-lightlike radikal transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

İspat. Kabul edelim ki M , 1-lightlike olsun. Bu durumda RadTM =

span{ξ} ve ltr(TM) = span{N}dır. Böylece (2.5.7)den

ḡ(φξ, ξ) = ḡ(φ2ξ, φξ) + η(φξ)η(ξ)

olur.(2.5.1) kullanılırsa

ḡ(φξ, ξ) = ḡ(−ξ + η(ξ)V, φξ)

elde edilir. Buradan

ḡ(φξ, ξ) = −ḡ(ξ, φξ)

dır. Böylece

ḡ(φξ, ξ) = 0 (3.1.3)

elde edilir. Diḡer taraftan, (3.1.1) den φξ = N ∈ Γ(ltr(TM)) olur. Buradan

g(φξ, ξ) = g(N, ξ) = 1 elde edilir. Bu ise (3.1.3) ile c.elis.ir. Buradan ispat

tamamlanır.

As.aḡıdaki önerme Tanım. 3.1.1 den kolayca görülür.

Önerme 3.1.2. M̄ belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda M̄

manifoldunun izotropik yada tamamen lightlike radikal transversal lightlike

altmanifoldu yoktur.
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M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Eḡer S(TM) 6= 0 ise M ye proper radikal

transversal lightlike altmanifoldu denir. Tanım 3.1.1 ve Önerme 3.1.1 den

as.aḡıdaki özellikler kolayca elde edilir:

1) boy(RadTM) ≥ 2

2) boy(S(TM)) = 2s, s > 1

3) 5−boyutlu radikal transversal lightlike altmanifold 2−lightlikedır.

Teorem 3.1.1. M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun

radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM⊥) dist-

ribüsyonu invaryanttır.

İspat. W ∈ Γ(S(TM⊥)) ve ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in (2.5.7) den

ḡ(φW, ξ) = ḡ(φ2W,φξ) + η(φW )η(ξ)

elde edilir. Buradan (2.5.1) ve (2.5.4)

g(φW, ξ) = −g(W,φξ) = 0 (3.1.4)

dır. Bu ise φW vektör alanının ltr(TM) de biles.eni olmadıḡını gösterir.

Benzer s.ekilde N ∈ Γ(ltr(TM)) ic.in

g(φW,N) = −g(W,φN) = 0 (3.1.5)

olur. Buradan da φW vektör alanın Rad(TM) de biles.eni olmadıḡı sonu-

cuna ulas.ırız. X ∈ Γ(S(TM)) ic.in (2.5.7), (2.5.1) ve (2.5.4) den

g(φW,X) = −g(W,φX) = 0 (3.1.6)
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yani φW vektör alanının S(TM) de de biles.eni yoktur. Böylece ispat (3.1.4),

(3.1.5) ve (3.1.6) dan elde edilir.

M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. RadTM ve S(TM) üzerindeki projeksion

dönüs.ümler sırasıyla Q ve T olmak üzere, ∀X ∈ Γ(TM) ic.in

X = TX +QX (3.1.7)

olacak s.ekilde yazılır. Burada TX ∈ Γ(S(TM)), QX ∈ Γ(RadTM) dir.

(3.1.7) ifadesine φ uygulanırsa

φX = φTX + φQX (3.1.8)

olur. Burada φTX = SX ve φQX = LX yazılırsa (3.1.8) as.aḡıdaki gibi

φX = SX + LX (3.1.9)

elde edilir burada SX ∈ Γ(S(TM)) ve LX ∈ Γ(ltrTM) dir.

M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. (2.5.13) den ∀X, Y ∈ Γ(TM) ic.in

∇̄XφY − φ∇̄XY = g(X, Y )V − η(Y )X

olur. Burada (3.1.9),(2.4.21) ve (2.4.24) kullanılırsa

g(X, Y )V − η(Y )X = ∇XSY + hl(X,SY ) + hs(X,SY )− ALYX

+∇l
XLY +Ds(X,LY )− S∇XY − L∇XY

−φhl(X, Y )− φhs(X, Y ).
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elde edilir. Bu denklemin teḡet, ekran transversal ve lightlike transversal

biles.enleri ayrı ayrı yazılırsa

(∇XS)Y = ALYX + φhl(X, Y ) + g(X, Y )V − η(Y )X (3.1.10)

hl(X,SY ) +∇l
XLY − L∇XY = 0 (3.1.11)

hs(X,SY ) +Ds(X,LY )− φhs(X, Y ) = 0 (3.1.12)

elde edilir.

Lightlike altmanifoldların indirgenmis. konneksiyonu metrik konneksiyon

deḡildir. S. imdi indirgenmis. konneksiyonunun metrik konneksiyon olması

ic.in gerek ve yeter s.artları verelim.

Teorem 3.1.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ∇ indirdenmis. konneksiyo-

nunun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art X ∈ Γ(TM),

Y ∈ Γ(RadTM) ic.in AφYX vektör alanının S(TM) de biles.eninin olma-

masıdır.

İspat. Kabul edelim ki ∇ metrik konneksiyon olsun. Bu durumda Teo-

rem 2.4.4’den X ∈ Γ(TM) ve Y ∈ Γ(RadTM) ic.in ∇XY ∈ Γ(RadTM) dir.

Buradan Z ∈ Γ(S(TM)) ic.in (2.4.21)den

g(∇XY, Z) = ḡ(∇̄XY − hl(X, Y )− hs(X, Y ), Z)

olur. Buradan

0 = ḡ(∇̄XY, Z).

elde edilir. Diḡer taraftan (2.5.7) kullanılırsa

g(φ∇̄XY, φZ) + η(∇̄XY )η(Z) = 0
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olur. (2.4.21) den η(∇̄XY ) = 0 elde edilir. Buradan

g(−(∇̄Xφ)Y + ∇̄XφY, φZ) = 0.

dır. (2.5.14) kullanılırsa

ḡ(−g(X, Y )V + η(Y )X + ∇̄XφY, φZ) = 0

elde edilir. Buradan

ḡ(∇̄XφY, φZ) = 0

olur. (2.4.24) kullanılırsa

ḡ(−AφYX +∇l
XφY +Ds(X,φY ), φZ) = 0

dir. Böylece

g(AφYX,φZ) = 0

dır. Yani AφYX vektör alanının S(TM) distribüsyonunda biles.eni yoktur.

Tersine AφYX, S(TM) de biles.eni olmadıḡını kabul edelim. Yani

g(AφYX,Z) = 0 olsun. Bu ifade de (2.4.24) kullanılırsa

g(−∇̄XφY +∇l
XφY +Ds(X,φY ), Z) = 0

olur. Buradan

g(∇̄XφY, Z) = 0

dır. Böylece

g((∇̄Xφ)Y + φ∇̄XY, Z) = 0
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olur. (2.5.13) ve (2.4.21) den

g(g(X, Y )V − η(Y )X + φ∇XY + φhl(X, Y ) + φhs(X, Y ), Z) = 0

elde edilir. Buradan

g(φ∇XY, Z) = 0

dır. (2.5.7) den

g(φ2∇XY, φZ) + η(φ∇XY )η(Z) = 0

olur. Burada (2.5.1) ve (2.5.4) kullanılırsa

g(∇XY, φZ) = 0

elde edilir. Buradan ∇XY ∈ Γ(Rad(TM))dir.

S. imdi, radikal transversal lightlike altmanifoldların tanımı doḡrultusunda

distribüsyonların integrallenebilme s.artlarını inceleyelim.

Teorem 3.1.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM) distribüsyonunun integral-

lenebilmesi ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) ic.in

hl(X,SY ) = hl(Y, SX)

dir.

İspat. X, Y ∈ Γ(S(TM)) ic.in (3.1.11) de X ve Y nin rolleri deḡis.tirilirse

hl(Y, SX) +∇l
YLX − L∇YX = 0. (3.1.13)
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elde edilir. Böylece (3.1.11) ve (3.1.13) den

hl(X,SY )− hl(Y, SX) = L[X, Y ]. (3.1.14)

elde edilir. İspat (3.1.14) den görülür.

Teorem 3.1.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribüsyonunun integral-

lenebilmesi ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(RadTM) ic.in

ALXY = ALYX

dir.

İspat. X, Y ∈ Γ(RadTM) ic.in ( 3.1.10) dan

(∇XS)Y = ALYX + φhl(X, Y )

olur. Buradan

−S∇XY = ALYX + φhl(X, Y ). (3.1.15)

olur. (3.1.15) den X ve Y nin rolleri deḡis.tirilirse

−S∇YX = ALXY + φhl(Y,X). (3.1.16)

denklemi elde edilir. Buradan (3.1.15) ve (3.1.16) taraf tarafa c.ıkartılırsa

S∇XY − S∇YX = ALXY − ALYX + φhl(Y,X)− φhl(X, Y ).

elde edilir. hl simetrik olduḡundan dolayı

S[X, Y ] = ALXY − ALYX
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olur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.1.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribüsyonun M üzerinde

tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art X, Y ∈

Γ(RadTM), Z ∈ Γ (S(TM)) ic.in

ḡ(φY,X)η(Z) = −g(AφYX,φZ)

olmasıdır.

İspat. RadTM distribüsyonun tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması

ic.in gerek ve yeter s.art X, Y ∈ Γ(RadTM), Z ∈ Γ (S(TM)) ic.in

g(∇XY, Z) = 0

olmasıdır. Buradan (2.4.21) kullanılırsa

g(∇XY, Z) = ḡ(∇̄XY, Z)

olur. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan

g(∇XY, Z) = Xḡ(Y, Z)− ḡ(Y, ∇̄XZ)

ulas.ılır. Buradan

g(∇XY, Z) = −ḡ(Y, ∇̄XZ)

dir. Burada (2.5.7) denklemi kullanılırsa

g(∇XY, Z) = −ḡ(φY, φ∇̄XZ)− η(Y )η(∇̄XZ)

elde edilir. Buradan

g(∇XY, Z) = −ḡ(φY, φ∇̄XZ).
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Böylece

g(∇XY, Z) = −ḡ(φY,−(∇̄Xφ)Z + ∇̄XφZ)

olur. (2.5.13) den

g(∇XY, Z) = −ḡ(φY,−g(X,Z)V + η(Z)X + ∇̄XφZ)

dir. Böylece

g(∇XY, Z) = −ḡ(φY,X)η(Z)− ḡ(φY, ∇̄XφZ)

elde edilir. Burada (2.4.21) kullanılırsa

g(∇XY, Z) = −g(φY,X)η(Z)− g(φY,∇XφZ)

olur. (2.4.39) dan

g(∇XY, Z) = −g(φY,X)η(Z)− g(φY, h∗(X,φZ))

dır. (2.4.42) den de

g(∇XY, Z) = −g(φY,X)η(Z)− g(AφYX,φZ)

elde edilir. Böylece ispat biter.

Teorem 3.1.6. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ekran distribüsyonunun M

üzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art

X, Y ∈ Γ(S(TM)), N ∈ Γ (ltr(TM)) ic.in A∗φNX in (S(TM)) de biles.eni

yoktur.
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İspat. (S(TM)) distribüsyonun tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması

ic.in gerek ve yeter s.art X, Y ∈ Γ(S(TM)), N ∈ Γ (ltr(TM)) ic.in

g(∇XY,N) = 0

olmasıdır. (2.4.21) kullanılırsa

g(∇XY,N) = g(∇̄XY,N)

elde edilir. (2.5.7) den

g(∇̄XY,N) = ḡ(−(∇̄Xφ)Y + ∇̄XφY, φN)

elde edilir. (2.5.13) kullanılırsa

g(∇̄XY,N) = g(∇̄XφY, φN)

olur. Böylece (2.4.21) den

g(∇̄XY,N) = g(hl(X,φY ), φN)

dır. (2.4.41) den de

g(∇̄XY,N) = g(A∗φNX,φY ) (3.1.17)

elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar.

Sonuc. 3.1.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M1 ×M2

c.arpım manifoldu olması ic.in gerek ve yeter s.art (3.1.17) ve X, Y ∈ Γ(TM),

Z ∈ Γ(S(TM)) ic.in

ḡ(φY,X)η(Z) = −g(AφYX,φZ)

s.artlarının saḡlanmasıdır, burada M1, radikal distribüsyonun ve M2 ekran

distribüsyonunun integral manifoldlarıdır.
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3.2.Tamamen Kontakt Umbilikal Radikal Transversal

Lightlike Altmanifoldlar

Bu altbölümde tamamen kontakt umbilik radikal transversal lightlike alt-

manifoldları inceleyeceḡiz. Bir belirsiz Sasakiyan manifoldunun karekteris-

tik vektör alanı, altmanifoldun tanjant demetine ait ve altmanifold tamamen

umbilik ise bu durumda [16]’ten biliyoruz ki altmanifold invaryant altmani-

fold olmak zorundadır. [16]’da yazarlar, tamamen kontakt umbilik altmani-

fold tanımını as.aḡıdaki gibi sundular.

Tanım 3.2.1.M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun

lightlike altmanifoldu olsun. Eḡer, X, Y ∈ Γ(TM) ic.in

hl(X, Y ) = [g(X, Y )− η(X)η(Y )]αL

+ η(X)hl(Y, V ) + η(Y )hl(X, V ) (3.2.1)

hs(X, Y ) = [g(X, Y )− η(X)η(Y )]αS

+ η(X)hs(Y, V ) + η(Y )hs(X, V ), (3.2.2)

ise M ye tamamen kontakt umbilik lightlike altmanifold denir, burada αS ∈

Γ(S(TM⊥)) ve αL ∈ Γ(ltr(TM)) dır.

Teorem 3.2.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, αL = 0

olması ic.in gerek ve yeter s.art S(TM) distribüsyonunun integrallenebilir

olmasıdır.
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İspat. ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) ve N ∈ Γ(ltrTM) ic.in

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(∇̄XY,N)− ḡ(∇̄YX,N) (3.2.3)

olur. (3.2.3) de (2.5.7) ve (2.5.13) kullanılırsa, sırasıyla,

ḡ(∇̄XY,N) = ḡ(∇̄XφY, φN)

ḡ(∇̄YX,N) = ḡ(∇̄Y φX, φN) (3.2.4)

elde edilir. (3.2.4) denklemleri (3.2.3) de yazılır ve (2.4.21) kullanılırsa

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(hl(X,φY ), φN)− ḡ(hl(Y, φX), φN) (3.2.5)

dır. Buradan (3.2.1), (2.4.21) ve (2.5.12) kullanılırsa

hl(X,φY ) = g(X,φY )αL (3.2.6)

hl(Y, φX) = g(Y, φX)αL (3.2.7)

olur. (3.2.5) de (3.2.6), (3.2.7) yazılır ve gerekli is.lemler yapılırsa

ḡ([X, Y ], N) = 2g(Y, φX)g(αL, φN) (3.2.8)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanır.

Teorem 3.2.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,αL = 0

olması gerek ve yeter s.art X, Y ∈ Γ(S(TM) − {V }) ic.in h∗(X,φY ) = 0

olmasıdır.

İspat. (2.5.13) den,

∇̄XφY − φ∇̄XY = g(X, Y )V
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olur. (2.4.21) ve (3.1.9) dan

g(X, Y )V = ∇XφY + hl(X,φY ) + hs(X,φY )

−S∇XY − L∇XY − φhl(X, Y )− φhs(X, Y )

elde edilir. Buradan da

g(∇XφY, φξ)− g(φhl(X, Y ), φξ) = 0.

bulunur. (2.4.39) ve (2.5.7) den

g(h∗(X,φY ), φξ)− g(hl(X, Y ), ξ) = 0

olur. Böylece (3.2.1) den

g(h∗(X,φY ), φξ) = g(X, Y )g(αL, ξ),

elde edilir.

Teorem 3.2.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ∇

indirdenmis. konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter

s.art X ∈ Γ(TM) ve ξ ∈ Γ(RadTM) olmak üzere

AφξX = −η(X)ξ

dir.

İspat. (2.5.13) den

∇̄Xφξ − φ∇̄Xξ = 0
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olur. (2.4.21) ve (2.4.24) den

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = φ(∇Xξ + hl(X, ξ) + hs(X, ξ))

elde edilir.(3.2.1) ve (3.2.2) den

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = φ∇Xξ + η(X)φhl(ξ, V ) + η(X)φhs(ξ, V )

dır. (3.1.9) kullanılırsa

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = S∇Xξ + L∇Xξ + η(X)φhl(ξ, V )

+η(X)φhs(ξ, V )

bulunur. Bu denklemin tanjant kısımları alınırsa

−AφξX = S∇Xξ + η(X)φhl(ξ, V ) (3.2.9)

dır. Diḡer taraftan, (2.5.12) ve (2.4.21) den

hl(ξ, V ) = −φξ. (3.2.10)

olur.(3.2.9) da (3.2.10) yazılır ve (2.5.1)kullanılırsa

S∇Xξ = −AφξX − η(X)ξ (3.2.11)

elde edilir. Böylece ∇Xξ ∈ Γ(RadTM) olması ic.in gerek ve yeter s.art

AφξX = −η(X)ξ dır.

Teorem 3.2.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal

distribüsyonun paralel olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀ξ1, ξ2 ∈ Γ(RadTM)

ic.in Aφξ2ξ1 = 0 dır.
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İspat. (2.5.13) den

∇̄ξ1φξ2 − φ∇̄ξ1ξ2 = 0

olur. (2.4.21) ve (2.4.24) denklemlerinden

−Aφξ2ξ1 +∇l
ξ1
φξ2 +Ds(ξ1, φξ2) = φ∇ξ1ξ2 + φhl(ξ1, ξ2) + φhs(ξ1, ξ2)

dir. (3.2.1) ve (3.2.2)den

−Aφξ2ξ1 +∇l
ξ1
φξ2 +Ds(ξ1, φξ2) = φ∇ξ1ξ2

olur. Böylece (3.1.9) ve teḡet biles.enler gözönüne alınırsa

−Aφξ2ξ1 = S∇ξ1ξ2,

elde edilir.

Lemma 3.2.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, αS = 0

dır.

İspat. (2.5.13) denkleminden X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

∇̄XφX − φ∇̄XX = g(X,X)V

olur. (2.4.21) ve (3.1.9)dan

g(X,X)V = ∇XφX + hl(X,φX) + hs(X,φX)− S∇XX − L∇XX

−φhl(X,X)− φhs(X,X)

elde edilir. Burada denklemin ekran transversal biles.enleri gözönüne alınırsa

denklemin ifadesi

hs(X,φX) = φhs(X,X) (3.2.12)
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dir. W ∈ Γ(S(TM⊥)) ic.in (3.2.12) de (3.2.2)kullanılırsa

g(X,X)g(αS, φW ) = 0

elde edilir. (S(TM)) non-dejenere olduḡundan αS = 0 dır. Buradan ispat

tamamlanır.

Bu kısımda, belirsiz Sasakiyan uzay formun radikal transversal light-

like altmanifoldlarının varlıḡı yokluḡu kontrol edilecektir. Bunun ic.in bazı

hazırlık lemmalar verelim.

Lemma 3.2.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈

Γ(S(TM)− {V }) ve ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in

hl(∇XφX, ξ) = −g(∇XφX, V )φξ (3.2.13)

dır.

İspat. (2.4.21) ve (2.5.12)den

∇ξV + hl(ξ, V ) + hs(ξ, V ) = −φξ.

Buradan

hl(ξ, V ) = −φξ. (3.2.14)

Diḡer taraftan, (3.2.1) den

hl(∇XφX, ξ) = g(∇XφX, V )hl(ξ, V )
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elde edilir. Böylece üstteki denklemde (3.2.14) kullanılırsa, (3.2.13) elde

edilir.

Lemma 3.2.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(∇XφX, V ) = g(φX, φX) (3.2.15)

İspat. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan

ḡ(∇̄XφX, V ) + ḡ(φX, ∇̄XV ) = 0.

Burada, (2.4.21) ve (2.5.12) kullanılırsa

g(∇XφX, V )− g(φX, φX) = 0.

olur.

Lemma 3.2.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈

Γ(S(TM)− {V }) ic.in

hl(φX, V ) = 0. (3.2.16)

İspat. (2.4.21)den,

∇̄φXV = ∇φXV + hl(φX, V ) + hs(φX, V )

elde edilir. Üstteki denklemde (2.5.1) ve (2.5.12) kullanılırsa, ispat tamam-

lanır.
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Lemma 3.2.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ∀X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(∇φXX, V ) = −g(X,X) (3.2.17)

dir.

İspat. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan,

ḡ(∇̄φXX, V ) + ḡ(X, ∇̄φXV ) = 0

elde edilir. Buradan (2.4.21) ve (2.5.13)kullanılırsa

g(∇φXX, V ) + g(X,−φ2X) = 0

olur. Böylece, (2.5.1) den,

g(∇φXX, V ) + g(X,X) = 0

elde edilir.

Lemma 3.2.6. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈

Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(X,∇φXξ) = −g(hl(φX,X), ξ) (3.2.18)

dır.

İspat. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan,

ḡ(∇̄φXX, ξ) + ḡ(X, ∇̄φXξ) = 0
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olur. Buradan, (2.4.21) kulanılırsa ispat tamamlanır.

Lemma 3.2.7. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈

Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(φX,∇Xξ) = −g(hl(X,φX), ξ) (3.2.19)

dır.

İspat. ∇̄ metrik konneksion olduḡundan,

ḡ(∇̄XφX, ξ) + ḡ(φX, ∇̄Xξ) = 0

olur. Buradan, (2.4.21) kullanılırsa (3.2.19) elde edilir.

Teorem 3.2.5. M̄(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form öyleki c 6= −3 olsun.

Bu durumda M̄(c) uzayının tamamen kontakt umbilik radikal transversal

lightlike altmanifoldu yoktur.

İspat. M , M̄(c) nin tamamen kontakt umbilik radikal transversal lightlike

altmanifoldu olsun öyleki c 6= −3 dır. (2.4.51), (2.5.15) ve (2.4.45) den

∀X ∈ Γ(S(TM)− {V }), ξ, ξ′ ∈ Γ(RadTM) ic.in

1− c
2

g(φX, φX)g(φξ, ξ
′
) = ḡ((∇Xh

l)(φX, ξ), ξ
′
)

−ḡ((∇φXh
l)(X, ξ), ξ

′
) (3.2.20)

elde edilir, burada
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(∇Xh
l)(φX, ξ) = ∇l

Xh
l(φX, ξ)− hl(∇XφX, ξ)− hl(φX,∇Xξ) (3.2.21)

ve

(∇φXh
l)(X, ξ) = ∇l

φXh
l(X, ξ)− hl(∇φXX, ξ)− hl(X,∇φXξ) (3.2.22)

dır. M tamamen kontakt umbilik olduḡundan, (3.2.1) uygulanırsa

hl(φX, ξ) = 0. (3.2.23)

(3.2.1), (3.2.13), (3.2.15) ve (2.5.7) den

hl(∇XφX, ξ) = −g(X,X)φξ (3.2.24)

olur. (3.2.1) ve (3.2.16) den

hl(φX,∇Xξ) = g(φX,∇Xξ)αL (3.2.25)

bulunur. (3.2.21)de (3.2.23), (3.2.24) ve (3.2.25) kullanılırsa,

(∇Xh
l)(φX, ξ) = g(X,X)φξ − g(φX,∇Xξ)αL. (3.2.26)

Diḡer taraftan, (3.2.1) den

hl(X, ξ) = 0 (3.2.27)

dır. Bu durumda (3.2.1), (3.2.14) ve (3.2.17) kullanılırsa

hl(∇φXX, ξ) = g(X,X)φξ (3.2.28)

elde edilir. Benzer s.ekilde, (3.2.1) ve (3.2.16) dan

hl(X,∇φXξ) = g(X,∇φXξ)αL (3.2.29)
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olur. (3.2.22)de (3.2.27), (3.2.28) ve (3.2.29) kullanılırsa,

(∇φXh
l)(X, ξ) = −g(X,X)φξ − g(X,∇φXξ)αL (3.2.30)

olur. Böylece (3.2.20) de (3.2.26) ve (3.2.30) kullanılırsa,

1− c
2

g(X,X)g(φξ, ξ
′
) = 2g(X,X)g(φξ, ξ

′
) + g(X,∇φXξ)g(αL, ξ

′
)

−g(φX,∇Xξ)g(αL, ξ
′
) (3.2.31)

elde edilir. Ayrıca (3.2.18) ve (3.2.19) denklemleri kullanılırsa

1− c
2

g(X,X)g(φξ, ξ
′
) = 2g(X,X)g(φξ, ξ

′
)

+g(αL, ξ
′
)(g(hl(X,φX)− hl(φX,X), ξ)).

olur. hl simetrik olduḡundan,

1

2
(1− c)g(X,X)g(φξ, ξ

′
) = 2g(X,X)g(φξ, ξ

′
)

elde edilir. Buradanda

(3 + c)g(X,X)g(φξ, ξ
′
) = 0

olur. (S(TM)) ve (RadTM)⊕ltr(TM) non-degenerate olduḡundan, bir non-

null vektör alanı X ve g(φξ, ξ
′
) 6= 0 olacak s.ekilde sec.ebiliriz. Bu yüzden

c = −3 dir. Böylece ispat tamamlanır.

3.3.Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altbölümde, transversal lightlike altmanifoldların tanımı verilmekte, dist-

ribüsyonların geometrisi incelenmekte ve bu s.ekildeki altmanifoldlarla ilgili
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örnekler verilmektedir. Ayrıca indirgenmis. konneksiyonun metrik konnek-

siyon olması ic.in gerek ve yeter s.artlar elde edilmektedir.

Tanım 3.3.1. (M, g, S(TM), S(TM⊥)), (M̄, ḡ) bir belirsiz Sasakiyan mani-

folduna immersed ve yapı vektör alanı V ’ye teḡet olan lightlike altmanifoldu

olsun. Eḡer as.aḡıdaki s.artlar saḡlanıyorsa lightlike altmanifolda transversal

lightlike altmanifold denir.

φ(RadTM) = ltr (TM) (3.3.1)

φ(S(TM)) ⊆ (S(TM⊥)) (3.3.2)

S(TM⊥) de φS(TM) ye ortogonal tamamlayan olan altdemeti µ ile göstere-

lim.

Önerme 3.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda, µ distribüsyonu φ ye göre invaryanttır.

İspat. W ∈ Γ(µ), ξ ∈ Γ(RadTM) ve N ∈ Γ(ltrTM) ic.in 2.5.7) ve

(2.5.1)den

ḡ(φW, ξ) = ḡ(φ2W,φξ) + η(φW )η(ξ)

ḡ(φW, ξ) = −ḡ(W,φξ)

ḡ(φW, ξ) = 0 (3.3.3)

ve

ḡ(φW,N) = ḡ(φ2W,φX) + η(φW )η(N)
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ḡ(φW,N) = −ḡ(W,φN)

ḡ(φW,N) = 0 (3.3.4)

olur. S. u halde φW nin (RadTM) ve (ltrTM) de biles.enleri yoktur. Benzer

yolla, X ∈ Γ(S(TM)) ve W1 ∈ Γ(φS(TM)) ic.in

ḡ(φW,X) = −ḡ(W,φX) = 0

ḡ(φW,W1) = −ḡ(W,φW1) = 0 (3.3.5)

elde edilir. Buradan φW , (S(TM)) ve (φS(TM)) de biles.enleri yoktur.

(3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinden µ distribüsyonunun invaryant olduḡu

ortaya c.ıkar.

As.aḡıdaki iki önermenin ispatı 1. altbölümdeki sonuc.lara benzer olduḡun-

dan sadece ifadeleri sunulmaktadır.

Önerme 3.3.2. M̄ bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda, M̄

manifoldunun 1-lightlike transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

Önerme 3.3.3. M̄ belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda M̄ mani-

foldunun izotropik yada tamamen lightlike transversal lightlike altmanifoldu

yoktur.

M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike altmanifoldu

olsun. Tanım 3.3.1 ve Önerme 3.3.2 den as.aḡıdaki sonuc.lar ac.ıktır:

1) boy(RadTM) ≥ 2
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2) 3− boyutlu transversal lightlike altmanifold 2−lightlikedır.

Örnek 3. R9
2 semi-öklidyen uzayın

x1 = y2, x2 = y1, x3 = y4, x4 = y3

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gözönüne alalım. Böylece M ’deki

bir nokta

P = (x1, x2, x3, x4, x2, x1, x4, x3, z)

dir. Bu durumda tanjant demet

Z1 = 2(∂ x1 + ∂ y2 + y1∂ z)

Z2 = 2(∂ x2 + ∂ y1 + y2∂ z)

Z3 = 2(∂ x3 + ∂ y4 + y3∂ z)

Z4 = 2(∂ x4 + ∂ y3 + y4∂ z)

Z5 = V = 2∂ z.

ile gerilir. Bu durumda M , 2-liḡhtlike altmanifolddur öyleki RadTM =

span{Z1, Z2} dir. Ekran transversal demet S(TM⊥)

W1 = 2(∂ x3 − ∂ y4 + y3∂ z), W2 = 2(−∂ x4 + ∂ y3 − y4∂ z)

ile gerilir. Buradan kolayca görülürki φZ3 = −W2, φZ4 = W1 dir. Ayrıca

lightlike transversal ltr(TM)

N1 = (−∂ x1 + ∂ y2 − y1∂ z), N2 = (∂ x2 − ∂ y1 + y2∂ z)

ile gerilir. Buradan φZ1 = 1
2
N2, φZ2 = −1

2
N1 demektir. Böylece, (3.3.1) ve

(3.3.2) s.artları saḡlanır. Buradan M transversal 2-lightlike altmanifolddur.
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Örnek 4. M , R11
4 uzayının

x1 = y3, x3 = y1, x4 = y4, x5 = y5, x2 = y2 = 0

denklemi ile verilen altmanifoldu olsun. Bu durumda M de bir nokta

P = (x1, 0, x3, x4, x5, x3, 0, x1, x4, x5z)

dir. Bu durumda tanjant demet

Z1 = 2(∂ x1 + ∂ y3 + y1∂ z),

Z2 = 2(∂ x3 + ∂ y1 + y3∂ z)

Z3 = 2(∂ x4 + ∂ y4 + y4∂ z)

Z4 = 2(∂ x5 + ∂ y5 + y5∂ z)

Z5 = V = 2∂ z.

ile gerilir. Bu durumda M , 2-lightlike altmanifolddur öyleki RadTM =

span{Z1, Z2} dir. Lightlike transversal demet ltr(TM)

N1 = (−∂ x1 + ∂ y3 − y1∂ z), N2 = (∂ x3 − ∂ y1 + y3∂ z)

ile gerilir. Kolayca görülürki φZ1 = 1
2
N2, φZ2 = −1

2
N1 dir. Ayrıca, φS(TM)

W1 = 2(∂ x4 − ∂ y4 + y4∂ z), W2 = 2(∂ x5 − ∂ y5 + y5∂ z)

ile gerilir. Buradan da φZ3 = W1, φZ4 = W2 dir. Sonuc. olarak, M transversal

lightlike altmanifolddur. µ invaryant demeti

H1 = 2(∂ x2 + ∂ y2 + y2∂ z), H2 = 2(∂ x2 − ∂ y2 + y2∂ z)

ile gerilir.

69



M̄ bir belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda RadTM ve S(TM) üzerinde

projeksiyon dönüs.ümler sırasıyla Q ve T olmak üzere X ∈ Γ(TM) ic.in

X = TX +QX + η(X)V (3.3.6)

burada TX + η(X)V ∈ Γ(S(TM)), QX ∈ Γ(RadTM) dir. (3.3.6) ifadesine

φ uygulanırsa

φX = φTX + φQX (3.3.7)

Burada φTX = WX ve φQX = LX yazılarak (3.3.7) denklemi

φX = WX + LX (3.3.8)

olur. Burada WX ∈ Γ(S(TM⊥)) ve LX ∈ Γ(ltrTM) dir. Ayrıca W ∈

Γ(S(TM⊥)) ic.in

φW = BW + CW (3.3.9)

elde edilir. Burada BW ∈ Γ(S(TM)) ve CW ∈ Γ(µ) dir.

M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike altmanifoldu

olsun. Bu durumda, X, Y ∈ Γ(TM) ic.in (2.5.13) den

∇̄XφY − φ∇̄XY = g(X, Y )V − η(Y )X

olur. (3.3.8) ve (2.4.21) den

g(X, Y )V − η(Y )X = ∇̄XWY + ∇̄XLY − φ∇XY

−φhl(X, Y )− φhs(X, Y )
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bulunur. (2.4.24) ve (2.4.25) denklemlerinden

g(X, Y )V − η(Y )X = −AWY X +∇s
XWY +Dl(X,WY )− ALY X

+∇l
XLY +Ds(X,LY )−W∇XY − L∇XY

−φhl(X, Y )−Bhs(X, Y )− Chs(X, Y )

elde edilir. Buradan tanjant ve transversal biles.enleri ayrı ayrı yazılırsa

−AWYX−ALYX−φhl(X, Y )−Bhs(X, Y )−g(X, Y )V +η(Y )X = 0 (3.3.10)

∇s
XWY +Ds(X,LY )−W∇XY − Chs(X, Y ) = 0 (3.3.11)

Dl(X,WY ) +∇l
XLY − L∇XY = 0 (3.3.12)

denklemleri elde edilir.

S. imdi, transversal lightlike altmanifoldlar üzerinde distribüsyonların in-

tegrallenebilirliḡini inceleyelim.

Teorem 3.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda, RadTM distribüsyonunun integral-

lenebilmesi ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(RadTM) ic.in

Ds(X,LY ) = Ds(Y, LX)

dir.

İspat. (3.3.11) denkleminde X ve Y vektör alanlarının rolleri deḡis.tirilirse,

∇s
YWX +Ds(Y, LX)−W∇YX − Chs(Y,X) = 0. (3.3.13)
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olur. Böylece (3.3.11) ve (3.3.13)denklemlerinden

Ds(Y, LX)−Ds(X,LY ) +W (∇XY −∇YX) + Chs(X, Y )− Chs(Y,X) = 0.

elde edilir. hs simetrik olduḡundan,

W [X, Y ] = Ds(X,LY )−Ds(Y, LX). (3.3.14)

dır. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 3.3.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda, S(TM) distribüsyonunun integral-

lenebilmesi ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) ic.in

Dl(X,WY ) = Dl(Y,WX)

dır.

İspat. (3.3.12) denkleminde X ve Y vektör alanlarının rolleri deḡis.tirilirse,

Dl(X,WY ) +∇l
XLY − L∇XY = 0. (3.3.15)

olur. Buradan (3.3.12) ve (3.3.15) denklemlerinden

Dl(Y,WX)−Dl(X,WY ) + L[X, Y ] = 0 (3.3.16)

elde edilir. Böylece (3.3.16) denkleminden ispat görülür.

(3.3.14) ve (3.3.16) denklemlerinden as.aḡıdaki sonuc.lar elde edilir.
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Sonuc. 3.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda, ekran distribüsyon M üzerinde tamamen

jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM))

ic.in Dl(Y,WX) = 0 dır.

Sonuc. 3.3.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal distribüsyon M üzerinde tamamen

jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(RadTM)

ic.in Ds(X,LY ) = Chs(X, Y ) dır.

Sonuc. 3.3.1 ve Sonuc. 3.3.2’den, as.aḡıdaki sonuc. elde edilir.

Sonuc. 3.3.3. M̄ bir belirsiz sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun bir

lightlike c.arpım manifoldu olması ic.in gerek ve yeter s.art Dl(Y,WX) = 0

ve Ds(X,LY ) ∈ Γ(µ) dır.

S. imdi, ∇ konneksiyonunun bir metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve

yeter s.artları verelim.

Teorem 3.3.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda, ∇ indirgenmis. konneksiyonun metrik kon-

neksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art X ∈ Γ(TM) ve Y ∈ Γ(RadTM)

ic.in

BDs(X,φY ) = η(∇XY )V
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dır.

İspat. (2.5.13) denkleminden

∇̄XφY − φ∇̄XY = 0.

dır. Buradan (2.4.21), (2.4.24) kullanılır ve φ uygulanırsa

−φAφYX + φ∇l
XφY + φDs(X,φY ) = φ2∇XY + φ2hl(X, Y ) + φ2hs(X, Y )

olur. (2.5.1), (3.3.8) ve (3.3.9) den

−∇XY = −WAφYX − LAφYX + φ∇l
XφY +BDs(X,φY )

+CDs(X,φY )− η(∇XY )V + hl(X, Y ) + hs(X, Y ).

elde edilir. Üstteki denklemin tanjant bils.enleri alınırsa

−∇XY = φ∇l
XφY +BDs(X,φY )− η(∇XY )V (3.3.17)

olur. (3.3.17) den ∇XY ∈ Γ(RadTM) olması ic.in gerek ve yeter s.art

BDs(X,φY ) = η(∇XY )V

dır. Böylece ispat tamamlanır.

M tamamen kontakt umbilik ise as.aḡıdaki sonucu elde ederiz:

Teorem 3.3.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ∇ indirgenmis.
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konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art X ∈

Γ(TM), ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in

Ds(X,φξ) = 0

dır.

İspat. (2.5.13) denkleminden

∇̄Xφξ − φ∇̄Xξ = 0.

dir. Buradan (2.4.21) ve (2.4.24) den

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = φ∇Xξ + φhl(X, ξ) + φhs(X, ξ)

olur. (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerinden

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = φ∇Xξ + η(X)φhl(ξ, V )

+η(X)φhs(ξ, V )

dir. (3.3.8) ve (3.3.9) kullanılırsa

−AφξX +∇l
Xφξ +Ds(X,φξ) = W∇Xξ + L∇Xξ + η(X)φhl(ξ, V )

+η(X)Bhs(ξ, V ) + η(X)Chs(ξ, V )

elde edilir. Üstteki denklemin ekran transversal biles.enleri alınırsa

Ds(X,φξ) = W∇Xξ (3.3.18)

dir. Böylece (3.3.18) den ispat tamamlanır.
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Sonuc. 3.3.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal dist-

ribüsyonun paralel olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀ξ1, ξ2 ∈ Γ(RadTM) ic.in

Ds(ξ1, φξ2) = 0

dır.

İspat. (2.5.13) den

(∇̄ξ1φ)ξ2 = ∇̄ξ1φξ2 − φ∇̄ξ1ξ2 = 0

dir. (2.4.21) ve (2.4.24) denklemlerinden

−Aφξ2ξ1 +∇l
ξ1
φξ2 +Ds(ξ1, φξ2) = φ∇ξ1ξ2 + φhl(ξ1, ξ2) + φhs(ξ1, ξ2)

olur. Burada (3.2.1), (3.2.2) ve (3.3.8) kullanılırsa

−Aφξ2ξ1 +∇l
ξ1
φξ2 +Ds(ξ1, φξ2) = W∇ξ1ξ2 + L∇ξ1ξ2

elde edilir. Üstteki denklemin ekran transversal biles.enleri alınırsa

Ds(ξ1, φξ2) = W∇ξ1ξ2,

buradan ispat tamamlanır.

S. imdi, tamamen kontakt umbilik transversal lightlike altmanifoldlar ic.in

karekterizasyon vereceḡiz. Bunun ic.in bazı lemmalar verelim.

Lemma 3.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, αL = 0 olması
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ic.in gerek ve yeter s.art X ∈ Γ(S(TM)−{V }), ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in D
s(X,φξ)

vektör alanının φS(TM) de biles.eni yoktur.

İspat. M tamamen kontakt umbilik transversal lightlike altmanifold olsun.

(2.5.13) denkleminden

g(X,X)V = ∇̄XφX − φ∇̄XX

olur. (2.4.21) ve (2.4.25) kullanılırsa

g(X,X)V = −AφXX +∇s
XφX +Dl(X,φX)

−φ∇XX − φhl(X,X)− φhs(X,X)

olur. (3.3.8) ve 3.3.9) den

g(X,X)V = −AφXX +∇s
XφX +Dl(X,φX)−W∇XX − L∇XX

−φhl(X,X)−Bhs(X,X)− Chs(X,X)

dir. Üstteki denklemin tanjant biles.enleri alınırsa

g(X,X)V = −AφXX − φhl(X,X)−Bhs(X,X). (3.3.19)

elde edilir. (3.3.19), φξ ile c.arpılırsa

g(AφXX,φξ) + g(φhl(X,X), φξ) = 0.

olur. Böylece (2.5.7) denkleminden

g(AφXX,φξ) + g(hl(X,X), ξ) = 0 (3.3.20)

dir. (3.2.20) de (3.2.1) ve (2.4.30) kullanılırsa

g(Ds(X,φξ), φX) + g(X,X)g(αL, ξ) = 0 (3.3.21)
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elde edilir. (S(TM)) non-degenere olduḡundan, αL = 0 olması ic.in gerek ve

yeter s.art Ds(X,φξ) vektör alanının φ(S(TM)) de biles.eni olmamasıdır.

Teorem 3.3.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik transversal lightlike altmanifoldu öyleki φS(TM) = S(TM⊥) olsun.

Bu durumda αS = 0 veya boy(S(TM)) = 1.

İspat. Z ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in (3.3.19)den

g(AφXX,Z) = g(hs(X,X), φZ) (3.3.22)

dir. Diḡer taraftan (2.4.28)denkleminden

g(AφXX,Z) = g(hs(X,Z), φX) (3.3.23)

olur. Böylece (3.3.22) ve (3.3.23) den

g(hs(X,X), φZ) = g(hs(X,Z), φX) (3.3.24)

elde edilir. Buradan (3.3.24) ve (3.2.2) denklemlerinden

g(X,X)g(αS, φZ) = g(X,Z)g(αS, φX) (3.3.25)

olur. (3.3.25) denkleminde X ve Z vektör alanlarının rolleri deḡis.tirilirse

g(Z,Z)g(αS, φX) = g(Z,X)g(αS, φZ) (3.3.26)

dir. (3.3.25) ve (3.3.26) denklemlerinden

ḡ(αS, φX) =
g(X,Z)2

g(X,X)g(Z,Z)
ḡ(αS, φX). (3.3.27)

elde edilir. Böylece ya S(TM) bir boyutludur yada αS = 0 dır.
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Sonuc. 3.3.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Eḡer X ∈ Γ(S(TM)) ic.in

Ds(X,φX) ∈ Γ(φ(S(TM)) ise, bu durumda boy(S(TM)) = 1 veya αS = 0

dır.
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4.SASAKİYAN MANİFOLDLARIN EKRAN TRANSVER-

SAL LİGHTLİKE ALTMANİFOLDLARI

Bu bölüm dört altbölümden olus.maktadır. Birinci altbölümde, ekran transver-

sal lightlike altmanifold tanımı ic.in cebirsel altyapı sunulmakta ve tanımlar

verilmektedir. İkinci altbölümde, ekran transversal anti-invaryantlar üzerine

örnekler verilmekte ve varlıḡı aras.tırılmaktadır. Üc.üncü altbölümde, radikal

ekran transversal lightlike altmanifoldlar ic.in örnekler verilmekte ve dist-

ribüsyonların integrallenebilirliḡi incelenmektedir. Ayrıca bu altbölümde indir-

genmis. konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.artlar

verilmektedir. Son altbölümde ise izotropik ekran transversal lightlike alt-

manifoldlar üzerine bir teorem verilmektedir.

4.1.Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altbölümde öncelikle Tanım 4.1.1. de kullanacaḡımız as.aḡıdaki sonucu

ispatlayacaḡız.

Lemma 4.1.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun r-lightlike altmanifoldu

ve φRadTM , S(TM⊥) distribüsyonunun bir altvektör demeti olduḡunu kabul

edelim. Bu durumda, φltrTM , ekran transversal demetin altvektör demeti

ve

φRadTM ∩ φltrTM = {0}

dır.

İspat. ltrTM , φ ye göre invaryant olduḡunu kabul edelim, bu durumda

φltrTM = ltrTM dir. Lightlike altmanifoldun tanımından, ξ ∈ Γ(RadTM)
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ve N ∈ Γ(ltrTM) vektör alanları ic.in g(ξ,N) = 1 dir. (2.5.7) denkleminden

g(ξ,N) = g(φξ, φN) = 1

elde edilir. Hipotezden φN ∈ Γ(ltrTM) ise bu durumda g(φξ, φN) = 0 olur.

Böylece bir c.elis.ki elde edildi. S. u halde φN , ltrTM nin elemanı deḡildir.

S. imdi, φN ∈ Γ(S(TM)) olduḡunu kabul edelim. (2.5.7) den

1 = g(ξ,N) = g(φξ, φN) = 0

elde edilir. Buradan φN , S(TM) nin elemanı deḡildir. S. imdi de φN ∈

Γ(RadTM) olduḡunu kabul edelim. (2.5.7) den

1 = g(ξ,N) = g(φξ, φN) = 0

elde edilir. Buradan φN , RadTM nin elemanı deḡildir. Böylece φN ∈

Γ(S(TM⊥)) dır.

S. imdi, bir X ∈ Γ(φRadTM ∩ φltrTM) vektör alanının olduḡunu kabul

edelim. Bu durumda (2.5.7) den

0 6= g(φX,N) = −g(X,φN) = 0

olacak s.ekilde bir c.elis.ki olur. Buradan

φRadTM ∩ φltrTM = {0}

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 4.1.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun r-lightlike altmanifoldu

olsun. Eḡer S(TM⊥) ekran transversal vektör demeti var ve

φRadTM ⊂ S(TM⊥)
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ise bu durumda M ye M̄ nin ekran transversal lightlike altmanifoldu denir.

Tanım 4.1.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda:

1) Eḡer S(TM), φ ye göre invaryant ise bu durumda M ye radikal ekran

transversal lightlike altmanifold denir.

2) Eḡer S(TM) φ ye göre ekran transversal ise yani φS(TM) ⊂ S(TM⊥)

ise bu durumda M ’ye M̄ ’nin ekran transversal anti-invaryant lightlike

altmanifoldu denir.

Tanım 4.1.2’de M ekran transversal anti-invaryant lightlike altmanifoldu

olduḡunda

S(TM⊥) = φRadTM ⊕ φltrTM⊥φS(TM)⊥Do

s.eklinde ayrıs.tırılır, burada Do, S(TM⊥) de

φRadTM ⊕ φltrTM⊥φS(TM)

ortogonal tamamlayan olan non-dejenere bir distribüsyondur.

Önerme 4.1.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal

anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, Do distribüsyonu

φ’ye göre invaryanttır.

İspat. X ∈ Γ(Do), ξ ∈ Γ(RadTM), N ∈ Γ(ltrTM) ve T ∈ Γ(S(TM)) ic.in
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(2.5.7) den

g(φX, ξ) = −g(X,φξ) = 0

g(φX,N) = −g(X,φN) = 0, (4.1.1)

buradan φDo ∩ RadTM = {0} ve φDo ∩ ltrTM = {0} elde edilir. Benzer

s.ekilde

g(φX, φξ) = g(X, ξ) = 0

g(φX, φN) = g(X,N) = 0 (4.1.2)

buradan da φDo ∩ φRadTM = {0} ve φDo ∩ φltrTM = {0} olur. Ayrıca

g(φX, T ) = −g(X,φT ) = 0

g(φX, φT ) = g(X,T ) = 0 (4.1.3)

φDo ∩ S(TM) = {0} ve φDo ∩ φS(TM) = {0} olduḡunu söyler. Böylece

(4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) denklemlerinden Do, φ’ye göre invaryanttır.

Tanım 4.1.2 ve Lemma 4.1.1’den M belirsiz Sasakiyan manifoldun bir

izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldu olduḡunda

TM = RadTM

ve

TM̄ = {TM ⊕ ltrTM}⊥{φRadTM ⊕ φltrTM⊥Do}

s.eklinde ayrıs.tırılır.
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Önerme 4.1.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda koizotropik yada tamamen light-

like ekran transversal lightlike altmanifold yoktur.

İspat. Koizotropik veya tamamen lightlike altmanifoldlarda S(TM⊥) = {0}

olduḡundan Tanım 4.1.1’den ac.ıktır.

As.aḡıdaki önerme ekran transversal lightlike altmanifoldlarının c.ok sayıda

örneḡinin var olduḡunu göstermektedir.

Önerme 4.1.3. M̄ bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda

M̄ manifoldunun bir lightlike reel eḡrisi izotropik ekran transversal lightlike

altmanifoldudur.

İspat. M bir lightlike reel eḡri olduḡundan

TM = RadTM = span{ξ}

dir. Buradan (2.5.7) den g(φξ, ξ) = 0 olur. Bu ise φξ’nin ltrTM ’ye ait

olmadıḡını gösterir. boyTM = 1 olduḡundan φξ ve ξ lineer baḡımsızdır ve

φξ, TM ’ye ait deḡildir. Böylece φξ ∈ Γ(S(TM⊥)) dir.

Benzer yolla (2.5.7) denkleminden g(φN,N) = 0 olur. Buradan φN

RadTM ye ait deḡildir. Ayrıca

g(φN, ξ) = −g(N, φξ) = 0,

olur. Böylece φN , ltrTM ’nin elemanı deḡildir. Buradan φN ∈ Γ(S(TM⊥))

sonucuna varırız. (2.5.7)den

g(φξ, φN) = g(ξ,N) = 1
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elde edilir. S(TM⊥) non-dejenere olduḡundan

S(TM⊥) = φRadTM ⊕ φltrTM⊥Do

ayrıs.ımı elde edilir burada Do non-dejenere distribüsyondur. Böylece ispat

tamamlanır.

4.2.Ekran Transversal Anti-İnvaryant Lightlike

Altmanifoldlar

Bu bölümde belirsiz Sasakiyan manifoldların ekran transversal anti-invaryant

lightlike altmanifoldlarını inceleyeceḡiz.

Teorem 4.2.1. M̄(c), c 6= 1, belirsiz Sasakiyan uzay form ve M de M̄ mani-

foldunun lightlike altmanifoldu olsun. φRadTM ⊂ S(TM⊥) olduḡunu kabul

edelim. Bu durumdaM ’nin ekran transversal anti-invaryant lightlike altman-

ifold olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)), ξ ∈ Γ(RadTM) ve

N ∈ Γ(ltrTM) ic.in

ḡ(R̄(X, Y )ξ, φN) = 0

dır.

İspat. φRadTM ⊂ S(TM⊥) olduḡundan Lemma 4.1.1’den φltrTM ⊂

S(TM⊥) dir. (2.5.7) den

g(φX, ξ) = −g(X,φξ) = 0

g(φX,N) = −g(X,φN) = 0 (4.2.1)
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buradan φS(TM) ∩ RadTM = {0} ve φS(TM) ∩ ltrTM = {0} elde edilir.

Benzer s.ekilde

g(φX, φξ) = g(X, ξ) = 0

g(φX, φN) = g(X,N) = 0 (4.2.2)

olur. Buradan da φS(TM) ∩ φRadTM = {0} ve φS(TM) ∩ φltrTM = {0}

olur. Diḡer taraftan (2.5.15) den

ḡ(R̄(X, Y )ξ, φN) =
c+ 3

4
{g(Y, ξ)g(X,φN)− g(X, ξ)g(Y, φN)}

+
c− 1

4
{η(X)η(ξ)g(Y, φN)− η(Y )η(ξ)g(X,φN)

+g(X, ξ)η(Y )g(V, φN)− g(Y, ξ)η(X)g(V, φN)

+g(φY, ξ)g(φX, φN) + g(φξ,X)g(φY, φN)

−2g(φX, Y )g(φξ, φN)}

dir. Bu ifade düzenlenirse

ḡ(R̄(X, Y )ξ, φN) =
1− c

2
ḡ(φX, Y )g(φξ, φN) (4.2.3)

elde edilir. (2.5.7)den, ḡ(R̄(X, Y )ξ, φN) = 0 olması ic.in gerek ve yeter s.art

g(φX, Y ) = 0 dır. Yani φS(TM)⊥S(TM) dır. Böylece

φS(TM) ∩ S(TM) = {0}

φS(TM) ∩ ltrTM = {0}

φS(TM) ∩RadTM = {0}

olduḡundan, ḡ(R̄(X, Y )ξ, φN) = 0 olması ic.in gerek ve yeter s.art

φS(TM) ⊂ S(TM⊥)
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dir. Böylece ispat tamamlanır.

Örnek 5. R9
2 semi-öklidyen uzayının

x1 = cosu1, y1 = − sinu1

x2 = u1, y2 = 0

x3 = sinu2, y3 = − cosu2

x4 = 0, y4 = u2

denklemleri ile verilenM altmanifoldunu gözönüne alalım. BöyleceM ’deki

bir nokta

P = (cosu1, u1, sinu2, 0,− sinu1, 0,− cosu2, u2, z)

dir. Bu durumda tanjant demet

Z1 = 2(− sinu1∂ x1 + ∂ x2 − cosu1∂ y1 + (− sinu1y
1 + y2)∂, z)

Z2 = 2(cosu2∂ x3 + sinu2∂ y3 + ∂ y4 + cosu2y
3∂ z)

Z3 = V = 2∂ z.

ile gerilir. Böylece M , 1-lightlike altmanifolddur öyleki RadTM = span{Z1}

dir. Lightlike transversal demet ltrTM

N = 2(sinu1∂ x1 − cosu1∂ y1 + sinu1y
1∂, z)

ile gerilir. Ayrıca ekran transversal demet S(TM⊥)

W1 = 2(− cosu1∂ x1 + sinu1∂ y1 − ∂ y2 − cosu1y
1∂, z)

W2 = 2(cosu1∂ x1 + sinu1∂ y1 + cosu1y
1∂ z)
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W3 = 2(sinu2∂ x3 + ∂ x4 − cosu2∂ y3 + (sinu2y
3 + y4)∂, z)

W4 = 2(cosu2∂ x3 + sinu2∂ y3 − ∂, y4 + cosu2y
3∂ z)

W5 = 2(sinu2∂ x3 − ∂, x4 − cosu2∂ y3 + (sinu2y
3 − y4)∂ z)

ile gerilir. Buradan kolayca görülürki φZ1 = W1, φN = W2, φZ2 = W3 ve

φW4 = W5 dir. Böylece, M ekran transversal anti-invaryant 1-lightlike alt-

manifolddur.

M̄ belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M̄ manifoldunun ekran transver-

sal anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. φRadTM , φS(TM), φltrTM

ve Do üzerindeki projeksion dönüs.ümler sırasıyla T1, T2, T3 ve T4 olmak üzere

V ∈ Γ(S(TM⊥)) ic.in

V = T1V + T2V + T3V + T4V (4.2.4)

olacak s.ekilde yazılır. Diḡer taraftan, V ∈ Γ(S(TM⊥)) ic.in

φV = BV + CV (4.2.5)

yazılabilir. BuradaBV ve CV , φV ’nin sırasıyla tanjant ve transversal kısımları-

dır. (4.2.4) denklemine φ uygulanırsa

φV = φT1V + φT2V + φT3V + φT4V (4.2.6)

olur. (4.2.5) ve (4.2.6) denkleminden

BV = φT1V + φT2V,CV = φT3V + φT4V
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alınır ve φT1 = B1, φT2 = B2, φT3 = C1 ve φT4 = C2 denilirse bu durumda

(4.2.6) denklemi

φV = B1V +B2V + C1V + C2V (4.2.7)

olur. Burada B1V ∈ Γ(RadTM), B2V ∈ Γ(S(TM)), C1V ∈ Γ(ltrTM) ve

C2V ∈ Γ(Do) dır.

Teorem 4.2.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal

anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda indirgenmis. kon-

neksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art X ∈ Γ(TM)

ve ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in B2∇s
Xφξ = η(∇Xξ)V dır.

İspat. (2.5.13) den

∇̄Xφξ − φ∇̄Xξ = 0

olur. Bu denkleme φ uygulanır ve (2.5.1) kullanılırsa

φ∇̄Xφξ = −∇̄Xξ + η(∇̄Xξ)V

dir. (2.4.21), (2.4.25) ve (4.2.7) denklemlerinden

−∇Xξ − hl(X, ξ)− hs(X, ξ) + η(∇Xξ)V = −φAφξX +B1∇s
Xφξ

+B2∇s
Xφξ + C1∇s

Xφξ

+C2∇s
Xφξ + φDl(X,φξ)

elde edilir. Üstteki denklemin tanjant kısımları alınırsa,

∇Xξ = −B1∇s
Xφξ −B2∇s

Xφξ + η(∇Xξ)V (4.2.8)

dır. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.2.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal anti-

invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribüsyonun

integrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(RadTM) ve Z ∈

Γ(S(TM)) ic.in

g(∇s
XφY −∇s

Y φX, φZ) = 0

dir.

İspat. Radikal distribüsyonun integrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter

s.art ∀X, Y ∈ Γ(RadTM) ve Z ∈ Γ(S(TM)) ic.in g([X, Y ], Z) = 0 dır.

(2.4.21) den

g([X, Y ], Z) = g(∇̄XY, Z)− g(∇̄YX,Z)

dir. (2.5.7) den

g([X, Y ], Z) = g(φ∇̄XY, φZ) + η(∇̄XY )η(Z)− g(φ∇̄YX,φZ)− η(∇̄YX)η(Z)

olur. ∇̄metrik konneksiyon olduḡundan η(∇̄XY ) = 0 dır. Bu ifade yukarıdaki

denklemde yerine yazılırsa

g([X, Y ], Z) = g(φ∇̄XY, φZ)− g(φ∇̄YX,φZ)

olur. (2.5.13) denkleminden

g([X, Y ], Z) = g(∇̄XφY, φZ)− g(∇̄Y φX, φZ)

bulunur. Buradanda (2.4.25) den

g([X, Y ], Z) = g(∇s
XφY −∇s

Y φX, φZ)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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Teorem 4.2.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal anti-

invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ekran distribüsyonun

integrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) ve N ∈

Γ(ltrTM) ic.in

g(∇s
XφY −∇s

Y φX, φN) = 0

dir.

İspat. Ekran distribüsyonun integrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter

s.art g([X, Y ], N) = 0 dır. (2.4.21) den

g([X, Y ], N) = g(∇̄XY,N)− g(∇̄YX,N)

dir. (2.5.7) den

g([X, Y ], N) = g(φ∇̄XY, φN)− g(φ∇̄YX,φN)

olur. Böylece (2.5.13) ve (2.4.25) denklemlerinden

g([X, Y ], N) = g(∇s
XφY −∇s

Y φX, φN)

elde edilir.

4.3.Radikal Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu bölümde, radikal ekran transversal lightlike altmanifoldlarının, lightlike

c.arpım radikal ekran tranversal lightlike altmanifoldu olması ic.in gerek ve

yeter s.artlar elde edilmektedir. Ayrıca indirgenmis. konneksiyonun metrik

konneksiyon olma s.artları verilmektedir. Öncelikle hatırlatalım ki eḡer ξ ∈
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Γ(RadTM) ve X ∈ Γ(TM) ic.in ∇̄Xξ ∈ Γ(TM) ise M ye irrasyoneldir

denir[27].

Örnek 6. R9
2, semi-öklidyen uzayın

x1 = 0, x2 = u1, x
3 = u2, x

4 = u3, y
1 = u1, y

2 = 0, y3 = −u3, y
4 = u2

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gözönüne alalım. Böylece M ’deki

bir nokta

P = (0, u1, u2, u3, u1, 0,−u3, u2, z)

dir. Bu durumda tanjant demet

Z1 = 2(∂ x2 + ∂ y1 + y2∂ z)

Z2 = 2(∂ x3 + ∂ y4 + y3∂ z)

Z3 = 2(∂ x4 − ∂ y3 + y4∂ z)

Z4 = V = 2∂ z.

ile gerilir. Böylece M 1-lightlike altmanifolddur öyleki RadTM = span{Z1}

dir. Ayrıca φZ2 = Z3 olduḡundan S(TM), φ’ye göre invaryanttır. Lightlike

transversal demet ltrTM

N = 2(−∂ x2 − 2∂ y1 − y2∂ z)

ile gerilir. Ayrıca ekran transversal demet S(TM⊥)

W1 = 2(∂ x1 − ∂ y2 + y1∂ z)

W2 = 2(−2∂ x1 + ∂ y2 − 2y1∂ z)

W3 = 2(∂ x2 − ∂ x4 + ∂ y1 − ∂ y3 + (y2 − y4)∂ z)

W4 = 2(∂ x1 − ∂ x3 − ∂ y2 + ∂ y4 + (y1 − y3)∂ z)
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ile gerilir. Buradan kolayca görülürki φZ1 = W1, φN = W2 ve φW3 = W4

dir. Böylece, M radikal ekran transversal 1-lightlike altmanifolddur.

Teorem 4.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ekran distribüsyonun integral-

lenebilir olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) ic.in

g(hs(X,φY )− hs(Y, φX), φN) = 0

dir.

İspat. S(TM) distribüsyonunun integrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter

s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)), N ∈ Γ(ltrTM) ic.in g([X, Y ], N) = 0 dır. Böylece

(2.5.7) ve (2.5.13) denklemlerinden

ḡ([X, Y ], N) = ḡ(φ[X, Y ], φN)

ḡ([X, Y ], N) = g(−(∇̄Xφ)Y + ∇̄XφY, φN)− g(−(∇̄Y φ)X + ∇̄Y φX, φN)

ḡ([X, Y ], N) = g(∇̄XφY, φN)− g(∇̄Y φX, φN)

olur. Burada (2.4.21) kullanılırsa

ḡ([X, Y ], N) = g(hs(X,φY )− hs(Y, φX), φN)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal distribüsyonun in-

tegrallenebilir olması ic.in gerek ve yeter s.art X ∈ Γ(S(TM) − {V }) ve
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ξ1, ξ2 ∈ Γ(RadTM) ic.in

g(Aφξ1ξ2 − Aφξ2ξ1, φX) = 0

dir.

İspat. RadTM distribüsyonunun integralleneblir olması ic.in gerek ve yeter

s.art g([ξ1, ξ2], X) = 0 dır. (2.5.7) ve (2.5.13) denklemlerinden

ḡ([ξ1, ξ2], X) = ḡ(φ[ξ1, ξ2], φX)

ḡ([ξ1, ξ2], X) = g(−(∇̄ξ1φ)ξ2 + ∇̄ξ1φξ2, φX)− g(−(∇̄ξ2φ)ξ1 + ∇̄ξ2φξ1, φX)

ḡ([ξ1, ξ2], X) = g(∇̄ξ1φξ2, φX)− g(∇̄ξ2φξ1, φX)

olur. (2.4.25) kullanılırsa

ḡ([ξ1, ξ2], X) = g(Aφξ1ξ2 − Aφξ2ξ1, φX)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Önerme 4.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, Do distribüsyonu in-

varyanttır.

İspat. X ∈ Γ(Do), ξ ∈ Γ(RadTM),N ∈ Γ(ltrTM) ic.in (2.5.7) den

g(φX, ξ) = −g(X,φξ) = 0

g(φX,N) = −g(X,φN) = 0 (4.3.1)

buradan φDo ∩ RadTM = {0} ve φDo ∩ ltrTM = {0} elde edilir. Benzer

s.ekilde

g(φX, φξ) = g(X, ξ) = 0
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g(φX, φN) = g(X,N) = 0 (4.3.2)

buradan da φDo ∩ φRadTM = {0} ve φDo ∩ φltrTM = {0} olur. Ayrıca

Z ∈ Γ(S(TM)) ic.in

g(φX,Z) = −g(X,φZ) = 0

g(φX, φZ) = g(X,Z) = 0 (4.3.3)

elde edilir. Bu ise φDo ∩ S(TM) = {0} ve φDo ∩ φS(TM) = {0} olduḡunu

söyler. Böylece (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) denklemlerinden Do, φ’ye göre in-

varyanttır.

Teorem 4.3.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, S(TM) distribüsyonunun

tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art hs(X,φY )’nin

φRadTM ’de biles.eni olmamasıdır.

İspat. S(TM) distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması

ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM)) veN ∈ Γ(ltrTM) ic.in ḡ(∇XY,N) =

0 dır. (2.4.21) den

ḡ(∇XY,N) = ḡ(∇̄XY,N)

olur. (2.5.7) denkleminden

ḡ(∇XY,N) = ḡ(φ∇̄XY, φN)

dir. (2.5.13) den

ḡ(∇XY,N) = ḡ(∇̄XφY, φN)
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elde edilir. Burada (2.4.21) kullanılırsa

ḡ(∇XY,N) = ḡ(hs(X,φY ), φN)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, RadTM distribüsyonu-

nun tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması ic.in gerek ve yeter s.art ξ1, ξ2 ∈

Γ(RadTM) ve X ∈ Γ(S(TM) − {V }) ic.in hs(ξ, φX)’in φltrTM ’de biles.eni

olmamasıdır.

İspat. RadTM distribüsyonunun tamamen jeodezik foliasyon tanımlaması

ic.in gerek ve yeter s.art

ḡ(∇ξ1ξ2, X) = 0

dır. (2.4.21) den

g(∇ξ1ξ2, X) = g(∇̄ξ1ξ2 − hl(ξ1, ξ2)− hs(ξ1, ξ2), X)

olur. (2.5.7) denkleminden

g(∇ξ1ξ2, X) = g(φ∇̄ξ1ξ2, φX)

dir. (2.5.13) den

g(∇ξ1ξ2, X) = g(∇̄ξ1φξ2, φX)

elde edilir. Böylece (2.4.25) denkleminden

g(∇ξ1ξ2, X) = −g(Aφξ2ξ1, φX)
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olur. (2.4.28) kullanılırsa

g(∇ξ1ξ2, X) = −g(hs(ξ1, φX), φξ2)

elde edilir.

Sonuc. 4.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun irrasyonel radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, M altmanifoldunun

bir lightlike c.arpım manifoldu olması ic.in gerek ve yeter s.art ∀X, Y ∈ Γ(S(TM))

ic.in hs(X,φY ) nin φltrTM de biles.eninin olmamasıdır.

Teorem 4.3.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, indirgenmis. konnek-

siyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter s.art, ∀X, Y ∈ Γ(S(TM))

ic.in hs(X, Y )’nin φltrTM ’de biles.eni olmamasıdır.

İspat. ξ ∈ Γ(RadTM), X ∈ Γ(S(TM)) ic.in (2.5.13) den

∇̄Xφξ − φ∇̄Xξ = 0

olur. Buradan, (2.4.21) ve (2.4.25) kullanılırsa

g(AφξX, Y ) = g(∇Xξ, φY )

olur. (2.4.28) den

g(hs(X, Y ), φξ) = g(∇Xξ, φY )

elde edilir.

Bu altbölümün bundan sonraki kısımında tamamen umbilik radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldlarını c.alıs.acaḡız.
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Lemma 4.3.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

hl(X, ξ) = 0, hs(ξ, V ) = −φξ (4.3.4)

İspat. (3.2.1)den

hl(X, ξ) = η(X)hl(ξ, V ) (4.3.5)

dir. Diḡer taraftan (2.4.21) den

−φξ = ∇ξV + hl(ξ, V ) + hs(ξ, V )

olur. Transversal kısımlar ayrı ayrı yazılırsa −φξ = hs(ξ, V ) ve hl(ξ, V ) = 0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Lemma 4.3.2. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

hs(X, ξ) = 0 (4.3.6)

İspat. (3.2.2) den

hs(X, ξ) = η(X)hs(ξ, V ) (4.3.7)

dir. Buradan, (4.3.7) denkleminde (4.3.4) kullanılırsa ispat tamamlanır.

Lemma 4.3.3. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(∇XφX, V ) = g(X,X) (4.3.8)
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dır.

İspat. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan

ḡ(∇̄XφX, V ) + ḡ(φX, ∇̄XV ) = 0

dır. Burada (2.4.21), (2.5.12) ve (2.5.7) denklemleri kullanılırsa (4.3.8) elde

edilir.

Lemma 4.3.4. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(∇φXX, V ) = −g(X,X) (4.3.9)

dır.

İspat. ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan

ḡ(∇̄φXX, V ) + ḡ(X, ∇̄φXV ) = 0

dır. Buradan (2.4.21) ve (2.5.12)

g(∇φXX, V ) + g(X,−φ2X) = 0

olur. Böylece, (2.5.1) den

g(∇φXX, V ) + g(X,X) = 0

elde edilir.

Lemma 4.3.5. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

hs(X, V ) = 0 (4.3.10)
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dır.

İspat. (2.4.21) ve (2.5.12)den

−φX = ∇XV + hl(X, V ) + hs(X, V )

olur ispat tamamlanır.

As.aḡıdaki lemmanın ispatı 3.bölümdeki lemma 3.2.6 ve lemma 3.2.7 ye ben-

zer olduḡundan sadece ifadesi verilmektedir.

Lemma 4.3.6.M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X ∈ Γ(S(TM)− {V }) ic.in

g(X,∇φXξ) = −g(hl(φX,X), ξ)

ve

g(φX,∇Xξ) = −g(hl(X,φX), ξ)

dır.

Teorem 4.3.6. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

∇ indirdenmis. konneksiyonun metrik konneksiyon olması ic.in gerek ve yeter

s.art X ∈ Γ(TM) ve ξ ∈ Γ(RadTM) ic.in

AφξX = −η(X)ξ

dir.
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İspat. (2.5.13) den

∇̄Xφξ − φ∇̄Xξ = 0

olur. Böylece (2.4.21) ve (2.4.25)den

−AφξX +∇s
Xφξ +Dl(X,φξ) = φ∇Xξ + φhl(X, ξ) + φhs(X, ξ)

elde edilir.(4.3.4), (4.3.6) ve (2.5.1) den

−AφξX +∇s
Xφξ +Dl(X,φξ) = φ∇Xξ + η(X)ξ

olur. Buradan da tanjant kısım

φ∇Xξ = −AφξX − η(X)ξ

elde edilir. Böylece ∇Xξ ∈ Γ(RadTM) ise AφξX = −η(X)ξ dir.

TersineAφξ = −η(X)ξ olsun. Bu durumda Y ∈ Γ(S(TM)) ic.in g(AφξX, Y ) =

0 dır. (2.4.28) den g(hs(X, Y ), φξ) = 0 olur. (2.4.21) denkleminden de

g(φ∇̄XY, ξ) = 0 bulunur. Diḡer taraftan (2.5.13) den g(hl(X,φY ), ξ) = 0

elde edilir. Böylece hl(X,φY ) = 0 (4.3.4) den de hl(X, ξ) = 0 elde edilir.

RadTM üzerinde hl sıfır olduḡundan önerme 2.4.2 den ispat tamamlanır.

Teorem 4.3.7. M̄(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form öyleki c 6= −3 olsun.

Bu durumda M̄(c) uzayının radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu

yoktur.

İspat. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran transversal

lightlike altmanifoldu öyleki c 6= −3 olsun. ∀X ∈ Γ(S(TM) − {V }), ξ ∈
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Γ(RadTM) ve N ∈ Γ(ltrTM) ic.in (2.5.15) ve (2.4.51)den

R̄(X,φX)ξ =
1− c

2
g(X,X)φξ

dir. Buradan

g(R̄(X,φX)ξ, φN) =
1− c

2
g(X,X) (4.3.11)

olur. Ayrıca (2.4.51) ve (4.3.4) den

g(R̄(X,φX)ξ, φN) = g((∇Xh
s)(φX, ξ), φN)− g((∇φXh

s)(X, ξ), φN)

(4.3.12)

elde edilir, burada

(∇Xh
s)(φX, ξ) = ∇s

Xh
s(φX, ξ)− hs(∇XφX, ξ)− hs(φX,∇Xξ) (4.3.13)

ve

(∇φXh
s)(X, ξ) = ∇s

φXh
s(X, ξ)− hs(∇φXX, ξ)− hs(X,∇φXξ). (4.3.14)

dır. (3.2.2) den

hs(φX, ξ) = 0 (4.3.15)

dir. (3.2.2), (4.3.4) ve (4.3.8) den

hs(∇XφX, ξ) = −g(X,X)φξ (4.3.16)

dir. Ayrıca (3.2.2) ve (4.3.10) denklemlerinden de

hs(φX,∇Xξ) = g(φX,∇Xξ)αS (4.3.17)

elde edilir. (4.3.13)de (4.3.15), (4.3.16) ve (4.3.17) kullanılırsa

(∇Xh
s)(φX, ξ) = g(X,X)φξ − g(φX,∇Xξ)αS (4.3.18)
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olur. Diḡer taraftan (4.3.6) den

hs(X, ξ) = 0 (4.3.19)

olur. (3.2.2), (4.3.4) ve (4.3.9) denklemlerinden

hs(∇φXX, ξ) = g(X,X)φξ. (4.3.20)

dir. Ayrıca (3.2.2) ve (4.3.10) dan

hs(X,∇φXξ) = g(X,∇φXξ)αS (4.3.21)

elde edilir. (4.3.14)de (4.3.19), (4.3.20) ve (4.3.21) kullanılırsa

(∇φXh
s)(X, ξ) = −g(X,X)φξ − g(X,∇φXξ)αS (4.3.22)

elde edilir. Buradan (4.3.12) de (4.3.18) ve (4.3.22) kullanılırsa

g(R̄(X,φX)ξ, φN) = 2g(X,X) + {g(X,∇φXξ)− g(φX,∇Xξ)}g(αS, φN)

(4.3.23)

olur. Böylece (4.3.23) de lemma 4.3.6 kullanılırsa

g(R̄(X,φX)ξ, φN) = 2g(X,X) (4.3.24)

olur. (4.3.11) ve (4.3.24) denklemlerinden

(c+ 3)g(X,X) = 0

elde edilir. S(TM) non-dejenere null olmayan en az bir X vektö alanı

sec.ilebilir. Buradan c = −3 bulunur. Böylece ispat tamamlanır.
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4.4.Izotropik Ekran Transversal Lightlike Altmanifold-

lar

M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun izotropik ekran transversal lightlike

altmanifoldu ise TM = RadTM ve esas uzayın tanjant demeti

TM̄ = {TM ⊕ ltrTM}⊥{φRadTM ⊕ φltrTM⊥Do}

ayrıs.ımına sahiptir.

Bu bölümde izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldun tamamen

jeodezik olması ic.in gerek ve yeter s.artlar elde edilecektir.

Teorem 4.4.1. M , M̄ belirsiz Sasakiyan manifoldun izotropik ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik olması

ic.in gerek ve yeter s.art ξ, ξ1, ξ2 ∈ Γ(RadTM), N ∈ Γ(ltrTM) ve Z ∈ Γ(Do)

ic.in D
l(ξ1, Z) = 0, Dl(ξ1, φξ2) = 0 veDs(ξ1, N)’nin φltrTM ’de biles.eni olma-

masıdır.

İspat. (2.5.13) denkleminden

∇̄ξ1φξ2 = φ∇̄ξ1ξ2 (4.4.1)

olur. (4.4.1) denklemi ξ ile ic. c.arpıma tabii tutulursa

g(∇̄ξ1φξ2, ξ) = −g(∇̄ξ1ξ2, φξ)

dir. Böylece (2.4.21) ve (2.4.25) kullanılırsa

g(Dl(ξ1, φξ2), ξ) = −g(hs(ξ1, ξ2), φξ) (4.4.2)

elde edilir. Benzer s.ekilde (4.4.1) N ile ic. c.arpıma tabii tutulursa

g(∇̄ξ1φξ2, N) = −g(∇̄ξ1ξ2, φN)
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olur. Burada (2.4.21) ve (2.4.25) kullanılırsa

g(Ds(ξ1, N), φξ2) = g(hs(ξ1, ξ2), φN) (4.4.3)

elde edilir. Ayrıca ∇̄ metrik konneksiyon olduḡundan Z ∈ Γ(Do) ic.in

g(∇̄ξ1ξ2, Z) = −g(ξ2, ∇̄ξ1Z) (4.4.4)

olur. (2.4.21) den

g(∇̄ξ1ξ2, Z) = g(hs(ξ1, ξ2), Z) (4.4.5)

dır. Diḡer taraftan (2.4.25) denkleminden

g(ξ2, ∇̄ξ1Z) = g(ξ2, D
l(ξ1, Z)) (4.4.6)

olur. (4.4.5) ve (4.4.6) denklemleri (4.4.4) de yazılırsa

g(hs(ξ1, ξ2), Z) = −g(ξ2, D
l(ξ1, Z)) (4.4.7)

elde edilir. Böylece (4.4.2), (4.4.3) ve (4.4.7) denklemlerinden ispat tamam-

lanır.
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