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1.GIRIS

Diferensiyel geometride altmanifoldlar teorisi, en cok calisilan alanlardan
biridir. Esas olarak, altmanifoldlar, yiizeyler teorisinin genellestirilmesidir.
Bununla birlikte yiizeylerin geometrisini arastirirken kullanilan bircok yontem,
altmanifoldlar teorisinde yeterli degildir. Bu nedenle altmanifoldlar tizerine
yapilan calismalarda, yiizeylerde kullanilmayan farkli yontem ve teknikler
kullanilmaktadir. Altmanifoldlar teorisinde en cok calisilan ve uygulama
alan1 bulan 6zel bir altmanifold sinifi  vardir. Bu siif izometrik immersi-
yonlar olarak bilinmektedir. Bir izometrik immersiyon, iki Riemann mani-
foldu arasinda tanimlanan bir dontistimiin manifoldlar tizerindeki vektor alan-
larimin uzunluklarim korumasidir. Daha acik olarak, (M, g;) ve (Ma, go) iki
Riemann manifoldu ve boyM; < boyMs olsun. Bu durumda, I'(T'M;) vektor

alanlarmin uzayr olmak tizere X,Y € I'(T'M;) icin
9g1(X,Y) = go(FLX, FLY)

ise Fye izometrik immersiyon denir. Burada F tiirev doniistimiidiir. Burada
onemli bir ozellik, eger M; bir keyfi manifold ise, M manifoldunun Riemann
manifoldu olmasi durumunda F*gy, M; iizerinde bir Riemann metrigidir[6].
Altmanifoldlar tizerine kapsamli bir derleme Chen tarafindan|[10]’da sunuldu.
Bu konu giiniimiizde de cahsilmaktadir. Ozellikle, uzay zaman modellerinde
siklikla altmanifold teorisinde gelistirilen teknikler kullanilmaktadir.

Diger taraftan 1970’lerden itibaren manifoldlar teorisi, matematiksel fizik-
te uygulama alani olmasindan dolayi, belirsiz metrikler veya non-dejenere
metriklerle birlikte calisilmaya baslandi. Bu tiir manifoldlara Semi-Riemann

manifoldlar1 adi verilmektedir. Semi-Riemann manifoldlar ile Riemann ma-



nifoldlar arasinda temel fark, Riemann manifoldlardaki metrik pozitif taniml
iken, Semi-Riemann manifoldlardaki metrik pozitif tanimli degildir. Bu ne-
denle bir Semi-Riemann manifold da metrigin isaretine bagl olarak space-
like, timelike veya null(lightlike) olarak adlandirilan iic tiir vektor alani(vektor)
tammlanmaktadir. Ustelik pozitif tanmbh olmadigindan, eger F', M; mani-
foldu ve (M,, g2) Semi-Riemann manifoldu (boyM; < boyM;) arasinda im-
mersiyon ise F*gy, M, tizerinde porzitif, negatif ve dejenere(singiiler) ola-
bilir. F*gy bilineer formunun pozitif olmasi durumunda (M7, F*gy) alt-
manifolduna spacelike ve negatif olmasi durumunda da (M, F*gs) altmani-
folduna timelike altmanifold denir. (M, F*g,) altmanifoldunda F*gy de-
jenere olmas1 durumunda bu tiir altmanifoldlara dejenere(null, lightlike) alt-
manifold denir. Bu tiir altmanifoldlarin varhgi null vektorlerin varhigindan
ortaya cikar.

Dejenere egriler ve yiizeyler 1960’lardan itibaren calisilmaya baslanmasina
karsin [22], [24], [25], lightlike altmanifoldlar iizerine sistematik calismalar
D. N. Kiipeli[27] ve K. L. Duggal-A. Bejancu[12] tarafindan baslatildi. Bu
yontemlerden Kiipeli tarafindan verilen icsel (intrinsic) ve Duggal-Bejancu
tarafindan ve-rilen dissal (extrinsic) yontemdir.

Dejenere altmanifoldlar ile non-dejenere(spacelike-timelike) altmanifold-
lar arasindaki temel fark, normal demetlerin davranisinda ortaya cikmaktadir.
Non-dejenere altmanifoldlarda tanjant demet ile normal demetin kesisim
kiimesi sifir elemana sahipken, lightlike altmanifoldda normal demetin bir
kismi tanjant demette kaldigindan boyle bir durum s6z konusu degildir. Bu
nedenle lightlike altmanifoldlarda tanjant demete tamamlayan bir demetin

varligi 6nemli bir problem olarak ortaya cikmaktadir. Duggal-Bejancu, boyle



bir tamamlayan uzayin var oldugunu, fakat tanjant demete dik olmadigim
gosterdiler. Onlar bu sekildeki demete transversal demet adimi verdiler.
Buna gore transversal demet tanjant demete tamamlayan, fakat ona dik ol-
mayan bir demettir. Boyle bir demetin varligi, non-dejenere altmanifolda
daha once tamimlanan ikinci temel form, sekil operatorii ve egrilik tensorii
ifadelerini tanimlamay1 olanakli kildi. Bu insadan sonra lightlike altmani-
foldlar, non-dejenere altmanifoldlara benzer olarak calisiimaya baslandi. Bu-
nunla birlikte, non-dejenere altmanifoldlarda gecerli olan bircok 6zellik, metri-
gin dejenere olmasi nedeniyle lightlike altmanifoldlarda gecerli degildir. Bunu
en iyi sekilde gosteren sonuc, bir lightlike altmanifold tizerine indirgenen
konneksiyonun metrik konneksiyon olmamasidir. Halbuki bu durum non-
dejenere altmanifoldlardaki temel sonuclardan biridir.

Kompleks diferensiyel geometride, bir kompleks manifoldun altmanifoldu,
kompleks manifoldun kompleks yapisina gore tanimlanir. Eger altmani-
foldun tanjant uzayr kompleks yap1 altinda invaryant ise altmanifolduna
holomorfik altmanifold denir. Eger altmanifoldun tanjant uzayir kompleks
yapt altinda normal uzaya tasiniyorsa altmanifolda tamamen reel altmani-
fold ad1 verilir. A.Bejancu 1978 yilinda bu iki altmanifoldu da iceren CR-
altmanifoldlar1 tanmimladi. Buna gore eger bir kompleks(Hermityen) mani-
foldun altmanifoldu tizerinde iki tane birbirine ortogonal tamamlayan D ve
D+ distribiisyonlar1 bulunuyor; D, kompleks yap1 altinda invaryant ve D+
distribiisyonu da kompleks yapi altinda normal uzaya tasiniyorsa bu alt-
manifolda CR-altmanifold denir. Acikca goriilmektedir ki, D = {0} ise CR-
altmanifold tamamen reel altmanifold ve D+ = {0} ise CR-altmanifold holo-

morfik altmanifold olmaktadir. Eger D ve D distribiisyonlarmin her ikisi



birden sifirdan farkli ise CR-altmanifolda 6zgiindiir denir. Bu tiir altmani-
foldlar Chen, Bejancu ve Yano-Kon tarafindan detaylh olarak incelendi ve
bulunan sonuclar [2] ve [41]'de derlendi. Esas uzaymn Sasakiyan olmas1 duru-
munda, CR-altmanifoldlarin karsiligr kontakt CR-altmanifoldlar olmaktadir
ve bu tiir altmanifoldlar, Yano-Kon tarafindan [42]’de calisildi .
CR-altmanifoldlarin lightlike versiyonu olarak CR-lightlike altmanifoldlar
Duggal-Bejancu tarafindan [4]'te tamimlandi ve [37], [38]'de calisildi. Yukari-
da belirtildigi gibi, CR-altmanifoldlar, holomorfik ve tamamen reel altmani-
foldlarin genellestirilmesidir. Buna karsin Duggal-Bejancu, [4]'te gosterdiler
ki CR-lightlike altmanifoldlar her zaman 6zgtindiir. Yani holomorfik (invar-
yant) ve tamamen reel lightlike altmanifoldlar1 bir alt simuif icermez. Bu
nedenle, Duggal-Sahin [14], 2005 yilinda, ekran CR-lightlike altmanifoldlar:
tanmimladilar ve gosterdiler ki, bu tiir altmanifoldlar hem invaryant hem de
ekran reel altmanifoldlari(tamamen reel altmanifoldlarin lightlike versiyonu
olarak tanimlandi) bir alt simif olarak icermektedir. Bu makalede ayrica in-
varyant ve ekran reel lightlike altmanifoldlar detayli olarak incelendi. Ayrica
[17)’de Duggal-Sahin, genellestirilmis CR-lightlike altmanifoldlar1 calistilar
ve gosterdiler ki, bu tiir altmanifoldlar invaryant, ekran reel ve ekran CR-

lightlike altmanifoldlar1 icermektedir.

Duggal-Bejancu, Duggal-Sahin tarafindan calisilan CR-lightlike, ekran
CR-lightlike ve genellestirilmis CR-lightlike altmanifoldlarin tamaminda alt-
manifoldun radikal distribiisyonu, manifoldun kompleks yapisina gore in-
varyant kalmaktadir. Yani kompleks yap1 uygulandiginda elde edilen uzay

yine altmanifoldun tanjant uzaymin bir altuzayir olmaktadir. Bu nedenle



Sahin, [34]’de trans-versal lightlike altmanifoldlar1 tanimladi ve calisti. Buna
gore, eger altmanifoldun radikal distribiisyonuna kompleks yapt uygulandigin-
da, lightlike transversal demete tasiniyorsa bu tiir altmanifoldlara transversal
lightlike altmanifoldlar denir. Diger taraftan, bir Kaehler (kompleks) mani-
foldun tamamen reel altmanifoldunun en giizel ornegi reel egrilerdir. Yani
reel egriler 1-boyutlu tamamen reel altmanifoldlardir. Halbuki bir belirsiz
Kaehler manifoldun yukarida verilen lightlike altmanifoldlarin hicbiri reel
lightlike egrileri icermez. Bu yiizden, [36]'da Sahin, ekran transversal light-
like altmanifoldlar1 tanimladi, reel lightlike egrilerin bu tiir altmanifoldlar
icin bir ornek oldugunu gosterdi ve ekran transversal lightlike altmanifold-
larin temel ozelliklerini inceledi.

Belirsiz sasakiyan manifoldlarin lightlike hiperytizeyleri [23]’de Kang, Jung,
Kim ve Pak tarafindan cahsildi. Invaryant, ekran reel kontakt CR-lightlike
ve ekran kontakt CR-lightlike altmanifoldlar Duggal-Sahin tarafindan [16]’da
calisildi. Ayrica genellestirilmis kontakt CR-lightlike altmanifoldlar Duggal-
Sahin tarafindan [15]te calisildi.

Bu tezde belirsiz sasakiyan manifoldlarin transversal lightlike ve ekran
transversal lightlike altmanifoldlar1 calisildi. Duggal-Bejancu ve Duggal-
Sahin tarafindan gelistirilen temel yontem ve teknikler kullanildi. Ikinci
boliimde daha sonra kullamlacak temel tanim ve teoremler sunuldu. Ozellikle
bir lightlike altmanifoldun geometrisi incelenirken kullanilan quasi-ortonormal
tabani tanitildi.

Tezin orijinal boliimleri, ficiincii ve dérdiineii bolimlerdir. Uciineii boliim-
de belirsiz Sasakiyan manifoldlarin transversal lightlike altmanifoldlar1 ve

altsiuflar1 calisild. Uciineii boliimiin birinci altboliimiinde radikal transver-



sal lightlike altmanifoldlar ve ikinci altboliimde tamamen umbilik radikal
transversal lightlike altmanifoldlar incelendi. Uciincii altbdliimde ise transver-
sal lightlike altmanifoldlar calisildi.

Dordiincii boliim, ekran transversal lightlike altmanifoldlara ayrildi. Bu
boliim dort altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde, bu tiir altmani-
foldlarin insasinda kullanilan cebirsel yapi1 elde edildikten sonra, radikal ekran
transversal lightlike altmanifold ve ekran transversal anti-invaryant lightlike
altmanifold tammlanmaktadir. Ikinci altboliimde, ekran transversal anti-
invaryant lightlike altmanifoldlar ayrntili olarak incelenmektedir. Uciincii
altboliimde radikal transversal lightlike altmanifoldlar ve dordiincii altboliim-

de izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldlar calisiilmaktadir.



2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim bes altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde cebirsel kavram-
lar, ikinci altboliimde vektor demetleri ve distribiisyonlar, ticiincii altboliimde
de Semi-Riemann manifoldlar tanitilmaktadir. Dérdiincti altboliimde, lightli-
ke altmanifoldlarin geometrisi incelenirken, son altboliimde ise belirsiz Sasaki-

yan manifoldlar sunulmaktadir.

2.1.Cebirsel Kavramlar

Tamim 2.1.1.[18] V' reel m-boyutlu vektor uzayr ve g : VxV — R
bir doniistim olsun. Eger asagidaki sartlar saglanirsa g doniisiimiine bilineer
dontisiim denir.

a,b e R ve Yu,v,z €V icin,
1. glau+ by, 2) = ag(u, 2) + bg(v, 2)
2. g(u,av+ bz) = ag(u, v) + bg(u, 2)

dir.
Tanim 2.1.2.[18] V reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer doniisiim olsun.
Eger Yu,v € V icin,
9(u, v) = g(v, u)
saglanirsa g’ye simetriktir denir.
Tanim 2.1.3.[32] Simetrik bilineer déniisiimiine, bilineer form denir.
Tanim 2.1.4.[12] V reel vektor uzayi, g, V' tlizerinde bilineer form olsun.

Eger V’nin £ # 0 bir vektori var ve Vo € V icin

9(§,v) =0

7



oluyorsa g’'ye V iizerinde dejeneredir denir.
Tamim 2.1.5.[12] V reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form olsun.
Eger Vv € V icin
g(u,v) =0
olmasi ancak u = 0 ile miimkiinse bu durumda g’ye nondejeneredir denir.
V' {izerinde nondejenere bilineer form, V'nin bir altuzayina ya dejenere
yada nondejenere bilineer form indirger.
Tanim 2.1.6.[12] V reel vektor uzayi, g, V' {izerinde bilineer form olsun. V'

Uzay1nin

RadV ={£ € V]g(&,v) =0,ve V}

ile tanimli altuzayina, V' uzayimin radikal uzayr yada null uzay1 denir.
Tanim 2.1.7.[12] V bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form olsun.

Her v € V icin
1. g(v,v) <0 ise g ye negatif tamimhdir denir.
2. g(v,v) > 0 ise g ye pozitif tanimhidir denir.

Tanim 2.1.8.[12] V bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form olsun.

V uzayimin herhangi bir W altuzay1 icin W x W iizerinde g doniisimiiniin
kisitlanmist gy de W {izerinde bilineer formdur. Bu forma indirgenmis
bilineer form denir.

Tanmim 2.1.9.[28] V' bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form ve W,
V uzayimin herhangi bir altuzayr olsun. g|y 'nin negatif oldugu en biiytik W
altuzayimin boyutuna V uzay1 iizerinde bilineer formun indeksi denir.

Teorem 2.1.1.[29] V' bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form

olsun. Bu durumda vektor uzayr 1tizerinde



L. g(ou,a;) =0,i#j

2. glaj, ) =1,1<i<p

3. glaj,a;)=-1,p+1<j<q
4. glag, o) =0,g+1<k<m

olacak sekilde {ay, o, ..., oy, } tabani  vardir.

Tanim 2.1.10.[12] V bir reel vektor uzayi, g, V iizerinde bilineer form
olsun. Eger g, V iizerinde nondejenere bilineer form ise bu durumda g’ye
skaler carpim, V uzaymada semi-Oklidyen uzay denir. p,q # 0 durumunda
V ye proper semi-Oklidyen uzay denir. Bilineer formun dejenere olmasi  du-
rumunda vektor uzayina lightlike uzay denir.

Tamm 2.1.11.[28] V bir Semi-Oklidyen uzay ve v € V olsun.
1. g(v,v) > 0 veya v =0 ise v vektoriine spacelike,
2. g(v,v) < 0 ise v vektoriine timelike,
3. g(v,v) =0 ve v # 0 v vektoriine lightlike denir.

Onerme 2.1.1.[12] Bostan farkli semi-Oklidyen uzaylarin ortonormal bir
taban1 vardir.

Onerme 2.1.2.[12] (W, g) reel n-boyutlu lightlike vektor uzayr ve RadW
de vektor uzayimmin radikali olsun. Bu durumda radikal uzaya tamamlayan
olan herhangi altuzay nondejeneredir. Bu uzaya ekran uzay denir.

Tanim 2.1.12.[12] (V, g), reel m-boyutlu Semi-Oklidyen uzay ve W de onun

altuzay1 olsun. Eger gl dejenere ise altuzaya lightlike (dejenere) altuzay



denir. Aksi durumda W ye nondejenere denir. Buradan
W ={veV|g(vw =0Ywe W}
altuzayima W uzaymin diki denir.Genelde
W W+ £ {0}

dir.
Onerme 2.1.3.[12] (V,g) m-boyutlu semi-Oklidyen uzay, W de altuzay

olsun. Bu durumda
o boyW + boyW+ =m
o WHL =W
o RadW = RadW+ =W nw+

dir.

Bu tezin 3. ve 4. boliimlerinde lightlike altmanifoldlar calisiimakta ve bu
altmanifoldlar tizerinde quasi-ortonormal taban kullanilmaktadir. Simdi bu
tabanin insaasini gorelim.

(V, g), n-boyutlu bir proper semi-Oklidyen uzay olsun. (V,g) uzaymm,
{e1,e2,...,e,} birim timelike ve {e,+1, €442, ...,€,} birim spacelike vektorler
olacak sekilde {e, €9, ..., €, }, p+q = n ortonormal tabanim  gézoniine alalim.

Lightlike vektorleri ihtiva eden bir taban iic durumda incelenebilir.
Durum I (¢ < p) Bu durumda
1 1 .
fi= ﬁ{quri +et, fi = ﬁ{64+i —e}i€(1,2,..,9) (2.1.1)

10



vektorlerini insa edelim. Buradan goriilir ki

g(finf) = 9(fi f;) =0

ve
9(fin fj) = biji.5 € (1,2,...,q). (2.1.2)

Béylece {fy, . fys fis - fys €2g41, s €prq), V uzaymin 2q tane lightlike

vektor ve p — ¢ tane spacelike vektor ihtiva eden bir tabanidir.

Durum II (p < ¢) Bu durumda

fo = S5lenat ek f = slena— b € {1p} 213

olur. Boylece (2.1.1), (2.1.2) ¢, j yerine a,b € 1, ..., p alimirsa V' uzayimin

2p tane lightlike vektorler ve ¢ — p tane timelike vektorler ihtiva eden
oo s B €2pi1s s €pig )
tabani elde edilir.
Durum IIT (p=q)n = 2g = 2p oldugundan (2.1.1) veya (2.1.3) de tanimlanan

{fis s b fis s o}

lightlike taban1 elde edilir.

Tamm 2.1.13. (V,g) bir semi-Oklidyen uzay olsun. Bu uzaym B =

s oo fp fis s fo s -y wg ;- bir tabani, asagidaki sartlart saghyorsa bu du-

rumda quasi-ortonormal taban olur.

g(fz?f]) = g(ﬁ?ﬁ) = Oﬂg(ﬁafj) = 5ij7i7j < {17 -.-,Q}
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9(Uas ;) = G(Ua, 1), G(Uas ug) = €a0ap, o, B € {1, ..., 1}, €4 = £1.
Onerme 2.1.4.[12] V bir semi-Oklidyen uzay ve W de V uzaymmn bir
altuzay1 olsun. Bu durumda W boyunca V’'nin quasi-ortonormal tabani

vardir.

2.2.Vektor Demetleri ve Distribiisyonlar

Bu béliimde vektor demetlerinin tanimlart  ve temel ozellikleri verilecektir.
Tanim 2.2.1.[33] M ve E, diferensiyellenebilir manifoldlar olsunlar. M
iizerinde vektor demeti asagidaki sartlar1 saglayan 7 : £ — M Orten

diferensiyellenebilir bir dontisiimdiir:
1. Wz € M icin, E, = 7 (z) C FE bir vektor uzayidir.
2. )M tizerinde {U;};c 1 acik Ortiisii ve
;¢ N U;) — U; x R"
diffeomorfizmleri var 6yleki
¢ (U;) — U; x R"
diyagram1 degismeli ise 7 lokal ayrisim ozelligine sahiptir denir.

(E,m, M) iiclistine bir vektér demeti denir. F manifolduna demetin total
uzaylr M manifolduna demetin tabani ve m’ye de E total uzaymn projek-

siyon doniistimii denir.

Tanim 2.2.2.[12] 7 : E — M vektér demeti olsun. Vz € M icin

E, = 7—!(z) alt manifolduna z iizerinde lif denir. E, liflerin ayrik birlesimi
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total uzay1 verir.

Tanim 2.2.3.[30] (£, 7, M) bir demet olsun. 7o s = I olacak sekilde bir
s : M — E bir déniistim varsa bu durumda s’ye E'nin (global)kesiti denir
ve I'(E) ile gosterilir. Eger s, M'nin bir U acig1 iizerinde tammlanmis ise

bu durumda s : M — FE doniisiimiine U tizerinde E’nin lokal kesiti denir.

Tanim 2.2.4.[30] (E, 7, M) ve (E',7',M') iki vektér demeti olsun. Bu
durumda 7" o h' = h o 7 olacak sekilde H : E — E' ve h : M — M

dontistimleri varsa
(H,h): (E,7,M) — (E',7 , M)

diferensiyellenebilir dontisiim ciftine demet morfizmi denir.

Tanim 2.2.5.[30] (E, 7, M) ve (E', 7, M) iki vektér demeti olsun. Bu
durumda H o H = Iz ve h' o h = I; olacak sekilde

(H W) :(E',7',M) — (E,x, M)
bir demet morfizmi var ise
(H,h): (E,7,M) — (E',7', M)

demet morfizmine bir izomorfizm denir. (E,7, M) ve (E', 7', M') demetleri-

ne de izomorfiktirler denir.

Tanim 2.2.6.[30] (E, 7, M) ve (E',7,M') iki vektor demeti olsun. Her
x € M icin H, : £, — E;L(x) olacak sekilde bir (H,h) demet morfizmine
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vektor demet homomorfizmi denir.

Tamm 2.2.7.[30] (E, 7, M) ve (E',x’, M) iki vektor demeti olsun. Eger
M = M ise (H, I) formunda vektér demet homomorfizmasma M iizerinde

vektor demet homomorfizmas: denir.

Tanim 2.2.8.[30] (E, 7, M) ve (E', 7', M) iki vektor demeti ve H : B —

E vektor demet homomorfizmi oyleki her E, lifi icin
H, : E; — F,

bire-bir olsun. Bu durumda (E', 7', M') demetine (E,, M) demetinin alt

vektor demeti denir.

Tamim 2.2.9.[33] M m-boyutlu bir manifold olsun. M iizeride bir dist-
ribiisyon, her p € M noktasma T, M nin D, alt uzaym karsilik getiren bir
doniistimdiir, yani,

D:M—>UTPM

p—>DpCTp]\_4

dir. X € x(M) icin X, € D, ise D distriblisyonuna diferensiyellenebilir
denir. Eger {X;, Xy, ..., X;,} taban1 var ve her biri diferensiyellenebilir ise

bu durumda D’ye n-boyutlu diferensiyellenebilir distribiisyon denir.

Tanim 2.2.10.[35] M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M {izerinde
n-boyutlu bir distribiisyon olsun. Ayrica M, M manifoldunun bir altmani-

foldu olsun. Eger D, uzay1 ile M manifoldunun bu noktadaki tanjant uzay:
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ayni ise D’ye integrallenebilir ve M’ye de D’nin integral manifoldu denir.

Tanim 2.2.11.[33] M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M {izerinde
n-boyutlu bir distribiisyon olsun. Eger X,Y € I'(D) icin [X,Y] € ['(D) ise

D distribiisyonuna involutive denir.

Teorem 2.2.1.[33] M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M iizerinde n-
boyutlu bir distribiisyon olsun. Her involutive distribiisyon integrallenebilirdir.
Bu durumda D distribiisyonun integral manifoldu vardir. Diger tiim integral

manifoldlar, bu integral manifoldunun altmanifoldudur.

Tamim 2.2.13.[35] M diferensiyellenebilir bir manifold ve D, M iizerinde
n-boyutlu bir distribiisyon olsun. Eger X, Y € I'(D) icin

VxY € F(D)

ise D distriblisyonuna paraleldir denir.

2.3.Semi-Riemann Manifoldlar

Tamim 2.3.1.[28] Reel m-boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold M ve
g de bu manifold iizerinde (0,2) mertebeden simetrik tensér alani  olsun.
Boylece g manifoldun her x noktasindaki T, M tanjant uzay1 tizerine bili-
neer form tasir. Bunu g, ile gosterelim. Eger manifoldun her z noktasi icin
g, bilineer formunun indeksi aym1  ve g,, T, M uzay1 iizerinde nondejenere

ise bu durumda bilineer forma semi-Riemann metrik ve manifolda da semi-
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Riemann manifoldu denir. Manifoldun indeksinin sifir(bir) oldugu durumda

manifolda Riemann(Lorentz) manifold adinm1  alir.

Tanim 2.3.2.[12] M semi-Riemann manifold ve E’de, x € M icin her E, lifi
tizerinde nondejenere bilineer form g, olacak sekilde M manifoldu tizerinde
vektor demeti olsun. Ayrica g, bilineer formun indeksi her x € M icin
ayni oldugunu kabul edelim. Eger g,, M {izerinde diferensiyellenebilir ise
bu durumda E’ye semi-Riemann vektor demeti denir. Manifoldun indeksinin

sifir(bir) oldugu durumda E’ye Riemann(Lorentz) vektér demeti denir.

Tanmim 2.3.3.[12] E, M {izerinde ranki n olan bir vektor demeti olsun.
Eger Vx operatorii, VX,Y € I(TM), S, S € T'(E) ve f diferensiyellenebilir

fonksiyon olmak tizere,
L )Vixsy(S) = fVxS+VyS
2. )Vx(fS+8)=fVxS+X(f)S+ VxS

sartlarisagliyorsa E tizerinde bir lineer konneksiyondur denir. Eger £ = T'M

ise V, M 1tzerinde lineer konneksiyondur.

(M, g) semi-Riemann manifold tizerinde V lineer konneksiyonun oldugunu
kabul edelim. Metrik tensor alan1 g, V’ya gore paralel ise yani VXY, 7 €
[(TM) icin

(Vxg)(Y,Z) = Xg(Y, Z) — g(VxY,Z) — g(Y,VxZ) =0

ise V’ya metrik konneksiyon(Riemann konneksiyon) denir.
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Tanim 2.3.4. M bir manifold ve V M iizerinde konneksiyon olsun. Bu

durumda V nin torsiyon tensorii, VX,Y € I'(T'M) icin
T(X,Y)=VyY — VyX — [X,Y]

ile tanimlanir.
Teorem 2.3.1.[12] Semi-Riemann manifold iizerinde tek bir torsiyonsuz
metrik konneksiyon vardir.

Her semi-Riemann metrik

29(VyX.Z) = Xg(Y,Z)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
+o([X, Y], 2) = g([V, 2], X) + 9([Z, X1, Y) (2.3.1)

ile verilen Koszul 6zdesligini saglar.

Tanmim 2.3.5.[12] (M, g), semi-Riemann manifold olsun. Buradan M iizerinde

VX,Y,Z € T(TM) icin
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxY — VixyZ (2.3.2)

olarak tanimlanan tensore V konneksiyonun egrilik tensorii, VX,Y, Z, W €
['(TM) icin,

< R(X,Y)Z,W >= g(R(X,Y)Z,W)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore M tizerinde Riemann
Christoffel egrilik tensorii denir.

Levi-Civita konneksiyonun R egrilik tensorii birinci ve ikinci Bianchi
ozdesiklerini saglar. Ayrica, diger ozellikler asagidaki teorem ile verilmek-

tedir.
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Teorem. 2.3.2. Bir semi-Riemann manifoldu M ve M tzerindeki metrik

konneksiyon V olsun. Asagidaki bagintilar, gecerlidir:
(a) R(X,Y,Z, W)+ R(Y,X,Z,W)=0
() R(X,)Y,Z, W)+ R(X,Y,W,Z) =0
(c) R(X,Y,Z,W)—R(Z,W,X,Y) =0.

Semi-Riemann manifoldlarin Onerme 2.1.1e gore ortonormal bir tabana
sahip oldugunu biliyoruz. Buradan M manifoldunun ortonormal bir taban

{E1, Es, ..., By} olsun. Boylece €;, {E;} bazinin isareti ve VX € ['(T'M) icin
9(Ei, Ej) = €i6]

ve

X = ZQQ(X, E)E;
i=1
olmak tizere

g(X.Y) =3 (X, E)g(Y. E,) (2.3.3)

i=1
yazilir.

Semi-Riemann manifoldu M nin Ricci tensor alani
Ric(X,Y) =1i2Z — R(X,Y)Z (2.3.4)
tanimlanir. Yerel olarak,

Ric(X,Y)=> &R(X,E;Y, E;) (2.3.5)

=1

olur.
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Tamim 2.3.6.[12] (M, g) bir semi-Riemann manifoldu ve bir p € M nok-
tasindaki 7, M tanjant uzaymin iki boyutlu bir altuzayr P olsun. P alt-

uzaymn bir bazi  {X,Y} olmak iizere

B R(X,Y,X)Y)
B g(X,X)g(Y, Y) - g(X, Y)2

K(P) (2.3.6)

olarak tanimlanan K (P) reel sayisina P nin Riemann anlamindaki kesit
egriligi denir. Eger K(P) = c(sbt) ise M manifolduna ¢ sabit kesit egrilikli
semi-Riemann manifold denir ve M(c) ile gosterilir. Bu durumda M'nin R

egrilik tensor alani
RX,Y)Z =c{g(Y,2)X — g(X,Z2)Y} (2.3.7)

ile verilir.

2.4.Semi-Riemann Manifoldlarin Lightlike Altmanifold-

lar:

Tamim 2.4.1.[12] (M, g) reel (m + n)-boyutlu semi-Riemann manifold m >
I,n>1(m>1,n>1, yani M, M de ne bir egri ne de bir hiperyiizeydir.)
ve g, ¢ € {1,...,m+n — 1} sabit indeksli semi-Riemann metrik olsun. M, M
manifoldunun ek boyutu n olan bir altmanifold olsun. Ayrica g'nin M iizerine
indirgenmis tensor alanini g¢ ile tammmlamirsa, Vu € M de VX,,Y, € T,M
icin

9(Xu, Yu) = 9(Xo, Ya)
elde edilir.

Simdi v € M noktasinda
T,M~* = {V, € T,M|g,(V.,, W) = 0,vW, € T,M}
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cimlesini gozontne alalim. g,, T, M tzerinde non-dejenere olmasi duru-
munda, hem T, M hem de T, M+ non-dejeneredirler. Ayrica T,M ve T,M~*,
T,,M’nin ortogonal tamamlayan vektor altuzaylaridirlar. Aksi takdirde, hem
T, M hem de T, M+ dejenere, ortogonal ancak tamamlayan altuzay degildirler

ve

RadT, M = RadT,M*+ =T,M NT, M~

dir.

M, M manifoldunun bir altmanifoldu olsun ve M iizerinde
RadlT'M : v e M +—— Radl, M

doniisiminin ranki r olsun. Eger r > 0 ise RadT M ye radikal distribiisyon
ve altmanifold M ye de lightlike altmanifold denir. g’ye de M {izerinde r-
lightlike(r-dejenere, r-null) metrik denir.

Teorem 2.4.1.[12] (M, g), (M, §) semi-Riemann manifoldunun bir altman-

ifoldu olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
1. ) M, r-lightlike altmanifolddur.
2. ) U C M her koordinat komsulugunda

RadTU : v € U —— Radl,U

dontisiimii, U iizerinde rank r > 0 olan diferensiyellenebilir bir dist-

ribiisyona sahiptir.

3. ) U C M her koordinat komsulugunda ¢ tarafindan indirgenmis g

tensorti, sabit m — r rankina sahiptir.
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Tanim 2.4.2.[12] (M',g'), (M,g) semi-Riemann manifoldunun r-lightlike
altmanifold ve

f:M — M

bir immersiyon oldugunu kabul edelim. Eger VX,Y € I'(T'M") icin

9(X)Y) =g(f.X, 1.Y)

oluyorsa f ye 1-lightlike izometrik immersiyon ve M = f(M') ye de M mani-
foldunun r-lightlike altmanifoldu denir.

M manifoldunun bir M lightlike altmanifoldu RadT M nin rankina, M nin
ekboyutuna ve boyutuna gore dort durumda incelenecektir.

Durum I. (0 < r < min{m,n}). M manifoldunun tanjant demeti
TM’de RadT M’nin tamamlayan1 olan S(T'M) distribiisyonunu gozoniine
alalim. M ’nin parakompakt oldugunu kabul ettigimizden dolayr boyle bir
distribiisyon her zaman vardir. (6énerme 2.1.2.)’den S(T'M), RadT M’ye or-
togonal ve g'ye gore non-dejeneredir. M iizerinde S(T'M) sabit indeksli olur

ve tanjant demeti
TM = RadTML1S(TM) (2.4.1)
sekilde yazilabilir. Buradan altmanifoldun tanjant demetine ortogonal olan
T™*" = JT,M*

ile tanmlanirsa M lightlike oldugu icin TM*, T M v de T'M ye tamamlayan
degildir, ciinkii RadT M = TMNTM* ve M iizerinde rankr > 0 olan bir dis-
tribiisyondur. TM*’de RadT M’ye ortogonal tamamlayan bir vektér deme-
tini S(TM*1) ile tanimlayahm. (6nerme 2.1.2.)ye gore g metrigi S(TM*1)
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iizerinde non-dejenere oldugundan, TM* demeti
TM* = RadT M LS(TM™) (2.4.2)

ortogonal direkt toplam olacak sekilde yazilabilir. Burada S(T'M) ve S(T'M*)
vektor demetlerine, sirasiyla, M altmanifoldunun ekran distribiisyonu ve
transversal ekran distribiisyonu denir. Buradan S(T'M) demeti, 7'M deme-

tinin non-dejenere altvektér demeti oldugundan 7'M v demeti
TMpy = S(TM)LS(TM)* (2.4.3)

ortogonal tamamlayan olacak sekilde yazilabilir, burada S(T'M)+ demeti,
TM, v 'de S(T'M) demetinine ortogonal tamamlayan vektor demetidir. Ayrica
S(TM*) demeti, S(TM)+>in altvektor demeti ve her ikiside non-dejenere

oldugundan
S(TM)t = S(TM*)LS(TM*)* (2.4.4)

ortogonal direkt ayrisimi elde edilir.
Bundan sonra bir lightlike altmanifoldunu (M, g, S(TM),S(TM*1Y)) ile

gosterilecektir. Ayrica bu boltimde aksi belirtilmedikce kullanilacak indisler
ipke{l,..r},ab,ce {r+1,.m}a,0€{r+1,...,n}

seklindedir.

Lemma 2.4.1.[12] (M, §) semi-Riemann manifoldunun r-lightlike altmani-
foldu (M, g, S(T M), S(TM=)) olsun. Bu altmanifoldun bir koordinat komsulu-
gu U ve {¢;}’de  T'(RadT M) uzaymin bir tabani oldugunu kabul edelim.
Bu durumda S(T'M l)‘LU altvektor demetinin,

9(Nj: &) = 0y (2.4.5)
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ve
g(N;;N) = 0 (2.4.6)

olacak sekilde { Ny, ..., N,.} diferensiyellenebilir vektor alanlar1  vardir.
Lightlike altmanifoldlar teorisi ve Riemann yada semi-Riemann altmani-
foldlar teorisi arasindaki temel fark, lightlike durumunda 7'M+ demetinin bir
kismi altmanifoldun teget kisminda kalirken, Riemann yada semi-Riemann
durumunda T'M ile TM* vektoér demetlerinin arakesiti sifirdir. Boylece light-
like durum icin temel problem, T'M demetine teget olmayan altvektor demet-
lerinin varolup olmadigidir. Duggal-Bejancu, [4] daki makalelerinde bdyle bir
vektor demetinin varhigini gosterdiler. Bu teoremi ispatsiz olarak sunuyoruz:
Teorem 2.4.2.[12] (M,g,S(TM),S(TM*1)), (M,g) Semi-Riemann mani-
foldunun r-lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ¢ € {1,...,r} icin
{Ny,...,N,} taban1 olan S(TM~)* demetinde RadT M’ye komplemant olan

bir vektor demeti vardar.

Bu vektor demeti ile altmanifoldun tanjant demetinin arakesiti sifirdir.
Bu vektor demetine (S(TM), S(TM*)) ciftine gore M nin lightlike transver-
sal vektor demeti denir ve ltr(T M) ile gosterilir.

Simdi,
tr(TM) = Itr(TM)LS(TM™*) (2.4.7)

vektor demetini gézoniine alalim. ltr(T'M), M manifoldunun keyfi bir light-
like transversal vektor demetidir. Burada ¢r(T'M) demetinin rank n ve T'M
demeti ile arakesiti sifirdir. Boylece tr(T M), T My, 'de TM demetine komple-

mant ancak ortogonal olmayan bir vektor demetidir. ¢r(T'M) vektér deme-
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tine M manifoldunun transversal vektor demeti denir. (2.4.1) ve (2.4.6)

denklemlerinden

TM = TM & tr(TM)

TM = RadTMLS(TM)® ltr(TM)LS(TM=*

T™M = S(TM)LS(TM*)1(RadTM @ ltr(TM)) (2.4.8)

elde edilir. Buradan, M boyunca M manifoldu iizerindeki quasi-ortonormal

catr i€ {l,..,rhae{r+1,..,m}veac€{r+1,..,n} olmak iizere
{&i Ny X, Wa} (2.4.9)

dir. {&;} ve {N;} sirasiyla I'(RadT M) ve I'(Itr(TM)y) vektor demetlerinin
tabanlandir. Ayrica {X,} ve {W,} de sirasiyla ['(S(T'M)) ve T'(S(TM™))
demetlerinin ortonormal tabanlardir. Vi€ {1,...,7} icin span{¢;, N;} U'nun
herhangi noktasinda hiperbolik bir diizlem oldugundan dolayr RadT M &
ltr(T M) non-dejeneredir ve M manifoldu tizerinde sabit r indekslidir.
Durum IL.[12] (1 <7 =n < m). Bu durumda RadT'M = TM*, yani
S(TM*) = 0 dir. Boylece normal demet lightlike altmanifold iizerinde bir
distribtisyon olur. Bu durumdaki altmanifolda koizotropik altmanifold denir

ve
T™M = S(TM)LTM™* (2.4.10)

olacak sekilde ortogonal direkt toplam seklinde yazilabilir. Bu durumda

(2.4.8) denklemi

TM = TM&ltr(TM)

TM = S(TM)L(TM*@ltr(TM)) (2.4.11)
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olur, burada ltr(T'M), S(T'M) demetine gore M manifoldunun lightlike trans-
versal vektor demetidir. Ayrica, M boyunca M manifoldu iizerinde quasi-

ortonormal cati
{1, &, N1y ooy Ny, X1y oo, Xin (2.4.12)

dir. Burada {X,i1,...,X;,} kiimesi I'(S(TM)y)'nun ortonormal bir ta-
banidir.

Durum IIL.[12] (1 < r = m < n). Bu durumda RadTM = TM,
yani S(TM) = {0} dir. Béylece M manifoldunun tanjant demeti TM, T M+
demetinin altvektor demeti olur. Bu yapidaki A manifolda, M manifoldunun

izotropik bir altmanifoldu denir ve
TM*+ = TML1S(TM?") (2.4.13)
dir. Bu durumda (2.4.8) denklemi
TM = TM @tr(TM) (2.4.14)
olur. (2.4.14) denkleminde (2.4.7) denklemi kullanilirsa
T™M = TM®ltr(TM)LS(TM™) (2.4.15)

ayrisimi  elde edilir.  Ayrica, M boyunca M manifoldu iizerinde quasi-

ortonormal cati
{&, ooy &ny N1y ooy Nony Woiay oo, Wi b (2.4.16)

dir. Burada {W,,41, ..., Wy} kitmesi I'(S(TM*)y) nun ortonormal bir ta-

banidir.

25



Durum IV.[12] (1 < r = m = n). Bu durumda RadTM = TM =
TM*, yani S(TM) = {0} ve S(TM*) = {0} dir. Buradan da goriilecegi
gibi ne bir ekran distriblisyonu ne de transversal ekran distribiisyonu vardir.
Bu yapidaki bir M manifolduna, M manifoldunun tamamen lightlike alt-

manifoldu denir ve
™ = TM®& ltr(TM) (2.4.17)

direkt ayrisimi elde edilir. Ayrica, M boyunca M manifoldu iizerinde quasi-

ortonormal catisi

{517"'7£m>N17“'7Nm} (2418>

ile verilir.

(M, g,S(TM),S(TM%)), (m + n)-boyutlu (M,g) Semi-Riemann mani-
foldunun m-boyutlu lightlike altmanifoldu olsun. tr(T'M), (S(TM), S(TM=))
ciftine gére M manifoldunun transversal vektor demeti ve V, M manifoldu
tizerinde Levi-Civita konneksiyon oldugunu kabul edelim. T'M ve tr(TM),
T M,y demetinin tamamlayan altvektor demetleri oldugundan, VX,Y € ['(T'M)
ve V e I'(tr(TM)) icin

VxY = VxY +h(X,Y) (2.4.19)

VxV = —Ay X + V4 V. (2.4.20)

olur. Burada {VxY, Ay X} ve {h(X,Y), VV} sirasiyla (T M) ve T'(tr(TM))
uzaylarma aittir. V ve V! sirasiyla M manifoldu ve tr(T'M) demetinde lineer

konneksiyonlardir. Ayrica V torsiyonsuz lineer konneksiyon ve h,I'(T'M) x
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[(TM) uzayr {izerinde I'(tr(T'M)) degerli simetrik bilineer formdur. Bu-
radan h'ya tr(TM) demetine gore M manifoldunun ikinci temel formu denir.
Ada T(tr(TM)) x T'(TM) uzayr iizerinde tamimlanms I'(7'M) degerli bili-
neer formdur. A’ya da V'’ye gore M manifoldunun sekil operatori denir. V
ve VPye sirasiyla M manifoldu tizerinde indirgenmis lineer konneksiyon ve
transversal lineer konneksiyon denir [12].

S(TM*) # {0} oldugunu kabul edelim, yani M manifoldu ya I.durum
yada IIT.durum daki gibi olsun. Buradan (2.4.7) ayrisimina gore ltr(T M) ve
S(TM*) demetlerinin sirasiyla tr(T' M) demeti iizerinde projeksiyon morfizim-

leri L ve S oldugunu kabul edelim, yani

L:tr(TM) — ltr(TM)

ve
S :tr(TM) —s S(TM™)
burada
RY(X,Y) = Lh(X,Y),h¥(X,Y) = Sh(X,Y)
ve

DLV = L(V4&V), D5V = S(VLV).

Bu durumda (2.4.19) ve (2.4.20) denklemlerinden
VxY = VxY +h(X,Y)+h(X,Y) (2.4.21)
ve

VxV = —AyX + DLV + D*(X,V) (2.4.22)
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elde edilir. A! ve h®, tensorlerine sirasiyla, altmanifoldun ikinci temel formu
ve ekran ikinci temel formu denir [12].
Tanim 2.4.3.[12] E bir vektor demeti ve P’de vektor demet morfizmi, yani

P:E+— FE olsun. Vs € I'(F) icin,
s+—— Dxs

diferensiyel operatorii asagidaki sartlar1  sagliyorsa P morfizimine gore Ot-

suki konneksiyon denir.
1. ) Dfx+y8 = fDxS + DyS
2. ) Dx(fs+s) = fDxs+ X(f)P(s) + Dxs

Onerme 2.4.1.[12] M, M manifoldunun r-lightlike yada izotropik bir
altmanifoldu olsun. Bu durumda D' ve D* diferensiyel operatorler, sirasiyla
L ve S vektor demet morfizimlerine gére tr(7TM) demeti tizerinde iki Otsuki

konneksiyon tanimlar.

Buradan VX € I'(T'M) ve VV € I'(tr(T'M)) icin Tanim 2.4.3” gore
Vi : D(ltr(TM)) — D(ltr(TM))

LV +— V5 (LV) = D (LV)

ve

Vs : T(S(TM*Y)) — T(S(TM™Y))
SV s V5% (SV) = D%(SV)

diferensiyel operatérleri tamimlanir. Burada V! ve V¥, sirasiyla, ltr(T'M) ve

S(TM™) demetleri iizerinde lineer konneksiyonlardir. V! ve V*’ye, sirastyla,
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altmanifold tizerinde lightlike transversal konneksiyon ve ekran transversal

konneksiyon denir. Ayrica VX € I'(T'M) ve VV € I'(tr(T'M)) icin
D' T(TM) x T(S(TM™*)) — T(ltr(TM))

(X,SV) — DSV = D'(X,SV)

ve

D* - T(TM) x T(itr(TM)) — T(S(TM*))
(X, LV) — DLV = D*(X,LV)

bilineer déniistimleri tanimlanir. Bu déntisiimler (2.4.22) denklemine uygu-

lanirsa

VxV = —AyX + VYLV +V5SV
+DNX,SV) + D*(X,LV) (2.4.23)

elde edilir. Ozel olarak V & T'(tr(T'M)) yerine, sirasiyla, N € I'(ltr(T'M)) ve
W e T(S(TM™)) ahmirsa VX € T'(TM) icin

VxN = —AyX + V4N + D*(X,N) (2.4.24)

VxW = —AwpX + VW + DX, W) (2.4.25)

denklemlerine ulasilir [12].
Simdi M, M manifoldunun koizotropik yada tamamen lightlike altmani-
fold oldugunu kabul edelim. Bu durumda ekran transversal vektor demeti

olmadigindan, (2.4.21) ve (2.4.23) denklemlerinden

VxY = VyxY +h(X,Y) (2.4.26)
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VxN = —AyX +VLN (2.4.27)

elde edilir. Dejenere olmayan altmanifoldlarda oldugu gibi (2.4.19), (2.4.21)
ve (2.4.26) denklemlerine Gauss formiilii ve (2.4.20), (2.4.22), (2.4.23), (2.4.24),
(2.4.25) ve (2.4.27) denklemlerinede Weingarten formiilii denir. Gauss ve
Weingarten formiilleri ve V'nin metrik konneksiyon oldugu gézoniine alinirsa,
VXY € T(TM), € € T(RadTM), W € T'(S(TM%')), N,N' € T(ltr(TM))

icin

g (X, Y), W) +g(Y, DX, W) = g(ApX,Y), (2.4.28)
g(h'(X,Y),6) +g(Y, h'(X,8)) + g(Y,VxE) = 0, (2.4.29)
G(D*(X,N),W) = g(N, Ay X), (2.4.30)

GANX,N)+ G(Ay X, N) = 0 (2.4.31)

elde edilir. P S(TM) demeti lizerinde 7'M 'nin projeksiyon morfizmi olmak

uzere
g(ANX,PY) = g(N,VxPY). (2.4.32)

Simdi, M’nin bir U kordinat komsulugunda, ¢ € {1,...,r} icin N, €
D(ltr(TM) ) ve a € {r +1,...,n} icin W, € I(S(TM*)y) olacak sekilde
['(tr(TM)pr) nin bir tabam  {N;, W, } oldugunu kabul edelim. Bu durumda
(2.4.21) denklemi, r-lightlike altmanifold ve izotropik altmanifoldlar icin,

sirasiyla,
VxY = VxV+ > WX Y)N;+ Y hi(X, Y)W,  (24.33)
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ve
VxY = VxV+ > WX Y)N;+ Y hi(X, Y)W,  (2.4.34)
olur. koizotropik ve tamamen lightlike altmanifoldlar icin,
VxY = VxY+> hi(X,Y)N; (2.4.35)
ve
VxY = VxY+> (X, Y)N; (2.4.36)

clde edilir. U koordinat komsulugunda {h%} ve {h3} terimlerine, sirasiyla,
altmanifoldun yerel lightlike ikinci temel formu ve yerel ekran ikinci temel
formu denir.

Teorem 2.4.3.[12] (M, g, S(T M), S(TM™)) bir lightlike altmanifoldun yerel
lightlike ikinci temel formlar1 S(T'M), S(TM™*) ve ltr(T M) vektor demet-
lerine bagh degildir.

Onerme 2.4.2.[12] Yerel lightlike ikinci temel formlar radikal distribiisyon
tizerinde sifirdir.

VX e (TMy),ie {1,...,r} icin
ni(X) = g(X, Ny (2.4.37)

tanmimlayalim. Bu durumda M manifoldu iizerinde her X vektor alam U

kordinat komsulugu tizerinde
X = PX+) ni(X) (2.4.38)
seklinde ifade edilir.
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Simdi, M ya r-lightlike yada koizotropic bir altmanifold olsun. Bu du-
rumda (2.4.1) ve (2.4.38) ayrisimlarindan, VX, Y € I'(T'M) ve ¢ € I'(Rad(TM))

icin
VxPY = V%PY +1h*(X,PY) (2.4.39)

ve
Vx{ = —AX +V¥ (2.4.40)

yazilabilir. Burada {V% PY, A{ X'} ve {h*(X, PY), VXY, siwasiyla, ['(S(T'M))
ve I'(Rad(TM)) uzaylarmn elamanlarnidir. V* ve V* sirasiyla, S(T'M)
ve Rad(TM) tamamlayan distribiisyonlar iizerinde lineer konneksiyonlardir.

Diger taraftan h* ve A*
h*:T(TM) x T'(S(TM)) — T'(Rad(TM))

ve

A" : T(Rad(TM)) x T(TM) — T(S(TM))

seklinde tanimlanan bilineer formlardir [12].

Semi-Riemann manifoldun non-dejenere bir altmanifoldunun sekil ope-
ratorii ve ikinci temel formu arasinda bir iliski oldugunu biliyoruz. Light-
like altmanifoldlarda ise bu durumun tersine bu iliski S(T'M) ve tr(TM)
distribiisyonlarinda ayr1 ayr1  vardir. Daha acik olarak (2.4.21), (2.4.22),
(2.4.39) ve (2.4.40) denklemleri kullamlirsa VXY € I'(T'M), £ € T'(Rad(TM))
ve N € I'(ltr(T'M)) icin

g (X, PY),&) = g(A;X,PY) (2.4.41)
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g(h(X,PY),N) = g(AnNX,PY) (2.4.42)

elde edilir. h' simetrik oldugundan (2.4.41) denkleminden S(7T'M) distribiis-
yonunun sekil operatorii S(T'M) tizerinden self-adjointtir. (2.4.29) denkle-
minde Y yerine £ yazilirsa VX € I'(T'M) icin

g(h'(X,€),6) = 0 (2.4.43)
elde edilir. (2.4.41) de X yerine £ alinir ve (2.4.43) kullanilirsa
A = 0 (2.4.44)

olur [12].

(2.4.21) ve (2.4.26) denklemlerinden kolayca goriiliirki, non-dejenere alt-
manifoldlarin tersine, bir lightlike altmanifold tizerindeki indirgenmis kon-
neksiyon metrik konneksiyon degildir. Asagidaki teorem lightlike altmanifold
iizerindeki indirgenmis konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek
ve yeter sartlar1 vermektedir.

Teorem 2.4.4.[12] M, M manifoldunun r-lightlike yada koizotropik altmani-
fold oldugunu kabul edelim. Bu durumda, indirgenmis konnersiyonun metrik
konneksiyon olmas: icin gerek ve yeter sart asagidaki sartlardan birinin saglan-

masidir.
1. V¢ € I'(RadT' M) icin Af, T'(T'M) {izerinde sifirdur.
2. RadT M Killing distribiisyondur.

3. RadT M, V’ya gore paralel distribiisyondur.
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Riemann altmanifoldlarin diferensiyel geometrisinin incelenmesinde Gauss,
Codazzi ve Ricci denklemlerinin énemli bir rolii oldugunu biliyoruz. Simdi,
lightlike altmanifoldlar icin bu denklemlere karsilik gelen yapr denklemlerini
verecegiz.

(M, g,S(TM),S(TM*)), (m + n)-boyutlu (M, g) Semi-Riemann mani-
foldunun m-boyutlu r-lightlike bir altmanifoldu olsun. VX,Y,Z € I'(T M),
W e T(S(TM™)) ve N € T(itr(TM)) icin

(Vxh')(Y,2) = Vi (W(Y, 2)) = W(VxY, Z) = W' (Y,VxZ)  (2.4.45)
(Vxh*)(Y,Z2) = VX (WY, Z)) = 1*(VxY. Z) = (Y, VxZ) (2.4.46)
(VxDHY(Y, W) = V(DY (Y,W)) — D{(VxY,W) — DY, V5 W) (2.4.47)
(VxD*)(Y,N) = V5 (D*(Y,N)) — D*(VxY, N) — D*(Y, VA N) (2.4.48)
(VxA)(N,Y) =Vx(AN,Y)) — A(VLN,Y) — A(N,VxY) (2.4.49)

(VxA)(W,Y) = Vx (AW, Y)) — A(VEW,Y) — AW, VxY) (2.4.50)

tanimlayalim. Bu durumda V, V, V! ve V* konneksiyonlariin egrilik tensorle-
ri, sirasiyla, R, R, R ve R® ile tammlanirsa (2.4.21), (2.4.24), (2.4.25) ve
(2.4.45)-(2.4.50) denklemlerinden

R(X,)Y)Z = RX,Y)Z+ Auixz)Y — Ay X + Anx.)Y
—ApsynX + (Vxh)(Y, 2) = (Vv i) (X, Z)  (2.4.51)
+DY X, h3(Y, Z)) — DY, h*(X, Z)) + (Vxh*)(Y, Z)
—(Vyh*) (X, Z) + D*(X,hN(Y, Z)) — D*(Y,h'(X, Z))
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R(X,)Y)N = R{X,Y)N+h(Y,AxX) - h(X,AxY) + D' (X, D*(Y, N))
—DNY,D*(X, N)) + (VyA)(N, X) — (VxA)(N,Y) (2.4.52)
+Apsx,N)Y — ApseynyX + (VxD*)(Y, N)

—(VyD*)(X,N) + h*(Y, Ay X) — h*(X, VYY)

RX, Y)W = R(X, Y)W +hr'(Y,AwX) — h*(X, AwY) + D*(X, D'(Y,W))
— DY, DX, W) + (Vy A)(W, X) — (VxA)(W,Y) (2.4.53)
+Apxw)Y — Apiyin X + (VxDH(Y, W)

—(VyDHY(X, W) + h(Y, Ay X) — KX, Vi Y)

elde edilir [12].

2.5.Sasakiyan Manifoldlar

Tanim 2.5.1.[11, 16] M (2m+1)— boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold
olsun. M iizerinde, (1, 1) mertebeli tensor alam1 ¢, 1— form 7 ve bir vektor
alan1 V var ve asagidaki sartlar saglaniyorsa M ye hemen hemen kontakt
manifold ve (¢,7,V) ye de hemen hemen kontakt yapi1 denir.
X = —X+nX)V (2.5.1)
n(V) = L (2.5.2)

Onerme 2.5.1.[11] M hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda,

M dizerindeki (¢,7n,V) hemen hemen kontakt yapist icin

oV = 0 (2.5.3)
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n(¢X) = 0 (2.5.4)

rank¢ = 2n (2.5.5)

dir.

Lemma 2.5.1.[8] M bir hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda
M fizerinde bir h Riemann metrik tensor alam vardir yleki VX € x(M)
icin h(X,V) =n(X) dir.

Onerme 2.5.2.[8] M hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda

M iizerinde bir g Riemann metrigi vardir 6yleki

n(X) = g(X,V) (2.5.6)
9(dX,0Y) = g(X,Y) —n(X)n(Y) (2.5.7)
96X, Y) +g(X,0Y) = 0 (2.5.8)

dir.

Tamim 2.5.2.[41] M hemen hemen kontakt manifold olsun. Eger M {izerinde
Onerme 2.5.2’de verilen § Riemann metrigi varsa, (¢, V, ) hemen hemen kon-
takt yapisina g, Riemann metrigi ile birlesen bir hemen hemen kontakt metrik
yapidir denir. (M , G, ®,V,n) beslisine de hemen hemen kontakt metrik mani-
fold ad1  verilir.

Tamim 2.5.3.[8] M, (2n + 1) boyutlu bir Riemann manifoldu olsun. Eger

M tzerinde

nA(dn)" # 0

olacak sekilde, global olarak tamimli 7, 1— formu varsa M manifolduna kon-
takt manifold denir. Burada n, n. mertebeden dis kuvveti gosterir. n’ya M

manifoldunun kontakt formu denir.
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Teorem 2.5.1.[41] M, (2n + 1) boyutlu ve n kontakt yapili bir manifold

olsun. Bu durumda M {izerinde
g(X,9Y) = dn(X,Y) (2.5.9)

olacak sekilde (¢, V,n,g) hemen hemen kontakt metrik yapisi vardir.
Tamim 2.5.4.[41] M, (2n + 1) boyutlu ve 7 kontakt yapili bir manifold
olsun. 7 kontakt formunda insa edilmis hemen hemen bir kontakt metrik
yapiya kontakt metrik yapi, manifolda da kontakt metrik manifold denir.
Onerme 2.5.3.[11] M hemen hemen kontakt manifold olsun. Bu durumda
(¢, V,n) hemen hemen kontakt yapisinin normal olmasi icin gerek ve yeter

sart

Ny(X,Y) + 2dn(X,Y)E =0 (2.5.10)

olmasidir, burada N, Nijenhuis tensor alanidir.
Lemma 2.5.2.[41] N® = 0 ve ® = dn olmas1 durumunda, M mani-

foldunun (¢, V,n, g) kontakt metrik yapisi icin
20(Vx9)Y. Z) = g(NW(Y,Z),¢X) + 2dn(¢Y, X)n(Z) — 2dn(¢Z, X)n(Y')
ve

Vyo =0

dir.

Tamim 2.5.5. [41] M, (2n+1)boyutlu, (¢,V,n,g) kontakt metrik yapil
kontakt metrik manifold olsun. V' vektor alan1  g’ye gore Killing vektor alan
ise M iizerindeki kontakt yapiya K-kontakt yapi ve M ’ ye de K-kontakt

manifold denir. Bir Z vektor alanimin Killing vektor alani
(Lz9)(X,Y) =g(VxZ,Y) + g§(X,VyZ) (2.5.11)
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ile tanimlandigindan, V' vektor alaninin, g'ye gore Killing vektor alam1  ol-

masi

(Lvg)(X,)Y) = Lyg(X,Y)—g(LvX,Y) — g(X, LyY)

(ng)(X,Y) - Vg(X7Y) - g([va X],Y) - g(Xv [V, Y])
ile ifade edilir.

Tanim 2.5.6.[40] M, (2n+1) boyutlu, (¢,V,n,g) kontakt metrik yapih
kontakt metrik manifold olsun. Eger M nin kontakt metrik yapisi normal
ise M ye Sasakian yapiya sahip ( yada normal kontakt metrik yapiya) ve M
manifoldunada Sasakian manifold (yada normal kontakt metrik manifold)
denir.

Teorem 2.5.3. [40] M hemen hemen kontakt metrik manifold olsun. Bu

durumda M manifoldunun Sasakiyan olmasi icin gerek ve yeter sart

VxV =—¢X (2.5.12)

(Vxo)Y = g(X, V)V —n(Y)X (2.5.13)

dar.

Tamim 2.5.7.[42] M Sasakiyan manifold olsun. Va € M icin T, M tanjant
wzayimda £’ye dik bir X birim vektori {X, X} ortonormal olacak sekilde
var ise {X, X} diizlemine T, M nin ¢-kesiti denir ve M nin ¢ kesit egriligi

K(X,0X) = g(R(X,$X)pX, X) (2.5.14)
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ile tanimlanir.

Tanim 2.5.8. M Sasakiyan manifold olsun. M ’nin ¢-kesit egriligi sabit= c

ise M’ye Sasakiyan uzay form olarak adlandirilir ve M(c) ile gosterilir.

Teorem 2.5.4. [39] M(c) Sasakiyan uzay formunun R egrilik tensorii,

VX,Y,Z € T'(M) icin

rxv)z = genx gz + C oy

—en(Y)n(Z2)X +g(X, Z)n(Y)V = g(Y, Z)n(X) V

+9(@Y. 2)0 X +5(¢ 2, X)9Y —29(¢ X,Y)¢ Z} (2.5.15)

1990 yilinda Duggal, hemen hemen kontakt manifoldlar tizerinde semi-
Riemann metrik durumunu gozoniine aldi ve Tanim 2.5.1 yerine asagidaki
tanimi sundu.

Tanim 2.5.9.[11] (M, g), 2n+1 boyutlu semi-Riemann manifold olsun. M
tizerinde (1,1) mertebeli ¢ tensor alani, 1 1-formu ve V' vektér alani var
oyleki

P =—-I+naV.nV)=1 (2.5.16)

gV, V) = &,9(0X,0Y) = g(X,Y) — en(X)n(Y) (2.5.17)

sartlar1 saglaniyorsa (M, g) ye e-hemen hemen kontakt metrik manifold denir.

Burada V', vektor alaninin spacelike veya timelike durumuna gore € = 1 veya
e =—1dir.

Bu sekilde tanimlanan bir kontakt yapi, Riemann durumdakinin tersine,

(2.5.17) ifadesini saglayan non-dejenere metrigi garanti etmez. Bu durumun
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Semi-Riemann versiyonu Duggal tarafindan asagidaki gibi verildi.

Teorem 2.5.5.[11] (¢,n, V) hemen hemen kontakt yapr ve g, semi-Riemann
manifold iizerinde bir metrik 6yleki V' null olmayan vektor alani olsun. Bu
durumda M {izerinde (2.5.17) sartim saglayan (1,2) mertebeli simetrik ¢
tensor alan1 vardir.

Bununla birlikte bir Lorentz metriginin varligi garanti edilmektedir. Yani
Teorem 2.5.5 de verilen sartlar altinda M iizerinde (2.5.17) ifadesini saglayan
bir Lorentz metrik her zaman vardir.

M, semi-Riemann manifold olsun. Eger ¢ = 1 ve indexM = 2r ise M ye
spacelike hemen hemen kontakt metrik manifold ve e = —1 ve indexM = 2r+
1 ise M ye timelike hemen hemen kontakt metrik manifold adi verilir [11].
Diger taraftan tamamen Riemann durumundaki temel 2-form ve normallik
sart1 gozoniine alinarak asagidaki kavramlar tanimlanmaktadir.

Bir (¢,n,V,g) e-hemen hemen kontakt metrik yapi icin & = dn ise
(¢,1n,V, g) yapisina e-kontakt yap1 ve (M, ¢,n,V, g) beslisine e-kontakt mani-
fold denir. Ustelik eger M normal ise M ye belirsiz Sasakiyan manifold ad
verilir.

Teorem 2.5.6.[11] Bir e-hemen hemen kontakt metrik manifoldun belirsiz

Sasakiyan manifoldu olmasi icin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(T'M) icin
(Vx@)Y = g(X,Y)V —en(Y)X
sartinin saglanmasidir. Bu ifade de Y yerine V' yazilirsa
VxV = —epX

elde edilir [11].
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Diger taraftan e-Sasakiyan manifoldlarin sabit egrilikli olmasi1 durumunda
egrilik tensorii Kumar, Rani ve Nagaich tarafindan elde edildi. Buna gore bir
e-Sasakiyan manifold sabit ¢ egrilikli ise egrilik tenséri VX, Y, Z, W € I'(T M)
icin

ROy, 2wy = 3 gy 2000 W) — gx, 219y, W)

@190 W)~ nr (200X, W)
+n(Y)n(W)g(X, Z) = n(X)n(W)g(Y, Z)

+29(X,0Y)g(¢ Z, W)}

olur [26].
Simdi, bu tezde verecegimiz ornekler icin kullanacagimiz hemen hemen

kontakt metrik yapiy1 verelim. Daha acik olarak Rgmﬂ’da bir kontakt yap1

1 mo
n = 5(dz—Zy’dm’),V:28,z
i=1
12 m
g=n®n + 1(—dez®dxz+dyl®dyz+ Z dz' @ dz' + dy* @ dy')
=1 i=q+1
gbo(Z(XiE)wi + Y,-@yi)—l—ZE)z):Z(Y;@zi—Xi({)yi)%—ZYiyif)z

i=1 i=1 i=1

ile verilir. Burada (z°;y'; ) kartezyen koordinatlardir.

41



3.SASAKIYAN MANIFOLDLARIN TRANSVERSAL
LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLARI

Bu boliim iic altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde radikal transver-
sal lightlike altmanifold tanimlanmakta, 6rnekler ve karakterizasyonlar ve-
rilmektedir. Ikinci altboliimde tamamen kontakt umbilik radikal transver-
sal lightlike altmanifold icin gerekli cebirsel yapilar verilmektedir. Uciincii
altboliimde transversal lightlike altmanifoldlar tanimlanmakta, ornekler ve-

rilmekte ve distribiisyonlarin integrallenebilirligi incelenmektedir.

3.1.Radikal Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altboliimde, radikal transversal lightlike altmanifoldlarin tanimi, distribis-
yonlarin integrallenebilme sartlar1  ve ornekler verilmektedir. Ayrica indirgen-
mis konneksiyonun metrik konneksiyon olmas1 icin gerek ve yeter sartlar in-
celenmektedir. [9]’dan biliyoruz ki eger yap1 vektor alam V', tanjant demete
ait ise bu durumda V', ekran distribiisyona aittir.

Tanim 3.1.1. (M, g, S(TM), S(TM%1)), (M, g) bir belirsiz Sasakiyan mani-
folduna immersed ve yap1 vektor alani V'’ye teget olan lightlike altmani-
fold olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa lightlike altmanifolda radikal

transversal lightlike altmanifold denir.

&(Rad TM) = ltr (T M) (3.1.1)
&(S(TM)) = S (TM) (3.1.2)

Bu tezde V' vektor alani spacelike bir vektor alani olarak kabul edile-

cektir. Eger yapi1 vektor alanmi timelike ise benzer sonuclar elde edilebilir.
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Ancak yapr vektor alam lightlike degildir [11]. Bu kabullerimize gore bir
indefinite Sasakiyan manifoldun egrilik tensorii, normallik sart1 tamamen
Riemann durumundaki gibi olur.

Ornek 1. R semi-oklidyen uzaym

1_,2.2__ .1 .3_ 4 4_ 3
r=Y,r =Y,r =-Yy,r =Y

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gozontine alalim. Boylece M’deki
bir nokta

P = (xlv Xo,T3,T4,T2,T1,T4, —T3, Z)

dir. Bu durumda tanjant demet

Zl = 2 8m1+8y2+y132

(
Zy = 2(0xy+ 0y +y*0z
Zs = 2(0w3—0ys +y°0z

)
)
)
Zy = 2(0xs+0ys +y'02)

Z5 = V=20z

ile gerilir. Bu durumda M, 2-lightlike altmanifolddur oyleki RadT'M =
span{Zy, Zy}. Lightlike transversal demet ltr(TM)

Ny =(=0x1+0ys —y'02), Ny = (Oxg — Oy +y°02).

ile gerilir. Buradan kolayca gorulirki ¢Z; = %Ng, 0Ly = —%Nl, yani
¢RadTM = ltr(TM). Benzer sekilde ¢pZ3 = —Z, elde edilir. Buradanda
S(TM) = span{Zs, Z,} distriblisyonunun invaryant oldugu goriiliir. Sonuc
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olarak, M bir 2-lightlike radikal transversal altmanifolddur.

Ornek 2. M, R} semi-Riemann manifoldun 6 € R — {k%} icin

o' =l 2 =u?sind, 2% = w3, 2t = —utcosh

yt =3 y? = —utsind, y® = ul, y* = —u?cosé.
ile verilen altmanifoldu olsun. M’de bir nokta
P = (uy,ussin b, uz, —uy cos 6, ug, —ug sin 0, uy, —us cos b, z)

dir. M altmanifoldunun tanjant demeti

Zy = 2(0x +0ys+vy'02),

Zy = 2(sinf0 x5 — cos 00y, + sin 0y*0 2)
Zy = 20x3+ 0y +y°02)

Zy = 2(—cosf0xy —sinf0y, — cosOy*0 z)

Zs = V =20z

ile gerilir. Bu durumda M 2-lightlike altmanifolddur oyleki RadT M =
span{Zy, Zs}. Lightlike transversal demet ltr(TM)

Ny = (=0x1+0ys —y'0z), Ny = (0x3 — Dy, +y°0 2).

ile gerilir. Kolayca gortliur ki ¢pZ; = %N?,, 03 = —%Nl, yani ¢RadT M =
ltr(T'M). Benzer sekilde ¢Z; = Z; elde edilir. Buradanda S(TM) =

span{Zs, Z,} distribiisyonunun invaryant oldugu goriiliir. Sonuc olarak, M
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radikal transversal 2-lightlike altmanifolddur.

Onerme 3.1.1. M bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda, M

manifoldunun 1-lightlike radikal transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

ispat. Kabul edelim ki M, 1-lightlike olsun. Bu durumda RadT'M =
span{&} ve ltr(T'M) = span{N }dir. Béylece (2.5.7)den

9(¢€.€) = g(¢%€, ¢€) + n(d€)n(€)

olur.(2.5.1) kullanilirsa

9(¢€,8) = g(—=&§ +n(&)V, ¢€)

elde edilir. Buradan
§(¢¢,8) = —g(§&, 98)

dir. Boylece

9(0¢,8) = 0 (3.1.3)

elde edilir. Diger taraftan, (3.1.1) den ¢§ = N € I'(Itr(T'M)) olur. Buradan
9(0€, &) = g(N,€&) = 1 elde edilir. Bu ise (3.1.3) ile celisir. Buradan ispat

tamamlanir.

Asagidaki 6nerme Tanim. 3.1.1 den kolayca goriiliir.
Onerme 3.1.2. M belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda M
manifoldunun izotropik yada tamamen lightlike radikal transversal lightlike

altmanifoldu yoktur.
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M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun radikal transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Eger S(T'M) # 0 ise M ye proper radikal
transversal lightlike altmanifoldu denir. Tanmim 3.1.1 ve Onerme 3.1.1 den

asagidaki ozellikler kolayca elde edilir:
1) boy(RadT M) > 2
2) boy(S(TM)) =2s,5s>1
3) 5—boyutlu radikal transversal lightlike altmanifold 2—lightlikedur.

Teorem 3.1.1. M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun
radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(TM*) dist-

riblisyonu invaryanttir.

Ispat. W e I'(S(TM"Y)) ve € € T(RadT'M) icin (2.5.7) den
g(oW,€) = g(8°W, $€) + n(eW)n()
elde edilir. Buradan (2.5.1) ve (2.5.4)

g(@W, &) = —g(W,¢¢) =0 (3.1.4)

dir. Bu ise ¢W vektor alanmin ltr(T'M) de bileseni olmadigimi  gosterir.
Benzer sekilde N € I'(Itr(TM)) icin

g(@W,N) = —g(W,¢N) = 0 (3.1.5)

olur. Buradan da ¢W vektor alanin Rad(T M) de bileseni olmadigi  sonu-
cuna ulaginiz. X € I'(S(T'M)) icin (2.5.7), (2.5.1) ve (2.5.4) den

g(@W, X) = —g(W,¢0X) = 0 (3.1.6)
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yani ¢W vektor alanminin S(7°'M) de de bileseni yoktur. Boylece ispat (3.1.4),
(3.1.5) ve (3.1.6) dan elde edilir.

M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun radikal transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. RadT M ve S(T'M) tizerindeki projeksion

doniisiimler sirasiyla @ ve T' olmak tizere, VX € I'(T'M) icin
X =TX +QX (3.1.7)

olacak sekilde yazilir. Burada T'X € I'(S(T'M)), QX € I'(RadT M) dir.
(3.1.7) ifadesine ¢ uygulanirsa

60X = oTX + 6OQX (3.1.8)
olur. Burada ¢TX = SX ve ¢QX = LX yazilirsa (3.1.8) asagidaki gibi
6X = SX + LX (3.1.9)

elde edilir burada SX € I'(S(T'M)) ve LX € I'(ltrT M) dir.
M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. (2.5.13) den VX,Y € I'(T'M) icin
VxoY —oVxY = g(X, V)V —nY)X
olur. Burada (3.1.9),(2.4.21) ve (2.4.24) kullanihirsa

g X, Y)WV —n(Y)X = VxSY +h(X,SY)+h*(X,SY) — Ay X
+VLLY + D¥(X,LY) — SVxY — LVxY
—oh!(X,Y) — ¢h*(X,Y).
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elde edilir. Bu denklemin teget, ekran transversal ve lightlike transversal

bilesenleri ayr1 ayri1 yazilirsa

(VxS)Y = Ay X + oh' (X, Y) + g(X,Y)V —n(Y)X (3.1.10)
R(X,SY)+ VLY —LVxY =0 (3.1.11)
h*(X,8Y) + D*(X,LY) — ph*(X,Y) =0 (3.1.12)

elde edilir.
Lightlike altmanifoldlarin indirgenmis konneksiyonu metrik konneksiyon
degildir. Simdi indirgenmis konneksiyonunun metrik konneksiyon olmasi

icin gerek ve yeter sartlar1 verelim.

Teorem 3.1.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda V indirdenmis konneksiyo-
nunun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart X € T'(T'M),
Y € I'(RadTM) icin Agy X vektor alanimin S(T'M) de bileseninin olma-
masidir.

Ispat. Kabul edelim ki V metrik konneksiyon olsun. Bu durumda Teo-
rem 2.4.4den X € I'(TM) ve Y € I'(RadTM) icin VxY € I'(RadT M) dir.
Buradan Z € I'(S(T'M)) icin (2.4.21)den

g(VxY,Z) = g(VxY —h(X,Y)—h(X,Y),2)
olur. Buradan
0 = g(VxY,2).
elde edilir. Diger taraftan (2.5.7) kullanilirsa
9(dVxY,0Z) +1n(VxY)n(Z) =0
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olur. (2.4.21) den n(VxY) = 0 elde edilir. Buradan
9(=(Vx9)Y + Vx¢Y,¢Z) = 0.
dir. (2.5.14) kullanihirsa
G(=9(X, V)V +n(Y)X + VxoY,¢Z) =0
elde edilir. Buradan
g(VxoY,0Z) =0
olur. (2.4.24) kullanilirsa
G(—Apy X + VoY + D(X,¢Y),¢Z) =0
dir. Boylece
9(Agy X, 9Z) =0

dir. Yani Agy X vektor alanmin S(7'M) distribiisyonunda bileseni yoktur.
Tersine Agy X, S(T'M) de bileseni olmadigin1  kabul edelim. Yani
9(Apy X, Z) = 0 olsun. Bu ifade de (2.4.24) kullanilirsa

g(=Vx@Y + VoY + D*(X,¢Y), Z) = 0
olur. Buradan
9(VxoY,Z) =0
dir. Boylece

g(Vxd)Y + ¢VxY,Z) =0
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olur. (2.5.13) ve (2.4.21) den
9(g(X, Y)WV = (V)X 4+ ¢VxY + oh (X,Y) + ¢h*(X,Y),Z) =0

elde edilir. Buradan

9(oVxY,Z) =0
dir. (2.5.7) den

9(6*VxY,0Z) +n(6VxY)n(Z) =0

olur. Burada (2.5.1) ve (2.5.4) kullanilirsa

9(VxY,0Z) =0

elde edilir. Buradan VxY € I'(Rad(TM))dir.
Simdi, radikal transversal lightlike altmanifoldlarin tanim1  dogrultusunda

distribiisyonlarin integrallenebilme sartlarini inceleyelim.

Teorem 3.1.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda S(7'M) distribiisyonunun integral-
lenebilmesi icin gerek ve yeter sart VX, Y € T'(S(T'M)) icin

R{(X,SY) = hY(Y, SX)

dir.

Ispat. X,Y € ['(S(TM)) icin (3.1.11) de X ve Y nin rolleri degistirilirse

R(Y,SX)+ VL LX — LVyX = 0. (3.1.13)
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elde edilir. Boylece (3.1.11) ve (3.1.13) den
h(X,SY) — h(Y,SX) = L[X,Y]. (3.1.14)

elde edilir. Ispat (3.1.14) den goriiliir.
Teorem 3.1.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribiisyonunun integral-

lenebilmesi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(RadT M) icin
ArxY = Ay X

dir.

Ispat. X,Y € I'(RadTM) icin ( 3.1.10) dan

(VxS)Y = Ay X + ¢h!(X,Y)
olur. Buradan

—SVxY = Ay X + ¢h'(X,Y). (3.1.15)
olur. (3.1.15) den X ve Y nin rolleri degistirilirse

—SVyX = ApxY + ¢hl(Y, X). (3.1.16)
denklemi elde edilir. Buradan (3.1.15) ve (3.1.16) taraf tarafa cikartilirsa

SVxY — SVyX = ApxY — Apy X + ¢h'(Y, X) — oh!(X,Y).
elde edilir. h' simetrik oldugundan dolay1
SIX,Y]=AxY — Ay X
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olur. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transversal
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribiisyonun M iizerinde
tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart X,Y €

T'(RadTM), Z € T (S(TM)) icin

g(oY, X)n(Z2) = —g(Apy X, 02)

olmasidir.

Ispat. RadTM distribiisyonun tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi

icin gerek ve yeter sart X,Y € I'(RadT M), Z € I' (S(T'M)) icin
9(VxY,Z) =0
olmasidir. Buradan (2.4.21) kullanilirsa
9(VxY,Z) = g(VxY, Z)
olur. V metrik konneksiyon oldugundan
9(VxY,2) = Xg(Y, Z) = gV, VxZ)

ulasilir. Buradan

9(VxY. Z) = —g(Y.VxZ)
dir. Burada (2.5.7) denklemi kullanilirsa
9(VxY,Z) = =g(¢Y. 6V xZ) = n(Y)n(VxZ)
elde edilir. Buradan
9(VxY,Z) = —g(¢Y, ¢V xZ).
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Boylece

9(VxY,Z) = —g(¢Y, ~(Vx$)Z + Vx$Z)
olur. (2.5.13) den

9(VxY,Z) = —g(¢Y, —9(X, Z)V + n(Z2)X + Vx$Z)

dir. Boylece

9(VxY, Z) = —g(¢Y. X)n(Z) — §(¢Y. Vx¢Z)
elde edilir. Burada (2.4.21) kullanihrsa

9(VxY,Z) = —g(¢Y, X)n(Z) — g(¢Y, Vx$Z)
olur. (2.4.39) dan

9(VxY, Z) = —g(oY, X)n(Z) — g(¢Y, (X, $2))
dir. (2.4.42) den de
9(VxY,Z) = —g(¢Y, X)n(Z) — g(Apy X, ¢Z)

elde edilir. Boylece ispat biter.

Teorem 3.1.6. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ekran distribiisyonunun M

izerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart

X,Y € T(S(TM)), N € T (itr(TM)) icin A5y X in (S(T'M)) de bileseni

yoktur.
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Ispat. (S(TM)) distribiisyonun tamamen jeodezik foliasyon tammlamas:

icin gerek ve yeter sart X,Y € I'(S(TM)), N € I" (itr(TM)) icin
g(VxY,N)=0
olmasidir. (2.4.21) kullamlirsa
9(VxY,N) = g(VxY,N)
elde edilir. (2.5.7) den
g(VxY.N) = g(=(Vx¢)Y + VxoY,¢N)
elde edilir. (2.5.13) kullanilirsa
9(VxY,N) = g(Vx¢Y,$N)

olur. Boylece (2.4.21) den

9(VxY,N) = g(h'(X,¢Y),¢N)
dir. (2.4.41) den de

g(VxY,N) = g(A;x X, 9Y) (3.1.17)

elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Sonuc 3.1.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun M; x M,
carpim manifoldu olmasi icin gerek ve yeter sart (3.1.17) ve X, Y € I'(T'M),
Z e T'(S(TM)) icin

9(@Y, X)n(Z) = —g(Apy X, ¢Z)
sartlarinin saglanmasidir, burada M, radikal distribiisyonun ve M, ekran

distriblisyonunun integral manifoldlaridir.
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3.2. Tamamen Kontakt Umbilikal Radikal Transversal
Lightlike Altmanifoldlar

Bu altboliimde tamamen kontakt umbilik radikal transversal lightlike alt-
manifoldlar1 inceleyecegiz. Bir belirsiz Sasakiyan manifoldunun karekteris-
tik vektor alani, altmanifoldun tanjant demetine ait ve altmanifold tamamen
umbilik ise bu durumda [16]’ten biliyoruz ki altmanifold invaryant altmani-
fold olmak zorundadir. [16]’da yazarlar, tamamen kontakt umbilik altmani-

fold tanimini asagidaki gibi sundular.

Tanim 3.2.1.M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun

lightlike altmanifoldu olsun. Eger, X|Y € I'(T'M) icin

R(XY) = [g(X,Y) = n(X)n(Y)]ar

+n(X)RHY, V) +n(Y)R (X, V) (3.2.1)
WXY) = [9(X,Y) = n(X)n(Y)]as

+(X)h(Y, V) + n(Y)h (X, V), (3.2.2)

ise M ye tamamen kontakt umbilik lightlike altmanifold denir, burada ag €
L(S(TM*Y)) ve ap, € T(ltr(TM)) dar.

Teorem 3.2.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-
bilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ay = 0
olmasi icin gerek ve yeter sart S(T'M) distribiisyonunun integrallenebilir

olmasidir.
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Ispat. VX,Y € ['(S(TM)) ve N € T(itrTM) icin
olur. (3.2.3) de (2.5.7) ve (2.5.13) kullanilirsa, sirasiyla,

J(VyX,N) = g(VyoX,¢N) (3.2.4)

elde edilir. (3.2.4) denklemleri (3.2.3) de yazilir ve (2.4.21) kullanihirsa
31X, Y], N) = GO (X, 6Y), 6N) — (R (Y, 6X), 6N) (3.2.5)

dir. Buradan (3.2.1), (2.4.21) ve (2.5.12) kullanilirsa

W(X,0Y) = g(X,¢Y)ay (3.2.6)
W(Y,6X) = g(Y,6X)ay (3.2.7)

olur. (3.2.5) de (3.2.6), (3.2.7) yazilir ve gerekli islemler yapilirsa
9([(X, Y], N) =29(Y, ¢X)g(ar, oN) (3.2.8)

elde edilir. Buradan ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt
umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,ay, = 0
olmas1 gerek ve yeter sart X,Y € I'(S(T'M) — {V}) icin h*(X,9Y) =0
olmasidir.

Ispat. (2.5.13) den,
VxoY — oVxY = g(X,Y)V
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olur. (2.4.21) ve (3.1.9) dan

g(X,Y)V = VxoY +h'(X,¢Y) + h*(X,¢Y)
—SVxY — LVxY — ¢h'(X,Y) — ¢h*(X,Y)

elde edilir. Buradan da
9(Vx@Y. ¢€) — g(¢h'(X,Y), ¢€) = 0.
bulunur. (2.4.39) ve (2.5.7) den
g(h* (X, ¢Y), 6€) — g(h'(X,Y),€) =0
olur. Béylece (3.2.1) den
g(h* (X, ¢Y), 6€) = g(X,Y)g(ar, £),
elde edilir.
Teorem 3.2.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, V

indirdenmis konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter

sart X € ['(T'M) ve £ € I'(RadT M) olmak iizere
Age X = —n(X)¢

dir.

Ispat. (2.5.13) den

Vx¢§ — ¢Vx§ =0
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olur. (2.4.21) ve (2.4.24) den
—AgeX + Vo€ + D*(X, 6€) = ¢(Vx€ + h'(X,€) + h*(X,€))
elde edilir.(3.2.1) ve (3.2.2) den
—AgeX + Vit + D*(X, ¢€) = ¢V xE +n(X)ph' (€, V) + n(X)h(€,V)
dir. (3.1.9) kullamlirsa
—AgeX + Vo€ + D(X,66) = SVx&+LVxE+n(X)oh (V)
+n(X)oh* (€, V)
bulunur. Bu denklemin tanjant kisumlart alinirsa
—AgeX = SVxE+n(X)ph (£, V) (3.2.9)
dir. Diger taraftan, (2.5.12) ve (2.4.21) den
(& V) = —¢€. (3.2.10)
olur.(3.2.9) da (3.2.10) yazihr ve (2.5.1)kullamlrsa
SVx€ = —AgeX — n(X)é (3.2.11)

elde edilir. Boylece Vx¢ € TI'(RadT'M) olmast icin gerek ve yeter sart
ApeX = —n(X)E dir.

Teorem 3.2.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt
umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal
distribiisyonun paralel olmasi icin gerek ve yeter sart V&, & € T'(RadT M)
icin Age, & = 0 dir.
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Ispat. (2.5.13) den
Ve ¢a — ¢V, & =0
olur. (2.4.21) ve (2.4.24) denklemlerinden

—Age, &1+ Vi 06 + D3 (&1, 0&) = 9V, & + Oh! (€1, &) + oh* (&1, &)

dir. (3.2.1) ve (3.2.2)den

—Ape,&1 + Vll¢52 + D*(&1, 9&2) = ¢V, &
olur. Boylece (3.1.9) ve teget bilesenler gézoniine alinirsa

_A¢52§1 = Sv§1§27

elde edilir.

Lemma 3.2.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ag =0
dir.
Ispat. (2.5.13) denkleminden X € T'(S(TM) — {V}) icin

VxoX — oVxX = g(X, X))V
olur. (2.4.21) ve (3.1.9)dan

g( X, X)V = Vxé¢X +h(X,0X)+h*(X,0X) - SVxX — LVxX
—ph (X, X) — ¢oh*(X, X)

elde edilir. Burada denklemin ekran transversal bilesenleri gozoniine alinirsa

denklemin ifadesi
(X, 0X) = o¢h*(X,X) (3.2.12)
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dir. W € T(S(TM%)) icin (3.2.12) de (3.2.2)kullanilirsa
g(X7 X)g(a57 ¢W) =0
elde edilir. (S(T'M)) non-dejenere oldugundan ag = 0 dir. Buradan ispat

tamamlanir.

Bu kisimda, belirsiz Sasakiyan uzay formun radikal transversal light-
like altmanifoldlarinin varhgi yoklugu kontrol edilecektir. Bunun icin baz

hazirlik lemmalar verelim.

Lemma 3.2.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X €

L(S(TM)—A{V}) ve £ € I'(RadT M) icin
W(Vx¢X,€) = —g(VxoX, V)¢ (3.2.13)

dar.

Ispat. (2.4.21) ve (2.5.12)den
VeV +R(EV) + R (& V) = —¢€.
Buradan
RIE, V) = — €. (3.2.14)
Diger taraftan, (3.2.1) den

W (Vx¢X, &) = g(VxoX, V)W, V)
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elde edilir. Boylece iistteki denklemde (3.2.14) kullanilirsa, (3.2.13) elde

edilir.

Lemma 3.2.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal transversal
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X € T'(S(TM) — {V'}) icin

9(VxoX,V) = g(¢X, 9X) (3.2.15)
Ispat. V metrik konneksiyon oldugundan
G(VxopX,V)+ g(¢X,VxV) = 0.
Burada, (2.4.21) ve (2.5.12) kullanilirsa
9(VxoX, V) = g(¢X, X)) = 0.

olur.

Lemma 3.2.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X €

T(S(TM) —{V}) icin
R(¢X,V) = 0. (3.2.16)
Ispat. (2.4.21)den,
VoxV = VexV + B (X, V) + h* (¢ X, V)

elde edilir. Ustteki denklemde (2.5.1) ve (2.5.12) kullanilirsa, ispat tamam-

lanir.
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Lemma 3.2.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal transversal

lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, VX € T'(S(TM) — {V}) icin
§(Vox X, V) = —g(X, X) (3:2.17)

dir.

Ispat. V metrik konneksiyon oldugundan,
I(Vex X, V) +G(X, VyxV) =0
elde edilir. Buradan (2.4.21) ve (2.5.13)kullanilirsa
9(Vex X, V) + g(X, —¢*X) =0
olur. Boylece, (2.5.1) den,
9(Vex X, V) +9(X, X) =0

elde edilir.

Lemma 3.2.6. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X €

T(S(TM) — {V}) icin
9(X, Vyx&) = —g(h'(¢X, X),€) (3.2.18)

dir.

ispat. V metrik konneksiyon oldugundan,

G(Vex X, &) + §(X,Vyx&) =0
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olur. Buradan, (2.4.21) kulanihirsa ispat tamamlanir.

Lemma 3.2.7. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt
umbilik radikal transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X €

D(S(TM) — {V}) icin

9(¢X,Vx€) = —g(h'(X, ¢X),¢) (3.2.19)

dar.

Ispat. V metrik konneksion oldugundan,

9(Vx¢X. &) + g(¢X, VxE) =0

olur. Buradan, (2.4.21) kullanilirsa (3.2.19) elde edilir.
Teorem 3.2.5. M (c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form dyleki ¢ # —3 olsun.
Bu durumda M (c) uzaymm tamamen kontakt umbilik radikal transversal

lightlike altmanifoldu yoktur.

Ispat. M, M (¢) nin tamamen kontakt umbilik radikal transversal lightlike
altmanifoldu olsun &yleki ¢ # —3 dir. (2.4.51), (2.5.15) ve (2.4.45) den
VX € T(S(TM) — {V}), £,¢ € T'(RadT M) icin

1—c

590X, 0X)g(06,€) = a((Vxh)(6X,€).€)

~((Vexh')(X,€),€)  (3.2.20)

elde edilir, burada
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(Vxh')(6X,€) = Vi h'(¢X,€) — ' (Vx¢X,€) — h(¢X,VxE) (3.2.21)

ve

(Voxh)(X,€) = Vi h (X, ) — B(Vox X, €) — H(X, V&) (3.2.22)

dir. M tamamen kontakt umbilik oldugundan, (3.2.1) uygulanirsa

h(¢X,€) = 0.
(3.2.1), (3.2.13), (3.2.15) ve (2.5.7) den
h{(Vx¢X,€) = —g(X, X)¢¢
olur. (3.2.1) ve (3.2.16) den
h(¢X, Vx€) = g(¢X, VxE)ar
bulunur. (3.2.21)de (3.2.23), (3.2.24) ve (3.2.25) kullanilirsa,
(Vxh')(¢X,€) = g(X, X)¢€ — g(6X, Vx&)ar.
Diger taraftan, (3.2.1) den
WX, &) =0
dir. Bu durumda (3.2.1), (3.2.14) ve (3.2.17) kullanilirsa
W (Vex X, €) = g(X, X)¢
elde edilir. Benzer sekilde, (3.2.1) ve (3.2.16) dan
(X, Vox€) = 9(X, Vgx€)ar
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olur. (3.2.22)de (3.2.27), (3.2.28) ve (3.2.29) kullanilirsa,
(V¢Xhl)(X7 5) = _g(X7 X)¢€ - Q(X, V¢X§)O‘L (3230>

olur. Boylece (3.2.20) de (3.2.26) ve (3.2.30) kullanilirsa,

1—c¢
2

/

9(X, X)g(¢€,€) = 29(X,X)g(¢€,€) + g(X, Vx€)glar, &)
—g(6X, Vx&)glar,§) (3.2.31)

elde edilir. Ayrica (3.2.18) ve (3.2.19) denklemleri kullanilirsa

1—-c
2

9(X, X)g(¢€,€) = 29(X,X)g(¢¢,€)
+g(ar, £)(g(h(X,¢X) — B (¢X, X),£)).

olur. h! simetrik oldugundan,

;(1 —0)g(X, X)g(6¢,€) = 29(X, X)g(€,€)

elde edilir. Buradanda
(3+)g(X, X)g(¢¢,€) =0

olur. (S(T'M)) ve (RadT M)&ltr(T M) non-degenerate oldugundan, bir non-
null vektor alam X ve g(¢¢,€) # 0 olacak sekilde secebiliriz. Bu yiizden

¢ = —3 dir. Boylece ispat tamamlanir.

3.3. Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altboliimde, transversal lightlike altmanifoldlarin tanimi  verilmekte, dist-

ribiisyonlarin geometrisi incelenmekte ve bu sekildeki altmanifoldlarla ilgili
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ornekler verilmektedir. Ayrica indirgenmis konneksiyonun metrik konnek-

siyon olmasi icin gerek ve yeter sartlar elde edilmektedir.

Tamim 3.3.1. (M,g,S(TM),S(TM*1)), (M, g) bir belirsiz Sasakiyan mani-
folduna immersed ve yap1 vektor alan1 V'ye teget olan lightlike altmanifoldu
olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa lightlike altmanifolda transversal

lightlike altmanifold denir.

d(RadTM) = ltr (TM) (3.3.1)
o(S(TM)) C (S(TM™H)) (3.3.2)

S(TM*) de ¢S(T M) ye ortogonal tamamlayan olan altdemeti p ile gostere-

lim.

Onerme 3.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike

altmanifoldu olsun. Bu durumda, p distriblisyonu ¢ ye gore invaryanttir.

Ispat. W e T'(u), £ € ['(RadTM) ve N € T(ItrTM) icin 2.5.7) ve
(2.5.1)den
g(oW,&) = g(o*W, ¢€) + n(eW)n(€)
(oW, €) = —g(W, )
geWw,§) = 0 (3.3.3)

Q|

ve

GOW,N) = g(&*W.dX) +n(¢W)n(N)

66



g(@W,N) = —g(W,¢N)
g(@W,N) = 0 (3.3.4)

olur. Su halde ¢W nin (RadT' M) ve (ItrT'M) de bilesenleri yoktur. Benzer
yolla, X € T'(S(TM)) ve Wy € T'(¢pS(T'M)) icin
g(oW, X) = —g(W,¢X) = 0
g(eW, Wh) = —g(W, W) = 0 (3.3.5)
elde edilir. Buradan ¢W, (S(TM)) ve (¢S(T'M)) de bilesenleri yoktur.

(3.3.3), (3.3.4) ve (3.3.5) denklemlerinden p distribiisyonunun invaryant oldugu

ortaya cikar.

Asagidaki iki 6nermenin ispat1 1. altboliimdeki sonuclara benzer oldugun-

dan sadece ifadeleri sunulmaktadir.

Onerme 3.3.2. M bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda, M

manifoldunun 1-lightlike transversal lightlike altmanifoldu yoktur.

Onerme 3.3.3. M belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda M mani-
foldunun izotropik yada tamamen lightlike transversal lightlike altmanifoldu

yoktur.

M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike altmanifoldu

olsun. Tamm 3.3.1 ve Onerme 3.3.2 den asagidaki sonuclar aciktur:
1) boy(RadT M) > 2
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2) 3— boyutlu transversal lightlike altmanifold 2—lightlikedur.

Ornek 3. R semi-oklidyen uzayimn

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gozontine alalim. Boylece M’deki
bir nokta

P = (21, %9, 3, T4, T2, T1, T4, T3, 2)

dir. Bu durumda tanjant demet

Zy = 200x +0y, +y' 0z

)
Zy = 2(0xy+ 0y +y%02)
Zy = 2(0x3+0ys+y°02)

)

Zy = 2(0x4+0ys +y'0z
Zs = V=202

ile gerilir. Bu durumda M, 2-lightlike altmanifolddur oyleki RadlT' M =
span{Zy, Z,} dir. Ekran transversal demet S(TM*)

Wi =20x3—0ys+y°02), Wo =2(=0wy +dys — y'02)

ile gerilir. Buradan kolayca goriiliirki ¢pZ3 = —Ws, ¢0Z, = Wy dir. Ayrica
lightlike transversal ltr(T'M)

Ny = (=01 + 0y —y'9z2), Ny = (Day — Dy1 + 40 2)

ile gerilir. Buradan ¢Z; = %Ng, OZy = —%Nl demektir. Boylece, (3.3.1) ve
(3.3.2) sartlar1 saglanir. Buradan M transversal 2-lightlike altmanifolddur.
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Ornek 4. M, R}! uzaymm

denklemi ile verilen altmanifoldu olsun. Bu durumda M de bir nokta
P = (xlv 07 xr3,Ty4,T5,T3, 07 X1, Ty, .ZU5Z)
dir. Bu durumda tanjant demet

Zy = 200x +0ys +y'02),
Zy = 2(0x3+ 0y +y°02)
Zy = 204+ 0ys+y'02)
Zy = 2(0x5+0ys +y°02)
Zs = V=202

ile gerilir. Bu durumda M, 2-lightlike altmanifolddur oyleki Radl' M =

span{Zy, Zy} dir. Lightlike transversal demet ltr(T M)

Ny =(=0x1 +0ys — y'02), Ny = (0x3 — Oy +y382)

ile gerilir. Kolayca goriilirki ¢Z; = %Ng, OZy = —%Nl dir. Ayrica, ¢S(TM)

Wi =2(0xs—0ys+y'02), Wo =2(0xs5 — Oys + y°0 2)

ile gerilir. Buradan da ¢Z5 = W1, ¢Z, = W5 dir. Sonuc olarak, M transversal

lightlike altmanifolddur. p invaryant demeti
H1 = 2(81’2 + 3@/2 —i—yZ@z), H2 = 2<8$2 — (9y2 —0—y282)

ile gerilir.
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M bir belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda RadT' M ve S(TM) iizerinde

projeksiyon doniisiimler sirasiyla @) ve T' olmak tizere X € I'(T'M) icin
X=TX+QX +nX)V (3.3.6)

burada T'X 4+ n(X)V € I'(S(T'M)), QX € I'(RadT' M) dir. (3.3.6) ifadesine
¢ uygulanirsa

60X = ¢TX + ¢QX (3.3.7)

Burada ¢TX = WX ve pQX = LX yamlarak (3.3.7) denklemi
6X = WX + LX (3.3.8)

olur. Burada WX € ['(S(TM*1)) ve LX € T'(ltrTM) dir. Ayrica W €
L(S(TM*)) icin

oW = BW + CW (3.3.9)

elde edilir. Burada BW € I'(S(T'M)) ve CW € I'(u) dir.

M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike altmanifoldu

olsun. Bu durumda, X,Y € I'(T'M) icin (2.5.13) den
VxgY —¢VxY = g(X,Y)V —n(Y)X
olur. (3.3.8) ve (2.4.21) den

g(X, Y)W —n(Y)X = VxWY +VxLY —¢VxY
—ph (X,Y) — ¢oh*(X,Y)
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bulunur. (2.4.24) ve (2.4.25) denklemlerinden

g X, Y)W —nY)X = —ApYX+VLWY + DX, WY) - A YX
+VLLY + D*(X,LY) —WVxY — LVxY
—¢h'(X,Y) — BR*(X,Y) — Ch*(X,Y)

elde edilir. Buradan tanjant ve transversal bilesenleri ayr1 ayri1 yazilirsa
—Awy X —Apy X —oh!(X,Y)—Bh*(X,Y)—g(X,Y)V+n(Y)X =0 (3.3.10)

VWY + D*(X,LY) — WVxY — Ch*(X,Y) =0 (3.3.11)
DX, WY)+ VKLY — LVxY =0 (3.3.12)

denklemleri elde edilir.
Simdi, transversal lightlike altmanifoldlar tizerinde distribiisyonlarin in-

tegrallenebilirligini inceleyelim.

Teorem 3.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal light-
like altmanifoldu olsun. Bu durumda, RadT' M distribiisyonunun integral-

lenebilmesi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(RadT M) icin
D¥(X,LY) = D*(Y, LX)

dir.

Ispat. (3.3.11) denkleminde X ve Y vektor alanlariin rolleri degistirilirse,

VWX + D*(Y, LX) - WVy X — Ch*(Y, X) = 0. (3.3.13)
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olur. Boylece (3.3.11) ve (3.3.13)denklemlerinden
DA(Y,LX) — D*(X,LY) + W(VxY — VyX) + Ch(X,Y) — Ch*(Y, X) = 0.
elde edilir. A® simetrik oldugundan,

WI[X,Y] = D*(X,LY) — D*(Y, LX). (3.3.14)

dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal light-
like altmanifoldu olsun. Bu durumda, S(7°'M) distribiisyonunun integral-

lenebilmesi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(T'M)) icin
DY{X,WY) = DY,WX)

dar.

ispat. (3.3.12) denkleminde X ve Y vektor alanlarinin rolleri degistirilirse,
DX, WY)+VLLY — LVxY = 0. (3.3.15)

olur. Buradan (3.3.12) ve (3.3.15) denklemlerinden
DY, WX)—-D{X,WY)+ L[X,Y] =0 (3.3.16)

elde edilir. Boylece (3.3.16) denkleminden ispat goriiliir.

(3.3.14) ve (3.3.16) denklemlerinden asagidaki sonuclar elde edilir.
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Sonuc 3.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda, ekran distriblisyon M iizerinde tamamen
jeodezik foliasyon tamimlamasi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(TM))
icin DY, WX) =0 dir.

Sonuc 3.3.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal distriblisyon M fiizerinde tamamen
jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(RadT M)
icin D°(X,LY) = Ch*(X,Y) dir.

Sonuc 3.3.1 ve Sonuc 3.3.2’den, asagidaki sonuc elde edilir.

Sonuc 3.3.3. M bir belirsiz sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun
transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda M altmanifoldunun bir
lightlike carpim manifoldu olmast icin gerek ve yeter sart D(Y,WX) = 0
ve D*(X,LY) € I'(p) dur.

Simdi, V konneksiyonunun bir metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve

yeter sartlar1 verelim.

Teorem 3.3.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun transversal lightlike
altmanifoldu olsun. Bu durumda, V indirgenmis konneksiyonun metrik kon-
neksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart X € I'(T'M) ve Y € I'(RadT M)
icin

BD*(X,9Y) =n(VxY)V
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dar.

Ispat. (2.5.13) denkleminden
VxoY —¢VxY =0.
dir. Buradan (2.4.21), (2.4.24) kullanilir ve ¢ uygulanirsa
—pAgy X + 9V oY + ¢D* (X, ¢Y) = ¢*VxY + ¢*h(X,Y) + ¢°h*(X,Y)
olur. (2.5.1), (3.3.8) ve (3.3.9) den

~VxY = —-WAuwX — LAy X + ¢VioY + BD*(X, ¢Y)
+OD*(X,0Y) —n(VxY)V + h(X,Y) + h¥(X,Y).

elde edilir. Ustteki denklemin tanjant bilsenleri almirsa
—VxY = ¢VioY + BD*(X,¢Y) —n(VxY)V (3.3.17)
olur. (3.3.17) den VxY € I'(RadT M) olmas1 icin gerek ve yeter sart
BD*(X,¢Y) =n(VxY)V

dir. Boylece ispat tamamlanir.
M tamamen kontakt umbilik ise asagidaki sonucu elde ederiz:

Teorem 3.3.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, V indirgenmis
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konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart X €

I(TM), £ € I'(RadT' M) icin
D*(X, 6€) = 0

dar.

Ispat. (2.5.13) denkleminden
Vx¢§ — ¢Vx& = 0.
dir. Buradan (2.4.21) ve (2.4.24) den
—AgeX + Vi + DX, 08) = V& + ol (X, ) + oh*(X,¢)
olur. (3.2.1) ve (3.2.2) denklemlerinden

—AgeX + Vi€ + D(X,¢6) = ¢VxE&+n(X)oh'(E,V)

+n(X)oh* (€, V)
dir. (3.3.8) ve (3.3.9) kullanilirsa

—ApeX + Vi€ + D*(X,¢6) = WVxE+ LVxE+n(X)oh'(€,V)
+0(X)BR*(E, V) +n(X)Ch*(E, V)

elde edilir. Ustteki denklemin ekran transversal bilesenleri almirsa
D*(X, ¢§) = WV x¢ (3.3.18)

dir. Boylece (3.3.18) den ispat tamamlanir.
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Sonuc 3.3.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt
umbilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal dist-

riblisyonun paralel olmasi icin gerek ve yeter sart V&, & € I'(RadT M) icin

D*(&, 0€2) =0

dar.

Ispat. (2.5.13) den
(Ve,9)o = Vo€ — ¢V, & = 0
dir. (2.4.21) ve (2.4.24) denklemlerinden
—Ape, &1+ Vi, 06 + D*(E1,08) = ¢V, &0 + 0’1, &) + 0h* (61, &)
olur. Burada (3.2.1), (3.2.2) ve (3.3.8) kullanilirsa
—Age, &1 + Vi 06 + D3 (&1, 0&) = WV, & + LV, &
elde edilir. Ustteki denklemin ekran transversal bilesenleri almirsa

Ds(gla ¢€2) = Wv&é%

buradan ispat tamamlanir.

Simdi, tamamen kontakt umbilik transversal lightlike altmanifoldlar icin

karekterizasyon verecegiz. Bunun icin bazi lemmalar verelim.

Lemma 3.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, a; = 0 olmasi
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icin gerek ve yeter sart X € I'(S(T'M)—{V'}),£ € I'(RadT M) icin D*(X, ¢€)
vektor alaninin ¢S(T'M) de bileseni yoktur.

Ispat. M tamamen kontakt umbilik transversal lightlike altmanifold olsun.

(2.5.13) denkleminden
g(X, X)V = ?ngX — gvaX
olur. (2.4.21) ve (2.4.25) kullamlirsa

g X, X)WV = —AsxX +Vi¢oX + DX, ¢X)
—pVx X — oh (X, X) — ph*(X, X)

olur. (3.3.8) ve 3.3.9) den

g(X, X)WV = —AgxX + V50X + DX, 0X) —WVxX — LVxX
—¢h! (X, X) — Bh*(X,X) — Ch*(X, X)

dir. Ustteki denklemin tanjant bilesenleri alinirsa
g( X, X)V = —AyxX —¢h!(X,X)— Bh*(X,X).  (3.3.19)
elde edilir. (3.3.19), ¢¢ ile carpilirsa
9(Asx X, 6€) + g(¢h' (X, X), ¢€) = 0.
olur. Boylece (2.5.7) denkleminden
9(Apx X, ¢€) + g(h'(X, X),€) =0 (3.3.20)
dir. (3.2.20) de (3.2.1) ve (2.4.30) kullanilirsa
9(D*(X, ¢€), ¢ X) + g(X, X)g(ar,£) =0 (3.3.21)
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elde edilir. (S(T'M)) non-degenere oldugundan, «y, = 0 olmasi icin gerek ve

yeter sart D*(X, ¢§) vektor alaninmin ¢(S(7°'M)) de bileseni olmamasidir.

Teorem 3.3.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt
umbilik transversal lightlike altmanifoldu oyleki ¢pS(TM) = S(TM*) olsun.
Bu durumda ag = 0 veya boy(S(TM)) = 1.

Ispat. Z € T(S(TM) - {V}) icin (3.3.19)den

§(Asx X, Z) = g(1*(X, X), 67) (33.22)
dir. Diger taraftan (2.4.28)denkleminden
9(Apx X, Z) = g(h* (X, Z), ¢X) (3.3.23)
olur. Boylece (3.3.22) ve (3.3.23) den
g(h* (X, X),0Z) = g(h* (X, Z),$X) (3.3.24)
elde edilir. Buradan (3.3.24) ve (3.2.2) denklemlerinden
9(X; X)g(as, 9Z) = g(X, Z)g(as, 9X) (3.3.25)
olur. (3.3.25) denkleminde X ve Z vektor alanlarimin rolleri degistirilirse
9(Z, Z)9(as, 9X) = g(Z, X)g(as, 07) (3.3.26)

dir. (3.3.25) ve (3.3.26) denklemlerinden

9(X, 2)?
(X, X)g(Z,Z)

g(a57¢X> = g g(&s,¢X>. (3327>
elde edilir. Boylece ya S(T'M) bir boyutludur yada ag = 0 dir.
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Sonuc 3.3.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-
bilik transversal lightlike altmanifoldu olsun. Eger X € I'(S(T'M)) icin
D3 (X,9X) € T'(¢(S(TM)) ise, bu durumda boy(S(T'M)) = 1 veya ag = 0
dir.
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4.SASAKIYAN MANIFOLDLARIN EKRAN TRANSVER-
SAL LIGHTLIKE ALTMANIFOLDLARI

Bu boliim dort altboliimden olusmaktadir. Birinci altboliimde, ekran transver-
sal lightlike altmanifold tanimi icin cebirsel altyap1 sunulmakta ve tanimlar
verilmektedir. Ikinci altboliimde, ekran transversal anti-invaryantlar tizerine
ornekler verilmekte ve varhigi arastirilmaktadir. Uciincii altboliimde, radikal
ekran transversal lightlike altmanifoldlar icin ornekler verilmekte ve dist-
ribiisyonlarin integrallenebilirligi incelenmektedir. Ayrica bu altbéliimde indir-
genmis konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter sartlar
verilmektedir. Son altboliimde ise izotropik ekran transversal lightlike alt-

manifoldlar tizerine bir teorem verilmektedir.

4.1.Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu altboliimde oncelikle Tanim 4.1.1. de kullanacagimiz asagidaki sonucu
ispatlayacagiz.

Lemma 4.1.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun r-lightlike altmanifoldu
ve ¢RadT M, S(T M) distribiisyonunun bir altvektor demeti oldugunu kabul
edelim. Bu durumda, ¢ltrT M, ekran transversal demetin altvektor demeti

ve

¢RadTM N ¢ltrTM = {0}

dar.

Ispat. trTM, ¢ ve gore invaryant oldugunu kabul edelim, bu durumda
oltrTM = ltrTM dir. Lightlike altmanifoldun tanimindan, £ € T'(RadT M)
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ve N € I'(ltrT M) vektor alanlart icin g(¢, N) = 1 dir. (2.5.7) denkleminden

9(&, N) = g(¢¢, oN) =1

elde edilir. Hipotezden ¢ N € T'(ItrT M) ise bu durumda g(¢&, o N) = 0 olur.
Boylece bir celiski elde edildi. Su halde ¢N, ltrT M nin eleman1 degildir.
Simdi, N € I'(S(T'M)) oldugunu kabul edelim. (2.5.7) den

1=g(&,N) = g(¢€,oN) =0

elde edilir. Buradan ¢N, S(TM) nin elemam degildir. Simdi de ¢N €
I'(RadT' M) oldugunu kabul edelim. (2.5.7) den

1=g(§N) =g(é€,¢N) =0

elde edilir. Buradan ¢N, RadT'M nin elemani degildir. Boylece ¢N €
L(S(TM*1)) dir.

Simdi, bir X € I'(¢RadT M N ¢pltrT M) vektér alaninin oldugunu kabul
edelim. Bu durumda (2.5.7) den

olacak sekilde bir celiski olur. Buradan
¢RadT M N ¢ltrTM = {0}

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanim 4.1.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun r-lightlike altmanifoldu

olsun. Eger S(T'M*1) ekran transversal vektor demeti var ve
¢RadTM C S(TM™)
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ise bu durumda M ye M nin ekran transversal lightlike altmanifoldu denir.

Tamm 4.1.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal light-

like altmanifoldu olsun. Bu durumda:

1) Eger S(TM), ¢ ye gore invaryant ise bu durumda M ye radikal ekran

transversal lightlike altmanifold denir.

2) Eger S(TM) ¢ ye gore ekran transversal ise yani ¢S(TM) C S(TM™)
ise bu durumda M’ye M’nin ekran transversal anti-invaryant lightlike

altmanifoldu denir.

Tanmim 4.1.2°’de M ekran transversal anti-invaryant lightlike altmanifoldu

oldugunda
S(TM*) = ¢RadTM & ¢pltrTM 1L$pS(TM) LD,
seklinde ayristirilir, burada D,, S(TM*) de
¢RadT'M & ¢ltrTM LpS(TM)

ortogonal tamamlayan olan non-dejenere bir distribiisyondur.

Onerme 4.1.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal
anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, D, distribiisyonu
¢’ye gore invaryanttir.

Ispat. X € I'(D,), ¢ € I(RadTM), N € T(itrTM) ve T € T'(S(TM)) icin
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(2.5.7) den

90X, N) = —g(X,¢N) =0, (4.1.1)

buradan ¢D, N RadT'M = {0} ve ¢D, NltrTM = {0} elde edilir. Benzer
sekilde

90X, 9§) = 9(X,§) =0
9(¢X,¢N) = g(X,N) =0 (4.1.2)

buradan da ¢D, N ¢RadT M = {0} ve ¢D, N pltrT M = {0} olur. Ayrica

9(0X,0T) =g(X,T) =0 (4.1.3)

oD, N S(T'M) = {0} ve ¢D, N ¢pS(T'M) = {0} oldugunu soyler. Boylece

(4.1.1), (4.1.2) ve (4.1.3) denklemlerinden D,, ¢’'ye gore invaryanttir.

Tanim 4.1.2 ve Lemma 4.1.1’den M belirsiz Sasakiyan manifoldun bir
izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldu oldugunda

TM = RadlT' M

ve

TM = {TM & ltrTM} L{$RadT M & ¢ltrTM_LD,}

seklinde ayristirilir.
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Onerme 4.1.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal
lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda koizotropik yada tamamen light-
like ekran transversal lightlike altmanifold yoktur.

Ispat. Koizotropik veya tamamen lightlike altmanifoldlarda S(TM*) = {0}

oldugundan Tanim 4.1.1’den aciktir.

Asagidaki 6nerme ekran transversal lightlike altmanifoldlarinin cok sayida
orneginin var oldugunu gostermektedir.

Onerme 4.1.3. M bir belirsiz Sasakiyan manifold olsun. Bu durumda

M manifoldunun bir lightlike reel egrisi izotropik ekran transversal lightlike

altmanifoldudur.

ispat. M bir lightlike reel egri oldugundan
TM = RadT M = span{&}

dir. Buradan (2.5.7) den g(¢&,£) = 0 olur. Bu ise ¢&'nin ltrTM’ye ait
olmadigini  gosterir. boyT'M = 1 oldugundan ¢§ ve £ lineer bagimsizdir ve
@&, TM’ye ait degildir. Boylece ¢& € T'(S(TM*1)) dir.

Benzer yolla (2.5.7) denkleminden g(¢N,N) = 0 olur. Buradan ¢N
RadT M ye ait degildir. Ayrica

olur. Béylece N, ItrT M nin elemanm degildir. Buradan ¢N € I'(S(TM™))

sonucuna variriz. (2.5.7)den

9(, oN) =g(§, N) =1
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elde edilir. S(TM*) non-dejenere oldugundan
S(TM*) = ¢RadTM & ¢ltrTM LD,

ayrisimi elde edilir burada D, non-dejenere distribiisyondur. Boylece ispat

tamamlanir.

4.2.Ekran Transversal Anti-invaryant Lightlike
Altmanifoldlar

Bu boliimde belirsiz Sasakiyan manifoldlarin ekran transversal anti-invaryant
lightlike altmanifoldlarini inceleyecegiz.
Teorem 4.2.1. M (c), ¢ # 1, belirsiz Sasakiyan uzay form ve M de M mani-
foldunun lightlike altmanifoldu olsun. ¢RadT M C S(TM~) oldugunu kabul
edelim. Bu durumda M 'nin ekran transversal anti-invaryant lightlike altman-
ifold olmasi icin gerek ve yeter sart VX,Y € I'(S(TM)), £ € T'(RadT M) ve
N e I'(ltrTM) icin

J(R(X,Y)E,0N) =0
dir.

Ispat. ¢RadTM c S(TM') oldugundan Lemma 4.1.1°den ¢ltrTM C
S(TM*) dir. (2.5.7) den

9(0X,§) = —g(X,6¢) =0
9(@X,N) = —g(X,¢N) =0 (4.2.1)
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buradan ¢pS(TM) N RadT M = {0} ve ¢S(TM) N ltrTM = {0} elde edilir.

Benzer sekilde

9(X,0¢) = g9(X,§) =0
g(¢X,¢N) = g(X,N)=0 (4.2.2)

olur. Buradan da ¢S(T'M) N ¢RadT M = {0} ve ¢S(T'M) N ¢pltrTM = {0}
olur. Diger taraftan (2.5.15) den

JRECYVIESN) = T30, 6)g(X, 0N) — g(X, O)g(Y. 6N)}

4
N9V oN) — (Y (E)g(X, oN)
+9(X, En(Y)g(V,oN) — g(V, E)n(X)g(V, oN)
(Y, E)g(6X, 6N) + 966, X)g(Y, 6N)
~29(6X, Y)g(66, 6N))

+

dir. Bu ifade diizenlenirse

GR(X, V)€, 0N) =+ 90X, YV )g(6€, 6N) (123)

elde edilir. (2.5.7)den, g(R(X,Y){, ¢N) = 0 olmast icin gerek ve yeter sart
9(¢X,Y) =0 dir. Yani ¢S(T'M)LS(TM) dir. Boylece
dS(TM)NS(TM) = {0}
oS(TM)NtrTM = {0}
6S(TM) N RadTM = {0}
oldugundan, g(R(X,Y)¢,¢N) = 0 olmas1 icin gerek ve yeter sart
¢S(TM) C S(TM™*)
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dir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 5. R semi-oklidyen uzayimin

! = cos U1, yl = —sinu;
2 =y, =0

3 o 3 _

x° = sin uo, Y~ = — COS Uz
lA:Oa y4:u2

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gozoniine alalim. Boylece M’deki

bir nokta
P = (cosuy,uy,sinug, 0, —sinuy, 0, — cos ug, uz, 2)
dir. Bu durumda tanjant demet

Z, = 2(—sinu10x +0xy — cosu 0y + (—sinuyy' +42)0, 2)
Zy = 2(cosuydrs + sinuydys + 0y + cos uyy®0 2)
Zs = V =20z

ile gerilir. Béylece M, 1-lightlike altmanifolddur éyleki RadT M = span{Z,}
dir. Lightlike transversal demet ltrT M

N = 2(sinu;0 1 — cosu 0 yy + sinuyy' 0, 2)
ile gerilir. Ayrica ekran transversal demet S(TM™)

W1 = 2(—cosu 0z +sinu 0y, — 0y — cosuyy', 2)

Wy = 2(cosuydxy + sinu1dy; + cosuiy'o z)
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Wi = 2(sinugd s+ 0wy — cosudys + (sinugy® + y*)0, 2)
Wy = 2(cosugdxs + sinusdys — 9, ys + cosugy>0 2)

Ws = 2(sinugdas — 0,14 — cosugdys + (sinugy® — y*)0 2)

ile gerilir. Buradan kolayca goriiliirki ¢Z; = Wi, oN = Wy, 02y = W3 ve
oW, = Wy dir. Boylece, M ekran transversal anti-invaryant 1-lightlike alt-

manifolddur.

M belirsiz Sasakiyan manifold ve M de M manifoldunun ekran transver-
sal anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. ¢pRadT M, ¢S(T'M), ¢pltrT M
ve D, iizerindeki projeksion doniistimler sirasiyla 77, Ts, T ve Ty olmak tizere

V e L(S(TM%1)) icin
V=NTV+LV+TV+T,V (4.2.4)
olacak sekilde yazilir. Diger taraftan, V € T'(S(T'M%)) icin
¢V =BV +CV (4.2.5)

yazilabilir. Burada BV ve C'V, ¢V 'nin sirasiyla tanjant ve transversal kisimlari-

dir. (4.2.4) denklemine ¢ uygulanmrsa
oV = ¢T1V + 1LV + ¢T3V + ¢T,V (4.2.6)
olur. (4.2.5) ve (4.2.6) denkleminden

BV = ¢TIV 4+ ¢V, CV = ¢T3V + ¢T,V
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alinir ve ¢T7 = By, ¢1y = By, ¢T3 = C ve ¢Ty = C5 denilirse bu durumda
(4.2.6) denklemi
OV = BV + BV + C1V + C,V (4.2.7)

olur. Burada B,V € I'(RadT' M), BoV € T'(S(T'M)), C1V € I'(ltrT M) ve
Cy,V e I'(D,) dir.

Teorem 4.2.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal
anti-invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda indirgenmis kon-

neksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart X € ['(T'M)
ve { € T'(RadT M) icin BoVi¢é = n(Vx&)V dir.
Ispat. (2.5.13) den
Vx¢€ — ¢Vx€ =0
olur. Bu denkleme ¢ uygulanir ve (2.5.1) kullanilirsa
PVx¢§ = =Vx&+n(VxEV
dir. (2.4.21), (2.4.25) ve (4.2.7) denklemlerinden
—Vx€ = WX, 6) = h*(X,8) +n(VxE)V = —¢pAseX + BIVyeE
+B:Vix 9§ + C1Vi ¢
+Co V€ + ¢D'(X, ¢€)

elde edilir. Ustteki denklemin tanjant kisimlari alnirsa,
Vx€=—BiV5¢€ — BoVi o +n(VxV (4.2.8)

dir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal anti-
invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda radikal distribiisyonun
integrallenebilir olmas icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(RadT' M) ve Z €
['(S(T'M)) icin

9(VyoY — V3X,0Z) = 0

dir.
Ispat. Radikal distribtisyonun integrallenebilir olmasi1 icin gerek ve yeter
sart VX,V € I'(RadTM) ve Z € T'(S(TM)) icin ¢([X,Y],Z) = 0 dur.
(2.4.21) den

9([X,Y],Z) = g(VxY, Z) — g(Vy X, Z)

dir. (2.5.7) den
9((X,Y],2) = g(¢VxY,0Z) +n(VxY )n(Z) — g(¢Vy X, 0 Z) —n(Vy X)n(Z)

olur. V metrik konneksiyon oldugundan n(VxY) = 0 dir. Bu ifade yukaridaki

denklemde yerine yazilirsa
9([X. Y], Z) = g(¢VxY, ¢Z) — g(¢Vy X, ¢Z)
olur. (2.5.13) denkleminden
9([X,Y], Z) = g(Vx¢Y,0Z) — g(Vyd X, $Z)
bulunur. Buradanda (2.4.25) den
9([X,Y], Z) = g(VkoY — V30X, ¢0Z)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.2.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun ekran transversal anti-
invaryant lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda ekran distribiisyonun
integrallenebilir olmas1 icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(T'M)) ve N €
I'(ltrTM) icin

9(Vy0Y — V36X, 0N) = 0

dir.
Ispat. Ekran distribiisyonun integrallenebilir olmasi1 icin gerek ve yeter
sart g([X,Y], N) =0 dir. (2.4.21) den

g([X,Y],N) = g(VxY,N) = g(Vy X, N)
dir. (2.5.7) den

9([X. Y], N) = g(¢VxY, ¢N) — g(¢Vy X, ¢N)

olur. Boylece (2.5.13) ve (2.4.25) denklemlerinden

9([(X, Y], N) = g(Vi oY — V30X, 9N)

elde edilir.

4.3.Radikal Ekran Transversal Lightlike Altmanifoldlar

Bu boliimde, radikal ekran transversal lightlike altmanifoldlarinin, lightlike
carpim radikal ekran tranversal lightlike altmanifoldu olmasi icin gerek ve
yeter sartlar elde edilmektedir. Ayrica indirgenmis konneksiyonun metrik

konneksiyon olma sartlar1 verilmektedir. Oncelikle hatirlatalm ki eger & €
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[(RadTM) ve X € I'(TM) icin Vxé € T'(TM) ise M ye irrasyoneldir
denir[27].
Ornek 6. R, semi-oklidyen uzayim

1 _ 2 3 __ 4 1 _ 2 3 __ 4
z _va =U, T = U2, T =U3,Y =U1,Y —an = —Uus,y = Uz

denklemleri ile verilen M altmanifoldunu gézoniine alalim. Boylece M’deki
bir nokta

P = (07 Uy, Uz, Uz, U1, 07 —Uus, U2, Z)
dir. Bu durumda tanjant demet
Zy = 2001+ 0y +y*02)
Zy = 2(0x3+0ys+y°02)
Zy = 2(0x4—0ys+y*02)

Zy = V=20z

ile gerilir. Boylece M 1-lightlike altmanifolddur 6yleki RadT' M = span{Z,}
dir. Ayrica ¢Zy = Z3 oldugundan S(T'M), ¢'ye gore invaryanttir. Lightlike

transversal demet [trT' M
N = 2(—8I2 — 26y1 — y282’)
ile gerilir. Ayrica ekran transversal demet S(T M=)

Wi = 2(0x1 —0ys +ylaz)

(
Wy = 2(—20x,+ 0ys — 2y 0 2)
Wy = 20wy —dxy+dy —dys + (° —y*)92)
(

Wy = 20z, —0x3—0ys +0ys+ (v —y*)02)
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ile gerilir. Buradan kolayca goriilirki ¢Z; = Wi, ¢ N = Wy ve oW3 = Wy
dir. Boylece, M radikal ekran transversal 1-lightlike altmanifolddur.

Teorem 4.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, ekran distribiisyonun integral-

lenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(T'M)) icin
dir.
ispat. S(T'M) distriblisyonunun integrallenebilir olmast icin gerek ve yeter

sart VX,Y € I'(S(T'M)), N € I'(itrT M) icin g([X,Y], N) = 0 dir. Boylece
(2.5.7) ve (2.5.13) denklemlerinden

g([va]vN) = g(¢[X7Y]7¢N>
(XYL, N) = g(=(Vx9)Y + Vx¢Y,¢N) — g(=(Vy )X + VyoX, ¢N)
g([X’YLN) = g<vX¢K¢N) —g(quf)X,ng)

olur. Burada (2.4.21) kullanilirsa

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, radikal distribiisyonun in-

tegrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart X € ['(S(TM) — {V}) ve
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&1,& € I'(RadT M) icin

9(Age;§2 — Age,61,0X) =0

dir.

ispat. RadT M distribiisyonunun integralleneblir olmas1 icin gerek ve yeter

sart g([&1, &), X) =0 dir. (2.5.7) ve (2.5.13) denklemlerinden

961, 6], X) = g(0[&1, &), 0X)
g([€17€2]7X) = g(_(v&qs)g? + v€1¢527 ¢X) - g(_<v§2¢)§1 + ?@gb&, QbX)
9([61,6]. X) = g(Ve ¢, 0X) — g(Ve, 061, 0X)

olur. (2.4.25) kullanilirsa

g(Kla 62]7 X) = g(A¢§1£2 - A(ﬁ&gb ¢X)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 4.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran
transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, D, distribiisyonu in-

varyanttir.

fspat. X € T(D,), € € T(RadTM),N € T(itrTM) icin (2.5.7) den
90X, &) = —g(X,6¢) =0
9(¢X,N) = —g(X,¢N) =0 (4.3.1)

buradan ¢D, N RadT'M = {0} ve ¢D, N ltrTM = {0} elde edilir. Benzer
sekilde

9(0X,¢¢) = g(X,§) =0
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90X, ¢oN) = g(X,N)=0 (4.3.2)

buradan da ¢D, N ¢RadT M = {0} ve ¢pD, N ¢pltrTM = {0} olur. Ayrica
Z eI'(S(TM)) icin

90X, 2) = —9(X,¢Z) = 0
96X, 02) = g(X,Z) =0 (4.3.3)

elde edilir. Bu ise ¢D, N S(T'M) = {0} ve ¢D, N ¢pS(T'M) = {0} oldugunu
soyler. Boylece (4.3.1), (4.3.2) ve (4.3.3) denklemlerinden D,, ¢’ye gore in-

varyanttir.

Teorem 4.3.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, S(7T'M) distribiisyonunun
tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart h*(X, ¢Y") 'nin

¢RadT M’de bileseni olmamasidir.

Ispat. S(T'M) distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon tammlamas
icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(TM))ve N € I'(ltrT M) icin g(VxY,N) =
0 dir. (2.4.21) den

§(VxY,N) =g(VxY,N)

olur. (2.5.7) denkleminden
9(VxY,N) = g(¢VxY,$N)

dir. (2.5.13) den
g(VxY,N) = g(VxoY,pN)
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elde edilir. Burada (2.4.21) kullanilirsa
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.3.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, RadT M distribiisyonu-

nun tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart &;,& €
[(RadTM) ve X € T'(S(TM) — {V}) icin h*(&,X)'in ¢ltrT M’de bileseni

olmamasidir.

Ispat. RadTM distribiisyonunun tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi
icin gerek ve yeter sart

9(Ve, 6o, X) =0
dir. (2.4.21) den

g(v&g??X) = 9(6&52 - hl(ﬁly&?) - h8<€17€2)7X)

olur. (2.5.7) denkleminden

g(vflééﬁ X) = g(¢?f1€2a ¢X)

dir. (2.5.13) den
g<V51£27 X) = g<v§1¢£27 ¢X)

elde edilir. Boylece (2.4.25) denkleminden

g(V&gQ’ X) = _g(A¢52§1a ng)
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olur. (2.4.28) kullanilirsa

Q(V&fz,X) = —g(h*(&1, 0X), 9S2)

elde edilir.

Sonuc 4.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun irrasyonel radikal ekran
transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, M altmanifoldunun
bir lightlike carpim manifoldu olmasi icin gerek ve yeter sart VX, Y € I'(S(T'M))
icin h*(X, ¢Y') nin ¢ltrTM de bileseninin olmamasidir.

Teorem 4.3.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran
transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, indirgenmis konnek-
siyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter sart, VX, Y € I'(S(T'M))
icin h*(X,Y ) 'nin ¢ltrT M’de bileseni olmamasidir.

Ispat. ¢ € I'(RadTM), X € T(S(TM)) icin (2.5.13) den
Vx¢g — ¢VxE=0
olur. Buradan, (2.4.21) ve (2.4.25) kullamlirsa
9(AgeX,Y) = g(Vx¢&, 9Y)
olur. (2.4.28) den
g(h*(X,Y), ¢¢) = g(Vx&, 9Y)

elde edilir.
Bu altbolimiun bundan sonraki kisiminda tamamen umbilik radikal ekran

transversal lightlike altmanifoldlarini calisacagiz.
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Lemma 4.3.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X eI(S(T'M)—{V}) icin
W{(X,€) = 0,h°(&,V) = —¢¢ (4.3.4)

Ispat. (3.2.1)den
(X, &) = n(X)h'(£, V) (4.3.5)

dir. Diger taraftan (2.4.21) den
—¢€ = VeV + (V) + 1 (E,V)

olur. Transversal kisimlar ayr1 ayr1 yazilirsa —¢& = h*(£,V) ve h1(&,V) =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.3.2. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt

umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X eI(S(T'M)—{V}) icin
h*(X,§) =0 (4.3.6)

Ispat. (3.2.2) den
(X, €) = n(X)p*(E, V) (4.3.7)

dir. Buradan, (4.3.7) denkleminde (4.3.4) kullanilirsa ispat tamamlanir.

Lemma 4.3.3. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X € I'(S(TM) — {V'}) icin
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dir.
Ispat. V metrik konneksiyon oldugundan

G(VxoX, V) + §(6X,VxV) =0

dir. Burada (2.4.21), (2.5.12) ve (2.5.7) denklemleri kullanilirsa (4.3.8) elde
edilir.
Lemma 4.3.4. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun radikal ekran transver-

sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, X € I'(S(TM) — {V'}) icin
9g(Vex X, V) = —g(X, X) (4.3.9)

dar.

Ispat. V metrik konneksiyon oldugundan
§(Vex X, V) +9(X,VexV) =0
dir. Buradan (2.4.21) ve (2.5.12)
9(Vex X, V) + g(X, —¢*X) =0
olur. Boylece, (2.5.1) den
I(Vex X, V) +9(X,X)=0

elde edilir.

Lemma 4.3.5. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt
umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X e(S(TM)—{V}) icin
R (X, V) =0 (4.3.10)
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dir.
Ispat. (2.4.21) ve (2.5.12)den

—¢pX =VxV +h (X, V) 4+ h(X,V)

olur ispat tamamlanir.

Asagidaki lemmanin ispat1 3.boliimdeki lemma 3.2.6 ve lemma 3.2.7 ye ben-
zer oldugundan sadece ifadesi verilmektedir.

Lemma 4.3.6.M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun tamamen kontakt um-

bilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

X eT(S(TM)—{V}) icin
g(X7vd>X£) = —g(h%(bX,X),é)
9(¢X,Vx€) = —g(h'(X, ¢X),€)

dar.

Teorem 4.3.6. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun tamamen kontakt
umbilik radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda,

V indirdenmis konneksiyonun metrik konneksiyon olmasi icin gerek ve yeter

sart X € I'(T'M) ve € € I'(RadT M) icin
AgeX = —n(X)¢

dir.
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Ispat. (2.5.13) den
Vx¢€ — ¢Vx€ =0
olur. Béylece (2.4.21) ve (2.4.25)den
—Age X + Vo€ + D'(X, 6€) = 9V xE + o' (X, €) + ¢h*(X., §)
elde edilir.(4.3.4), (4.3.6) ve (2.5.1) den
—AgeX + V50€ + D'(X, ¢¢) = ¢V xE + n(X)¢
olur. Buradan da tanjant kisim
PVx{ = —ApeX —n(X)¢

elde edilir. Boylece Vx¢& € I'(RadT M) ise Agpe X = —n(X)E dir.

Tersine Age = —n(X)€ olsun. Budurumda Y € T'(S(T'M)) icin g(Age X,Y) =
0 dir. (2.4.28) den g(h*(X,Y), &) = 0 olur. (2.4.21) denkleminden de
9(¢VxY,€) = 0 bulunur. Diger taraftan (2.5.13) den g(h!(X,¢Y),&) = 0
elde edilir. Boylece h!(X,¢Y) = 0 (4.3.4) den de h'(X,&) = 0 elde edilir.

RadT M iizerinde h! sifir oldugundan énerme 2.4.2 den ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.7. M(c) bir belirsiz Sasakiyan uzay form oyleki ¢ # —3 olsun.
Bu durumda M (c) uzaymimn radikal ekran transversal lightlike altmanifoldu

yoktur.

Ispat. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldunun radikal ekran transversal

lightlike altmanifoldu 6yleki ¢ # —3 olsun. VX € ['(S(TM) — {V}), € €
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['(RadT'M) ve N € I'(ltrT'M) icin (2.5.15) ve (2.4.51)den

L (X x)oe

R(X,¢X)¢ =

dir. Buradan
1—c¢
2

9(R(X,0X)¢, ¢N) =

olur. Ayrica (2.4.51) ve (4.3.4) den

9(X, X) (4.3.11)

9(R(X,0X)&,oN) = g((Vxh*)(9X,€), dN) = g((Voxh®) (X, €), oN)
(4.3.12)

elde edilir, burada
(Vxh)(9X,§) = VXh(6X,£) = I*(Vx¢X,§) — h*(¢X, VxE)  (4.3.13)
ve
(Voxh")(X,§) = Vixh*(X, ) = h*(Vex X, §) = h*(X, Vyx).  (4.3.14)

dir. (3.2.2) den
h*(¢pX,€) =0 (4.3.15)

dir. (3.2.2), (4.3.4) ve (4.3.8) den
h(VxoX,§) = —g(X, X)¢ (4.3.16)
dir. Ayrica (3.2.2) ve (4.3.10) denklemlerinden de
h*(¢X, Vx§) = g(¢X, Vx&)as (4.3.17)

elde edilir. (4.3.13)de (4.3.15), (4.3.16) ve (4.3.17) kullanilirsa

(Vxh*)(0X,€) = g(X, X)9€ — g(¢X, VxE)as (4.3.18)
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olur. Diger taraftan (4.3.6) den
B (X,€) =0 (4.3.19)
olur. (3.2.2), (4.3.4) ve (4.3.9) denklemlerinden
h*(Vex X, &) = g(X, X)pE. (4.3.20)
dir. Ayrica (3.2.2) ve (4.3.10) dan
h* (X, Vx§) = 9(X, Vex§)as (4.3.21)
elde edilir. (4.3.14)de (4.3.19), (4.3.20) ve (4.3.21) kullanilirsa
(Voxh®)(X,€) = —g(X, X)o€ — g(X, Vox€)ars (13.22)

elde edilir. Buradan (4.3.12) de (4.3.18) ve (4.3.22) kullanilirsa

(4.3.23)
olur. Boylece (4.3.23) de lemma 4.3.6 kullanilirsa

9(R(X,X)¢, ¢N) = 29(X, X) (4.3.24)
olur. (4.3.11) ve (4.3.24) denklemlerinden
(c+3)g(X, X) =0

elde edilir. S(T'M) non-dejenere null olmayan en az bir X vekto alan

secilebilir. Buradan ¢ = —3 bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
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4.4.1zotropik Ekran Transversal Lightlike Altmanifold-

lar

M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun izotropik ekran transversal lightlike

altmanifoldu ise TM = RadT M ve esas uzayin tanjant demeti
TM = {TM @ ltrTM} L{¢pRadT M & ¢ltrTM 1D,}

ayrisimina sahiptir.

Bu boliimde izotropik ekran transversal lightlike altmanifoldun tamamen
jeodezik olmasi icin gerek ve yeter sartlar elde edilecektir.

Teorem 4.4.1. M, M belirsiz Sasakiyan manifoldun izotropik ekran transver-
sal lightlike altmanifoldu olsun. Bu durumda, M tamamen jeodezik olmasi
icin gerek ve yeter sart &, &1,& € I'(RadT' M), N € T'(ltrTM) ve Z € T'(D,)
icin D'(&1,Z) = 0, D'(&1, ¢&) = 0 veD?*(&y, N) 'nin ¢ltrT M de bileseni olma-

masidir.

Ispat. (2.5.13) denkleminden
Vedbr = 0V, b (4.4.1)

olur. (4.4.1) denklemi ¢ ile ic carpima tabii tutulursa

g(v& ¢£27 5) = _g<v£1£27 ¢€)

dir. Boylece (2.4.21) ve (2.4.25) kullanilirsa

g(D'(&1, ¢6),€) = —g(h* (&1, &), 6€) (4.4.2)

elde edilir. Benzer sekilde (4.4.1) N ile i¢ carpima tabii tutulursa

g<v§1¢£27 N) = _g<v§1£27 ¢N)
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olur. Burada (2.4.21) ve (2.4.25) kullanilirsa

g(Ds(gla N)7 ¢£2) - g<hs(£17 52)7 ¢N) (443>
elde edilir. Ayrica V metrik konneksiyon oldugundan Z € I'(D,) icin
g(v&f% Z) = _9(52’ vfl Z) (444>

olur. (2.4.21) den
9(Ve &2, Z) = g(h°(61, &), Z) (4.4.5)

dir. Diger taraftan (2.4.25) denkleminden

g(é%vﬁlZ) :g(€2aDl(€17Z)) (446>

olur. (4.4.5) ve (4.4.6) denklemleri (4.4.4) de yazilirsa

g(h*(£1,&), Z) = —g(&, D'(&1, 2)) (4.4.7)

elde edilir. Boylece (4.4.2), (4.4.3) ve (4.4.7) denklemlerinden ispat tamam-

lanir.
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