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R; = F, + uF, + u*F,

SIMGELER LISTESI

katsayilari {0,1} elemanlarindan olusan polinom.

{al, as, ..., aq}, g elemanl kod kelimerinin kiimesi.

C < A" olan bir kod kiimesi.

c € C olan bir kod kelimesi.

n uzunlugundaki kodlarin boyutu.

sonlu F, cismi iizerinde n uzunlugunda vektdr uzayi.
{0,1} elemanlarindan olusan bir binary (ikili) cisim.
{0,1,u,1 + u}, u? = 0 kiimesi ile degismeli halkadur.

0,1, u,u?,v,v5ur,v3},ud =0 vev=1+u,v? =
1+u?v3=1+u+u? uv =u+ u? elemanlarindan

olusan degismeli halkadir.

X ile y arasindaki hamming uzaklik.
C kodunun minimum uzaklig.

X kodunun hamming agirlig.

X kodunun Lee agirlig.

X kodunun Lee uzaklig.

r elemaninin Lee agirhigi.

ilirete¢ matrisi.

parite kontrol matrisi.

tirete¢ polinomu.

syndrome polinomu.
z € R} ve z € R} iin Gray doniisiim{l.

halka izomorfizmasi.
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1.BOLUM
GIRIS
Claude Shannons 1948 yilinda’’ Iletisimin Matematiksel Teorisi’’ adli makalesinde
bilgi teorisi ve kodlama teorisinin dogusuna imza atti. Temel amag ise diismanca bir

cevre igerisinde etkili ve giivenli iletisim saglamakti. Bu iki amacin varligi daima

avantaj olacakt1 bizim temel problemimiz ise bunlar1 daima bagdastirmak olmali idi.

Kodlama teorisi temelde cebirsel anlamda insa edilmis modeller araciligi ile bu baglarin

olusmasini farketmemize yardimci oldu.

Shannons’un meslektagi Richard Hamming aslinda Shannons’un 1948 deki
makalesinden daha oOnce ilk bilgisayarlar ile “’Hata Diizeltme’’ iizerinde caligsmalar

yapti. ve o kodlama teorisindeki ilk buluslar1 olusturdu.

Asagidaki sema bize bir kaynaktan gonderilen bilginin bir kanal aracilig1 ile varacagi

yere ulagma sistemini gostermektedir.

Bilgi Kaynag1 — Kodlayic1 — Iletisim Kanali —» Alict — Bilgi Alicisi
T
Giiriilti

Bu semanin en dnemli pargas1 giiriiltiidiir. Eger giiriiltii ya da diger bir degisle giiriiltii

olmazsa teori i¢in ¢aligsmaya ihtiya¢ kalmayacaktir.

n uzunlugunda ve M sayida bir kod her biri n bilesen ile M vektorlerinin kiimesinden
olusur. Bu bilesenler S alfabe kiimesinden alinir. Klasik kodlama teorisinde S, |S]|

mertebeli bir cisimdir.

Bir C kodu , S™ in n boyutlu alt kiimelerinin kiimesidir. Bir lineer C kodu S kiimesi
tizerinde bir tdretici G matrisi ile belirlenir. Yani; C, G uzaymin satirlarindan

olusmaktadir.



Bu tez ii¢ bdliimden olusmaktadir. Ik béliim de kodlamanin tarihgesi hakkinda kisa bir
bilgi verilip ikinci boliimde halka, idealler ve kodlar iizerinde genel tanimlardan ve ayni

zamanda iireteg ve (parite kontrol ) parity-check matrisinden bahsedilmistir.

Son bolimde ise sonlu R, ve R; zincir halkalar1 {izerinde konsta- devirli kodlar ve

bunlar {izerinde tanimlanan Gray diiniistimler ile ilgili yapilan ¢aligmalar derlenmistir.



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde gegen teoremler ve sonuglar [1-7] kaynaklarindan alinmaistir.

2.1. Halkalar ve Sonlu Cisimler

Bu boliimde temel cebir yapilari, yani; halkalar, polinom halkalari, idealler, maximal
idealler, temel idealler, indirgenemez polinomlar ve idempotent polinomlarin genel

tanim ve teoremler ile ifade edilecektir.
Tanmm 2.1.1. @ , R halkasindan S halkasina bir doniisiim olsun. Va, b € R igin;

1. & (a+b)=d(a)+ P (b)
2. ®(a.b) = ®(a).d(b)

sartlar1 saglaniyorsa @ ye R den S ye bir halka homomorfizmasi denir.

Ornek 2.1.1. Gergel katsayili biitiin polinomlar1 R[x] halkas: ile gosterelim.f(x) —

f (1) doniisiimii R[x] — R ye bir halka homomorfizmasidir.

Tanmim 2.1.2. @ ye R den S ye bir halka homomorfizmasi olmak tizere

a) @ 1-1ise monomorfizma
b) @ orten ise epimorfizma

€) @ hem bire bir hem de orten ise izomorfizma

adin1 alir.
Tamim2.1.3. R bir halka olsun. I, R nin bos olmayan bir altkiimesi olsun. Eger ;

l. Va,belicina—bE€l,

2. VreR veVa€ligcinr.a€l vea.r €1
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kosullar1 saglaniyor ise | ya R nin bir idealidir denir.
Ornek 2.1.2. Herhangi bir R halkas1 i¢in {0} ve R, R nin idealleridir.

Tammm 2.1.4. |, R nin bir ideali olsun. Eger |, g € I olacak bicimde bir eleman
tarafindan ftretilir ise yani; I = (g)={g.r:r € R} oluyorsa o0 zaman | ya esas (temel)
ideal denir.

Bir R halkasmin her ideali esas ideal oluyorsa bu durumda R ye esas ideal halkasi

denir. g elemani I nin iireteciolarak adlandirlir ve I, g tarafindan tiretilir denir.

Tamim 2.1.5. R bir halka ve A, R halkasinin bir ideali olsun. {r + A : r € R} kiimesi,

carpim halkasi olarak adlandirilir.

Omek 2.1.3. F,[x]/(x® — 1) halkasinda I = {0,1 + x,x + x2,1 + x2} altkiimesi bir

idealdir.

Tamm 2.1.6. R bir halka, M, N; R nin idealleri olsun. Eger M#R ve M € N C R olacak
sekildelde en az bir N kiimesi varsa ve M=N veya N=R oluyorsa bu durumda M ye R

nin maksimal ideali denir.
Ornek 2.1.4. Z3¢ nin maksimal idealleri (2) ve (3) tiir.

Ormnek 2.1.5. F,[x]/(x® — 1) halkasinda 1={0,1 + x, x + x2, 1 + x?} altkiimesi esasdur.
Yani; 1I=(1 + x) dir. Simdi dikkat edilirse;

0.(1+x)=1+x3=0=(1+x+x2).(1+x);
1L.1+x)=1+x=x+x)1+x);
x.(1+x)=x+x2=10+x%).(1+x);
*A+x)=1+x2=10+x)(1+x)
esitliklerinin saglandig1 gortliir.

Tanmm 2.1.7. R bir degismeli halka olsun.a,b € R i¢in a # 0,b # 0 olmak {izere

a.b = 0 ise a ve b elemanlarinin her birine bir sifir bolen denir.



Tamm 2.1.8. Eger (f;) + (f,) = R[x] veya esit olarak f, 9, + fo9, = 1, 91, 92 € R[x]
varsa fi, f, € R[x] polinomlar: aralarinda asal polinomlardir denir. Eger f € R[x] bir

sifir bolen degilse o zaman regiiler olarak adlandirilir.

Tanim 2.1.9. Herhangi bir f(x) € F[x] polinomu igin eger f(x)=
a(x).b(x),a(x),b(x) € F[x] ve a(x) veya b(x) ten biri O derecesine sahip yani sabit
ise 0 zaman f(x) polinomuna F cismi iizerinde indirgenemez polinom denir. Aksi

taktirde f(x) polinomu indirgenebilirdir.

Omnek 2.1.6. g(x) =1+ x + x? € Z,[x] polinomunun derecesi 2 ve bu polinom
indirgenemez bir polinomdur. Aksi takirde bu polinom x veyax + 1 gibi bir lineer
carpana sahip olabilirdi. Yani; 0 veya 1 g(x) polinomunun bir kokii olabilirdi. Fakat
g(0)=g1) =1€Z,dir.

Ornek 2.1.7. f(x) = x* + 2x® € Z,[x] polinomunun derecesi 6 dir. Bu polinom

f(x) = x*(1 + 2x?) olacak sekilde indirgenebilir bir polinomdur.

Tamm 2.1.10. Biitiin polinomlarin halkasim F, cismi iizerinde ve mod (1 + x™)

bagmntisina gore Fy[x]/(1 + x™) olarak tanimlayalim.

Eger I%(x) =1(x) (mod(1+ x?)) ise 0 zaman I(x) € R,, polinomu idempotent

olarak adlandirilir.

Ornek 2.1.8. x3 +x% € Z,[x]/(x° + 1), (x3+x®) polinomu mod(1 + x°) icin bir

idempotent elemandir. Ciinkii Z, iizerinde;

(x3 +x°)? = x° + 2x° + x12 (mod(1 + x?))
=x3 + x° (mod(1 + x?))

dir.

Tanim 2.1.11. Sifir bélensiz birimli ve degismeli halkaya tamlik bolgesi denir. Eger R
birimli ve sifirdan farkli her elemani tersinir olan bir halka ise R ye boéliinme halkasi;

ayrica degismeli boliinme halkasina da cisim denir.



2.2 Kodlar ile ilgili Genel Tanimlar

Bu boéliimde biz alfabe, kodlar, kod kelimeleri, cisimler iizerindeki kodlar, Hamming

agirlik ve Hamming uzakliklari ele alacagiz.

Tanmm 2.2.1. A = {al, a,, ...,aq}, g elemanli bir kiime olsun. Bu kiime alfabe kodu ve
bu kiimenin tiim elemanlar1 da kod sembolleri olarak adlandirilir. Bir n uzunlugunda A

tizerinde g — lu kelime, Vi € I ve her bir w; € A igin
W =ww,..w,
seklinde bir dizidir.

A tizerinde n uzunlugunda bir ¢ — lu blok kod yine ayni uzunluklu g — lu kelimelerinin

bos olmayan bir C kiimesidir ve C < A™ dir.

Tamm 2.2.2. C nin bir eleman1 C de bir kod kelimesi olarak adlandirilir. C deki kod
kelimelerinin sayisi |C| ile gosterilir ve C nin boyutu olarak adlandirilir. n uzunlugunda

ve eleman sayis1 M olan bir kod (n, M) koddur.

Ornek 2.2.1. € = {00,10,01,11} olsun. 01 bir kod kelimesi ve |C| = 4 tiir.
Tamm 2.2.3. Z, , mod4 ile bir halkadir. Bu halka 4 tane eleman igerir. Bunlar;
{0,1,2,3} veya {0, 1,2,—1} dir.

Tanim 2.2.4. Fq", sonlu F, cismi lizerinde tiim n —uzunlugunda vektdr uzaylarini

tanimlar.

Tamm 2.2.5. R, =F, +uF, ; {0,1,u,1+u}, u?> =0 kiimesi ile bir degismeli
halkadir. Burada F,, {0,1} elemanlari ile bir binary (ikili) cisimdir F, + uF, i¢in toplam

ve carpim islemleri asagidaki tablolarda verilmistir.



+ 0 1 u 1+u . 0 1 u 1+u
0 0 1 u 1+u 0 0 0 0 0
1 1 0 1+u u 1 0 1 u 1+u
u u 1+u O 1 u 0 u 0 u
1+u | 1+u u 1 0 1+u |0 1+u u 1

Tamm 2.2.6. R; = F, + uF, + u?F,; {0,1,u,u? v, v, uv,v3},u® = 0 kiimesi ile bir
degismeli halkadir. Burada v=1+u, v?=1+u?4v3=1+u+u?uv =u+ u?
dir.

R lizerinde toplamsal ve ¢arpimsal islemler asagidaki tabloda verilmistir.

+ |0 1 u v w? uw v:¢ovd . |0 1 u v u* u v? 3

w?lu? v2 ww v¥ 0 u 1 v w0 u?> 0 w0 0 wu? u?
uv fuv v3 uw? v2 u 0 v 1 uv |0 u w? u 0 wuw? u u
v2| v u? v3 w 1 v 0 wu v2|0 v2 u v® u? uw 1 v
v3|lv3 ww v?2 u* v 1 u 0 v3|0 v uw 1 u? u v v

Tanim 2.2.7. x ve y, A alfabe kiimesi iizerinde n uzunlugunda kelimeler olsun.
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X = x1x2 ...xn

Y =V1Y2In

olmak iizere x ile y arasindaki uzaklik karsilikli farkli sembollerin sayisi olarak

tanimlanir ve d(x, y) ile gosterilir. Bu uzakliga ise Hamming uzaklik adi verilir.
Eger; x = x;x, ...x, V€ y = V1 Y5 ... V,, IS€ 0 Zaman

d(x' Y) = d(xl' yl) + -+ d(xnr yn) (221)

burada x;, y; 1 uzunlugunda kelimelerdir. ve

eger x; #y;
eger x; = y;

1,
d(xy,y) = {0
dir.
Ornek 2.2.2. A ={0,1}; x =01010ve y = 11101 olsun. O zaman d(x,y) = 4 olur.

Ornek 2.2.3. A ={0,1,2,3} = Z, ve x = 1230, y = 1023 olsun. O zaman d(x, y) =

3 olur.
Onerme 2.2.1. x, v, Z ; A lizerinde n uzunlugunda kelimeler olsun. o zaman;

1. 0<d(x,y)<n

2. dx,y) =0 ox=y

3. d(x,y) =d(y,x), Vx,y € A igin

4. d(x,z) <d(x,y)+ d(y,z) (iggen esitsizligi) Vx,y, z € A i¢gin

uzaklik fonsiyonunun bu 4 6zelligi saglanir [6].

Tamm 2.2.8. C bir kod olsun. x,y € C i¢in d(x, y) ile x,y kodlar1 arasindaki uzaklig
gosterelim. C deki min d(x,y) ye C kodunun minimum uzakligi denir ve d(C) ile

gosterilir. Yani;
d(C) = min{d(x,y):x,y €C, x + y}

dir.



Ornek 2.2.4. € = {00000,11111,00111} bir binary (ikili) kod olsun. O zaman d(C) =
2 dir. Ciinkii;

d(00000,00111) = 3;d(00000,11111) = 5;d(00111,11111) =2
esitliklerinden dolay1 C bir ikili (binary) [5, 3, 2]- koddur.

Ornek.2.2.5. € ={000000,000111,111222} bir ternary kod olsun. (yani;
{0, 1, 2} alfabe kodu ile ) 0 zaman d(C) = 3 tiir. Ciinkii;

d(000000,000111) = 3;d(000000,111222) = 6;d(000111,111222) =6
esitliklerinden dolayi, C bir ti¢lii (ternary) [6, 3, 3]- koddur.

Tamm.2.2.9. x,y € C olan bir C kodu i¢in x + y de C nin elemani oluyorsa (yani C de
bir kelime oluyorsa) o zaman C koduna bir lineer koddur denir. Yani; bir lineer kod,

kelimeleri toplama islemine gore kapali olan koddur.

Ornek 2.2.6. C = {000,111}, F, iizerinde bir lineer koddur. Ciinki;
000 + 000 = 000

111+ 000 = 111

000 + 111 =111

111+ 111 = 000

dir. Yukaridaki toplamlar yine C igindedir. Bir lineer kod 000 kelimesini igermek

zorundadir.

Tanim 2.2.10. n uzunlugunda F; iizerinde bir lineer C kodu F;* nin bir alt uzayidir.

Ornek 2.2.7. C ={(4, 4, ...,A): 1 € E,} bir lineer koddur. Bu kod tekrarlayan kod olarak

adlandirilir.

Tamm 2.2.11. x € F* olsun.x in Hamming agirhig x de sifirdan farkli bilesenlerin

sayisi olarak ifade edilir ve wt(x) olarak gosterilir. Yani;

wt(x) = d(x,0)



dir. Burada <’0”’ sifir kelimesidir.

Ornek 2.2.8. x = (1010111) € F/, y = (00111010111) € F;? olsun. o zaman

wt(x) = 5ve wt(y) = 7 dir.

Not 2.2.2. Bir x € Z, iin Lee agirlig: ;

wL(0) = 0;wL(1) = 1;wL(2) = 2;wL(3) = 1

seklinde tanimlanir.

Tanmm 2.2.12. x € Z} elemaninin Lee agirhgt wL = ny(x) + 2n,(x) + n3(x) dir.

Burada n,(x), Ya € Z, igin x in a ya esit bilesenlerinin sayisidir.

Uyan 2.2.1. Z}, Z, iizerinde bir modiildiir. Z, iizerinde n uzunlugunda bir C lineer

kodu Z} nin bir altkiimesi Z, moddur.

Ornek 2.2.9. x = (12301322) € Z§ olsun. O zaman;

wL =n,(x) +2n,(x) + n3(x) =2+23+2=10

Tamm 2.2.13 Vx,y € Z} i¢in d;, = wt;(x — y) olarak tanimlanan ifadeye Lee uzaklik

denir ve d; ile gosterilir.

Uyar1 2.2.2. Vx € F; i¢cin Hamming agirlik

1, x # 0ise

wt(x) = d(x,0) = {o, x = 0ise

olarak tanimlanir [6].

X Y Xey wt(x) + wt(y) — 2wt(xey) wt(x +y)
0 0 0 0 0
0 1 0 1 1
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Tablo(1)

x € F', x = (x1,%, ..., Xp) alarak x in Hamming agirhig1 ini ayrica asagidaki gibi de

tanimlayabiliriz;
wt(x) = wt(xy) + wt(xy)+...Fwt(xy,) (2.2.2)

Onerme 2.2.3. [1] x,v,z; n uzunluklu kelimeler ve a bir say1 olsun. simdi biz agirlik

ve uzaklikla ilgili birka¢ 6zelligi listeleyelim;

1. 0swt(x)<n

wtx) =0 x=0
0<d(xy)<n
Egerd(x,y) =0 x=y
d(x,y) =d(y,x)

wt(x +vy) < wt(x) + wt(y)
d(x,z) <d(x,y) +d(y,z)

wt(a.x) = a.wt(x),a # 0vea € F,

© o N o O B W N

d(ax,az) = a.d(x,z),a # Ovea € F,
Lemma 2.2.4. Eger x,y € F;* ise 0 zaman d(x,y) = wt(x — y) dir [1].

Ispat. x,y € F,,d(x,y) =0 © x =y ve bu denklem ancak ve ancak x —y = 0 veya

esit olarak wt(x — y) = 0 anlamina gelir.
Simdi 2.2.1 ve 2.2.2 denklemlerinden biz;

d(x,y) = d(xy,y1) +d(x,¥2) + -+ d(xp, Yn) (2.2.3)

wt(x) = wt(xy) + wt(xy) + -+ + wt(x,,) (2.2.4)
11




denklemlerini elde ederiz ve benzer olarak ;
wt(x —y) = wt(x; — y1) + wt(xz—yz) + -+ wt(xy—Yn) (2.2.5)
wt(x —y) =d(xq,v1) +d(xy,y,) + -+ d(xp, V) (2.2.6)

elde edilir. 2.2.3 ve 2.2.6 dan;

d(x,y) = wt(x =)

elde edilir.

m
Lemma 2.2.5. x,y € F} olsun. x = (x4, X3, ..., Xp) V€ YV = (Y1, V2, v, V) i¢in;
wt(x +y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(xey) (2.2.7)

ve burada xey = (x4, x3Y5, ..., Xp V) dir [6].

Ispat. (2.2.2) den (2.2.7) nin dogru oldugunun ispat1 agiktir. Bu tablol den kolaylikla

dogrulanur.

Tammm 2.2.14. C bir kod olsun. wt(C) ile tanimlanan C nin minimum(Hamming)

agirhigt; C de sifirdan farkli kod kelimelerinin en kii¢iik weghtidir.
Teorem 2.2.6. C, F; lizerinde bir lineer kod olsun. o zaman d(C) = wt(C) dir [6].

Ispat. Lemma2.2.4 ten d(x,y) = wt(x —y) dir. Tamm 2.2.14 ten d(x,y) = d(C)
olacak bi¢cimde %,y € C vardir. x — y € C oldugundan dolayz;

d(C) = d(x,y) = wt(x —y) = wt(C) dir. (2.2.8)
Tersine; bir z € C\{0} vardir 6yle ki; wt(C) = wt(z) dir. Boylece;

wt(C) = wt(z) =d(z,0) = d(C) (2.2.9)
dir. 2.2.8 ve 2.2.9 dan;

d(C) = wt(C)

elde edilir.
12



Ornek 2.2.10. € = {0000,1000,0100,1100} bir ikili (binary) lineer kod olsun. Simdi;
wt(1000) = 1; wt(0100) = 1; wt(1100) = 2

olsun. Buradan d(C) = 1 dir.

Tamm 2.2.15. C bir lineer [n, k]-kod olsun.

ct={xe Fl' x.c=0,Vc€ c}

kiimesi C i¢in dual kod olarak adlandirilir. Burada x.c,x ve ¢ vektorlerinin  x;¢; +
X5Cy + -+ + x,C,, seklindeki genel skaler carpimudir. Dikkat edilirse Ct bir [n,n — k]-
koddur.

Tamm 2.2.16. x = x1x5, ..., X, V& y = Y1V,, ..., ¥, binary kelimeler olsun. x ve y nin

kesisimi;

X NY = (X1Y1,X2Y2, s XnYn)
seklinde tanimlanir.

X ve y nin ¢arpimi,

XY =X1Y1 + XY + 0+ XV

seklinde yazilir.
Teorem 2.2.7
1. Egerx,y € F}lise wt(x +y) = wt(x) + wt(y) — 2wt(x N y)
2. Egerx,y €eFllisewt(xnNy)=x.y (mod2)
3. Egerx € Flliseise wt(x) = x.x (mod2)
4. Egerx € Fl'isewt(x) =x.x  (mod3)
5 Egerx € Ftisewt(x) =x.x (mod2)

sartlar1 saglanir [7].

Tamim 2.2.17. R, = F,+uF, olsun. R, halkasinda bir r elemaninin Lee agirhigi
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a, asagidaki denklemlerle ifade edilir;
0, r=0ise

ar={ 1, r=1veyal+uise
2, r=ulise

Buradan bir x = (x4, %, ...,x,) € R} elemaninin Lee agirhig;

n

we, () = Y a,

i=1
bi¢iminde olur.

Tamm 2.2.18. R; = F,+uF, + u?F, olsun. R halkasinda bir r elemanmin Lee agirhg

a, asagidaki denklemlerle elde edilir.

0; r=20ise

1, r=1veyav?ise
a, =< 2; r=uveyauvise

3; r=vveyavdise

4; r=u’ise

)

Ornek 2.2.11. x = (1,0,0,u, v, u?, v?,uv) olsun. Buradan wt, (x) = 13 elde edilir.
Tamm 2.2.19. x, y € R™ arasindaki Lee uzaklik;

d,(x,y) =wt (x —y)

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.2.20. X; F, tizerinde bir vektor uzayi olsun. Eger ;

/11x1+ R Arxr = 0

ise 0 zaman . X de {xy, ..., x,-} vOoktorlerinin kiimesi lineer bagimsizdir denir.

Ornek 2.2.12. Herhangi F, i¢in {(0,0,0,1), (0,0,1,0), (0,1,0,0)} kiimesi lineer

bagimsizdir.
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Tamm 2.2.21. V, F, iizerinde bir vektor uzay1 ve S = {v;, vy, ..., v, } kiimesi V nin bos

olmayan bir altkiimesi olsun. S nin lineer gereni;
(S) = {/11171 + -+ Akvk: Ai € Fq}

olarak tanimlanir. C,V nin bir altuzay1 ve S de C nin bir alt kiimesi olsun. Eger C = (S)

ise 0 zaman S ye C kiimesinin gereni ad1 verilir.

Tamim 2.2.22. X, F;, tizerinde bir vektor uzay1 olsun. X = (B); B lineer bagimsiz ve X
i¢in bir geren kiime ise X in bos olmayan bir B = {xy, ..., x,.} kiimesi X igin bir baz

olarak adlandirilir.

Tamm 2.2.23. Sonlu F, cismi iizerinde X bir vektor uzay1 olsun. Bu uzay bir¢ok baza
sahip olabilir fakat biitiin bazlar ayni sayida elemana sahiptirler. Bu saytya X in F;

tizerinde boyutu denir ve dim(X) ile gosterilir.

Tanim 2.2.24. a, M maksimal idealinin bir sabit lireteci olsun. o zaman a bir nilpotent

tir.

Buradan a nin nilpotent indeksini t alarak a® = 0 tanimlariz. R nin idealleri ;
R =(a® 2(a") 2 2(a""") 2 (a’) = (0)

seklinde zincirdir.

Tanim 2.2.25. Eger herhangi bir R halkasinin biitiin sag ve sol ideallerinin kiimesi bir

sonlu zincir olusturuyorsa R halkasina zincir halkas1 ad1 verilir.

2.3. Ureteg ve Parite Kontrol (Parity Check) Matrisi

Bir lineer kod i¢in bazlar1 bilmek bize onun kod kelimelerini agik¢a tanimlama imkani
saglar. Kodlama teorisinde, bir lineer kod i¢in baz sik¢a matris formunda temsil edilir
ve Urete¢ matrisi olarak adlandirilir. Dual kod igin matris gOsterimi parite kontrol
matrisi olarak adlandirilir. Bu matrisler kodlama teorisinde dnemli rol oynar. K iizerinde
bir matrisin ranki; herhangi eselon formdaki bir matrisin sifirdan farkli satir sayisidir. C
kodunun boyutu olan k; C nin boyutudur.
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Tamm 2.3.1. Eger C; n uzunlugunda boyutu k olan bir lineer kod ise; satirlar1 C igin bir
baz olusturan herhangi bir matris, C i¢in iirete¢ matrisi olarak adlandirilir. C igin iirete¢

matrisinin k sayida satira ne n sayida siituna sahip olmasi gerektigi unutulmamalidir.

Tanmim 2.3.2. K iizerindeki bir matrisin ranki bir matrisin herhangi bir eselon formdaki

sifirdan farkli satir sayisidir.

Teorem 2.3.1. G matrisi bazi lineer C kodu igin iirete¢ matrisidir ancak ve ancak G nin

satirlar1 lineer bagimsizdir. Yani; G nin ranki G nin satirlarinin sayisina esittir. [6]

Tamm 2.3.3. Herhangi bir k < n, k x n tipinde bir G matrisinin ilk k siitunu k X k

tipinde I, birim matrisidir. Boylece;
G = (L|X)

indirgenmis eselon formda lineer bagimsiz satirlara sahiptir. Boylece G matrisi n

uzunlugunda ve k boyutlu bazi lineer kodlar igin tirete¢ matrisidir.

Bir G iirete¢ matrisi standart form olarak adlandirilir ve G tarafindan iiretilen C kodu

sistematik kod olarak adlandirilir.

Teorem 2.3.2. Eger G = (I |X) standart formda C [n, k] kodu i¢in bir {ircte¢ matrisi

olsun. o zaman H = (—X*|I,_;) , C i¢in bir parite kontrol matrisidir. [6]

Teorem 2.3.3. Eger G, bir lineer C kodu i¢in iirete¢ matrisi ise o zaman satirlar1 G ye
denk herhangi bir matris de ayn1 zamanda C kodu icin iirete¢ matrisidir. Ozellikle,

herhangi bir lineer kod indirgenmis eselon formda bir iirete¢ matrisine sahiptir. [6]

Ornek 2.3.1. $ ={11101,10110,01011,11010} ve C = (S) olan bir lineer kodun

irete¢ matrisini bulmak i¢in, elemanter satir iglemlerinden;

111 0 1 11 1 0 1 10 0 0 1
(1 0 1 1 0 01 0 1 1 01 0 1 1
A4=1o 101 1lo 011 1)7\lo o011 1

11 0 1 0 00 0 0 O 00 0 0 0
yazilir. Boylece;

1.0 0 0 1
G=<01011>=(13|X)

00 1 11
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C i¢in bir standart form olur.

Tamm 2.3.4. Eger bir lineer C kodu i¢in herhangi bir H matrisinin satirlar1 Ct nin

kodu i¢in bir baz oluyorsa o zaman H matrisine parite kontrol matrisi denir ve ;
¢t ={x e F}| Hx' =0}
ile ifade edilir.

Eger C kodu n uzunlugunda ve k boyutlu bir kod ise 0 zaman C ve C* nin boyutlarinin
toplam1 n dir ve C i¢in herhangi bir parite kontrol matrisi n sayda satira,n — k sayida

stituna sahip olup ranki n — k dir.

Ornek 2.3.2. S = {11101,10110,01011, 11010} ve C = (S) olan bir C lineer kodunun

parite kontrol matrisini bulmak i¢in elemanter satir islemlerinden;

11 1 0 1 11 1 0 1 1.0 0 0 1
{1 0 1 1 0 01 0 1 1 01 0 1 1
4=lo 1 01 1)/7lo 0o 11 1)lo o0 111

11 0 1 0 00 0 0 O 00 0 0 O
buradan;

10 0 0 1
G=<01011>

00 1 1 1
= (I3]X)

C kodu igin bir iirete¢ matrisi olur ve;

=01 D=

C kodu igin bir parite kontrol matrisi olur.

Teorem 2.3.4. Bir C lineer kodu i¢in H bir parite kontrol matrisidir ancak ve ancak H in

stitunlari lineer bagimsizdir. [1]

Teorem 2.3.5. Eger n uzunlugunda bir lineer C kodu i¢in H parite kontrol matrisi ise 0

zaman C kodu K™ deki tiim X kelimelerinden olusur. Buradan ;
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xHT =0
deklemi elde edilir. [1]

Ornek 2.3.3. G = (I,|X) olsun. Burada ;

coo R
cor o
O RO O
R oo O
R RO
N e
PO

[7,4] binary (ikili) kod i¢in standart formda bir tirete¢ matrisidir. Parite kontrol matrisi

ise;

H = (X"1I3)

01 1 11 0O
= <1 0 1.1 0 1 0)
1 1 0 1 0 0 1

seklinde elde edilir.

Tanim 2.3.5. n uzunlugunda bir lineer € kodu bir devirli degisim altinda invaryant ise o

zaman C koduna R tizerinde devirli kod denir. Yani;
¢ =(cp,C1yrCp_2,Cpn_q1) EC
ancak ve ancak
¢ = (cp-1,C9,C1y »Cp—3,Cn_n) EC
dir.
Ormek 2.3.4. {11111,00000} c FJ kiimesi bir devirli koddur.
Ornek 2.3.5. Asagidaki kodlar devirli kodlardir:
e ii¢ asikar kod: {0}, {/1. 1: 1€ Fq} ve FJ'
e [3,2,2] binary (ikili) lineer kodu {000,110,101,011}

Teorem 2.3.6. C , iiretec matrisi g(x) = g; + gox + -~ + gxx*~1 olan devirli kod
olsun.
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O zaman verilen kod i¢in iirete¢ matrisi;

91 92 93 v g 0 0 .. 0
0 91 92 - k-1 Yk 0.. 0
c=|" 0 91 - Gk-2 Gk-1 Gk - O

0 0 Y £ T Ir
seklinde olur. [6]

Uyar 2.3.1. n uzunlugunda F; lizerinde bir devirli € kodunun iirete¢ poliomu g(x),

x™ — 1 polinomunun bir bélenidir.

Tamm 2.3.6. Polinomlarin halkasi x bilinmeyenine gore F (x) olarak yazilir. Yani F(x)
ten kasit olarak ay + a;x + -+ 4+ a,x™ olan biitiin polinomlarin kiimesini ele almis

oluyoruz. Burada n negatif olmayan herhangi bir tamsayt; a,, a4, ..., a,, € F tir.

Tanim 2.3.7. Eger ; p(x) =ay+a;x+ -+ a,x™ ve q(x) =by+bx+-+
b,x™ F|[x] de polinomlar ise 0 zaman q(x) = p(x) & Vi = 0i¢in a; = b; dir.

Tammm 2.3.8. Eger p(x) =ay+a;x+ -+ a,x™ ve q(x) =by+bx+- -+
b,x™ F|x] te polinomlar ise 0 zaman p(x) + q(x) = ¢y + ¢;x + --- + ¢,x* dir. burada
Vi l(;ll'l a; + bi = Ci dir.

Tanmm 2.3.9. Eger p(x) = ay +a;x + -+ a,x™ ve q(x) = by + b;x + -+ + b, x™

F[x] te polinomlar ise 0 zaman p(x)q(x) = cq + ¢y x + -+ + ¢, x* dir. Burada
Ct = atb0+at_1b1 + at_zbz + -4 aobt dlr

Tamm 2.3.10. Bir n. dereceden sifirdan farkli f(x) = Y™, a;x* polinomu eger a, = 1

ise 0 zaman f(x) polinomuna monik polinom denir.

Tanmm 2.3.11. g(x), h(x) € Z,[x] olacak sekilde iki polinom olsun. Eger f(x) =
g(x)h(x) ve g(x)veya h(x) ten biri birim ise 0 zaman f(x) € Z,[x] polinomuna

indirgenemez polinom denir.

Omnek 2.3.6. x* — 1 in indirgenemez polinomlar halindeki Z, deki carpanlar1 (x —
Dx+1D(x%2+1)
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Tamm 2.3.12. f(x), g(x) € Z,[x] sifirdan farkl iki polinom olsun. f(x), g(x) € Z,[x]
nin en biiyiik ortak béleni; (f(x), g(x)) ile gosterilir. f(x), g(x) € Z,[x] in en biiyiik
ortak boleni en yiiksek dereceli monik polinomdur. Eger ( f(x), g(x)) = 1 ise 0 zaman

f(x) ve g(x) polinomlar: aralarinda asaldir denir.

Lemma 2.3.7. f(x),g(x) € Z4[x] polinomlar olsun. f(x) ve g(x) aralarinda asaldir

ancak ve ancak u(f(x)) ve u(g(x)), F,[x] tizerinde aralarinda asal polinomlardir. [7]

Tanmm 2.3.13. . u: Z,[x] — F,[x] ve

u(f(x) = f(x) (mod2) yani; u(0) =pu(2)=0,u1)=pB)=1 ve ux)=

x olarak belirlenen doniisiim indirgenmis homomorfizma olarak adlandirilir.

Tamm 2.3.14. Eger C kodu n uzunlugunda, boyutu k olan ve uzakligi1 d olan bir kod ise
ozaman bu kod [n, k, d] seklinde ifade edilir ve bu ii¢ parametre herhangi bir C kodu

icin 6nemli bilgiler verir.

Teorem 2.3.8 (Hensel). f(x) € Z,[x] olsun. hy (x)h,(x) ... by (x) polinomlar1 F,[x] de
ikiser ikiser aralarinda asal polinomlar olsunlar. Kabul edelim ki u(f(x)) =

hi(x)h,(x) ... hi(x) olsun o zaman;

1 u(g:(0) = hi(x)
2. g1(x0)g,(x) ... gi (x) fonksiyonlari ikiser ikiser aralarinda asaldir
3. f(x) =91(x)g2(x) ... gi(x) olacak sekilde g;(x), g2(x), ..., g (x) € Zy[x]

fonksiyonlar1 vardir. [7]
Tanim 2.3.15.( Graeffe metodu)
1. h(x),x™+ 1in F,[x] te indirgenemez ¢arpani olsun.

h(x) = e(x) + o(x); e(x),h(x) terimlerinin ¢ift kuvvetli tslerinin toplami1 ve

o(x), h(x) terimlerinin tek kuvvetli iislerinin toplamidir.

2. g(x), Zyx] te ,u(g (x)) = h(x) sartiyla x™ — 1 in indirgenemez ¢arpani olsun.
burada g(x?) = +(e(x))? — (o(x))? dir.

Ornek 2.3.7 . x” + 1 polinomunun F, de indirgenemez polinomlar halinde garpanlar;
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X" +1=>x+D3+x+ D3 +x%2+1)

olsun. x” — 1 in monik indirgenemez polinomlar halinde Z,[x] te ¢arpanlarin1 bulmak

icin Graeffe nin metodunu uygulayalim.

Cozim.

o Eger h(x) =x+ 1lisee(x) =1veo(x) = x. Buradan

g(x?) = —(1 — x?) = x? — 1 ve boylece g(x) = x — 1 dir.

e Eger h(x) =x3+x+ 1lisee(x) = 1ve o(x) = x3 + x. Buradan

g =—-(1-x3+x)?) =x+2x*+x2 -1

ve boylece g(x) = x3 +2x2 + 2x — 1 dir.

o Eger h(x) = x3+x? + lise e(x) = x? + 1 ve o(x®). Buradan

gx?) = —((x* + 1)% — (x®)?) = x® — x* — 2x% — 1 ve boylece

gx) =x3 —x? —2x — 1dir.

Boylece x” — 1 in Z,[x] teki monik indirgenemez polinomlar halindeki ¢arpim;
x”—=1=(x—1)(x3+2x? +2x — 1)(x® — x? + 2x — 1) seklindedir.

Ornek 2.3.8. x? + 1 in F, deki indirgenemez monik polinomlar halindeki ¢arpim;
X+ 1=(Cx+DE*+x+ 1D +x3+1)

seklindedir. x° — 1 in Z,[x] te indirgenemez monik polinomlar halindeki garpanlarini

Graeffe metodunu kullanarak bulalim

Cozim.

e Eger h(x) = x + 1ise e(x) = 1 ve o(x) = x dir. Buradan
g(x?) = —(1 — x?) = x? — 1 ve boylece g(x) = x — 1 dir.

e Eger h(x) =x%+x + 1lisee(x) = x%2 + 1 ve o(x) = x dir. Buradan
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g(x?) = —((x? + 1)? — x?) = —x* — x2 — 1 ve boylece g(x) = —x? — x — 1 dir.
e Bger h(x) =x® +x3+ 1isee(x) = x® + 1 ve o(x) = x3 tiir. Buradan

gx?) = —=((x®+ 1) - (x®)?) = —x™? —x® — 1 ve boylece g(x) =—x°—-x3—-1
dir.

Boylece x° — 1 in Z,[x] teki monik indirgenemez polinomlar halindeki garpimu;

x%—1=(x— 12 +x + 1)(x° + x° + 1) seklindedir.

2.4. Polinom Kodlama ve Kod C6zme

Lineer devirli kodlar icin ¢esitli lirete¢ matrisleri bulunabilir bunun en basiti satirlari
tirete¢ polinomuna karsilik gelen kod kelimeridir ve onun ilk k — 1 siitunu devirli

degisimdir. Yani;

dir.

Ornek 2.4.1. C lineer devirli kodu n = 7 uzunlugunda ve derecesi n —k = 3 olan
g(x) =1+ x + x3 iirete¢ polinomuna sahip olsun. Buradan k = 4 olur. Bdylece C i¢in

bir baz ;
gx)=1+x+x3

xg(x) = x + x? + x*
x2g(x) =x*+x3 +x°
x3g(x) = x3 + x* + x°
ve C i¢in bir iirete¢ matris;
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11010 00
c-[0 1 10100
00110 10
00011 0 1

seklinde olur.

C bir n uzunlugunda ve k boyutlu bir lineer devirli kod olsun. k basamak olan
(ag, Ay, -, Ag—1), a(x) = ag+a,x + -+ a,_,x*~1 gibi bir polinom olarak kodlama
yapmak i¢in diisiiniilebilir. Bu polinom ise bilgi mesaj polinomu olarak adlandirilir.
Kodlama, polinom garpimindan olusur yani; a(x) polinomu a(x)g(x) = c(x) olarak
kodlanir. Polinom ¢arpimi i¢in ters igslem polinom boliimiidiir. Dolayisiyla en yakin kod
kelimesi c(x) e karsilik gelen mesaji bulmak i¢in alman kelime c(x)in g(x) e

boliinmesi ile olusur. Boylece diizeltme mesaj polinomu a(x) bulunur.

Omek 2.4.2. g(x) =1+ x +x3ven =7 olsun. buradan k =7 — 3 = 4 tiir. a(x) =
1 + x2 mesaj polinomu olsun karsilik gelen kelime a = 1010 olur. a(x) mesaj c¢(x) =

a(x)g(x) olarak kodlanir. Bylece;
c)=Q+x)A+x+x3)=1+x+x%+x°
¢ = 1110010 karsilik gelen kod kelimesidir.

Eger c(x) = 1 + x + x* + x® ise karsilik gelen mesaj polinomu % =a(x)=1+x3,

karsilik gelen mesaj ise a = 1001 dir.

Tamm 2.4.1. Syndrome polinomu, s(x) = w(x) (mod g(x)) olarak tanimlanir burada

w(x) alian, g(x) tirete¢ polinomudur.

Eger w(x) = c(x) + e(x) islemi ile c(x) gonderilen ve w(x) alinan polinomlar olsun.
o zaman biz syndrome polinomunu ve biiyiikk olasilikla hata polinomu e(x) i
hesaplayabiliriz. Toplam g(x) polinomu n — k dereceye sahiptir. O zaman s(x)
polinomu n — k dan daha az dereceye sahip olacaktir ve n — k uzunlugunda bir ikili s

kelimesine karsilik gelecektir.

w(x) =c(x) +e(x) vec(x) = a(x)g(x) den biz s(x) = e(x) mod g(x) oldugunu

sOyleyebiliriz.
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i.swras1 7; , n — k uzunlugundaki kelime ve r;(x) = x' mod g(x) e karsihk gelen

satirlart olan bir H matrisini tanimlayabiliriz.
Eger w alinan bir kelime ise 0 zaman ;

w(x) = c(x) +e(x)

Boylece;

wH = (c + e)H = s(x)

dir.

Buradan s(x) = 0 ancak ve ancak w(x) bir kod kelimesi ve boylece H bir parite
kontrol matrisidir. Ayn1 zamanda eger wH = s ise 0 zaman s; s(x) = w(x) mod g(x)

e karsilik gelir.

Omek 2.43. n=7 ve g(x) =1+ x + x3 olsun. 0 zaman n — k = 3 tiir. Biz H’ 1

asagidaki gibi tliretebiliriz:

ro(x) =1mod g(x) =1 < 100
r(x) =xmod g(x) =x < 010
,(x) = x?mod g(x) = x? < 001
r3(x) = x3mod g(x) = x3 <« 110
1, (x) = x* mod g(x) = x* < 011
15(x) = x° mod g(x) = x> «— 111
16(x) = x®mod g(x) = x% < 101

Boylece;
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001 |
110
011

\111
101

olur. Eger w(x) = 1 + x>+x° alinirsa w = 1000011 olur. o zaman wH = s = 110 ve

100
[010\
I

s(x)=1+x=1+x5+x%mod(1+ x + x?) elde edilir.
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3. BOLUM

SONLU ZINCIR HALKALARI UZERINDE KONSTA-DEVIRLi KODLAR

Bu boliimde gegen kavramlar ve sonuglar [8-13] kaynaklarindan alinmastir.

Sonlu halkalar {izerinde kodlama ile ilgili ¢cok fazla arastirma ve inceleme yapilmustir.
Ozellikle Z, halkasi ve bunun yaninda F, + uF, halkas: iizerinde birka¢ arastirma
yapilmistir. Wolfmann [13] Z, iizerinde n uzunlugunda ve n tek olmak tizere lineer

devirli kodlarin Gray goriintiistiniin bir ikili devirli koda denk oldugunu géstermistir.

Bu béliimde R, = F, + uF, ve Ry = F, + uF, + u?F, iizerindeki konsta-devirli kodlar

ile ilgili baz1 tanim teoremler incelenecektir.

Ayrica konsta-devirli kodlar hakkinda bazi tanim ve dénermeler, konsta-devirli kodlarin

Gray dontisiimler altindaki kodlari ile ikili kuasi-devirli kodlar incelenecektir.

3.1 Konsta-Devirli Kodlar ve Kuasi -Devirli Kodlar

Bu boliimde B-konsta-devirli kodlar ve t-kuasi devirli kodlar hakkinda bazi tanim ve

notlar incelenecektir.

Tamm 3.1.1. Her (ay, ay, ..., an_1) kod kelimesi, 8 € F; \ {0} olacak sekilde konsta-

devirli degisim vektorleri tarafindan (Ba,_q,ag, a4, ..., @y—») seklinde elde edilen ifade

de bir kod kelimesi ise 0 zaman bu koda f-konsta -devirli kod denir.
Bunlar F,[x]/(x™ — ) halkasinda ideallerdir.
Not 3.1.1. f = 1 oldugu zaman bu koda devirli kod ad1 verilir.

Not 3.1.2. B = —1 oldugu zaman bu koda negatif devirli kod adi verilir.
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Tamm 3.1.2. C bir kod ve her (ay,a4,...,a,-1) kod kelimesi igin t tamsay1 olmak
tizere (ay_¢) ) Ap_1, g, Ay, -, Ay_¢—1) de ayn1 zamanda bir kod kelimesi ise 0 zaman

bu koda t-kuasi devirli kod denir.

ovev FZZ” ve Z;‘kﬂ iizerinde alisilmis degisim olsun;
Ye(aP]a@|...[a®) = g(a®)|g(a®)]...| o(a®),
5.(@®)a®] ...[a®) = v(@®)v (a®)| ... |v(a®)),

verilenler ile herhangi bir pozitif ¢ sayis1 igin, 1, (F#™)! iizerinde bir kuasi-degisim ve
8, , (Z}) tizerinde bir kuasi-negatif degisim olsun. Burada a® € F/™,a® e 7}, i =

1,2,..,ticin ve

G‘|5,

ise alisilmis vektor birlestirmesini tanimlar.

Not 3.1.3. t = 1 ise o zaman bu kod devirli kod olarak adlandirilir.

3.2. F, + uF, Uzerinde (1 + u) —Konsta-Devirli Kodlar

R% nin alt kiimesi C nin (1 + u) —konsta -devirli n uzunlugunda bir kod olmasi igin
gerek ve yeter sartin onun polinom gosteriminin R, [x]/(x™ — (1 + w)) nun bir ideali
olmas1 gerektigini ve yine bu bolimde F, + uF, iizerinde n uzunlugunda (1 +
u) —konsta lineer devirli kodun Gray goriintiisiiniin bir ikili uzaklikli degismez lineer
devirli kod oldugu ve ayni1 zamanda eger n tek ise F, + uF, iizerinde n uzunlugunda bir
lineer devirli kodun Gray goriintiisii olan her ikili kodun bir lineer devirli koda denk

oldugu ispatlanacaktir.

R, = F, + uF, = F,[u]/(u?) degismeli halkasi asikar toplam ve g¢arpim islemlerini
u? = 0 6zelligi ile saglamaktadir. Burada R, nin elemanlar1 0,1,u,1+u olup 1 ve 1+u R,

de birim elemanlardir. Bu yiizden R,; (0), (1), (u) ideallerine sahiptir.
Tanim 3.2.1. R, = F, + uF, olsun. Eger n uzunlugunda R, {lizerinde bir kod
v(ag, aq, o, ap_1) = (L +wa,_q1, ag, oo Ap_z),

v otomorfizmi ile degismez ise o zaman bu kod (1 + u) —konsta-devirli kod olarak

tanimlanir.
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Onerme 3.2.1. R™ nin bir alt kiimesi C, (1 + u)-konsta n uzunlugunda devirli koddur

ancak ve ancak onun polinom gosterimi R,[x]/(x™ — (1 + w)) nun bir idealidir.[10]

Ispat. Kabul edelim ki 7(C), R,[x]/(x™ — (1 + w)) in ideali olsun. O zaman herhangi
a, B €ERY CRyx]/(x"—(1+u)) ve ab€eC igin tannm 2.1.3, 2. maddeden
an(a), fr(b) € m(C) bulunur. Béylece Tanim 2.1.3, 1. maddeden an(a) + Br(b) €
(C) yani;

an(a) + pr(b) = n(aa + Bb) € n(C) dolayisiyla a(a)+ f(b),C nin bir kod
kelimesidir. Bu da gosterirki C lineer koddur.

Simdi ¢ = (¢, ¢4, -.., €—1), C Nin bir kod kelimesi olsun o zaman C’nin polinom

gosterimi;

w(c) = (cog + c1x + =+ + cp_1x™71), (C) nin bir elemamdir.7(C), R,[x]/(x™ — (1 +

u) nun ideali oldugundan;
xm(c) = cox + ¢1x% + - + ¢y, x™ € m(C) dir.
Fakat (C), Ry[x]/(x™ — (1 + w)) nin bir ideali oldugu igin ve
x"— (1 +u)=0= x" = (1+ u) oldugundan dolay1
xr(c) = cox+cix? + -+ e x™ 1 + 1 (14 )
= (1 4+wucp_q +cox + 1 x% + -+ cppx™1

m(C) nin elemanidir yani; ((1 + w)cy_1, Co, €1, ) Cn_z), C Nin bir kod kelimesidir. Bu

da C nin (1 4+ u) —konsta- devirli kod oldugu anlamina gelir.

Tersine; Kabul edelim ki C, R iizerinde (1 + u) —konsta-devirli kod olsun. Tanim
2.1.3, madde 1 (C) igin dogrulanir. (fy, fi, -, fuez, fn_1) € C ile m(C) nin herhangi

f (x) polinomu i¢in;
fO) = fo+ fix+ 4 fropx" 2 + fr_qx™1

=1(fo, f1, = frne2> f-1)

ve boylece
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xf(x) =x"fr_q + fox + fix* + -4 frx™ !
= +wfpg +fox + fix? + -+ x"1f,

polinomu da ayni zamanda C, (1 + u) — konsta-devirli kod oldugundan 7(C) nin
elemamdir. Boylece x2f(x) = x(xf (x)), m(C) nin bir elemanidir. Timevarimdan
kabul edilir ki Vj > 0 igin x/f(x), m(C) ye aittir. C bir lineer kod ve m bir lineer

doniisiim oldugundan (C), R, lizerinde bir modiildiir. Dolayisiyla herhangi

gx) = go + g1x + -+ gn_1x™ € Ry[x]/(x™ — (1 + 1))

polinomu i¢in;

n-1
JEOF@) = ) gilxf ()

i=0
polinomu da 7 (C) nin elemanidir. Boyce ideal tanimindan (C), R,[x]/(x™ — (1 + u)
nin bir ideali oldugu kolaylikla goriiliir.

Tanmm 3.2.2. R, = F, + uF, bir degismeli halka olsun. Herhangi birz €R,, z =1+

uq olarak ifade edilebilir burada r, q € F,.
¢(z) = (q,q + r) tarafindan ¢: R, = F, gray doniislimii tanimlanir.

Bu doniisim dogal bir yolla R} e genisletilebilir. z = (z4, 2, ..., z,) € R} igin ¢, R}’e

asagidaki gibi genisletilebilir:

®: Ry ~ F3"

(21,22, 1 20) = (@1, 2, -+, Gy Q1 D 11, 0, G D 13)

Burada 1 < i <n i¢in z; = 1; + uq; ve @ ikili toplam: ifade eder.
Omek3.2.1.¢(1) =01 ¢g=0,r=1

pw=11 q=1, r=0

$(0)=00 g=0 r=0

p(1+u)=10 q=1, r=1
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Not3.22. (14+uw)*=1+4+u,ntekise

1+w)™* =1, ngiftise

3.2.1 Tek Uzunluklu (1 + u) —Konsta-Devirli Kodlar

Bu boliimde tek uzunluklu (1 4+ u) —konsta-devirli kodlar ile ilgili bazi 6nermeler

incelenecektir.
Onerme 3.2.3. 1i; u(f(x)) = f((1 + wx) olacak sekilde

Ry[x]/(x™ = 1) = Ry[x]/(x™ — (1 + u)) ye bir doniisiim olsun. Eger n tek ise 0

zaman  bir halka izomorfizmasidir. [10]
ispat. Ik olarak y nin bir halka homomorfizmasi oldugunu gosterelim,
£(x), g(x) € Ry[x]/ x™ — 1 polinomlart icin
u(f(x) +g(@) = u((f + )
= (f +9)((1 +wx)
= (1 +wx) + g((1 +wx)
= u(f(0)) +u(g(x)
ve
u(f(@g9() = u((fg) ()
= (f)((1 +wx)
= (1 +wx)g((1 +wx)
= u(f))u(g®)
ifadeleri elde edilir. Boylece u bir halka homomorfizmasidir.

Simdi ¢ nin bire bir oldugunu gosterelim. f(x), g(x) € R,[x] polinomlar1 i¢in
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flx) =g(x) mod(x" —1) & f(x) — g(x) = h(x)(x" — 1)
olacak sekilde h(x) € R,[x] vardir. < n tek ve f((l + u)x) — g((l + u)x) =

h((1+wx) (1 +wx)" —1) s (1+ u)f((l + u)x) -1+ u)g((l +
w)x) = (1 +wh((1+wx)((1+w)x"—1)

=h(A+WOE" - A+w) o A+wEf®)-pge)
=h((1+w)E" - (1+w) o (u(f@) - nlg())

= (1 +wh((1 +wx)(x" — (1 +w) & u(f()) = u(g(x))mod(x™ — (1 +1w)))

Bu f,9 € Ry[x] /(x™ = 1) i¢in u(f(x)) = u(g(x))(mod (x™ — (1 +u))) ancak ve
ancak f(x) = g(x)(mod (x™ — 1)) anlamina gelir. Bu da u nin birebir bir

homomorfizma olmas1 anlamina gelir.

@ nin orten oldugunu gostermek igin; f(x) € Ry[x]/ (x™ — (1 + u)) olsun 0 zaman
F((A +u)x) € Ry[x]/ (x™ — 1) vardir dyle ki u (f((1 + u)x)) = f((1 +w)?x) =
f(x) dir.

Boylece; u ortendir. Buradan p bir halka izomorfizmasidir.

Ornek 3.2.2. n = 7 olsun.

x"+1=(x+DE3+x+ D3 +x2+1) € Ry[x]

u halka izomorfizmasindan;

1+uw)’x” +1

=(1+wWx+ DA +w)ix*+ A +wx+ DA +w)3x3+ (1 +u)?x% +1)
elde edilir. Not 3.2.2 den ;

A+wx’+1=(1+wWx+ (A +wWx*+ 1 +wWx+ 1A +wx®+x2+1)

dir. Bu ifade diizenlenerek
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Q+w(x”+ (1+w)

=1+wx+A+w)A+wEE+x+ A +w)(A+w)

ve

Q+w(x”+ (1+w)

=1 +uwd+@Q+w)+x+Q+w)E3+ A +wx+ (1 +uw)
1+wW(x"+ (1 +uw)

=Q+wWE+Q+w)P+x+ Q1 +w)(x3+ QL +wx?+ 1 +w)

dir. Bu denklem (1 + ) ile bdliinerek;

"+ A+uw)=x+A+w)E3+x+ A +uw)EP+ A +wx?+ (1 +w)
elde edilir.

Ornek 3.2.3. n = 9 olsun.

x4+ 1=(@x+DE*+x+ 1D +x3+1) € Ry[x]

4 halka izomorfizmasindan;

1+uw)x®+1

=(1+wWx+ DM +wx2+ A +wx+ D1 +w)ex® + (1 +u)3x®+1)
Not 3.2.2 den ;

1+uwx®+1

=(A+wWx+1)E+Q+wWx+DEC+ 1 +wx*+ DA +w)(x°+ (1 +w)
=1+wx+A+W)E*2+ @ +wx+ D+ A +wx3+1)

(1 + ) ile boliinerek;

(X +A+w)=(+Q+w)?+ 1 +wx+ 1)+ (1 +wxd +1)

elde edilir.
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Sonug¢ 3.2.4. I, R,[x] /(x™ — 1) nin bir ideali olmasi i¢in gerek ve yeter sart u (1),
R,[x] / (x™ — (1 + w)) nin bir ideali olmasidir.[10]

Ispat. Kabul edelim ki I, R,[x] /(x™ — 1) nin bir ideali ve

F((1+wx), g((1 +wx) € u(l) olsun. I ideal oldugundan

Vi(x),g(x) € licin f(x) + g(x) €l dir. Boylece u nin tanmundan u(f(x) +
g(x)) € u(I) dir. Fakat p(f(x) +g(x) =u((f +9)x) = +9)A+w)(x) =
f((l + u)x) + g((l + u)x) € u(l), buda;

F(A+wx) + g((1 +wx) € u() (3.2.1)

simdi f((l + u)x),l((l +u)x) € u(I) olsun. Vf(x) € I igin f(x)l(x) € Ivel(x) €

R,[x] oldugundan p nun tanimindan;

u(FEOIG)) € u() olur. Fakat w(fGOI()) = w((f.D@) = (£.D(A +uw)x) =
f((l + u)x). I((1 +w)x) € u(I) dir. Boylece;

£+ wWx). 1((1 +wx) € u() (3.2.2)
denklem 3.2.1 ve 3.2.2 den u(I), R,[x] / (x™ — (1 + w)) nin bir idealidir.

Tersine; kabul edelim ki u(I), R,[x] / (x™ — (1 + w)) nin bir ideali ve f(x),g(x) €1

olsun.  simdi f((l + u)x) + g((l + u)x) € u(), vf((l + u)x),g((l + u)x) €
u(l) icin, ¢iinkii u(I), Ry[x] /(x™ — (1 + u)) nun idealidir. Boylece y nin tanimindan;

FA+wx) +g(A+wx) =+ 9) (A +wx) = u((f + 9)x) € ud)
elde edilir.

u bir halka izomorfizmasi oldugundan o zaman u lu((f + g)x) € u~*u(l) dir.
Boylece; (f + g)(x) € I, yani;

f)+gx) el (3.2.3)

f(x) € I vei(x) € R[x] olsun. Simdi Vf((l + u)x), l((l + u)x) € u(l) ve u(l) bir

ideal olsun o zaman £((1 + w)x).1((1 + w)x) € u(I) dir. Bdylece x nin tanimindan;
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FIA+wx). 1A +wx) = (F.D(A +wx) = u((f.Dx) € u().

u bir halka izomorfizmasi oldugundan;

p~tu((f.Dx) € p~tu() dir. Bu yiizden (f.1)(x) € I yani;

fO.l(x) €1 (3.2.4)

3.23ve3.241tenl,R,[x] /(x™ — 1) nin idealidir.

Sonug 3.2.5. ji, n tek olacak sekilde R} nin bir permiitasyonu olsun dyle ki;
f(ag, ay, ..., @p_1) = (ag, (1 + way, (1 +uw)?ay, ..., (1 +wia;, .., (1 +w) " ta,_;)

ve D, R} nin bir alt kiimesi olsun o zaman D bir lineer devirli koddur ancak ve ancak
(D) bir (1 + u) —lineer konsta-devirli koddur. [10]

Ispat. R, = F, + uF, olsun. i = P~*uP oldugu gosterilirse ispat acik olacaktir Eger
D, R,[x] tizerinde bir devirli kod ise o zaman D(x), Ry[x] /(x™ — (1 + w)) nin bir
idealidir. Eger a = (aq, ay, ...,a,—,) € D ise 0 zaman a(x),xa(x),..,x" ta(x) €
D(x) dir.

Onerme 3.2.1 den

D ye karsilik gelenlerin polinom temsilcileri;
a(x) =ag+a;x+ -+ a,_x"t

xa(x) = xag + a;x% + -+ ap_x" 1 + a,_x"
xa(x) = ap_1 X"+ xag + a;x% + -+ ay_x™ !

dir. Bu da;

pla(x) =ag+ 1+ wWarx + (1 +w)?azx® + -+ ap_4 (1 + w)* x"?
p(xa(x)) = an_1 (1 + W)™ + ao((1 + wWx) + a, (1 + wx)? + -+ a,_,(1

+ u)n—lxn—z
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p(xa(®) = ap_1 (1 + W™ + ag((1 + wx) + a;x? + -+ a_px™?
anlamina gelmektedir.

P:R%} — R,[x] bir doniisim olsun 6yle ki P(ay, @y, ..., 0p_1) = 2t a;xt 0 zaman
2 2 Yy 041 n-1 i=0 i

,u(a(x)) ve u(xa(x)) nin vektor temsilcileri ;

P u(a(x)) = (ap, (1 + way, ay, ..., an_1) Ve

P u(xa(x)) = (1 + wWay_q1, ap, (1 + Way , az, ..., ay_3)
Buda i = P~1uP oldugu anlamina gelir. Bdylece;

(ag, 1 +waq,ay,...,a,_1) € i(D) ve

(A +wa,_1, 1 +way a, A +way, ...,a,_3) € f@(D)
boylece;

(D), F, + uF, tzerinde (1 + u) —konsta-devirli koddur.

3.2.2 Gray Doéniisiim ve (1+u)-Konsta-Devirli Kod
(1 + u) —konsta-devirli kodun Gray doniisiimii, Gray doniisiimiin bir degisimidir.
Uyari 3.2.1. Tanim 3.2.2 asagidaki gibi ifade edilebilir.

Lr(1+wz) =r(2)

2.q((1+wz) =r(2) @ q(2)

Onerme 3.2.6. Eger v, R} de (1 + u) —konsta-devirli kod , o, F#™ de bir degisim ve

¢, Ry den F}" iizerine bir Gray doniisiim olsun o zaman;
¢v = a¢ dir.[10]
Ispat.: a = (ag, ay, ..., a;, ..., An_1) € R} Ve 1;,q; € F, dyle ki a; = uq; + r; burada

q; = q(a;) ver; = r(a;) dir. Tanim 3.2.2 den biz;
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$(a@) = (90,91 -+ Gn-1,90 D70, q1 B 11, ., Gy B Tr-1)

elde ederiz. Boylece;

a(d)(a)) = (@n-1P-1,9091 - Gn-190 P10, 1 O 11, ., Gz B 12)  (3.2.5)
diger taraftan,

v(a) = (1 +way_1,a9, ), Ajy e, Ap_y)

oldugundan ;

¢(V(a))(q((1 + u)an—l)J do, 91, - qn—Z)r((l + u)an—l) 69 q((l +
u)an—l)' 40Dy, ---'Qn—z@rn—z) (3.2.6)

Uyari 3.2.1 den;

Q((l + u)an—l) =q(an—1) B r(an_1) = qn-1 D 11 (3.2.7)
ve
T((l + u)an—l) ©® Q((l + u)an—l) =q(an-1) = qn—1 (3.2.8)

esitlikleri elde edilir. Ayn1 zamanda (3.2.6), (3.2.7) ve (3.2.8) den

P(v(@) = (Gn-1 ® -1, 90 G1s +» -2, Gn—1, 90 B 70, 41 B 11, Gy B 10— (3.2.9)

simdi, (3.2.5) ve (3.2.9) dan

elde edilir.

Teorem 3.2.7. R, iizerinde bir (1 + u) —konsta-devirli lineer kodun Gray resmi bir ikili

uzaklikli degismez lineer devirli koddur. [10]

Ispat. C, R, iizerinde bir lineer (1 + u) —konsta-devirli kod olsun. o zaman v(c) = c ve
bu yiizden ¢(v(c)) = ¢(c). Onerme 3.2.6 dan a(p(c)) = ¢(c) dir bu da ¢(c) nin bir

lineer devirli kod oldugu anlamina gelir.
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Ornek 3.2.4. Ornek 3.2.2 den;

X+A+w=C+Q+u)EP+x+ @ +w)x3+ A +uw)x?+ (1 +uw)

C=(x+Q+wW)x3+x+ 1 +w)=1+x2+ (1 +uwx®+x* yani;

C kodu 7 uzunlugunda ve temel kod kelimelerinin sayis1 14 tiir.

i ¢ #(ci)
1 (1,0,1, (1 + w), 1,0,0) (0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0)
2 0,1,0,1, (1 +w), 1,0) (0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0)
3 (0,0,1,0,1,(1 + uw),1) (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1)
4 (1 +w),0,0,1,0,1, (1 +w) (1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0)
5 (1,1 +w),0,0,1,0,1 (0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1)
6 (1+w),1,(1+w),0,0,1,0) (1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0)
7 (0,(1+u),1,(1+u),0,0,1) (0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1)
8 (1+w),0,(1+w),1,(1+uw),0,0) (1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
9 | (0,(1+w),0,(1+w),1,(1+u),0) (0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0)
10 | 00,(1+w,0,1+w,11+w) (0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0)
11 (1,0,0,(1 +u),0,(1 +u),1) (0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1)
12 | ((A+w),1,0,0,(1+w),0,(1+w) (1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0)
13 1,1 + w),1,0,0, (1 + w), 0) (0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0)
14 0,1, (1+w),1,0,0, (1 + w)) (0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0)

Yukaridaki tablodan ¢(C) = {¢(c;), i = 1 den 14 e}, [14,4,4] ikili devirli koddur.

3.3 F, + uF, + u?F, Uzerindeki (1 — u?) —Konsta-Devirli Kodlar

R; = F, + uF, + u®F,, {0,1,u,u? v,v?% uv,v3}, 8 eleman ile bir degismeli bir zincir

olsun.Buradau® =0, v=14+u, v?=1+u? v3=14+u+u? uv =u+u?dir.

Tamm 3.3.1. n uzunlugunda bir kod eger v otomorfizmi ile de§ismez ise o zaman bu

koda (1 + u?) —konsta- devirli kod denir. Burada ;
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v(ag, aq, ..., ay_1) = (1 —u)a,_q,aq, ..., ay_7)
dir.

Onerme 3.3.1. C, R} bir alt kiimesi ve n uzunlugunda lineer (1 — u?) —konsta-devirli

koddur ancak ve ancak onun polinom gosterimi Rs[x] /(x™ — (1 —u?)) nin bir

idealidir. [11]
Ispat. Onerme 3.2.1 in ispatina benzer olarak yapilabilir.
3.3.1 Tek uzunluklu (1 — u?) —konsta-devirli kodlar

Bu béliimde (1 —u?) — konsta-devirli kodlar {izerindeki bazi 6nermeler ve tek

uzunluklu (1 — u?) —konsta-devirli kodlarin dzellikleri incelenecektir.
Uyar13.3.1. @ (1 — u?)" = 1 — u?, eger n tek ise;

e (1—u?)" = 1, eger n ¢ift ise;
Onerme3.3.2. u: R3[x]/(x™ — 1) = R3[x]/(x™ — (1 — u?)),

/.L(f (x)) = f((1 —u®)x) seklinde tanimlanan bir doniisiim olsun. Eger n tek ise 0

zaman  bir halka izomorfizmasidir. [11]

ispat. ilk olarak y nin bir halka homomorfizmast oldugunu gésterelim;
£(x), g(x) € Rs[x] /(x™ — 1) polinomlart igin;

u(f() +g@) = u((f + ) = (f + (1 =) =
f(@A=u?)x) + g((1 —u)x) = pu(f(x)) + u(g)).

ve u(f()g(@) = u((F®) = F((1 —ux) =

(A =uHx)g(A = uHx) = u(f ())u(g(x))

dir. Bu yiizden y bir halka homomorfizmasidir.

Simdi u nin bire bir oldugunu gosterelim. f(x),g(x) € R3[x] i¢in f(x) =
g(x)mod(x™ — 1) dir ancak ve ancak h(x) € Rs[x] vardir 6yleki f(x) —g(x) =
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h(x)(x™— 1) ancak ve ancak n tek ve f((1—u?)x)—g((1—u?)x)=nh((1-

u2)x)((1 — u?)x™ — 1) ancak ve ancak

(1 —u®)f (1 —ux) — (1 —uHg((1 - u?)x)

= (1 —uD)h((1 —uD)x)((1 — w2y = 1) & (1 —12) (u(F ) — u(g()))
= h((1 — u®)x) (x" — (1 — u?)) = (u(F()) - u(g))

= (1 - uHh((1 - )"~ (1 -ud) & u(f()) = p(g(x))(mod(x™ —
(1-u?))

elde edilir.

Bu da f,g € Rs[x] /(x™ — 1) igin u(f(x)) = u(g(x))(mod (x™ — (1 — u?))) ancak
ve ancak f(x) = g(x)(mod(x™ — 1)) anlamina gelir. Bu da p nin birebir bir

homomorfizma oldugu anlamina gelir. Simdi ¢ nin 6rten oldugunu gosterelim.

f(x) € Rs[x] /(x™ — (1 —u?)) olsun o zaman f((1—u?)x) € Rs[x]/(x™ —1)
vardir dyleki p (f((l — uz)x)) = f((1 —u®)2x) = f(x)dir. Bdylece u drten olup bir

halka izomorfizmasidir.

Ornek 3.3.1.n = 7 olsun.

x"+1=(x+DE3+x+ D3 +x2+1) € Rs[x]

halka izomorfizmasindan

(1—-u?)"x"+1

=(1-uHDx+ DA —-u?D3x3+ @ —ud)x+ DA —u?)3x3+ (1 —u?)?x2+ 1)
Uyar1 3.3.1 den;

(1—-u?)"x" +1

=((1-ux+ DA -u?)3x3+ A —-ud)x+ DM —u?)x>+x%+ 1)

1—u?)(x” + (1 —u?)
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=1-u)E+A-u))A-u)(x3+x+ (1 —-u?))(1 —u?)
(P+@—u?)x?+ 1 —u?)A—ud)(x” + (1 —u?))
=1 -uDdx+A-u)EE+x+ A —-u))3+ 1 —u?)x?+ (1 —u?))
A —u?)(x” + (1 —u?)
=(1-u)x+@-u)EE+x+ QA -uD))EE+ A —u?)x?+ (1 —u?))
(1 — u?) tarafindan boliinerek;

"+ -u)=Cx+@—-u))EP+x+ A —-u))3+ (1 —u?)x?+ (1 —u?))
elde edilir.
Sonug 3.3.3. /i, R} iin permiitasyonu ve n tek olsun &yle ki;
flag, aq, ..., an_1),
= (ag, (1 —uay, (1 —u?)?ay,...,(1 —uta;, .., (1 —u®)"ta,_,)

ve D, RY in bir alt kiimesi olsun o zaman D bir lineer devirli koddur ancak ve ancak
f(D) bir lineer (1 — u?) —konsta-devirli koddur. [11]

Ispat. R; = F, + uF, + u®F, olsun. Eger i = P~'uP ise ispat acik olacaktir.

Eger D, R;[x] lizerinde bir devirli kod ise o zaman D (x), Rs[x]/(x™ — (1 — u?)) in bir
idealidir. Eger a = (ay, ay, ...,a,_1) € D ise 0 zaman a(x),xa(x),..,x" ta(x) €
D(x) dir.

D ye karsilik gelen ifadelerin polinom gosterimi;

a(x) =ag+a;x+ -+ a,_x"t
xa(x) = xag + a;x% + -+ ap_x" 1 + a,_x"
xa(x) = ap_1x™ + xag + a;x? + -+ ap_x™1

dir. Bu ifadeler de;

pla(x) =ag+ 1 —uDayx + (1 —u?)?azx? + -+ ap_4 (1 —u?)""x"?
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p(a(x) = a1 (1 —u?)x)™ + ag((1 — ud)x) + a; (1 —uDx)? + -+ a,_,(1

— y2)n-lyn-2
p(xa(x) = an_1 (1 —u2)x™ + ag((1 — uD)x) + ax? + -+ + ap_,x™ 2
anlamina gelir.

,u(a(x)) ve u(xa(x)) nin vektor temsilcilert;

P u(a(x)) = (ap, (1 —uday, az, ..., (1 —u?)" ta,_,) ve

P u(xa(x)) = (1 —ua,_y, (1 —u?ag, ar, (1 —u?ay, ..., (1 —u?)" ta,_,
dir. Bu ifadelerde ;

fi=P'upP

anlamina gelir. Bdylece ;

(ao, (1 —u?)ay, ay, ..., an_1) € (D),

(1 =uP)ay_1, (1 —uPag, a;, (1 —u?)ay, ..., a,_,) € i(D)

Buradan da fi(D), R; lizerinde bir (1 — u?) — konsta- devirli koddur.

3.3.2 Gray déniisiim ve (1 — u?) — konsta-devirli kodlar

Bu béliimde R; iizerinde n uzunlugunda bir lineer (1 — u?) —konsta-devirli kodun
Gray resminin bir ikili uzaklikli degismez lineer kuasi-devirli kod oldugu

ispatlanacaktir.

R, lizerinde, (1 + u) —konsta-devirli kodun Gray doniisiimiinii genellestirelim. Vc €

R3 elemant;

¢ = Bo(c) + upy(c) +u?Bz(c)

seklinde tek tiirlii olarak yazilabiliriz burada fS;(c) € F, dir ve Gray donisiimii

asagidaki gibi tanimlariz;
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¢: Ry > Fy
d(c) = (B2(c), B2(c) + Bo(c), B2(c) + B1(c), B2(c) + B1(c) + Bo(c))
iddiamiz ¢ lineerdir. [8]

Ispat. ¢;,c € F, + uF, + u?F, olsun 0 zaman ¢(c + c¢;) = (B(c + ¢1), fo(c +¢;) +
Bo(c + c1), Bo(c + ¢c1) + Bi(c + ¢1), fo(c + ¢c1) + Br(c + ¢)+Bo(c + ¢y),

Bi, F, de Vi = 0,1,2 i¢in lineer oldugundan o zaman;
dp(ctc) = (ﬁz(c)’ﬁz(c) + Bo(c), B2(c) + B1(c), B2(c) + B1(c) + .BO(C))
D (ﬁz (c1), B2(c1) + Bo(cr), B2(c1) + Br(c), B2(cr) + Br(cy) + ﬁo(cﬂ)

= ¢(c) + ¢(c1)

Gray doniisiim ¢, R} e genisletilebilir. ¢ = (¢, ¢4, ..., Cn—1) € RY igin;

Bi(c) = (Bi(co), Bi(cy), ..., Bicy)), 0 < i < 2

Tanimlanabilir. O zaman ¢, R} e asagidaki gibi Vc € RY i¢in genisletilebilir;
¢(c) = (,Bz(c)'ﬁz(c) + Bo(c), B2(c) + B1(c), B2 (c) + B1(c) + ﬁo(c))

Acikga, genisletilmis ¢, R} ten F;™’e birebir ve orten bir foksiyondur. ¢(c), ¢ nin ¢

altinda ikili goriintiisii olarak adlandirilir.
Onerme 3.3.4. v, Tanim3.3.1 deki gibi ve 1, Tanim 3.1.2 deki gibi olsun 0 zaman ;
¢v = 1, ¢ dir [11]

Ispat. ¢ = (co, €1, ..rCnmg) € RY olsun. c¢; = By(c;) + uPy(c)+uBy(c;), Bi(cy) € F,
dir.

¢ nin tanimindan;
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d(c) = (.32 (co), B2(c1), vy Bo(Cn—1), B2(co) + Bo(Co), s B2(Cn1) + Bo(cn-1), B2(co)
+ B1(co)s s B2(Cn-1) + B1(cn-1), B2(co) + B1(co)
+ Bo(co), s B2 (Cn1) + B1(cn-1) + ﬁO(Cn—l))

ve
Y p(c) = O'(ﬁz (co)s B2(c1), wes B2 (Cn=1), B2(co) + Bo(co), v, f2(Cn—1)

+ ﬁo(cn—1))|' 0( B2(co) + B1(co)s s Ba(Cn-1) + B1(cn-1), B2(co)
+ B1(co) + Bo(co), es B2 (Cn-1) + Br1(cn-1) + ﬁo(cn—l))

¢(c) = (B2(cn-1) + Bo(cn=1), B2(co), B2 (c1), o, Ba(Cn1), B2 (o)
+ Bo(co), s B2(Cn-2) + Bo(Cn-2), Ba(cn-1) + 1 (cn-1)
+ Bo(cn-1), Ba(co) + B1(co), -, Ba(en—1) + B1(cn-1), B2 (co) + 1 (co)
+ Bo(Co)y s Ba(Cnz) + Bi(cn_2) + Bolcn—2))

esitlikleri elde edilir. Diger taraftan;
V(C) = ((1 - uz)cn—lJ Cos ey Cn—Z)
(1 = u*)cp_y = Bolcn-1) + Pr(cn-)u + (B2(cn-1) + Bo(Ccn-1))u”

dir ve tanimdan;

p(v(©)) = (B2(cno1) + Bo(cn=1), B2(co)s wvrs B2 (€)1, B2 (€n=1) + B1(Cn-1)
+ Bo(cn-1), -, B2(cn-2)
+ Bo(cn-2) |, B2(cn-1) + B1(cn-1) + Bo(Cn-1), ., B2 (Cn—2)
+ B1(cn-2)|, B2(cn-1) + Bo(cn-1) + B1(cn-1) + Bo(Ccn-1), -, B2(Cn—2)
+ B1(cn-2) + Bo(cn-2))

elde ederiz. Simdi;
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¢(v(0)) = (B2(en-1)
+ Bo(cn-1), B2(co), -, Ba(cn-2)|, B2 (cn-1) + f1(n — 1)
+ Bo(cn-1), B2(co) + Bo(Cols -, B2 (cn-2) + Bo(cn-2), B2(Cn-1)
+ B1(cn-1) + Bo(cn-1), B2(co) + B1(co), .., B2(cn—2)
+ Bi(cn-2), B2(€n-1) + B1(cn-1), B2(co) + B1(co)
+ Bo(cod, s B2(cn—2) + Pr(cn—2) + Bo(cn-2))

boylece;
p(v(e)) = (Y29(c))
elde edilir.

.

Teorem 3.3.5. R; iizeinde bir lineer (1 — u?)-konsta-devirli kodun Gray goriintiisii

mertebesi 2 olan ikili uzakliga sahip degismez lineer kuasi-devirli koddur. [11]
Ispat. C, R; iizeinde bir lineer (1 — u?)-konsta-devirli kod olsun 0 zaman

v(C) = C ve bu yiizden (¢pv)C = ¢(C) dir. Onerme 3.3.4 den 1,(¢(C)) = ¢(C) ve

bu da ¢(C) nin 2. mertebeden bir lineer kuasi-devirli kod oldugu anlamina gelir.

Ornek 3.3.2. Ornek 3.3.1 den;

"+ A-u)=x+A-u)P+x+ A —-u2))x3+ 1 —ud)x?+ (1 —u?))
C=(x+Q-u))xP+x+Q-u?))=1+x%+ 1 —ud)x®+x* yani;

C kodu 7 uzunlugunda ve temel kod kelimelerinin sayis1 14 olan bir koddur.

Onerme 3.3.4 teki ¢ nin tammindan;
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é(c)

0,0,010001,0,1,0,1,0,0

1 (1,0,1,(1 — u?),1,0,0)
,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0)
(0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0
2 0,1,0,1,(1 — u?),1,0)
,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1
3 (0,0,1,0,1, (1 — u?),1)
,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1)
(1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0
4 | (1 -1u?,00101(1 — u?)
,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0)
(0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0, 1
5 (1,1 — u2),0,0,1,0,1)
,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0,1)
(1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1,0
6 (1 = u?),1,(1 — u?),0,0,1,0)
I1)0I 1)0I0JOIOI0I 1JOIOI0I 1JO)
(0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1
7 0,(1 — u?),1,(1 — u?),0,0,1)
,0,14,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,1)
. (1 — u?),0,(1 — u?),1,(1 (1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0
— u2),0,0) ,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0)
. 0, (1 — u?),0,(1 — u?),1,(1 (0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0
— u2),0) ,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0,0)
i 0,0, (1 — u?),0,(1 — u?),1,(1 (0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0

- u?)

,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1,0)
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,0,0101,0,1,0,0,0,0,0,1

11 | (1,0,0,(1 — u?),0,(1 — u?),1)
,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0,1)

((1 - uz); 1; O: 0; (1 - uz); 0: (1 (1P Or 0) 0: 1; 0; 1; 0; 1; 0; 0; 0; O; 0
- u?) ,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0,0)

12

0,10,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0

13 | (1,(1 — u?),1,0,0,(1 — u?),0)
,0,14,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,0)

0,0,10,00,1,0,1,0,1,0,0,0

14 | (0,1,(1 — u?),1,0,0,(1 — u?))
,0,0,1,0,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0)

Yukaridaki tablodan ¢(C) = {¢(c;),i = 1 den 14 e} bir [28,8,8] olan 2-kuasi-devirli
koddur.
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4. BOLUM
SONUC

Bu tezde Z, tizerinde n uzunlugunda bir lineer konsta-devirli kodun Gray goriintiisiiniin
bir ikili uzakliga sahip degismez devirli kod oldugu ve R, = F, +uF, ve R; = F, +
uF, + u?F, iizerinde siras1 ile (1+u)-konsta devirli ve (1 — u?)-konsta-devirli kodlarin

genel tanimlar1 ele alinmistir.

Z} tzerinde n uzunlugunda bir lineer kontsa-devirli kodun Gray gériintiisiiniin bir ikili
uzakliga sahip degismez devirli kod oldugu ve Z} in u konsta yer degisiminin J.
Wolfman tarafindan “ Negacyclic of cyclic codes over Z, “ makalesinde ele alindigi
gibi u(ag,aq, ..., ap, o, Qg—1) = (Ag—1, Ay, A1, v, gy, oo, Ag—) dOniisiimiiniin yine Z,
izerinde n uzunlugunda bir konsta-devirli kod oldugu gosterilmistir. Z;', C nin alt

kiimesi olarak tanimlandigi taktirde ;(C) = C.oldugunun ispat1 gosterilmistir.

Ayrica R, = F, + uF, (u? = 0)ve Ry = F, + uF, + u®F, (u3 = 0) iizerindeki kodlar
arasinda Gray doniisiim hakkinda ¢alismalar yapildi. n uzunlugunda R, ve Rj; lizerinde
bir lineer (1 — u?) ve (1 + u) konsta-devirli kodlarin Gray goriintiisii eger n tek ise bir
ikili uzakliga sahip lineer kuasi-devirli ve sirasiyla 2 ve 1 mertebeli bir kod oldugunun

ispat1 somut ornekler verilerek belirtilen makalelerden derlenerek olusturulmustur.
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