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ÖZET 

 

4-BOYUTLU YARI-ÖKLİDYEN UZAYDA GENELLEŞTİRİLMİŞ BERTRAND 

EĞRİLERİ ÜZERİNE 

 

IŞIK, Semih 

Kırıkkale Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Ana Bilim Dalı, Yüksek Lisans Tezi 

Danışman: Prof. Dr. Kazım İLARSLAN 

Aralık 2020, 46 sayfa 

 

 

 

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm, giriş kısmına ayrılmıştır. İkinci 

bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tanımlar verilmiştir. Üçüncü bölümde, 4-boyutlu 2-

indeksli yarı-öklidyen uzayda (1,3)-Cartan null eğrileri verilmiştir. Dördüncü bölümde, 4-

boyutlu 2-indeksli yarı-öklidyen uzayda (1,3)-pseudo null eğrileri incelenmiştir. Bu 

bölümlerde (1,3)-normal düzlemin spacelike veya timelike olma durumlarına göre elde edilen 

eğrilerin (1,3)-Bertrand eğrileri olmalarını ve (1,3)-Bertrand eşlenik eğrilerinin casual 

karakterini de ifade eden teoremler elde edilmiştir. Ayrıca ilgili örnekler verilmiştir. 
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pseudo null eğriler, null olmayan eğriler 



ii 
 

ABSTRACT 

 

ON GENERALIZED BERTRAND CURVES IN 4-DIMENSIONAL SEMI-EUCLIDEAN 

SPACE 
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Supervisor: Prof. Dr. Kazım İLARSLAN 

December 2020, 46 pages 

 

 

 

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction. 

The second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout the thesis. 

The third chapter includes the theorems which show that there exist no Bertrand curves in 

Semi-Euclidean space. The fourth chapter is given with two subsections by classifying (1,3)-

Bertrand curves according to the causal character of (1,3)-normal plane in Semi-Euclidean 

space. In these subsections, by considering that (1,3)-normal plane is spacelike or timelike, 

theorems are given for the obtained curves to be (1,3)-Bertrand curves. Besides the theorems 

express the casual characters of the (1,3)-Bertrand mate curves. Also, the related examples are 

given. 
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1. G·IR·IŞ

E¼griler teorisi Diferensiyel geometrinin önemli bir çal¬̧sma alan¬olup tar-

ihsel geli̧simi Leibniz (1646-1716), Newton (1643-1727) ve Monge (1746-1818)

taraf¬ndan düzlemsel e¼griler üzerine yap¬lan diferansiyel hesaplamalara kadar

dayanmaktad¬r. Bir uzay e¼grsinin(veya düzlemsel bir e¼grinin) karakterizasyonu

bu teoride yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lan bir problemdir. Bu problemin çözümünde

e¼griye ait e¼grilik fonksiyonlar¬, e¼grinin Frenet vektörleri veya e¼grinin konum vek-

törü yo¼gun bir şekilde kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin; bir uzay e¼grisinin �1(e¼grinin

birinci e¼grili¼gi) ve �2(e¼grinin ikinci e¼grili¼gi) e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬sabitler ise

e¼grinin bir helis oldu¼gu bilinmektedir.

Bir uzay e¼grisinin konum vektörü her zaman kendi rektifyen düzleminde

(T ve B taraf¬ndan gerilen düzlem) yat¬yorsa e¼gri bir rektifyen e¼gridir. (Chan

2003) Bu örnekleri ço¼galtmak mümkündür. E¼grinin Frenet vektörlerinin bir başka

e¼grinin Frenet vektörleriyle olan ili̧skilerindende önemli e¼gri s¬n¬�ar¬ortaya ç¬k-

m¬̧st¬r. 1845 y¬l¬nda B. de Saint Venant taraf¬ndan ortaya konulan bir e¼grinin

asli normal vektör alan¬n¬n bir başka e¼grinin asli normal vektör alan¬olup ola-

mayaca¼g¬problemi 1850 y¬l¬nda J. Bertrand taraf¬ndan yay¬nlanan bir makalede

cevapland¬r¬lm¬̧st¬r. Böyle bir ikinci e¼grinin var olmas¬için gerek ve yeter şart¬n

verilen e¼grinin e¼griliklerinin ��1 + ��2 = 1 şart¬n¬ sa¼glamas¬d¬r. Bu tarihten

itibaren bu şart¬ sa¼glayan e¼griye Bertrand e¼grisi ve ikinci e¼griye de bu e¼grinin

Bertrand eşlenik e¼grisi ad¬verilmi̧stir. Bu e¼gri çiftleri de Bertrand e¼gri çiftleri

olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r ([4,5]).

Bertrand e¼grileri 3-boyutlu Öklid uzay¬nda tarih içerisinde birçok yazar

taraf¬ndan yo¼gun bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. 1935 y¬l¬nda, L. R. Pears, Bertrand

e¼grilerini n-boyutlu Öklid uzay¬nda çal¬̧sm¬̧s ve �2 ya da �3 e¼griliklerinin s¬f¬r

oldu¼gu sonucuna ulaşm¬̧st¬r. Bir di¼ger ifadeyle En (n > 3) uzay¬ndaki Bertrand

e¼grileri dejenere e¼grilerdir. Bu durumda, özel olarak tüm e¼grilikleri s¬f¬rdan farkl¬

bir e¼gri ele ald¬¼g¬m¬zda bu e¼grinin Bertrand e¼grisi olmayaca¼g¬ aşikard¬r. 2003

y¬l¬nda Matsuda ve Yorozu 4-boyutlu Öklid uzay¬nda Bertrand e¼grilerinin yeni bir

s¬n¬f¬n¬tan¬mlam¬̧slar ve çal¬̧sm¬̧slard¬r. Buna göre E4de tüm e¼grilikleri s¬f¬rdan

farkl¬ verilen bir e¼grinin Frenet vektörleri T;N;B1; B2 olmak üzere sp fN;B2g
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taraf¬ndan gerilen düzlem (1; 3)-normal düzlem olarak tan¬mlanm¬̧s, bir e¼grinin

(1; 3)-normal düzlemi başka bir e¼grinin (1; 3)-normal düzlemi oluyorsa bu e¼griye

(1; 3)-Bertrand e¼grisi, di¼ger e¼griye de bu e¼grinin (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi ad¬

verilmi̧stir ([8,9]).

Bunun yan¬ s¬ra Bertrand e¼grileri Minkowski 3-uzay¬nda ve Minkowski

uzay-zaman E41 de de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. 2001 y¬l¬nda Ekmekçi ve ·Ilarslan null olmayan

Bertrand e¼grilerini Minkowski 3-uzay¬nda çal¬̧sm¬̧slard¬r. Balgetir ve di¼gerleri

2004 y¬l¬nda null Bertrand e¼grilerini ayn¬uzayda çal¬̧sm¬̧st¬r. Ayr¬ca, Minkowski

uzay-zamanda (1; 3)-Bertrand e¼grileri ·Ilarslan ve di¼gerleri taraf¬ndan 2014 y¬l¬nda

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smalarda Matsudo ve Yorozu taraf¬ndan verilen yöntem takip

edilmi̧stir. Bu çal¬̧smalar¬n d¬̧s¬nda da Bertrand e¼grileri ve (1; 3)-Bertrand e¼grileri

üzerine yap¬lm¬̧s ve farkl¬özellikleri ortaya koyan çal¬̧smalar da vard¬r ([10-20]).

Yap¬lan bu tüm çal¬̧smalarda (1; 3)-Bertrand e¼grisi ve eşlenik e¼grisi ayn¬

casual karakterli e¼griler olarak ele al¬nm¬̧st¬r. Bu da farkl¬casual karaktere sahip

e¼grilerin (1; 3)-Bertrand e¼gri çifti oluşturup oluşturamayaca¼g¬sorusunu akla ge-

tirmi̧stir. Biz bu tez çal¬̧smas¬nda bu soruya cevap vermek ad¬na Bertrand e¼gri-

lerini (1; 3)-normal düzlemlerinin casual karakterine göre s¬n¬�and¬rarak inceledik.

(1; 3)-normal düzlemini s¬ras¬yla spacelike ve timelike düzlem olarak ele ald¬k.

(1; 3)-normal düzlemi null bir düzlem olarak düşünüldü¼günde bu e¼grinin partially

null e¼gri oldu¼gu ortaya ç¬km¬̧st¬r ve bu e¼grinin üçüncü e¼grili¼gi s¬f¬rd¬r. Yani bu

e¼gri E41 in bir alt uzay¬nda yatmaktad¬r. Bundan dolay¬(1; 3)-normal düzlemi null

olarak ele al¬nmam¬̧st¬r. Di¼ger durumlar için bir Bertrand e¼grisinin kendi casual

karakterinden farkl¬Bertrand eşlenik e¼grilerine de sahip olabilece¼gi gösterilmi̧stir.

Elde edilen sonuçlar [21] ve [22] makalelerinde yay¬nlanm¬̧st¬r.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde tezde gerekli olan kavramlar ve tan¬mlar verilecektir.

Tan¬m 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektör uzay¬V için

g : V � V ! R

dönüşümü 8a; b 2 R ve 8u; v; w 2 V için

i. g (u; v) = g (v; u)

ii. g (au+ bv; w) = ag (u;w) + bg (v; w)

iii. g (u; av + bw) = ag (u; v) + bg (u;w)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa g dönüşümüne V reel vektör uzay¬üzerinde simetrik bilineer

form denir [23].

Tan¬m 2.2 V reel vektör uzay¬ üzerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

06=w2V olmak üzere 8u2V için

g (u;w) = 0

ise g ye V üzerinde dejeneredir denir. Aksi durumda g ye non-dejeneredir denir.

Bu tan¬ma göre g nin non-dejenere olmas¬için gerek ve yeter şart 8w 2 V için

g (u;w) = 0 iken u = 0

olmas¬d¬r [23].

Tan¬m 2.3. 4-boyutlu, 2-indeksli yar¬-Öklidyen uzay E42 , (x1; x2; x3; x4); E
4
2 in

bir dik koordinat sistemi olmak üzere

g = �dx21 � dx22 + dx23 + dx24;

olarak tan¬mlanan non-dejenere metrik ile donat¬lm¬̧s 4-boyutlu Öklid uzay¬d¬r.

Tan¬m 2.4 v 2 E42nf0g olmak üzere, e¼ger

i. g(v; v) > 0 ise, v spacelike (uzays¬) vektör

ii. g(v; v) < 0 ise, v timelike (zamans¬) vektör

iii. g(v; v) = 0 ise, v null veya lightlike (¬̧s¬ks¬) vektör, (v 6= 0)
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olarak adland¬r¬l¬r ([3]).

Tan¬m 2.5 8v; w 2 V için v 6= 0 ve w 6= 0 iken g(v; w) = 0 ise v ve w vektörleri

ortogonaldir. v ? w şeklinde gösterilir.

V reel vektör uzay¬n¬n bir alt uzay¬W olsun. W? = fv 2 V j v ? Wg

alt uzay¬na V nin dik alt uzay¬denir. Burada W? alt uzay¬na W nin ortogo-

nal kompleman¬diyemeyiz. Çünkü W � W? genellikle V nin tamam¬de¼gildir

(O�Neill,1983).

Teorem 2.1 W bir V skalar çarp¬m uzay¬n¬n alt uzay¬olsun. O zaman

(i) boyW + boyW? = n = boyV;

(ii)
�
W?�? = W dir (O�Neill,1983).

Tan¬m 2.6 V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarpma h; i ve W da V nin

bir alt uzay¬olsun. E¼ger h; i, W üzerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere alt

uzay, non-dejenere de¼gilse dejenere alt uzay denir (O�Neill,1983).

Teorem 2.2 V bir skalar çarp¬m uzay¬ve W;V nin bir alt uzay¬olsun. W nin

non-dejenere alt uzay olmas¬ için gerek ve yeter şart V = W � W? olmas¬d¬r

(O�Neill,1983).

Tan¬m 2.7.v, w 2 E42 olmak üzere, v ve w vektörlerinin dik olmas¬için gerek ve

yeter şart g(v; w) = 0 olmas¬d¬r ([3]).

Tan¬m 2.8.� : I � R ! E42 bir e¼gri olsun. E¼ger � e¼grisinin 8s 2 I için h¬z

vektörü �0(s) s¬ras¬yla spacelike, timelike veya null vektör ise � e¼grisi s¬ras¬yla

spacelike, timelike veya null e¼gri olarak adland¬r¬l¬r ([3]).

Tan¬m 2.9.� : I � R! E42 bir e¼gri olsun.

i. � null bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için g(�00(s); �00(s)) = 1 şart¬

sa¼glan¬yorsa � e¼grisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmi̧stir denir.

ii. � null olmayan bir e¼gri olmak üzere, e¼ger 8s 2 I için g(�0(s); �0(s)) =

�1 şart¬sa¼glan¬yorsa � e¼grisine yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrelendirilmi̧stir

denir ([24]).

4-boyutlu, 2-indeksli yar¬-Öklidyen uzay E42 de fT;N;B1; B2g � e¼grisi üzerinde
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hareketli Frenet çat¬s¬ve f�1; �2; �3g � e¼grisinin e¼grilik fonksiyonlar¬olsun. Bu-

rada T , N , B1, B2 s¬ras¬yla � e¼grisinin te¼get vektör alan¬, asli normal vektör

alan¬, birinci binormal vektör alan¬ve ikinci binormal vektör alan¬d¬r.

E¼ger � e¼grisi spacelike veya timelike e¼gri ise, Frenet denklemleri26666664
T 0

N 0

B01

B02

37777775 =
26666664

0 �2�1 0 0

��1�1 0 �3�2 0

0 ��2�2 0 ��1�2�3�3
0 0 ��3�3 0

37777775

26666664
T

N

B1

B2

37777775 ; (2.1)

olarak verilir. .[24] Burada g(T; T ) = �1, g(N;N) = �2, g(B1; B1) = �3, g(B2; B2) =

�4, �1�2�3�4 = �1, �i 2 f�1; 1g, i 2 f1; 2; 3; 4g dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar

sa¼glan¬r:

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = g(B1; B2) = 0:

E¼ger � e¼grisi Cartan null bir e¼gri ise,

�, E42 de bir null e¼gri olsun (g(T; T ) = 0):� e¼grisi s(t) =

tZ
0

p
k�00(u)kdu

pseudo-yay fonksiyonu s ile parametrelendirilmi̧s ise � e¼grisi null Cartan e¼gri

olarak adland¬r¬l¬r. Bu durumda geodezik olmayan (�1(s) 6= 0) null Cartan

e¼grisi boyunca bir tek Cartan çat¬s¬fT;N;B1; B2g vard¬r ve aşa¼g¬daki denklemleri

sa¼glarlar .[24]

Frenet denklemleri26666664
T 0

N 0

B01

B02

37777775 =
26666664

0 �1 0 0

�2 0 ��1 0

0 ��2 0 �3

��3 0 0 0

37777775

26666664
T

N

B1

B2

37777775 ; (2.2)

olarak verilir. .[24] Burada e¼ger �(s) bir null do¼gru ise �1(s) = 0, di¼ger bütün

durumlarda �1(s) = 1 dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

g(T; T ) = g(B1; B1) = 0; g(N;N) = g(B2; B2) = 1;

g(T;N) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = g(B1; B2) = 0; g(T;B1) = 1:
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E¼ger � e¼grisi pseudo null bir e¼gri ise26666664
T 0

N 0

B01

B02

37777775 =
26666664

0 �1 0 0

0 0 �2 0

0 �3 0 ��2
��1 0 ��3 0

37777775

26666664
T

N

B1

B2

37777775 ; (2.3)

olarak verilir. .[24] Burada e¼ger �(s) bir null do¼gru ise �1(s) = 0, di¼ger bütün

durumlarda �1(s) = 1 dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

g(T; T ) = g(B1; B1) = 1; g(N;N) = g(B2; B2) = 0;

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(B1; B2) = 0; g(N;B2) = 1:

E¼ger � e¼grisi partially null bir e¼gri ise Frenet denklemleri,26666664
T 0

N 0

B01

B02

37777775 =
26666664
0 �1 0 0

�1 0 �2 0

0 0 �3 0

0 ��2�2 0 ��3

37777775

26666664
T

N

B1

B2

37777775 ; (2.4)

olarak verilir. .[24] Burada e¼ger �(s) bir null do¼gru ise �3(s) = 0, di¼ger

bütün durumlarda �1(s) = 1 dir. Ayr¬ca aşa¼g¬daki durumlar sa¼glan¬r:

g(B1; B2) = 1; g(B1; B1) = g(B2; B2) = 0;

g(T;N) = g(T;B1) = g(T;B2) = g(N;B1) = g(N;B2) = 0:

Tan¬m 2.10. P , E42 uzay¬n¬n bir alt uzay¬olsun. E¼ger

i. P üzerinde her s¬f¬rdan farkl¬vektör spacelike vektör ise P ye spacelike

altuzay,

ii. P üzerinde en az bir timelike vektör var ise P ye timelike altuzay,

iii. di¼ger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.

Notasyon � : I � R ! E42 ve �
� : I� � R ! E42 Yar¬-Öklidyen uzay

E42 olsun. Bu tez çal¬̧smas¬ boyunca fT;N;B1; B2g ve f�1; �2; �3g � e¼grisinin

s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ve e¼grilik fonksiyonlar¬, s de � e¼grisinin yay uzunlu¼gu para-

metresi veya pseudo yay uzunlu¼gu parametresi olarak al¬nacakt¬r. Benzer şek-

ilde fT �; N�; B�1 ; B
�
2g ve f��1; ��2; ��3g �� e¼grisinin s¬ras¬yla Frenet çat¬s¬ve e¼grilik

fonksiyonlar¬, s� da �� e¼grisinin yay uzunlu¼gu parametresi veya pseudo yay uzun-

lu¼gu parametresi olarak al¬nacakt¬r.
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3. 4-BOYUTLU 2-·INDEKSL·I YARI-ÖKL·IDYEN UZAYDA (1; 3)

-CARTAN NULL BERTRAND E¼GR·ILER

Bu bölümde 4-boyutlu, 2-indeksli Yar¬-Öklidyen uzayda (1; 3) -Cartan null

Bertrand e¼grileri incelenecek olup, bu bölüm için ana referans¬m¬z [24] olacakt¬r.

·Ilk olarak bu uzayda Cartan null Bertrand e¼gri tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3.1 � : I � R ! E42, 4-boyutlu, 2-indeksli Yar¬-Öklidyen uzayda bir

Cartan null e¼gri olsun. E¼ger her s 2 I için, � e¼grisinin her � (s) noktas¬ndaki asli

normali başka bir �� : I� � R! E42 e¼grisinin �
� (s�) = �� (f (s)) noktas¬ndaki asli

normali ile lineer ba¼g¬ml¬ise � e¼grisine Bertrand e¼grisi, �� e¼grisine de � e¼grisinin

Bertrand eşlenik e¼grisi denir. Burada f : I ! I� bir regüler C1 dönüşümdür

öyle ki her s 2 I için � n¬n her �(s) noktas¬na �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬

kaŗs¬l¬k getirir.

� n¬n asli normal vektör alan¬N , spacelike veya timelike olabilece¼ginden

�� eşlenik e¼grisi ; Cartan null e¼gri, non-null e¼gri veya partially null e¼gri olabilir.

Bu durumlar dikkate al¬narak aşa¼g¬daki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1 � : I � R ! E42 e¼grisi s¬f¬rdan farkl¬e¼grilik fonksiyonlar¬�1; �2;

�3 olan Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda � e¼grisinin kendisinden başka bir

Bertrand eşlenik e¼grisi yoktur.

·Ispat 3.1 � : I � R! E42 e¼grisi, s¬f¬rdan farkl¬e¼grilik fonksiyonlar¬�1; �2; �3 ve

asli normal vektörü N olan bir Cartan null e¼gri olsun. Kabul edelim ki �� e¼grisi, �

e¼grisinin kendisinden başka Bertrand eşlenik e¼grisi olsun. � e¼grisinin asli normal

vektörü N spacelike veya timelike vektör oldu¼gundan �� e¼grisi (i) Cartan null

e¼gri, (ii) non-null e¼gri veya (iii) partially null e¼gri olabilir. Şimdi bu durumlar¬

ayr¬ayr¬ele alarak ispat¬gerçekleştirelim.

(i) �� e¼grisi, asli normal vektörü N� olan bir Cartan null e¼gri olsun. Bu

durumda �� her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki gibi yaz¬labilir

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.1)

(3.1) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri
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kullan¬l¬rsa ;

T �f 0 = (1� �1��2)T + �0N � �1�B1 (3.2)

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlik N ile iç çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla �

s¬f¬rdan farkl¬bir sabittir. Buna göre (3.2) denklemi tekrar düzenlenirse

T �f 0 = (1� �1��2)T � �1�B1 (3.3)

olarak bulunur. (3.3) kendisiyle iç çarp¬l¬p �2 =
�1
�
yaz¬l¬rsa ,

T � = ��1�
f 0
B1 (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N� = ��1��2
f 0

N �
�
��1�
f 0

�0
B1 �

�1��3
f 0

B2 (3.5)

bulunur. (3.5) denklemi N ve N� paralel oldu¼gu dikkate al¬narak B2 ile iç

çarp¬l¬rsa ��3 = 0 elde edilir. � 6= 0 oldu¼gundan �3 = 0 elde edilir. Bu du-

rum bir çeli̧skidir.

(ii) �� e¼grisi, non-null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I

için �� aşa¼g¬daki formda ifade edilebilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.6)

(3.6) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r, (2.1) de verilen Frenet denklemi kul-

lan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� ��1�2)T + �0N � ��1�1B1 (3.7)

elde edilir. Bu denklem N ile iç çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Dolay¬s¬yla � s¬f¬rdan

farkl¬bir sabittir.

Buradan (3.7) denklemi

T �f 0 = (1� ��1�2)T � ��1�1B1 (3.8)

olarak elde edilir. E¼ger (3.8) denklemi kendisiyle iç çarp¬l¬rsa

(f 0)
2
��1 = �2��1 (1� ��1�2)
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bulunur. Bu eşitlikten

�2 =
f 02��1 + 2��1

2�2
(3.9)

elde edilir. (3.9) denklemi (3.8) de yerine yaz¬l¬rsa,

T � = �f
0�1�

�
1

2�
T � �1�

f 0
B1 (3.10)

bulunur.(3.10) denkleminin türevi al¬n¬rsa,

��2N
�f 0 =

�
�f

0�1�
�
1

2�

�0

T +

�
�f�1�

�
1

2�
� �1��2

f 0

�
N

�
�
�1�

f 0

�0
B1 �

�
�1��3
f 0

�
B2

(3.11)

bulunur. Bu denklem N ve N� ¬n paralel oldu¼gu dikkate al¬narak B2 ile iç

çarp¬l¬rsa

��1�2��3
f 0

= 0 (3.12)

elde edilir. Buradan, � s¬f¬rdan farkl¬bir sabit oldu¼gu için �3 = 0 bulunur. Bu

ise bir çeli̧skidir.

(iii) �� e¼grisi, partially null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I� ve her

s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda ifade edilebilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (3.13)

(3.13) denkleminin s ye göre türevi al¬n¬p (2.4) de verilen Frenet denklemi kul-

lan¬l¬rsa,

T �f 0 = (1� ��1)T + �0N + ��2B1 (3.14)

olarak elde edilir. (3.14) denklemi N ile iç çarp¬l¬rsa, �0 = 0 bulunur. Buradan

(3.14) denklemi

T �f 0 = (1� ��1)T + ��2B1 (3.15)

olarak bulunur. E¼ger (3.15) denklemini kendisiyle iç çarparsak

�2 =
f 02��1
2�

+
f 02��1
2�2�1

(3.16)
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�2 yi bu şekilde elde ederiz �2 yi (3.15) denkleminde yerine yazarsak

T � =

�
1 + �

f 0

�
T +

�
�f 0��1 + f

0��1
2�

�
B1 (3.17)

olarak bulunur. (3.17) denkleminin türevi al¬n¬rsa,

��1N
�f 0 =

�
1 + �

f 0

�0

T +

�
1 + �

f 0

�
N +

�
�f 0��1 + f

0��1
2�

�0
B1

+

�
�f 0��1�2 + f

0��1�2
2�

�
N +

�
��3f

0��1 + �3f
0��1

2�

�
B2

bulunur. N ve N� paralel oldu¼gundan �3 (�f 0��1 + f
0��1) = 0 ; �3 = 0 elde edilir.

Bu bir çeli̧skidir.

Yukar¬daki teoremden anlaş¬laca¼g¬gibi, 4-boyutlu, 2-indeksli yar¬-Öklidyen

uzay E42 de klasik anlamda Bertrand e¼grisi yoktur. Buna göre Bertrand e¼grilerinin

bir genelleştirmesi olan (1; 3)-Bertrand e¼gri kavram¬n¬bu uzayda inceleyelim. ·Ilk

olarak (1; 3)-Bertrand e¼gri tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 3.2 � : I � R! E42 ve �
� : I � R! E42 e¼grileri C1 s¬n¬f¬ndan özel Frenet

e¼grileri olsunlar ve f : I ! I� bir regüler C1 dönüşüm olsun öyle ki her s 2 I için

� n¬n her �(s) noktas¬na, �� ¬n bir ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬n¬kaŗs¬l¬k getirsin.

E¼ger her s 2 I için, � e¼grisinin her �(s) noktas¬ndaki (1; 3)-normal düzlemi ile

�� ¬n bu noktaya kaŗs¬l¬k gelen ��(s�) noktas¬ndaki (1; 3)-normal düzlemi çak¬̧s¬ksa

� e¼grisine bir (1; 3)�Bertrand e¼grisi ve �� e¼grisine de � e¼grisinin (1; 3)�Bertrand

eşlenik e¼grisi denir. Burada s ve s� s¬rayla � ve �� yay uzunlu¼gu parametreleridir.

� : I � R ! E42 Frenet çat¬s¬ fT;N;B1; B2g ve e¼grilikleri �1; �2; �3
olan bir (1; 3)�Cartan null Bertrand e¼grisi ve �� : I� � R ! E42, Frenet çat¬s¬

fT �; N�; B�1 ; B
�
2g ve e¼grilikleri ��1; ��2; ��3 olan � n¬n (1; 3)�Bertrand eşlenik e¼gri-

sidir.

Teorem 3.2 � : I � R ! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 6= 0 ve �3 6= 0

olan bir Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda � n¬n, Bertrand eşleni¼gi �� olan bir

(1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki şartlardan birinin

sa¼glanmas¬d¬r:

(i)

�1a�2 + �2b�3 = 1; �1�
2
2 + �2�

2
3 = �

�
1a
2=
4; � = �2=�3; (3.18)
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olacak şekilde a 6= 0; b; 
 6= 0; � reel say¬lar¬vard¬r. Bu durumda �� eşlenik

e¼grisi E42 de bir Cartan null e¼gridir.

(ii)

1 + ah�1 = �1a�2 + �2b�3; ��3 = h+ �2; h
2
2 � �22 + �23 6= 0 (3.19)

olacak şekilde a 6= 0; b; h 6= 0; � reel say¬lar¬vard¬r. Bu durumda �� eşlenik e¼grisi

E42 de bir spacelike veya timelike e¼gridir.

(iii)

1 + ah�1 = �1a�2 + �2b�3 ve (h+ �2)
2 = �23; (3.20)

olacak şekilde a 6= 0; b; h 6= 0 reel say¬lar¬vard¬r. Bu durumda �� eşlenik e¼grisi

E42 de bir pseudo null e¼gridir.
·Ispat 3.2 (i) � : I � R ! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 ve �3 6= 0 e¼gri

olsun. Kabul edelim ki �� e¼grisi Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda, her s� 2 I�

ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (3.21)

(3.21) denkleminde s ye göre türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� �1a�2 � �2b�3)T + a
0
N � a�1B1 + b

0
B2 (3.22)

elde edilir. Bu denklem N ve B2 ile ayr¬ ayr¬ iç çarp¬l¬rsa, a
0
= 0 ve b

0
= 0

bulunur. Buradan (3.22) denklemi

T � =

�
1� �1a�2 � �2b�3

f 0

�
T � a�1

f 0
B1 (3.23)

olarak bulunur. Buradan

� =
1� �1a�2 � �2b�3

f 0
ve 
 = �a�1

f 0
(3.24)

al¬n¬rsa

T � = �T + 
B1: (3.25)

elde edilir. (3.25) denklemi kendisiyle iç çarp¬l¬rsa 
 = � = 0 al¬n¬rsa,T ve T �

paralel olur. Bu bir çeli̧skidir. Dolas¬yla 
 6= 0 ve � = 0 olmal¬d¬r.
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Buradan

a 6= 0 ve �1a�2 + �2b�3 = 1

(3.25) de � = 0 yaz¬l¬rsa

T � = 
B1 (3.26)

elde edilir. (3.26) denkleminde türev al¬n¬r ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa

f 0N� = 
�2N + 

0B1 + 
�3B2 (3.27)

bulunur. Bu denklem T ile iç çarp¬l¬rsa 
0 = 0 olur. Bu durumda

f 0N� = 
�2N + 
�3B2 (3.28)

olur. (3.28) denklemi kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

��1 (f
0)
2
= 
2

�
�1�

2
2 + �2�

2
3

�
(3.29)

elde edilir. (3.24) ve (3.29) dan

�1�
2
2 + �2�

2
3 =

��1a
2


4
(3.30)

�22 6= �23 (Eşit olsayd¬�1�2 = �1 eşitli¼ginde a=0 olurdu. Bu bir çeli̧skidir.)

�1 =

�2
f 0

ve �2 =
�3
f 0

(3.31)

(3.28) den

N� = �1N + �2B2: (3.32)

(3.32) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

���1f 0��2T � � ��1f 0B�1 = (��1�1�2 � �2�2�3)T + �01N � �1�1B1 + �02 (3.33)

N ve B2 ile iç çarp¬l¬rsa , �
0

1 = �
0

2 = 0 bulunur. (3.31) den


 =
�2
�3
= sabit; 
 =

�1
�2
6= �1
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Tersine, kabul edelim ki �, (3.18) şartlar¬n¬sa¼glayan Cartan null e¼gri olsun. ��

e¼grisini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (3.34)

(3.34) ün s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

d��

ds
= �

0
(s) + a

0
(s)N(s) + a(s)N

0
(s) + b

0
(s)B2(s) + b(s)B

0

2(s)

d��

ds
= T (s) + a(s) (��1�2T � �1B1) + b (��2�3T )

= [1� (a�1�2 + b�2�3)]T � a�1B1

d��

ds
= �a�1B1 (3.35)

bulunur. (3.35) in s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

d2��

ds2
= �a�1B01

= �a�1 (�2N + �3B2)

d2��

ds2
= �a�1�2N � a�1�3B2 (3.36)

olarak elde edilir. (3.36) dan biz şunu yazabiliriz.

g

�
d2��

ds2
;
d2��

ds2

�
= a2�21�

2
2�1 + a

2�21�
2
3�2

= a2
�
�22�1 + �

2
3�2
�

(3.30) dan

g

�
d2��

ds2
;
d2��

ds2

�
=
��1a

4


4
(3.37)

f 0 =

����d2��ds2
;
d2��

ds2

���� 14 = ma



(3.38)

13



m = �1 öyle ki ma


> 0

elde edilir. (3.35) i yeniden yazarsak,

T � = m�1
B1 (3.39)

(3.39) in s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f 0
dT �

ds�
= �m�1
B

0

1 = �m�1
 (�2N + �3B2)

dT �

ds�
= �m�1
�2

f 0
N � m�1
�3

f 0
B2 (3.40)

bulunur. (3.40) dan

��1 =





dT �ds�





 = 1 (3.41)

Şimdi biz N� ¬şu şekilde yazabiliriz.

N� = �m�1
�2
f 0

N � m�1
�3
f 0

B2 (3.42)

g = (N�; N�) = ��1

E¼ger biz, �3 ve �4 ü şu şekilde al¬rsak,

�3 = �
m�1
�2
f 0

ve �4 = �
m�1
�3
f 0

(3.43)

O zaman N� ¬şu şekilde yazabiliriz.

N� = �3N + �4B2 (3.44)

(3.18) in son iki şart¬n¬kullan¬rsak, �2 ve �3 sabit. �
0

3 = �
0

4 = 0 olur.

(3.44) in s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f 0
dN�

ds�
= �

0

3N + �3N
0
+ �

0

4B2 + �4B
0

2

= �3 (��1�2T � �1B1) + �4 (��2�3T )

f 0
dN�

ds�
= (��1�3�2 � �2�4�3)T � �1�3B1 (3.45)
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olarak elde edilir. (3.43) ü (3.45) de yerine yazarsak

dN�

ds�
=
�1�

�
1m



T +

m
�2

(f 0)2
B1 (3.46)

��2 = g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
2 �1�

�
1m

2
�2


 (f 0)2
=
2�1�

�
1�2

(f 0)2

��2 =
1

2
g

�
dN�

ds�
;
dN�

ds�

�
=
�1�

�
1�2

(f 0)2
(3.47)

bu şekilde elde edilir. B�1 ve B
�
2 şu şekilde tan¬mlans¬n.

B�1 =
��1m



(3.48)

B�2 = �
m�1
�3
f 0

N � m�1
�2
f 0

B2 (3.49)

��3 = ��2g
�
dB�2
ds�

; B�1

�
= � �3

(f 0)2
(3.50)

(ii) � : I � R! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 ve �3 6= 0 e¼gri olsun.

Kabul edelim ki �� e¼grisi timelike veya spacelike e¼gri olsun. Bu durumda, her

s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (3.51)

(3.51) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.1) ve (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa,

T �f 0 = (1� �1a�2 � �2b�3)T + a0N � a�1B1 + b
0
B2 (3.52)

(3.52) denklemi N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa;

a0 = 0 ve b
0
= 0 (3.53)

olur.(3.53), (3.52) de yerine yaz¬l¬rsa

T �f 0 = (1� �1a�2 � �2b�3)T � a�1B1 (3.54)

olarak elde edilir.
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� =
1� �1a�2 � �2b�3

f 0
ve 
 =

�a�1
f 0

(3.55)

al¬rsak

T � = �T + 
B1 (3.56)

elde edilir. (3.56) in s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) ve (2.1) Frenet denklemleri

kullan¬l¬rsa;

��2f
0��1N

� = �
0
T + (� + 
�2)N + 


0
B1 + 
�3B2 (3.57)

bulunur. (3.57) T ve B1 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa �
0
= 


0
= 0 d¬r.

��2f
0��1N

� = (� + 
�2)N + 
�3B2 (3.58)

(3.58) de 
 = 0 al¬n¬rsa;

��2f
0��1N

� = �N

Bu durumda N ile N� lineer ba¼g¬ml¬olur. 
 = 0 ise (3.55) den a = 0 olur.

Bu durumda (3.54) den

T �f 0 = (1� �2b�3)T

olur. Bu ise T ve T � ¬n lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gunu gösterir. Bu bir çeli̧skidir.

��1f
02 = �2a"1 (1� �1a�2 � �2b�3) (3.59)

(3.55) den
�



=
1� �1a�2 � �2b�3

f 0
:
f 0

�a�1
= h

h =
1� �1a�2 � �2b�3

�a�1

1� �1a�2 � �2b�3 = �a�1h

1 + a�1h = �1a�2 + �2b�3 (3.60)

elde edilir. (3.60) u (3.59) de yerine yazarsak;

��1f
02 = 2a2h (3.61)
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(3.58) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

(��2)
2 (f 0)

2
(��1)

2 ��2 = (� + 
�2)
2 �1 + 


2�23�2

� = �ah�1
f 0

ve 
 =
�a�1
f 0

(3.62)

olarak bulunur. (3.62) i ve (3.61) ¬kullanarak

(f 0)
2
(��1)

2 =
��1�

�
2

2h

�
�1 (h+ �2)

2 + �2�
2
3

�
: (3.63)

(3.58) den N� yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

N� =
(� + 
�2)

��2f
0��1

N +

�3
��2f

0��1
B2

�5 =
� + 
�2
��2f

0��1
=
�a�1��2 (h+ �2)

(f 0)2 ��1
ve �6 =


�3
��2f

0��1
=
�a�1��2
(f 0)2 ��1

(3.64)

N� = �5N + �6N: (3.65)

N� bu şekilde yaz¬l¬p (3.65) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.1) ve (2.2) Frenet

denklemleri kullan¬l¬rsa;

���1f 0��1T � + �3f 0��2B�1 = (��1�5�2 � �2�6�3)T + �05N � �1�5B1 + �06B2: (3.66)

bulunur. (3.66) N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa, �
0
5 = 0 ve �06 = 0 olur.

� =
�5
�6
=
h+ �2
�3

��3 = h+ �2 (3.67)

bulunur. (3.66) de düzenleme yap¬l¬rsa;

��3f
0��2B

�
1 = �

�
1f
0��1T

� � (�1�5�2 + �2�6�3)T � �1�5B1: (3.68)

elde edilir. (3.54) ve (3.68) den

��3f
0��2B

�
1 = A(s)T +B(s)B1: (3.69)
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A(s) =
�a��2

2 (f 0)2 ��1

�
h2 � �22 + �23

�
: (3.70)

ve

B(s) =
a��2

2h (f 0)2 ��1

�
h2 � �22 + �23

�
: (3.71)

olur. T ile B1 lineer ba¼g¬ml¬oldu¼gundan ��3f
0��2B

�
1 6= 0

h2 � �22 + �23 6= 0: (3.72)

Tersine kabul edelim ki � : I � R! E42 Cartan null e¼gri ve �1 = 1 (3.19)

şart¬ndan a 6= 0; b; h 6= 0; �: Sonra biz �� ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s): (3.73)

(3.73) nin s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

d��

ds
= (1� �1a�2 � �2b�3)T � a�1B1: (3.74)

bulunur. (3.74) den
d��

ds
= ��1a [hT +B1] : (3.75)

elde edilir.(3.75) den

f 0 =
ds�

ds
=





d��ds




 = p2�a2h > 0: (3.76)

� = 1 ise h > 0, � = �1 ise h < 0 d¬r.

(3.75) ü yeniden yazarsak

T �f 0 = ��1a [hT +B1] : (3.77)

olarak buluruz. (3.76) i (3.77) da yerine yazarsak

T � =
m�1p
2�h

[hT +B1] : (3.78)

g(T �; T �) =
2m2�21h

2�h
= � = ��1 (3.79)

bulunur. (3.78) nin s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

dT �

ds�
=

m�1

f 0
p
2�

�
1h
[(h+ �2)N + �3B2] : (3.80)
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olur. (3.80) u kullanarak

��1 =





dT �ds�





 =
q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
�

f 0
p
2�

�
1h

(3.81)

p = �1 öyle ki p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�
2
3

�
> 0 olur. (3.80) ve (3.81) den;

N� =
��2
��1

dT �

ds�
=

m��2�1q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� [(h+ �2)N + �3B2] : (3.82)

bulunur. (3.82) i kullanarak g(N�; N�) = p = ��2 = �1:

�7 =
m��2�1 (h+ �2)q

p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� ve �8 = m��2�1�3q

p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� (3.83)

N� = �7N + �8B2: (3.84)

(3.84) ün s ye göre türevi al¬n¬p, (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f 0
dN�

ds�
= (��1�2�7 � �2�3�8)T + �07N � �1�7B1 + �08B2: (3.85)

olarak elde edilir. (3.19) un 2.̧sart¬n¬n s ye göre türevi al¬n¬rsa

�02�3 � (h+ �2)�
0

3 = 0 (3.86)

bulunur. (3.83) nin s ye göre türevi al¬n¬p (3.86) kullan¬l¬rsa �
0

7 = �
0

8 = 0 olur.

(3.83) ve (3.85) den

dN�

ds�
=

m��2

f 0
q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� �(�23 � h�2 � �22)T � (h+ �2)B1� : (3.87)

bulunur. (3.78) ve (3.81) den

��1�
�
1T

� =
pm�1

�
�1 (h+ �2)

2 + �2�
2
3

�
2hf 0

q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� [hT +B1] : (3.88)

olur. (3.87) ve (3.88) den

dN�

ds�
+ ��1�

�
1T

� =
��2m [h

2 � �22 + �23]

2hf 0
q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� [hT �B1] : (3.89)

elde edilir. Biz ��2 ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��2 =
jh2 � �22 + �23j

p
j�2hj

2 jhj f 0
q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� > 0 (3.90)
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Sonra B�1 birim vektörünü şu şekilde tan¬mlayal¬m.

B�1 =
��3
��2

�
dN�

ds�
+ ��1�

�
1T

�
�
=
��3�

�
2mqp
2 jhj

[hT �B1] : (3.91)

q =

h2��22+�23
h���h2��22+�23h

��� = �1:
(3.91) den g (B�1 ; B

�
1) =

�2h
j�2hj = ��3 = �1: Sonra biz B�2 birim vektörünü şu

şekilde tan¬mlayabiliriz.

B�2 = �8N + �7B2

bu ise

B�2 =
m�1�

�
2q

p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� [�3N + (h+ �2)B2] : (3.92)

elde ederiz. (3.92) den g (B�2 ; B
�
2) = �p: Son olarak

��3 = g

�
dB�1
ds�

; B�2

�
=

2��3q�3h

f 0
p
j�2hj

q
p
�
�1 (h+ �2)

2 + �2�23
� 6= 0:

Böylece �, (1; 3)�Bertrand e¼grisidir ve � n¬n (1; 3)�Bertrand eşlenik

e¼grisi timelike (1; 3)� normal düzleme sahip spacelike veya timelike e¼gridir.

(iii) � : I � R ! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 ve �3 6= 0 olan

bir Cartan null e¼gri olsun. Kabul edelim ki �� e¼grisi pseudo null e¼gri olsun. Bu

durumda, her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (3.93)

(3.93) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.2) Frenet denklemi kullan¬l¬rsa,

T �f 0 = (1� �1a�2 � �2b�3)T + a0N � a�1B1 + b
0
B2 (3.94)

bulunur. (3.94) denklemi N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa a
0
= 0 ve b

0
= 0 olur.

T �f 0 = (1� �1a�2 � �2b�3)T � a�1B1 (3.95)

� =
(1� �1a�2 � �2b�3)

f 0
ve 
 =

�a�1
f 0

(3.96)

T � = �T + 
B1: (3.97)
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elde edilir. (3.97) n¬n s ye göre türevi al¬n¬p (2.2) ve (2.3) Frenet denklemi kul-

lan¬l¬rsa,

f
0
��1N

� = �
0
T + (� + 
�2)N + 


0
B1 + 
�3B2: (3.98)

elde edilir. (3.98) T ve B1 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa �
0
= 


0
= 0 bulunur.

f
0
��1N

� = (� + 
�2)N + 
�3B2: (3.99)

Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. (3.99) den f
0
��1N

� = �N elde edilir. Bu ise

N ve N�¬n lineer ba¼g¬ml¬olmas¬anlam¬na gelir. N spacelike veya timelike, N�null

vektörler oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r.
 6= 0 oldu¼gundan

(3.96)dan a 6= 0 ve h = �=


1� �1a�2 � �2b�3 = �ah�1: (3.100)

1 + ah�1 = �1a�2 + �2b�3:

(3.99) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

0 = (� + 
�2)
2 �1 + 


2�23�2: (3.101)

bulunur. 
 parantezine al¬rsak.

0 = (
 (h+ �2))
2 �1 + 


2�23�2: (3.102)

elde edilir. �2 ile çarparsak

0 = �
2 (h+ �2)2 + �23
2: (3.103)

�23 = (h+ �2)
2 : (3.104)

Tersine

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (3.105)

(3.105) ün s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemi kullan¬l¬rsa,

d��

ds
= (1� a�1�2 � b�2�3)T � a�1B1 (3.106)
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olarak bulunur. (3.100) ve (3.106) i kullanarak şunu yazabiliriz.

d��

ds
= �ah�1T � a�1B1 (3.107)

g
�
d��

ds
; d�

�

ds

�
= 2a2h ise

f
0
=
p
2a2�h (3.108)

olur. (3.107) dan

T � =
m�1p
2�h

[hT +B1] (3.109)

bulunur. g(T �; T �) = 2h
2�h
= � = ��1 = �1

(3.109) in türevi al¬n¬rsa

dT �

ds�
=

m�1

f 0
p
2�h

[(h+ �2)N + �3B2] (3.110)

N� =
m�1

f 0
p
2�h

[(h+ �2)N + �3B2] (3.111)

E¼ger biz �3 ve �4 ü şu şekilde al¬rsak;

�3 =
m�1 (h+ �2)

f 0
p
2�h

ve �4 =
m�1�3

f 0
p
2�h

(3.112)

buluruz. O zaman N� ¬şu şekilde yazabiliriz.

N� = �3N + �4B2 (3.113)

(3.113) nin türevi al¬n¬rsa;

f
0 dN�

ds�
= (��1�2�3 � �2�4�3)T + �

0

3N � �1�3B1 + �
0

4B2 (3.114)

bulunur. (3.114) denklemi N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa �
0

3 = 0 ve �
0

4 = 0

olur.

f
0 dN�

ds�
= (��1�2�3 � �2�4�3)T � �1�3B1 (3.115)

dN�

ds�
=
m(�23 � h�2 � �22)

(f 0)2
p
2�h

T � m (h+ �2)
(f 0)2

p
2�h

B1 (3.116)

g(
dN�

ds�
;
dN�

ds�
) = �2 (�

2
3 � h�2 � �22) (h+ �2)
(f 0)4(

p
2�h)2

(3.117)
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olur.





dN�

ds�





 =
p
2q(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)

(f 0)2
p
2�h

> 0 (3.118)

bulunur.

B�1 =
m(�23 � h�2 � �22)p

2q(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)
T � m (h+ �2)p

2q(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)
(3.119)

g(B�1 ; B
�
1) = �q = ��2:

B�2 ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

B�2 =
f
0p
2�h

2m�1

�
�1

h+ �2
N +

�2
�3
B2

�
(3.120)

g(B�2 ; B
�
2) = 0; g(N

�; B�2) = 1:

��1 = g(T
�0 ; B�2) = 1: (3.121)

��2 = �2g(N
�0 ; B�1) = �

�2q
p
2q(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)

(f 0)2
p
2�h

(3.122)

��3 = g(B
�0
1 ; B

�
2) =

p
2�h(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)

2�1 (h+ �2)
p
2q(�23 � h�2 � �22) (h+ �2)

(3.123)

Sonuç 3.1 � : I � R ! E42 de Cartan null e¼gri ile �1 = 1, �2 6= 0; �3

6= 0:E¼ger �,(1; 3)-Bertrand Cartan null eşlenik e¼grisi ise öyle ki �2; �3 sabitleri

için j�2j 6= j�3j :

Örnek 3.1 E42 de Cartan null e¼gri düşünelim.Denklemi;

�(s) =

�
sinh(As)p

2A
;
cosh(Bs)p

2B
;
cosh(As)p

2A
;
sinh(Bs)p

2B

�
� n¬n Frenet çat¬s¬;

T (s) =
�
cosh(As)p

2
; sinh(Bs)p

2
; sinh(As)p

2
; cosh(Bs)p

2

�
;

N(s) =
�
Ap
2
sinh(As); Bp

2
cosh(Bs); Ap

2
cosh(As); Bp

2
sinh(Bs)

�
;

B1(s) =
�
� cosh(As)p

2
; sinh(Bs)p

2
;� sinh(As)p

2
; cosh(Bs)p

2

�
;

B2(s) =
�
Bp
2
sinh(As); Ap

2
cosh(Bs); Bp

2
cosh(As); Ap

2
sinh(Bs)

�
:
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A =
p
1 +

p
2 ve B =

p
�1 +

p
2: � n¬n e¼grilikleri

�1(s) = 1; �2(s) = �
p
2; �3 = 1:

E¼ger a = �
p
2; b = 1; 
 = 4

p
2 ve � = �

p
2. Teorem 3.2 nin (i) ş¬kk¬ndan,

�� =

0B@ � 1p
1+
p
2
sinh(As); 1p

�1+
p
2
cosh(Bs);� 1p

1+
p
2
cosh(As);

1p
�1+

p
2
sinh(Bs)

1CA :
E¼ger a =

p
2; b = �2; h = �

p
2=2 ve � = �3

p
2=2; Teorem 3.2 nin (ii)

ş¬kk¬ndan,

�� =

0B@ 1+
p
2p

2+2
p
2
sinh(As); 1�

p
2p

�2+2
p
2
cosh(Bs); 1+

p
2p

2+2
p
2
cosh(As);

1�
p
2p

�2+2
p
2
sinh(Bs)

1CA
E¼ger a = �1; b = 2

p
2 ve h = 1 +

p
2 Teorem 3.2 nin (iii) şart¬ndan

�� =

0B@ 3p
1+
p
2
sinh(As); 2+

p
2p

�2+2
p
2
cosh(Bs); 1p

1+
p
2
cosh(As);

2+
p
2p

�2+2
p
2
sinh(Bs)

1CA
Aşa¼g¬daki teoremin ispat¬E3 uzay¬nda ifade edilen e¼grinin esas teoremine

benzer şekilde yap¬labilir.

Teorem 3.3 �2 ve �3 (s0� "; s0+ ") aral¬¼g¬nda diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. p0, E42 de bir nokta ve fT 0; N0; B01 ; B
0
2g da E42 bir pseudo-ortonormal baz¬

olsun öyle ki;

g (N0; N0) = 1; g (B02 ; B
0
2) = �1; g (T 0; T 0) = g(B01 ; B

0
1) = 0; g(T 0; B01) = 1;

g(T 0; N0) = g(T 0; B02) = g(N
0; B01) = g(N

0; B02) = g(B
0
1 ; B

0
2) = 0

eşitlikleri sa¼glan¬r. Bu durumda E42 de �(s0) = p0 pseudo yay uzunlu¼gu

parametresi s ve e¼grilikleri �1 = 1, �2; �3 olan Frenet çat¬s¬fT;N;B1; B2g

Bu durumda E42 de bir de¼gerli �(s) Cartan null e¼grisi vard¬r. �(s0) = p0,

pseudo yay uzunlu¼gu parametresi s ve e¼grilikleri ve Frenet çat¬s¬

�1 = 1; �2; �3 T (s0) = T
0; N(s0) = N

0; B1(s0) = B
0
1 ; B2(s0) = B

0
2 :

şart¬n¬sa¼glayan bir tek �(s) Cartan null e¼grisi vard¬r.
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Örnek 3.2 �3, sabit olmayan herhangi bir fonksiyon olsun.

�2 = �3 + 1; � = �1 = 1; h = �2 = �1; a = b = 1
2
:

olarak al¬n¬rsa teorem 3.2 nin (ii) ş¬kk¬ sa¼glan¬r. Teorem 3 den E42 de

sabit olmayan �2; �3 e¼grilikle (1; 3)-Cartan null Bertrand e¼grisinin var oldu¼gu

bulunabilir. Benzer şekilde

�2 = �3 + 1; �1 = 1; h = �2 = �1; a = b = 1
2
:

Bu durumda Teorem 3.2 nin (iii) şart¬sa¼glan¬r. Teorem 3 kullan¬l¬rsa, E42
de sabit olmayan �2; �3 e¼grilik fonksiyonlar¬na sahip (1; 3)-Cartan null Bertrand

e¼grisinin var oldu¼gu gösterilebilir.
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4. 4-BOYUTLU 2-·INDEKSL·I YARI-ÖKL·IDYEN UZAYDA (1; 3) -

PSEUDO NULL BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde R42 uzay¬nda bir pseudo null e¼grinin genelleştirilmi̧s Bertrand

eşleni¼gi araşt¬r¬lacakt¬r. ·Ilk olarak pseudo null e¼grinin genelleştirilmi̧s Bertrand

eşleni¼gi tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 4.1 � : I ! R42 e¼grilikleri �1 = 1; �2 6= 0; �3 olan bir pseudo null e¼gri

ve �� : I� ! R42 e¼gri olsun. E¼ger � ve �� e¼grilerinin kaŗs¬l¬kl¬s 2 I ve s� 2 I�

noktalar¬nda asli normal vektörleri eşit ise � bir Bertrand e¼grisidir. Bu durumda

�� e¼grisi � e¼grisinin Bertrand eşleni¼gidir. Burada � n¬n her bir �(s) noktas¬n¬��

e¼grisinin ��(s�) = ��(f(s)) noktas¬na eşleyen f : I ! I� regüler C1 dönüşümü

vard¬r.

Teorem 4.1 � : I � R! E42 pseudo null e¼gri olsun. E¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1;

�2 6= 0; �3 6= 0 olmak üzere � pseudo null e¼grisinin Bertrand eşlenik e¼grisi sadece

kendisidir.

·Ispat 4.1� : I � R ! E42 pseudo null e¼gri ve �� : I� � R ! E42 pseudo null

Bertrand eşleni¼gi olsun. � ve ��¬n asli normalleri kaŗs¬l¬kl¬noktalarda

s ve s� = f(s) f : I ! I� normal C1 haritas¬ öyle ki her bir nokta

kaŗs¬l¬kl¬�(s) ve ��(s�) = ��(f(s)); �� her s 2 I için. Biz bunu yazabiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + �(s)N(s): (4.1)

Her s 2 I , �(s) ise C1 fonksiyon olmak üzere (4.1) in s ye göre türevi

al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0T � = T + �0N + ��2B1 (4.2)

elde edilir. (4.2) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f
00
T � + (f 0)

2
N� =

�
1 + �

00
+ ��2�3

�
N +

�
�0�2 + (��2)

0
�
B1 � �2��22B2 (4.3)

bulunur. (4.3) N ile iç çarp¬l¬rsa

��22 = 0 (4.4)
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(4.4) den � = 0 oldu¼gu görülür. � = �� d¬r. Bu bize ��n¬n pseudo null Bertrand

eşlenik e¼grsinin sadece kendisi oldu¼gunu gösterir.

4.1. E42 de (1; 3) - PSEUDO NULL BERTRAND E¼GR·ILER·I

Bu bölümde E42 de (1,3)-pseudo null Bertrand e¼grileri göz önüne al¬nacakt¬r.

Ayr¬ca bir pseudo null e¼grinin (1,3)-Bertrand e¼grisi olmas¬ için gerek ve yeter

şartlar elde edilecektir.

Tan¬m 4.2 � : I � R! E42 bir C1 özel Frenet e¼grisi olsun. Asli normal vektörü

N(s); ikinci binormal vektörü B2(s) taraf¬ndan gerilen düzlem, s 2 I noktas¬nda

� e¼grisinin (1; 3)-normal düzlemidir.

Tan¬m 4.3 � : I � R ! E42 ve �
� : I� ! E42 C1 Frenet e¼grisi olsun. E¼ger

� e¼grisinin Frenet (1; 3)�Frenet normal düzlemine kaŗs¬l¬k gelen noktalar¬�� ¬n

(1; 3)�normal düzlemini içerirse, � bir (1; 3)�Bertrand e¼grisi ve ��, � e¼grisinin

(1; 3)�Bertrand eşlenik e¼grisi olarak adland¬r¬l¬r.

� : I � R ! E42 Frenet çat¬s¬ fT;N;B1; B2g ve e¼grilikleri �1; �2; �3
olan bir (1; 3)�pseudo null Bertrand e¼grisi ve �� : I� � R ! E42, Frenet çat¬s¬

fT �; N�; B�1 ; B
�
2g ve e¼grilikleri ��1; ��2; ��3 olan � n¬n (1; 3)�Bertrand eşlenik e¼gri-

sidir.

Teorem 4.2 � : I � R ! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 6= 0 ve �3 6= 0

olan bir pseudo null e¼gri olsun. Bu durumda �, Bertrand eşleni¼gi �� olan bir

(1; 3)-Bertrand e¼grisi olmas¬için gerek ve yeter şart aşa¼g¬daki şartlardan birinin

sa¼glanmas¬d¬r

(i)

a�2 + �2b�3 6= 0; �1b� �3(a�2 � �2b�3) = 1; �2 6= 0; �3 = �1 (4.5)

olacak şekilde �� eşlenik e¼grisi E42 de bir pseudo null e¼gridir.

(ii)

a�2 � �2b�3 6= 0, �1b+ h(a�2 � �2b�3) = 1 (4.6)

� �2��2 = h+ �3; 1 + h
2 + 2h�3 6= 0 (4.7)

olacak şekilde a; b; h 6= �1; � 6= 0 reel say¬lar¬vard¬r. Bu durumda �� eşlenik

e¼grisi E42 de bir spacelike veya timelike e¼gridir.
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(iii)

a�2 + �2b�3 6= 0; �1b+ h (a�2 � �2b�3) = 1 (4.8)

olacak şekilde a; b; h 6= �1 reel say¬lar¬vard¬r. Bu durumda �� eşlenik e¼grisi E42
de bir Cartan null e¼gridir.

·Ispat 4.2 (i) �� Pseudo null e¼gri olsun. ��¬ şu şekilde yazabiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (4.9)

Her s 2 I , a(s) ve b(s) C1 fonksiyon olmak üzere (4.9) ün s ye göre türevi

al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� �1b)T + a
0
N + (a�2 � �2b�3)B1 + b0B2 (4.10)

olur. (4.10) ayr¬ayr¬N ve B2 ile iç çarp¬l¬rsa;

a
0
= 0 ve b0 = 0 (4.11)

elde edilir. (4.11) , (4.10) da yerine yaz¬l¬rsa;

T �f 0 = (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.12)

bulunur. (4.12) eşitli¼gi kendisiyle iç çarp¬l¬rsa

��1(f
0)2 = �1 (1� �1b)2 + �2 (a�2 � �2b�3)2 6= 0 (4.13)

elde edilir. E¼ger � ve 
 y¬şu şekilde al¬rsak;

� =
1� �1b
f 0

ve 
 =
a�2 � �2b�3

f 0
(4.14)

bulunur. O zaman T � ¬şu şekilde yazabiliriz.

T � = �T + 
B1 (4.15)

sonra (4.15) in s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

f 0N
�
= �0T + (� + 
�3)N + 


0
B1 � �2�2
B2 (4.16)

elde edilir. (4.16) ayr¬ayr¬T ve B1 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa

�0 = 0 ve 

0
= 0 (4.17)
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Varsayal¬m ki 
 = 0 olsun. Buna göre (4.15) den N ve N
�
lineer ba¼g¬ml¬olurlar.

Bu ise önceki teoremle çeli̧sir. Bu nedenle 
 6= 0

(4.14) den

a�2 � �2b�3 6= 0 (4.18)

ve

1 = �1b+ h (a�2 � �2b�3) (4.19)

olarak bulunur. (4.17) yi (4.16) da yerine yazarsak

f 0N
�
= (� + 
�3)N +��2�2
B2 (4.20)

(4.20) yi kendisiyle iç çarparsak

0 = 2�2�2
 + (� + 
�3) (4.21)

elde edilir. (4.21) den

h = ��3 (4.22)

olur. (4.22) y¬(4.19) da yerine yazarsak

1 = �1b� �3 (a�2 � �2b�3) (4.23)

bulunur. (4.23) ve (4.13) den

(f 0)2 = �
�

1 (a�2 � �2b�3)
2 ��1�23 + �2� (4.24)

olarak elde edilir. (4.24) den �3 6= �1 (4.22) y¬(4.20) de yerine yazarsak

N
�
= ��2�2


f 0
B2 (4.25)

sonra (4.25) in türevini al¬rsak

�
�

2B
�

1f
0 =

�
��2�2


f 0

�0

B2 �
�2


f 0
T +

�2
�3
f 0

B1 (4.26)

elde edilir. (4.26) y¬N ile çarparsak

0 =

�
��2�2


f 0

�0

B2

bulunur. Türevi 0 oldu¼guna göre kendisi sabittir.

�2
f 0
= sabit (4.27)
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(4.25) de �2
f 0 = sabit ve �2; �3 ü sabit alarak türev alal¬m. Kabul edelim ki �,

s yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrize edilmi̧s bir pseudo null e¼gri olsun.

�1 = 1 ve �2 = �3 6= 0:

(4.5) den a ve b sabit reel say¬olmak üzere, � y¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.28)

olarak bulunur. (4.28) in s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) frenet denklemleri kul-

lan¬l¬rsa
d��

ds
= (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.29)

olur. (4.29) dan

f 0 =
ds�

ds
=





d��ds




 = m1(a�2 � �2b�3)

q
j�23 � 1j (4.30)

(4.30) u (4.29) da yerine yazarsak

d��

ds
=

m1p
j�23 � 1j

(��3T +B1) (4.31)

elde edilir. (4.31) in s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d2��

ds�2
=

�m1�2�2

f 0
p
j�23 � 1j

B2 (4.32)

T � =
m1p
j�23 � 1j

(��3T +B1) (4.33)

N
�
=

�m1�2�2

f 0
p
j�23 � 1j

B2 (4.34)

olarak bulunur. g (T �; T �) =
�1 (�

2
3 � 1)

j�23 � 1j
= ��1 = �1 ve g

�
N

�
; N

��
= 0 d¬r.

(4.32) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d3��

ds�3
= � m1�2

(f 0)2
p
j�23 � 1j

(T � �3B1) (4.35)

Buradan kolayca görebiliriz ki,

g

�
d3��

ds�3
;
d��

ds�

�
= 0 ve g

�
d3��

ds�3
;
d2��

ds�2

�
= 0
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olur. (4.35) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

g

�
d3��

ds�3
;
d3��

ds�3

�
=

�22
(f 0)4

6= 0

olarak bulunur. Sonra biz B�1 ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

B�1 =
�m1m2p
j�23 � 1j

(T � �3B1)

m2 =
�2
j�2j

. Buradan g (B�1 ; B
�
1) = �2

(�23 � 1)
j�23 � 1j

= ��2

B�2 =
f 0
p
j�23 � 1j

�m1�2�2
N

Buradan g
�
B�2 ; N

��
= 1.

Şunlar¬kolayca hesaplayabiliriz.

��1 = g

�
dT �

ds�
; B�2

�
= 1;

��2 = �
�

2g

�
dN

�

ds�
; B�1

�
=
m2�2
f 0

;

��3 = g

�
dB�1
ds�

; B�2

�
= m2�3:

E¼ger �, (1; 3)-Bertrand e¼grisi ise (1; 3)-Bertrand eşlenik e¼grisi pseudo null

e¼gridir.

(ii) ��, E42 de timelike veya spacelike bir e¼gri olsun.

�� e¼grisini şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.36)

Her s 2 I , a(s) ve b(s) C1 fonksiyon olmak üzere (4.36) nin s ye göre

türevi al¬n¬p (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

T �f 0 = (1� �1b)T + a0N + (a�2 � �2b�3)B1 + b0B2 (4.37)

olarak bulunur. (4.37) N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa;

a0 = 0 ve b0 = 0 (4.38)
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olur. (4.38) , (4.37) de yerine yaz¬l¬rsa;

T �f 0 = (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.39)

elde edilir. (4.39) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa

�
�

1 (f
0)
2
= �1 (1� �1b)2 + �2 (a�2 � �2b�3)2 6= 0 (4.40)

� =
1� �1b
f 0

ve 
 =
a�2 � �2b�3

f 0
(4.41)

T � = �T + 
B1 (4.42)

(4.42) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

�
�

2f
0�

�

1N
�
= �

0
T + (� + 
�3)N + 


0
B1 � �2�2
B2 (4.43)

olarak bulunur. (4.43) T ve B1 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa;

�
0
= 0 ve 


0
= 0 (4.44)


 6= 0 olmal¬. Çünkü 
 = 0 olursa T ve T � lineer ba¼g¬ml¬olur.


 6= 0 ise (4.41) den

a�2 � �2b�3 6= 0 (4.45)

ve

1 = �1b+ h (a�2 � �2b�3) (4.46)

h =
1� �1b

a�2 � �2b�3
elde edilir. (4.44) ü (4.43) de yerine yazarsak;

�
�

2f
0�

�

1N
�
= (� + 
�3)N � �2�2
B2 (4.47)

bulunur. (4.47) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa

�
�

2(f
0)2
�
�
�

1

�2
= �2�2�2
 (� + 
�3) (4.48)

sonra (4.41) i (4.48) de yerine yazarsak

�
�

2(f
0)2
�
�
�

1

�2
=
�2�2�2 (a�2 � �2b�3)2

(f 0)2
[h+ �3] (4.49)
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buluruz. (4.46) y¬(4.40) da yerine yaz¬l¬rsa;

�
�

1(f
0)2 = (a�2 � �2b�3)2

�
�1h

2 + �2
�

(4.50)

(4.46) da h 6= �1

(4.50) , (4.49) da yerine yaz¬l¬rsa;

�
�

2(f
0)2
�
�
�

1

�2
=
�2��1�2�2 (h+ �3)

�1h2 + �2
(4.51)

bulunur. (4.51) da h+ �3 6= 0

�1 =
� + 
�3
�
�
2f
0�

�
1

ve �2 =
��2�2

�
�
2f
0�

�
1

(4.52)

N
�
= �1N + �2B2 (4.53)

(4.53) ün s ye göre türevi al¬n¬p (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

���1f 0�
�

1T
� + �

�

3f
0�

�

2B
�

1 = ��1�2T + �
0

1N + (�1�2 � �2�2�3)B1 + �02B2 (4.54)

eşitli¼gi elde edilir. (4.54) N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa;

�
0

1 = 0 ve �
0
2 = 0 (4.55)

E¼ger (4.41) , (4.52) de yerine yaz¬l¬rsa;

�1 =
(h+ �3) (a�2 � �2b�3)

�
�
2(f

0)2�
�
1

(4.56)

�2 =
��2�2 (a�2 � �2b�3)

�
�
2(f

0)2�
�
1

(4.57)

olarak bulunur.

� =
�1
�2
=
h+ �3
��2�2

ise

��2��2 = h+ �3 (4.58)

Biz (4.55) i (4.54) de yerine yazarsak

���1f 0�
�

1T
� + �

�

3f
0�

�

2B
�

1 = ��1�2T + (�1�2 � �2�2�3)B1 (4.59)
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(4.39) ve (4.59) dan

�
�

3f
0�

�

2B
�

1 = A(s)T +B(s)B1 (4.60)

A(s) =
��2 (a�2 � �2b�3)�2
�
�
2(f

0)2�
�
1 (�1h

2 + �2)

�
1 + h2 + 2h�3

�
(4.61)

B(s) =
��2 (a�2 � b�3)�2h
�
�
2(f

0)2�
�
1 (�1h

2 + �2)

�
1 + h2 + 2h�3

�
(4.62)

olarak bulunur. �
�
3f
0�

�
2B

�
1 6= 0 d¬r. teoremin şart¬ndan dolay¬

1 + h2 + 2h�3 6= 0 (4.63)

Tersine � pseudo null e¼gri s yay uzunlu¼gu parametresi ile parametrize

edilmi̧s olsun. �1 = 1; �2;�3 6= 0 (4.6) şart¬ndan a; b; h 6= �1; � 6= 0 sabit reel

say¬lar¬vard¬r. Biz �� ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = �(s) + aN(s) + bB2(s) (4.64)

(4.64) ün s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

d��

ds
= (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.65)

olur. (4.65) den
d��

ds
= (a�2 � �2b�3) [hT +B1] (4.66)

bulunur. (4.66) dan biz

f 0 =
ds�

ds
=





d��ds




 = m1(a�2 � �2b�3)

p
m2 (h2 � 1) > 0 (4.67)

m1 6= �1 öyle ki m1(a�2 � �2b�3) > 0 ve m2 = �1 öyle ki m (h2 � 1) > 0.

Şimdi (4.66) y¬yeniden yazal¬m.

T � =
m1p

m2 (h2 � 1)
[hT +B1] : (4.68)

g(T �; T �) = �1m2 = �
�
1 (4.68) un s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet den-

klemleri kullan¬l¬rsa

dT �

ds�
=

m1

f 0
p
m2 (h2 � 1)

[(h+ �3)N � �2�2B2] : (4.69)
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olarak elde edilir. (4.69) u kullanarak

�
�

1 =





dT �ds�





 =
p
2m3�2 (h+ �3)

f 0
p
m2 (h2 � 1)

(4.70)

m3 6= �1 öyle ki

2m3�2 (h+ �3) > 0

sa¼glan¬r. (4.69) ve (4.70) den

N
�
=
�
�
2

�
�
1

dT
�

ds�
=

m1�
�
2p

2m3�2 (h+ �3)
[(h+ �3)N � �2�2B2] : (4.71)

olarak bulunur. (4.69) u kullanarak g(N�; N�) = ��2m3 = �
�
2:

E¼ger biz �1 ve 
1 şöyle al¬rsak;

�1 =
m1�

�
2 (h+ �3)p

2m3�2 (h+ �3)
ve 
1 =

�m1�
�
2�2�2p

2m3�2 (h+ �3)
(4.72)

O zaman N� ¬şu şekilde yazabiliriz.

N� = �1N + 
1B2: (4.73)

(4.73) ün s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f 0
dN�

ds�
= ��1
1T + �

0

1N + (�1�2 � �2
1�3)B1 + 

0

1B2 (4.74)

eşitli¼gi elde edilir. (4.6) n¬n s ye türevini al¬rsak;

�03�2 � �02 (h+ �3) = 0 (4.75)

bulunur. (4.72) nin s ye türevi al¬n¬p (4.75) kullan¬l¬rsa;

�
0

1 = 0 ve 

0

1 = 0 (4.76)

(4.72) ve (4.76) , (4.74) de yerine yaz¬l¬rsa

dN
�

ds�
=

�m1�
�
2�2

f 0
p
2m3�2 (h+ �3)

T +
�m1�

�
2�2 (h+ 2�3)

f 0
p
2m3�2 (h+ �3)

B1: (4.77)

(4.68) ve (4.70) den

��1�
�
1T

�
=
�1m1

p
2m3�2 (h+ �3)

f 0m2 (h2 � 1)
[hT +B1] : (4.78)
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olur. (4.77) ve (4.78)

dN�

ds�
+ ��1�

�
1T

� =
P (s)

R(s)
T +

Q(s)

R(s)
B1 (4.79)

P (s) = m1m3�1�2
�
1 + h2 + 2h�3

�
6= 0 (4.80)

Q(s) = m1m3�1�2h
�
1 + h2 + 2h�3

�
6= 0 (4.81)

R(s) = f 0
�
h2 � 1

�p
2m3�3 (h+ �3) 6= 0 (4.82)

��2 ¬şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��2 =
j�2 + �2h2 + 2h�2�3j

f 0
p
2m3�2 (h+ �3)

p
m2 (h2 � 1)

(4.83)

Sonra B�1 birim vektörü şöyle tan¬mlayal¬m.

B�1 =
��3
��2

�
dN�

ds�
+ ��1�

�
1T

�
�
=
m1m2m3m4�1�

�
3p

m2 (h2 � 1)
[T + hB1] : (4.84)

m4 =
j�2 + �2h2 + 2h�2�3j
(�2 + �2h2 + 2h�2�3)

= �1 (4.85)

olur. (4.84) den g(B�1 ; B
�
1) = �2m2 = �

�
3:

Sonra, B�2 = �1N � 
1B2:

B�2 =
m1�

�
2p

2m3�2 (h+ �3)
[(h+ �3)N + �2�2B2] : (4.86)

(4.86) den g(B�2 ; B
�
2) = �2m3 = �

�
4:

��3 = g(
dB�1
ds�

; B�2) =
m4�2 (1� h2)

f 0
p
m2 (h2 � 1)

p
2m3�2 (h+ �3)

6= 0: (4.87)

Sonra �; (1; 3)-Bertrand e¼grisi ise (1; 3)-Bertrand eşleni¼gi spacelike veya

timelike e¼gridir.

(iii) � : I � R ! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 ve �3 6= 0 olan bir

Pseudo null e¼gri olsun. Kabul edelim ki �� Cartan null e¼gri olsun. Bu durumda,

her s� 2 I� ve her s 2 I için �� aşa¼g¬daki formda yaz¬labilir.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (4.88)
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(4.88) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.2) Frenet denklemi kullan¬l¬rsa,

T �f 0 = (1� �1b)T + a0N + (a�2 � �2b�3)B1 + b
0
B2 (4.89)

elde edilir. (4.89) denklemi N ve B2 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa a
0
= 0 ve b

0
= 0

olur.

T �f 0 = (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.90)

(4.90) dan

(1� �1b)2 = (a�2 � �2b�3)2 (4.91)

� =
1� �1b
f 0

ve 
 =
a�2 � �2b�3

f 0
(4.92)

T � ¬şu şekilde yaz¬p

T � = �T + 
B1: (4.93)

(4.93) nin s ye göre türevi al¬n¬p (2.2) ve (2.3) Frenet denklemi kullan¬l¬rsa,

f
0�N� = �

0
T + (� + 
�3)N + 


0
B1 � 
�2�2B2: (4.94)

(4.94) T ve B1 ile ayr¬ayr¬iç çarp¬l¬rsa �
0
= 


0
= 0 bulunur.

f
0
N� = (� + 
�3)N � 
�2�2B2: (4.95)

Kabul edelim ki 
 = 0 olsun. (4.95) den f
0
N� = �N elde edilir. Bu ise N

ve N�¬n lineer ba¼g¬ml¬olmas¬anlam¬na gelir. N spacelike veya timelike, N�null

vektörler oldu¼gundan bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla 
 6= 0 d¬r.
 6= 0 oldu¼gundan

(4.92) den a 6= 0 ve h = �=


a�2 � �2b�3 6= 0 (4.96)

1� �1b = h (a�2 � �2b�3) : (4.97)

(4.91) dan h = �1; b 6= �1

(4.95) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

��1(f
0
)2 = �2�2�2 (a�2 � �2b�3)

2

(f 0)2
[h+ �3] (4.98)
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olarak bulunur.

�1 =
� + 
�3

f
0 =

(a�2 � �2b�3) (h+ �3)
(f 0)2

(4.99)

�2 = �
�2�2


f 0
= ��2�2 (a�2 � �2b�3)

(f 0)2
(4.100)

N� ¬şu sekilde tan¬mlay¬p

N� = �1N + �2B2 (4.101)

(4.99) ve (4.100) da �2 6= 0 olmak üzere � =
�1
�2
=
h+ �3
��2�2

��2�2� = h+ �3 (4.102)

(4.101) ün türevi al¬n¬p (2.2) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa

�f 0��1��2T � � f
0
��1B

�
1 = ��1�2T + �

0

1N + (�1�2 � �2�2�3)B1 + �
0

2B2 (4.103)

�
0

1 = 0 ve �
0

2 = 0 (4.104)

olur. (4.104) ü (4.103) de yerine yazarsak

�f 0��1��2T � � f
0
��1B

�
1 = ��1�2T + (�1�2 � �2�2�3)B1 (4.105)

bulunur. (4.105) ü kendisiyle iç çarparsak

2��2(f
0
)2 = �4�1 (a�2 � �2b�3)

2 �22�3 (h+ �3)

(f 0)4
(4.106)

(4.98) ve (4.106) den

��2(f
0
)2 = ���1�2�3 (4.107)

��1�
�
2f

0
T � = ��1�

�
2 (a�2 � �2b�3) [hT +B1] (4.108)

(4.105) ve (4.108) den

A(s) = ��2 (a�2 � �2b�3)
(f 0)2

(h+ �3) (4.109)
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B(s) =
�2 (a�2 � �2b�3)h

(f 0)2
(h+ �3) (4.110)

B�1 = �
��1 (a�2 � �2b�3)�2 (h+ �3)

(f 0)3
[�hT +B1] (4.111)

bulunur.

Tersine �2 ve �3 ü sabit kabul edelim.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s) (4.112)

(4.112) in türevi al¬n¬rsa

d��

ds
= (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.113)

d��

ds
= (a�2 � �2b�3) [hT +B1] (4.114)

(4.114) den biz şuna sahibiz.

d2��

ds2
= (a�2 � �2b�3) [(h+ �3)N � �2�2B2] (4.115)

g(
d��

ds
;
d��

ds
) = 0; g(

d2��

ds2
;
d��

ds2
) = (a�2 � �2b�3)2 (�2�2�2 (h+ �3))

f
0
= 2
p
m1 (a�2 � �2b�3) 4

p
2m2�2�2 (h+ �3) (4.116)

T � =
m1

p
m1 (a�2 � �2b�3)

4
p
2m2�2�2 (h+ �3)

[hT +B1] (4.117)

N� =
m1p

2m2�2�2 (h+ �3)
[(h+ �3)N � �2�2B2] (4.118)

g(N�; N�) = �m2 = �
�
1:(4.118) nin türevi al¬n¬rsa

dN�

ds�
=

m1

f 0
p
2m2�2�2 (h+ �3)

[��2T + ((h+ �3)�2 + �2�3)B1] (4.119)

��2 =
m2�2�3
(f 0)2

(4.120)

��1�
�
2T

� = �m1

p
m1 (a�2 � �2b�3)�2�3

4
p
2m2�2�2 (h+ �3)(f

0)2
[hT +B1] (4.121)
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dN�

ds�
+ ��1�

�
2T

� =
m1�2 (h+ �3)

f 0
p
2m2�2�2 (h+ �3)

[�hT +B1] (4.122)

B�1 = ���1
�
dN�

ds�
+ ��1�

�
2T

�
�
=

m1m2�2 (h+ �3)

f 0
p
2m2�2�2 (h+ �3)

[�hT +B1] (4.123)

g(T �; B�1) = 1

B�2 =
m1p

2m2�2�2 (h+ �3)
[(h+ �3)N + �2�2B2] (4.124)

g(B�2 ; B
�
2) = m2 = �

�
2

��3 = �
m2h�2
(f 0)2

(4.125)

Sonra �; (1; 3)-Bertrand e¼grisi ise (1; 3)-Bertrand eşleni¼gi cartan null e¼gridir.

Teorem 4.3 � : I � R! E42 e¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 6= 0 ve �3 6= 0 olan

bir pseudo null e¼gri olsun. Bu durumda �, Bertrand eşleni¼gi �� olan bir (1; 3)-

Partially null Bertrand eşlenik e¼grisine sahip de¼gildir. Birinci ve ikinci e¼grilikleri

s¬f¬rdan farkl¬d¬r.

Kabul edelim ki �, s yay uzunlu¼gu parametresi olmak üzere (1; 3)-Pseudo

null e¼gri olsun. E¼grilik fonksiyonlar¬�1 = 1; �2 6= 0 ve �3 6= 0 .�� ise s
�
yay

uzunlu¼gu parametresi ile bir (1; 3)-Partially null Bertrand eşleni¼gi olsun. Biz ��¬

şu şekilde tan¬mlayabiliriz.

��(s�) = ��(f(s)) = �(s) + a(s)N(s) + b(s)B2(s): (4.126)

Her s 2 I , a(s) ve b(s) C1 fonksiyon olmak üzere (4.126) in s ye göre

türevi al¬n¬p (2.3) ve (2.4) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

T �f 0 = (1� �1b)T + a
0
N + (a�2 � �2b�3)B1 + b0B2 (4.127)

(4.127) s¬ras¬yla N ve B2 ile iç çarp¬l¬rsa

a
0
= 0 ve b0 = 0 (4.128)

E¼ger (4.128) yi (4.127) da yerine yazarsak;

T �f 0 = (1� �1b)T + (a�2 � �2b�3)B1 (4.129)
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elde edilir. (4.129) kendisiyle iç çarp¬l¬rsa;

(f 0)
2
= �1 (1� �1b)2 + �2 (a�2 � �2b�3)2 6= 0 (4.130)

E¼ger biz � ve 
 y¬şu şekilde al¬rsak

� =
1� �1b
f 0

ve 
 =
a�2 � �2b�3

f 0
(4.131)

O zaman T � ¬şu şekilde yazabiliriz.

T � = �T + 
B1 (4.132)

(4.132) in s ye göre türevi al¬n¬p (2.3) ve (2.4) Frenet denklemleri kullan¬l¬rsa;

f 0��1N
� = �0T + (� + 
�3)N + 


0
B1 � �2�2
B2 (4.133)

olarak bulunur. (4.133) s¬ras¬yla T ve B1 ile iç çarp¬l¬rsa;

�0 = 0 ve 

0
= 0 (4.134)


 6= 0 ise (4.131) dan

a�2 � �2b�3 6= 0 (4.135)

ve

1 = �1b+ h (a�2 � �2b�3) (4.136)

h =
�



: (4.136) i (4.130) da yerine yazarsak;

(f 0)
2
= �1 (a�2 � �2b�3)2

�
h2 � 1

�
(4.137)

elde edilir. (4.137) dan h 6= �1 buluruz.

f 0��2B
�
1 = A(s)T +B(s)B1

A(s) =
(a�2 � �2b�3)�2
(f 0)2 ��1 (h

2 � 1)
�
1 + h2 + 2h�3

�
ve

B(s) =
(a�2 � �2b�3)h�2
(f 0)2 ��1 (h

2 � 1)
�
1 + h2 + 2h�3

�
f 0��2B

�
1 6= 0 ve g(B�1 ; B�1) = 0. 1+h2+2h�3 6= 0 ve h2 = 1 bu bir çeli̧skidir.
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Örnek 4.1 E42 de bir pseudo null e¼gri, A =
p
1 +

p
2, B =

p
�1 +

p
2 olmak

üzere

�(s) =

 p
2� 1p
2

sinh(As);
1 +

p
2p

2
cosh(Bs);

p
2� 1p
2

cosh(As);�1 +
p
2p

2
sinh(Bs)

!
:

denklemi ile verilsin. � e¼grisinin e¼grilikleri �1 = 1; �2 = 1; �3 =
p
2 dir.

E¼ger Teorem 2 nin (i) ş¬kk¬nda a = �
�
1 +

p
2
�
ve b =

�
1 +

p
2
�
al¬rsak, ��

pseudo null e¼grisini

�� =

 p
2� 1p
2

sinh(As);�1 +
p
2p

2
cosh(Bs);

p
2� 1p
2

cosh(As);�1 +
p
2p

2
sinh(Bs)

!
:

olarak elde edebiliriz. Basit hesaplamalar ile

N�(s) = B2(s) ve B�2(s) = N(s):

bulunur. Bu durumda ��, � e¼grisinin (1; 3)- Bertrand eşlenik e¼grisidir.

Örnek 4.2 1.örnekteki pseudo null � e¼grisi için Teorem 2 nin (ii) ş¬kk¬nda a =

0; b = 1; h = 0 ve � =
p
2 al¬rsak �� timelike e¼grisini

��(s) = (sinh(As); cosh(Bs); cosh(As); sinh(Bs)) :

olarak elde ederiz. Basit hesaplamalarla

N�(s) =
1
4
p
2
N(s) +

1
4
p
8
B2(s);

B�2(s) =
1
4
p
2
N(s)� 1

4
p
8
B2(s):

bulunur. Bu durumda ��e¼grisi; � e¼grisinin (1; 3)�Bertrand eşlenik e¼gri-

sidir.

Örnek 4.3 1.örnekteki � pseudo null e¼grisi için Teorem 4.2 nin (iii) ş¬kk¬nda

a =
p
2 + 2 ve b = �1 al¬rsak �� Cartan null e¼grisini

��(s) =
�
2 sinh(As);

�
2 + 2

p
2
�
cosh(Bs); 2 cosh(As);

�
2 + 2

p
2
�
sinh(Bs)

�
:

olarak elde ederiz. Basit hesaplamalarla

N�(s) =

s
1 +

p
2

2
N(s) +

s
�1 +

p
2

2
B2(s);

B�2(s) =

s
1 +

p
2

2
N(s)�

s
�1 +

p
2

2
B2(s):

bulunur. Bu durumda ��e¼grisi; � n¬n (1; 3)�Bertrand eşlenik e¼grisidir.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu çal¬̧smada 4-boyutlu 2-indeksli Yar¬-Öklidyen uzayda genelleştirilmi̧s

Pseudo null ve Cartan null Bertrand e¼grilerinin özellikleri incelenmi̧stir. Bunun

için referanslarda belirtilen [24] ve (Uçum,Keçilio¼glu,·Ilarslan) makaleleri detayl¬

bir şekilde incelenmi̧stir. Genelleştirilmi̧s Bertrand e¼grileri di¼ger ad¬yla (1; 3)-

Bertrand e¼grileri son y¬llarda diferansiyel geometri araşt¬rmac¬lar¬taraf¬ndan yo¼gun

bir şekilde çal¬̧s¬lan bir çeşididir. Yap¬lan bu tez çal¬̧smas¬nda kavramlar ve ispat-

lar aç¬k ve net olarak ifade edilmi̧s ve bu tip e¼griler üzerinde çal¬̧sacak araşt¬rma-

c¬lar için faydal¬bir kaynak olaca¼g¬de¼gerlendirilmektedir.

Genelleştirilmi̧s Bertrand e¼grileri Cartan çat¬l¬ve Frenet çat¬l¬olaca¼g¬gibi

Bishop çat¬l¬e¼griler içinde çal¬̧s¬labilecek uygun bir problemdir. Dolay¬s¬yla bu

tip e¼griler üzerine yeni çal¬̧smalar yap¬lmas¬beklenebilir.
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