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OZET

4-BOYUTLU YARI-OKLIDYEN UZAYDA GENELLESTIRILMIS BERTRAND
EGRILERI UZERINE

ISIK, Semih
Kirikkale Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Matematik Ana Bilim Dali, Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
Aralik 2020, 46 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Birinci boliim, giris kismma ayrilmistir. Ikinci
boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilmistir. Ugiincii boliimde, 4-boyutlu 2-
indeksli yari-6klidyen uzayda (1,3)-Cartan null egrileri verilmistir. Dordiincti boliimde, 4-
boyutlu 2-indeksli yari-6klidyen uzayda (1,3)-pseudo null egrileri incelenmistir. Bu
bélumlerde (1,3)-normal diizlemin spacelike veya timelike olma durumlarma gore elde edilen
egrilerin (1,3)-Bertrand egrileri olmalarin1 ve (1,3)-Bertrand eslenik egrilerinin casual

karakterini de ifade eden teoremler elde edilmistir. Ayrica ilgili 6rnekler verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yari-Oklid uzay, Bertrand egrileri, (1,3)-Bertrand egrileri, null egriler,

pseudo null egriler, null olmayan egriler



ABSTRACT

ON GENERALIZED BERTRAND CURVES IN 4-DIMENSIONAL SEMI-EUCLIDEAN
SPACE

ISIK, Semih
Kirikkale University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Depertment of Mathematics, Master Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Kazim ILARSLAN
December 2020, 46 pages

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction.
The second chapter contains concepts and definitions which are needed throughout the thesis.
The third chapter includes the theorems which show that there exist no Bertrand curves in
Semi-Euclidean space. The fourth chapter is given with two subsections by classifying (1,3)-
Bertrand curves according to the causal character of (1,3)-normal plane in Semi-Euclidean
space. In these subsections, by considering that (1,3)-normal plane is spacelike or timelike,
theorems are given for the obtained curves to be (1,3)-Bertrand curves. Besides the theorems
express the casual characters of the (1,3)-Bertrand mate curves. Also, the related examples are

given.

Key Words: Semi-Euclidean space, Bertrand curves, (1, 3)-Bertrand curves, null

curves, pseudo null curves, non-null curves.
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1. GIRIiS

Egriler teorisi Diferensiyel geometrinin 6énemli bir ¢aligma alani olup tar-
ihsel gelisimi Leibniz (1646-1716), Newton (1643-1727) ve Monge (1746-1818)
tarafindan diizlemsel egriler iizerine yapilan diferansiyel hesaplamalara kadar
dayanmaktadir. Bir uzay egrsinin(veya diizlemsel bir egrinin) karakterizasyonu
bu teoride yogun bir sekilde calisilan bir problemdir. Bu problemin ¢oziimiinde
egriye ait egrilik fonksiyonlari, egrinin Frenet vektorleri veya egrinin konum vek-
torii yogun bir sekilde kullamlmaktadir. Ornegin; bir uzay egrisinin r;(egrinin
birinci egriligi) ve rso(egrinin ikinci egriligi) egrilikleri sifirdan farkli sabitler ise
egrinin bir helis oldugu bilinmektedir.

Bir uzay egrisinin konum vektorii her zaman kendi rektifyen diizleminde
(T ve B tarafindan gerilen diizlem) yatiyorsa egri bir rektifyen egridir. (Chan
2003) Bu 6rnekleri gogaltmak miimkiindiir. Egrinin Frenet vektorlerinin bir bagka
egrinin Frenet vektorleriyle olan iligkilerindende énemli egri simiflar1 ortaya ¢ik-
migtir. 1845 yilinda B. de Saint Venant tarafindan ortaya konulan bir egrinin
asli normal vektor alanimin bir bagka egrinin asli normal vektor alani olup ola-
mayacagl problemi 1850 yilinda J. Bertrand tarafindan yayinlanan bir makalede
cevaplandirilmistir. Boyle bir ikinci egrinin var olmasi i¢in gerek ve yeter sartin
verilen egrinin egriliklerinin Ak + pre = 1 sartim saglamasidir. Bu tarihten
itibaren bu gart1 saglayan egriye Bertrand egrisi ve ikinci egriye de bu egrinin
Bertrand eslenik egrisi ad1 verilmistir. Bu egri ciftleri de Bertrand egri ¢iftleri
olarak adlandirllmigtir ([4,5]).

Bertrand egrileri 3-boyutlu Oklid uzayinda tarih icerisinde bircok yazar
tarafindan yogun bir gekilde caligilmigtir. 1935 yilinda, L. R. Pears, Bertrand
egrilerini n-boyutlu Oklid uzayinda calismis ve ko ya da ks egriliklerinin sifir
oldugu sonucuna ulagmigtir. Bir diger ifadeyle E" (n > 3) uzayindaki Bertrand
egrileri dejenere egrilerdir. Bu durumda, 6zel olarak tiim egrilikleri sifirdan farklh
bir egri ele aldigimizda bu egrinin Bertrand egrisi olmayacag1 asikardir. 2003
yilinda Matsuda ve Yorozu 4-boyutlu Oklid uzayinda Bertrand egrilerinin yeni bir
siifim tammlamslar ve calismislardir. Buna gore Etde tiim egrilikleri sifirdan

farkli verilen bir egrinin Frenet vektorleri T, N, By, By olmak iizere sp {N, Bs}



tarafindan gerilen diizlem (1,3)-normal diizlem olarak tanimlanmig, bir egrinin
(1,3)-normal diizlemi bagka bir egrinin (1, 3)-normal diizlemi oluyorsa bu egriye
(1,3)-Bertrand egrisi, diger egriye de bu egrinin (1, 3)-Bertrand eglenik egrisi adi
verilmistir ([8,9]).

Bunun yam sira Bertrand egrileri Minkowski 3-uzayinda ve Minkowski
uzay-zaman E} de de caligilmigtir. 2001 yilinda Ekmekei ve Ilarslan null olmayan
Bertrand egrilerini Minkowski 3-uzayinda ¢alismiglardir. Balgetir ve digerleri
2004 yilinda null Bertrand egrilerini ayn1 uzayda ¢aligmigtir. Ayrica, Minkowski
uzay-zamanda (1, 3)-Bertrand egrileri Ilarslan ve digerleri tarafindan 2014 yilinda
calisilmistir. Bu calismalarda Matsudo ve Yorozu tarafindan verilen yontem takip
edilmigtir. Bu ¢aligmalarin diginda da Bertrand egrileri ve (1, 3)-Bertrand egrileri
tizerine yapilmug ve farkh ozellikleri ortaya koyan galigmalar da vardir ([10-20]).

Yapilan bu tiim gahismalarda (1,3)-Bertrand egrisi ve eglenik egrisi ayni
casual karakterli egriler olarak ele alinmistir. Bu da farkli casual karaktere sahip
egrilerin (1, 3)-Bertrand egri ¢ifti olusturup olusturamayacag sorusunu akla ge-
tirmistir. Biz bu tez ¢alismasinda bu soruya cevap vermek adina Bertrand egri-
lerini (1, 3)-normal diizlemlerinin casual karakterine gore simiflandirarak inceledik.
(1,3)-normal diizlemini sirasiyla spacelike ve timelike diizlem olarak ele aldik.
(1,3)-normal diizlemi null bir diizlem olarak diisiiniildiigiinde bu egrinin partially
null egri oldugu ortaya ¢ikmistir ve bu egrinin iigiincii egriligi sifirdir. Yani bu
egri B{ in bir alt uzaymda yatmaktadir. Bundan dolay1 (1, 3)-normal diizlemi null
olarak ele alinmamigtir. Diger durumlar icin bir Bertrand egrisinin kendi casual
karakterinden farkli Bertrand eslenik egrilerine de sahip olabilecegi gosterilmigtir.

Elde edilen sonuglar [21] ve [22] makalelerinde yayinlanmigtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezde gerekli olan kavramlar ve tanimlar verilecektir.
Tanim 2.1 (Simetrik Bilineer Form)

Bir reel vektor uzay1 V' igin
g:VxV-—-R

doniisiimii Va, b € R ve Yu,v,w € V igin
i g(u,v) =g (v,u)
ii. g (au+ bv,w) = ag (u,w) + bg (v, w)
iii. ¢ (u,av + bw) = ag (u,v) + bg (u, w)
sartlar1 saglaniyorsa g doniisiimiine V' reel vektor uzay iizerinde simetrik bilineer

form denir [23].

Tanim 2.2 V reel vektor uzay1 iizerinde bir simetrik bilineer form g olsun.

0#£weV olmak iizere YueV igin
g (u,w) =0

ise g ye V iizerinde dejeneredir denir. Aksi durumda ¢ ye non-dejeneredir denir.

Bu tanima gore g nin non-dejenere olmasi icin gerek ve yeter sart Vw € V igin
g (u,w) =0 iken u =0

olmasidir [23].

Tanmim 2.3. 4-boyutlu, 2-indeksli yari-Oklidyen uzay Ej, (x1, 2o, 73,24), E5 in

bir dik koordinat sistemi olmak {izere
g = —dx} — drj + di + da],

olarak tammlanan non-dejenere metrik ile donatilmig 4-boyutlu Oklid uzayidir.
Tamm 2.4 v € E}\{0} olmak iizere, eger

i. g(v,v) > 0 ise, v spacelike (uzaysi) vektor

ii. g(v,v) <0 ise, v timelike (zamans1) vektor

iii. g(v,v) = 0 ise, v null veya lightlike (1s1ks1) vektor, (v # 0)



olarak adlandirilir ([3]).

Tanim 2.5 Vv, w € V i¢in v # 0 ve w # 0 iken g(v,w) = 0 ise v ve w vektorleri
ortogonaldir. v L w seklinde gosterilir.

V reel vektor uzaymin bir alt uzay1 W olsun. W+ = {v eV |v L W}
alt uzayma V nin dik alt uzay1 denir. Burada W+ alt uzayma W nin ortogo-
nal kompleman diyemeyiz. Ciinkii W & W+ genellikle V' nin tamami degildir
(O’Neill, 1983).

Teorem 2.1 W bir V skalar carpim uzayinin alt uzayi olsun. O zaman
(i) boyW + boyW+ = n = boyV,
(if) (W+)™ = W dir (O'Neill, 1983).

Tanim 2.6 V reel vektor uzay iizerinde bir skalar ¢arpma (,) ve W da V' nin
bir alt uzay1 olsun. Eger (,), W iizerinde non-dejenere ise W ya non-dejenere alt

uzay, non-dejenere degilse dejenere alt uzay denir (O’Neill,1983).

Teorem 2.2 V bir skalar ¢arpim uzay: ve W,V nin bir alt uzay1 olsun. W nin
non-dejenere alt uzay olmasi icin gerek ve yeter sart V = W @& W+ olmasidir

(O’Neill, 1983).

Tanim 2.7.v, w € Ej olmak iizere, v ve w vektorlerinin dik olmas igin gerek ve

yeter sart g(v,w) = 0 olmasidir ([3]).

Tanim 2.8.c : [ C R — [Ej bir egri olsun. Eger a egrisinin Vs € [ igin hiz
vektorii o/ (s) sirasiyla spacelike, timelike veya null vektor ise o egrisi sirasiyla

spacelike, timelike veya null egri olarak adlandirilir ([3]).

Tamm 2.9.«c: [ C R — Ej bir egri olsun.
i. «a null bir egri olmak tizere, eger Vs € I igin g(a(s),a”(s)) = 1 sart1
saglaniyorsa « egrisine pseudo yay parametresi ile parametrelendirilmistir denir.
ii. « null olmayan bir egri olmak {izere, eger Vs € I igin g(d/(s),d/(s)) =
+1 gart1 saglaniyorsa « egrisine yay uzunlugu parametresi ile parametrelendirilmistir
denir ([24]).
4-boyutlu, 2-indeksli yar-Oklidyen uzay Ej de {T, N, By, By} « egrisi {izerinde



hareketli Frenet catisi ve {k1, ko, K3} a egrisinin egrilik fonksiyonlar: olsun. Bu-
rada T, N, By, Bs sirasiyla « egrisinin teget vektor alani, asli normal vektor

alani, birinci binormal vektor alani ve ikinci binormal vektor alanidir.

Eger a egrisi spacelike veya timelike egri ise, Frenet denklemleri

T’ 0 €2k 0 0 T
N’ —€1K 0 €3K 0 N
_ 171 32 : (21)
Bi 0 —€9RK9 0 —€1€2€3K3 B1
Bé 0 0 —€3Kk3 0 B2

olarak verilir. .[24] Burada g(7,T) = €1, g(N,N) = €9, g(B1, B1) = €3, g(B2, By) =
€1, €1626364 = —1, ¢; € {—1,1}, i € {1,2,3,4} dir. Ayrica agagidaki durumlar

saglanir:
g(T,N) = g(T, B1) = g(T, Bs) = g(N, B1) = g(N, Bz) = g(B1, Bz) = 0.

Eger « egrisi Cartan null bir egri ise,
¢
«, B3 de bir null egri olsun (g(T,T) = 0).« egrisi s(t) = /\/Ha”(u)”du
0

pseudo-yay fonksiyonu s ile parametrelendirilmis ise o egrisi null Cartan egri
olarak adlandirihr. Bu durumda geodezik olmayan (ki(s) # 0) null Cartan
egrisi boyunca bir tek Cartan gatisi {7, N, By, By} vardir ve agagidaki denklemleri
saglarlar .[24]

Frenet denklemleri

T 0 K1 0 O T
Nl K9 0 — K1 0 N
- , (2.2)
Bi 0 — R 0 K3 B1
Bé —R3 0 0 0 B2

olarak verilir. .[24] Burada eger a(s) bir null dogru ise k1(s) = 0, diger biitiin

durumlarda k;(s) = 1 dir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir:
g(T7T>:g(B17Bl):07 g(N7N):g(B27BQ):17

g(T,N) = g(T, By) = g(N, B1) = g(N, B2) = g(B1,Bs) =0, g¢(T,B;) = 1.



Eger a egrisi pseudo null bir egri ise

T 0 w 0 0 T
N’ 0 0 ke 0 N
(2.3)
Bi 0 K3 0 P Bl
Bé —K1 0 —R3 0 BQ

olarak verilir. .[24] Burada eger «(s) bir null dogru ise xi(s) = 0, diger biitiin

durumlarda k;(s) = 1 dir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir:

g(T, T) = g(BlvBl) =1, g(N, N) = 9(32732) =0,

g(T, N) = g(T, B1> = g(T, BQ) = g(N, Bl) = g(Bl,BQ) = 0, g(N, B2) =1.
Eger « egrisi partially null bir egri ise Frenet denklemleri,
T 0 K1 0 0 T
N’ K1 0 K9 0 N
(2.4)
B 0 0 ks 0 By
Bé 0 —€E2R9 0 —KR3 BQ

olarak verilir. .[24] Burada eger «(s) bir null dogru ise x3(s) = 0, diger

biitiin durumlarda x(s) = 1 dir. Ayrica agagidaki durumlar saglanir:

g(B1>B2) = 1a 9<B1>Bl> = 9(32732) - O?

g(T,N)=g(T,By) = g(T, Bs) = g(N, By) = g(N, By) = 0.

Tanim 2.10. P, Ej uzaymin bir alt uzay1 olsun. Eger

i. P iizerinde her sifirdan farkli vektor spacelike vektor ise P ye spacelike
altuzay,

ii. P tizerinde en az bir timelike vektor var ise P ye timelike altuzay,

iii. diger durumlarda P ye lightlike altuzay denir.

Notasyon 3 : I C R — Ej ve * : I* C R — Ej Yar-Oklidyen uzay
Ej olsun. Bu tez galismasi boyunca {T, N, By, By} ve {k1, k2, K3} [ egrisinin
sirasiyla Frenet catisi ve egrilik fonksiyonlari, s de 3 egrisinin yay uzunlugu para-
metresi veya pseudo yay uzunlugu parametresi olarak alinacaktir. Benzer sek-
ilde {T™, N*, B}, B3} ve {k7, k%, k5} 5" egrisinin sirasiyla Frenet gatisi ve egrilik
fonksiyonlari, s* da S* egrisinin yay uzunlugu parametresi veya pseudo yay uzun-

lugu parametresi olarak alinacaktir.



3. 4-BOYUTLU 2-INDEKSLI YARI-OKLIDYEN UZAYDA (1,3)
-CARTAN NULL BERTRAND EGRILER

Bu béliimde 4-boyutlu, 2-indeksli Yar1-Oklidyen uzayda (1, 3) -Cartan null

Bertrand egrileri incelenecek olup, bu béliim i¢in ana referansimiz [24] olacaktir.
Ik olarak bu uzayda Cartan null Bertrand egri tanimimi verelim.
Tanmim 3.1 8 : I C R — E3, 4-boyutlu, 2-indeksli Yari-Oklidyen uzayda bir
Cartan null egri olsun. Eger her s € [ igin, £ egrisinin her 3 (s) noktasindaki asli
normali bagka bir 3* : I* C R — Ej egrisinin 8* (s*) = 5* (f (s)) noktasindaki asli
normali ile lineer bagiml ise (5 egrisine Bertrand egrisi, 5* egrisine de 3 egrisinin
Bertrand eglenik egrisi denir. Burada f : I — [* bir regiiler C'**° doniigiimdiir
oyle ki her s € I icin 5 nin her 5(s) noktasma * 1n bir 8*(s*) = 5*(f(s)) noktas:
karsilik getirir.

£ nin asli normal vektor alam1 N, spacelike veya timelike olabileceginden
B eslenik egrisi ; Cartan null egri, non-null egri veya partially null egri olabilir.
Bu durumlar dikkate alinarak asagidaki teoremi ifade ve ispat edelim.

Teorem 3.1 3 : I C R — Ej egrisi sifirdan farkli egrilik fonksiyonlar1 k1, ko,
ks olan Cartan null egri olsun. Bu durumda [ egrisinin kendisinden bagka bir
Bertrand eslenik egrisi yoktur.

Ispat 3.1 3:1 C R — B} egrisi, sifirdan farkl egrilik fonksiyonlari sy, kg, K3 ve
asli normal vektorii NV olan bir Cartan null egri olsun. Kabul edelim ki 5* egrisi,
egrisinin kendisinden bagka Bertrand eglenik egrisi olsun. 3 egrisinin asli normal
vektorii NV spacelike veya timelike vektor oldugundan * egrisi (i) Cartan null
egri, (i) non-null egri veya (7i7) partially null egri olabilir. Simdi bu durumlar

ayr1 ayr1 ele alarak ispati gerceklestirelim.

(1) B egrisi, asli normal vektorii N* olan bir Cartan null egri olsun. Bu

durumda S* her s* € I* ve her s € I igin " agsagidaki gibi yazilabilir

B (s%) = B7(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.1)

(3.1) denkleminde s ye gore tiirev alimir ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri



kullanilirsa ;
T*fl = (1 — 61)\/i2) T -+ )\/N — 61)\31 (32)
esitligi elde edilir. Bu esitlik N ile i¢ carpihrsa, A’ = 0 bulunur. Dolayisiyla A

sifirdan farkli bir sabittir. Buna gore (3.2) denklemi tekrar diizenlenirse

T*fl = (1 — 61)\/‘%2) T— 61)\31 (33)

olarak bulunur. (3.3) kendisiyle i¢ ¢arpilip kg = %1 yazilirsa,,

T = =B, (3.4)

elde edilir. (3.4) denkleminde s ye gore tiirev almir ve (2.2) de verilen Frenet

denklemleri kullanilirsa

A —e N\’ A
f/N*:_€1f,/€2N_< ;} ) B1—€1f—;€332 (3.5)

bulunur. (3.5) denklemi N ve N* paralel oldugu dikkate alinarak B, ile ig

carpilirsa Ak3 = 0 elde edilir. A # 0 oldugundan k3 = 0 elde edilir. Bu du-
rum bir celigkidir.

(17) B* egrisi, non-null egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her s €

icin f* asagidaki formda ifade edilebilir.

B7(s%) = B7(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.6)

(3.6) denkleminde s ye gore tiirev aliur, (2.1) de verilen Frenet denklemi kul-
lanilirsa

T*fl = (1 — )\61/@2) T -+ )\/N — )\61/4)131 (37)

elde edilir. Bu denklem N ile i¢ carpilirsa, A’ = 0 bulunur. Dolayisiyla A sifirdan
farkl bir sabittir.
Buradan (3.7) denklemi

T*f, = (1 — )\61%2) T — )\EllilBl (38)
olarak elde edilir. Eger (3.8) denklemi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

(f) € = —2Xe1 (1 — Aeyr)



bulunur. Bu esitlikten

[P 42X

K2 2)\2 (39)
elde edilir. (3.9) denklemi (3.8) de yerine yazilirsa,
/ * )\
T = —%T - 6}—,31 (3.10)
bulunur.(3.10) denkleminin tiirevi alinirsa,
GSN*f, _ <_fl€;€{ T4 (_ f€1A€>i< _ 61)\//?2 N
2 2 ! (3.11)

@, _ 61)\/%3
_<f’>Bl ( iz >B2

bulunur. Bu denklem N ve N* in paralel oldugu dikkate alinarak B, ile ig

carpilirsa
€1€2 )\I{3

f/

elde edilir. Buradan, \ sifirdan farkli bir sabit oldugu i¢in k3 = 0 bulunur. Bu

—0 (3.12)

ise bir celigkidir.
(171) B* egrisi, partially null egri olsun. Bu durumda, her s* € I* ve her

s € I i¢in 5% asagidaki formda ifade edilebilir.

B7(s7) = B7(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (3.13)

(3.13) denkleminin s ye gore tiirevi alimip (2.4) de verilen Frenet denklemi kul-

lanilirsa,

T*f = (1= Xk1) T + NN + Ak By (3.14)

olarak elde edilir. (3.14) denklemi N ile ig garpilirsa, A" = 0 bulunur. Buradan
(3.14) denklemi

T*f/ = (1 — /\/il) T+ )\/€2B1 (315)

olarak bulunur. Eger (3.15) denklemini kendisiyle i¢ ¢arparsak

e 1

20 2%k,

(3.16)

R2



Ko yi bu sekilde elde ederiz ks yi (3.15) denkleminde yerine yazarsak

. (142 Aler+ flet
(L) e (M orn

olarak bulunur. (3.17) denkleminin tiirevi alinirsa,

1+ A\ 14+ )\ Aer 4+ et
vy = (50) T () v () s

Af'elka + flelka ez f'e] + ks f'e
N B
i < 22 i 22 ’

bulunur. N ve N* paralel oldugundan k3 (Af'e; + f'ef) =0 , k3 = 0 elde edilir.
Bu bir geligkidir.

Yukaridaki teoremden anlasilacag gibi, 4-boyutlu, 2-indeksli yar1-Oklidyen
uzay I3 de klasik anlamda Bertrand egrisi yoktur. Buna gore Bertrand egrilerinin
bir genellestirmesi olan (1, 3)-Bertrand egri kavramimi bu uzayda inceleyelim. i1k
olarak (1, 3)-Bertrand egri tanimini verelim.

Tamm 3.2 : I CR — Ej ve 8* : I C R — Ej egrileri C* simfindan 6zel Frenet
egrileri olsunlar ve f : I — I* bir regiiler C'*° doniigiim olsun 6yle ki her s € [ i¢in
f nin her B(s) noktasina, 8* m bir 8*(s*) = 5*(f(s)) noktasim kargilik getirsin.
Eger her s € [ i¢in, § egrisinin her (s) noktasindaki (1,3)-normal diizlemi ile
f* 1 bu noktaya karsilik gelen 5*(s*) noktasindaki (1, 3)-normal diizlemi ¢akigiksa
3 egrisine bir (1,3)—Bertrand egrisi ve 3 egrisine de [ egrisinin (1, 3)—Bertrand
eslenik egrisi denir. Burada s ve s* sirayla [ ve §* yay uzunlugu parametreleridir.

B : 1 C R — Ej Frenet catisi {T, N, By, By} ve egrilikleri sy, ko, k3
olan bir (1,3) —Cartan null Bertrand egrisi ve 3* : [* C R — Ej, Frenet catisi
{T*, N*, B, B3} ve egrilikleri s}, r3, 3 olan § nin (1,3) —Bertrand eslenik egri-
sidir.

Teorem 3.2 3: 1 C R — Ej egrilik fonksiyonlar1 x; = 1, kg # 0 ve r3 # 0
olan bir Cartan null egri olsun. Bu durumda 5 nin, Bertrand eglenigi 5* olan bir
(1,3)-Bertrand egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart agagidaki sartlardan birinin
saglanmasidir:

(i)

€1aky + €xbrz = 1, €1k + a3 = €ia’ [y, u = Ko/ K3, (3.18)
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olacak sekilde a # 0, b, v # 0, u reel sayilar1 vardir. Bu durumda 5% eglenik
egrisi B de bir Cartan null egridir.
(i)

1+ ahe; = e1aky + exbrs, iz = h + kg, hy — K5 + K3 # 0 (3.19)
olacak gekilde a # 0, b, h # 0, u reel sayilar1 vardir. Bu durumda * eglenik egrisi
3 de bir spacelike veya timelike egridir.
(i)

1+ ahe; = €1aks + e3bkg ve (h + 52)2 = K3, (3.20)

olacak sekilde a # 0, b, h # 0 reel sayilar1 vardir. Bu durumda 5* eglenik egrisi
E3 de bir pseudo null egridir.
Ispat 3.2 (i) 8 : I C R — E} egrilik fonksiyonlar sy = 1, kg ve kg # 0 egri
olsun. Kabul edelim ki 5* egrisi Cartan null egri olsun. Bu durumda, her s* € I*

ve her s € [ igin 8" agagidaki formda yazlabilir.

B(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (3.21)

(3.21) denkleminde s ye gore tiirev alinir ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa

T*f' = (1 — e1ars — ebriz) T +a N — ae, By + b By (3:22)

!

elde edilir. Bu denklem N ve B, ile ayr1 ayr ic carpilirsa, @ = 0 ve b = 0
bulunur. Buradan (3.22) denklemi

. 1 — €1aky — €9bK3 aeq
T = < 7 ) T——5B (3.23)

olarak bulunur. Buradan

1 — €aky — €xbks aey
(5 = f’ ve vy = —7 (324)

alimirsa

T* = 6T + +B. (3.25)

elde edilir. (3.25) denklemi kendisiyle i¢ carpilirsa v = ¢ = 0 alinwrsa,T" ve T*
paralel olur. Bu bir ¢eligkidir. Dolasiyla v # 0 ve 6 = 0 olmalidur.

11



Buradan

a # 0 ve €1aks + €3bky = 1

(3.25) de § = 0 yazilirsa
T* =B, (3.26)

elde edilir. (3.26) denkleminde tiirev alinir ve (2.2) de verilen Frenet denklemleri

kullanilirsa

f'N* = vkyN + ' By + vk3B;y (3.27)

bulunur. Bu denklem 7T ile i¢ ¢arpilirsa 4/ = 0 olur. Bu durumda

f'N* = ykolN + k3 Bs (3.28)

olur. (3.28) denklemi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa;

& (f) =77 (e1r3 + e23) (3.29)

elde edilir. (3.24) ve (3.29) dan

* 2
€15 + ek = 617—2 (3.30)
k2 # k3 (Esit olsaydi e;e5 = —1 esitliginde a=0 olurdu. Bu bir geligkidir.)
YK K
A\ = ff ve \g = 7? (3.31)
(3.28) den
N* = MN + AoBs. (3.32)

(3.32) nin s ye gore tiirevi alimip (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa
—ETfIH;T* — G;]NBI = (-61/\1:‘%2 — 62)\2%3) T —+ )\/1N - 61)\131 + )\,2 (333)
N ve By ile i¢ carpilirsa,, )\/1 = )\/2 = 0 bulunur. (3.31) den

A
yzﬁzsabit,yz—l%qil
K3 A2
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Tersine, kabul edelim ki 3, (3.18) sartlarini saglayan Cartan null egri olsun. S*

egrisini agagidaki gibi tanimlayabiliriz.
B*(s*) = B(s) + a(s)N(s) + b(s)By(s) (3.34)

(3.34) iin s ye gore tiirevi alimp, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

dﬁ* ’ ’ ! !
ds

= T(s) +a(s) (—e1k2T — €1By) + b (—ear3T)

= [1 — (a&llﬂ}g + bﬁgl‘ig)] T — CLGlBl

ds*
ds

bulunur. (3.35) in s ye gore tiirevi alinip, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

= —a6131 (335)

d?5*
di = —aelBi
= —ae; (KQN + /43332)
d?pB*
d@ = —a€e1ke N — ae1k3Bs (3.36)
s

olarak elde edilir. (3.36) dan biz sunu yazabiliriz.

d?p* d*p*
g(d:é, dsﬁ?) = d’€jrser + a’elkser

= q? (/@%61 + K%Ez)

(3.30) dan
a?p* d*B* eiat
= 3.37
< ds? ' ds? ) A (3.37)
d*g* d*p* i ma
r _
f= ds?’ ds? v (3:38)
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m=F1oyle ki 2% >0
vy

elde edilir. (3.35) i yeniden yazarsak,
T = me1yB,

(3.39) in s ye gore tiirevi alinip, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

dT™* /
f Fak —meyB; = —mery (ko N + K3 Bs)

dT** _ _melfymgN _ MerYk3 B,
dS fl fl
bulunur. (3.40) dan
. dr*
K1 = _— =
} ds*
Simdi biz N* 1 su sekilde yazabiliriz.
" me1yka mei7yRs
A e

g=(N*"N*)=¢]

Eger biz, A3 ve )4 ii su sekilde alirsak,

me1vyKra mei17YRs
)\3 = — ve )\4 = —

! f

O zaman N* 1 su sekilde yazabiliriz.

N* == /\3N + >\4B2

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.18) in son iki sartim kullanirsak, k, ve kg sabit. Ay = A, = 0 olur.

(3.44) in s ye gore tiirevi alinip, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

dN* U ! ! i
Flm = XN+ 0N + X8y + B,
= )\3 (—61:‘432T — 6131) + )\4 (—62:‘13T)
dN*
f I (—€1A3k2 — €2M4ki3) T — €1 X3,

14
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olarak elde edilir. (3.43) ii (3.45) de yerine yazarsak

dN*  erefm MYKa

ds" (f)?

By (3.46)

oF — dN* dN* . 2 €1€Im27/€2 . 26161(52
I ) T )

b e
bu sekilde elde edilir. B ve Bj su sekilde tanimlansin.
B = _jm (3.48)
B} = —m6}7“3N - me},”“ B, (3.49)
KL = —eag (%, B;‘) - —(]’% (3.50)

(ii) B: I C R — Ej egrilik fonksiyonlar x; = 1, kg ve k3 # 0 egri olsun.
Kabul edelim ki §* egrisi timelike veya spacelike egri olsun. Bu durumda, her

s* € I'* ve her s € [ igin 8" agagidaki formda yazilabilir.

p7(s7) = B7(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s) (3.51)

(3.51) nin s ye gore tiirevi alimip (2.1) ve (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa,

T*f = (1 — eary — eabrz) T+ a'N — ae, By + b By (3.52)

(3.52) denklemi N ve B ile ayri ayri i¢ garpilirsa;

o =0veb =0 (3.53)

olur.(3.53), (3.52) de yerine yazilirsa

T*f/ = (1 — €1aK9 — €2b/€3) T — CLElBl (354)

olarak elde edilir.
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1 — €ejaky — €3bks —ae;
d= 7 ve y = 7 (3.55)

alirsak

T* = 6T + 7B, (3.56)

elde edilir. (3.56) in s ye gore tiirevi almip, (2.2) ve (2.1) Frenet denklemleri
kullanilirsa;

5 KIN* = 8T 4 (6 4+ yka) N + 7' By + vk By (3.57)

bulunur. (3.57) T' ve Bj ile ayr1 ayr i¢ ¢arpilirsa § = 7 =0 dur.

esf'RIN* = (0 + vk2) N + vr3 By (3.58)

(3.58) de v = 0 alinirsa;
esf'KiN* = 0N

Bu durumda N ile N* lineer bagimli olur. v = 0 ise (3.55) den a = 0 olur.
Bu durumda (3.54) den
T*f/ = (]_ — Ezblig)T

olur. Bu ise 7" ve T™ 1 lineer bagimh oldugunu gosterir. Bu bir ¢eligkidir.

os’{f'2 = —2ae1 (1 — €1aky — €3bK3) (3.59)
(3.55) den
d 1—eany —ebrg f b
8 B I —ae; B
b 1 — erary — €3bK3
—ae€y
1 — €1aky — €9bks = —aerh
1+ Clﬁlh = €1ak9 + 626/@3 (360)

elde edilir. (3.60) u (3.59) de yerine yazarsak;

e f” =2a%h (3.61)
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(3.58) kendisiyle i¢ ¢arpilirsa,;

(e3)° (f')2 (”vi)z € =(0+ 7’<~'2)2 €1 + 7’ K3e

ahe —ae
b=— f/lveyz f/l (3.62)
olarak bulunur. (3.62) i ve (3.61) 1 kullanarak
() (1) = T2 [er (h+ 12)” + eand] (3.63)

(3.58) den N* yalmiz birakilirsa,

0+ Yk2) o L s
€3 [k €3 [k

o 2

0 +vkK —aer€s (h+ K K —aei €k
ol aBh i o, o T o 02 oy
€.f'K1 (f")" ki &f'w1 (f") K
N* = AsN + X V. (3.65)

N* bu sekilde yazlip (3.65) nin s ye gore tiirevi alimp (2.1) ve (2.2) Frenet

denklemleri kullanilirsa;

—Eif/liTT* + 63(}0,%;.8;< = (-61/\5%2 - 62)\61'{3) T+ /\,5N - 61/\5B1 + /\IGBQ (366)

bulunur. (3.66) N ve By ile ayr ayn i¢ garpilirsa, A\; = 0 ve \g = 0 olur.

A5 h+ Ko
= )\_6 B K3
jiks = b+ Ko (3.67)
bulunur. (3.66) de diizenleme yapilirsa;
5[ k3BT = € ['KiT™ — (e105K2 + €aXekiz) T — €15 B1. (3.68)
elde edilir. (3.54) ve (3.68) den
esf'ry BT = A(s)T + B(s)B. (3.69)
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*

ve
B(S) = m [h — Ko + 53] . (371)

olur. 7' ile Bj lineer bagimli oldugundan €} f'x5 B} # 0
h? — k3 + K3 # 0. (3.72)

Tersine kabul edelim ki 3 : I C R — Ej Cartan null egri ve x; = 1 (3.19)

sartindan a # 0,b, h # 0, u. Sonra biz * 1 su sekilde tanmimlayabiliriz.
B*(s*) = B(s) +aN(s) + bBa(s). (3.73)

(3.73) nin s ye gore tiirevi almip, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

dj: = (1 — e1aky — €3bk3) T — ae1 By, (3.74)

bulunur. (3.74) den
df; = —e1a [hT + By]. (3.75)

elde edilir.(3.75) den
= Cg - Hdg = V2ea?h > 0. (3.76)

e=1ise h >0,e=—1ise h <0 dir.

(3.75) ii yeniden yazarsak
T*f = —eia[hT + By] . (3.77)

olarak buluruz. (3.76) i (3.77) da yerine yazarsak

meq

T = hT + Bq]. 3.78
g(T*,T*) = 5o, — €= A (3.79)

bulunur. (3.78) nin s ye gore tiirevi ahmip, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;

T
= U [(h+ #s) N + k3Bs]. (3.80)

ds*  f'\/2eh
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olur. (3.80) u kullanarak

B \/p (e1 (R + ko) + €23)
a F\/2€.h

p=+106yle kip (e (h+r2)° + er2) > 0 olur. (3.80) ve (3.81) den;

dT*
ds*

(3.81)

/-{{:‘

€ dI meseq
K1 ds \/p (61 (h+ /-@2)2 + 62,%%)

bulunur. (3.82) i kullanarak g(N*, N*) = p = €5 = £1.

N* =

[(h + /432) N + Hng] . (382)

* h *
A= maal +2“2) ve As = ek (3.83)
\/p (€1 (h+ K2)™ + €2k3) \/p (e1 (h + Ka2)? + €2k3)
(3.84) iin s ye gore tiirevi alimp, (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa;
/dN* !/ /
f ds* = (—Ellig)w — 62%3/\8)T + )\7N - 61)\7B1 + >‘8B2' (385)
olarak elde edilir. (3.19) un 2.gartinin s ye gore tiirevi alimirsa

Khks — (h+ Kg) kg = 0 (3.86)

bulunur. (3.83) nin s ye gore tiirevi almip (3.86) kullamlirsa A, = Ay = 0 olur.

(3.83) ve (3.85) den
dN* me;
ds* f’\/p (61 (h+ /€2)2 + ezng)

bulunur. (3.78) ve (3.81) den

(k3 — hia — K3)T — (h+ ko) By] . (3.87)

h+ ko) 2
et = (1 (1) + ear) [hT + Bi)]. (3.88)

2hf’\/p (e1 (h+ ko) + €23)

olur. (3.87) ve (3.88) den

dN* * h2 2 2
L eRT = ey [W7 =ty + K [WT — By]. (3.89)

ds* th’\/p (e1 (b + ko) + €2K3)

elde edilir. Biz 3 1 su sekilde tanimlayabiliriz.

h? — w3+ k2| /2R
PR Ul el |5V | (3.90)
2[5 '1/p (61 (h+ k2)? + e2)
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Sonra B birim vektoriinii su sekilde tanimlayalim.

ex |dN* exesmq

B*:—?’{—JFE*K*T*} =22 _nT — By]. 3.91
P= 0 |G Hen S T~ B (391)

hz—f-f,%—‘rm%

g=—" — =+1.
h2—ﬁ§+m§‘
h
—2h

(3.91) den ¢ (B}, BY) = =7 = €3 = £1. Sonra biz Bj birim vektoriinii su

sekilde tanmimlayabiliriz.

B = AsN + M\ By

bu ise
me;€;

\/p (e1 (h + K2)? + €2k3)
elde ederiz. (3.92) den g (Bj, B) = —p. Son olarak

dB; 2e3qrsh
ﬁ;:g( 1B*> c3ars L0

LB )=
ds f'\/ ]—2h|\/p (61 (h+ /4,2)2 + 62/£§)

Boylece 3, (1,3) —Bertrand egrisidir ve § min (1,3) —Bertrand eslenik

B; [IigN + (h + Hg) Bg] . (392)

egrisi timelike (1,3) — normal diizleme sahip spacelike veya timelike egridir.
(iii) B : I C R — Ej egrilik fonksiyonlar x; = 1, ky ve k3 # 0 olan
bir Cartan null egri olsun. Kabul edelim ki $* egrisi pseudo null egri olsun. Bu

durumda, her s* € I* ve her s € [ igin 8* agsagidaki formda yazilabilir.
B(s") = B7(f(5)) = B(s) + als)N(s) + b(s) Ba(s) (3.93)
(3.93) nin s ye gore tiirevi alimip (2.2) Frenet denklemi kullanilirsa,
T*f' = (1 — e;aky — €bk3) T + ' N — ae; By + b By (3.94)

bulunur. (3.94) denklemi N ve Bj ile ayr1 ayr i carpilirsa @ = 0 ve b = 0 olur.

T*f/ = (1 — €1k — €2b/€3) T— &ElBl (395)
1 — eraky — €3bK —ae

J= ( - ;/ 2bris) ve 7 = f/l (3.96)

T =0T + vBs. (3.97)
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elde edilir. (3.97) nin s ye gore tiirevi alinip (2.2) ve (2.3) Frenet denklemi kul-
lanilirsa,

f’/{{N* =T+ (0 + vK2) N + 'lel + Yk3Bs. (3.98)

elde edilir. (3.98) T ve Bj ile ayr1 ayn i¢ carpilirsa § = 7" = 0 bulunur.
fRIN® = (6 4 yk2) N + k3 Bs. (3.99)

Kabul edelim ki v = 0 olsun. (3.99) den f'x*N* = 6N elde edilir. Bu ise
N ve N*in lineer bagiml olmasi anlamina gelir. N spacelike veya timelike, N*null
vektorler oldugundan bu bir geligkidir. Dolayisiyla v # 0 dir.y # 0 oldugundan
(3.96)dan a # 0 ve h =4/

1 — €1aky — e3bkg = —ahe;. (3.100)

14+ ahe; = e€raks + exbks.
(3.99) kendisiyle i¢ ¢arpilirsa,;
0= (6 + vk2)? €1 + 72K2es. (3.101)
bulunur. v parantezine alirsak.
0= (7 (h+r)) €1 + 2R3 (3.102)

elde edilir. €, ile carparsak

0= —~2(h+ ka)® + K242 (3.103)
K2 = (h+ Ko)?. (3.104)

Tersine
B*(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s)Ba(s) (3.105)

(3.105) iin s ye gore tiirevi alinip (2.3) Frenet denklemi kullanilirsa,

ds*
ds

= (1 — A€1Ry — bEQKZg)T — aelBl (3106)
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olarak bulunur. (3.100) ve (3.106) i kullanarak sunu yazabiliriz.

d *
b = —aheyT — ae1 By (3.107)
ds
g (%, %) = 2a?h ise
' =v2a%eh (3.108)
olur. (3.107) dan
7= L h7 4+ By (3.109)
vV 2eh ' .
bulunur. g(T*,7T%) = 24 = e =€} = +1
(3.109) in tiirevi alimirsa
drT* meq
= h+ ko)N + k3B 3.110
ds* f,\/ﬂ [( 2) 3 2] ( )
meq
= h+ ko)N + k3B 3.111
fl\/ﬁ [( 2) 3 2] ( )
Eger biz A3 ve A4 ii su sekilde alirsak;
mey (h + Ka) meiks
A3 = ———F—=—=—— Ve Ny = 3.112
’ f'v2eh ! f'V2eh ( )
buluruz. O zaman N* 1 su sekilde yazabiliriz.
N* = A\3N + \yBs (3.113)
(3.113) nin tiirevi alinirsa;
+dN* ' '
f ds* = (—61:‘432)\3 — 62)\4/€3) T+ )\3N - 61)\3B1 + )\4B2 (3114)

bulunur. (3.114) denklemi N ve Bj ile ayr ayr i¢ garpilirsa )\; =0 ve /\:1 =0

olur.

+dN*

f I (—€1kos — €adakiz) T — e1X\3 By (3.115)
N m(k3 - hig — K%)T _m ,(h + /ig)Bl (3.116)
ds* (f')?v2¢h (f")2V/2¢h

AN* dN* 9 (K2 — hity — 12) (h
9= =) =— (55 = EURRD) (3.117)

ds* " ds (f)4(V/2¢h)?
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olur.

0y meh
bulunur.
. m(k3 — hky — K3) T m (h + ks) (3.119)
V/2q(K2 — hiy — k2) (h + K2) V2q(K2 — hig — k2) (h + K2)
9(Bi, B) = —q = .
B3 1 su sekilde tanimlayabiliriz.
fl\/QEh €1 €9
B; = N+ —B 3.120
2 2me; | h+ Ko +/<:3 2 ( )
g(B3, By) = 0, g(N*, By) = 1.
K= g(T* | BY) = 1. (3.121)
4 0y . €2/ 2q(K3 — hky — K2) (h+ K
k3 = cag(N", By) = — 20V 2 F jﬂ”( J (3.122)
/ V2eh(k3 — hiy — K3) (h
Ky =g(B; ,By) = chlns — iy — 13) (b + 2) (3.123)

2¢1 (h + K2) \/2q(K2 — hiig — K2) (h + k2)

Sonug 3.1 3 : I C R — Ej de Cartan null egri ile k; = 1, ko # 0, k3
# 0.Eger f3,(1,3)-Bertrand Cartan null esglenik egrisi ise dyle ki ko, k3 sabitleri
icin |ko| # |K3] -

Ornek 3.1 E# de Cartan null egri diigtinelim.Denklemi;

B(s) = (sinh(As) cosh(Bs) cosh(As) sinh(Bs))
VvV2A 7 V2B 7 V2A 7 V2B

£ min Frenet catis ;

cosh(As) smh(Bs sinh(As) cosh(Bs)
2 ) 2 ) \/i ) \/§ )
(\% sinh(As), \% cosh(Bs), 4 7 cosh(As), % sinh(Bs)) ,
cosh(As s1nh(Bs) __sinh(As) cosh(Bs)
S V2 V2 V2 )
(s) (% smh As), % cosh(Bs), £ 75 cosh(As), smh(Bs))
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=V1++V2ve B=+/—1++/2. 8 nm egrilikleri
/{1()—1/{2() \/§K,3—]_
Eger a = —v/2,b=1,7 = v/2 ve 1t = —/2. Teorem 3.2 nin (i) sikkindan,

- sinh(As),
B* = +v2 —~14+v2

1
V-1+v2
Eger a = v/2,b = —2,h = —/2/2 ve u = —3v/2/2, Teorem 3.2 nin (ii)

cosh(Bs), — cosh(As),

1
V1+v/2

sinh(Bs)

sikkindan,

5 \/1%5 sinh(As), \/:—%5 cosh(Bs), \/1%6 cosh(As),

1;—‘/5 sinh(Bs)
Eger a = —1,b = 2v/2 ve h = 1 + /2 Teorem 3.2 nin (iii) sartindan

2412 1
. - fsmh(As) mcosh(Bs), T

—2V2_ inh(Bs)
—2

cosh(As),

i

Asagidaki teoremin ispat1 E? uzayinda ifade edilen egrinin esas teoremine
benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 3.3 ky ve k3 (So — €, o+ ¢) araliginda diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. pg, Ej de bir nokta ve {T°, N° BY BY} da Ej bir pseudo-ortonormal bazi

olsun oyle ki;

g(NO,N()):l, g(BgaBg):_lv g(TovTO):g<B?7B?):Ov 9<ToaB?):17

g(T° N = g(T°, BY) = g(N°, BY) = g(N°, BY) = g(B}, BY) = 0

esitlikleri saglanir. Bu durumda Ej de 3(sg) = po pseudo yay uzunlugu
parametresi s ve egrilikleri Ky = 1, Kk, k3 olan Frenet ¢atis1 {7, N, By, B2}
Bu durumda Ej de bir degerli 3(s) Cartan null egrisi vardir. 3(sq) = po,
pseudo yay uzunlugu parametresi s ve egrilikleri ve Frenet catisi
k1 =1,k k3 T(s0)=T°  N(sg) =N Bi(so) =B By(sg)=BS.

sartin saglayan bir tek ((s) Cartan null egrisi vardir.
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Ornek 3.2 k3, sabit olmayan herhangi bir fonksiyon olsun.
ko=ks+1, p=€ =1 h=¢e=-—1, a:b:%.
olarak almirsa teorem 3.2 nin (i) sikki saglamir. Teorem 3 den Ej de

sabit olmayan ko, k3 egrilikle (1,3)-Cartan null Bertrand egrisinin var oldugu

bulunabilir. Benzer sekilde
ko =k3+1, e=1h=€e=-—1, a:b:%.
Bu durumda Teorem 3.2 nin (iii) sart1 saglanir. Teorem 3 kullanihirsa, Ej

de sabit olmayan ko, k3 egrilik fonksiyonlarina sahip (1, 3)-Cartan null Bertrand

egrisinin var oldugu gosterilebilir.
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4. 4-BOYUTLU 2-INDEKSLi YARI-OKLIDYEN UZAYDA (1,3) -
PSEUDO NULL BERTRAND EGRILERIi

Bu boliimde Rj uzayinda bir pseudo null egrinin genellegtirilmis Bertrand
eslenigi arastirilacaktir. Ilk olarak pseudo null egrinin genellestirilmis Bertrand
eslenigi tanimini verelim.
Tanim 4.1 8 : [ — Rj egrilikleri x; = 1, k3 # 0, k3 olan bir pseudo null egri
ve 3% : I* — R egri olsun. Eger 8 ve 3* egrilerinin karsihkhi s € I ve s* € I*
noktalarinda asli normal vektorleri esit ise 5 bir Bertrand egrisidir. Bu durumda
[* egrisi § egrisinin Bertrand eglenigidir. Burada § nin her bir 5(s) noktasim 3*
egrisinin §*(s*) = B*(f(s)) noktasina esleyen f : [ — I* regiiler C'*° doniigiimii
vardir.
Teorem 4.1 3 : I C R — Ej pseudo null egri olsun. Egrilik fonksiyonlar x; = 1,
ke # 0, k3 # 0 olmak iizere 5 pseudo null egrisinin Bertrand eglenik egrisi sadece
kendisidir.
Ispat 4.15 : I ¢ R — E4 pseudo null egri ve §* : I* € R — E4 pseudo null
Bertrand esglenigi olsun. 3 ve *in asli normalleri kargilikhi noktalarda

sve s* = f(s) f: I — I" normal C* haritasi 6yle ki her bir nokta

karsilikhi 5(s) ve 5%(s*) = B8*(f(s)), 8" her s € I igin. Biz bunu yazabiliriz.

B7(s%) = B7(f(s)) = B(s) + A(s)N(s). (4.1)
Her s € I, A(s) ise C* fonksiyon olmak tiizere (4.1) in s ye gore tiirevi

alimip (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa

FT* =T+ XN + AraBy (4.2)

elde edilir. (4.2) nin s ye gore tiirevi alinip (2.3) Frenet denklemleri kullanmlirsa;

F'T+ (f)’ N = (1 T Anm) N+ (X@ + (m)’) Bi — eAi2By (4.3)
bulunur. (4.3) N ile i¢ ¢arpilirsa

k3 =0 (4.4)
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(4.4) den A\ = 0 oldugu goriiliir. § = 8* dir. Bu bize f’min pseudo null Bertrand
eslenik egrsinin sadece kendisi oldugunu gosterir.

4.1. FE! de (1,3) - PSEUDO NULL BERTRAND EGRIiLERI

Bu boliimde Ej de (1,3)-pseudo null Bertrand egrileri goz oniine alimacaktir.
Ayrica bir pseudo null egrinin (1,3)-Bertrand egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sartlar elde edilecektir.

Tamim 4.2 3 : I C R — Ej bir C* 6zel Frenet egrisi olsun. Asli normal vektorii
N(s), ikinci binormal vektorii Bs(s) tarafindan gerilen diizlem, s € I noktasinda
3 egrisinin (1, 3)-normal diizlemidir.

Tamim 4.3 3 : 1 C R — Ej ve 8* : I* — Ej C™ Frenet egrisi olsun. Eger
B egrisinin Frenet (1,3) —Frenet normal diizlemine kargilik gelen noktalar1 5 mn
(1,3) —normal diizlemini igerirse, S bir (1,3) —Bertrand egrisi ve 8%, 3 egrisinin
(1,3) —Bertrand eslenik egrisi olarak adlandirilir.

B : I C R — Ej Frenet catisi {T, N, By, By} ve egrilikleri ry, ko, k3
olan bir (1,3) —pseudo null Bertrand egrisi ve 3* : I* C R — Ej, Frenet catisi
{T*, N*, B, B3} ve egrilikleri s}, r3, k3 olan § nin (1,3) —Bertrand eslenik egri-
sidir.

Teorem 4.2 3 : 1 C R — [Ej egrilik fonksiyonlar1 x; = 1, kg # 0 ve r3 # 0
olan bir pseudo null egri olsun. Bu durumda g, Bertrand eglenigi $* olan bir
(1,3)-Bertrand egrisi olmasi igin gerek ve yeter sart agagidaki sartlardan birinin

saglanmasidir
(1)
aky + €abrz # 0, €1b — Kk3(aky — eabkz) = 1,k # 0, k3 = £1 (4.5)

olacak gekilde 3* eslenik egrisi 5 de bir pseudo null egridir.
(i)
aky — €3bkg # 0, €10+ h(aky — €3br3) =1 (4.6)

— €k = h + K3, 1+ h2 + 2h:‘€3 # 0 (47)

olacak gekilde a, b,h # +1,u # 0 reel sayilar1 vardir. Bu durumda 5* eslenik

egrisi B3 de bir spacelike veya timelike egridir.
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(iii)
aks + €3bkg # 0, €10+ h (aky — e9brz) = 1 (4.8)

olacak sekilde a, b, h # 41 reel sayilar vardir. Bu durumda 3* eglenik egrisi Ej
de bir Cartan null egridir.

Ispat 4.2 (i) f* Pseudo null egri olsun. 5*1 su sekilde yazabiliriz.

p7(s7) = B7(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s) (4.9)

Her s € I, a(s) ve b(s) C* fonksiyon olmak iizere (4.9) iin s ye gore tiirevi

alinip (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa
T*f = (1 —eb)T +a N + (ary — exbrs) By + b' By (4.10)
olur. (4.10) ayr1 ayr1 N ve By ile i¢ carpilirsa;
a =0veb =0 (4.11)
elde edilir. (4.11) , (4.10) da yerine yazilirsa;
T f = (1 —€1b) T + (aky — €2bK3) By (4.12)
bulunur. (4.12) esitligi kendisiyle i¢ ¢arpilirsa
E(f)? = €1 (1 — e1D) + €3 (aky — e3brs)” # 0 (4.13)

elde edilir. Eger 0 ve v y1 su sekilde alirsak;

1—¢€b ako — €abK3

d= 7 ve vy = 7 (4.14)
bulunur. O zaman 7™ 1 su sekilde yazabiliriz.
T =0T +vB (4.15)
sonra (4.15) in s ye gore tiirevi alinip (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa
f'N" =T+ (0 +vr3) N + ”y,Bl — €akaYBo (4.16)
elde edilir. (4.16) ayr1 ayr1 T ve By ile ayr1 ayri ig garpilirsa
F=0vey =0 (4.17)
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Varsayalim ki v = 0 olsun. Buna gore (4.15) den N ve N lineer bagiml olurlar.

Bu ise 6nceki teoremle celigir. Bu nedenle v # 0
(4.14) den

ako — €abkg # 0

ve

1 =€1b+ h(aky — €3bk3)

olarak bulunur. (4.17) yi (4.16) da yerine yazarsak

fIN* = ((5 + ”}//13) N -+ —62/'62"}/32
(4.20) yi kendisiyle i¢ carparsak
0 = 2eak9y + (0 + YK3)

elde edilir. (4.21) den

h:—lig

olur. (4.22) y1 (4.19) da yerine yazarsak
1 = €1b — k3 (ake — €3bK3)

bulunur. (4.23) ve (4.13) den

(f)? = € (aky — 621)/113)2 (ell-ﬁ;g + 62)

olarak elde edilir. (4.24) den k3 # £1 (4.22) y1 (4.20) de yerine yazarsak

€2H2’VB
2

N:_f’

sonra (4.25) in tiirevini alirsak

* €aKo7Y Ko7y Ko YK
/igBlf/—(—Q 2 ) By — 2/T+ 2f/3

f
elde edilir. (4.26) y1 N ile garparsak

SN
0 = (— f’ ) BQ

bulunur. Tiirevi 0 olduguna gore kendisi sabittir.

fa sabit

f/
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(4.25) de % = sabit ve Ky, k3 Ui sabit alarak tiirev alahm. Kabul edelim ki f,
s yay uzunlugu parametresi ile parametrize edilmis bir pseudo null egri olsun.
k1 =1ve kg = k3 # 0.

(4.5) den a ve b sabit reel say1 olmak iizere, /3 y1 su sekilde tanimlayabiliriz.
B*(s*) = B(s) + a(s)N(s) + b(s)Ba(s). (4.28)

olarak bulunur. (4.28) in s ye gore tiirevi almip (2.3) frenet denklemleri kul-

lanilirsa
ds*
ds = (]. — 61b)T + (CLKJQ - 62bl€3)B1 (429)
olur. (4.29) dan
ds* dg*
/= o = H cfs = my (arg — e2br3)y/ |2 — 1] (4.30)

(4.30) u (4.29) da yerine yazarsak

6" _ _ ™ (Tt B) (4.31)

ds — g —1]

elde edilir. (4.31) in s ye gore tiirevi almip (2.3) Frenet denklemleri kullanihirsa

d*p* —
o - TR p, (4.32)
ds VK5 =1
m
T = Wl T (—ksT + By) (4.33)
2_
* —T1N1€2K9
N = 12 p (4.34)
f'V1rs =1
* * €1 (I{g — 1) * * *
olarak bulunur. g (7%,7*) = ACEE =¢;=+1lveg (N ,N) =0 du.
3

(4.32) nin s ye gore tiirevi almip (2.3) Frenet denklemleri kullanihirsa

3 Q*
L mikz g (4.35)

ds (2 =1

Buradan kolayca gorebiliriz ki,

(585 oy (22,22

ds*3 7 ds* ds*3’ ds*2
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olur. (4.35) kendisiyle i¢ carpilirsa;

&P BB\ K
g <ds*3’ ds*3) - (f’)4 7é0

olarak bulunur. Sonra biz B 1 su sekilde tanimlayabiliriz.

B = M(T—mBl)

K5 — 1]

mo =

2
Buradan ¢ (B}, Bf) = (| . 1|) = €}
KZ—

|’f2|

/ 2
\/ -1
B;:f |I€3 |N

—MmiéezRg

Buradan g (B3, N") = 1.

Sunlar1 kolayca hesaplayabiliriz.

ki =49 (%732) — 17

% * dN* « TMoKo
Ko = €99 (_ds* ,B1> = —,

. (4B .
Kg =g (E:,BJ = MaK3.

Eger (3, (1, 3)-Bertrand egrisi ise (1, 3)-Bertrand eslenik egrisi pseudo null
egridir.
(ii) B*, E3 de timelike veya spacelike bir egri olsun.

B* egrisini su sekilde tammlayabiliriz.

B*(s%) = B (f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Bals). (4.36)

Her s € I, a(s) ve b(s) C* fonksiyon olmak iizere (4.36) nin s ye gore

tiirevi alinip (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa
T*f/ = (1 — 61b> T+ a’N + ((l/ig — €2b/€3) Bl + b/Bg (437)
olarak bulunur. (4.37) N ve Bs ile ayr1 ayr i¢ garpilirsa;

ad=0veld =0 (4.38)
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olur. (4.38) , (4.37) de yerine yazilirsa;
T*f/ = (1 — 61b) T + (CI,KZQ - Egblig) Bl
elde edilir. (4.39) kendisiyle i¢ carpilirsa

ey (f)? =1 (1 — e1b) + €3 (aky — €abrg)” # 0

1—¢eb aKy — €abKs
0= 7 ve v = —f’
T =6T+~vB,

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.42) nin s ye gore tiirevi almip (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa

exf KN~ =08T + (6 4 yhs) N +~ By — exk27Bs

olarak bulunur. (4.43) T ve By ile ayr1 ayn i¢ carpilirsa;

5/:0ve7l:0

~v # 0 olmali. Ciinkii v = 0 olursa T" ve T™ lineer bagimli olur.

v # 0 ise (4.41) den
arRg — Egblﬁ)g 7é 0
ve

1 =e1b+ h(ary — €sbk3)

1-— Elb
ake — €3bK3
elde edilir. (4.44) ii (4.43) de yerine yazarsak;

h:

e f KIN™ = (8 + yrg) N — e2kyy By
bulunur. (4.47) kendisiyle i¢ ¢arpilirsa

()% (k)" = —262k97 (6 + yria)

sonra (4.41) i (4.48) de yerine yazarsak

2
EZ(f/)Q (KJI)Q _ _26252 (?’;’/2)2_ 626'%3) [h + ,{3]
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buluruz. (4.46) y1 (4.40) da yerine yazilirsa,;
e (f")? = (aks — exbris)? [e1h” + &)

(4.46) da h #£ +1
(4.50) , (4.49) da yerine yazilirsa;

2 —2e16ks (h+ K3)

* 0 p2
e (f") (’ﬁ) e1h? + 6
bulunur. (4.51) da h + k3 # 0
0 + K3 —€gK27Y
>\ — * * A — * *
' Y e Y

N = MN + X\oBs

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.53) iin s ye gore tiirevi alimip (2.1) ve (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa;

—EIf//iIT* —+ E;f/H;BI = —61>\2T -+ )\;N -+ ()\152 — 62)\2/?3) Bl -+ )\/232

esitligi elde edilir. (4.54) N ve Bj ile ayr ayri i¢ carpilirsa;
A =0ve )N, =0

Eger (4.41) , (4.52) de yerine yazilirsa;

h + /13) (GH,Q — 62[)%3)
e5(f")?k1
—€gko (aky — €3bK3)

ex(f')* k1

)\1:<

)\2:

olarak bulunur.

. )\1 o h+f€3
N )\2 N —€EoR9

ise
—€fiky = h + K3

Biz (4.55) i (4.54) de yerine yazarsak

—Ezf/li;T* —+ ng/H;BI = —€1>\2T + ()\1/'4}2 — 62/\2:%3) Bl
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(4.39) ve (4.59) dan
exf ko B] = A(s)T + B(s)B, (4.60)

—és (akg — €3bK3) Ko
& (f)?k1 (€1h? + €2)
—€5 (aky — bK3) Koh
& (f")?ky (e1h? + €2)

olarak bulunur. e, f'r,B; # 0 dir. teoremin sartindan dolay1

A(s) = [1+ h® + 2hks] (4.61)

B(s) = [1+ h® + 2hks] (4.62)

1+ h? 4 2hks # 0 (4.63)

Tersine [ pseudo null egri s yay uzunlugu parametresi ile parametrize
edilmis olsun. k; = 1,k9 k3 # 0 (4.6) sartindan a,b,h # £1,u # 0 sabit reel

sayilar1 vardir. Biz £* 1 su sekilde tanimlayabiliriz.
B*(s*) = B(s) + aN(s) + bBa(s) (4.64)

(4.64) iin s ye gore tiirevi alinip (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa

d *
(fs = (1 — Elb) T + (a@ — 62[)/13) Bl (465)
olur. (4.65) den
ds*
T = (akg — €3bk3) [RT + By] (4.66)
bulunur. (4.66) dan biz
ds* ag*
= dSs = H js = my(aky — €3br3)\/mo (B2 — 1) >0 (4.67)

my # +1 6yle ki my(aky — €abrs) > 0 ve mg = +1 6yle ki m (h? — 1) > 0.
Simdi (4.66) y1 yeniden yazalim.

T* = oy [hT + By]. (4.68)

g(T*,T*) = egmy = €} (4.68) un s ye gore tiirevi alimip (2.3) Frenet den-

klemleri kullamlirsa

= [(h+ K3) N — €22 8] . (4.69)

&5 PrJma e —1)
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olarak elde edilir. (4.69) u kullanarak

/{* . H dr . \/27713/'432 (h + lig)
! ds* fl\/ mo (h2 — 1)

ms £ +1 dyle ki
2Mmskin (h + /463) >0

saglanir. (4.69) ve (4.70) den

N = édT* _ mie,
Kv; ds” \/2m3/<52 (h + Iig)

olarak bulunur. (4.69) u kullanarak g(N*, N*) = —eamg = €;.

Eger biz 6; ve v, soyle alirsak;

myes (h + kK3) —M€x€2k0

5 - ve =
! 71 \/nglig (h + :‘ig)

. \/27713/@2 (h —|— Ii3)

O zaman N* 1 su sekilde yazabiliriz.

N* = 6;N +~,Bs.

(4.73) iin s ye gore tiirevi alimip (2.3) Frenet denklemleri kullanilirsa,;

,dN*
ds*

f = —61")/1T + (S;N + ((51/{12 — 62")/1/{3> Bl + ’}/llBQ

esitligi elde edilir. (4.6) nin s ye tiirevini ahrsak;
Kyka — kK (h+ Kk3) =0
bulunur. (4.72) nin s ye tiirevi alimip (4.75) kullanilirsa;
5, =0ve~, =0

(4.72) ve (4.76) , (4.74) de yerine yazilirsa

*

dN i —mlﬁzlﬁlz —mlﬁglig (h -+ 2/‘3}3)
ds* f'\/2makg (h+K3)  f'\/2maka (h + K3)

(4.68) ve (4.70) den

1-

€1M \/277”&3/?2 (h+ K3)
flmg (h2 — 1)

k% _
eril =

[WT + By].
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(4.71)
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olur. (4.77) ve (4.78)

AN* o e _ P(s) . Q(5)

? + 61/£1T = R(S)T + R(S) Bl (479)
P(s) = mimgeiks [1+ h* +2hk3] #0 (4.80)
Q(s) = mamgerroh [1+ h* +2hk3] #0 (4.81)
R(s) = f'(h*=1)\/2msks (h+ K3) #0 (4.82)

k5 1 su sekilde tanimlayabiliriz.

|/€2 + Iighz + 2h/€2l€3|

Ky = 4.83
2 f/\/2m31'i2 (h alF Hg)\/mg (h2 — 1) ( )
Sonra B birim vektorii soyle tanimlayalim.
ex [dN* m1m2m3m4616*
Bf=-2 |-+ e*m*T*} — 3T+ hBy. 4.84
=3 | an LS e hn). (s
’/ﬂ?g + /‘igh2 + 2h/€2/ﬁ)3|
= =41 4.85
s (/{2 + /ﬁlghz + 2h/€2/€3) ( )
olur. (4.84) den g(Bjf, BY) = eamgy = €.
Sonra, By = 01N — v, Bs,
) M€
= h+ k3) N + €ak9Bs] . 4.86
= e (4 ) N ) (1.86)
(4.86) den g(Bj, B3) = eams = €.
. By _, myka (1 — h?
Ky = g(—— B3) = — 2! ) # 0. (4.87)
ds f’\/m2 (h - ].)\/27713/{2 (h + Ii3)

Sonra (3, (1,3)-Bertrand egrisi ise (1,3)-Bertrand eslenigi spacelike veya
timelike egridir.

(iii) 8 : I C R — B3 egrilik fonksiyonlar1 x; = 1, k3 ve k3 # 0 olan bir
Pseudo null egri olsun. Kabul edelim ki 5* Cartan null egri olsun. Bu durumda,

her s* € I* ve her s € [ i¢in §* agagidaki formda yazilabilir.

B(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s) (4.88)
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(4.88) nin s ye gore tiirevi alimip (2.2) Frenet denklemi kullanihirsa,
T f' = (1 —€eb) T + a'N + (aky — exbkg) By + b By (4.89)

elde edilir. (4.89) denklemi N ve B, ile ayr1 ayn ic carpilirsa ' = 0 ve b = 0

olur.
T*f/ = (]_ — €1b> T + (CLKQ - 62bl€3) Bl (490)
(4.90) dan
(1 — €1b)® = (ary — ebks)? (4.91)
1—¢€b (ko — €3bK
§ = f/l Veyz% (4.92)

T* 1 su sekilde yazip

T* = 6T + vB,. (4.93)

(4.93) nin s ye gore tiirevi alimip (2.2) ve (2.3) Frenet denklemi kullanilirsa,
fHXN* =68T + (6 +vks) N+~ By — yeskaBs. (4.94)
(4.94) T ve By ile ayr ayr i¢ carpihrsa § =~ = 0 bulunur.
f'N* = (6 +vk3) N — veakyBs. (4.95)

Kabul edelim ki v = 0 olsun. (4.95) den f'N* = 6N elde edilir. Bu ise N
ve N*n lineer bagimli olmas1 anlamina gelir. N spacelike veya timelike, N*null

vektorler oldugundan bu bir geligkidir. Dolayisiyla v # 0 dir.y # 0 oldugundan
(4.92) den a #0ve h=4/v

akg — €2b/€3 7£ 0 (496)
1 —€1b = h(aks — €3bK3) . (4.97)
(4.91) dan h = £1,b # +1
(4.95) kendisiyle ig garpilirsa;

262:‘4,2 (a/<;2 — 62[)/@3)2 [

E(f)? = — 77 h+ ks (4.98)
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olarak bulunur.

. ) + YR3 . (a/ﬁlg — nglig) (h + /13)

A ! - I
b )
\, — _E©Ryy €Ky (aky — exbks)
T Tk

N* 1 su sekilde tanimlayip

]\F< == )\1N+ )\232

A h
(4.99) ve (4.100) da Ay # 0 olmak tizere p = — = + k3
A2 —€2R2
—EaRo b = h + K3

(4.101) iin tiirevi almip (2.2) Frenet denklemleri kullanilirsa

—ferET — feéBf = = MT 4+ AN + (Aka — e2haris) By + Ay Bo

A =0ve A, =0
olur. (4.104) i (4.103) de yerine yazarsak
—fERET — feé B = —e M T + (Mky — €2)akis) By

bulunur. (4.105) i kendisiyle i¢ carparsak

/ e (akg — e2bk3)” K33 (h + Ks)

265(f )" =

(4.98) ve (4.106) den

R T = €K% (ary — esbrs) [WT + By
(4.105) ve (4.108) den

K9 (GK,Q — 62[)%3)

Al ===

(h + Iig)
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(4.99)

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)



Ko (ake — €2bK3) h

(f)?

B(s) = (h + rs)

6? (CLHQ — ng/ig) K2 (h —+ KJ3)
(f)?

B =— [—hT + By]

bulunur.

Tersine ko ve k3 i sabit kabul edelim.

B(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s)

(4.112) in tiirevi alinirsa

d *
dﬁs = (1 — €10) T + (aky — €3br3) By
d *
js = (alig — 62b/€3) [hT . Bl]
(4.114) den biz suna sahibiz.
d*p*
ds? (ary = exbr3) [(h + k3) N — €xria By

dg* dg”* d?p* dp”
(ds ds) 91 ds2’d32)

f = ¥/ma (ary — e2brs)v/2macars (h+ k)

. T \/ml (akg — €3bK3)

hT + B
{1/2771262%2 (h + lig) [ 1]

my
\/2m2€2/€2 (h + /13)
g(N*,N*) = —my = €}.(4.118) nin tiirevi alinirsa

N* =

[(h + r3) N — €22 o]

dN* o mq

= —ko L + ((h + K3) kKo + Koks) B
dS* f'\/2m262/{2 (h+/€3)[ 2 (< 3) 2 2 3) 1]

my \/ml (aky — €9bK3)Kaks

{/2maeakia (h+ K3)(f)?

ERyT™ = — (WT + By

39

(a/‘ig — 62[)/‘63)2 (—262/€2 (h + 53))

(4.110)

(4.111)

(4.112)

(4.113)

(4.114)

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)

(4.120)

(4.121)



dN* h
AN" | e = — Tz (h Ks)
f \/2771262/'{2 (h + KJ3)

[—hT + By] (4.122)

ds*

N h
Bf = —¢ (— + efﬁ;;T*) _ sk (WK ( ypl gy (4123)

ds* B f’ \/2771,262%2 (h -+ /13)

g(T",By) =1
m
B; = \/Zm — 1<h — ) [(h + Iig) N + EQI{QBQ] (4124)
2€2M~2 3
9(B3, B;) = ma = €
. mahk
Ky = — (;’)22 (4.125)

Sonra f3, (1, 3)-Bertrand egrisi ise (1, 3)-Bertrand eglenigi cartan null egridir.
Teorem 4.3 3: 1 C R — Ej egrilik fonksiyonlar: x; = 1, ko # 0 ve k3 # 0 olan
bir pseudo null egri olsun. Bu durumda 3, Bertrand eglenigi 8* olan bir (1, 3)-
Partially null Bertrand eglenik egrisine sahip degildir. Birinci ve ikinci egrilikleri
sifirdan farkhidir.

Kabul edelim ki 3, s yay uzunlugu parametresi olmak iizere (1, 3)-Pseudo
null egri olsun. Egrilik fonksiyonlar1 k, = 1, ks # 0 ve k3 # 0 .3* ise s~ yay
uzunlugu parametresi ile bir (1, 3)-Partially null Bertrand eglenigi olsun. Biz §*1

su gekilde tanmimlayabiliriz.

pH(s") = B°(f(s)) = B(s) + a(s)N(s) + b(s) Ba(s). (4.126)

Her s € I, a(s) ve b(s) C* fonksiyon olmak iizere (4.126) in s ye gore

tiirevi alimp (2.3) ve (2.4) Frenet denklemleri kullanilirsa;

T f'=(1—eb) T+ a' N+ (aky — esbkz) By + V' By (4.127)

(4.127) sirasiyla N ve By ile i¢ carpilirsa
0 =0vel =0 (4.128)
Eger (4.128) yi (4.127) da yerine yazarsak;

T*f/ = (1 — €1b> T + (CLIiQ - €2b:‘€3) Bl (4129)

40



elde edilir. (4.129) kendisiyle i¢ garpilirsa;
(f/)2 = € (1 — Elb>2 + €9 (alig — 62[):‘433)2 7é 0

Eger biz 0 ve v y1 su sekilde alirsak

1-— 61b kg — Egb/ﬁlg
A

O zaman T™ 1 su sekilde yazabiliriz.

J

T* = 6T + 4B,

(4.130)

(4.131)

(4.132)

(4.132) in s ye gore tiirevi alimp (2.3) ve (2.4) Frenet denklemleri kullanilirsa;

f'RIN* = 6'T + (6 + yk3) N + v By — €327 Bs

olarak bulunur. (4.133) sirasiyla T" ve By ile i¢ garpilirsa;
§=0very =0
v # 0 ise (4.131) dan
aky — €abks #£ 0

ve

1= €1b + h (Cl/'ig - Egb/ﬁlg)

h = —. (4.136) i (4.130) da yerine yazarsak;

= | >

(') = €1 (ary — ebris)” [h* — 1]
elde edilir. (4.137) dan h # +£1 buluruz.

f'k3BY = A(s)T + B(s) B

. (CLHJQ — Egblig) K9 9
A(s) = Gt (% — 1) [1+ B + 2hks3)

ve
(a/'ig — 62[7/‘%3) h/‘ig

(f)? ki (h2 = 1)

B(s) = [1+ h? + 2hks]

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

f'k3By # 0ve g(Bf, Bf) = 0. 1+h?+2hk3 # 0 ve h? = 1 bu bir geligkidir.
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Ornek 4.1 E} de bir pseudo null egri, A = \/1+ /2, B = /=1 + v/2 olmak

lzere
2—-1 1 2—-1 1
B(s) = V2 sinh(As), V2 cosh(Bs), V2 cosh(As), — + \/_Slnh(Bs) :
V2 V2 V2 V2
denklemi ile verilsin. /3 egrisinin egrilikleri k1 = 1, ko = 1, k3 = /2 dir.
Eger Teorem 2 nin (i) sikkinda a = — (1 - \/5) ve b = (1 - \/5) alirsak, (*

pseudo null egrisini

. (V-1 1++2 V2—1 1+
B = ( 7 sinh(As), — 7 Cosh(Bs),Wcosh(As),— NG

olarak elde edebiliriz. Basit hesaplamalar ile

S

sinh(Bs)) :

N*(s) = Bs(s) ve B3(s) = N(s).

bulunur. Bu durumda 3*, § egrisinin (1, 3)- Bertrand eglenik egrisidir.

0,b=1,h =0 ve p = v/2 alirsak * timelike egrisini
p*(s) = (sinh(As), cosh(Bs), cosh(As), sinh(Bs)) .

olarak elde ederiz. Basit hesaplamalarla

N*(s) = %N(s) + %
1

Bi(s) = %N@) - (o)

bulunur. Bu durumda [*egrisi, f egrisinin (1,3)—Bertrand eglenik egri-

By(s),

sidir.

a=+v2+2veb= —1 alirsak [£* Cartan null egrisini
p*(s) = <2 sinh(As), (2 + 2\/§> cosh(Bs), 2 cosh(As), (2 + 2\/5) sinh(Bs)) .

olarak elde ederiz. Basit hesaplamalarla

N*(s) = 1+f /—1+x/_
/—1+\/_

bulunur. Bu durumda ﬁ egrisi, § nin (1, 3)—Bertrand eslenik egrisidir.

Bi(s) =

77
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada 4-boyutlu 2-indeksli Yari-Oklidyen uzayda genellestirilmis
Pseudo null ve Cartan null Bertrand egrilerinin 6zellikleri incelenmigtir. Bunun
i¢in referanslarda belirtilen [24] ve (Ucum,Kecilioglu,ilarslan) makaleleri detayh
bir gekilde incelenmigtir. Genellestirilmis Bertrand egrileri diger adiyla (1, 3)-
Bertrand egrileri son yillarda diferansiyel geometri aragtirmacilar: tarafindan yogun
bir gekilde ¢aligilan bir ¢egididir. Yapilan bu tez caligmasinda kavramlar ve ispat-
lar acik ve net olarak ifade edilmis ve bu tip egriler iizerinde calisacak arastirma-
cilar icin faydali bir kaynak olacagi degerlendirilmektedir.

Genellestirilmis Bertrand egrileri Cartan catili ve Frenet catili olacag: gibi
Bishop catili egriler icinde g¢aligilabilecek uygun bir problemdir. Dolayisiyla bu

tip egriler iizerine yeni ¢aligmalar yapilmasi beklenebilir.
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