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4.1 Genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain Operatörleri ·Için A¼g¬rl¬kl¬Yaklaş¬m. 33
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1. G·IR·IŞ

"Although this may seem a paradox, all exact science is dominated by the idea of

approximation. When a man tells you that he knows the exact truth about anything,

you are safe in inferring that he is an inexact man."

Bertrand Russell (Russell 1931) bu meşhur cümleleri ile sadece pozitif bilimlerin

s¬n¬rlar¬n¬göstermekle kalmaz, ayn¬zamanda do¼gan¬n matematik yard¬m¬yla nas¬l

tan¬mlanabilece¼gini, betimlenebilece¼gini de gösterir.

Yaklaş¬m ve yaklaş¬k belirleme (approximative determination) matemati¼gin en eski

problemlerindendir. M. Ö. 1800-1600�lü y¬llarda yaz¬lm¬̧s tabletlerde, Babiller taraf¬n-

dan kareköklü ifadelerin ortaya at¬ld¬¼g¬, yaklaş¬k de¼gerler bulundu¼gu arkeologlar

taraf¬ndan keşfedilmi̧stir.

·Irrasyonellik kavram¬n¬n ortaya at¬ld¬¼g¬ve üzerinde ilk defa detayl¬çal¬̧s¬ld¬¼g¬zaman-

larda da, irrasyonel say¬lara ulaşma çabalar¬asl¬nda yaklaş¬k belirlemekten başka bir

şey de¼gildir. Bundand¬r ki yaklaş¬m ve yaklaş¬k belirleme kavramlar¬bu kadar eskiye

dayanmaktad¬r.

Bununla birlikte yaklaş¬m teorisi "approximation theory" nispeten genç bir bilim

dal¬d¬r çünkü fonksiyon kavram¬na ihtiyac¬vard¬r. Fonksiyon kavram¬na tarihsel ola-

rak bakarsak her ne kadar 17. yy�¬n sonlar¬ndan önce kavramla alakal¬ç¬kar¬mlar olsa

da L. Euler�in günümüz f(x) notasyonuna yak¬n bir notasyon kullanmas¬, fonksiyon-

lar üzerinde hesaplamalar yapmas¬ve 1755 y¬l¬nda yay¬mlanan "Institutiones Calculi

Di¤erentialis" adl¬çal¬̧smas¬nda fonksiyonlar¬n formülleri ve özellikleri ile ilgili pek

çok bilgi vermesiyle fonksiyon kavram¬n¬n temelleri at¬lm¬̧s dahas¬bunun do¼gal bir

sonucu olarak yaklaş¬m teorisinin temelleri ortaya at¬lm¬̧st¬r. Hatta daha ileri gider-

sek ilk yaklaş¬m teorisi çal¬̧smas¬, L. Euler�in, Rus ·Imparatorlu¼gunu haritalamas¬

üzerine, "verilen enlemler aras¬ndaki bir meridyenin tüm noktalar¬n¬göz önünde bu-

lundurarak enlemler ve yükseklikler (rak¬mlar) aras¬ndaki ili̧skiye mümkün olan en

iyi yaklaş¬m¬bulma" problemini içeren "De proiectione geographica De Lisliana in
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mappa generali imperii Russici usitata" (Euler 1777) adl¬çal¬̧smas¬na atfedilebilir

(Ste¤ens 2006).

Bu tarihten sonra C. F. Gauss, yaklaş¬m teorisinde çok kullan¬lan bir yöntem olan

En Küçük Kareler Yöntemi�ni 1795 y¬l¬nda geli̧stirmi̧stir ve bu yöntem ilk olarak

1801 y¬l¬nda Ceres asteroidinin yörüngesinin belirlenmesinde kullan¬lm¬̧st¬r. Daha

sonra bu alanda J. L. Lagrange, P. S. Laplace, J. Fourier�in çal¬̧smalar¬olmuştur

(Ste¤ens 2006).

Yaklaş¬m teorisi ile ilgili di¼ger bir önemli çal¬̧sma, 1857 y¬l¬nda yaz¬lan ancak 1859�da

yay¬mlanan P. L. Chebyshev (Chebyshev 1859) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan [a; b] kapal¬ar-

al¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬, reel de¼gerli ve sürekli fonksiyona en iyi yak¬nsayan polinomu

bulma problemine dayanmaktad¬r. P. L. Chebyshev�in hayat¬, Saint Petersburg Ma-

tematik Okulu�nu kurmas¬ ve matemati¼ge yapt¬¼g¬ katk¬lar¬ hakk¬nda bilgiler için

K. G. Ste¤ens�¬n 2006 y¬l¬nda yay¬mlanan "The History of Approximation Theory:

From Euler to Bernstein" adl¬kitab¬na bak¬labilir.

1885 y¬l¬na gelindi¼ginde yaklaş¬m teorisinde ç¬¼g¬r açan bir teorem verilmi̧stir. Weier-

strass�a ait olan, kendi ismiyle an¬lan ve Weierstrass yetmi̧s yaş¬ndayken yay¬mlanan

Weierstrass Yaklaş¬m Teoremi aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

f 2 C[a; b] key� bir fonksiyon olmak üzere, 8" > 0 say¬s¬ve 8x 2 [a; b] için öyle

bir pn(x) cebirsel polinomu bulunabilir ki jf(x) � pn(x)j < " sa¼glan¬r (Weierstrass

1885).

Günümüze kadarWeierstrass Yaklaş¬mTeoremi�nin pek çok ispat¬yap¬lm¬̧st¬r. Farkl¬

ispatlar yapan belli başl¬matematikçiler şöyle s¬ralanabilir: C. Runge (1885), H.

Lebesgue (1898), L. Fejér (1900), É. Borel (1905), C. J. de la Vallée- Poussin (1908),

E. Landau (1908) ve S. N. Bernstein (1912) (Pinkus 2000). Geçmi̧sten günümüze

Weierstrass Yaklaş¬m Teoremi, teoremin ispat¬ve teorem yard¬m¬yla yap¬lm¬̧s olan

pek çok çal¬̧sma ile ilgili daha detayl¬bilgi için A. Pinkus�un 2000 y¬l¬nda yay¬mlanan

"Weierstrass and Approximation Theory" adl¬makalesine bak¬labilir.

Yukar¬da belirtilen ispatlar içerisinde en basit ve ş¬k ispat Bernstein�a (Bernstein

1912) aittir. Bernstein polinomlar¬n¬n ve Bernstein polinomlar¬n¬n yol aç¬c¬l¬¼g¬yla
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kurulan di¼ger pozitif lineer operatörlerin tarihsel geli̧simi, Bernstein polinomlar¬n¬n

kullan¬ld¬¼g¬alanlar ve bu alanlardaki belli başl¬çal¬̧smalar için Farouki�nin (Farouki

2012) "The Bernstein polynomial basis: A centennial retrospective" adl¬k¬ymetli

çal¬̧smas¬na bak¬labilir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ileri bölümlerde kullanaca¼g¬m¬z temel tan¬mlar verilecek ve gerekli

kavramlara de¼ginilecektir.

Tan¬m 2.1 V ve W iki fonksiyon uzay¬olsun. E¼ger V den al¬nan herhangi bir f

fonksiyonunaW uzay¬nda bir g fonksiyonu kaŗs¬l¬k getiren bir J kural¬varsa buna V

uzay¬nda bir operatördür denir ve J(f ;x) = g(x) biçiminde gösterilir (Hac¬saliho¼glu

ve Hac¬yev 1995).

Burada J(f ;x) = J(f(t);x) olmak üzere J operatörü f fonksiyonunun ba¼gl¬oldu¼gu

t de¼gi̧skenine göre uygulanmaktad¬r. Sonuç ise x de¼gi̧skenine ba¼gl¬bir fonksiyondur.

Bundan dolay¬x de¼gi̧skeni J i̧sleminde sabit gibidir ve J(f(x);x) = f(x)J(1; x)

yaz¬labilir.

Tan¬m 2.2 V ve W lineer fonksiyon uzaylar¬için J : V ! W şeklindeki J oper-

atörünü dikkate alal¬m. E¼ger 8f; g 2 V ve 8�; � 2 R için

J(�f + �g;x) = �J(f ;x) + �J(g;x)

koşulu sa¼glan¬yorsa J ye lineer operatör denir (Hac¬saliho¼glu ve Hac¬yev 1995).

Tan¬m 2.3 X bir vektör uzay¬olmak üzere her f 2 X için

f � 0 iken J(f ;x) � 0

oluyor ise J operatörüne pozitif operatör denir. (Hac¬saliho¼glu ve Hac¬yev 1995).

Hem poziti�ik hem de lineerlik şartlar¬n¬sa¼glayan J ye pozitif lineer operatör denir.

Teorem 2.1 fJmgm�1; C[a; b] uzay¬ndan C[a; b] uzay¬na giden pozitif lineer op-

eratörler dizisi olsun. er(t) := tr; r = 0; 1; 2 olmak üzere, e¼ger Jm pozitif lineer

operatörler dizisi [a; b] üzerinde

lim
m!1

kJm (er)� erkC[a;b] = 0
4



koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda [a; b] aral¬¼g¬nda her f 2 C[a; b] için

lim
m!1

kJm (f)� fkC[a;b] = 0

sa¼glan¬r (Korovkin 1953).

Tan¬m 2.4 8t1; t2; :::; tm 2 [0;1) ve �1 + �2 + :::+ �m = 1 olacak şekilde negatif

olmayan �1; �2; :::; �m say¬lar¬için

f

 
mX
i=1

�iti

!
�

mX
i=1

�if (ti) (2.1)

sa¼glan¬yorsa reel de¼gerli bir fonksiyon olan f ye, [0;1) aral¬¼g¬nda konveks fonksiyon

denir (Altomare 2010).

Tan¬m 2.5 ! : [0;1) ! R negatif olmayan, sürekli bir fonksiyon olsun. E¼ger !

fonksiyonu 8x; y 2 [0;1) için

a) ! (x+ y) � ! (x) + ! (y) (alt toplamsall¬k)

b) x � y için ! (x) � ! (y) (azalmayan)

c) limx!0+ ! (x) = ! (0) = 0

özelliklerini sa¼gl¬yor ise ! fonksiyonuna süreklilik modülü fonksiyonu denir (Mhaskar

ve Pai 2000).
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3. LUPAŞ-JAIN OPERATÖRLER·I

1972 y¬l¬nda yay¬mlanan "Approximation of functions by a new class of linear op-

erators" adl¬çal¬̧smas¬nda Jain (Jain 1972), f 2 C[0;1) ! R olmak üzere m 2 N;

x � 0 ve 0 � � < 1 için, Szász-Mirakyan operatörlerini şu şekilde genelleştirmi̧stir:

S�m(f)(x) =

1X
�=0

mx(mx+ ��)��1

�!
e�(mx+��)f

� �
m

�
: (3.1)

Daha sonra yap¬lan çal¬̧smalarda, Szász-Mirakyan operatörlerinin genelleştirilmesi

olan bu operatörler, literatürde Jain operatörleri olarak adland¬r¬lm¬̧st¬r. ·Ilerleyen

y¬llarda Jain operatörlerinin özellikleri ve Jain operatörlerinin genelleştirilmeleri ile

ilgili yap¬lm¬̧s pek çok çal¬̧sma olmakla birlikte birkaç çal¬̧sma şu şekilde s¬ralanabilir:

(Umar ve Razi 1985), (Abel ve Ivan 2007), (Farcaş 2012), (Tarabie 2012a), (Agratini

2013), (Abel ve Agratini 2016), (Deniz 2016), (Özarslan 2016), (Agratini 2018),

(Özarslan 2020). Dahas¬, 2018 y¬l¬nda Agratini, Jain operatörleri üzerine çal¬̧smalar¬

derleyen ve Jain operatörlerinin tarihsel geli̧simi hakk¬nda �kir veren bir çal¬̧sma

yapm¬̧st¬r. Jain operatörleri ile ilgili daha fazla detayl¬bilgi için (Agratini 2018)

çal¬̧smas¬na bak¬labilir.

Lupaş taraf¬ndan (Lupaş 1995), f : [0;1) ! R reel de¼gerli bir fonksiyon, m 2 N

olmak üzere Lupaş operatörleri

Lm(f ;x) = (1� a)mx
1X
�=0

(mx)�
�!

a�f
� �
m

�
; jaj < 1; x � 0;

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r. Lupaş operatörlerinin özel bir formu (a = 1=2 hali) ise

Agratini (Agratini 1999) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧s ve Lupaş operatörleri aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanm¬̧st¬r:

Lm(f)(x) = 2
�mx

1X
�=0

(mx)�
2��!

f
� �
m

�
: (3.2)

Lupaş operatörleri ile ilgili bir derleme ve ileri çal¬̧smalar, 2016 y¬l¬nda Bodur taraf¬n-

dan yaz¬lan "Lupaş Operatörlerinin Baz¬Özellikleri" (Bodur 2016) adl¬yüksek li-

sans tezinde bulunabilir. Lupaş operatörlerinin özellikleri ve Lupaş operatörlerinin
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genelleştirilmeleri ile ilgili yap¬lm¬̧s pek çok çal¬̧sma olmakla birlikte birkaç çal¬̧sma

şu şekilde yine s¬ralanabilir: (Agratini 1999), (Agratini 2000), (Finta 2001), (Finta

2002), (Dirik 2007), (Erençin ve Taşdelen 2007), (Erençin ve Taşdelen 2009), (So-

fonea 2009), (Tarabie 2012b), (Erençin vd. 2014), (Bodur vd. 2018). Burada de-

rinlemesine de¼ginilmeden küçük bir parantez aç¬lmal¬d¬r ki yap¬bak¬m¬ndan Szász-

Mirakyan operatörleri ile Lupaş operatörleri aras¬nda bir benzerlik bulunmaktad¬r.

Baz¬genelleştirilmi̧s Szász-Mirakyan operatörleri ile Lupaş taraf¬ndan tan¬mlanan

(Miheşan 1997) ve (Agratini 1999) taraf¬ndan çal¬̧s¬lan Lupaş operatörleri baz¬özel

durumlarda birbirlerini sa¼glarlar. Bu benzerlik ile ilgili ayr¬nt¬l¬ bilgi için (Finta

2001) ve (Erençin vd. 2014) çal¬̧smalar¬na bak¬labilir.

Patel ve Mishra taraf¬ndan (Patel ve Mishra 2015), f : [0;1) ! R reel de¼gerli bir

fonksiyon olmak üzere

L�m (f) (x) =
1X
�=0

(mx+ ��)�
2��!

2�(mx+��)f
� �
m

�
(3.3)

şeklinde Lupaş operatörlerinin bir genelleştirilmesi verilmi̧s olup yaklaş¬m özellikleri

incelenmi̧s; Durrmeyer ve Kantorovich tipli modi�kasyonlar¬tan¬mlanm¬̧st¬r. Bizim

amac¬m¬z da, negatif indisli Pochhammer sembolü kullanarak hesaplamalar¬kayda

de¼ger olarak daha kolay hale getiren yukar¬daki operatörün farkl¬bir versiyonu olan

ve Lupaş-Jain operatörleri olarak adland¬rd¬¼g¬m¬z operatörleri inşa etmektir.

Bu bölümde ilk olarak Lupaş-Jain operatörlerinin inşas¬kurulacak olup sonra da

ileri bölümlerde ispatlayaca¼g¬m¬z teoremlerde kullanaca¼g¬m¬z baz¬yard¬mc¬sonuçlar

verilecektir. Daha sonra da inşa edilen operatörlerin a¼g¬rl¬kl¬uzaylarda yaklaş¬m¬

üzerinde durulacak; konvekslik alt¬nda monotonlu¼gu ve bir şekil koruma özelli¼gi

gösterilecektir.

3.1 Lupaş-Jain Operatörlerinin Kuruluşu

Jain taraf¬ndan (3.1) ile tan¬mlanan Jain operatörlerinden yararlanarak; Lupaş

operatörlerinin bir genelleştirmesini yapaca¼g¬z. 
 ve � iki parametre olmak üzere

7



0 < 
 <1 ve 0 � � < 1 şartlar¬sa¼glans¬n. Jain�in operatör kurmak için kulland¬¼g¬

ve (Jain 1972) çal¬̧smas¬nda belirtti¼gi Lagrange formülü de aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r:

�(�) = �(0) +
1X
�=1

1

�!

�
d��1

d���1
(f(�))��0(�)

�
�=0

�
�

f(�)

��
:

Burada �(�) = 1
(1��)
 , f(�) =

1
(1��)� ve j�j < 1 alal¬m. �

0(�) = 
(1� �)�(
+1) ve

(f(�))��0(�) = 
(1� �)���(1� �)�
�1 = 
(1� �)�(
+��+1)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Böylece

d

d�

�

(1� �)�(
+��+1))

�
= 
(
 + �� + 1)(1� �)�(
+��+2)

d2

d�2
�

(1� �)�(
+��+1))

�
= 
(
 + �� + 1)(
 + �� + 2)(1� �)�(
+��+3)

... =
...

d��1

d���1

(1� �)�(
+��+1))

����
�=0

= 
(
 + �� + 1)(
 + �� + 2) � � � (1� �)�(
+��+�)
����
�=0

= 
(
 + �� + 1)(
 + �� + 2) � � � (
 + �� + � � 1)

= 
(
 + �� + 1)��1

bulunur. Çünkü (
 + �� + 1)��1 = (
 + �� + 1)(
 + �� + 2) � � � (
 + �� + 1+ �� 2)

sa¼glan¬r. Burada

(a)m =

8<: a (a+ 1) � � � (a+m� 1) m 2 N

1 m = 0; a 6= 0;

Pochhammer sembolü olup

(a)�m =
1

(a� 1) (a� 2) � � � (a�m) =
1

(a�m)m
=

(�1)m

(1� a)m

a 6= 1; 2; :::;m dir (Gasper ve Rahman 2004). (
 + 1)�1 =
1
(
)1

= 1


sa¼glan¬r. Dahas¬,

�(0) = 1
(1�0)
 = 1 olmak üzere Lagrange formülünden
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1

(1� �)
 = 1 +
1X
�=1

1

�!

(
 + �� + 1)��1�

�(1� �)�� (3.4)

elde edilir. Gerçekten

1

(1� �)
 =
1X
�=0

1

�!

(
 + �� + 1)��1�

�(1� �)��

ve 0 < 
 <1, j�j < 1 ve 0 � � < 1 şartlar¬hat¬rlan¬rsa

lim
�!1

�����!(
 + �� + � + 1)���+1(1� �)(�+1)�(� + 1)!(
 + �� + 1)��1��(1� z)��

���� = ���(1� �)��� lim�!1 (
 + �� + � + 1)�
(� + 1)(
 + �� + 1)��1

olup limit al¬n¬rsa
�
1 + 1

�

��
(� +1)�(1� �)� elde edilir. Mathematica 11.3 program¬

yard¬m¬yla � = 1
2
için

�
1 + 1

�

��
(� + 1)�(1� �)� < 1 gerçeklendi¼gi görülür.

Şimdi (3.4) de her iki taraf (1� �)
 ile çarp¬l¬rsa

1 = (1� �)
 +
1X
�=1

1

�!

(
 + �� + 1)��1�

�(1� �)
+��

1 =
1X
�=0


(
 + �� + 1)��1
�!

��(1� �)
+�� (3.5)

elde edilir. (3.5) eşitli¼ginde � = 1
2
al¬n¬rsa

1 =

1X
�=0


(
 + �� + 1)��1
2��!

2�(
+��) (3.6)

bulunur. Böylece 
 = mx; m 2 N için Lupaş-Jain operatörleri

J�m(f ;x) := J
�
m(f)(x) =

8><>:
1P
�=0

mx(mx+1+��)��1
2��!

2�(mx+��)f
�
�
m

�
; x > 0;

f (0) ; x = 0

(3.7)

şeklindedir. � parametresi 0 � � < 1 aral¬¼g¬nda sadecem ye ba¼gl¬olup reel de¼gerli ve

s¬n¬rl¬f fonksiyonu [0;1) da tan¬ml¬d¬r. Aç¬kt¬r ki; � = 0 için Lupaş-Jain operatör-

leri, (3.2) ile tan¬mlanan Lupaş operatörlerine indirgenir. Lupaş-Jain operatörleri
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pozitif ve lineerdir. Gerçekten, Tan¬m 2.2 ve Tan¬m 2.3 göz önünde bulundurulursa

x 2 [0;1); 0 � � < 1; m 2 N şartlar¬alt¬nda

J�m (f) (x) =

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)f
� �
m

�
> 0

oldu¼gu görülür. Dahas¬, 8f; g 2 CB[0;1) ve 8�; � 2 R için

J�m(�f + �g)(x) = �J
�
m(f)(x) + �J

�
m(g)(x)

oldu¼gu gösterilmelidir.

J�m (�f + �g) (x) =
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)
�
�f
� �
m

�
+ �g

� �
m

��
=

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)�f
� �
m

�
+

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)�g
� �
m

�
= �

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)f
� �
m

�
+�

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)g
� �
m

�
elde edilir. Şimdi, operatörün pozitif ve lineer oldu¼gunu gösterdikten sonra inşas¬

için

J(0; 
; �) :=
1X
�=0

(
 + 1 + ��)��1
2��!

2�(
+��)

oldu¼gunu kabul edelim. (3.6) yard¬m¬yla 
J(0; 
; �) = 1 eşitli¼gi elde edilir. Böylece

Lupaş-Jain operatörlerinin momentlerini hesaplamak için kullanaca¼g¬m¬z J(�; 
; �)

yard¬mc¬fonksiyonu için rekürans formülünü verelim.

Lemma 3.1 0 < 
 <1; 0 � � < 1; � 2 N ve

J (�; 
; �) :=
1X
�=0

(
 + 1 + ��)�+��1
2��!

2�(
+��) (3.8)
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olsun. O halde

J (�; 
; �) =
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + � � 1 + ��) J (� � 1; 
 + ��; �)

gerçeklenir.

·Ispat.

J(0; 
; �) :=
1X
�=0

(
 + 1 + ��)��1
2��!

2�(
+��)

ise 
J(0; 
; �) = 1 oldu¼gunu söylemi̧stik. Pochhammer sembolü yard¬m¬yla

(
 + 1 + ��)�

= (
 + 1 + ��)(
 + 1 + �� + 1) � � � (
 + 1 + �� + � � 2)(
 + 1 + �� + � � 1)

= (
 + 1 + ��)��1(
 + � + ��)

gerçeklenir. O halde yukar¬da verilen ifadeyi J(1; 
; �) için kullanal¬m. (3.8) eşitli¼ginde

� = 1 için

J (1; 
; �) =
1X
�=0

(
 + 1 + ��)�
2��!

2�(
+��)

=
1X
�=0

(
 + 1 + ��)��1
2��!

(
 + � + ��)2�(
+��)

= 

1X
�=0

(
 + 1 + ��)��1
2��!

2�(
+��) + (� + 1)
1X
�=1

(
 + 1 + ��)��1
2��!

�2�(
+��)

= 
J(0; 
; �) + (� + 1)

1X
�=0

(
 + 1 + � + ��)�
2�+1�!

2�(
+�+��)

olup buradan

J (1; 
; �) = 
J(0; 
; �) +
� + 1

2
J (1; 
 + �; �)

elde edilen bu eşitli¼gi sa¼gdaki terime art arda uygulayal¬m.

J (1; 
; �) = 
J(0; 
; �) +
� + 1

2

�
(
 + �)J(0; 
 + �; �) +

� + 1

2
J(1; 
 + 2�; �)

�
= 
J(0; 
; �) +

� + 1

2
(
 + �)J(0; 
 + �; �)

+

�
� + 1

2

�2 �
(
 + 2�)J(0; 
 + 2�; �) +

� + 1

2
J(1; 
 + 3�; �)

�
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olup

J (1; 
; �) = 
J(0; 
; �) +
� + 1

2
(
 + �)J(0; 
 + �; �)

+

�
� + 1

2

�2
(
 + 2�)J(0; 
 + 2�; �)

+

�
� + 1

2

�3 �
(
 + 3�)J(0; 
 + 3�; �) +

� + 1

2
J(1; 
 + 4�; �)

�
= � � �

şeklinde devam edilirse

J (1; 
; �) =

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + ��) J (0; 
 + ��; �)

bulunur. Şimdi buradan J (�; 
; �) ifadesine geçebiliriz.

J (�; 
; �) :=
1X
�=0

(
 + 1 + ��)�+��1
2��!

2�(
+��)

alal¬m. Burada

(
 + 1 + ��)�+��1

= (
 + 1 + ��)(
 + 2 + ��) � � � (
 + 1 + �� + � + � � 3)(
 + 1 + �� + � + � � 2)

= (
 + 1 + ��)�+��2(
 + � � 1 + � + ��)

gerçeklenir. Yani (
+1+��)�+��1 = (
+1+��)�+��2(
+��1+�+��) eşitli¼ginden

J (�; 
; �) :=

1X
�=0

(
 + 1 + ��)�+��2
2��!

[
 + � � 1 + �(� + 1)] 2�(
+��)

olup eşitli¼gin sa¼g taraf¬nda da¼g¬lma i̧slemi uygulan¬rsa

J (�; 
; �)

= (
 + � � 1)
1X
�=0

(
 + 1 + ��)�+��2
2��!

2�(
+��)

+(� + 1)
1X
�=1

(
 + 1 + ��)�+��2
2��!

�2�(
+��)

= (
 + � � 1)J(� � 1; 
; �) + (� + 1)
1X
�=0

(
 + 1 + � + ��)�+��1
2�+1�!

2�(
+�+��)
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olup

J (�; 
; �) = (
 + � � 1)J(� � 1; 
; �) + � + 1
2
J(�; 
 + �; �)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Bu eşitlik sa¼gdaki terime yine art arda uygulan¬rsa

J (�; 
; �)

= (
 + � � 1)J(� � 1; 
; �) + � + 1
2

�
(
 + � + � � 1)J(� � 1; 
 + �; �)

+
� + 1

2
J(�; 
 + 2�; �)

�
= (
 + � � 1)J(� � 1; 
; �) + � + 1

2
(
 + � + � � 1)J(� � 1; 
 + �; �)

+

�
� + 1

2

�2 �
(
 + 2� + � � 1)J(� � 1; 
 + 2�; �) + � + 1

2
J(�; 
 + 3�; �)

�
= � � �

elde edilir. Böylece

J (�; 
; �) =
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + � � 1 + ��) J (� � 1; 
 + ��; �)

bulunur ki ispat tamamlan¬r.

Sonuç 3.1

hm (x) :=

1X
�=0

�mx� � 1 < x < 1; m 2 N

ve

h0 (x) :=
1

1� x =
1X
�=0

x� (3.9)

geometrik serisini ele alal¬m. Terim-terime türevleri al¬n¬rsa

h0m (x) =

1X
�=1

�m+1x��1

olup

xh0m (x) =
1X
�=1

�m+1x� = hm+1 (x)
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eşitli¼gi elde edilir. Bu rekürans sayesinde, m = 1; 2 ve 3 için

h1 (x) =
x

(1� x)2
=

1X
�=1

�x�; (3.10)

h2 (x) = x

�
x

(1� x)2
�0
=
x2 + x

(1� x)3
=

1X
�=1

�2x�; (3.11)

h3 (x) = x

�
x2 + x

(1� x)3
�0
=
x3 + 4x2 + x

(1� x)4
=

1X
�=1

�3x� (3.12)

elde edilir (Velleman 1995).

Lemma 3.2 (3.8) yard¬m¬yla aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r.

J (1; 
; �) =
2

1� � ; (3.13)

J (2; 
; �) =
4 (
 + 1)

(1� �)2
+
4� (� + 1)

(1� �)3
; (3.14)

J (3; 
; �) =
8(
 + 1)(
 + 2)

(1� �)3
+
8� (� + 1) (3
 + 5)

(1� �)4
+
8�2(2�2 + 6� + 4)

(1� �)5
; (3.15)

J (4; 
; �) =
16(
3 + 6
2 + 11
 + 6)

(1� �)4
+
16� (� + 1) (6
2 + 26
 + 26)

(1� �)5

+
16�2 (� + 1) [(� + 3)(3
 + 6) + (� + 1)(6
 + 14) + (2� + 4)(
 + 3)]

(1� �)6

+
16�3 (� + 1) (6�2 + 28� + 6)

(1� �)7
(3.16)

·Ispat. 0 � � < 1 olmak üzere x = �+1
2
için 1

2
< �+1

2
< 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Yukar¬da

verilen yard¬mc¬eşitlikleri ispatlamak için kullanaca¼g¬m¬z h0 (x), h1 (x), h2 (x), h3 (x)

ifadelerine kaŗs¬l¬k gelen de¼gerleri bulal¬m.

h0

�
� + 1

2

�
=

1X
�=0

�
� + 1

2

��
=

1

1� �+1
2

=
2

1� � ; (3.17)

h1

�
� + 1

2

�
=

1X
�=1

�

�
� + 1

2

��
=

�+1
2

(1� �+1
2
)2
=
2(� + 1)

(1� �)2 ; (3.18)

h2

�
� + 1

2

�
=

1X
�=1

�2
�
� + 1

2

��
=
( �+1
2
)2 + �+1

2�
1� �+1

2

�3 =
2(�2 + 4� + 3)

(1� �)3 ; (3.19)

h3

�
� + 1

2

�
=

1X
�=1

�3
�
� + 1

2

��
=
( �+1
2
)3 + 4( �+1

2
)2 + �+1

2�
1� �+1

2

�4
=

2(�3 + 11�2 + 23� + 13)

(1� �)4 : (3.20)
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Şimdi de

J (�; 
; �) =

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + � � 1 + ��) J (� � 1; 
 + ��; �)

rekürans ba¼g¬nt¬s¬n¬ve

J(0; 
; �) =
1X
�=0

(
 + 1 + ��)��1
2��!

2�(
+��)

ise 
J(0; 
; �) = 1 oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. Yukar¬da belirtilen (3.17) eşitli¼gi yard¬m¬yla

J(1; 
; �) =
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + ��) J (0; 
 + ��; �) =

1X
�=0

�
� + 1

2

��
=

2

1� �

bulunur. Benzer şekilde J(2; 
; �) için (3.18)

J(2; 
; �) =
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1 + ��) J (1; 
 + ��; �)

=
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1 + ��)

�

0@ 1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + �� + ��) J (0; 
 + �� + ��; �)| {z }

=1

1A
=

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1 + ��)

1X
�=0

�
� + 1

2

��
=

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1 + ��)

�
2

1� �

�
olmak üzere (
 + 1 + ��) ifadesi da¼g¬t¬l¬r; (3.17) ve (3.18) ifadeleri dikkate al¬n¬rsa

J(2; 
; �) =

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1)

�
2

1� �

�
+

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(��)

�
2

1� �

�
=

�
2

1� �

�
(
 + 1)

�
2

1� �

�
+

�
2�

1� �

� 1X
�=1

�

�
� + 1

2

��
=

4 (
 + 1)

(1� �)2
+

�
2�

1� �

�
h1

�
� + 1

2

�
=

4 (
 + 1)

(1� �)2
+

2�

1� �
2(� + 1)

(1� �)2

=
4 (
 + 1)

(1� �)2
+
4� (� + 1)

(1� �)3
15



elde edilir. Yine benzer şekilde J(3; 
; �) için yukar¬daki ad¬mlar tekrarlan¬rsa

J(3; 
; �) =

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 2 + ��) J (2; 
 + ��; �)

=

1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 2 + ��)

�
4 (
 + �� + 1)

(1� �)2
+
4� (� + 1)

(1� �)3
�

olup

J(3; 
; �) =
4

(1� �)2
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1 + ��) (
 + 2 + ��)

+
4� (� + 1)

(1� �)3
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 2 + ��)

bulunur. (
 + 1 + ��) (
 + 2 + ��) = (
 + 1) (
 + 2) + (2
 + 3)�� + �2�2 oldu¼gu ve

(3.17), (3.18) ve (3.19) dikkate al¬n¬r ve tekrar da¼g¬t¬l¬p düzenlenirse

J(3; 
; �) =
4

(1� �)2

( 1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 1) (
 + 2)

+
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(2
 + 3)�� +

1X
�=0

�
� + 1

2

��
�2�2

)

+
4� (� + 1)

(1� �)3
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 2) +

4� (� + 1)

(1� �)3
1X
�=0

�
� + 1

2

��
��

olup

J(3; 
; �) =
4 (
 + 1) (
 + 2)

(1� �)2
1X
�=0

�
� + 1

2

��
+
4�(2
 + 3)

(1� �)2
1X
�=1

�

�
� + 1

2

��
+

4�2

(1� �)2
1X
�=1

�2
�
� + 1

2

��
+
4� (� + 1) (
 + 2)

(1� �)3
1X
�=0

�
� + 1

2

��
+
4�2 (� + 1)

(1� �)3
1X
�=1

�

�
� + 1

2

��

ara i̧slemlere devam edilirse
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J(3; 
; �) =
4 (
 + 1) (
 + 2)

(1� �)2
2

1� � +
4�(2
 + 3)

(1� �)2
2(� + 1)

(1� �)2 +
4�2

(1� �)2
2(�2 + 4� + 3)

(1� �)3

+
4� (� + 1) (
 + 2)

(1� �)3
2

1� � +
4�2 (� + 1)

(1� �)3
2(� + 1)

(1� �)2

=
8 (
 + 1) (
 + 2)

(1� �)3
+
8�(� + 1)(2
 + 3)

(1� �)4
+
8�2(�2 + 4� + 3)

(1� �)5

+
8� (� + 1) (
 + 2)

(1� �)4
+
8�2 (� + 1)2

(1� �)5

=
8 (
 + 1) (
 + 2)

(1� �)3
+
8�(� + 1)(3
 + 5)

(1� �)4
+
8�2(2�2 + 6� + 4)

(1� �)5

sonucuna ulaş¬l¬r. J(4; 
; �) için

J(4; 
; �) =
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 3 + ��) J (3; 
 + ��; �)

=
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 3 + ��)

�
8 (
 + 1 + ��) (
 + 2 + ��)

(1� �)3

= +
8�(� + 1)(3(
 + k�) + 5)

(1� �)4
+
8�2(2�2 + 6� + 4)

(1� �)5
�

=
8

(1� �)3
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 3 + ��) (
 + 1 + ��) (
 + 2 + ��)

+
8�(� + 1)

(1� �)4
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 3 + ��) (3
 + 5 + 3��)

+
8�2(2�2 + 6� + 4)

(1� �)5
1X
�=0

�
� + 1

2

��
(
 + 3 + ��)

olmak üzere yukar¬da yap¬lan i̧slemler benzer şekilde tekrar edilir ve i̧slemlerin de-

vam¬nda gerekli yerlere (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.20) eşitlikleri yaz¬l¬rsa

J (4; 
; �) =
16(
3 + 6
2 + 11
 + 6)

(1� �)4
+
16� (� + 1) (6
2 + 26
 + 26)

(1� �)5

+
16�2 (� + 1) [(� + 3)(3
 + 6) + (� + 1)(6
 + 14) + (2� + 4)(
 + 3)]

(1� �)6

+
16�3 (� + 1) (6�2 + 28� + 6)

(1� �)7

sonucu elde edilir ve ispat tamamlan¬r.
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Lemma 3.3 er(t) = t
r; r = 0; 4 test fonksiyonlar¬olmak üzere (3.7) ile tan¬mlanan

Lupaş-Jain operatörleri J�m için aşa¼g¬daki eşitlikler gerçeklenir.

J�m (e0) (x) = 1;

J�m (e1) (x) =
x

1� � ;

J�m (e2) (x) =
x2

(1� �)2
+

2x

m (1� �)3
;

J�m (e3) (x) =
x3

(1� �)3
+

6x2

m (1� �)4
+
6x(� + 1)

m2 (1� �)5
;

J�m (e4) (x) =
x4

(1� �)4
+

12x3

m (1� �)5
+
12x2(2� + 3)

m2 (1� �)6
+
2x(13�2 + 34� + 13)

m3 (1� �)7
:

·Ispat.

J�m (f) (x) =

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)f
� �
m

�
Lupaş-Jain operatörleri olmak üzere f = e0 durumunda (3.6) eşitli¼ginden ötürü
1P
�=0

mx(mx+1+��)��1
2��!

2�(mx+��) = 1 dir. O halde, J�m (e0) (x) = 1 oldu¼gu aç¬kt¬r. f = e1

için

J�m (e1) (x)

=
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)
�

m
= x

1X
�=1

(mx+ 1 + ��)��1
2�(� � 1)! 2�(mx+��)

= x
1X
�=0

(mx+ 1 + � + ��)�
2�+1�!

2�(mx+�+��) =
x

2

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2�+1�!

2�(mx+�+��)

=
x

2
J(1;mx+ �; �) =

x

2

2

1� � =
x

1� �

bulunur. Böylece

J�m (e1) (x) =
x

1� �

bulunur. f = e2 test fonksiyonu için

J�m (e2) (x)

=
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)
�2

m2
=
x

m

1X
�=1

(mx+ 1 + ��)��1
2�(� � 1)! 2�(mx+��)�

=
x

m

1X
�=0

(mx+ 1 + � + ��)�
2�+1�!

2�(mx+�+��)(� + 1)
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olup

J�m (e2) (x)

=
x

m

1X
�=0

(mx+ 1 + � + ��)�
2�+1�!

2�(mx+�+��)� +
x

m

1X
�=0

(mx+ 1 + � + ��)k
2�+1�!

2�(mx+�+��)

=
x

2m

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��) +

x

2m
J(1;mx+ �; �)

=
x

2m

1X
�=0

(mx+ � + 1 + (� + 1)�)�+1
2�+1�!

2�(mx+�+(�+1)�) +
x

2m

2

1� �

=
x

4m

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��) +
x

m(1� �)

=
x

4m
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m(1� �)

=
x

4m

�
4 (mx+ 2� + 1)

(1� �)2
+
4� (� + 1)

(1� �)3
�
+

x

m(1� �)

=
x2

(1� �)2
+

2x

m (1� �)3

elde edilir. Böylece

J�m (e2) (x) =
x2

(1� �)2
+

2x

m (1� �)3

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. f = e3 test fonksiyonu için

J�m (e3) (x) =
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)
�3

m3

=
x

m2

1X
�=1

(mx+ 1 + ��)��1
2�(� � 1)! 2�(mx+��)�2

=
x

m2

1X
�=0

(mx+ 1 + (� + 1)�)�
2�+1�!

2�(mx+(�+1)�)(� + 1)2

=
x

2m2

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)�2

+
x

2m2

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)2�

+
x

2m2

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)

=
x

2m2

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��)�

+
x

m2

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��) +

x

2m2
J(1;mx+ �; �)
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olup devam edilirse

J�m (e3) (x) =
x

2m2

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�+1�!

2�(mx+2�+��)(� + 1)

+
x

m2

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�+1�!

2�(mx+2�+��) +
x

m2(1� �)

=
x

4m2

1X
�=1

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�(� � 1)! 2�(mx+2�+��)

+
x

4m2

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)

+
x

2m2

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��) +
x

m2(1� �)

=
x

4m2

1X
�=0

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�+1�!

2�(mx+3�+��)

+
x

4m2
J(2;mx+ 2�; �) +

x

2m2
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m2(1� �)

=
x

8m2
J(3;mx+ 3�; �) +

3x

4m2
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m2(1� �)
(3.14) ve (3.15) ile verilen J (2; 
; �) ve J (3; 
; �) eşitliklerinde s¬ras¬yla 
 = mx+2�

ve 
 = mx+ 3� al¬n¬rsa

J (2;mx+ 2�; �) =
4 (mx+ 2� + 1)

(1� �)2
+
4� (� + 1)

(1� �)3
;

J (3;mx+ 3�; �) =
8(mx+ 3� + 1)(mx+ 3� + 2)

(1� �)3
+
8� (� + 1) (3(mx+ 3�) + 5)

(1� �)4

+
8�2(2�2 + 6� + 4)

(1� �)5

ve gerekli tüm ara i̧slemler titizlikle yap¬l¬rsa

J�m (e3) (x) =
x3

(1� �)3
+

6x2

m (1� �)4
+
6x(� + 1)

m2 (1� �)5

sonucuna ulaş¬l¬r. Son olarak f = e4 için benzer i̧slemler yap¬l¬rsa

J�m (e4) (x) =

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)
�4

m4

=
x

m3

1X
�=1

(mx+ 1 + ��)��1
2�(� � 1)! 2�(mx+��)�3

=
x

m3

1X
�=0

(mx+ 1 + (� + 1)�)�
2�+1�!

2�(mx+(�+1)�)(� + 1)3

=
x

2m3

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)(�3 + 3�2 + 3� + 1)
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olup

J�m (e4) (x) =
x

2m3

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)�3

+
3x

2m3

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)�2

+
3x

2m3

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)�

+
x

2m3

1X
�=0

(mx+ � + 1 + ��)�
2��!

2�(mx+�+��)

=
x

2m3

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��)�2

+
3x

2m3

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��)�

+
3x

2m3

1X
�=1

(mx+ � + 1 + ��)�
2�(� � 1)! 2�(mx+�+��) +

x

2m3
J(1;mx+ �; �)

devam edilirse

J�m (e4) (x) =
x

2m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�+1�!

2�(mx+2�+��)(� + 1)2

+
3x

2m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�+1�!

2�(mx+2�+��)(� + 1)

+
3x

2m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�+1�!

2�(mx+2�+��) +
x

m3(1� �)

=
x

4m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)�2

+
x

4m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)2�

+
x

4m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)

+
3x

4m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)�

+
3x

4m3

1X
�=0

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2��!

2�(mx+2�+��)

+
3x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m3(1� �)
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bulunur. Düzenlemeye devam edilirse

J�m (e4) (x)

=
x

4m3

1X
�=1

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�(� � 1)! 2�(mx+2�+��)�

+
2x

4m3

1X
�=1

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�(� � 1)! 2�(mx+2�+��)

+
x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

3x

4m3

1X
�=1

(mx+ 2� + 1 + ��)�+1
2�(� � 1)! 2�(mx+2�+��)

+
3x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

3x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m3(1� �)

olup

J�m (e4) (x) =
x

4m3

1X
�=0

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�+1�!

2�(mx+3�+��)(� + 1)

+
2x

4m3

1X
�=0

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�+1�!

2�(mx+3�+��)

+
3x

4m3

1X
�=0

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�+1�!

2�(mx+3�+��)

+
7x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m3(1� �)

=
x

8m3

1X
�=1

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�(� � 1)! 2�(mx+3�+��)

+
x

8m3

1X
�=0

(mx+ 3� + 1 + ��)�+2
2�+1�!

2�(mx+3�+��)

+
2x

8m3
J(3;mx+ 3�; �) +

3x

8m3
J(3;mx+ 3�; �)

+
7x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m3(1� �)

bulunur. Dahas¬

J�m (e4) (x) =
x

16m3
J(4;mx+ 4�; �) +

6x

8m3
J(3;mx+ 3�; �)

+
7x

4m3
J(2;mx+ 2�; �) +

x

m3(1� �)

ulaş¬l¬r. (3.14), (3.15) ve (3.16) ile verilen J (2; 
; �), J (3; 
; �) ve J (4; 
; �) eşitlik-

lerinde s¬ras¬yla 
 = mx + 2�, 
 = mx + 3� ve 
 = mx + 4� al¬n¬r ve ara i̧slemler

yap¬l¬lrsa
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J�m (e4) (x) =
x4

(1� �)4
+

12x3

m (1� �)5
+
12x2(2� + 3)

m2 (1� �)6
+
2x(13�2 + 34� + 13)

m3 (1� �)7

sonucuna ulaş¬l¬r ve ispat tamamlan¬r.

3.2 Lupaş-Jain Operatörleri ·Için A¼g¬rl¬kl¬Düzgün Yaklaş¬m

Bu bölümde, Gadzhiev taraf¬ndan 1976�da verilen a¼g¬rl¬kl¬Korovkin tipli teorem

yard¬m¬yla Lupaş-Jain operatörleri ile a¼g¬rl¬kl¬yaklaş¬m üzerinde durulacakt¬r. Bunun

için Gadzhiev taraf¬ndan aşa¼g¬daki gibi gösterimleri verilen fonksiyon uzaylar¬na

de¼ginelim. � : R+ ! R+, monoton artan ve sürekli fonksiyonu için '(x) = 1+ �2(x)

bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu olmak üzere B'(R+) uzay¬

B'(R+) =
�
f : R+ ! R j jjf jj' = sup

x�0

f(x)

'(x)
<1

�
(3.21)

ile tan¬ml¬olsun. Ayr¬ca C'(R+); C�'(R+); U'(R+) uzaylar¬

C'(R+) =
�
f 2 B'(R+); f sürekli

	
; (3.22)

C�'(R+) =
�
f 2 C'(R+); lim

x!1

f(x)

'(x)
=Mf < +1

�
; (3.23)

U'(R+) =
�
f 2 C'(R+);

f

'
düzgün sürekli

�
(3.24)

şeklinde tan¬mlans¬nlar. Burada, C�'(R+) uzay¬nda Mf ; f ye ba¼gl¬ bir sabittir.

Böylece,

C�'(R+) � U'(R+) � C'(R+) � B'(R+)

sa¼glan¬r (Gadzhiev 1976).

Lemma 3.4 fJmgm�1; operatörlerinin C'(R+) uzay¬ndan B'(R+) uzay¬na pozitif

lineer operatörler olmas¬için gerek ve yeter şart m � 1; x � 0 için

jJm(';x)j � Km'(x)

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r. Burada Km pozitif bir sabittir (Gadzhiev 1976).
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Teorem 3.1 fJmgm�1; C'(R+) uzay¬ndan B'(R+) uzay¬na giden pozitif lineer op-

eratörlerin bir dizisi olsun. E¼ger

lim
m!1



Jm ��i�� �i

' = 0; i = 0; 1; 2
şart¬sa¼glan¬yorsa bu durumda herhangi bir f 2 C�' için

lim
m!1

jjJmf � f jj' = 0 (3.25)

gerçeklenir (Gadzhiev 1976).

Şimdi, Lupaş-Jain operatörleri ile a¼g¬rl¬kl¬düzgün yaklaş¬m¬inceleyelim. Bunun için

�(x) = x ve � parametresini de 0 � �m < 1 ve limm!1 �m = 0 şartlar¬ alt¬nda

� = �m dizisi şeklinde alal¬m.

Teorem 3.2 0 � �m < 1 ve limm!1 �m = 0 olmak üzere f�mgm2N dizisi alal¬m. O

halde, her f 2 C�'(R+) fonksiyonu için

lim
m!1



J�mm (f)� f



'
= 0

gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 göz önünde bulundurulursa Lupaş-Jain operatör-

leri J�mm ; C'(R+) uzay¬ndan B'(R+) uzay¬na pozitif lineer bir operatördür. Theorem

3.1 dikkate al¬narak J�mm operatörler dizisi için ispatlayal¬m.

lim
m!1



J�mm (e0)� e0



'
= 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.



J�mm (e1)� e1



'
= sup

x2R+

���J�mm (e1)� e1
���

1 + x2
= sup

x2R+

��� x
1��m

� x
���

1 + x2

= sup
x2R+

���� x

1 + x2
�m

1� �m

����
� �m

1� �m

ifadesinden

lim
m!1



J�mm (e1)� e1



'
= 0

24



elde edilir. Son olarak 2x � 1 + x2 oldu¼gundan



J�mm (e2)� e2



'
= sup

x2R+

���J�mm (e2)� e2
���

1 + x2

= sup
x2R+

���� 1

1 + x2

�
x2

(1� �m)
2 +

2x

m (1� �m)
3 � x

2

�����
= sup

x2R+

���� x2

1 + x2
2�m � �2m
(1� �m)

2 +
2x

1 + x2
1

m (1� �m)
3

����
� 2�m � �2m

(1� �m)
2 +

1

m (1� �m)
3

ifadesinden

lim
m!1



J�mm (e2)� e2



'
= 0:

bulunur ki bu da ispat¬tamamlar.

3.3 Lupaş-Jain Operatörleri Dizisinin Monotonlu¼gu

Şimdi Lupaş-Jain operatörlerinin m ye göre monotonlu¼gunu inceleyelim. Daha önce

(2.1) ile verilen konvekslik tan¬m¬n¬an¬msayarak aşa¼g¬daki teoremi verelim.

Teorem 3.3 f; [0;1) aral¬¼g¬nda konveks bir fonksiyon olsun. O halde, 8m 2 N

için J�m ile gösterilen Lupaş-Jain operatörleri de m ye göre artmayand¬r.

·Ispat. Operatörün tan¬m¬göz önünde bulundurulur ve (3.6) ile verilen aşa¼g¬daki

eşitlikte

1 =

1X
�=0


(
 + �� + 1)��1
2��!

2�(
+��)


 = x al¬n¬rsa

2x =
1X
�=0

x(x+ �� + 1)��1
2��!

2���

elde edilir. Buradan

J�m (f) (x)� J
�
m+1 (f) (x)

= 2x
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�((m+1)x+��)f
� �
m

�
�

1X
�=0

(m+ 1)x ((m+ 1)x+ 1 + ��)��1
2��!

2�((m+1)x+��)f

�
�

m+ 1

�
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olup

J�m (f) (x)� J
�
m+1 (f) (x)

=
1X
l=0

x (x+ 1 + l�)l�1
2ll!

2�l�
1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�((m+1)x+��)f
� �
m

�
�

1X
�=0

(m+ 1)x ((m+ 1)x+ 1 + ��)��1
2��!

2�((m+1)x+��)f

�
�

m+ 1

�
=

1X
l=0

x (x+ 1 + l�)l�1
2ll!

2�l�
1X
�=l

mx (mx+ 1 + (� � l)�)��l�1
2(��l)(� � l)! 2�((m+1)x+(��l)�)f

�
� � l
m

�
�

1X
�=0

(m+ 1)x ((m+ 1)x+ 1 + ��)��1
2��!

2�((m+1)x+��)f

�
�

m+ 1

�

bulunur. Şimdi de toplamlar¬n s¬ras¬de¼gi̧stirilir ve ortak paranteze aln¬rsa

J�m (f) (x)� J
�
m+1 (f) (x)

=
1X
�=0

�X
l=0

x (x+ 1 + l�)l�1
l!

mx (mx+ 1 + (� � l) �)��l�1
2� (� � l)! 2�[(m+1)x+��]f

�
� � l
m

�
�

1X
�=0

(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1
2��!

2�[(m+1)x+��]f

�
�

m+ 1

�

J�m (f) (x)� J
�
m+1 (f) (x)

=
1X
�=0

(
�X
l=0

mx (mx+ 1 + l�)l�1
2�l!

x (x+ 1 + (� � l) �)��l�1
(� � l)! f

�
l

m

�
�
(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

2��!
f

�
�

m+ 1

��
2�[(m+1)x+��] (3.26)

bulunur. Konvekslik tan¬m¬da dikkate al¬narak, burada s¬ras¬yla

�l :=

�
�

l

�
mx (mx+ 1 + l�)l�1 x (x+ 1 + (� � l) �)��l�1

(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1
� 0

ve tl := l
m
seçelim. Şimdi, Stancu ve Occorsio (Stancu ve Occorsio 1998) taraf¬ndan

(3.27) ve (3.28) ile verilen Jensen ve Abel eşitliklerini hat¬rlayal¬m.

(u+ p) (u+ p+ 1 + s�)s�1

=
sX
�=0

�
s

�

�
u (u+ 1 + ��)��1 p (p+ 1 + (s� �) �)s���1 (3.27)

26



ve

(u+ p+ s�)s =
sX
�=0

�
s

�

�
(u+ ��)� p (p+ 1 + (s� �) �)s���1 : (3.28)

(3.27) ile gösterilen Jensen eşitli¼ginde u = mx; p = x ve s = � yaz¬l¬rsa

(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

=

�X
l=0

�
�

l

�
mx (mx+ 1 + l�)l�1 x (x+ 1 + (� � l) �)��l�1

elde edilir. Yani

�X
l=0

�
�

l

�
mx (mx+ 1 + l�)l�1 x (x+ 1 + (� � l) �)��l�1

(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1
=

�X
l=0

�l = 1

olur. Di¼ger yandan (3.28) ile verilen Abel eşitli¼ginde u = mx + � + 1; p = x ve

s = � � 1 al¬n¬rsa

((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

= (mx+ � + 1 + x+ (� � 1) �)��1

=
��1X
l=0

�
� � 1
l

�
(mx+ � + 1 + l�)l x (x+ 1 + (� � 1� l) �)��l�2

elde edilir. Son olarak

�X
l=0

�ltl =

�P
l=1

�
�
l

�
mx (mx+ 1 + l�)l�1 x (x+ 1 + (� � l) �)��l�1

�
l
m

�
(m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

=

�
��1P
l=0

�
��1
l

�
mx (mx+ � + 1 + l�)l x (x+ 1 + (� � 1� l) �)��l�2
m (m+ 1) x ((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

=
�

m+ 1

��1P
l=0

�
��1
l

�
(mx+ � + 1 + l�)l x (x+ 1 + (� � 1� l) �)��l�2

((m+ 1) x+ 1 + ��)��1

=
�

m+ 1

bulunur. Böylece f fonksiyonunun konveksli¼gi de kullan¬l¬rsa (3.26) ifadesi bize

J�m (f) (x) � J
�
m+1 (f) (x)

sonucunu verir ve ispat tamamlan¬r.
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3.4 Lupaş-Jain Operatörlerinin Bir Şekil Koruma Özelli¼gi

Bu kesimde de Li�nin (Li 2000) "! süreklilik modülü fonksiyonu ise Bm (!) Bern-

stein operatörleri de süreklilik modülü fonksiyonudur." teoreminden yola ç¬karak

ve benzer teknikler kullanarak J�m operatörlerimiz için aşa¼g¬daki teorem üzerinde

dural¬m.

Teorem 3.4 ! süreklilik modülü fonksiyonu olsun. O halde 8m 2 N için J�m (!)

da süreklilik modülü fonksiyonudur.

·Ispat. x; y 2 [0;1) ve x � y olsun.

J�m (f) (y) =
1X
j=0

my (my + 1 + j�)j�1
2jj!

2�(my+j�)f

�
j

m

�
operatörleri için Jensen (3.27) eşitli¼ginde u = mx, p = my � mx ve s = j olmak

üzere

(mx+my �mx) (mx+my �mx+ 1 + j�)j�1

=

jX
�=0

�
j

�

�
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx) (my �mx+ 1 + (j � �) �)j���1

elde edilir.Yukar¬daki eşitlik, Lupaş-Jain operatörlerinde yerine yaz¬l¬rsa

J�m (f) (y)

=
1X
j=0

jX
�=0

�
j

�

�
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx) (my �mx+ 1 + (j � �) �)j���1

2jj!

�2�(my+j�)f
�
j

m

�
bulunur. S¬ras¬yla, toplamlar¬n s¬ras¬de¼gi̧stirilir ve j � � = l al¬n¬rsa

J�m (f) (y)

=
1X
�=0

1X
j=�

1

2j(j � �)!�!mx (mx+ 1 + ��)��1

�(my �mx) (my �mx+ 1 + (j � �) �)j���1 2�(my+j�)f
�
j

m

�
=

1X
�=0

1X
l=0

1

2�+ll!�!
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx) (my �mx+ 1 + l�)l�1

�2�(my+(�+l)�)f
�
� + l

m

�
(3.29)
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elde edilir. Di¼ger taraftan

J�m (f) (x) =

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(mx+��)f
� �
m

�
=

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(m(y�(y�x))+��)f
� �
m

�
=

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2�(my+��)2my�mxf
� �
m

�

bulunur. Burada

2my�mx =
1X
l=0

(my �mx) (my �mx+ 1 + l�)l�1
2ll!

2�l�

oldu¼gundan

J�m (f) (x)

=
1X
�=0

1X
l=0

1

2�+ll!�!
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx) (my �mx+ 1 + l�)l�1

�2�(my+(�+l)�)f
� �
m

�
(3.30)

bulunur. (3.29) den (3.30) ç¬kar¬l¬rsa

J�m (f) (y)� J�m (f) (x)

=

1X
�=0

1X
l=0

1

2�+ll!�!
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx)

� (my �mx+ 1 + l�)l�1 2�(my+(�+l)�)
�
f

�
� + l

m

�
� f

� �
m

��

elde edilir. Yukar¬da f fonksiyonu yerine ! süreklilik modülü fonksiyonu kullan¬l¬rsa

J�m (!) (y)� J�m (!) (x)

=

1X
�=0

1X
l=0

1

2�+ll!�!
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx)

� (my �mx+ 1 + l�)l�1 2�(my+(�+l)�)
�
!

�
� + l

m

�
� !

� �
m

��
(3.31)
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bulunur. Dahas¬

J�m (!) (y)� J�m (!) (x)

�
1X
�=0

1X
l=0

1

2�+ll!�!
mx (mx+ 1 + ��)��1 (my �mx)

� (my �mx+ 1 + l�)l�1 2�(my+(�+l)�)!
�
l

m

�
=

1X
�=0

mx (mx+ 1 + ��)��1
2��!

2���

�
1X
l=0

(my �mx) (my �mx+ 1 + l�)l�1
2ll!

2�(my+l�)!

�
l

m

�
=

1X
l=0

(my �mx) (my �mx+ 1 + l�)l�1
2ll!

2�(m(y�x)+l�)!

�
l

m

�
= J�m (!) (y � x) (3.32)

sonucuna ulaş¬l¬r. Bu sonuçta bize J�m (!) nun alt toplamsall¬k özelli¼gini sa¼glad¬¼g¬n¬

gösterir. Süreklilik modülü fonksiyonu ! azalmayan oldu¼gu için y � x iken J�m (!) (y)�

J�m (!) (x) � 0; yani J�m(!) azalmayand¬r. Son olarak Lupaş-Jain operatörlerinin

tan¬m¬dikkate al¬narak limx!0+ J
�
m (!) (x) = J�m (!) (0) = !(0) = 0 d¬r. Böylece

J�m (!) süreklilik modülü fonksiyonudur. ·Ispat tamamlan¬r.
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4. GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ LUPAŞ-JAIN OPERATÖRLER·I

Bu bölümde, önceki bölümlerde kurdu¼gumuz ve üzerinde çal¬̧st¬¼g¬m¬z Lupaş-Jain op-

eratörleri yard¬m¬yla Cárdenas-Morales vd. (2011) ve Aral vd. (2014) yazarlar¬n¬n

yapt¬klar¬çal¬̧smalara benzer yap¬ya sahip olan genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatör-

lerini tan¬mlayaca¼g¬z ve yaklaş¬m özellikleri üzerinde duraca¼g¬z.

f 2 C [0; 1], x 2 [0; 1], m 2 N ve � fonksiyonu

(� 1) � ; [0; 1] üzerinde her basamaktan diferensiyellenebilir bir fonksiyon,

(� 2) [0; 1] üzerinde � 0(x) > 0 ve �(0) = 0; �(1) = 1

şartlar¬n¬sa¼glayan bir fonksiyon olmak üzere genelleştirilmi̧s Bernstein operatörleri

B�m(f)(x) =

mX
�=0

�
m

�

�
��(x)(1� �(x))m��(f � ��1)

� �
m

�
= (Bm(f � ��1) � �)(x) (4.1)

şeklinde tan¬mlanm¬̧st¬r (Cárdenas-Morales vd. 2011). Oluşturduklar¬bu �kir (King

2003), (Cárdenas-Morales vd. 2006) çal¬̧smalar¬n¬n devam¬niteli¼ginde olup bu çal¬̧s-

malar¬nda operatörün şekil koruma ve yaklaş¬m özelliklerini incelemi̧slerdir. Da-

has¬, tan¬tt¬klar¬operatörün klasik Bernstein operatörlerine k¬yasla daha iyi şekil

koruma özelliklerine sahip olduklar¬n¬göstermi̧slerdir. Burada ayr¬ca belirtilmelidir

ki � fonksiyonu sadece pozitif lineer operatörlerin genelleştirilmesi için de¼gil ayn¬

zamanda f1; � ; � 2g -uygun � şartlar¬alt¬nda- fonksiyonlar¬n¬test fonksiyonlar¬kabul

eden tan¬mlanma için de önem arz etmektedir.

2014 y¬l¬na geldi¼gimizde (Aral vd. 2014), Bernstein polinomlar¬ için (4.1) deki

genelleştirmeye benzer olarak genelleştirilmi̧s Szász-Mirakjan operatörlerini aşa¼g¬-

daki gibi inşa etmi̧slerdir:

(�1) �; R+ üzerinde sürekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve �(0) = 0;

(�2) inf
x2R+

�0(x) � 1

şartlar¬sa¼glans¬n. Bu durumda genelleştirilmi̧s Szász-Mirakjan operatörü
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S�m(f)(x) = exp(�m�(x))
1X
�=0

(m�(x))�

�!

�
f � ��1

� � �
m

�
= (Sm(f � ��1) � �)(x) (4.2)

şeklinde tan¬mlan¬r. (�1) ve (�2) koşullar¬, R+ üzerinde � fonksiyonunun tersinin

varl¬¼g¬n¬ve kesin artanl¬¼g¬n¬garanti eder. Örne¼gin, �(x) = x + x2 fonksiyonu (�1)

ve (�2) koşullar¬n¬ sa¼glar. Not edelim ki �(x) fonksiyonunun tersi ��1(x) olmak

üzere (f � ��1)
�
�
m

�
= f

�
��1

�
�
m

��
dir. (Aral vd. 2014), genelleştirilmi̧s Szász-

Mirakjan operatörlerinin çeşitli yöntemlerle yaklaş¬m ve şekil koruma özelliklerini

göstermi̧slerdir.

2011 y¬l¬ndan bu yana yukar¬daki şartlar¬sa¼glayan klasik operatörlerden daha iyi

ya da en az onlar kadar iyi yaklaş¬m veya şekil koruma özelliklerine sahip olan

pek çok çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Bunlardan birkaç¬n¬şöyle s¬ralayabiliriz: (Acar 2014),

(Cárdenas-Morales vd. 2014), (Acar 2015), (Olgun vd. 2015), (Erençin ve Raşa

2016), (Başcanbaz-Tunca vd. 2016), (Acu vd. 2017), (Erençin vd. 2017), (Bodur

vd. 2018), (Taşdelen Yeşildal ve Bodur 2019), (Qasim vd. 2020).

Biz de (Cárdenas-Morales vd. 2011) ve (Aral vd. 2014) yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬moti-

vasyon olarak al¬p (Başcanbaz-Tunca vd. 2018) taraf¬ndan tan¬mlanan J�m operatörü

için benzer bir genelleştirmeyi inşa edece¼giz. Yukar¬daki (�1) ve (�2) ile tan¬mlanan

şartlar¬sa¼glayan � fonksiyonu için genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri

J�;�m (f ;x) := J
�;�
m (f)(x) =

1X
�=0

m�(x)(m�(x) + 1 + ��)��1
2��!

2�(m�(x)+��)
�
f � ��1

� � �
m

�
;

(4.3)

x 2 (0;1) ve J�;�m (f) (0) = f (0) d¬r. � parametresi 0 � � < 1 aral¬¼g¬nda sadece m

ye ba¼gl¬olup reel de¼gerli ve sürekli f fonksiyonu [0;1) da tan¬ml¬d¬r. Aç¬kt¬r ki;

�(x) = x durumunda (4.3) ile tan¬mlanan J�;�m operatörleri (3.7) ile tan¬mlanan J�m

operatörlerine indirgenir. Burada, önce genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörlerinin

momentleri ve merkezi momentleri gösterilecek olup daha sonra operatörlerin a¼g¬r-

l¬kl¬uzaylarda yaklaş¬m¬incelenecektir. Son olarak da Voronovskaya tipli teorem

verilecektir.
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Lemma 4.1 (4.3) ile tan¬mlanan genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri J�;�m için

aşa¼g¬daki eşitlikler gerçeklenir.

J�;�m (1) (x) = 1;

J�;�m (�) (x) =
�(x)

1� � ;

J�;�m
�
�2
�
(x) =

�2(x)

(1� �)2
+

2�(x)

m (1� �)3
;

J�;�m
�
�3
�
(x) =

�3(x)

(1� �)3
+

6�2(x)

m (1� �)4
+
6�(x)(� + 1)

m2 (1� �)5
;

J�;�m
�
�4
�
(x) =

�4(x)

(1� �)4
+

12�3(x)

m (1� �)5
+
12�2(x)(2� + 3)

m2 (1� �)6
+
2�(x)(13�2 + 34� + 13)

m3 (1� �)7
:

·Ispat. Lemma 3.3 yard¬m¬yla ispat kolayca görülebilir.

Lemma 4.2 r = 1; 2 ve 4 olmak üzere �r(t) = (�(t) � �(x))r olsun. Lemma 4.1

dikkate al¬narak genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri J�;�m için aşa¼g¬daki eşitlikler

gerçeklenir.

J�;�m (�1) (x) =
�(x)�

1� � ; (4.4)

J�;�m (�2) (x) =
�2(x)�2

(1� �)2
+

2�(x)

m (1� �)3
; (4.5)

J�;�m (�4) (x) =
�4(x)�4

(1� �)4
+
12�3(x)�2

m (1� �)5
+
12�2(x)(2�2 + 2� + 1)

m2 (1� �)6

+
2�(x)(13�2 + 34� + 13)

m3 (1� �)7
: (4.6)

·Ispat. Lemma 4.1 dikkate al¬n¬r ve ara i̧slemler yap¬l¬rsa yukar¬daki eşitlikler elde

edilir.

4.1 Genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain Operatörleri ·Için A¼g¬rl¬kl¬Yaklaş¬m

Bu bölümde, Gadzhiev taraf¬ndan 1976�da verilen a¼g¬rl¬kl¬Korovkin tipli teorem

yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri için a¼g¬rl¬kl¬yaklaş¬m üzerinde

durulacakt¬r. � : R+ ! R+, monoton artan ve sürekli fonksiyon olsun. '(x) =

1 + �2(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonu (3.2) ile belirtilen kesimde a¼g¬rl¬kl¬uzaylarla birlikte

tan¬mlanm¬̧st¬.
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Teorem 4.1 0 � �m < 1 ve limm!1 �m = 0 olmak üzere f�mgm2N dizisi alal¬m.

O halde J�m;�m genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri olmak üzere her f 2 C�'(R+)

fonksiyonu için

lim
m!1



J�m;�m (f)� f



'
= 0

gerçeklenir.

·Ispat. Lemma 4.1 ve Lemma 3.4 göz önünde bulundurulursa Lupaş-Jain operatör-

leri dizisi J�m;�m ; C'(R+) uzay¬ndan B'(R+) uzay¬na pozitif lineer bir operatördür.

Theorem 3.1 dikkate al¬narak J�m;�m operatörler dizisi için ispatlayal¬m.

lim
m!1



J�m;�m (1)� 1



'
= 0

oldu¼gu aç¬kt¬r.



J�m;�m (�)� �



'
= sup

x2R+

���J�m;�m (�)� �
���

1 + �2(x)
= sup

x2R+

��� �(x)1��m
� �(x)

���
1 + �2(x)

= sup
x2R+

���� �(x)

1 + �2(x)

�m
1� �m

����
� �m

1� �m

ifadesinden

lim
m!1



J�m;�m (�)� �



'
= 0

elde edilir. Son olarak 2�(x) � 1 + �2(x) iken



J�m;�m

�
�2
�
� �2




'
= sup

x2R+

���J�m;�m (�2)� �2
���

1 + �2(x)

= sup
x2R+

���� 1

1 + �2(x)

�
�2(x)

(1� �m)
2 +

2�(x)

m (1� �m)
3 � �

2(x)

�����
= sup

x2R+

���� �2(x)

1 + �2(x)

��2m + 2�m
(1� �m)

2 +
2�(x)

1 + �2(x)

1

m (1� �m)
3

����
� ��2m + 2�m

(1� �m)
2 +

1

m (1� �m)
3 (4.7)

oldu¼gundan

lim
m!1



J�m;�m

�
�2
�
� �2




'
= 0:

bulunur ki bu da ispat¬tamamlar.
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4.2 A¼g¬rl¬kl¬Süreklilik Modülü Yard¬m¬yla Yaklaş¬m H¬z¬

Şimdi de a¼g¬rl¬kl¬süreklilik modülü yard¬m¬yla yaklaş¬m h¬z¬n¬inceleyece¼giz. 2008�de,

Holhoş bu tahminleri verebilmek için yeni bir süreklilik modülü tan¬mlam¬̧st¬r. Her

bir f 2 C'(R+) ve her � � 0 için

!�(f ; �) := !�(f ; �)R+ = sup
x;t2R+

j�(t)��(x)j��

jf(t)� f(x)j
'(t)� '(x) (4.8)

ile tan¬ml¬d¬r (Holhoş 2008). Her f 2 C'(R+) için !�(f ; 0) = 0 ve !�(f ; �), � ya

göre negatif olmayan ve azalmayan fonksiyondur. Ayr¬ca, her f 2 U'(R+) için

lim�!0 !�(f ; �) = 0 d¬r (Holhoş 2008).

Teorem 4.2 C'(R+) uzay¬ndan B'(R+) uzay¬na giden Jm pozitif lineer operatörü����Jm(�0)� �0����'0 = am

jjJm(�)� �jj'1=2 = bm����Jm(�2)� �2����' = cm����Jm(�3)� �3����'3=2 = dm

eşitliklerini sa¼glas¬n. Burada m ! 1 iken am; bm; cm ve dm s¬f¬ra yak¬nsas¬n. Bu

durumda her f 2 C'(R+) için

jjJm(f)� f jj'3=2 � (7 + 4am + 2cm)!�(f ; �m) + jjf jj' am

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Yukar¬daki eşitsizlikte

�m = 2
p
(am + 2bm + cm)(1 + am) + am + 3bm + 3cm + dm

al¬nm¬̧st¬r (Holhoş 2008).

Uyar¬4.1 Yukar¬da verilen (4.2) teoremi koşullar¬ alt¬nda lim�!0 !�(f ; �) = 0

oldu¼gu dikkate al¬narak her f 2 U'3=2(R+) için

lim
m!1

jjJm(f)� f jj'3=2 = 0

gerçeklenir (Holhoş 2008).

35



Teorem 4.3 0 � �m < 1 ve limm!1 �m = 0 olmak üzere
n
J
�m;�
m

o
m2N

pozitif lineer

operatörler dizisi olsun. O halde, her f 2 C'(R+) için

J�m;�m (f)� f



'3=2

�
�
7 +

�2�2m + 4�m
(1� �m)

2 +
2

m (1� �m)
3

�
!�(f ; �m)

gerçeklenir. Burada �m için

�m =2

�
2�m
1� �m

+
��2m + 2�m
(1� �m)

2 +
1

m (1� �m)
3

�1=2
+

3�m
1� �m

+
�3�2m + 6�m
(1� �m)

2

+
3

m (1� �m)
3 +

�3m � 3�2m + 3�m
(1� �m)

3 +
3

m (1� �m)
4 +

3 + 3�m
m2 (1� �m)

5

eşitli¼gi vard¬r.

·Ispat. Lemma 4.1 dikkate al¬narak

am =


J�m;�m

�
�0
�
� �0




'0
= 0;

bm =


J�m;�m (�)� �




'1=2

= sup
x2R+

���J�m;�m (�)� �
���

(1 + �2(x))1=2
= sup

x2R+

��� �(x)1��m
� �(x)

���
(1 + �2(x))1=2

= sup
x2R+

���� �(x)

(1 + �2(x))1=2
�m

1� �m

����
� �m

1� �m

bulunur. Teorem 4.1 in ispat¬nda (4.7) referans¬ile bulundu¼gu üzere

cm =


J�m;�m

�
�2
�
� �2




'
� ��2m + 2�m

(1� �m)
2 +

1

m (1� �m)
3

sa¼glan¬r. Son olarak

dm =


J�m;�m

�
�3
�
� �3




'3=2

= sup
x2R+

���J�m;�m (�3)� �3
���

(1 + �2(x))3=2

= sup
x2R+

���� 1

(1 + �2(x))3=2

�
�3(x)

(1� �m)
3 +

6�2(x)

m (1� �m)
4 +

6�(x)(�m + 1)

m2 (1� �m)
5 � �

3(x)

�����
= sup

x2R+

����� 1

(1 + �2(x))3=2

 
�3(x)� �3(x) (1� �m)

3

(1� �m)
3 +

6�2(x)

m (1� �m)
4 +

6�(x)(�m + 1)

m2 (1� �m)
5

!�����
= sup

x2R+

���� 1

(1 + �2(x))3=2
�3(x)� �3(x)(1� 3�m + 3�2m � �3m)

(1� �m)
3

+
1

(1 + �2(x))3=2
6�2(x)

m (1� �m)
4 +

1

(1 + �2(x))3=2
6�(x)(� + 1)

m2 (1� �m)
5

����
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olup

dm = sup
x2R+

���� �3(x)

(1 + �2(x))3=2

�
�3m � 3�2m + 3�m
(1� �m)

3

�
+

2�2(x)

(1 + �2(x))3=2
3

m (1� �m)
4

+
2�(x)

(1 + �2(x))3=2
3 + 3�m

m2 (1� �m)
5

����
� �3m � 3�2m + 3�m

(1� �m)
3 +

3

m (1� �m)
4 +

3 + 3�m
m2 (1� �m)

5

bulunur. limm!1 �m = 0 oldu¼gu için m ! 1 iken am; bm; cm ve dm dizileri s¬f¬ra

yak¬nsar. Dahas¬�m; Teorem 4.3 ifadesinde verildi¼gi gibi seçilirse,



J�m;�m (f)� f



'3=2

�
�
7 +

�2�2m + 4�m
(1� �m)

2 +
2

m (1� �m)
3

�
!�(f ; �m)

bulunur ve ispat tamamlan¬r.

Uyar¬4.2 0 � �m < 1 ve limm!1 �m = 0 olsun. O halde, her f 2 U'3=2(R+) için

Uyar¬4.1 dikkate al¬narak

lim
m!1



J�m;�m (f)� f



'3=2

= 0

oldu¼gu görülebilir.

4.3 Genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain Operatörleri ·Için Voronovskaya Tipli

Bir Teorem

Son olarak, bu kesimde Voronovskaya tipli teorem yard¬m¬yla L�m;�m için asimptotik

yaklaş¬m elde edelim.

Teorem 4.4 0 � �m < 1 ve limm!1m�m = 0; f 2 C(R+) ve x 2 R+ olsun. f ���1

in �(x) noktas¬nda birinci ve ikinci türevi oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger f ���1 in ikinci

türevi R+ üzerinde s¬n¬rl¬ise

lim
m!1

m
�
J�m;�m (f ;x)� f(x)

�
= �(x)

�
f � ��1

�00
(�(x))

gerçeklenir.
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·Ispat. f � ��1 fonksiyonunun �(x) 2 R+ noktas¬ndaki Taylor formülünden

f(t) =
�
f � ��1

�
(�(t)) =

�
f � ��1

�
(�(x)) +

�
f � ��1

�0
(�(x)) (�(t)� �(x))

+
1

2

�
f � ��1

�00
(�(x)) (�(t)� �(x))2 + hx(t) (�(t)� �(x))2 (4.9)

yaz¬labilir, burada, x ile t aras¬nda

hx(t) :=
(f � ��1)00 (�(�))� (f � ��1)00 (�(x))

2
(4.10)

olacak şekilde bir � vard¬r. Operatörün lineerli¼gi dikkate al¬n¬r ve (4.9) ile verilen

Taylor aç¬l¬m¬n¬n her iki yan¬na J�m;�m uygulan¬r ve �r(t) = (�(t)� �(x))r ifadesinin

Lemma 4.2 ile daha önce belirtildi¼gi hat¬rlan¬rsa

m(J�m;�m (f ;x)� f(x)) = mJ�m;�m (�1;x)
�
f � ��1

�0
(�(x))

+mJ�m;�m (�2;x)
(f � ��1)00 (�(x))

2
+mJ�m;�m (hx(t)�2;x)

elde edilir. (4.4), (4.5) s¬ras¬yla birinci ve ikinci merkezi momentleri göz önünde

bulundurularak,

lim
m!1

mJ�m;�m (�1;x) = lim
m!1

m
�(x)�m
1� �m

= 0

ve

lim
m!1

mJ�m;�m (�2; x) = lim
m!1

m

�
�2(x)�2m
(1� �m)

2 +
2�(x)

m (1� �m)
3

�
= 2�(x)

elde edilir. Dahas¬,

lim
m!1

m(J�m;�m (f ;x)� f(x)) = �(x)
�
f � ��1

�00
(�(x)) + lim

m!1
mJ�m;�m (hx(t)�2;x)

oldu¼gu görülür. Şimdi de eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki son terimin üzerinde dural¬m.

Teorem gere¼gi jhx(t)j < M (M bir sabit.) ve limt!x hx(t) = 0 d¬r. " > 0 olsun

ve � > 0 seçelim öyle ki jt� xj < � iken jhx(t)j < " yaz¬labilir. Ayr¬ca (�2) den

j�(t)� �(x)j � jt� xj oldu¼gu kolayca görülecektir. Böylece, e¼ger j�(t)� �(x)j < �

iken
��hx(t) (�(t)� �(x))2�� < " (�(t)� �(x))2 ve e¼ger j�(t)� �(x)j � � iken jhx(t)j <

M olaca¼g¬ndan
��hx(t) (�(t)� �(x))2�� � M

�2
(�(t)� �(x))4 yaz¬labilir. Buradan

J�m;�m

�
hx(t) (�(t)� �(x))2 ;x)

�
� "J�m;�m

�
(�(t)� �(x))2 ;x)

�
+
M

�2
J�m;�m ((�(t)� �(x))4 ;x)
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elde edilir. Sonuç olarak (4.5) ve (4.6) göz önünde bulundurulursa

lim
m!1

mJ�m;�m (hx(t) (�(t)� �(x))2 ;x) = 0

oldu¼gu görülür ve ispat tamamlan¬r.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde, yaklaş¬m teorisinin önemli alt alanlar¬ndan biri olan pozitif lineer operatör-

ler üzerinde durulmuştur. Öncelikle temel tan¬m ve kavramlar verilmi̧s daha sonra

da Lupaş-Jain operatörleri ve genelleştirilmi̧s Lupaş-Jain operatörleri kurulmuş; ku-

rulan operatörlerin a¼g¬rl¬kl¬uzaylarda yaklaş¬m¬, monotonlu¼gu, bir şekil koruma özel-

li¼gi ve Voronovskaya tipli teoremi incelenmi̧stir. Pozitif lineer operatörler içerisinde

önemli bir yer edinen Szász ve Lupaş operatörlerinin benzerlikleri yard¬m¬yla ku-

rulmuş olan operatörleri içeren bu tez; bu konularla ilgili motive edici bir çal¬̧sma

olmay¬amaçlar.

Sonuç olarak da, çok yak¬n zamanda incelenmeye başlanm¬̧s olan Lupaş-Jain oper-

atörlerinin bir versiyonu ve bir genelleştirilmesi olmak üzere iki yaklaş¬m operatörleri

literatüre kazand¬r¬lm¬̧st¬r.
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ators, Hacet. J. Math. Stat., 47 (4), 783-792.

Cárdenas-Morales, D., Garrancho P., Muñoz-Delgado, F. J., 2006. Shape preserv-
ing approximation by Bernstein-type operators which �x polynomials, Appl.
Math. Comput., 182 (2), 1615-1622.

41
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