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SIMGELER DiZiNi

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Pozitif reel sayilar kiimesi

[a, b] arahiginda siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1

[0, 00) araliginda siirh, siirekli reel degerli fonksiyonlarim uzay:

{f Rt >R HfH(p = SUP,>q % < oo} ile tanimhi agirlikh uzay

{f € B,(R"), f siirekli} ile tamimh agirlikh uzay

feC,(RY), lim,_ o % = M; < +oo} ile tanimhi agirhikh uzay

f e Cy(RY), i diizgiin siirekli} ile tanimh agirhkl uzay

f fonksiyonunun siireklilik modiilii

f fonksiyonunun agirlikh siireklilik modiilii

Pochhammer sembolii

Pozitif lineer operatorler

Bernstein operatorleri

[0, 1] tizerinde her basamaktan diferensiyellenebilir bir fonksiyon
7 fonksiyonu ile genellegtirilmis Bernstein operatorleri
Szdsz-Mirakyan operatorleri

Genellestirilmis Szdsz-Mirakyan operatorleri

R* iizerinde siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon

p fonksiyonu ile genellestirilmis Szdsz-Mirakjan operatorleri
Lupas operatorleri

Lupag-Jain operatorleri

p fonksiyonu ile genellegtirilmis Lupag-Jain operatorleri

vi



1. GIRIiS

"Although this may seem a paradox, all exact science is dominated by the idea of
approximation. When a man tells you that he knows the exact truth about anything,

you are safe in inferring that he is an inexact man."

Bertrand Russell (Russell 1931) bu meghur ciimleleri ile sadece pozitif bilimlerin
sinirlarini gostermekle kalmaz, ayn1 zamanda doganin matematik yardimiyla nasil

tanimlanabilecegini, betimlenebilecegini de gosterir.

Yaklagim ve yaklagik belirleme (approximative determination) matematigin en eski

problemlerindendir. M. O. 1800-1600’lii yillarda yazilns tabletlerde, Babiller tarafin
dan karekoklii ifadelerin ortaya atildigi, yaklagik degerler bulundugu arkeologlar

tarafindan kegfedilmistir.

Irrasyonellik kavraminin ortaya atildig1 ve iizerinde ilk defa detayh caligildigi zaman-
larda da, irrasyonel sayilara ulagsma ¢abalar: aslinda yaklagik belirlemekten bagka bir
sey degildir. Bundandir ki yaklagim ve yaklagik belirleme kavramlar: bu kadar eskiye

dayanmaktadir.

Bununla birlikte yaklagim teorisi "approximation theory" nispeten geng bir bilim
dahdir ¢iinkii fonksiyon kavramina ihtiyaci vardir. Fonksiyon kavramina tarihsel ola-
rak bakarsak her ne kadar 17. yy’in sonlarindan énce kavramla alakali ¢gikarimlar olsa
da L. Euler’in giiniimiiz f(x) notasyonuna yakin bir notasyon kullanmasi, fonksiyon-
lar iizerinde hesaplamalar yapmasi ve 1755 yilinda yayimlanan "Institutiones Calculi
Differentialis" adl ¢aligmasinda fonksiyonlarin formiilleri ve ozellikleri ile ilgili pek
¢ok bilgi vermesiyle fonksiyon kavraminin temelleri atilmig dahasi bunun dogal bir
sonucu olarak yaklagim teorisinin temelleri ortaya atilmigtir. Hatta daha ileri gider-
sek ilk yaklagim teorisi calismasi, L. Euler’in, Rus Imparatorlugunu haritalamas:
tizerine, "verilen enlemler arasindaki bir meridyenin tiim noktalarini géz éniinde bu-
lundurarak enlemler ve yiikseklikler (rakimlar) arasindaki iliskiye miimkiin olan en

iyi yaklasimi bulma" problemini iceren "De proiectione geographica De Lisliana in
1



mappa generali imperii Russici usitata" (Euler 1777) adli ¢aligmasina atfedilebilir

(Steffens 2006).

Bu tarihten sonra C. F. Gauss, yaklagim teorisinde ¢ok kullanilan bir yéntem olan
En Kiigiik Kareler Yontemi’'ni 1795 yilinda gelistirmistir ve bu yontem ilk olarak
1801 yilinda Ceres asteroidinin yoriingesinin belirlenmesinde kullanmilmigtir. Daha
sonra bu alanda J. L. Lagrange, P. S. Laplace, J. Fourier’in ¢aligmalar1 olmustur

(Steffens 2006).

Yaklagim teorisi ile ilgili diger bir 6nemli ¢aligma, 1857 yilinda yazilan ancak 1859’da
yayimlanan P. L. Chebyshev (Chebyshev 1859) tarafindan galigilan [a, b] kapal ar-
alig1 iizerinde tanimli, reel degerli ve siirekli fonksiyona en iyi yakinsayan polinomu
bulma problemine dayanmaktadir. P. L. Chebyshev’in hayati, Saint Petersburg Ma-
tematik Okulu'nu kurmas: ve matematige yaptigi katkilar1 hakkinda bilgiler igin
K. G. Steffens’in 2006 yilinda yayimlanan "The History of Approximation Theory:

From Euler to Bernstein" adli kitabina bakilabilir.

1885 yilina gelindiginde yaklagim teorisinde ¢igir acan bir teorem verilmistir. Weier-
strass’a ait olan, kendi ismiyle anilan ve Weierstrass yetmis yasindayken yayimlanan

Weierstrass Yaklagim Teoremi agagidaki gibi verilebilir:

f € Cla,b] keyfi bir fonksiyon olmak iizere, Ve > 0 sayisi ve Vo € [a,b] igin 6yle
bir p,(z) cebirsel polinomu bulunabilir ki |f(x) — p,(z)| < € saglanir (Weierstrass

1885).

Giiniimiize kadar Weierstrass Yaklagim Teoremi’nin pek ¢ok ispat1 yapilmigtir. Farkli
ispatlar yapan belli bagh matematikgiler soyle siralanabilir: C. Runge (1885), H.
Lebesgue (1898), L. Fejér (1900), E. Borel (1905), C. J. de la Vallée- Poussin (1908),
E. Landau (1908) ve S. N. Bernstein (1912) (Pinkus 2000). Geg¢misten giiniimiize
Weierstrass Yaklagim Teoremi, teoremin ispat1 ve teorem yardimiyla yapilmis olan
pek ¢ok caligma ile ilgili daha detayl bilgi i¢in A. Pinkus’un 2000 yilinda yayimlanan

"Weierstrass and Approximation Theory" adli makalesine bakilabilir.

Yukarida belirtilen ispatlar igerisinde en basit ve sik ispat Bernstein’a (Bernstein

1912) aittir. Bernstein polinomlarinin ve Bernstein polinomlarinin yol acicihgiyla
2



kurulan diger pozitif lineer operatorlerin tarihsel gelisimi, Bernstein polinomlarinin
kullamldigr alanlar ve bu alanlardaki belli bagh ¢alismalar i¢in Farouki'nin (Farouki
2012) "The Bernstein polynomial basis: A centennial retrospective" adli kiymetli

calismasina bakilabilir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boltimde, ileri boliimlerde kullanacagimiz temel tamimlar verilecek ve gerekli

kavramlara deginilecektir.

Tanim 2.1 V ve W iki fonksiyon uzay: olsun. Eger V' den alinan herhangi bir f
fonksiyonuna W uzayinda bir g fonksiyonu karsilik getiren bir J kural varsa buna V'
uzayinda bir operatordiir denir ve J(f;z) = g(z) bigiminde gosterilir (Hacisalihoglu

ve Haciyev 1995).

Burada J(f;z) = J(f(t); x) olmak iizere J operatorii f fonksiyonunun bagh oldugu
t degiskenine gore uygulanmaktadir. Sonug ise x degiskenine bagh bir fonksiyondur.
Bundan dolay1 x degiskeni J isleminde sabit gibidir ve J(f(x);z) = f(x)J(1;2)

yazilabilir.

Tanim 2.2 V ve W lineer fonksiyon uzaylar i¢in J : V' — W geklindeki J oper-
atoriinii dikkate alalhm. Eger Vf,g € V ve Va, 8 € R igin

J(af + Bg;x) = aJ(f;2) + B (g; x)
kosulu saglaniyorsa J ye lineer operator denir (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).
Tanmim 2.3 X bir vektor uzay1 olmak iizere her f € X i¢gin
f>0iken J(f;z) >0

oluyor ise J operatoriine pozitif operator denir. (Hacisalihoglu ve Haciyev 1995).

Hem pozitiflik hem de lineerlik sartlarini saglayan J ye pozitif lineer operator denir.

Teorem 2.1 {J,,}m>1, Cla,b] uzaymdan Cfa,b] uzayma giden pozitif lineer op-
eratorler dizisi olsun. e,(t) := t", r = 0,1,2 olmak iizere, eger .J,, pozitif lineer

operatorler dizisi [a, b] tizerinde

%l—rgo [ (€r) — 67’”0[@75] =0

4



kosullarim saghyorsa bu durumda [a, b] araliginda her f € Cfa,b] icin

Tim [ () = Fllegus = 0
saglanir (Korovkin 1953).

Tanim 2.4 Vi, ty,...,t, € [0,00) ve oy + g + ... + o, = 1 olacak gekilde negatif

olmayan o, as, ..., au, sayilari i¢in

f (Z aitz») < Zaif (t:) (2.1)

saglaniyorsa reel degerli bir fonksiyon olan f ye, [0, 00) araliginda konveks fonksiyon

denir (Altomare 2010).

Tanim 2.5 w : [0,00) — R negatif olmayan, siirekli bir fonksiyon olsun. Eger w
fonksiyonu Vz,y € [0, 00) icin

a) w(rz+y) <w(zr)+w(y) (alt toplamsallik)

b) z>yi¢gin w(zr)> w(y) (azalmayan)

¢) lim, .o+ w(z) = w(0) =0

ozelliklerini sagliyor ise w fonksiyonuna siireklilik modiilii fonksiyonu denir (Mhaskar

ve Pai 2000).



3. LUPAS-JAIN OPERATORLERI

1972 yilinda yayimlanan "Approximation of functions by a new class of linear op-
erators" adli caligmasinda Jain (Jain 1972), f € C[0,00) — R olmak iizere m € N,

x> 0ve 0 <€ <1 igin, Szdsz-Mirakyan operatorlerini su sekilde genellestirmigtir:

Sg(f)(x) _ Z mx(mx + v€)v e_(mz+U§)f (E) ] (3.1)

vl m
v=0

Daha sonra yapilan caligmalarda, Szdsz-Mirakyan operatorlerinin genellestirilmesi
olan bu operatorler, literatiirde Jain operatorleri olarak adlandirilmustir. Ilerleyen
yillarda Jain operatorlerinin ozellikleri ve Jain operatorlerinin genellestirilmeleri ile
ilgili yapilmis pek cok caligma olmakla birlikte birkag ¢alisma su sekilde siralanabilir:
(Umar ve Razi 1985), (Abel ve Ivan 2007), (Farcas 2012), (Tarabie 2012a), (Agratini
2013), (Abel ve Agratini 2016), (Deniz 2016), (Ozarslan 2016), (Agratini 2018),
(Ozarslan 2020). Dahasi, 2018 yilinda Agratini, Jain operatorleri iizerine caligmalar
derleyen ve Jain operatorlerinin tarihsel gelisimi hakkinda fikir veren bir caligma
yapmistir. Jain operatorleri ile ilgili daha fazla detayh bilgi i¢in (Agratini 2018)

calismasina bakilabilir.

Lupag tarafindan (Lupag 1995), f : [0,00) — R reel degerli bir fonksiyon, m € N

olmak {iizere Lupag operatorleri

Ln(f;7) = (1 — a)mi (n:j)“a“f (%) ,lal <1, >0,

seklinde tanmmlanmigtir. Lupag operatoérlerinin 6zel bir formu (¢ = 1/2 hali) ise

Agratini (Agratini 1999) tarafindan ¢alisilmig ve Lupas operatorleri agagidaki gibi

tanimlanmigtir:

L)) = 2o 30 U (1), 32)

Lupas operatorleri ile ilgili bir derleme ve ileri caligmalar, 2016 yilinda Bodur tarafin-
dan yazilan "Lupag Operatorlerinin Baz1 Ozellikleri" (Bodur 2016) adli yiiksek li-

sans tezinde bulunabilir. Lupas operatorlerinin 6zellikleri ve Lupag operatorlerinin
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genellestirilmeleri ile ilgili yapilmis pek cok calisma olmakla birlikte birkac caligma
su sekilde yine siralanabilir: (Agratini 1999), (Agratini 2000), (Finta 2001), (Finta
2002), (Dirik 2007), (Erengin ve Tagdelen 2007), (Erencin ve Tagdelen 2009), (So-
fonea 2009), (Tarabie 2012b), (Erencin vd. 2014), (Bodur vd. 2018). Burada de-
rinlemesine deginilmeden kiiciik bir parantez agilmalidir ki yap1 bakimindan Szdsz-
Mirakyan operatorleri ile Lupag operatorleri arasinda bir benzerlik bulunmaktadir.
Baz genellestirilmis Szasz-Mirakyan operatorleri ile Lupag tarafindan tanimlanan
(Mihesan 1997) ve (Agratini 1999) tarafindan galigilan Lupag operatorleri baz 6zel
durumlarda birbirlerini saglarlar. Bu benzerlik ile ilgili ayrmtih bilgi i¢in (Finta

2001) ve (Erencin vd. 2014) caligmalarina bakilabilir.

Patel ve Mishra tarafindan (Patel ve Mishra 2015), f : [0,00) — R reel degerli bir

fonksiyon olmak tizere
B8 = (mx + ’Uﬂ)u —(maz+vp) v
L5, () (2) = Y st (=) (3.3)

seklinde Lupag operatorlerinin bir genellestirilmesi verilmis olup yaklagim ozellikleri
incelenmis; Durrmeyer ve Kantorovich tipli modifikasyonlar1 tanimlanmigtir. Bizim
amacimiz da, negatif indisli Pochhammer sembolii kullanarak hesaplamalari kayda
deger olarak daha kolay hale getiren yukaridaki operatoriin farkli bir versiyonu olan

ve Lupag-Jain operatorleri olarak adlandirdigimiz operatorleri inga etmektir.

Bu boliimde ilk olarak Lupas-Jain operatorlerinin ingasi kurulacak olup sonra da
ileri boltimlerde ispatlayacagimiz teoremlerde kullanacagimiz bazi1 yardimer sonuglar
verilecektir. Daha sonra da insa edilen operatorlerin agirhikh uzaylarda yaklagimi
iizerinde durulacak; konvekslik altinda monotonlugu ve bir gekil koruma ozelligi

gosterilecektir.

3.1 Lupas-Jain Operatorlerinin Kurulusu

Jain tarafindan (3.1) ile tamimlanan Jain operatorlerinden yararlanarak; Lupag

operatorlerinin bir genellegtirmesini yapacagiz. v ve £ iki parametre olmak iizere

7



0<v<oovel<E <1 gartlan saglansin. Jain’in operator kurmak icin kullandigi

ve (Jain 1972) galigmasinda belirttigi Lagrange formiilii de agagidaki gibi tanimlanir:

é(n) = $(0) + i 5 {j;—;(f(n))%'(n)} - (%)U :

Burada ¢(n) = ﬁ, f(n) = ﬁ ve |n| < 1 alahm. ¢'(n) = v(1 — )~ 0+ ve

(£ () = (1 =) (1 — )11 = (1 = ) CFeEsD)

oldugu aciktir. Boylece

d s ol
gp O =m PED) = (g v+ (A —n) 0
a2 . . o
dn? (Y1 — n)~OFED)) = y(y + v€ + 1)(y + vE + 2)(1 — )~ FVERS)
dvfl . N
dnv_lv(l _ )~ OrreEt)y = (Y vE+ D) (Y vE+2) - (1 — g)(HUERY)
n=0 =0

= y(y+v€+)(y+vE+2) - (v+vE+v—1)

= (Y +v§+1)un

bulunur. Ciinkii (y+v€+ 1)1 = (v +vE+1)(v+vE+2) - (y+vé+1+v—2)

saglanir. Burada

ala+1)---(a+m—-1) meN

(@), =
1 m =0, a#0,

Pochhammer sembolii olup

a#1,2,...,m dir (Gasper ve Rahman 2004). (y+1)_, = & = % saglanir. Dahasi,

»(0) = ﬁ = 1 olmak iizere Lagrange formiiliinden
8



oo 1 , }
T TR ; 70+ 0E+ D1 = )¢ (3.4)

elde edilir. Gercekten
1 = 1 . ot
=Y =y +vE+ 1)’ (1 — )

vl

ve 0 <y < oo, |n <1ve0<E¢ <1 sartlar hatirlanirsa

lim

- . (v+vE+E+1),
= [n(1 = n)¥| S (v+1)(y+v+1)y

v—00

(V4 DIy 4+ v+ 1)y_1n¥ (1 — 2)¥¢

¢
olup limit alinirsa <1 E- %) (€ +1)n(1 —n)¢ elde edilir. Mathematica 11.3 programi

13
yardimiyla n = £ i¢in (1 - %) (€ + 1)n(1 —n)¢ < 1 gergeklendigi goriiliir.

Simdi (3.4) de her iki taraf (1 —n)” ile ¢arpilirsa

=1
L= (=) 4 30— o€ Do’ (1 = )7
v=1 "

(Y H+vE+ 1), .
1= > o n(1—n)"te (3.5)
v=0

elde edilir. (3.5) esitliginde 1 = 3 alrsa

bulunur. Boylece v = max, m € N i¢in Lupag-Jain operatorleri

Z mm(mw;}ivg)U71 2—(m$+U§)f (%) , T > O,

To(f52) = T (f)(@) = { v=0 (3.7)
f(0), x=0

seklindedir. ¢ parametresi 0 < £ < 1 araliginda sadece m ye baglh olup reel degerli ve
siurh f fonksiyonu [0, 00) da tanmmhdir. Agiktir ki; £ = 0 igin Lupag-Jain operator-

leri, (3.2) ile tammlanan Lupag operatorlerine indirgenir. Lupag-Jain operatorleri
9



pozitif ve lineerdir. Gergekten, Tanim 2.2 ve Tanim 2.3 goz éniinde bulundurulursa

zr €[0,00),0<¢ <1, m € N gartlan altinda

6 () (@) = i mx (mx + 1+ Uf)u—12—(mx+vg)f <E> -0

2vy!
oldugu goriiliir. Dahasi, Vf, g € Cg[0,00) ve Vo, 5 € R igin

Talaf + Bg)(x) = a5, (f)(@) + BT, (9)(x)

oldugu gosterilmelidir.

JE (af + 89) (z) = i mz (mx + 1+ vf),_, o—(ma-+ug) (af (%) + Bg (%))

vl
i 2vy!
_ Z max (mx + 1+ vf), Lo—(ma+ue) o (ﬂ)
v 2vy! m

2vy)|

= mz (mz + 1+ vE), v
v 2—(mm+v§) (_)
+ UZ:O By (-

_ 4 Z mx (mz + 1+ Uf)v_12—(mx+v§)f (E)

2vp! m

+BZO 2vy! 2 g (E)

elde edilir. Simdi, operatoriin pozitif ve lineer oldugunu gosterdikten sonra ingasi

icin

107, 1= 3 OHL ety s

vyl
= 2vp!

oldugunu kabul edelim. (3.6) yardimiyla ~v.J(0,v,&) = 1 esitligi elde edilir. Boylece
Lupag-Jain operatorlerinin momentlerini hesaplamak i¢in kullanacagimiz J(o, 7, §)

yardimci fonksiyonu icin rekiirans formiiliinii verelim.

Lemma 3.1 0<y<o0, 0<¢é<1, o eNve

- ’Y+1+U€’UU v
S o
v=0

10



olsun. O halde

o0

109 =3 (537) Go-1400 (0 -1+ 060

v=

gerceklenir.

ispat.

Z 7+1+U§U 12 (7+U£)
—~ 2vy!

ise vJ(0,7v,£) =1 oldugunu stylemigtik. Pochhammer sembolii yardimiyla

(v + 1408,
= (y+14+0)(y+1+0vE+1) - (v+1+vE+v—-2)(y+14+v{+v—1)

= (v+14+v8)pa(y+v+08)

gergeklenir. O halde yukarida verilen ifadeyi J(1, 7, §) i¢in kullanalim. (3.8) esitliginde

o =11icin
= (7 + 1+v£)
J(1 r E — (y+v€)
( 7775) UZO 2U’U'
~(y+1+v
- S g

<
Il
=)

(’Y—|—1+U§)U_ (v+v€) . ’Y—i—l—l—Uf (
v —(y4vE)
o Lo~ +(E+1) ZE: o L2

L

i
o

—~(y+1+&+v .
= IYJ(O, Y, g) -+ (5 + 1) Z (7 2U+1€U‘ g)vz (v+€+v€)
v=0 :

olup buradan

T8 =307, + LTy v e

elde edilen bu esitligi sagdaki terime art arda uygulayalim.

£+ E+1

J(1,7,8) = 7('7®+—3—k7+®ﬂ Y +EE) + oI 7+%£4

E+1

= 7J(0,7,¢) + 5

(v +8)J(0,7 + &)

2
+(57) |o+20000+ 260+ S2a00 4360

2
11



olup

§+1

J(1,7,§) = 5

A

§) +2o— (v +8J0,7+£,€)
1

+

s
&

) (v +28)J(0,7 + 26,¢)

§+1

-
+
2
) [+ 3900.0 439+ a0 1 a0

seklinde devam edilirse

> (%—1>U(7+UE)J(0,7+U€,£)

v=0

bulunur. Simdi buradan J (0,7, &) ifadesine gegebiliriz.

(v + 1408, ;
J(0,7,6) =) N

alalim. Burada

(’7—’_ 1+U€)v+071
= (v+14+v)y+24+0E) - (v+14+v€+v+o0-3)(y+14+vE+v+0—2)

= (v+140)pioo(y+o—1+v+0E)

gergeklenir. Yani (Y+14vE)y10-1 = (Y+14+0E)pso—2(y+0—1+v+0E) esitliginden

i (v +1+0E),,,

o v+ o0 —1+vE+1)]27 0

J(0,7,§) =

v=0
olup esitligin sag tarafinda dagilma iglemi uygulanirsa

J(0,7,6)

o0
+1+0E),
o ’y—l—a—l Z ’7 2UU|§ vto—2 o —(y+vE)

o0

7+1+U£ v+o—2 —(y+v€)

'u:l

(VLI EHVE) gt o rtrn
= (Y+o-DJlo-17,)+(E+1)) oy e
v=0

12




olup

T = v+ -1~ 17,8+ 500,746

esitligine ulagilir. Bu esitlik sagdaki terime yine art arda uygulanirsa

J(0,7,6)
— (to Do —LyO)+ “1[<v+s+a—1>J<a—m+5,5>

—l—iJ(a v+ 2¢, 5)]

=(7+0—UﬂU—L%O+§%iW+§+U—DNU—L7+§O
E+1

E+1Y°
+<T) |:(’7+2§+0—1)J(0—1,’7+2§ §)+—J(U v+ 3, €)

elde edilir. Boylece

1079 =3 (37) Go-1409 760 -1+ 060
v=0

bulunur ki ispat tamamlanir. m

Sonug 3.1

:ZUmx” —l<xr<l, meN

ve

=> a" (3.9)

v=0

hg (l’) =

geometrik serisini ele alalim. Terim-terime tiirevleri alinirsa

00
— E Um+1(L'U_1
v=1

olup

l‘hl Z Um+1(I}U _ m+1 (l‘)

13



esitligi elde edilir. Bu rekiirans sayesinde, m = 1,2 ve 3 igin

hy (z) = T lez (3.10)
T ' 4+ - 2 W
ho (x) = x((l—x2> :ngvx , (3.11)
_ . >+ /:x3+4x2+x:°°U3xv
hs () = (—(1 - x>3) o Z (3.12)

elde edilir (Velleman 1995).

Lemma 3.2 (3.8) yardimiyla agagidaki esitlikler saglanir.

J(1,7,§) = %5 (3.13)
_ A+l L€+
J(2,7,€) = TR (3.14)

8(y+1)(v+2) |, 8(E+1)(3y+5) , 82(26” +6¢ +4)

s Ty T a0 0P
_16(Y 692+ 11y +6) | 16€ (£ 4 1) (672 + 26 + 26)
‘](47775) F— (1_6)4 + (1_5)5
L1688 (E+ D€ +3)Br+6) + €+ D)(6y +14) + 26 +4)(7 +3)]
(1-¢)°

16€3 (€ 4 1) (6£% + 28 + 6)
+ 7
(1-¢)

Ispat. 0 < ¢ < 1 olmak iizere z = H—l igin 3 L < “Tl < 1 oldugu aciktir. Yukarida

(3.16)

verilen yardima egitlikleri ispatlamak igin kullanacagimiz hg (x), hy (x), ha (x), hs (x)

ifadelerine karsilik gelen degerleri bulalim.

h”(%) §(§;1> _eT 1357 (3.17)
(%) - iv(f; e —%% ?953’ (318)
=) - Z( ) - %ggf;if“

_ 28+ 11 +235+13). .

(1-¢)*
14



Simdi de

J(Uafyaf) :Z <§+—1) (7+U—1+U€)‘](0_177+U€7€>

2
v=0

rekiirans bagintisini ve

-y (v 1+ V8)v19(r40e)
—~ 2vy!

ise vJ(0,7,&) = 1 oldugunu hatirlayalim. Yukarida belirtilen (3.17) esitligi yardimiyla

J(1,7,9) :i (%)U(V+US)J(M+U€)§) :i (%) = 1%6

v=0 v=

bulunur. Benzer sekilde J(2,7,§) icin (3.18)

(5
(

o0

Z(“l) (y+vE+vE)J v+v£+v5@)

—_

J(2,7,§) =

NE

)U (v+1+vE) J(1,y+vE )

i~
I

1

™M
+w—|—

[
NE

)U (v+1+vE)

[\3 ‘

<

Il
/\O

v=0

(0
_ i (“le(wuvg)g (#)

olmak tizere (7 + 1 + v¢) ifadesi dagitilir; (3.17) ve (3.18) ifadeleri dikkate alinirsa
[+ 2 . (E+1\" 2
J(2,7,§) = UZ; (T) (y+1) (1—_5) +2% (T) (v€) (rg)
20 V5o, (1Y
(o2 ()

- (o) (Fe) 2

Ay +D) ( 26 ) <§+1)
= + hy
1-¢° \1-¢ 2
4(r+1) 2% 2A6+1)
(1-6)7 1-¢6(1-¢)?
4(7+1)+4€(€+1)

1-¢* @1-¢°
15




elde edilir. Yine benzer sekilde J(3,7,¢) i¢in yukaridaki adimlar tekrarlanirsa

1829 = 3 (55 Grreugser s

v=0

BRESYIE2AY . 4(y+vE+1)  4E(E+1)
- ;( 2 ) et O( i-¢? (1—5)3)

olup

bulunur. (7 + 14 v€) (v +2+v€) = (Y + 1) (v +2) + (27 + 3)v€ + v2€? oldugu ve
(3.17), (3.18) ve (3.19) dikkate alinir ve tekrar dagitilip diizenlenirse

J(3,7,6) = a _45)2 {Z (%)U(H (v +2)

+§0 (%) (27+3)U§+U§O (5%)@1)252}
DS () KD (1)
olup
J(3,7,6) = 4( 7+2 i(§;1>v+4§§2y+3 §U<g+1>

o0

) gy

v=0

o0

+4i(f;)31) ;U <§—2Fl)v

ara iglemlere devam edilirse

16



4(y+1)(y+2) 2 4€(2y +3)2(6 + 1) 4% 2(€2 +4£ 4 3)

J(3,7,§) = (1—¢) 1—¢ (1-6)7* (1-82? (1-¢> (1-¢?

AE+D)(y+2) 2 AL (E+1)2(E+1)
1—¢?® 1-¢ (1-¢° (1-¢?
8(y+1)(v+2) | B(E+1)(2y+3) | 82(E°+4£+3)

(1-¢)° (1-¢)* (1-¢)
LBEFD(+2)  8E(E+ )’
(1-¢)" (1-¢)°
_ 8(y+1)(v+2) | 8E(E+1)(3y+5) | 86 (267 + 66 +4)
(1-¢)° (1-¢)* (1-¢)°

sonucuna ulagilir. J(4,7,¢) icin

J(4,7,6) = Z(T) Y+ 3+v8) J (3,7 +vE,§)
. i(i) (4 3 408) ( 7+1+v£)(73+2+v5>
0 (1-¢)
8E(E+1)( 37+k§)+5)+ 8¢2(2¢2 +6§+4))

—¢) (1-¢)°

B (1_85)3Z<§;1) (v+3+0v0) (v +1+0E) (v +2+v¢)

v

I
_I_

8E(E+1) = [E+1Y"
+ 16 UZ:O(T> (7 + 3+ v€) (37 + 5 + 30¢)

8E%(262 + 66 +4) = [(E+T1Y"
+ 1—¢r ;(T) (v + 3 + vé)

olmak {iizere yukarida yapilan islemler benzer gekilde tekrar edilir ve igslemlerin de-

vaminda gerekli yerlere (3.17), (3.18), (3.19) ve (3.20) esitlikleri yazilirsa

16(7* + 672 + 11 1 1) (672 + 267 + 2
T4 6) — (7 + 69" + 11y +6)  16€(E+1) (697 + 267 + 26)

(1-¢)° (1-¢)°
LI6EEHD[(E+3)By +6) + (€+ DGy +14) + 26+ 4)(y +3)]
(1-¢)°
_|_16§3 (€ +1) (66 + 28¢ +6)
(1-¢7

sonucu elde edilir ve ispat tamamlanir. m

17



Lemma 3.3 ¢,(t) =t",r = 0,4 test fonksiyonlar1 olmak iizere (3.7) ile tanimlanan

Lupas-Jain operatorleri J¢ icin asagidaki esitlikler gerceklenir.

T (e0) () = 1,

Fae)@) = ¢
z’ 2x
Tl @ = Gt g
Tile) @) = gt e e
JE (eg) (z) = 7 . 1223 5 12x2(2§+?;) 2$(13§2+34§j13).
1-8° m@A-¢" m*({1-g) m3 (1 —¢)
ispat.

an () (2) = i mz (mx + 1 +0€), 4 9~ (ma+ve) ¢ <£>

vyl
e 2vy! m

Lupag-Jain operatorleri olmak iizere f = ey durumunda (3.6) esitliginden otiirii

> mx(mx;lqj!wé)“*ﬂ*(m““é) = 1 dir. O halde, JS, (eo) (z) = 1 oldugu aciktir. f = ¢;
v=0
icin

T (e1) (@)
_ i mz (mz + 1+ Ué’)v—12f(mx+vf)£ — i (ma +1+ Ug)u—127(mx+v§)
v vip — 1!
— 2vy! m p— 2v(v = 1!
2 (ma 414 €+ v€) —(ma+tqove) _ T — (mz + £+ 1+ ) — (ma+E+ve)
- xZo T T2 Z@ T
x r 2 T
= —=J(1 ==
bulunur. Boylece
x
JS =
m (61) ((L’) 1— é-

bulunur. f = e, test fonksiyonu igin

(e2) ()

2 o0
mx (mx + 1+ vﬁ)v_lz_(mmwg)v_ o Z (mz +140f),_, o (ma+ve)

I
M

V| 2 v —1\!
s 2vy! m m 2v(v —1)!
o= (mz 146408, —(ma-+E+vE)
= Z STy 2 (v+1)

v=0

18



olup

IS, (e2) (z)
_ Ei(mx+1+§+v€) (-t ve) +£Z(mx+1+§+vﬁ) — (mat+E+vE)
m 4= 2utiyl m = 2utiyl

o (M2 + {1408, (materog)

- Qm; 20(v — 1)!
>

(mx + 5 + 14+ (U + 1)&)1}—&—1 2—(mw+§+(v+1)§) + i
TS 2m1 —¢&

n %J(l,mx +E,6)

T - (mx+2§+1+U€)U+127(mx+2£+vﬁ) n

4dm 2vy! m<1 - 5)

m(1 = &)
_ T 4(mz+26+1) 4E(E+1) x
Mn< a-e u—gf)*VM1—®
x> 2x

_|_
(1-¢° m(-¢°
elde edilir. Boylece

= ﬁJ(Z,mx—k%,f) +

x2 2x

T @) = g+ s

esitligine ulagilir. f = e3 test fonksiyonu igin

mx (mz + 1+ Uf)v—l 2—(mz+v£)v_
2vy! m?

M2

T (e3) (z) =

v=0
(mx +14+v§),_ 4
2v(v —1)!

i 2= (mz+v€) U2

m2

x (mx+ 1+ ( U+1)§)

v 27(mx+(v+1)$) (U + 1)2

T = (mx+ €414 vE)
_ v 9—(mz+E+vE),,
T o= (mz+ €+ 1+ )
v9— (mx+§+v§)2
+2m2 ; 2vp!
[o¢]

Lt Z (mz+&§+1+ Uf)v2 (ma-+€+ve)

2m2 — 2vy!

o i rrur+€+1+v£)v2 (mate+o8),,
2v(v —1)!

T = (mx + €+ 1+ vf)
Z 2v(v —1)!

19
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olup devam edilirse

T o= (M2 + 26+ 14+ 08), 1 0 niaeso
JS (e3) (z) = o Z S L= (mat2E0E) (4 4 1)

v=0 ’

+i . (mx + 25 +1+ Ué-)fu—‘,—l —(ma+28+vE) + z
2 v+1,,| 2 _

— 2utiy] m?(1—§)
_ T Z (mz +2§ +1+ Ug)v+127(mx+2§+v£)
4m? — 2v(v—1)!

x : Z (mo + 26 +1+0vf),., ———
2v!

x i (mr + 26 +1+0v),., o~ (ma+26-+v€) | v

2m? &~ 2vy)! m2(1 —¢)
_ i (mz+36+1+ Uf)vu — (ma+3¢+ve)
dm? £ 9ut1y)l
+ (2, m + 26,€) + = T (2, ma + 26, €) + ———
4m? 2m? m2(1 — &)
= #J(&mx +3£,6) + 43—722J(2,mx +2£,8) + —mQ(lx— 9

(3.14) ve (3.15) ile verilen J (2,7, &) ve J (3,7, &) esitliklerinde sirasiyla v = max + 2

ve v = mx + 3§ alinirsa
4(mr+26+1) 4E(E+1)
(1-¢)’ (1-¢)’
8(mx + 3¢ + 1)(mz + 3 + 2) N 8¢ (€+1) (3(mx+38)+5)
(1-¢)° (1-¢)"
8E2(26% + 6¢ + 4)
(1-¢)°
ve gerekli tiim ara iglemler titizlikle yapilirsa
a3 62 6x(§+1
o) (@) = g Ty STEH D,
1=8" m(@-¢" m*(1-¢
sonucuna ulagilir. Son olarak f = ey i¢in benzer iglemler yapilirsa

me (mCL‘ +1+ Ug)u—l 9~ (maz+vf) vt

2uyl mA

J (2, mz + 2&,§)

I

J (3, mz + 3,€)

Mg

T () (z) =

(mz +14+0vE),
_ v— 27(mx+v§) 3
m3 Z 2v(v —1)! v

X (m$ + 1+ (U + 1)5)1) 2—(mw+(v+1)f)

m3 Qu+ly)l
v=0
z (mx + 5 +1+ U£>v2 (ma+£+vE)
2m3 2vp!

v=0
20
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olup

T () (z) =

devam edilirse

i (e4) (x)

T (mx + € + 1 4 vf)
vo— (m$+£+“f)
2m3 Z 2upl

3 i (M2 + €+ 1408, o (mrserog) 2
20!

3 i": (ma + &+ 1408, o (meseroe),,
2vp!

x i (ml‘ + 5 + 1 + Uf)’uQ (ma+£+vE)
20!

—0
T Oo(mx+§+1+U§)U —(ma+€+ve),,
B yromee

2m v=1 2U(U N 1)
n 3x Z (m$ + 5 +1+ US) mm+§+vf)
2m3 2v(v - 1)!
v=1
i 3 > (mx + é- +1+ /Ué-)v2 (maz4-E4vE)
2m?3 2v(v—1)!

v=1

2utlyl

32 = (mx+25+1+ Uf)erl

+2m3 —~ 2utlyl

v=0

4m3 - 2uy!

N x
2m3

T o= (mz+26+1+ Uf)v+1 9~ (ma+26+vE), 2

J(1,mz +&,€)

(ma +26 +1+ )11 (metacro
m3z Lo~ (mek284v) (g 4 )2

—(mek 26400 () 4 1)

32 o= (mzr+26+1+ Uf)v+1 —(ma+26+v8) | i

m?(1—€)

Z (ma+ 26+ 1+ vﬁ)UH ~ (ma+26+0E)g
4m3 '

2vy!

T Z (mz+26+1+ Uf)v+1 9~ (ma+26+v¢)
4m3

2vuy)l

_|_

A3 o vl

3z (mx +26+1+ Uf)v+1 —(ma+26+0E)

3T
g (2ema +26,6) + (1 —¢)
21
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bulunur. Diizenlemeye devam edilirse

T (64) ()

_x = (ma 426+ 1+0E),,, o—(ma+2¢-+v¢)
4m3 4= 2v(v = 1)!
. 20 = (maz + 26+ 1+ Uf)v+12—(mx+2g+ug)
4m3 —~ 2v(v = 1)!
. 3z o (ma + 26 + 1+ vf)
7o 5 v+1 27(mx+2£+v£)
5 (20ma +26,6) + 2 29(v —1)!
3 3x x
Iy 10 2 —J(2 2 31 _ £
+4m3 ( ’m$+ €’£)+4m3J( ,m$+ £7§)+m3(1_£)
olup
xr > mx+3€+1+U£)U mx v
Bl = 3 g2 D)
A 27 (mx +3+1+ Uf)v+2 —(maz+3¢+0E)
4m3 T 2utly!
N 37 = (mz + 3§ +1408),,, 9—(ma+3¢+vE)
4m?3 i 2utiyl
Tx .
—_J(2 2 — e
—|-4 3 (2, mx + 2¢,&) + m3(1 — ¢)
_ Z mx +3¢+1+ Ug)y+22 (ma+364-v€)
8m3 2v(v—1)!
T Z (mx + 3§ +1+0vf),. 9~ (ma-+3¢+vE)
8m3 2utlyl
2 3x
+8—J(3 max + 3£,€) + = ——=J (3, mx +3¢,§)
L J(2,ma + 2, €) + ——
— ma T A
4m3 ’ ’ m3(1 - S)
bulunur. Dahas:
¢ * o
Tl (@) = qgod(me+46,6) + g5 (3,ma +36,6)
Tx x
—_J(2 2 T
+4m3 (2, mz + €>£)+m3(1_€)

ulagihir. (3.14), (3.15) ve (3.16) ile verilen J (2,v,£), J (3,7,&) ve J (4,7,&) esitlik-
lerinde sirasiyla v = max + 2§, v = ma + 3§ ve v = max + 4¢ alinir ve ara islemler

yapililrsa
22



z N 1223 +12x2(2§+3) 2(13¢% + 34¢ + 13)
(1-9" m@1-¢’ m*(1-¢° m? (1 - ¢)"

sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. =

T (e4) () =

3.2 Lupas-Jain Operatorleri I¢in Agirhikh Diizgiin Yaklasim

Bu boliimde, Gadzhiev tarafindan 1976’da verilen agirlikli Korovkin tipli teorem
yardimiyla Lupas-Jain operatorleri ile agirlikh yaklagim tizerinde durulacaktir. Bunun
icin Gadzhiev tarafindan asagidaki gibi gosterimleri verilen fonksiyon uzaylarina
deginelim. p : Rt — R™, monoton artan ve siirekli fonksiyonu igin ¢(z) = 1+ p*(z)
bir agirhik fonksiyonu olmak tizere B,(R™) uzay:

Bo®) = { £: 8 < RIIf]l, =sup 123 < o0} 32)

ile tanimli olsun. Ayrica C,(RY), CY(RT), U,(RT) uzaylar

Co(RY) = {f € B,(R"), f siirekli}, (3.22)

CY(RY) = {f e C,(R"), g&% = M; < —l—oo} : (3.23)
= i tizgiin stirekli

U,(RY) = {f € C,(R™), ; diizg kl} (3.24)

seklinde tammlansinlar. Burada, CJ(R™) uzaymda My, f ye bagh bir sabittir.
Boylece,

CL(RY) C Un(RY) C Cy(RY) C B,(R")

saglanir (Gadzhiev 1976).

Lemma 3.4 {J,,},,>1, operatorlerinin C,(R") uzaymmdan B,(R") uzayma pozitif

lineer operatorler olmasi igin gerek ve yeter sart m > 1, x > 0 icin

| T (5 )] < Kpip()

esitsizliginin saglanmasidir. Burada K, pozitif bir sabittir (Gadzhiev 1976).
23



Teorem 3.1 {J,,}m>1, Cp(RT) uzaymdan B,(R™) uzayma giden pozitif lineer op-

eratorlerin bir dizisi olsun. Eger

lim [T, (0') = p'||, =0, i=0,1,2

m—00

sart1 saglaniyorsa bu durumda herhangi bir f € CJ igin
T [l f £, =0 (3:29
gerceklenir (Gadzhiev 1976).

Simdi, Lupag-Jain operatorleri ile agirlikli diizgiin yaklagimi inceleyelim. Bunun i¢in
p(x) = x ve & parametresini de 0 < ¢, < 1 ve lim,, . &, = 0 sartlarn altinda

¢ =¢,, dizisi geklinde alalim.

Teorem 3.2 0 < ¢, <1 velim,, &, =0 olmak iizere {,,} dizisi alalim. O

halde, her f € CZ(R™) fonksiyonu i¢in

meN

lim [T (F) = f[|, =0

m—00

gerceklenir.

Ispat. Lemma 3.3 ve Lemma 3.4 goz 6niinde bulundurulursa Lupag-Jain operator-
leri J5, Cy(R*) uzaymndan B, (R™) uzayma pozitif lineer bir operatordiir. Theorem

3.1 dikkate almarak J5" operatorler dizisi i¢in ispatlayalim.

lim || J5m (eo) — 60”@ =0

oldugu aciktir.
gm _ €T _
|76 (e) —es]|, = sup ‘Jm (e1) — e g :c‘
" v TERT 14 22 ver+ 1+2?
T &y
= su
e T+ 22T—¢
< _fn

ifadesinden



elde edilir. Son olarak 2z < 1 + 22 oldugundan

‘Jrgnm (62) — €9

|5 (e2) —eall, = sup =
1 z? 2z 9
- i$-1+x2(u—§m2+nu1—a»3_x>
2 26, — & 21 1
::i§11+x%1—592+1+x%na—5m3
2, - &, 1

S 0-6) ma-&r

ifadesinden

lim ||J5 (e2) — €2H<p = 0.

m—00

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar. m
3.3 Lupas-Jain Operatorleri Dizisinin Monotonlugu

Simdi Lupag-Jain operatorlerinin m ye gére monotonlugunu inceleyelim. Daha 6nce

(2.1) ile verilen konvekslik tanimini animsayarak agagidaki teoremi verelim.

Teorem 3.3 f, [0,00) araliginda konveks bir fonksiyon olsun. O halde, Vm € N

igin J¢, ile gosterilen Lupas-Jain operatorleri de m ye gore artmayandir.

Ispat. Operatoriin tanm goz oniinde bulundurulur ve (3.6) ile verilen asagidaki

esitlikte

1— Z Y(y +v€+1)p 9—(y+vé)
2v!
v=0
~v = x alinirsa
(7 4+ vE+ 1)y

2~ v¢
2up!

27 =

v=0

elde edilir. Buradan

T () (@) = Jpia () ()

= mzx (mz+1+vE), v
— oz v=1g—((m+D)z+vs) ¢ (
B T R 46

m
v=0

_i (m+Dz((m+1z+1 +U€)U—127((m+1)x+v§)f v
— 2vy! m+1
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olup

IS () (@) = T (f) (2)

B i z (x4 1+18) 1y e Z mx (mx + 1+ Ug)vfl2f((m+1)x+7f§)f (E)
2011 200! "

_ i (m+ 1)z ((m+ 1)95 +1+ Uf)u—lr((mﬂ)mw@f v
2vy! m+1

_ i r(z+ 14108,y 4 Z max (mx + 1+ (v — 1)5)071712—((m+1)m+(v_1)§)f v—1
200 (v —1)! m

- i": (m + Dz ((m + 1)x TV oty (oot ¢ (Y
2vp! m+ 1

bulunur. Simdi de toplamlarin siras1 degistirilir ve ortak paranteze alnirsa

IS (f) () = TS (f) (2)

ad r(x+ 1418, me(mes+1+ =108, 11 (et v—1
=22 Ty H)H]f( )

v=0 =0 m
_i (m+l)x((m—i-1)x—|—1+v§)v_127[(m+1)x+vg]f v
— 2vy! m+ 1

2v]! (v—=1)! m

0
+)z+1+
(m+ Da((m - U>!a: vE), f<mv+ 1)}2—[<m+m+va (3.26)

bulunur. Konvekslik tanimi da dikkate alinarak, burada sirasiyla

ﬁimwmm+1+ﬁﬁ4x@+1+hﬁ%ﬁ%44f<l)
=0
+1

e e

v—Il—1
1) mADe(mrDerived,, o

ve t; := L secelim. Simdi, Stancu ve Occorsio (Stancu ve Occorsio 1998) tarafindan

(3.27) ve (3.28) ile verilen Jensen ve Abel egitliklerini hatirlayalim.

(—+ (u+p+1+sE),_

Q) (ut+1+vE), pp+1+(s—v)), ., (3.27)

26

v=



ve

s, =3 (0) 014 -0 L @29)

v=

(3.27) ile gosterilen Jensen esitliginde v = mx, p = x ve s = v yazilirsa

(m+1)z(m+1)z+14+0E),

Z( > z(mr+14+18), jz@+1+@w—-08), ,,

=0

elde edilir. Yani

i(v)mx(mx—i-l—klﬁ)llx(x—l—l—l—( €)oot Zal—l

— \! (m+1)z((m+1)z+14+0E),

olur. Diger yandan (3.28) ile verilen Abel esitliginde u = mz + £+ 1, p = = ve

s = v — 1 alimirsa

(m+1)z+14+0E),_

(
= (mx+£+1+x+(v_1)§)v—1
v—1

— Z(Ujl) (mz+&+1+1)z(@+14+w—-1=-0)&),

1=0
elde edilir. Son olarak

v l:il (zz))mx (mz+1+108),_x(@+1+@w=18), 1, (%)

ity = (m+1a((m+1)z+1+0f),

Uvil (Ujl)mx (me+&+1+10),v(x+1+—-1-0&), ,
1=0

m(m+1)z(m+1)z+1+0E),

v Uil (") (ma+ €+ 1418w (z+ 1+ (v =1-1&),
1=0

m+1 (m+1)z+14+0E),
v

m—+1

bulunur. Boylece f fonksiyonunun konveksligi de kullanilirsa (3.26) ifadesi bize

T () (2) 2 T () ()

sonucunu verir ve ispat tamamlanir. m
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3.4 Lupas-Jain Operatorlerinin Bir Sekil Koruma Ozelligi

Bu kesimde de Li'nin (Li 2000) "w siireklilik modiilii fonksiyonu ise B,, (w) Bern-
stein operatorleri de siireklilik modiilii fonksiyonudur." teoreminden yola g¢ikarak
ve benzer teknikler kullanarak .J§ operatdrlerimiz igin agagidaki teorem iizerinde

duralim.

Teorem 3.4 w siireklilik modiilii fonksiyonu olsun. O halde Vm € N igin J$ (w)

da siireklilik modiilii fonksiyonudur.

Ispat. =,y € [0,00) ve z <y olsun.

00 my (my + 1+ jg)j—l 2_(my+j§)f i
271 4! m

3
=
S
||
(]

=0
operatorleri i¢in Jensen (3.27) esitliginde u = mx, p = my — ma ve s = j olmak

lizere

(mx +my —mz) (mx + my —mz + 1+ j§);
— ; (i})mx (mz +1+vE), 4 (my —ma) (my —mz + 14 (j —v) &), ,_,

elde edilir. Yukaridaki esitlik, Lupas-Jain operatorlerinde yerine yazilirsa

J,

Som

(f) ()
J <)mx (mx +1+0vS),_; (my —ma) (my —maz+ 1+ (j —v)§)
20 1

8

j—v—1

M
M

] v=

X 2—(my+jf)f i
m

bulunur. Sirasiyla, toplamlarin sirasi degistirilir ve j — v = [ alinirsa

1
- ZZ]_—Mma:(mx+1+v£)

x(my —mx) (my —mx +1+ (G —v)§),;_, 9~ (my+it) ¢ (i)

m
o o0 1
- Z Z ot e (mx+1+0E), 4 (my —maz) (my —ma +1+15),_,
pr e vty
w2yt (e ¢ (Y t1 (3.29)
m
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elde edilir. Diger taraftan

max (mx + 1+ vg)
2vo!

NE

() (@) = wctg-imrisa (1)

mz (mx + 1+ v€), 4 9~ (m(y=(y=2))+ve) ¢ <£>
2vy!

<
Il
o

[M]8

i
o

max (mz + 1+ vf)

[
NE

v—1 27(my+v£) 2my7mxf (E)
m

2vy!
v=0
bulunur. Burada
e (my —ma) (my —ma 1418,
2 - Z o]l 2
1=0
oldugundan
J5 () ()
o0 o0 1
— ZO Z T (mx + 14 0€), , (my —mz) (my —mz +1+18), ,
v=0 [=0
w2~y HE) £ <2) (3.30)
m

bulunur. (3.29) den (3.30) ¢ikarilirsa

T () () = T35, (f) (2)

o0 oo 1
- z; Z 2v+ll!vlmx (mx + 1+ Uf)v_l (my — mx)
v=0 [=0

X (my —mx+1+1§), | 2~ (M) {f <U - l) —f (2)}

m m
elde edilir. Yukarida f fonksiyonu yerine w siireklilik modiilii fonksiyonu kullanilirsa

T (@) (y) = T, (@) (@)

o0 o0 1
- Z Z oot (mz + 1+ v),_, (my —mz)
v=0 =0 o

_ ~myrtne) [, (CEDY (2
X (my —mx+1+1§), |2 {w < p- ) w (m)} (3.31)
29



bulunur. Dahasi

T (W) (y) = 5, (W) (2)

oo oo 1
z; Z 2U+ll!vlmx (mx + 1+ Ug)v_l (my — max)
v=0 [=0

l
x (my — ma + 1 +1€),_, 27 (o), (—)
m

IN

mzx (mx + 1+ vE)
2vp!

v—1 2—’[}5

I
WE

[e=]

<

oo

Z (my — mzx) (my l—‘m:B + 1410, , o~ (my+1¢) <
241

X

)
=0 "
a i (my —ma) (my —ma + 14181 (n(y—ayig) (i)

20! m

= Jn (W) (y—2) (3.32)

sonucuna ulagilir. Bu sonugta bize J&, (w) nun alt toplamsallik ozelligini sagladigim
gosterir. Siireklilik modiilii fonksiyonu w azalmayan oldugu icin y > x iken J§, (w) (y)—
JS (w) (z) > 0, yani J (w) azalmayandir. Son olarak Lupag-Jain operatorlerinin
tanim1 dikkate alinarak lim, .o+ JS, (w) (z) = J&, (w) (0) = w(0) = 0 dir. Boylece

J& (w) siireklilik modiilii fonksiyonudur. Ispat tamamlanir. =
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4. GENELLESTIRILMIS LUPAS-JAIN OPERATORLERI

Bu boliimde, 6nceki boliimlerde kurdugumuz ve tizerinde ¢aligtigimiz Lupas-Jain op-
eratorleri yardimiyla Cardenas-Morales vd. (2011) ve Aral vd. (2014) yazarlarinin
yaptiklar1 caligmalara benzer yapiya sahip olan genellestirilmis Lupag-Jain operator-
lerini tanimlayacagiz ve yaklagim o6zellikleri {izerinde duracagiz.

feCio,1], z €10,1], m € N ve 7 fonksiyonu

(1) T, [0, 1] tizerinde her basamaktan diferensiyellenebilir bir fonksiyon,
(12) [0, 1] tizerinde 7'(z) > 0 ve 7(0) =0, 7(1) =1

sartlarin saglayan bir fonksiyon olmak iizere genellestirilmis Bernstein operatorleri

m

BE = 3 (M) ey (2)

v=

= Bn(for o) () (4.1)

seklinde tammlanmgtir (Cérdenas-Morales vd. 2011). Olugturduklar bu fikir (King
2003), (Cardenas-Morales vd. 2006) ¢alismalarimin devami niteliginde olup bu ¢alig-
malarinda operatoriin sekil koruma ve yaklagim o6zelliklerini incelemiglerdir. Da-
hasi, tanittiklar1 operatoriin klasik Bernstein operatorlerine kiyasla daha iyi sekil
koruma 6zelliklerine sahip olduklarini1 gostermislerdir. Burada ayrica belirtilmelidir
ki 7 fonksiyonu sadece pozitif lineer operatorlerin genellestirilmesi igin degil aym
zamanda {1, 7, 72} -uygun 7 sartlar altinda- fonksiyonlarim test fonksiyonlar: kabul

eden tanimlanma i¢in de 6nem arz etmektedir.

2014 yilina geldigimizde (Aral vd. 2014), Bernstein polinomlar i¢in (4.1) deki
genellegtirmeye benzer olarak genellestirilmis Szasz-Mirakjan operatorlerini agagi-

daki gibi ingsa etmislerdir:

(py) p, RT iizerinde siirekli diferensiyellenebilir bir fonksiyon ve p(0) = 0,
: /
(pp) inf p'() 21

sartlar1 saglansin. Bu durumda genellestirilmig Szdsz-Mirakjan operatorii
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So(f)@) = exp(—mp(x)) ) (mp(z))” (fop™) (3)
= Bulfor™) o)) (4.2)

seklinde tammmlanir. (p;) ve (py) kogullari, RT {izerinde p fonksiyonunun tersinin
varhigimi ve kesin artanhigim garanti eder. Ornegin, p(x) = x + 22 fonksiyonu (p,)
ve (py) kogullarm saglar. Not edelim ki p(z) fonksiyonunun tersi p~'(z) olmak
tizere (fop™) (L) = f(p™ (L)) dir. (Aral vd. 2014), genellestirilmis Szdsz-
Mirakjan operatorlerinin cesitli yontemlerle yaklagim ve sekil koruma o6zelliklerini

gostermislerdir.

2011 yilindan bu yana yukaridaki sartlar1 saglayan klasik operatorlerden daha iyi
ya da en az onlar kadar iyi yaklagim veya sekil koruma ozelliklerine sahip olan
pek ¢ok galisma yapilmigtir. Bunlardan birkagini syle siralayabiliriz: (Acar 2014),
(Cérdenas-Morales vd. 2014), (Acar 2015), (Olgun vd. 2015), (Erengin ve Rasa
2016), (Bagcanbaz-Tunca vd. 2016), (Acu vd. 2017), (Erengin vd. 2017), (Bodur
vd. 2018), (Tagdelen Yesildal ve Bodur 2019), (Qasim vd. 2020).

Biz de (Cérdenas-Morales vd. 2011) ve (Aral vd. 2014) yaptiklar1 ¢aligmalar: moti-
vasyon olarak alip (Bagcanbaz-Tunca vd. 2018) tarafindan tanimlanan J$, operatorii
icin benzer bir genellestirmeyi inga edecegiz. Yukaridaki (p;) ve (p,) ile tanimlanan

sartlar1 saglayan p fonksiyonu igin genellestirilmig Lupas-Jain operatorleri

o0

(]Eip(f; ) = JSip(f) () = Z mp(z) (mp((;)];'— 14+ v€)y-1 9—(mp(z)+ve) (f o p—l) <%>
= (4.3)

z € (0,00) ve JSP (f) (0) = f(0) dir. £ parametresi 0 < £ < 1 araliginda sadece m
ye bagh olup reel degerli ve siirekli f fonksiyonu [0, 00) da tanmimhidir. Agiktir ki;
p(x) = x durumunda (4.3) ile tammlanan J$* operatorleri (3.7) ile tanimlanan JS,
operatorlerine indirgenir. Burada, once genellestirilmis Lupas-Jain operatorlerinin
momentleri ve merkezi momentleri gosterilecek olup daha sonra operatorlerin agir-
likli uzaylarda yaklagimi incelenecektir. Son olarak da Voronovskaya tipli teorem

verilecektir.
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Lemma 4.1 (4.3) ile tamimlanan genellestirilmis Lupas-Jain operatorleri J5° icin

asagidaki esitlikler gerceklenir.

T () (@) = 1,

5@ - 2
Tt (pQ) (x) = (1 (:?)2‘1‘ ?p( )5)37
J () @) = L@, @) Ge@)(E+ ]

(1= m@1-¢" m2(1-¢°"
p(x) 1203(x)  120%(2)(26 +3)  2p(z)(13€% + 34¢ + 13)

So (o) (1) =
W@ = g m—er T mea—ey e (1= ¢)

Ispat. Lemma 3.3 yardimiyla ispat kolayca goriilebilir. m

Lemma 4.2 r = 1,2 ve 4 olmak iizere 0,.(t) = (p(t) — p(z))" olsun. Lemma 4.1
dikkate alinarak genellestirilmis Lupag-Jain operatorleri J5” icin asagidaki esitlikler

gerceklenir.
5 0@ - M (4.4)
JE (B2) () = 8(—%)5%(2{)(2) (45)
I 02) (1) — fl(f)fﬁjfl (_x)f) 2 Q(fjff;ﬁ“)
+2,0(3;)(1352 4 34¢ + 13) | (46)

m3 (1 — &)

Ispat. Lemma 4.1 dikkate alinir ve ara iglemler yapilirsa yukaridaki esitlikler elde

edilir. =

4.1 Genellestirilmis Lupas-Jain Operatérleri Icin Agirhikh Yaklagim

Bu boliimde, Gadzhiev tarafindan 1976’da verilen agirlikli Korovkin tipli teorem
yardimiyla genellestirilmis Lupas-Jain operatorleri igin agirhikh yaklagim iizerinde
durulacaktir. p : RT — R monoton artan ve siirekli fonksiyon olsun. ¢(z) =
1 + p?(x) agirhk fonksiyonu (3.2) ile belirtilen kesimde agirlikh uzaylarla birlikte

tanimlanmisti.
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Teorem 4.1 0 < ¢, < 1 ve lim, .o §,, = 0 olmak tizere {§,,},,cy dizisi alalim.
O halde J5” genellestirilmis Lupas-Jain operatorleri olmak iizere her f € Co(R™)

fonksiyonu igin

lim [|J5? (f) = f]|, =0

m—00

gerceklenir.

Ispat. Lemma 4.1 ve Lemma 3.4 goz 6niinde bulundurulursa Lupag-Jain operator-
leri dizisi anm’p, Cy,(R") uzaymmdan B,(R*) uzayma pozitif lineer bir operatordiir.

Theorem 3.1 dikkate almarak J5” operatorler dizisi i¢in ispatlayalim.

lim |[J5m? (1) = 1|, =0

m—00

oldugu agiktir.

57 () = g 22— ()|
502 @)=l = sup Iy [P
“ 4 z€RT I+ pZ(x) z€RT 1+ p2(:€)
= sup | L@
TR+ 1+ p2<l’) - gm
_ m

ifadesinden

fim_ |75 (5) = ], = 0

m—00

elde edilir. Son olarak 2p(x) < 1+ p?(z) iken

T (p?) = p?
&P 2\ 2 _ ’

— su 1 p*(v) 2p(x) — 2
- mﬁ-b+f®)<ﬂ—€ﬁ2+nwl—§03 p()N
| 20 3, 2@
cert | L+ p2(2) (1-¢,)°  1+p@)m@1-¢,)°
—& +2¢, 1
= TU-g) Tmi-g) 0

oldugundan

fim 752 () - 1], =0

m— o0 14

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar. m
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4.2 Agirlikh Siireklilik Modiilii Yardimiyla Yaklasim Hizi

Simdi de agirlikl siireklilik modiilii yardimiyla yaklagim hizini inceleyecegiz. 2008 de,
Holhos bu tahminleri verebilmek icin yeni bir siireklilik modiilii tanimlamistir. Her

bir f € C,(R") ve her § > 0 i¢in

o a0 = @)
R R o e
lp(t)—p(2)|<d

ile tammhidir (Holhos 2008). Her f € C,(RY) icin w,(f;0) = 0 ve w,(f;d), 0 ya
gore negatif olmayan ve azalmayan fonksiyondur. Ayrica, her f € U,(R") igin

lims_ow,(f;9) = 0 dir (Holhog 2008).
Teorem 4.2 C,(R") uzaymmdan B,(R") uzaymna giden J,, pozitif lineer operatorii
HJm<p0) r— pO‘ {@0 = G

Jm(p) = pllprrz = bm

[l =1, = e

H‘]m(IOS)_ng@s/z = dm

esitliklerini saglasin. Burada m — oo iken a,,, b,,, ¢, ve d,, sifira yakinsasin. Bu

durumda her f € C,(R") i¢in
1) = Flloa < (7 g+ 26 (f:6) + (|1l

esitsizligi gergeklenir. Yukaridaki esitsizlikte

Om = 27/ (@ + 2b + ) (1 4 @) + @ + 3by + 3¢ + din
alinmigtir (Holhog 2008).

Uyar1 4.1 Yukarida verilen (4.2) teoremi kosullar1 altinda lims ow,(f;6) = 0
oldugu dikkate alinarak her f € U_s/2(R") icin

B ([ () = flloe =0

gergeklenir (Holhog 2008).
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Teorem 4.3 0 <¢,, <1 velim, &, =0 olmak tizere {J,%”’p } pozitif lineer

meN
operatorler dizisi olsun. O halde, her f € C,(R") icin
—262 4 2 )
JEmP (f) — < |7+ = = Wo(f;0m
1950 () = Sl = (7 T2+ s i)
gerceklenir. Burada ¢, icin
2 |~ + 2, L\, 36, | 38 T,
Om =2 + 2 3 + 2
3 &, — 36, + 3¢, 3 3+ 3¢,

+ 3 3 1t 5
esitligi vardir.
ispat. Lemma 4.1 dikkate alinarak

am = || T5? (0°) = °|] o = 0,
) Y (an’”’p (p) —p )
m = H ol (p) — P”wl/z 3 5;15 (1+ p2(z))/2 = mselig (1+ p2(2))1/2

_ p(x) o

T e |0F @I,

. b
bulunur. Teorem 4.1 in ispatinda (4.7) referansi ile bulundugu iizere

em = || 57 (0%) = 7|, <

P (-g) m(-¢,)

saglanir. Son olarak

T (p%) = p°
— Emsl () _ 3 — ‘
o = | T3 (p7) = p H(p3/2 :;JJRE 1+ p2(2))32

— su 1 p*(x) 6p2(z) 6p(x)(En+1) _ 5
T | (L1 (@) ((1—sm>3+m<1—5m>4+ gy P >)‘

1 <ps<x>_p3<x><1—gm>3+ 60°(2) +6p<ac><fm+1>>|

= sup

vems | (14 p2(@))%2 (1-¢,)° m—€ ) mr(—c )
= sup 1 pa) = pPa)(1 = 3¢, +36%, — €3)
rert | (14 p2(2))*? (1-¢&,)°

N 1 6% () 1 6p(x)(§ +1)
L+ p2@)3 2 m(1—¢,)"  Q+p2@)32m2(1—-¢,)°
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olup

4, = sup p*(x) (é;l —3£i+3£m) N 2p%(x) 3
" wert | (1 + p2(2))3/2 1-¢,)° (1+ ()32 m(1—¢,)"
2p(w) 3+ 3¢,
(1+p2(2))*2m2 (1 -¢,)’°
€ 3¢ +3¢, 3 3+3¢,,

B (1 - ’Sm)3 m (1 - 5m)4 m? (1 - £m>5
bulunur. lim,, .« ¢,, = 0 oldugu i¢in m — oo iken a,,, by, ¢, ve d,, dizileri sifira

yakinsar. Dahasi ¢,,, Teorem 4.3 ifadesinde verildigi gibi secilirse,

—262 4 4€, 2

[ T2 (F) = fll jase < (7+ 3) Wplf38m)

bulunur ve ispat tamamlanir. m

Uyar1 4.2 0 < ¢, <1 ve lim,, .o &, = 0 olsun. O halde, her f € U_s2(R") igin
Uyar 4.1 dikkate alinarak

Tim || 5 (F) = £ 0 = 0

oldugu goriilebilir.

4.3 Genellestirilmis Lupag-Jain Operatorleri I¢in Voronovskaya Tipli

Bir Teorem

Son olarak, bu kesimde Voronovskaya tipli teorem yardimiyla L icin asimptotik

yaklagim elde edelim.

Teorem 4.4 0< ¢, < 1velim, .oomE, =0, f € C(RT) vexr € RT olsun. fop™!
in p(z) noktasinda birinci ve ikinci tiirevi oldugunu varsayalim. Eger fop~! in ikinci
tiirevi R iizerinde simirh ise

lim m (J5?(f;2) = f(2)) = p(x) (fop™) (p(x))

m—00

gerceklenir.
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Ispat. f o p~' fonksiyonunun p(z) € R* noktasidaki Taylor formiiliinden

F) = (for™) (&) = (for™) (p() + (for™) (p(x)) (p(t) - plx))

+% (fop™)" (o)) (p(t) = p(2))* + halt) (p(t) — p(x))* (4.9)

yazilabilir, burada, x ile ¢ arasinda

(for™)" (p(N) = (f o p~")" (p(x))
2

ha(t) == (4.10)

olacak sekilde bir A vardir. Operatoriin lineerligi dikkate alinir ve (4.9) ile verilen
Taylor agilminin her iki yamna J5* uygulanir ve 6,(t) = (p(t) — p(z))" ifadesinin

Lemma 4.2 ile daha 6nce belirtildigi hatirlanirsa

m(Js P (frx) = f(x) = mJSe(0nz) (fop™) (p(x))
(fop™) (p(z))
2

+m S5 (65 ) + mJEm? (hy (1)0s; 7)

elde edilir. (4.4), (4.5) sirasiyla birinci ve ikinci merkezi momentleri goz niinde
bulundurularak,

lim mJS” (01;7) = lim m%

=0

ve

lim mJS* (0y,7) = lim m

m—00 m—0o0

elde edilir. Dahasi,

(£, | 2

16 ma- £m)3) = 20(@)

lim m(J57(fi2) — f(2) = p() (fop™)" (p(x)) + lim m.J5" (he(t)0a; )

m—00 m—00

oldugu goriiliir. Simdi de esitligin sag tarafindaki son terimin iizerinde duralim.
Teorem geregi |h,(t)] < M (M bir sabit.) ve lim;_, h,(t) = 0 dir. € > 0 olsun
ve § > 0 segelim dyle ki |t — | < § iken |h,(t)| < e yazlabilir. Ayrica (p,) den
|p(t) — p(x)| > |t — x| oldugu kolayca goriilecektir. Boylece, eger |p(t) — p(x)] < §
iken |h,(¢) (p(t) — p(2))*| < & (p(t) — p(x))” ve eger |p(t) — p(x)| = & iken |h,(t)| <
M olacagimdan }hw(t) (p(t) — ,o(x))2| < 5M2 (p(t) — p(z))* yazlabilir. Buradan

T (he(0) (0(0) = p(2)*52)) < 25 ((p(8) = ()5 )

et (p(t) - ) s2)
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elde edilir. Sonug olarak (4.5) ve (4.6) goz 6niinde bulundurulursa
lim mJ5? (b (1) (p(t) — pl(2))*52) = 0

m—00

oldugu goriiliir ve ispat tamamlanir. m
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5. TARTISMA VE SONU(C

Bu tezde, yaklagim teorisinin onemli alt alanlarindan biri olan pozitif lineer operator-
ler iizerinde durulmustur. Oncelikle temel tanim ve kavramlar verilmis daha sonra
da Lupas-Jain operatorleri ve genellegtirilmis Lupag-Jain operatorleri kurulmus; ku-
rulan operatorlerin agirlikl uzaylarda yaklagimi, monotonlugu, bir sekil koruma 6zel-

ligi ve Voronovskaya tipli teoremi incelenmistir. Pozitif lineer operatorler icerisinde

onemli bir yer edinen Szész ve Lupas operatorlerinin benzerlikleri yardimiyla ku-
rulmug olan operatorleri igeren bu tez; bu konularla ilgili motive edici bir ¢aligma

olmay1 amaclar.

Sonug olarak da, ¢ok yakin zamanda incelenmeye baglanmig olan Lupag-Jain oper-
atorlerinin bir versiyonu ve bir genellestirilmesi olmak {iizere iki yaklasim operatorleri

literatiire kazandirilmigtir.
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