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OZET

Fonksiyonel Derecelendirilmis Mikro Yapi1 Elemanlarinin
Karisik Sonlu Elemanlar Yontemi ile Statik ve Dinamik

Analizi

Ali MERCAN

Insaat Mithendisligi Anabilim Dal

Doktora Tezi

Danigman: Dog. Dr. Gagri MOLLAMAHMUTOGLU

Mikro-elektromekanik sistemlerin (MEMS) ortak bir bileseni olan mikro kirislerin
mekanik tepkisini anlamak biiyiik bir 6nem tasimaktadir. Ayrica, analizler
genellikle temel denklemlerin karmasiklig1 nedeniyle karmasik sayisal yontemler
gerektirmektedir. Boylece daha etkili ve saglam bir sayisal yonteme ihtiyac
duyulmustur. Bu ¢alismada, modifiye gerilme cifti teorisine (MGCT) dayanan
fonksiyonel derecelendirilmis (FD) Timoshenko mikro Kkirislerin statik egilme,
serbest titresim ve burkulma analizleri ve bu mekanik davranislar tzerindeki
termal etkiler yeni bir fonksiyonel ve karisik sonlu elemanlar yontemi (MFEM)
cercevesinde sunulmustur. Yeni fonksiyonel, FD Timoshenko mikro-kirisler i¢gin
Gateaux diferansiyeline dayanan bilimsel bir prosediirle olusturulmustur. Boyut
etkisi, modifiye gerilme cifti teorisi ile dikkate alinmistir. Bununla birlikte, yonetici
denklemler ve sinir kosullari, Gateaux yaklasiminin temel yapisini olusturan
Hamilton prensibi ile elde edilmistir. C? tipi siirekli sekil fonksiyonlarina izin veren
karisik sonlu elemanlar formiilasyonunun detayll formiilasyon ¢ikartilimu
verilmistir. Cesitli sinir kosullar altinda diiz bir FD mikro kirisinin statik egilme,

temel titresim frekansi1 ve kritik burkulma yiikii icin MFE formiilasyonunun

xiv



sonuglar1 elde edilip mevcut literatiirle karsilastirilmistir. Basit C? tipi sekil
fonksiyonlariyla, cesitli sinir kosullar1 ve malzeme parametreleri i¢in kayma
kilitlenmesi tamamen dnlenerek kismen kalin FD mikro kirislerin boyutsuz temel
titresim frekanslarinin ve kritik burkulma yiikii varyasyonlarinin etkin bir sekilde
yakalanabilecegi gosterilmistir. Ustelik gelistirilmis sonlu elemanlar formiilasyonu,
farkh kuvvet yasasi (derecelendirme) parametreleri, en boy oranlari, sinir kosullari
icin FD Timoshenko mikro kirislerin statik egilmesi, serbest titresimi ve burkulma
yukleri tizerindeki homojen ve degisken (kalinlik dogrultusu) termal yiiklerin
etkilerini incelemek ig¢in kullanilmistir. Ayrica, FD konik mikro Kkirisler ¢ok
yonliliigin bir gostergesi olarak analiz edilmistir. Yeni formiilasyonun bir diger
ayirt edici ozelligi, kesit momentinin ¢ift moment (boyut etkisi) ve klasik
boliimlerinin ayr katkilarinin tanimlanmasiimkanidir. Yeni fonksiyonel ve karisik
sonlu elemanlar formiilasyonu, bu ¢alismanin 6zgiin katkilaridir.

Anahtar Kelimeler: Mikro-kiris, fonksiyonel derecelendirilmis malzeme, Termal
etki, karisik sonlu elemanlar yontemi, modifiye gerilme cifti teorisi

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

Static and Dynamic Analysis of Functionally Graded
Microstructure Elements with Mixed Finite Element

Method

Ali MERCAN

Department of Civil Engineering

Doctor of Philosophy Thesis

Advisor: Assoc. Prof. Dr. Cagrt MOLLAMAHMUTOGLU

Understanding the mechanical response of micro-beams,a common component of
micro-electro mechanical systems (MEMS), is of great importance and analyses
often require sophisticated numerical tools due to complexity of the underlying
equations. Thus a more effective and robust numerical tool is ever needed. In this
study, static bending, free vibration and buckling of functionally graded (FG)
Timoshenko micro-beams based on modified couple stress theory (MCST) and
thermal effects on these mechanical behaviors are presented under the framework
of a new functional and mixed finite element method (MFEM). The new functional
has been constituted for FG Timoshenko micro-beams through a scientific
procedure based on the Gateaux differential. Size effects are taken into
consideration via modified couple stress theory and governing equations and
boundary conditions are derived via Hamilton’s principle which constitutes the
basic structure of Gateaux approach. Detailed derivation of mixed finite element
formulation which allows C° type continuous shape functions is given. The results

of MFEM formulation for static bending, fundamental vibration frequency and
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critical buckling load of a straight FG micro-beam under various boundary
conditions are obtained and compared with the existing literature. It is shown that,
with simple C° type shape functionsitis possible to effectively capture variations of
dimensionless fundamental frequencies and critical buckling load of moderately
thick FG micro-beams for various boundary conditions and material parameters by
completely avoiding the shear locking. In addition, novel finite element formulation
is used to study the effectsof homogenousand variable (through thickness) thermal
loads on the static bending, free vibration and buckling of FG Timoshenko micro-
beams for different power law parameters, aspectratios, boundary conditions. Also
FG tapered micro-beams are analyzed as a demonstration of versatility. Another
distinctive feature of the new formulation is its capability of identification of the
separate contributions of the coupled and the classical parts of the section moment.
The new functional and the mixed finite element formulation are the original
contributions of this study.

Keywords: Micro-beam, functionally graded material, thermal effect, mixed finite
element method, modified couple stress theory
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GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

1.1.1 Mikro Kirisler

Mikro kirisler hacimli kirislere kiyasla daha kiiciik boyutlu, diistik agirlikl, disiik
enerji tiiketimli ve yiiksek dayanimli malzeme 6zelliklerine sahip olduklari icin son
yilarda c¢alisma alanlar1 artmigtir. Mikro kirislerden ¢ogunlukla mikro
elektromekanik sistemler (MEMs), mikro 6lcekli yapilar ve aletler alaninda
faydalanilmistir. Mikro elektromekanik sistemlerin (MEMs) kullanildig1 yerlere
ornek olarak titresim sensorleri, atomik kuvvet mikroskoplari, biyosensoérler,
stizgecler ve mikro aktiiatorler verilebilir. Mikro kirislerin boyut etkilerinden dolay1
yap! elemanlarinin mekanik ve fiziksel 6zelliklerini dogru degerlendirmede artik
klasik Kkiris teorileri yeterli olmamaktadir. Bundan dolayi, arastirmacilar kiigik
Olcekli boyut etkilerini de biinyesinde barindiran yiiksek mertebeli siirekli ortam
teorilerine dayandirilan yeni kiris teorileri gelistirmistir. Bu teorilerin en genel
olanlar1 sunlardir: Mikropolar teorisi (micropolar theory), Eringen yerel olmayan
elastisite teorisi (the Eringen’s nonlocal elasticity theory), gerinim gradyan teorisi
(strain gradient theory), gerilme cifti teorisi (couple stress theory) ve modifiye
gerilme cifti teorisi (modified couple stress theory). Modifiye gerilme cifti teorisi,
kirislerde boyut etkisini statik ve dinamik tepkiler acisindan inceleyen
arastirmacilarin en cok kullanmayn tercih ettikleri teorilerden biridir [1-13]. Babaei
vd. (2017), modifiye gerilme cifti teorisine dayandirilan fonksiyonel
derecelendirilmis mikro kirisin serbest titresimini incelemistir. Bu calisma galerkin
yontemi kullanilarak Euler-Bernoulli kirisine uygulanmistir. Bu ¢alismanin
sonuglari, sicaklik ve malzeme derecelendirilmesinin mikro Kkirislerin dinamik
davraniglari lizerinde ¢ok biiytik etkilerinin oldugunu gostermistir [14]. Galerkin
yontemi kullanilarak MGCT'ye dayali hareketli par¢aciga maruz kalan elastik olarak

bagh bir ¢ift Timoshenko mikrokiris sisteminin dogrusal olmayan enine titresimi



Hadian vd. (2020) tarafindan incelenmistir [15]. Hava ortaminda eksenel yiike
maruz kalan temassiz modda piezoelektrik tabakaya sahip atomik kuvvet
mikroskobu (AFM) mikro konsolunun frekansi Korayem ve arkadaslar tarafindan
ayrintili olarak analiz edilmistir [16]. Yao vd. (2020), yerel olmayan teori ve
TimoshenkoKkiris teorisine gore eksenel harekete maruz kalan FD mikro kirislerinin
enine serbest titresimini ve dalga yayilimini arastirmistir [17]. Li vd. (2019),
deneysel ve analitik ¢ézliimler kullanarak konsol mikro kirislerinin stiper harmonik
rezonansini incelemislerdir [18]. Karamanh ve Aydogdu (2019), sonlu elemanlar
yontemi kullanarak MCGT’ye daynan lamine kompozit ve sandvi¢ mikro kirislerin
serbest titresim ve burkulma davranisini arastirmistir [19]. Mustapha KB (2020),
modifiye gerilme ¢ifti ve Rayleigh-Love ve Timoshenko teorilerinin bir
kombinasyonuna dayanan keyfi olarak yonlendirilmis mikro 6l¢ekli cercevelerin
titresim davranisini incelemek i¢in sonlu elemanlar yontemi kullanilarak ¢6zilmiis
bir model 6nermistir [20]. Dehrouyeh-Semnani ve Bahrami (2016), 4 serbestlik
dereceli ve ayn1 zamanda 6 serbestlik dereceli kiris elemanlarini blinyesinde iceren
sonlu elemanlar yontemi kullanarak farkl sinir kosullar1 altinda Timoshenko mikro
kirislerin giivenirligini ve dogrulugunu statik egilmesi a¢isindan incelemistir. Bu
calisma sonucunda, 6 serbestlik kiris elemaninin, 4 serbestlik kiris elemanina gore
daha iyi sonuclar verdigi goriilmiistiir. Ayn1 zamanda, yakinsaklik oraninindaki
artis, boyut etkisindeki artisa dayandirildig1 gézlemlenmistir [21]. Ma vd. (2008)
varyasyonel formilasyon kullanarak boyut etkisini Timoshenko mikro kirisler
tzerinde dikkate almistir. Bu ¢alismada statik egilme ve serbest titresim, basit
mesnetli bir kiris icin ¢alisilmistir. Ayrica niimerik sonuglar, analitik ¢éziimlerle
karsilastirildiginda cokme ve donme analizleri icindaha iyi tahminlervermistir [22].
Kahrobaiyan M.H. vd. (2014), sonlu elemanlar yontemi ile yer degistirme
sonuclarini deneysel sonuclarla karsilastirarak elektrostatik olarak ¢alistirilan bir
ankastre mikro kirisin cekme gerilimini ve statik sapmasini calismistir. Boylece, yer
degistirme temelli FEM sonuglarinin deneysel sonuglarla iyi bir uyum icinde oldugu
gozlemlenmistir [23]. Abadi M.M. ve Daneshmehr A.R. (2014), fourier serisi agcilim
teknigini kullanarak kompozit lamine mikro kirislerin burkulmasini arastirmistir
[24]. Simsek M. ve Reddy ].N. (2013), ¢esitli malzeme bilesimleri altinda modifiye

gerilme cifti teorisine dayanan FD mikro-kirislerin statik egilmesini ve serbest
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titresimini sayisal olarak gozlemleyerek malzeme uzunluk 6lgegi parametresinin
etkilerini incelemislerdir [25]. Sourki R. ve Hoseini S.A.H. (2016), cesitli Poisson
oranlar1 altinda c¢atlak bir mikro kirisin serbest titresiminin analizini
arastirmislardir[26]. Ghadiri M. vd. (2016), ilk defa, diferansiyelquadrature eleman
yontemini (DQEM) uygulayarak modifiye gerilme cifti teorisine dayanan dénen bir
FD konik mikro kirisinintitresim davranisiniarastirmistir [ 27]. Shafiei N.vd. (2016)
modifiye gerilme cifti teorisine dayanan FD Euler-Bernoulli ve Timoshenko mikro
kirislerinin boyutuna bagh titresim davranisi incelemistir. Denklemler,
genellestirilmis diferansiyel quadrature yonteminden faydalinarak ¢oéziilmiistiir
[28]. Mohammadi-Alasti B. vd. (2011) termal degisikliklere ve dogrusal olmayan
elektrostatikbasinca maruz kalan bir FD konsol mikro kirisinin mekanik davranigin
arastirmak i¢in sonlu fark yontemi ve adim adim dogrusallastirma ydntemini
kullanmistir [29]. Nateghi A. vd. (2012) modifiye gerilme ¢ifti teorisine dayanan FD
mikro-kirislerin burkulmasini analiz etmek icin klasik, birinci ve {ligiincii dereceden
kesme deformasyon teorileri olmak tizere ti¢ farkl kiris teorisi tizerinde ¢alismistir.
Bu calismada, FD mikro-kirisinin burkulma analizi sonuclari, genellestirilmis
diferansiyel quadrature yontemi (GDQM) kullanilarak ¢esitli sinir kosullar altinda
elde edilmistir. Burkulma ytiklerinin sonuclarina bakildiginda 6zellikle ince kirisler
icin klasik elastisite teorisinden ziyade modifiye gerilme cifti teorisiile daha dogru
tahmin edildigi gosterilmistir. Ayrica, FD mikro kirislerin boyut etkisine bagh
davranislari izotropik homojen mikro kirislerle karsilastirildiginda énemli 6lgiide
degisiklik gostermistir [30]. Wang L. vd. (2013) dinamik rijitlik matrisi ve transfer
matrisi teknigini kullanarak modifeye gerilme cifti teorisine dayanan ii¢ boyutlu
silindirik mikro kirislerin eksenel, egilme ve burulma titresimlerini incelemistir
[31]. Simsek M. vd. (2013) modifiye gerilme ¢ifti teorisi (MGCT) kullanarak statik
egilme analizi icin fonksiyonel olarak derecelendirilmis Timoshenko mikro 6l¢ekli
kiris gelistirmistir. Basit mesnetli bir kiris analitik olarak tekil ve diizglin yayil
yukler altinda ¢oziilmistir. Sonug olarak, modifiye gerilme cifti teorisi her zaman
mikro kirislerigin klasik kiris teorilerine kiyasla daha kiiciik cokme degerleri verdigi
gozlemlenmistir [32]. Akgoz B. ve Civalek O. (2011) gerinim gradyan elastisitesine
ve modifiye gerilme cifti teorisine dayanan mikro o6lgekli kirislerin stabilitesini

arastirmistir. Bu calismada, bu iki boyuta bagh teoriler i¢in bir Euler-Bernoulli nano
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boyutlu kiris analitik olarak ¢oziilmiistiir [33]. Dehrouyeh-Semnani ve Bahrami
(2015) cesitli sinir kosullarinda klasik ve birinci kesme deformasyon kiris teorileri
icin modifiye gerilme cifti teorisine dayanan boyuta bagh mikro kirislerin statik
egilme, serbest titresim ve burkulma davranislarini incelemistir [ 34]. Salamat-talab
M. vd. (2012) fonksiyonel olarak derecelendirilmis mikro Kirisler i¢cin modifiye
gerilme cifti teorisine dayanan ticiincl dereceli kesme deformasyon Kkiris teorisi
gelistirmistir. Kirisin statik ve dinamik tepkileri boyut etkisinin gosterilmesi icin
incelenmistir. Ayrica, basit mesnetli kirisin statik ve dinamik davranisi analitik
olarak fourier serisi agilimiyla ¢éziilmiistiir [35]. Asghari M. vd. (2011) FD ankastre
ve basit mesnetli kirislerin statik ve serbest titresimini arastirmak icin modifiye
gerilme cifti teorisine dayanan bir FD Timoshenko mikro kirisini sunmustur [36].
Shafiei N. vd. (2017) iki boyutlu fonksiyonel derecelendirilmis g6zenekli nano ve
mikro Kirislerin titresim analizini ilk kez Timoshenko kiris teorisi kullanarak
incelemistir. Modifiye gerilme cifti ve Eringen yerel olmayan elastisite teorileri,
cesitli sinir kosullarina sahip nano ve mikro kirisler i¢in kullanilip formiilasyon elde
edilmistir. Bu formiilasyon, genellestirilmis diferansiyel quadrature ydntem
(GDQM) kullanilarak ¢oziilmiistiir [37]. Mohammadabadi vd. [38], genellestirilmis
diferansiyel quadrature yontemini (GDQM) kullanarak, modifiye gerilme cifti
teorisine dayanan c¢esitli sinir kosullar1 altinda kompozit mikro kirislerin boyuta

bagh burkulma analizi tizerindeki termal etkisini arastirmistir.
1.1.2 Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme

Bircok arastirmaci, bu ¢alismayla ilgili son yillarda kompozitlerin 6zgiin bir tiirt
olan fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerle ilgilenmistir. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzeme (FDM) bir kavram olarak ilk defa 1984 yilinda
Japonya’da bir uzay araci projesi icin dikkate alinmistir. Bu homojen olmayan
malzemeler genellikle iki veya daha fazla malzeme karisimindan olusup malzeme
ozellikleri belirli bir dogrultu icerisinde devaml olarak degismektedir. Bu dogrultu
genellikle diizlemsel yapi1 elemanlar1 icin kalinhk dogrultusudur. Yiiksek
mukavemetli - diisiik termal dayanimli metallerin ve yiiksek termal dayanmiml -
diisiik mukavemetli seramiklerin malzeme 6zelliklerinden dolay1 karisimlari

kompozitlerin 6zel bir turidir. Bu tir kompozit malzemeler biyotip, optik,



elektronik alanlarinda ve uzay, niikleer, otomotiv gibi cogu ytliksek teknolojik
endiistriler icerisinde tercih edilmektedir. Bu optimum 0zelliklere ve 6zgiin bir
kombinasyona sahip olan fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler ¢ogu
arastirmaciy1 kompozit malzemelerin bu tiiriinii incelemeye yonlendirmistir. Bu
malzeme oOzellikleri homojen malzemeler tizerinde yap1 biitinliginin
siirdiiriilebilir ~ olmasina  olanak  saglamaktadir [39-51].  Fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin (FDM) mekanik tepkilerinin degerlendirilmesi
acisindan ortaya koyulan calismalarin sayisinda hizlica artislar gézlemlenmistir.
Burada bu ¢alismalarin bazilarindan bahsedilecektir. Ebrahimi ve Mokhtari [52],
yar1 analitik diferansiyel doniisiim yodntemini kullanarak doénen goézenekli FD
Timoshenko kirisin serbest titresimini incelemislerdir. Khorshidi ve Shariati [53],
cesitli sinir kosullar ve farkli kayma kiris teorileri icin GDQM kullanarak MCST
dayanan sigmoid FD nanokirislerinin serbest titresimini incelemistir. Poisson’un v
orani, en / boy orami L/h ve kuvvet yasasi (karisim) indeksi p'nin etkileri yeni
problemleri ac¢isindan arastirilmis ve yorumlanmistir. Mohammadabadi vd. [54],
cesitli sinir kogullar icin Rayleigh-Ritz yontemini kullanarak modifiye gerilme cifti
teorisine dayandirilan fonksiyonel derecelendirilmis (FD) mikro-kirislerin termal
ortamda serbest titresimini incelemistir. Eltaher vd. [55] sonlu elemanlar yontemi
kullanilarak modifiye edilmis bir gézeneklilik modeliyle FD nanokirislerinin statik
egilme ve titresim sonuglarini incelemistir. Ayrica, bu ¢alisma i¢cin Euler kiris teorisi
kullanilmis olup sonucunda gézeneklilik, malzeme derecelendirilmesive nano 6lcek
parametrelerinin egilme ve temel frekans ilizerindeki etkileri ayrintili olarak
incelenmistir. Chakraborty vd. (2003) iistsel ve kuvvet yasasi degiskenleriyle
iliskilendirilen malzeme 6zellik dagilimini kullanilarak farkh gerilme degisimlerini
incelenmistir. Metal ve seramik karisimindan olusan fonksiyonel derecelendirilmis
kiris, homojen malzemeler ile karsilastirildiginda statik, serbest titresim ve dalga
yayilim olusumu ag¢isindan ¢ok farkli davranis gosterdigi tespit edilmistir [56]. Fang
vd. [57], varsayillan mod ayriklastirma yontemini sayisal bir yontem olarak
kullanarak, cesitli sinir kosullar: altinda dénen FDM mikro kirislerinin boyuta bagh
titresim tepkisi lzerindeki termal etkisini arastirmistir. Akgoz ve Civalek [58]
analitik bir yontem kullanarak FD mikro Kkirislerinin titresim tepkisi tizerindeki

termal ve kayma deformasyon etkilerini arastirmislardir. Trinh vd. [59] mekanik ve
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termal ytukler altinda durum uzayi yaklasimini kullanarak FD kirislerin serbest
titresimi ve burkulmasi icin kesin ¢éziimler elde etmistir. Enayat S vd. [60] yerel
olmayan gerinim gradyan teorisi ile birlikte farkli kiris teorileri altinda elastik bir
temel lizerine oturan FD g6zenekli nanokirislerin mekanik analizi ile ilgili kapsamli
bir ¢alisma 6nermistir. Rajasekaran ve Khaniki [61], sonlu elemanlar yontemi ile
lokal olmayan gerilme gradyani teorisinedayanan FD lineer olmayan nanokirislerin
egilmesi, frekansi ve burkulmasini incelemislerdir. Simsek M. (2010) FDM kirislerin
lizerinde hareketli bir kiitlenin dinamik etkilerini incelemek i¢in ¢esitli kesme
deformasyonu Kkiris teorilerini kullanarak farkli sinir kosullarina sahip FDM
Timoshenko kirislerinin dogrusal olmayan titresimini calismistir [62]. Cesitli sinir
kosullarina sahip homojen ve fonksiyonel derecelendirilmis sandvi¢ kirislerin
burkulma ve serbest titresim analizleri i¢in analitik ¢6ziimler incelenip yeni bir
yliksek mertebeli kayma deformasyon teorisi Onerilmistir [63]. Fonksiyonel
derecelendirilmis malzemelerin kullanim alanlann Sekil 1.1’de gosterildigi gibi

sematiklestirilmistir.
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Sekil 1.1 Fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerin ¢esitli kullanim alanlar1 [84]




1.1.3 Analiz Yontemleri

Fonksiyonel derecelendirilmis mikro kirislerin statik ve dinamik analizleri niimerik
ve analitik yontemlerle c¢oziilmektedir. Analitik yontemler genellikle homojen
olmayan malzeme 6zelliklerine ve karmasik biinye denklemlerine sahip yapilarin
¢oziimlenmesinde simirh kalmaktadir. Boylece, arastirmacilar farkli sinir
kosullarina ve malzeme 6zelliklerine sahip keyfi karmasik geometri elemanlarini
¢oziimlemede niimerik yontemlere basvurmustur. Literatiirde fonksiyonel
derecelendirilmis mikro kirislere uygulanan pek c¢ok nilimerik ydntem

bulunmaktadir. Bunlardan bazilar su sekilde asagidaki gibi siralanabilir;

a) Diferansiyel quadrature yontemi (differential quadrature method)

b) Genellestirilmis diferansiyel quadrature yontemi (generalized differential
quadrature method)

c) Rayleigh-Ritz yontemi (Rayleigh-Ritz method)

d) Galerkin yontemi (Galerkin’s method)

e) Sonlu farklar yontemi (finite difference method)

f) Sonlu elemanlar yontemi (finite element method)

g) Karisiksonlu elemanlar yontemi (the mixed finite element method) [ 64-72].

Karamanli ve Vo (2018) modifiye gerilme cifti teorisine dayanan malzeme
Ozellikleri hem kalinlik dogrultusunda hem de eksenel dogrultuda degisen bir FDM
kirisinin statik egilme analizini gergeklestirmistir. Yer degistirme alan1 agisindan
diizeltilmis, kayma ve normal deformasyonlar icin dért parametre iceren yar1-3D
kiris formiilasyonu kullanilmistir. Her diigiim i¢in 7 serbestlik derecesine sahip C?
(Hermite) enterpolasyon fonksiyonlarinin kullanimini igeren iki diigiimlii bir sonlu
eleman kiris modeli 6nerilmistir. Bunun neticesinde sayisal sonuglar, kullanilan
kiris formiilasyonunun iistiin yakinsama o6zelliklerini gostermistir [66]. Yu vd.
(2019), 2 yonli boyuta bagh FDM kirislerinin formiilasyonu i¢in izogeometrik
cerceve icinde NURBS (agirlikh B-spline fonksiyonlar1) uygulamistir. Yer degistirme
alani bir yar1-3D teorisine ve boyut etkileri modifiye gerilme cifti teorisine (MGCT)
dayandirilmistir. Polinom derecesi 3 olan ve 4 Gauss Quadrature noktalarn ile
integrasyonlanmis NURBS kullamimi, kirislerin geometrisinin taniminda tstiin

yakinsama 0zelliklerine ve {stiin o6l¢ciimlere sahip NURBS elementleri ile



sonuclanmistir. NURBS, yer degistirme bazh formilasyonlarin C? siireklilik
sartlarini dogrudan karsilamistir [67]. Yu vd. (2019) MGCT'ye dayanan boyuta bagh
tek yonli FD bir kirisin statik begilme ve serbest titresim tepkisini analiz etmistir.
Yine izogeometrik cercevede polinom derecesi 3 olan ve diigiim basina 4 degiskenli
NURBS elementleri kullanilmistir. Yari-3D formiilasyonlari daha yiiksek dereceli bir
kayma deformasyon formiilasyonlaridir ve daha gerc¢ek¢i kayma deformasyonlan
tanim1 avantajina sahiptir. Bu nedenle, daha ylksek dereceli teoriler gibi, daha
karmasik formiilasyonlara ragmen kayma diizeltme faktoriiniin kullanilmasindan
kac¢inilmistir [68]. Bununla birlikte, kirisin kalinlig1 boyunca siirekli kayma gerilimi
nedeniyle kayma diizeltme faktorii gerektiren Timoshenko kiris teorisi, daha
yuksek dereceli teorilerle karsilastirildiginda ¢ok yakin sonuglar vermistir [69]. Lei
vd. (2013) boyut etkisine bagh bir FDM kirisinin egilme ve titresim analizi icin
gerinim gradyan teorisine ve siniizoidal kayma deformasyon teorisine dayanan
Navier ¢oziim teknigini uygulamistir [70]. Yine Lei vd. (2013) nikel mikro kirisinin
karakteristik uzunlugunun degerlendirilmesi i¢in deneysel bir yontem kullanip
boyuta bagh parametrelerin kalibrasyonu i¢in, gerilme gradyani teorisine (GGT) ve
ayrica MGCT'ye dayanan en az kare yontemiyle DQM'yi kullanilmistir. MGCT i¢in
uzunluk skalasi parametresinin, GGT i¢in uzunluk skalasi parametresinden énemli
Olclide daha biiyiik verim sagladig1 sonucuna varilmistir. Ciinkii birinci teoride,
uzama gradyaninin dilatasyon gradyani ve deviatorik kismi dikkate alinmamigstir
[71]. Livd. (2018) uzunluk 6lgegi parametrelerinin tanimlanmasi i¢in sistematik bir
deneysel yaklasim 6nermistir. Ayrica, LDV 6l¢iimlerine dayanan bakir ve titanyum
mikro Kkirisleri i¢in elde edilen deneysel veriler teorik (MGCT) verilere uyum
gostermistir[72]. Lei vd. (2019) 2-yonlu kusurlu FDM kirislerinin burkulma sonrasi
davranisinin analizi i¢in liclincii mertebe kesme deformasyon teorisi kullanmistir.
Von-Karman dogrusalsizlig1 varsayimina dayandirilarak dogrusal olmayan kismi
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimi icin Newton-Raphson yontemiyle GDQM
kullanilmistir [73]. Fonksiyonel derecelendirilmis mikro kiris analizi i¢in karisik
sonlu eleman yodnteminden faydalanan calismalarin sayisi diger ydntemlerle
karsilastirildiginda nispeten daha sinirhidir. Kwon Young-Rok ve Lee Byung-Chai
(2016) modifiye gerilme cifti teorisine dayanan boyuta bagh kirisler i¢cin Lagrange

carpan yontemine dayanan 2D karisik sonlu bir eleman 6nermistir [ 74]. Nguyen vd.
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(2015) karisik sonlu elemanlar yontemi kullanarak Euler-Bernoulli nano kirislerin
statik analizi icin niimerik bir ¢6ziim sunmustur. Bu yontem ilk defa yerel olmayan
tekil yiikli bir kiris probleminde kullanilmistir. Yer degistirmeye bagh sonlu
elemanlar formiilasyonu, yerel olmayan kirisler icin 6nemli 6l¢tide sinirli oldugu
gorilmiistiir [75]. Deng G. ve Dargush G. F. (2016), tutarh boyuta bagh gerilme cifti
teorisinin elastodinamik tepkisi icin yeni bir karisik Lagrangian formiilasyonu
gelistirmistir. Ayrica, bu formiilasyonilk defa tutarh cift gerilme teorisinin tanimin
sunmustur [76, 77]. Lepe vd. (2014) homojen olmayan Timoshenko kirisininegilme
problemlerini ¢6zmek icin bir karisik sonlu elemanlar formiilasyonu ¢alismistir.
Karisik sonlu elemanlar yonteminde, standart sonlu elemanlar yonteminin aksine
kayma kitlenmesi problemiyle karsilasimamaktadir [78]. Oziitok ve Madenci
(2017) ytliksek mertebeli kayma deformasyon teorisine dayandirilan katmanh
kompozit kirislerin statik analizi icin karisik sonlu elemanlar yontemi kullanmistir

[79].

1.1.4 Termal Etki

FD mikro yapilarinin termal serbest titresim ve burkulma analizi bir¢ok arastirmaci
tarafindan arastirilmistir. Kullanim stiresi boyunca, FDM mikro kirisler yogun
termal etkilere ve hatta imalat sirasinda termal yiiklere maruz kalabilirler. Bu
nedenle, termal yiikler belirli durumlarda birincil tasarim faktorii olarak 6nemli bir
rol oynar. Ayrica sicaklik etkileri geometrik degisikliklere neden olabilir [80]. Ke vd.
(2011) modifiye gerilme c¢ifti teorisine dayanan Timoshenko mikro Kkirislerinin
serbest titresim ve burkulma tlizerindeki termal etkilerini, ankastre-ankastre ve
mafsalli-mafsalll sinir kosullart i¢in diferansiyel quadrature yontemini (DQM)
kullanarak incelemistir [81]. Nateghi vd. (2013), modifiye gerilme cifti teorisine
dayanan fonksiyonel derecelendirilmis (FD) mikro kirislerin burkulma ve serbest
titresim davranis1 lizerindeki termal etkiyi sunmustur. Bununla beraber
genellestirilmis diferansiyel quadrature (GDQ) yontemi kullanilarak farkh sinir
kosullar altinda FD mikro kirisinin kritik burkulma yiikii ve dogal frekansi analiz
edilmistir [48]. Ayrica, Ansari vd. (2013), genellestirilmis diferansiyel quadrature
metodunu (GDQM) kullanarak modifiye gerinim gradyan teorisine (MGCT) dayal
olarak termal ytliklere maruz kalan FD mikro kirislerinin termal burkulma sonrasi

ozelliklerini incelemistir [82]. Farkhi kiris teorileri altinda modifiye gerinim
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gradyani teorisine (MGCT) dayali FD gozenekli mikrokirisin serbest titresim analizi
lizerindeki termal etki, Zanoosi tarafindan Navier yontemi kullanilarak

incelenmistir [83].
1.2 Tezin Amaci

Sonlu elemanlar yontemi diger niimerik yontemler icerisinde keyfi karmasik
geometrileri, malzeme 6zelliklerini, ylikleme ¢esitlerini ve sinir kogsullarini ¢6zmek
icin daha etkili oldugu bilinmektedir. Diger taraftan karisik sonlu elemanlar yontemi
yer degistirme degiskenlerine bagh formiilasyonlar tlzerinde bir¢ok avantaj
sunmaktadir. Kayma kitlenme tepkisinin olusmamasi ve daha basit sekil
fonksiyonlarinin kullanimina izin vermesi bu avantajlardan bazilaridir. Literatiirde,
sonlu elemanlar yontemi fonksiyonel derecelendirilmis mikro yapi analizi alani
icinde simirhdir ve karisik sonlu elemanlar yontemiyle cok daha nadiren
faydalanilmaktadir. Bu c¢alisma kapsaminda modifiye gerilme c¢ifti teorisine
dayandirilan FD konik Timoshenko mikro kirisinkarisik sonlu elemanlar analizi igin
6zgun bir formiilasyon elde edilmesi amaclanmistir. Ayrica, farkli Poisson oranlari
altinda iki farkl sinir kosulu icin modifiye gerilme cifti teorisine dayandirilan FD
Timoshenko mikro kirisinin boyuta bagh burkulma ve serbest titresim davranisi
lizerindeki termal etkiyi incelemek icin karisik sonlu elemanlar formiilasyonunun

gelistirilmesi 6ngoriilmektedir.
1.3 Hipotez

Bu calismakapsaminda Gateaux diferansiyeli, yeni fonksiyonel ve sonucunda ortaya
cikan cok serbestlik dereceli kiris elemanini elde etmek i¢in kullanilabilir. Yeni
fonksiyonel kullanilarak elde edilen karisik sonlu elemanlar formiilasyonun
guvenilirligi, literatiirde var olan farkli yontemlerle ¢6ziimlenmis statik ve dinamik
sonuglarla karsilastirilarakispatlanir. Ayrica, karisik sonlu elemanlar formiilasyonu
kullanilarak cesitli sinir kosullar altinda degisken kuvvet yasasi (derecelendirme)
oranlarn k, koniklik oranlar1 h¢/h; ve en-boy oranlar L/h i¢cin FD konik Timoshenko
mikro kirisinin boyutsuz temel frekansi ve burkulmasi elde edilip literatiire esash
bir katkida bulunulabilir. Ustelik yeni formiilasyon, kesit momentine ve normal
kuvvetine hangi nicelikte farkhh katkilarin oldugunun gosterilmesini saglar.
Boylelikle cesitli parametreler icin kirisin kesit momenti ve normal kuvveti
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tzerindeki mikro oOlcek etkilerinin, FD malzeme degisimlerinin “miktarim”
hesaplamak miimkiindiir. Elde edilen yeni formiilasyon ile statik ve dinamik
analizler lizerindeki termal etki incelenebilmektedir. Buna ek olarak, kiris kesitine
kalinhik dogrultusunda dogrusal ve dogrusal olmayan sicaklik degisimleri verilerek
kesitte meydana gelen cokmeler, moment diyagramlari ve normal kuvvet

diyagramlar elde edilebilir.
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2

CALISMA KAPSAMINDA KULLANILACAK GENEL
iLKELER

2.1 Euler-Bernoulli Kiris Teorisi

Kiris, boyutlarindan birinin diger ikisinden ¢ok daha biiyiik oldugu bir yapi1 olarak
tanimlanabilir. Kirisin ekseni, bu daha uzun boyut boyunca tanimlanir ve bu eksene
normal kalan bir enine kesit, kiris uzunlugu boyunca sorunsuz bir sekilde degistigi
varsayilir. Ayrica, literatiirde kiris eksenine tarafsiz eksen veya sifir ekseni de
denmektedir. Cesitli varsayimlara dayal olarak birkac kiris teorisi gelistirilmistir.
Bu Kkiris teorilerinden elde edilen sonuglar farkli hata oranlarina yol agabilirler. Bu
teorilerin en basit ve en kullanishlarindan biri ilk olarak Euler ve Bernoulli
tarafindan tanimlanmis olup genellikle Euler-Bernoulli kiris teorisi olarak
adlandirilmistir. Bu teorinin temel bir varsayimi, enine kesitin kirisin kendi
meydana gelmez. Bu teoriye gore tek boyutlu bir cisim gibi varsayilan kiriste bagimh
degisken olarak kiris kesitinin agirlik merkezinin ¢é6kmesi alinir. Euler-Bernoulli

Kiris teorisinde su kabuller kullanilir:

a) Kesit, kendi diizleminde sonsuz derecede rijittir.

b) Deformasyondan dnce kiris eksenine diizlem olan enine kesitler
deformasyondan sonra diizlem olarak kalmaya devam ederler.

c) Deformasyondan 6nce kiris eksenine dik olan kesitler deformasyondan

(egilmeden) sonrakiris eksenine dikliklerini korurlar.
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a(x)

1 A Tix+dx)

M(x)/( \

N(x + dx)
N(x) = >
\ Xn(x + dx)

T(x) ¥ L

dx

Sekil 2.1 Sonsuz kiigtik kiris parcasi tizerine etkiyen kuvvetler

Kiris kesitinde dx kadarlik bir dilim tzerindeki denge iliskileri incelendiginde

asagidaki bagintilar cikarilabilir:

Eksenel kuvvet dengesi:
0=N(x+dx)—N(x) = N(x) =sabit (2.1)

Diisey kevvet dengesi:
0=qg(X)dx+T(x+dx)-T(x)
=q(x)dx+ (T (x) +T'(x)dx+o(dx)) —T (x) (2.2)
0=T (x)+0(x)
Moment dengesi " x + dx" etrafinda:
0=T(X)dx+ M (x+dx)—M (x)—(q(x)dx)dx
=T (x)dx+ (M (x)+M '(x)dx) — M (x) — (q(x)dx) dx / 2
=dx[M '(X)+T(x)—q(x)dx/2=
0=M'(X)+T(x)

(2.3)
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Kuvvetler ¢izgisi -
| =

My a e f b M, o
g Tarafs i gn__ g i x Y
Tarafsiz eksen —— = —] N
c P———r d ; d(pc_‘_

Kesit

Sekil 2.2 Kiris egilmesi

Bernoulli -Navier hipotezlerine gore Sekil 2.2’de goriilen harflendirilmis liflerin bir
kismi uzarken bazilart kisalacak i-j ¢izgisi lizerinde kalan liflerde boy degisimi
olmayacaktir. Bu ¢izgiye tarafsiz eksen adi verilir. Tarafsiz eksen basing ve ¢ekme
bolgeleri arasindaki sinir1 olusturmaktadir. Ayrica sekil degistirmeler ¢ok kiiglik
oldugundan 1. mertebe teorisi gecerli olup siiperposizyon ilkesi
uygulanabilmektedir. Bunun sonucunda egilme momentinden ve normal kuvvetten

meydana gelen sekil degistirmeler arasinda etkilesimler goriilmeyecektir [90].

dx
X
X >
. w(x) w(x)+(dw/dx)dx
z O=dw/dx Al

Sekil 2.3 Euler-Bernoulli teorisine gore sekil degisimi [90]
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Sekil 2.3’te gortildiigi gibi egilmis olan kiris ekseni egri bir form (elastikegri) alacak
ve elastik egri x-z diizleminde yer alacaktir. Kiriste herhangi bir noktanin yer
degistirme vektorii u=uz +u,j +u.k bagintisiyla verilebilir. Burada 1, 2 ve 3
rakamlar sirasiyla x, y ve z eksenlerini simgelemektedir. Sonu¢ olarak elde edilen

yerdegistirme bagintisi kullanilarak Euler-bernoulli hipotezine gore yer degistirme

bilesenleri elde edilecektir [90].

€
| X
i
e }.r
do
e aw
M“\xx e’ ~dx
v o [ .
o
’ |

Sekil 2.4 Bernoulli-Navier hipotezine gore sekil degisimi ve birim sekil
degisiminin geometrik gdsterimi [90]
Euler-bernoulli kiris teorisine gore bir e-g kesitindeki sekil degistirme sekil 2.4’te
acikca gosterilmistir. Burada e-g dik kesiti rijit olarak otelenip dondugu ve elastik
egriye dik konumlandigr gorilmektedir. Ayrica x eksenindeki sekil degisimi
otelenme ve donmeden kaynaklanirken z eksenindeki sekil degisimi w(x) ¢okme
fonksiyonu ile tanimlanacaktir. Diizlem durum icin y ekseninde herhangi bir yer
degistirme olusmayacaktir. Euler-bernoulli kiris teorisine gore asagidaki sekil

degistirme bilesenlerine varilabilir:

u, =u"+u’ (2.4)
u, =0 (2.5)
Uy = W(X) (2.6)
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Buradaki x eksenindeki sekil degistirme bilesenleri normal kuvvetten ve egilmeden
kaynaklanmaktadir. Kaynaklarina gore birbirinden ayr yazilarak n kuvvet indisi
normal kuvvetten ve b kuvvet indisiise egilmeden kaynaklandigini géstermektedir.

Bu eksenel sekil degistirme bilesenleri Denk. (2.7-2.8) deki gibi ifade edilmistir.

u"=u (2.7)
u® =—z(;—\)l(v =—ZW, (2.8)

Elastisitede kabuledilen sekil degistirme varsayimlaridikkate alindiginda kolaylikla
birim sekil degistirme bilesenlerine gecis yapilabilir. Bernoulli - Navier hipotezine
dayandirillan ve yer degistirme alanlarn tizerinde gerekli tiirevleme islemleri

yapildiginda sadece ¢, birim sekil degisimi elde edildigi diger birim sekil

degistirmelerin sifir kabul edildigi gorilmiistiir.

Ex = En +Ep, (2.9)
& =u,, (2.10)
g’ =2w,, (2.11)

Bu asamadan sonra yapilan kabuller neticesinde elde edilen teoriye gére Hooke

kanunu varsayilirsa o, 'den baska o ve o, sifirdan farkh oldugu anlasihir. Kiris

liflerindeki sekil degistirmelerin sadece eksenel dogrultuda oldugu goéz oniinde
bulundurulursa E elastisite modiilii olmak tizere Hooke kanunun en basit hali Denk.

(2.13)’deki gibi olusur.

o, =Ee, (2.13)

Yukarida gosterilen biinye bagintisinin bu tip kullanilmasi Poisson oraninin (v) sifir
kabul edilmesi anlamina gelmektedir. Bununla beraber pratikte Poissson orani sifir
olmayan malzemelerde bile gerek deneysel sonuclarla gerekse sayisal ve niimerik
¢oziimlerle kontrol edildiginde teori gecerli ve giivenilir sonu¢lar vermektedir.

Bunun sonucunda dogru varsayimlar kurularak o,, gerilmesinin disinda diger

eksenlerde meydana gelen gerilmelerin sekil degistirme tlizerindeki etkisi ihmal

edilebilecegi goriilmustir. Boylece bilinye bagintisi tanimlanmis olup sira denge
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denklemlerinin belirlenmesine gelmistir. Daha 6nceden tanimladigimiz birim sekil
degisimi, normal kuvvetten ve egilmeden kaynaklanan olusma sebeplerine gore iki
parcadan ifade edilmisti. Simdi, o,, gerilmesi birim sekil degisiminde oldugu gibi

iki parcadan olusabilir.
T = T+ 0y, (2.14)

Boylece x ekseninde denge denklemi elastisite teorisine gore asagidaki gibi ifade
edilebilir:

o, +b =0 (2.15)
. f
Ot =0 (2.16)

Denk. (2.15)’te o ;, Kartezyen eksen takimindaki gerilme bilesenlerinin eksen

degiskenlerine gore kismi tiirevlerini b, ise yine ayni eksen takiminda birim hacime
etkiyen kiitle kuvvetlerini ifade etmektedir ve bu denklem elastisite teorisinde
denge denklemleri olarak bilinmektedir. Bu denklem kullanilarak elde edilen
Denk.(2.16)’daki 4, kesitalanini ve f ise eksen boyunca birim uzunluga gelen yayih
yukii gostermektedir. Diger eksen takimlarinda olusan denge denklemleri eksenel

gerilmenin egilmeden kaynaklanan bileseni ile iligkilidir. Bu hipotez kapsaminda

egilme ile diisey yayili yiik arasindaki iliski su sekilde ifade edilmistir.
O-XX,X + O-XZ,X = O (2.17)

O x +—=0 (218)

Burada g/A, diiseyde uzunluk boyunca olan yayih ytikii hacimselyiike dontistiirmeyi
ifade etmektedir. (2.17) ve (2.18) denklem takimlari, miihendislik teknik
uygulamalarinda daha kolay olan kesit tesirlerine doniistiiriilebilmesi icin kesit

lizerinde asagida denklemlerle belirtilecek alan integrallerine alinmistir.

[[onda=N (2.19)

A
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J-J.O'XZCIAZT (2_20)

A

[[zo0dA=M (2.21)

A

Burada normal kuvvet, kesme kuvveti ve moment sirasiyla (2.19), (2.20) ve (2.21)
denklemlerinde oldugu gibi verilebilir. Bu durumda verilen bu integral bagintilan
kullanilarak (2.1), (2.2) ve (2.3) denklemlerinin sirasiyla karsiligi olan normal
kuvvet dengesi, diisey denge ve moment dengesi sirasiyla (2.22), (2.23) ve (2.24)
bagintilaryla ifade edilmistir.

N +f=0 (2.22)
T,+9=0 (2.23)
M,-T=0 (2.24)

Sekil 1’e gore yazilan eksenel, diisey ve moment dengesi denklemleri sonucunda
sirastyla(2.1), (2.2) ve (2.3) bagintilar1 aynen elde edildigi daha 6nceki kisimlarinda
verilmisti. Boylece bilinye bagintilarin1 da integral yardimiyla kesit genelini ifade
edecek sekle doniistiirmek mumkiindiir. Momenti olusturan gerilme bagintis
dikkate alinirsa gerekli alan integrali sonucunda (2.25) denklemi elde edilir. Bu
bagintida I sabitine kesitin egilme yoniindeki eylemsizlik veya atalet momenti denir
ve bu sabit kesit geometrisine baghdir. Ayrica normal kuvvetle ilgili olan biinye

bagintisi da (2.26)’da gosterilmistir.
M =-Elw,, (2.25)

N = EAu, (2.26)

Simir kosullari, gerilmelerin ve yer degistirmelerin sinirlarinda daha 6nceden
belirlenmis degerleri aldiklar iki tipten olusmaktadir. Birinci tip sinir kosullari
dinamik veya kuvvet tipi sinir kosullari olarak bilinen gerilmelerin kesit tizerindeki

bileskeleri olan moment ve kesme kuvveti ile iligkili bagintilardir.

M =M)|, (2.27)

18



(T=T), (2.28)

ikinci tip simir kosullari, geometrik veya yer degistirme tipi sinir kosullar1 olarak

yine benzer sekilde asagidaki bagintilarla ifade edilmistir [90].

(u=0)|, (2.29)
(W=w)|, (2.30)
(W, =,)], (231)

Buraya kadar Euler-Bernoulli kiris teorisi kapsaminda ayr ayr gerilme ve sekil
degistirme durumlar1 ve biinye bagintilari elde edilmistir. Bu teori en basit kiris
teorisiolup bu calismadakullanilan Timoshenko kiris teorisinindahaiyi anlasilmasi

icin detayli bir sekilde incelenmistir.
2.2 Timoshenko Kiris Teorisi

Euler Bernoulli kiris teorisine gore ¢cokme degeri W(X) sadece egilmeden dolay

hesaplanmaktadir. Kesme kuvvetinden kaynaklanan kayma gerilmelerinin
olusturdugu sekil degistirme, ytiksekligi uzunlugu karsisinda kii¢iik olan ince
kirisler (alcak Kkirisler) icin 6nemli bir etkiye sahip olmadigindan goz ardi
edilebilmektedir. Boylece bu tip kirisler icin Euler-Bernoulli kiris teorisi yeterli
oldugu anlasilabilir. Fakat ytiksekligi (h) ve uzunlugu (L) arasindaki h/L orani
arttikca bu tip yiiksek kirislerde artik sadece egilme momentinin olusturdugu sekil
degistirmelerin dikkate alindig1 Euler-Bernoulli kiris teorisi gecerliligini yitirip
kayma gerilmelerinin de etkisinin dikkate alindig1 yeni bir Kkiris teorisine ihtiyag
duyulmustur. Timoshenko kiris teorisi, kayma gerilmesinden meydana gelen sekil
degistirmelerin etkisini de biinyesinde barindiran pratik uygulamalar1 da nispeten
kolay olan ve ¢alismamizinileriki béliimlerinde kullandigimiz bir kiris teorisidir. Bu
kiris teorisinde egilmeden kaynakli donme Euler-Bernoulli kiris teorisinde kabul

ettidilen @(X) ile gosterilip sadece kayma gerilmesinden meydana gelen dénme ise

7(X) seklinde bagimsiz bir fonksiyonla gosterilmistir [90].
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Sadece Sadece y+0=y
Kayma Egilme Y=W,,
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Sekil 2.5 Timoshenko kirisinde sekil degisiminin sliperpozisyonla elde edilisinin
geometrik gosterimi [90]
Sekil degistirmelerin kiigiik olmasindan dolay1 birinci mertebe teorisi dikkate
alindig1 disiintldigiinde egilmeden ve kaymadan meydana gelen dénmeler
lizerinde siiperpozisyon ilkesi uygulanmasi neticesinde yeni durum Denk. (2.32)’de
goriilecegi lizere elastik egrinin egimini vermektedir. Sonug olarak Bernoulli-Navier
hipotezinin “ diizlem ve kiris eksenine dik kesitler egilme neticesinde kiris eksenine
diizlem kalmalarin1 muhafaza ederken artik dikliklerini koruyamazlar” seklinde
degistirilmesi gerektigi Timoshenko kiris teorisi i¢in anlasilmistir. Boylece

Timoshenko kiris teorisi icin yer degistirme alami (2.33-2.35) bagintilan ile

verilmistir.
o(x)=w, —7(x) (2.32)
U, = Uu—2z6(x) (2.33)
u, =0 (2.34)
Uy = W(X) (2.35)

Bu sekilde verilen alan denklemlerinde (sekil degistirme denklemlerinden) birim
sekil degistirme bagintilarina Euler-Bernoulli teorisinde yapildigi gibi gecis yapmak
mimkiindiir. Boylece biinye bagintilar1 olarak da bilinen birim sekil degistirme

bagintilar asagidaki gibi elde edilmistir.
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. (2.36)

. (2.37)
£ =379 (2.38)

Yukarida ifade edilen bagintilardan da anlasilacagl lGizere yine egilme ve eksenel
kuvvetten dolayi olusan sekil degistirmeler ayri ayri incelenmistir. Ayrica belirtilmemis
olan sekil degistirme bilesenlerinin sifir olacagl dikkate alinmalidir. Lineer elastik
homojen malzeme icin Euler-Bernolli teorisinde oldugu gibi blinye bagintilari asagidaki

sekilde alinmistir.

O = E&yy (2.39)

XX

Gercekte kayma gerilmesi kesit lizerinde sabit olmadigindan kayma acisinda

derinlik dogrultusunda degismektedir. Buradan da anlasilacag iizere kayma acisi

7 =7(X,2) seklinde bir fonksiyondur. Kayma agisinin kesit iizerinde sabit olmasi

problemlerin ¢6ziimiinde oldukca kolaylik sagladigindan degisken olan kayma acisi
etkisine denk olacak esdeger yeni bir kayma acis1 formiilasyonu tiiretmek oldukca
Oonemlidir. Bu soylenenler neticesinde analizlerde kullanilacak kayma agisi
formiilasyonu uzun yillar arastirmacilar tarafindan incelenmistir. Timoshenko [85]
ilk kez kiris titresiminin tiiretilmesi sirasinda donel atalet momenti ile birlikte
kayma deformasyonunu tanitmistir. Ayrica enine kesit boyunca kayma gerilmesi
degisimini hesaba katabilmek i¢in bir kayma diizeltme katsayisi ortaya koymustur.
Timoshenko ilk ¢alismasinda bir dikdortgen kesit i¢in 2/3 diizeltme katsayisim
kullanmistir. Fakat cogu yazar ileriki calismalarinda farkli diizeltme katsayilari
kullanmaya baslamistir. Buarastirmacilaricerisinde en detayh ¢alisma Kaneko [85]
tarafindan yapilmistir. Kaneko tiim kayma diizeltme katsayilarini en ince ayrintisina
kadar inceleyerek tiim kullanilan katsayilari miikemmel bir sekilde godzden
gecirmistir. Bunun sonucunda elde ettigi katsayisi degeri Timoshenko’nun
problemlerine uygulanip ve deneysel sonuglara en yakin ¢ikan deger olarak

bulunmustur. Bu degerler, dairesel kesit igin k, = (6+12v+6v®)/ (7 +12v+4v?) ve

dikdortgen kesit icin k, =(5+5v)/(6+5Vv) olarak ifade edilmistir. Boylece bu iki
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deger, dairesel ve dikdortgen kesitler icin Timoshenko kayma diizeltme katsayisi
degerleri olarak adlandirilmistir. Ayrica Cowper [85] statik analizler tizerinde gesitli
en Kkesitler i¢cin kayma diizeltme katsayilariileri siirmiistiir. Onun buldugu degerler
yalnizca Poisson orani sifir kabul edildiginde Timoshenko’'nun degerleriyle uyumlu
oldugu goriulmiustir. Bizimde ¢alismamizda kullanmis oldugumuz kayma diizeltme

katsayis1 k, =5/6 olarak alindiginda deneysel sonuglara miikemmel bir uyum

sagladigi anlasilmistir. Sonug olarak kayma gerilmesi biinye bagintis1 artik kesit

sekline bagh olacak sekilde asagidaki gibi formiile edilecektir.
y(%,z) =Ky (X) (2.40)
o, =Gk (X) (2.41)

Euler-Bernoulli kiris teorisinde oldugu gibi Timoshenko kiris teorisiicin de moment
ve diisey denge denklemleri gerekli integraller alinarak c¢ikartilabilir. Cikartilacak
biinye bagintilarin 6nceki biinye bagintilarindan farkli olarak kesme kuvvetinin de
etkisi goz onlnde bulundurulacagindan bir takim degisiklikler yapmak
gerekecektir. Boylece kiris kesiti tizerinde gerekli integraller alinarak moment ve
kesme kuvveti blinye bagintilar1 (2.42, 2.43) denklemlerindeki gibi elde edilir.
Normal kuvvet bilinye bagintisinda herhangi bir degisiklik olmayacagindan Euler-

Bernoulli teorisindekiyle ayni1 kalmistir.
M =-EIO, (2.42)

T =GAKky (2.43)

Euler-Bernoulli kiris teorisinde gecerli olan dinamik sinir kosullar1 Timoshenko
kiris teorisinde de gecerliligini stirduiirecektir. Fakat Timoshenko Kkiris teorisine,
Euler-Bernoulli kiris teorisinden farkli olarak kesme kuvvetinden kaynaklanan
dénmenin de eklenmesiyle geometrik sinir kosullarinda artik (2.44) bagintisi da

gecerli olacaktir [90].
©=0)|, (2.44)

Timoshenko kiris teorisinde tanitilan alan denklemleri ve biinye bagintilan 3.

boliimde ¢alisma formiilasyonunun olusturulmasinda kullanilacaktir.
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2.3 Sonlu Elemanlar Yontemi

Bu konu bashg altinda sonlu elemanlar yénteminin daha iyi anlasilabilmesi i¢in
Euler-Bernoulli kiris teorisine dayanan tek boyutlu doérdiincii dereceden bir
diferansiyel denklemin ve Timoshenko kiris teorisine dayanan tek boyutlu ikinci
dereceden diferansiyel denklemler ciftinin sonlu elemanlar formiilasyonunun
cikarilmas1 gosterilmistir. Sonlu eleman denklemlerinin, yani birinci digim
noktasindaki degiskenlerle ikinci digim noktasindaki degiskenlerin birbirleriyle
iliskilendiren cebirsel denklemlerin tiiretilmesi asagidaki gibi sirasiyla iic adimdan

olusmaktadir [91].

1. Diferansiyel denklemin agirlikli-artik veya zayif formunun olusturulmasi
2. Tipik bir sonlu eleman tizerinde yaklasik ¢6zlim seklinin varsayilmasi
3. Yaklasik ¢oziimii, agirhkli-artik veya zayif formun icerisine yerlestirerek

sonlu eleman denklemlerinin ¢ikarilmasi.

2.3.1 Euler-Bernoulli Kiris Elemani

2.3.1.1 Yonetici Denklemin Zayif Formu

Kati cisimler mekanigi problemlerinin zayif formlari, virtiiel is prensibinden veya
yonetici diferansiyel denklemlerden faydanilarak gelistirilebilir. Burada Euler-
Bernoulli kiris elemaninin dérdiincii dereceden diferansiyel denklemi diisiintilerek
bu problemin zayif formu elde edilmeye c¢ahisilmistir. ilk olarak ¢oziilecek
diferansiyel denklem bir agirlik fonksiyonuyla ¢arpilarak taniml oldugu bdlge
lizerinde alinan integrali sifira esitlemek suretiyle bir yaklasik ¢oziim kriteri
distinilir ve bu yonteme agirhikli artik yontemi denmektedir. Bu yontem analitik
yontemlerde oldugu gibi kesin ¢oziimi degil de yaklasik bir ¢oziimi ifade
etmektedir. Artik yaklasik bir W(X) ¢éziildiigiinden diferansiyel denklem sifira esit
olmayip birartik degere sahiptir. Bu artik (kalan) degerin sifira tanimh oldugu bélge
tizerindeki agirhikl integrali sifira esitlenerek kesin degerine yaklastirilmis olunur

[91].

L 2 2
d d°w
O|— | El— |-q |dx=0
! sz[ dsz q} " (245)
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Burada @, x’e gore iki kez turevlenebilen bir agirlik fonksiyonudur. Agirlikh
integrali olusturduktan sonra kismi integrasyon ile yaklasim fonksiyonu W(X)
lizerindeki tiirevlerin bir kismini agirlik fonksiyonu tizerine tagimak miimkiindiir.
Bu sayede olusacak sinir terimleri dinamik sinir kosullarini icerecek ve ayrica artik
yaklasim fonksiyonlar1 orijinal durumdaki diferansiyel denklemde gereken
tiirevlenme sartlarina maruz kalmayacaktir. Bu forma zayif form denir. Yukarida

verilen agirlikl integralin zayif formu asagidaki gibi elde edilmistir [91].

L 4 L 4
d*'w d*w
El —0)®dx = | El @ - qddx =
-([( dx* 9 ;[ dx* q
L 3 3 L
d°wd®d d°w
—El — — —qddx +El D =
-([ o dx O >, (2.46)
L, 2 2 3 L 2 L
19292 oo e S Wg| g1 IWIR g
o dx® dx ax® | dx® dx |

Zayif form goruldigi tzere sinir kosullarinin bir kismini igermektedir. Bu sinir

d3w 2

kosullarinin  —El F:T ve —El ((jj WM oldugu bilindiginden elde edilen zayif
X X

o

form tekrar diizenlenirse son seklini asagidaki gibi alir.

L 2 2
d°wd°® do do

El —qddx-T O(L)+T(O)PO)+M(L)— -MO0)—| =0
! vl (L) +TOPO ML) G -MOg (2.47)

MO MLe

Tl) Kiris ug kuvvetleri ve momentleri
TLe
(@)
90 OLe

Kirig ug ¢okmeleri ve dénmeleri

Sekil 2.6 Cubuk U¢ (a) Kuvvet ve Momentlerinin Isaretleri (b) C6kme ve
Dénmelerinin Isaretleri
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Ayrica W(X) yaklasik olarak coziileceginden bunun icin de bir form énermek
gereklidir. Genelde onerilen form bilinmeyen ci parametreleri ile carpilmis secilecek
$i(x) fonksiyonlarinin lineer bir birleseni seklinde diisiiniiliir. Béylece yaklasik W(X)

artik asagidaki gibi ifade edilmistir.
w(X) =D i (X) + ¢, (%) (2.48)
j=1

Burada c¢oziilecek yaklasim fonsiyonunun formu C; parametreleriyle yakindan
iliskilidir. Bilinmeyen C; parametreleri de agirlikh integralin sifir olmasi sartindan

bulunacagindan ka¢ parametreli bir ¢6ziim 6neriliyorsa (N) o sayida se¢ilmelidir ve
o saylda da bagimsiz agirlikli form kullanilmasi gerekmektedir. C6ziimiin dogal yani
geometriksinir kosullarini da icermesi gerekmektedir bu ylizden bunlari saglayacak
secikde bir yaklasik ¢6ziim secilmesi gerekmektedir. Ayrica dordiincii dereceden bir
boyutlu diferansiyel denklem icin en az 4 kere tiirevlenebilir olabilmelidir ki
yaklasik ¢6ziim icin sifirdan farkli denklemler elde edilebilsin. Yaklasim fonksiyonu

W(X) dérdiincii dereceden bir fonksiyon olarak (2.49)’daki gibi se¢ilmistir.

W(X) =C, +C,X+C,X* +¢,x° (2.49)
Le
i it1
- 1 - 2 - e - e - ey - N
e el eel e 92 e—o—lel e+l 91 e—o—le2
L, L,
e e e+l e+l
w, W, W w2

M, eMz 2 Ml 2
e+1T1

(==n ) (

Sekil 2.7 Kiris probleminin sonlu eleman goésterimi
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Burada c, ile gosterilen sabitler simir kosullarindan faydanilarak bulunup

enterpolasyon fonksiyonlarinin  tiretilmesi saglanmistir. Enterpolasyon
fonksiyonlarinin kolay bir sekilde elde edilebilmesi icin Sekil (2.6)’daki kiris
elemaninin sonlu elemanlar gosteriminin iyi anlasilmasi gerekmektedir. Sekil
(2.7)’ye gore kiris N adet sonlu elemandan olusmakta ve bu elemanlarin sinirlarinm
belirleyen N+1 adet diiglim noktasindan olusmaktadir. Komsu sonlu elemanlarin
birbirleriyle etkilesimleri bu diigiim noktalar1 vasitasiyla olmaktadir. Sekil (2.7)’de
goruldigi tizere bir e. elemani ve i+1 diiglim noktalar1 arasinda L. boyunda alinmis
olup eleman serbestlikleri ve i¢ kuvvetleri gdsterilmistir. Bu diigiim noktalar1 her ne
kadar genel (global) olarak i ve i+1 digim noktalar1 olsa da yerel (lokal) olarak

bunlar 1 ve 2 digiim noktalar1 olarak adlandirilmistir. Euler-Bernoulli Kkiris
teorisinde bir noktadaki serbestlikler cokme W(X) ve donme 6 =dw(X)/dx’ den

olusmaktadir. Ayrica kesme kuvveti ¢okme ile egilme momenti ise donme ile
karsilikli yer almaktadir. Sekil (2.7)’de goriildiigii gibi bunlarin yonleri 6yle
sec¢ilmistir ki bir yandaki komsu elemanla ortak noktada eger bir dis kuvvet veya
moment varsa elemanlardan gelen i¢ kuvvet ve momentin toplami bunlara esit
olmaktadir (eger dis etki yoksa toplam sifir etmektedir). Yine ¢okme ve dénme
serbestlikleri kiris stirekli oldugu icin iki elemanda da ortak noktada ayn1 degere
sahiptir. Anlatilanlarin matematiksel ifadesi asagidaki gibi tanimlanmaktadir.
Bunlar ileride her eleman lizerinde tanimladigimiz sayisal ¢6ziimleri birlestirmekte

kullanilacaktir [91].

"M, + *'M, = M (2.50)
T, + 9, =T (2.51)
W, = *w, =W, (2.52)
0, =0, = 6 (2.53)

Enterpolasyon fonksiyonlari, Denk. (2.49)’da tanimladigimiz yaklasim fonksiyonu
lizerinden Sekil (2.7)’de gosterilen sonlu eleman serbestlik dereceleri kullanilarak
bulunmustur. ilk olarak bir sonlu elemanin diigiim noktalarinin sinir degerleri
asagidaki gibi tanimlanabilir. Bu lokal sinir degerleri daha sonra enterpolasyon

fonsiyonlarinin bulunmasinda kullanilmistir.
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w(x=0)=w, (2.54)

w(x=L,)=w, (2.55)
O(x=0)=6, (2.56)
O(x=L,)=0, (2.57)

Daha once bahsettigimiz gibi yonetici denklemler geometrik (dogal) sinir
kosullarin1 bilinyesinde barindirmaktadir. Bu yiizden yaklasim fonksiyonunun
oncelikle bu geometrik sinir kosullarini saglayacak sekilde kurulmasi gerekir. Bu

baglam da asagidaki denklemler elde edilmistir.

w(x=0)=c =W, (2.58)
O(x=0)=c, =6, (2.59)
w(x=L)=c +c,L, +cL>+c,Ll=w, (2.60)

O(x=L,)=c, +2c,L, +3c,L,> =6, (2.61)

e

Denk. (2.58-2.61) kullanilarak c, ve c, sabitleri asagidaki gibi bulunmustur.

C, = + -t £

[ €

==t Ty (2.63)

Simdi bir eleman tlizerindeki sayisal ¢6ziimii kurarken sonlu elemanlarin en 6nemli
ve ayirt edici o6zelligini de ifade edilecektir. Bu ayirt edici 6zellik yaklasim
fonksiyonlarinin ~ bilinmeyenleri  6nceden fiziksel anlami olmayan ci
parametreleriyken simdi artik diigiim noktasindaki serbestlikler olacaktir. Buna
gore yaklasim fonksiyonunun tiim sabitleri serbestlik dereceleri cinsinden
bulunduktan sonra tekrardan Denk. (2.49)’da yerlerine yerlestirilirse asagidaki

fonksiyon elde edilmistir [91].
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)= a2 2 2O (2 20 8 BV e

Bu denklem, Denk. (2.65)'te benzetilmeye ¢alisarak enterpolasyon fonksiyonlari

elde edilmistir.

W(X) = (X)W, + ¢, (X)6, + ¢ (X)W, + ¢, ()6, (2.65)
W(x) = ¢'w= Z:M.wi (2.66)

é w,
® = Zj , W= \i (2.67)

4, 0,

Denk. (2.66)'da gosterilen ¢ sembolii enterpolasyon fonksiyonunu ifade

etmektedir. Ayrica 7, vektoriin transpozunu gostermektedir. Burada goriilecegi

lizere 4 adet enterpolasyon fonksiyonu elde edilmistir. Bu fonksiyonlar su sekilde

verilmigtir.
3x* 2x°
¢l =1—E+E (268)
2x° X
¢, = X—T'FF (2.69)
x> 2x°
) =?—E (2.70)
x> X
@, = —r+F (2.71)

Bu sekilde elde edilen enterpolasyon fonksiyonlarinin grafikleri Sekil (2.8)'de

gosterilmistir.
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0.8

0.6 _—
i %
com— @}

0.4

Sekil 2.8 Kiibik sekil fonksiyonlarinin grafikleri

Simdi bu enterpolasyonlar kullanilarak nasil rijitlik ve yiik matrislerinin elde

edildigi basit mesnetli bir kiris lizerinde matematiksel olarak ifade edilecektir.

INEEEEE

N ol
- -

Sekil 2.9 Diizgiin yayili yiik etkisindeki basit kiris

Sekil (2.9)’'da gosterilen kirisin mesnetleme durumundan dolay1 artik bu ug
noktalarinda mesnet tepkileri olusacagindan kuvvet ve moment yazmak miimkiin
degildir. Son durumda zayif formda belirtilen dinamik sinir kosullar1 yok

olacagindan asagidaki formu almistir.

-T(L)®(L,)+T(0)®(0) =0 (2.72)
do do
M(L)— -M(0)— =0 (2.73)
dX |, dx |,
L 2 2
d'wd-®

0
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Artik daha 6nceden secilen yaklasim ve agirlik fonksiyonlar: kullanilarak ¢6ziime
gidilebilir. Bu sekilde bir ¢6zlim yani zayif form tizerine kurulu ¢6ziim Rayleigh-Ritz
yontemiolarak bilinir. Ayrica yaklasim fonsiyonuyla enterpolasyon fonksiyonu ayni
fonsiyon secilebilir. Bu yonteme Galerkin yontemi denir. Bu sayede artik yaklasim
Galerkin Rayleight-Ritz tipi bir ¢6ziimde kullanabilir. Eleman tlizerinde zayif form

tekrardan yazilirsa ve elde edilen enterpolasyon fonksiyonlar sirasiyla yerine

yazilirsa:
L 2 2
d°wd
[El v dx@—%dx—ﬂzo (2.75)
0
L 2 2
d“wd
[El - dxfz —qg,dx—M, =0 (2.76)
0
L 2 2
d“wd
[El . d)f} —qg,dx—T, =0 (2.77)
0
L 2 2
d°wd
IEI dXZ dx¢;4 —q¢4dX—M2 :0 (278)

0

Bu sekilde denklemler elde edilir. Bu sistemin indis notasyonu asagidaki gibi

yazilabilir.
4
;eKij 'w,=°F, — i=1234 (2.79)
% _ 0% 0%,
K, = [El 7 52 & (2.80)
F= jq¢,dx+ f (2.81)
Tl
Ml
f= . (2.82)
M

Bu indis notasyonunu matris ve vektor notasyonuyla da géostermek miimkiindiir.

Eleman rijitlik matrisi ( K:) simetrik matristir dolayisiyla K; =K formunda da

gosterilebilir. K matris notasyonu formunda asagidaki gibi gosterilir.
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K1e1 Klez K193 K194 Wf Fle

G KL K K| |vE| R 289
Ka Ko Kg Kgflws| |FF '
Ki Ko Ki Kg W, F;

Basit mesnetli kiris icin gerekli matematiksel islemler yapilip Denk. (2.83)’te

yerlerine yerlestirilirse Denk. (2.84) elde edilir.

2 6 12 6 L
13 T2 T 3 2 €
Le Le Le Le 2
6 4 6 2 W kg | [T
L2 L L2 L o, M
el " e e e 112 L4 (2.84)
12 6 12 6|lw[ |Lg [T
2T ¢ gle) |z | m
O 2 & 4 _La
L Li Le Li Le ] 12

Eleman bazinda elde edilen rijitlik matrisi ve yiik vektorii Denk. (2.84)’te ifade
edilmistir. Simdi eleman tizerindeki yaklasik ¢céztimleri birlestirip geometrik sinir
kosullarini serbestlikler iizerinde saglatilip genel ¢6ziim elde edilmeye ¢alisilacaktir.
Burada anlatilmak istenen lokal olarak yani bir eleman tlizerinde elde edilen
¢oziimler kac elemana boliindiiyse hepsinin birlestirilerek global (genel) ¢6ziimiin
aranmasidir. Dikkat edilmesi gereken bir nokta da iist liste gelen serbestliklerin o
noktadaki global serbestlikle ifade edilip tistiiste gelen rijitliklerin de toplanmasidir.

Bu basit bir 6rnek tizerinden aciklayacak olursa bir boyutlu bir ¢ubuk iki elemana

boliinsiin Sekil (2.10)’daki gibi:
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- EL - EDL Yy
w1 I “'1I “'31

Leq Lex
L
8 lel 0.¢1
Y Le1 /.—-—--.i
'Wlell “'zell
el el
0, Lo 0,
T ™
“71 “.-'2

Sekil 2.10 iki elemandan olusan Kiris Sonlu Eleman Gosterimi

Global olarak bu iki elemanl kiris matris ve vektor gosterimi su sekilde ifade

edilmistir.

(KE KE K K 0 o0 ] w=w R

K& KL K KE, 0o o ||a=6" F*

KE K KEHKS KE4KE KK | w=w = | [ R
KEKD KK KEKE KE K2 |l —orma || roers| B0
0 0 Ky Kiz  Kis Kb |w=w? F

100 Kii Kz Ko K 0, =0 Fe?

Daha 6nce ifade edildigi gibi ist {liste gelen rijitlikler ve yiik matrisleri toplanirken
serbestlikler birbiriyle esit olmaktadir. Eleman sayisi artirilirsa bu islem aym
sekilde uygulanacaktir. Bu durumda N eleman i¢in (N+1) diigiim noktasi olusurken
2(N+1) serbestlik meydana gelmistir. Dolayisiyla global sistem 2(N+1)x2(N+1)
boyutunda olmalidir. Basit kiris icin elde edilen matris ve vektérler kullanilarak
uygulamada elde edilen sonugclar incelenmistir. Oncelikle tek eleman icin gercek
¢ozlime ne kadar yaklastigi incelenecektir. Coziim gerceklestirilirken ilk olarak sifir
olan sinir kosullar: tespit edilerek o kolonlar ve satirlar isleme herhangi bir katkisi
olmadigindansilinecektir. Bu etkisi olmayan kisimlar kirmizi renkle gosterilip hangi
satir ve kolonlarin silinecegi Denk. (2.86)’da gosterilmistir. Geriye kalan kisimla

6,,0, hesaplanabilir [91].
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12 6 12 6 Leq
Le3 Le? Le3 Le? 2
6 4 6 2 0 Le?q T,
Le2 Le  Le? Le |[61]_| 12 0
12 6 12 6 [[o|=1 Leg |11, (2.86)
Le3 Le? Le3 Lez|LO2 2 0
6 2 6 4 Lezq
L Le2 Le Le2 Le 12
4 2 [ Le’q |
Le Le [91]_I 12 |
El = 2.87
2 i‘ 0:]1 | Le?ql (2.87)
Le Le [_ 12 J

Denk. (2.86)’da goriildiigii izere sinir sartlar1 uygulanirsa ¢cokmeler w; = w, = 0 ve
momentler M; = M, = 0 oldugundan w;,w, nin katsayilarimi iceren satirlar ve
stitunlar bilinmeyen 6;,0,nin bulunmas1 icin gerekli denklemlere katki

yapmayacagindan silinmistir (kirmizi kisim). Coéziimde artik L, =L olarak

alinmistir.
3
6, = Lg (2.88)
24E|
3
0, =- LY (2.89)
24El
Dolayisiyla
W(X) =64, + 0,4, (2.90)
Tek ¢ozlim i¢in yaklasim fonksiyonu:
LBogx LPgx®
= - 291
W) 24El  24El ( )

Moment ve kesme kuvveti elde edilen yaklasim fonksiyonu kullanilarak
hesaplanabilir.
L%q

—Elw'(x) =M (x) = ET) (2.92)

—Elw"(x)=T(x)=0

33



Elde edilen ¢6ztiim incelendiginde tek elemanla yapilan hesaplamalarda moment
sabit olarak bulunurken kesme kuvveti sifir olarak hesaplanmistir. Bu durumda
eleman sayisi artirilarak daha gelismis ¢6ziimler elde edilebilir. Uygulamanin rahat

anlasilabilmesi icin eleman sayis1 2 alinarak isleme devam edilmistir [91].

[12EI  6EI  12EI  6El
3 2 E 2 0 0
Le Le Le Le _Leq ]
6EZI 4EI _6I52I 2EI 0 0 7 -
L L, L L w12 1
_12El 6El 24E1 12E1 6El |G| |12 M
N o C |w|_ (L | [T
6El  2EI o BEL _6El 2El |6, | |0 M+ M2 (2.93)
Lz Le Le Li Le W3 Le q Tle 2
0 0 _12I3EI _6EZI 12I3EI _6EZI 6] |2 | M
K Iy L2 g
6EI  2El  6El  4EI L 12 ]
0 0 ; —
L Le Le LE Le A

iki eleman icin yazilan denklem basit mesnet sinir kosullar1 tanmimlandiginda

(W, =w, =0, M =MS*=0) asagida gosterildigi gibi Denk. (2.96)’a indirgenebilir.
T +T%=0 (2.94)
M2 4+ M2 =0 (2.95)

Geometrik sinir kosullarinin sifir oldugu satir ve siitunlar silinip indirgenmis matris

takimi elde edilir.

[4E1_6EI 28I

Le LZ Le i qu i

6El  24El 6E1 [6,] | 12 | [0

—— 3 0 —

L L L, || w, L.q 0

= + (2.96)

2Bl BEl Z2El |16, 0 0

Le Le Le 03 Liq 0

o BEl 2El 4EI 12
L Ltza Le Le i

L, = L/2 oldugu bilindiginden asagidaki sonuglar elde edilir.
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3 4 3
- Lg 0, W2:5Lq’ %:_JgL (297)
24El 384El 24El

Yaklasim fonksiyonu W(X) iki parcadan olusacak sekilde asagidaki gibi elde edilir.

Wel(x) = 01¢2 + W2¢3

> (2.98)
w (X) = W2¢1 + ‘93¢4

Bu kosullar altinda her eleman i¢gin kendi sinirlari icerisinde ¢gokme, moment ve

kesme kuvveti degerleri bulunabilir.

0<x<L/2->w'(x)=8
W(X :{ X — W(X) = 64, + W, (2.99)

L/2<x<L—>wW?2(X) =wW,d + 0,4,

2 2
X) = gLx(4L" — Lx—4x°)

Wel(
96El

(2.100)

gL(L—x)(L*-9Lx+4x%)
96El

M el(X) Al qL(L_lzx)
48
_ gL(13L-12x)

] 48 (2.102)

-I—el :_q_
(9=-3

W2(X) = (2.101)

M eZ(X)

L
T2 (x) = _at
x)=-

Yukarida bulunan ¢ékme ve moment degerleri x=L/2 i¢in hesaplanirsa:

5L
384EI
5L
384El
5L%q
48
71%q
48
5L%q N 7%q  L%q
48 48 24

wi(L/2) =

w2(L/2)=

M (L/2) =~

(2.103)

M 2(L/2) =

M,(L/2)=—
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Buradan anlasilacagi lizere tek eleman icin hesaplanan kirisin ¢okme degeri kesin
¢Oziimle esit cikmasina karsin kiriste meydana gelen siireksizlikler neticesinde
moment degerlerinin kesin ¢6ziim degeriyle (L2q/8) farklihk gostermistir. Bu
durum da eleman sayisi artirilarak kesin ¢oziime yaklasilabilir. Sonlu elemanlari en
gucli kilan 6zelliklerden birisi de eleman sayis1 kolaylikla artirillarak sistematik

olarak elektronik ortamda algoritmasinin olusturulabilmesidir.

2.3.2 Siir Kosullarinin Lagrange Yontemi Kullanilarak Tanimlanmasi

Sinir kosullarinin uygulanmasinda katsayilar matrisinin indirgenmesi her zaman
pratik bir uygulama degildir. Matris takiminin boyutlar1 biiytdiik¢e indirgeme
yonteminin yerine daha pratik uygulama olan Lagrange yontemi secilebilir.
Lagrange carpanlarinin kullanildig1 bu uygulama bilgisayar uygulamalarinda sinir
kosullarinin tanimlanmasinda biiyiik bir kolaylik saglamaktadir. Buna gore global
rijitlik matrisinin boyutlar1 g6z 6niune alinmasi gereken sinir kosullar1 sayisinca
artirillarak genisletilmelidir. Bu yeni satirlara ilgili sinir sartlar1 yazilirak boylece
denklemlerin beraber ¢6ziilmesi sonucu bu sartlar da saglanmis olur. Bu yontem
esasinda esdeger olan toplam potansiyel enerjinin minimazisyonu ifadesinde
minimize etmeden Once sinir sartlarini Lagrange c¢arpanlariyla eklemekle
esdegerdir. Basit kiris probleminde sinir kosullart wi=0 wa2n+2=0 oldugundan
asagidaki sekilde ek terimler bilinmeyen A1 ve Az ile c¢arpilarak eklenirse

minimizasyon i¢in varyasyon alindiginda bunlarin da saglatildig: go rilmektedir.

]_[* =11+ ﬂl(wl) + ﬂfz(WNJrl)

) (2.104)
AT =T+ 04 (W) + 4 (OW,) + 4, (Wy.;) + 4, (6W,,,) =0

Yukaradaki Denk. (2.104)"i ifade etmek gerekirse ilk denklem olusturulurken oW,
parantezinde sonlu elemanlar ile ilgili kisimlardan baska bir de 4, gelecek bunun

katsayisi ise 1 olacaktir. Bu 1 katsayil terim bir degisle sinir kosullarinin matris
takimina tanitilmasini ifade edecek ve her bir sinir kosulu terimi icin matris takim
1x1 boyutun da genisletilecektir. Ayn1 sey 0W,., ve 4, icins6z konusu olacaktir. Bu
durumun sematik olarak anlatimi Sekil (2.10)’da goriilecegi lizere su sekilde ifade
edilmistir. Buna gore siyah olan kisim orijinal rijitlik matrisini kirmizi olan kisim ise

Lagrange carpanlar1 yani eklenecek sinir kosulu kisimini olusturmustur. Ayrica
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matris sistemi (2N+2)x(2N+2) boyutlarinda iken artik (2N+2+2)x(2N+2+2)
boyutlarina genisletilmistir. Ekstra iki denklem hem sinir sartlarin1 saglarken hem
de bunlar1 dahil etmekte kullanilmis olan bilinmeyen A1 ve A2 garpanlarinin
hesabinda kullanilmis olacagindan denklem sayisi ve bilinmeyen sayisi yine ayni

olur ve sistem ¢oziilebilir.

Wy 61 Wo 6N+l Wy .11 .12
Kll KlZ KI.E K’l 2N +1 Kl ZN+2 10
Klz KZZ KZS KZ 2N+1 KZ 2N+2 0 0

ll'{'Z.I""'+:I.'l K2N+'12 K2N+13 K2N+l ZN+1 K2N+1 ZN+2 0 0

ll'{'Z.I"'l'+:|.'l K2N+'l 2 K2N+13 K2N+1 ZN+1 K2N+] 2N+2 0 0

1 0 0 .. . 0 0 0 0

0 0 0 .. . 0 1 0 0

Sekil 2.11 Global matris takimina Langrage ¢arpanlarinin uygulanmasinin sematik
gosterimi
Bu sistematikdurumun verdigi avantajla eleman sayisi arttirilarak gercek ¢oziime
ne oranda yaklasildig1 goriilebilir. Ayn1 sayisal degerler kullanilirsa ve sadece
diigiim noktalarindaki ¢okme, moment ve kesme kuvvetleri gosterilirse pratik bir
karsilastirma elde edilmis olunur. Sonlu eleman sayisinin artmasiyla moment ve
kesme kuvveti gibi tiireve bagh degerlerin de hizla gercek ¢oéziime yaklastigi
gorulmektedir. Sonlu elemanlarin sistematiklestirilip bilgisayarda otomatik ¢6ziim
sunmaya yatkinligi yaninda en 6nemli diger 6zelligi de bir eleman i¢in 6zelliklerin
ayri ayri tanimlanabilmesi imkdnindan dogan ¢ok daha karmasik problemlere
¢6zim tlretmeyi kolaylastirmasidir. Bu sekilde karmasik problemler sistematik

olarak ¢cok daha basit bir sekilde ¢6ziimlenmesi saglanmis olunur.

2.3.3 Timoshenko Kiris Elemani

2.3.3.1 Timoshenko Kirisinin Yonetici Denklemi

Euler-Bernoulli kiris teorisine gore egilmeden dnce kirisin tarafsiz eksenine diizlem
ve dik olan enine kesitler egilmeden sonra dik ve diizlem kalirlar. Bu varsayim tiim
kayma gerilmelerinin sifir oldugunu vurgulamaktadir. Timoshenko kiris teorisinde

enine kesitler egilmeden sonra tarafsiz eksene (uzunluk eksenine) diizlem kalmaya
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devam ederler fakat artik dik kalmazlar. Ayrica kayma gerilmesi g, sifir degildir.

Bundan dolayi, y ekseni etrafinda enine normal diizlemin dénmesi —dw/ dx’e esit
degildir. Bu varsayimlara dayali kiris teorisine birinci derededen kayma
deformasyon teorisi denir. Genellikle bu teori Timoshenko kiris teorisi olarakta
bilinir. Bagimsiz bir W(X) fonksiyonu ile y ekseni etrafindaki dénme ifade

edilmektedir. Timoshenko kirisin yonetici denge denklemleri su sekilde verilmistir

[91].

d dw

—| GAKk | ¥ +— f=

™ {G S( + ™ ﬂ+ 0 (2.105)
d dy dw
—| El — |-GAKk .| ¥ +— |=0
dx( dx j S( " dxj (2.106)

Burada ikinci denklemdeki GAKk (¥ +dw/dx) yerine EI(d¥/dX) alinip birinci

denklemde yerine yazilirsa ve W =-dw/dx olarak alinirsa Euler-Bernoulli kiris

teorisinin yonetici denklemi elde edilir.
2.3.3.2 Yonetici Denklemin Zayif Formu

Timoshenko kirisinin yonetici denkleminin zayif formu, bir eleman alani

QO° =(x,,Xg) Uzerinde olagan prosediir kullanilarak ¢ikarilmistir. Birinci denklem

agirhik fonksiyonu -wz ve ikinci denklem agirlik fonksiyonu -wz ile ¢arpilip eleman

lizerinde integrali asagidaki gibi alinir.

Xg d dw
0= IXA -W, {&[GAKS ("P +&j:|+ f }dx (2.107)
X d dv dw
0=| -w,|—| El— |-GAk,| ¥Y+— | (d
IXA W{dx[ dx ] S( i H X (2.108)

Agirhik fonksiyonlariyla c¢arpilan yonetici denklemlerin zayif formunun elde
edilmesi icin her bir denkleme kismi integrasyon uygulanir. Bunun neticesinde

asagidaki denklemler elde edilir.
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0= J'XB {%GAkS (‘I’ +d—W] —w, f }dx{leAkS (‘I’ + d—Wﬂ (2.109)

% | dx dx dx )],
x| dw, _ d¥ dw dy |®
0= —2El —+W,GAK | ¥ +— | dx—| W,El ——
x;[ dx  dx 5( dx ﬂ { 27 dx L (2.110)

Sinir integrallerinde w: ve w: agirlik fonksiyonlarinin katsayilar1 soyle ifade

edilebilir.

dw
GAK. | ¥ +— |=V 2.111
d¥
El —=M .
™ (2.112)

Burada V kesme kuvvetini M ise egilme momentini ifade etmektedir. Bu katsayilar
zayif formun ikincil degiskenlerini olusturur. wi ve w2 agirlik fonksiyonlari, w:V ve
w:2M is birimlerine sahip fiziksel yorumlar vermelidir. A¢ik¢a, w: enine ¢ékme

varyasyonuna w, wz ise donmenin varyasyonuna ¥’e denk olmalidir.
W, ~ W, w, ~ ¥ (2.113)

Dolayisiyla, formiilasyonun birincil degiskenleri w ve W'dir. Elemanin ug

noktalarindaki kesme kuvvetleri ve egilme momentleri asagidaki ifadelerle

Qle = —|:GA|(S (‘P + d—Wj:|
dx

i=-[mn )

gosterilmistir [91].

Xa

dx )1
q (2.114)
w
*=|GAK | ¥ +—
Q3 |: S ( dX ):| Xg
dv
. =| El —
N ( dx j o
Zayif formun son sekli asagadaki formu alir:
X dWl dw . .
0= g CAKs| | k- w (%) Q) — Wi (%)Q5 (2.115)
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0= J.XB{ . E| — +W,GAK, (T"'(;_\:(vj}dx_wz(xA)Qze — W, (%5)Q; (2.116)

Denk. (2.115)’teki terimler yakindan incelendiginde w ve ¥ yalnizca x’e gore tiirev
alindig1 gorilmustir. Birincil degiskenler bagiml bilinmeyenlerin kendileri
oldugundan (ve tiirevlerini icermediginden), w ve W'nin Lagrange enterpolasyonu
burada uygundur. Minimum kabul edilebilir enterpolasyon derecesilineerdir. w ve
Y degiskenleri ayni fiziksel birimlere sahip degildir; genel olarak farkh
enterpolasyon dereceleriyle enterpolasyon yapilabilir. w ve Y¥nin Lagrange

enterpolasyonu su sekilde ele alalinabilir [91].
w= ZWWm Y= ZSW” (2.117)

w ' ve y{? Lagrange enterpolasyon fonksiyonlarin dereceleri sirasiyla m-1ve n-1
olarak alinir. Genellikle m=n yaygin olarak kullanilmasina ragmen m ve n burada
birbirinden bagimsiz degiskenlerdir. Bununla birlikte, m = n = 2 (yani, dogrusal
enterpolasyon kullanilir), w'nin tiirevi:

aw)  wi—wf
(dxj = (2.118)

Dogrusal olan donme fonksiyonu ¥, w(x) i¢in tahmin edilen fonksiyonla tutarhhk
gostermemektedir. Ince uzun Kkirisler i¢cin kayma deformasyonu ihmal edilip

Y=-dw/dx olarak alinirsa

Sl +SZ = (2.119)

Veya esdeger olarak (her iki taraftaki benzer katsayilan esitleyerek),

S Xg —S5X, = —(W5 — W), s,—s, =0 (2.120)
. . WB _We
S =5, _ (o —w) (2.121)

L,
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Bu ¥(x)’in sabit oldugu anlamina gelir:

e Xp — X e X—X e e
P =5 = —+5,——"=5(=%) (2.122)

€ [

Bununla birlikte W(x) sabitine izin verilmez ¢iinkii Kirisin egilme enerjisi su sekilde
verilir:

2
%(%) dx (2.123)

Ve bu enerjinin sonucu sifira esittir. Bu niimerik problem kayma kilitlemesi olarak
bilinir.
a) wve Yicin tutarh bir enterpolasyon fonksiyonu kullanilmahdir ki dw/dx
ve ¥ ayni dereceden polinomlar olsun (m=n+1).
b) w ve V¥ icin esit enterpolasyonlar kullanilir fakat egilme enerjisi ¥'nin
gercek enterpolasyonu ile kayma enerjisi ise bir derece daha diisiik

polinom ile degerlendirilir.

2
[* GAK, (d—wij dx (2.124)
X 2 dx

Denk. (2.123-2.124)’de bulunan ¥ teriminin farkli enterpolasyonlar kullanmadan
da hesaplamali olarak yukarida b maddesinde ifade edilen duruma ulasilabilinir.
(2.124)’deki integralin niimerik degerlendirmesinde quadrature yontemi kullanilir.

Integrali tamamen hesaplamak i¢in bu yonteme ihtiya¢c duyulmaktadir.

*® GAK, (d—WT dx (2.125)
XA dx

w ve WYnin lineer enterpolasyonlart kullanildiginda Denk. (2.124)%lin
degerlendirilmesinde tek-noktali quadrature yontemi kullanilir. Ciinkii GA=sabit
oldugunda tek-noktali quadrature yontemi (2.125)’deki integralin kesin degerini
verir. Indirgenmis entegrasyon kullamimi (yani (2.124) integrali ilizerinde tek-

noktall quadrature yontemi) ¥’'nin yaklasiminda lineer terimin kayma enerjisine

katkida bulunmamasiyla sonuglanmistir [91].
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w ve YWnin Lagrange enterpolasyonu, Timoshenko krisinin zayif formuna

yerlestirilirse ve w, =@, w, =¢® alinirsa sonlu elemanlar denklemi asagidaki

gibi elde edilir:

0= Ki'w,+> Ki’s,—-F'  (i=12,.,m)
j=1 j=1

m n (2.126)
O:Z;KingWj"FZ;Ku?ZSj_FiZ (i=L12,..,n)
1= j=
Burada
XB .(1) d @
kit = [ cak, W0 g
XA dx dx
Xg .(1)
K;Z =| GAKk, d%(//f)dx = Kij?l
Xa X
dy @ dy® (2.127)
K2 =" Bl Y21 | cAkwPu® ldx
ij J.XA ( dx  dx Vi Vi
Fl= J'XAB fiyQdx+Q, ., F2=Q,
Yukaridaki denklemler matris formunda su sekilde yazilir
[Kn] [Km] {W} {Fl}
- (2.128)
[Kﬂ] [KZZ] {S} {Fz}

Tutarh enterpolasyonlarin kullanimini gostermek i¢in ™ terimini quadrature

polinom y® teriminiise lineer polinom formunda segilir. Bu enterpolasyon se¢imi

ol .- 12 .. 2 L
icin K™ matrisi 3x3, K matrisi 3x2 ve K matrisiise 2x2 boyutlarinda olur. EI ve

GAkskatsayilar: sabit alinirsa matrislerin a¢ik formlari su sekilde ifade edilmistir.

o |7 81
[K*]= |8 16 -8 (2.129)
11 -8 7
ea | >
[K*]==5= 4 4 (2.130)
1 5
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[Kzz]zﬂ{l —1}+GA|(SL‘{2 1} (2.131)

Eleman denklemi su sekli alir:

[ 7GAk,  8GAk,  GAK, _ 5GAk, _ GAk,
3L, 3L, 3L, 6 6
8GAk, 16GAk 8GAk 4GAK 4GAK e e e
_ S S _ s s _ s Wl f1 Q1
3L, 3L, 3L, 6 6 W ¢ .
GAK, 8GAk,  7GAK, GAK, 5GAK, ° : Q
3'—9 - SL SL 6 6 W2 = fZ + Q3 (2.132)
€ e S 0
_5GAk, 4GAk,  GAk,  El GAkL,  El GAKkL, ||~ 0 Q.
6 6 6 L 3 L 6 |® Q
_GAk,  4GAk, 5GAk, EI GAkL, El GAkL,
| 6 6 6 L, 6 L, 3 |

Q,3. digim noktasinda bir enine kuvvetti ve Q,, Q, kesme kuvvetlerini ve Q,, Q,

ise 1. ve 2. diiglim noktasindaki egilme momentlerini ifade etmektedir.

Elemanin orta diiglim noktasindaki 3. nodun diger eleman nodlariyla bir iligkisi
bulunmamaktadir. Bu nedenle, elemanin farkli duigiimlerinde farkh sayida
serbestlik derecesi vardir. Bu nedenle bu elemanlarin birlestirilmesi ve bir
bilgisayarda uygulanmasi zorlagsmistir. Bundan dolay1 eleman denklem sistemi

icerisinde 3. diigiim noktasindaki serbestligi w, sistemin disinda birakilarak 3. nod

elenir. Boylece eleman denklem sistemi indirgenmis olur.

Esitenterpolasyon (m=n) kullanilirsa tiim (2.132)’deki altmatrisler ayni boyutta n x
nolurlar. Ki' ve Ki?, KZ?'nin ilk kisminda oldugu gibi aynen degerlendirilir. K3

‘nin ikinci kismi azaltilmis integrasyon kullanilarak degerlendirilmistir. Dogrusal

enterpolasyon secimi yapilarak fonksiyonlar ve GAK, 'lerin ve EI 'nin sabit

degerleri i¢cin matrisler asagidaki gibi acik degerlere sahiptir:

GAk [ 1 -1]
(K" ]= ,_es__l 1| (2.133)
k. [-1 -1]
[K”]:G"; S_1 L (2.134)

43



»7_ EI[1 -1] GAkL|1 1
[K ]_Li_l J+—4 L J (2.135)

[KM} 'nin ikinci kismini degerlendirmek icin tek noktal entegrasyon kullanilmistir.
GAKk, 'lerin ve EI 'nin sabit degerleri i¢in [K“] [Kn} ve [KZZ} In ilk kismi ayni

sekilde tek-noktali quadrature yontemi ile degerlendirilmistir. Bu nedenle [K“ﬂ J

icin tek tip tek-noktall entegrasyon tiim gereksinimleri karsilamistir. Boylece,

indirgenmis yeni matris takimi asagidaki gibi elde edilmistir [91].

[ GAK, GAK, GAK, GAK,
L, 2 L 2
_GAk, GAkL, El GAk, GAkL, EI|[w )
2 4 L, 2 4 L. || s,
GAk, GAK, GAK, GAK, W, (2.136)

L 2 L, 2 s,

_GAk, GAkL, EI GAk  GAkL, EI
2 4 L 2 4 L, |

Ayrica, yaklasim derecesi ve eleman sayisi artirilirsa kayma kitlenmesi problemini
ortadan kaldirmak i¢in integrasyonun indirgenmesine ihtiya¢ duyulmayacaktir

[91].
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3

TEORI VE FORMULASYON

3.1 Fonksiyonel Derecelendirilmis Mikro Kiris Formiilasyonu

3.1.1 Klasik Karisim Kurali

FD mikro kiris iki farkli malzemeden (genellikle seramik ve metal) yapilir. Malzeme
fazlarinin hacim oraninin Kklasik karisim kuralina dayandigi varsayilir. Bir
malzemenin hacimsel oraninin, kalinlhk dogrultusunda siirekli olarak degistigi

varsayilir ve malzeme dagilimi asagidaki gibi tanimlanir [45].

ety
" \h 2 (3.1)

V,=1-V,

Burada c ve m alt indisleri sirasiyla seramik ve metal fazlarn gosterdigi durumda, Vi
ve V. sirasiyla seramik ve metal hacimsel oranlari ifade etmistir. “z”, kirisin kalinhi g1
dogrultusundaki koordinat olup Sekil 3.1 ve Denk. (3.1)’e bakildiginda kirisin tist
yluzeyinin saf seramikten ve Kkirisin alt ylizeyinin saf metalden olustugu
gosterilmistir. Buna ek olarak, k, z dogrultusu boyunca degisim yogunlugunu
kontrol eden malzeme dagiliminin kuvvet yasasi indeksidir. Poisson oraninin
kalinlik dogrultusu boyunca sabit oldugu varsayilirken, Denk. (3.1) FD Kkirisin
homojen olmayan malzeme 6zellikleri olan yerel efektif elastisite modiiliiniin (E) ve

yogunlugunun (p) elde edilmesii¢in uygulanmistir. Klasik karisim kural Denk. (3.2)

'deki gibi verilmistir.

E@)=E,-V.+E_-V,

p@)=p.-V,+p, -V, (3-2)
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3.1.2 Birinci Dereceden Kayma Deformasyon Teorisi

Bu calismada, FD mikro-kirislerin burkulmasi ve titresimi, birinci dereceden kayma
deformasyon teorisi (FSBT) olarak da bilinen Timoshenko kiris teorisi kullanilarak

incelenmistir. Bu teori i¢in yer degistirme alan1 asagidaki gibi ifade edilebilir:

u, = u(x,t)—zo(x,t)
u, =0 (3.3)
U, = w(X,t)

Burada u,, u,veu,, sirasiylax (eksenel),y (genislik) ve z (kalinlik) dogrultularindaki

yer degistirme bilesenleridir ve t, zamani gosterir. Ek olarak U(x), W(x) ve 6(x)

sirasiyla orta dilizlemin eksenel yer degistirmesini, FD mikro-kirisinin z

dogrultusundaki ¢cokmesini ve y ekseni etrafindaki donme acisini ifade etmektedir.

Asagidaki denklemler i¢in, notasyonlar f, fonksiyonui= 1,2,3 degiskenine gore f
fonksiyonunun farklilasmasini belirtmektedir. Buradaki i = 1,2,3 li¢ uzamsal
koordinati (x> 1,y— 2,z— 3) simgelerve f ifadesi f fonksiyonununzamana
gore tiirevini gosterir. Klasik sekil degistirme (&), Cauchy gerilmesi(o), cift
gerilmenin deviatorik kismi (X) ve simetrik egrilik(m) , Denk. (3.3) 'te verilen yer

degistirme alam kullanilarak elde edilmistir. Ustelik, bu tansorler her zamanki gibi

asagidaki formiilasyonlarin bir sonucu olarak elde edilebilir [48]:

1

& ZE(VU +(Vu)T):%(u”+uj,i)=6“ (3.4)
o, = A2t (&), +2u(2)e, (3.5)

1 n 1
2 :E(V®+(V®) )=§(®i,j+®j,i) (3.6)
m; = ZIZﬂ(Z)Zij (3.7)

Burada u;ve ®,, sirasiylayer degistirme alani ve donme vektorii bilesenleridir.

Doénme vektori ©,, su sekilde tanimlanabilir:

®=%curl u (3.9)
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Ayrica, Lamemodiilii olan 4(z) ve x(z), Denk. (3.2) 'de verilen yerel efektif malzeme
parametreleri ile asagidaki formiillerdeki gibi tanimlanabilir:

E(z)v 4(7) = E(2)

Mz)=—————, —
L+v)(1-2v) 2(1+V)

(3.9)

Burada V, Poisson oranidir. Yonetici denklem, baslangi¢ ve sinir kosullari, Hamilton

prensibinin asagidaki gibi kullanimindan ¢ikarilmistir:
t
5jt21(T ~U+W)dt=0 (3.10)

Burada, T, U ve W sirasiyla kinetik enerjiyi, sekil degistirme enerjisini ve uygulanan
dis kuvvetler tarafindan yapilan isi ifade etmektedir. FD mikro Kkirisi burkulma
yukiine maruz kalirsa, sekil degistirme enerjisi iki farkli bolimden olusabilir:
burkulma yiikii nedeniyle olusan sekil degistirme enerjisi ve Kkirisin kesit
reaksiyonlarindan kaynaklanan sekil degistirme enerjisi. Dolayisiyla, bu enerji soyle

tanimlanabilir:
U=U®S+U?® (3.11)

Denk. (3.11) i¢indeki U® bir lineer elastik izotropik malzeme i¢in kirisin klasik

gerilme ve c¢ift gerilme alanlarindan kaynaklanan sekil degistirme enerjisinin bir

parcasidir ve U ® uygulanan burkulma yiikiinden dolay1 olusan sekil degistirme

enerjisinin bir parg¢asidir. Bunlar séyle tanimlanabilir:

:—j oye; +myz )dv (i, j=1,2,3) (3.12)

F =2 [P () dx (3.13)

Buradaki Q, etki alanidir yani kiris bolgesidir. Ayrica, FD kirisin kinetik enerjisi su
sekilde elde edilebilir:

T == [ P@[(0) +(8) +(0,) |ov (314)
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Dis kuvvetler tarafindan yapilan is su sekilde verilebilir:

W :_[qudv+jQ fu dv+M¢9‘g+McwyX

5 +Pulg (3.15)

EC. pc‘ Vc

Em. pm.vm
L

Sekil 3.1 Fonksiyonel derecelendirilmis mikro kiris

Birinci dereceden kesme deformasyon teorisi (FSBT) icin Denk. (3.3)lin yer
degistirme alan bilesenleri Denk. (3.4) ve (3.7)'deki gerilme sekil degistirme
ifadelerinin i¢ine yerlestirilirse asagidaki gibi sekil degistirme, donme ve egrilik

bilesenleri elde edilir:

Exx = u,x - Ze,x
. =%(—0+W,x) (3.16)
e, =—%(9+W,x) (3.17)
1
2y == (Wi +0x) (3.18)

Buradaki, Denk. (3.16), (3.17) ve (3.18)'deki bagintilar (3.5) ve (3.7)deki
denklemlerde yerlerine yerlestirilirse gerilme ve gerilme ciftlerinin sifir olmayan

bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

O =(A2)+2u(2))(u , — 2 )
Oy =0, = —ksﬂ(Z)(l//—Wx) (319)
o, =0, =A42)U,-zv,)
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My == H(I (W, +0,) (3:20)

Burada ks, kayma diizeltme faktoriidiir ve dikdortgen bir kesiticin ks degeri 5 / 6'ya
esitalinmistir. Bu baglamda, (3.16) ve (3.18)’deki denklemler Denk. (3.12) de yerine
yerlestirilirse, toplam sekil degistirme enerjisi elde edilir. Verilen sekil degistirme
enerjisinin ilk varyasyonu alinarak ve kismi integrasyon uygulanarak asagidaki

bagintiya varilir:

L
U == (A +26t0)u = (14 +24)8,,, ) Su
L 1 1
[ (+ 21, +Zﬂolz)axx —K 110 — (A +2p,)U +Zy0|2wxxx + K oW ) 50dx
L1, 1 .,
+J.0 (ZIUOI W,xxxx +(_ks:u0 + P)\N,xx +ZIUOI Qxxx + ksuoe,x)5WdX
+ (A +2u4)U, — (A +214)0,)Sul§ (321)
(U + 2ty + 7 )0~ G+ 20000, + 7 0, )50
+ (_%:uolzw,xxx +(ks/"o _ P)Wx _%#Olzaxx - ksl[loe)é‘W‘g

L
0

o 40
+(Z:u0| WXX+ZIUOI e,x)é‘(w,x)

: - h/2 :

Burada i=0,1,2 i¢in [4,x]= bJ._h/Z[ﬁ(Z), 4(2)]z'dz ve b kirisin genisligidir.
Dis isin ilk varyasyonu basit olarak su sekilde elde edilir:

SW=["tou+ q5wdx+(P§u

b+Qow 3) (3.22)

5+M50‘3+I\7IC5(WX)

M ve I\?IC sirasiyla normal gerilme bileseni o,, ve cift gerilme bileseni m,,

nedeniyle olusan klasik ve mikro dis egilme momentlerini simgelemektedir. P ve Q

eksenel ve kesme ug¢ kuvvetleridir, f{x) ve gq(x) sirasiyla yayili eksenel ve diisey

kuvvetlerdir. Kinetik enerjinin ilk varyasyonu su sekilde verilebilir:

5Ltszt :_fz LLR'O“‘ 1,6)Su+(1,0-1,i) 50+ |OW5w}dx dt (3.23)
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_ . hi2 .
Burada i=0,12 icin I, = bj_hlzp(z)z'dz. Sonug olarak, Denk. (3.10)’da tanimlanan

Hamilton ilkesi ve temel lemma sabitleri kullanilarak FD mikro-kirisinin y6netici

denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

5u:(1’0+2/u0)u,xx_(21+2/’11)0,xx+ f = IOU_Ilg (324‘)

69 : Eﬂ? +2:u2 +%1u0|2j9,xx _ks/uoe_(ﬂl + 2:ul)u,xx

) (3.25)
+Zlu0|2\N,xxx +k51u0\N,x = IZé_ Ilu
1, 1 ., -
oW Zluol W sooex +(_k51u0 + P)\N,xx +Zlu0| e,xxx + ksﬂoe,x —Qq= _IOW (3.26)
Ve sinir kosullari su sekilde verilir:
x=0 ve x=L igin —> (A, +2u)u, —(4,+244)0, =P vyada u=0 (3.27)
- . 1 2 1 2 ~
x:Ovex:ngln—>(/12+2,u2+—,uol ]QX—(ﬂlJrZyl)unyr—yol W, =M
4 4 (3.28)
yada 0=0
x=0 ve x=L igin—>—£,u|2W + (ko1 —P)W —lylze —k u,0=0
4 0 \ XXX s/~0 X 4 0 \XX si0 (329)
yada w=Ww
. . 1 2 1 2 " A
Xx=0 ve x=L igin —>Zyol WXX+Z/UOI 0,=M_, yada w,=W, (3.30)

Serbest titresim problemi durumunda, her zamanki kararlh hal durum tepkisi
varsayilabilir:
w(Xx,t)=w(x)-sin(wt)
u(x,t)=u(x)-sin(wt) (3.31)
A(x,t)=6(x)-sin(wt)

Burada @ dogal serbest titresim frekansidir. Dogal frekans hesaplanirken
(3.26)’'daki yonetici denklemin sol tarafinda bulunan burkulma kuvveti (P) sifira
esitlenmelidir. Diger yandan, bir burkulma problemini analiz ederken dogal frekans
sifira esitlenmelidir. Son olarak statik egilme problemlerini ¢6zerken dogal frekans

ve burkulma yiiklerinin her ikisi de sifira esitlenmelidir. Yonetici denklemler ( 3.24,
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3.26), eksenel ve diisey dogrultular boyunca denge kosullarini kontrol ederken
Denk. (3.25) kesitin donme dengesini kontrol etmektedir. Bir sonraki bolimde
sezgisel ancak sistematik bir yaklasim kullanarak bu denklemlerin nasil
ayristirilabilecegi ve tam bir karakteristik alan denklemleri kiimesi haline
getirilebilecegi gosterilmistir. Bu alan denklemleri daha sonra karisik sonlu
elemanlar formtlasyonunun temelini olusturan yeni fonksiyonelin elde edilmesinde

kullanilmistir.
3.2 Gateaux Diferansiyeli ve Karisik Sonlu Elemanlar Yontemi

Yeni fonksiyonel Gateaux diferansiyeliyle elde edilmistir. Fonksiyonelin tiiretilmesi,
problemin tiim alan denklemlerini gerektirmektedir. Bu denklemleri tanimlamakve
kurmak icin asagidaifade edilecegi gibi biraz sezgisel fakat sistematik bir yaklasim

Onerilmistir.
3.2.1 Gateaux Diferansiyeli

Oncelikle, meydana gelis sebeplerine gére kesit momentleri ve kuvvetleri
tanimlanmasi gerekmektedir. Klasik mukavemette oldugu gibi, egilmeye bagh klasik
moment, M = —EI8, olarak verilen kesitin orta yiizeyin dénmesi ile iyi bilinen bir
iliskiye sahiptir. Burada E elastisite modili, / eylemsizlik momenti olup 6 yalnizca

egilme nedeniyle olusan kesitin dénmesidir. Bu dogrultuda hareket etmek i¢in

toplam donmesi parcalara ayrilmistir.

W, =y (3.32)
y=y+0 (3.33)

Burada p kesme deformasyonundan kaynaklanan kesitin orta kisminda olusan

doénmedir. Simdi bu béliimde klasik moment, Denk. (3.24.b)’deki moment denge

denklemi incelenerek benzer sekilde tanimlanabilir.
M, =-E,0, (3.34)
M,, toplam momentin sadece egilmeden kaynakli kismini olusturur. E, , P-dalga

modiiliintin ikinci dereceden karsiligi olarak veya E, = A, + 2, ile kesit izerine
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entegre edilen sinir modili olarak ifade edilmistir. Benzer sekilde, eksenel
dogrultuda uzamadan kaynaklanan moment bileseni de asagidaki gibi

tanimlanabilir:

M, = Eu

u

x (3.35)

Burada M, eksenel uzamadan kaynaklanan moment katkis1 olup ve E; , P-dalga

modiiliintin birinci dereceden karsiligi olarak veya E; = A; + 2y, ile kesit {izerine
entegre edilen sinir modiilii olarak ifade edilmistir. E;'in homojen bir malzeme
durumunda yok olacagina dikkat edilmesi gerekir. Devam eden incelemelere gore
diger terimlerin karakteristik uzunluk 6lcegi ile momente katki sagladig1 gorilir.

Boylece mikro etkiler nedeniyle moment cifti katkis1 asagidaki gibi tanimlanabilir:

M __G |2 0,x+l//,x
cF 0'm

(3.36)

Burada M_, toplam momente moment cifti katkisin ifade eder ve E, , P-dalga

modiiliiniin sifirinci dereceden karsiligi olarak veya E, = A, + 2p, ile kesit lizerine
entegre edilen sinirmodiilii olarak ifade edilmistir.Simdi toplam moment basitce su

sekilde verilebilir:

M=M+M,+M, (3.37)

Benzer bir akil yiiriitme Denk. (3.24)’de ifade edilen eksenel denge denklemleri

lzerinde kullanilmigtir. Mukavemetteki klasik normal kuvvetin N = EAu, olarak

verilebilecegi iyi bilinmektedir. Burada N normal kuvveti, E elastisite modiiliinii ve
A Kkesit alaninm ifade etmektedir. Benzer sekilde, uzamadan kaynaklanan toplam

normal kuvvete katkis1 asagidaki gibi verilebilir:
Nu = Eou,x (3.38)

Burada N, eksenel uzama nedeniyle olusan toplam normal kuvvete normal kuvvet
katkisidirve E, daha 6nce tanimlanmistir. Benzer sekilde, N, egilmeye bagh normal

kuvvet katkisi olarak verilebilir:
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N,9 = _Elg,x (339)
Boylece toplam normal kuvvet asagidaki terimlerin toplami olarak yazilabilir:
N=N,+N, (3.40)

Klasik kesme kuvveti T, klasik mukavemette oldugu gibi (her zaman dondiirtilmiis

kesite paralel olan) kayma dénmesi » ve kayma diizeltme faktorii k, ile dogrudan

hesaplanabilir.
T =Gokyy (3.41)

Boyut etkileri iceren bir kesme kuvveti, asagidaki gibi her zaman deforme olmamis

x eksenine dik olarak alinan bir kesit tizerinde tanimlanabilir.
H=T+M_, —-Py (3.42)

Yukarida tanimlanan (3.24), (3.25) ve (3.26)’daki denklemler eksenel, diisey ve
donme denge denklemleridir. Bu denklemler kararli hal durum kosullan farz
edilerek yukarida tanimlanan (3.38), (3.39)’deki kesit kuvvetleri ve (3.34), (3.35),

(3.36)’daki momentler cinsinden sirasiyla asagidaki gibi tanimlanabilir.

Ny, + Ny, + f =—@’l,u+o’1,0 (3.43)
H,+q=-o"lw (3.44)
T_Mu,x_Mo,x_Mc,x :a)zllu_wzlze (345)

Buraya kadar problemin tiim alan denklemleri ¢ikarilmistir. Bu bagintilar asagidaki
gruplara gore yeniden diizenlenebilir: Kurucu denklemler (Bilinye denklemleri)

(3.34),(3.35),(3.36),(3.38),(3.39) ve (3.41) sirasiyla asagidaki gibidir.

M M 0
Moo =0, My o M OGt¥Vu_g
E, E, Gl2 2
N N
Su_y =0,  —£4+6,=0, T-Gky=0
EO ' El '
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Kinematik uygunluk denklemleri (3.32) ve (3.33) sirasiyla:
y-w=0, y+0-y=0
Denge denklemleri (3.42), (3.43), (3.44) ve (3.45) sirasiyla:
H-T+Py-M_ =0
f+l,0u—1,0°0+N,, +N, =0
q+l,@’'w+H, =0

T - Lo*u+1,0*0-M_, -M, —M, =0

Alan denklemlerindeki bu pargalanmaya gére mikro kiris 12 serbestlik derecesine
sahiptir. Bunlar M,,M ,M_,N,,N,,H,T,u,w, 8,y ve y "dan olusmaktadir. Bu say,
fonksiyonel elde edildikten ve basitlestirmelericin bazi temel yerine yerlestirmeler
uyguladiktan sonra 10'a indirgenmistir. Devam edilebilmesi i¢in sinir kosullarinin
da tanimlanmasi gerekmektedir. Mithendislik uygulamalarinin ¢ogu i¢in tim sinir
kosullarina ihtiyag olup olmadigina bakilmaksizin genel kosullar dahil edilmelidir.
Boylece geometrik tipi ¢okme (w=w), uzama (u =d) ve donme (6 =68,y =y ) ve
dinamik tipi kuvvet (N =N,H =H ) ve moment (M =M, M, = M_) kosullar1 hali
hazirda mevcuttur. Burada M ve N, sirasiyla denklem (3.37) ve (3.40)'da

tanimlandig1 gibi toplam kesit momenti ve kesit normal kuvvetidir. Boylece

geometrik kosullar asagidaki gibi olusturulmustur. Sinir denklemler (3.46-

3.53)'deki J2 faktoru, sonraki sayfalarda aciklanacaglr gibi fonksiyonelin

gelisiminde tutarhlik i¢in gereklidir.

[, Uzerinde —% +% =0 (3.46)
[, Uzerinde —% + % =0 (3.47)
[, Uzerinde % - % =0 (3.48)
[, Uzerinde % —% =0 (3.49)



Dinamik veya dogal (kuvvet) kosullar asagidaki gibi olusturulmustur.

[, Uzerinde - =0 (3.50)

. N
[, Uzerinde -—=-

I, Uzerinde —=-—==0 (3.52)

‘ 2 ﬁ

C+ U+

I',, Uzerinde &+%+%— —= =0 (3.53)
§ V2 V2 V2 (V2 V2 2 '

M. M mgj
Cogu zaman, bir dizi yonetici denklemler i¢in agirhikli bir artik form veya zayif bir
form elde etmek kolaydir. Fakat ilk varyasyonunun sinir kosullar1 da dahil olmak
lizere bir problemin yonetici denklemlerine esdeger olacak sekilde iliskili bir
fonksiyon elde etmek her zaman mumkiin degildir. Verilen sinir kosullarina sahip
bir yonetici denklemler sisteminin bir ortak fonksiyonele aktarilip
aktarilamayacagi, denklemler sistemi ve sinir kosullar tizerine yazilan operator
formunun yapisina baghdir. Eldeki problem i¢in diferansiyel operatoriin matris

formu su sekilde verilebilir.

Q(v,F)=Rv+F (3.54)
|:Rdd 0 } |:Vdd } [Fdd }
R = y V= y F =
0 Ry Vbo Fob

Burada Q operator olup alt matrisler R,,, R, ve alt vektérler v, v,,, Fy, F,

bilesenlerinin agik formlar1 asagida verilmistir.
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[YE, 0 0 0 0
0 0 0 0 Vg
0 0 1YG)2 0 0
0 0 0 YE, 0
0 VE 0 0 0
w0 0 0 0 0
“lo 0 0 0 0
0 0 0 d/dx  d/dx
0 0 0 0 0
0 0 -d/dx 0 0
—-d/dx -d/dx -d/dx 0 0
0 0 0 0 0
[0 0 0
0 0 0
0 0 0
R [0 00
10 0 0
0 0 -1
0 1 0
|1 0 O
M
M, 4 -
M, (M, +M,+M,)/+2
N, M. /N2
N, (N, +N,)/¥2
H H/V2
e L N N
u u/~2
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d/dx  d/dx

2
-0l

-
o
O O O O kP O O O o o o

@

o O T o o
o

0 -Gk, |

0/+2

/2

-0/\2
~i\2

H/2

(N9+Nu)/\/§
-M, /2
—(I\7I0+I\7Ie+l\7lu)/«/§

Denklem (3.54) tiim alan denklemlerini ve sinir kosullarini igerir. Her bir Raa satiry,

12 alan denkleminden birine karsilik gelir. 1. siradaki Denk. (3.34)’e, 2. siradaki
Denk. (3.38)’e, 3. siradaki Denk. (3.36)’ya, 4. siradaki Denk. (3.39)’a, 5. siradaki
Denk. (3.35)’e, 6. siradaki Denk. (3.32)’ye, 7. siradaki Denk. (3.33)’e, 8. siradaki
Denk. (3.43)’e, 9. siradaki Denk. (3.44)’e, 10. siradaki Denk. (3.42)’ye, 11. siradaki
Denk. (3.45)’e ve son olarak 12. siradaki Denk. (3.41)’e karsilik gelmektedir. Bu

diizen siradan gibi goriiniiyor olsa da operatoriin iligkili bir fonksiyonel forma geg¢ip

gecemeyecegi ile yakindan iliskilidir. Diger bir deyisle, bir operatoriin potansiyel
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olup olmadig1 Gateaux tiirevi aracihgiyla test edilebilir [86]. Q operatoriiniin

homojen formu su sekilde verilebilir:
Q(v)=Rw (3.55)

Gateaux tiirevi su sekilde tanimlanir:

aQ(v.7)= gim(é(é(v+¢&)-é(v))j (356)

Operator dogrusal oldugu icin asagidaki bagintiy: elde etmek kolaydir.
dQ(v,v)=Q(v) (3.57)

Simdi potansiyel operatoriin kosulu [86] referansinda bir i¢ carpani temsil eden

(a,b) =ab ile Denk. (3.58)'deki gibi verilmistir.

(dQ(v,7)7)=(dQ(v,7).7) (3.58)

Veya Denklemler (3.55) ve (3.57) kullanilarak Denk. (3.58)’in yerine esdeger olan
asagidaki denklem yazilabilir:

(R¥) v=(R#) v (3.59)

Burada t transpozisyonu gostermistir. Denk. (3.59)’da tiim girdiler sabitse matris
operatoruniin ana kdsegene gore simetrik olmasi gerekmektedir. Simdiki durumda,
R'deki birinci mertebeden (d/dx) diferansiyel bilesenler kismi integrasyon
gerektirir, boylece (3.58) bu terimleri tutar ve kismi integrasyondan kaynaklanan
iliskili sinir terimleri antisimetrik olmalidir. Bunun bdyle oldugu (dolayisiyla
denklemlerin satir sirasi ve sinir kosullarindaki faktor \/E) daha 6nce verilen R'nin
acik ifadelerinde goriilmiistiir. Bu nedenle (3.54)'de Q ifadesi potansiyel bir
operator olup ilk varyasyonlari, problemin yoOnetici denklemlerine ve sinir
kosullarina karsilik gelen iliskili fonksiyonel formdur. Bu iligkili fonksiyonel [86]'ya

gore asagidaki gibi verilebilir:
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J(v)=]{Q(nv.F)w)dny (3.60)

o'—.r—\

Denk. (3.60)’daki operator uygulanilirsa hali hazirdaki problem i¢in asagidaki

fonksiyonel, alan terimleri icin [a b]:IOLabdx ifadesi ile sinir terimleri igin

[a 5] =a 5‘: ifadesi ile elde edilir.

If}{g"—ﬂ{;\g}{M“ENG}E[NU 0]—1[N9 ﬁ]—%[H v‘v]+%[|v|cé}
M, ]+ [M 9]+ M, y]+[f u]+= [ }+%[N u}%[l o] +[q W]
}——[M 9}——[M 0)+[10]
[lwue] et Hu]-3 Wy ]Iyl [Py ]egwh, -2 oM, ]
SN

M

J(v):{2

} I o W [T;/]—— G K ;/ [ (3.61)

Arym-2om,,)-2om,, e duw, Je J[ J-A,]

_aHW] rw,6,]+ [Me] [MwJ [ V]

(3.42) ve (3.44)'deki T =H +Py —M_, ve ¥ =¥ —0 denklemleri sirasiyla T ve y
icin Denk. (3.61) icine tanitilarak bir basitlestirmeye gidilebilir. Boylece T ve y 'nin

ortadan kaldirilmasiyla fonksiyonelin daha basit bir formu (J*) elde edilir. J°
fonksiyoneli, 10 bagimsiz degiskenden v’ ={M,,M,,M_,N,,N,,H,w,u,8, v}

meydana gelmistir.
oo [2M2] IMZT INZT TMUNG T 1 op Lo o7 Loy
J(V)=|:GO—|§:|+|:2—E2:|+|:E}+{TI:|—E[NU U]—E[NH U]—E[H W]-l- M 0:| 2|:M 9}

M, é}r%[MC g+ f u]+%[|\]u u}+%[l\]9 u}+%[lowzuﬂ+[q W]+%[l:| W}+%[Ioa)zwz}

27 1y Irw lrw 2 Ire op

) }—E[Mc 0}—E[Mu 9}—E[Mg 0]-[Lo u6 ]+ 21,06 +[Hy] (3.62)

L1 1 1 1 1 1 1
M.y [+ [Pyt T+ [wH, J-2[oMe, J- 2w M, =S [om,, ]- (oM, J+[u N, ]

+

)

— o o
oD

< (,,x
_~
<

NI NP N N

+
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3.2.2 Karisik Sonlu Elemanlar Formiilasyonu

Karisik formiilasyon, tiim alanlar i¢in sekil fonksiyonlarinin tanitilmasiyla elde
edilebilir. Fonksiyonellin yakindan incelenmesi neticesinde dogrusal sekil
fonksiyonlarinin kullanilabilecegi goriilmiistiir. Boylece C? tipi sekil fonksiyon
yaklasimi kullanilmistir. Diiglim noktalarindaki serbestlik dereceleri Sekil (3.2)’de
gorildigii gibi nodal yer degistirmelerden, donmelerden, momentlerden ve

kuvvetlerden (M,,M,,M_,N,,N,,H,w,u, 8,y ) olusmustur.

W6 6: Vs Wi o 0 \:
l m uz ¢ ¢ m uz
Wi W2 1‘1‘;1 ‘.T;:
Mul,Mﬁl,Mm quz,MS:,Mc: ﬁm,ﬁel,ﬂm ﬁu:,ﬁe:,ﬁcz

NmrNel‘_C TH H¢ ;_’ b2, Ne: ﬁm,ﬁel Iﬁ; E{ ﬁu:,ﬁe:

Sekil 3.2 Karisik sonlu elemanlar i¢in diigiim noktalarinin serbestlik dereceleri: a)
diigiim bilinmeyenleri b) 6ngoriilen kosullar

Bilinen sekil fonksiyonlar1 olan ¢ ve ¢,’yi kullanarak i=1,2 degerleri i¢in

My, M, M, N, Ny Hiw, 0,6, elemanlarinin - nodal  degerleri  lzerinde

yaklasimlar tanitilabilir.

X X
¢(X) =1—re, #,(X) :E

M, (x) =ZM9,¢. MU(X)=ZMU,¢. MC(X)=ZMC,¢.
N, (x) = Z Nog N = ZNM H(x) = ZHif/ﬁi (3.63)

000=3.04 W)=Y ud w)=Dwd v00=>pé

Denk. (3.63), Denk. (3.62)'in icine yerlestirilip fonksiyonel {lizerine kararli hal

durumu tanitilirsa eleman denklemleri asagida verildigi gibi matris formunu alir:

[K]AJ=[F] (3.64)
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{[K]+P[s]}[A]=0 (3.65)
{[K]-@*[M]}[A]=0 (3.66)

t
Burada [A] :[M61 My Mg Ny N Hiu w6 Mg, M, M, Ny, Ny, Hy u, w, w7, 6, ]
bilinmeyen nodal parametrelerin bir vektortudir. Ayrica [K], [S] ve [M] sirasiyla

eleman davranisinin, stabilitesinin ve kiitlesinin simetrik matrisleridir. Son olarak

[F] yuk vektori olup tanitilan matrisler asagidaki sekilde elde edilmistir.

o [M]i?izéaiz[ai;;} 15), = ai{aAaA] [F ]__aT :

P=0 j=1,2,..N

823"
(K] " GAOA,
j

Bilesenlerin agik formlari su sekilde verilmistir.
[F] = [F]l U[F]2 ve g ve f eleman bazindaki sabitler i¢in
1 1ra A A . Y . R A .
[FI'=5[4.6,0+9)~ —0 i ~(fL, +N) (AL, + H) ~My ~M, |

1r ~ & A S n A A R
[F]z ZE[_QZ =0, —(6,+y,) 0, U, W, —(fL, +N,) —(qL, + H,) =M, — M, }

[S]g;9 :[5]1;9 = 2[8]9;19 = L, /3 ve diger elemanlar i¢in [S]i;j =0'r i,)=12,..,20

[M ]77 :[ ] [M ]1717 :[M ]18;18 = 2[M ]7;17 = Z[M ]8;18 = IOLE /3
[ ]1010 [ ]2020 [M]10;20:|2Le/3

[M]mo :[M]N;ZO :Z[M]lo;ﬂ ZZ[M]no =-IL./3

ve diger elemanlar i¢in [ M ]i:j =0'dir i,j=12,...,20
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(K], =[K],., =2[K],, = L./ (3E,)

(K1, =[K]up =2[K],,, = 4L,/ (3G,12)

(K1, =[K],. =2[K],.. = L,/ (3E)

(K] =[K s =2[K ] = L/ BE,)

[Kge =[Kligse =2[K]sye =2[K ]y = Lo /3

(Ko =[K]u = [K]QO_ ~Gok,L, /3

(Koo =[K o = ~[K Lo = ~GokiL, /3

K] = (Ko = ~[K e :[K]mo ~Gyk,L, /6

(Ko = [K oo = [Klyyg =[K o =[K s =[K ] s =[K ey =172

8;
[K]4;l7 = [K]5;17 = [K]G;IB = [K]9;13 = [K]lo;ll [ ]1012 [K]m 13 = _1/ 2
ve diger elemanlar i(;in[K]i;j =0'dr i,j=1,2,...,20

Denk. (50.a) statik deformasyon analizini, Denk. (50.b) stabilite analizini ve Denk.
(50.c) serbest titresim analizini vermektedir. Sonlu elemanlar1 birlestirme
prosediiri her zamanki gibi gerceklestirilebilir. Kritik burkulma ytiklerini ve serbest
titresim frekanslarini elde eden 6z deger analizi icin uygun herhangi bir yontem

kullanilabilir.
3.3 Termal Etkinin Formiilasyona Uygulanmasi

Termal etkinin formiilasyona uygulanabilmesi i¢in ilk olarak elastisite modiiliiniin,
malzeme yogunlugunun ve termal genlesme katsayisinin (o) klasik karisim kuralina

gore asagidaki gibi tanimlanmasi gerekir:

(g
©{h 2 (3.67)

V. =1-V,

E(z)=E.-V.+E, -V,
p(z):pc 'Vc * Pm 'Vm (368)
a(z)=a .V, +a,V,
Birinci dereceden kayma deformasyon alan denklemleri daha 6nce ifade edildigi
gibi kullanilarak termal gerilmeninde (¢') dahil edildigi yeni gerilme bagntilan

Denk. (3.69)’daki gibi elde edilmistir.
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oy = AD)tr ()8, +2u(2)e; — (34 +2p) a(2) AT 5

O =—ATa(2)(34(z) +2u(2) ) +(A(2) +2(2) ) (U, — 29 ,)
O =0y =K u(2)( —w,)

o, =0, =—ATa(2)(34(2) +2u(2))+ A(2) (U, — 2y, )

vy

(3.69)

o;;» termal etkininde dahil edildigi en genel gerilme ifadesidir.i,j=x,y,z degiskenleri

yerlerine yazilip sifir olmayan degerler Denk. (3.69)'da gdsterilmistir. Denklem
(3.69) kullanilarak, Cauchy gerilme tensérii Duhamel-Neumann termoelastik
kurucu yasadan bulunmustur [87]. Ayrica, Cauchy gerilmesinin termal (sicaklik)

kismi Denk. (3.70)’de gosterilmistir.

O'iJT = (B4 +2u) a(z) AT o
oy =0y, =0, = ATa(z)(34(2) + 2u(z))

XX

(3.70)

Termal etkinin gerilme halinde formiilasyona dahil edilmesiyle sekil degistirme

enerjisi tekrardan Denk. (3.71)’deki gibi ifade edilmistir.

U=US+U®? (3.71)

us, dogrusal elastik bir izotropik malzeme icin kirisin gerilme ve gerilme ¢ifti
alanlarindan kaynaklanan sekil degistirme enerjisinin bir parcasi olup U® ise

uygulanan burkulma ytkiinden ve sicaklik degisimlerinden kaynaklanan sekil

degistirme enerjisinin bir parcasini simgelemektedir. Her iki farkli parga su sekilde

tanimlanabilir:
us :%jg(gijg” wmz,—ore)dv (i j=12,3) (3.72)
ue :—%IOL(P+ NT)(w,x)” dx (3.73)
Ve
NT =b ﬂl[%ja(z) AT dx (3.74)
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Burada Q ve AT sembolleri sirasiyla kiris etki alanini ve sicaklik degisimini ifade
etmektedir. Ayrica, FD kirisin kinetik enerjisi Denk. (3.14)’de tanimlandig1 gibi
kalmistir. D1s kuvvetler tarafindan yapilan is termal etkinin dahil edilmesiyle Denk.

(3.75)’deki gibi tekrardan tanimlanir:

VV:Lﬂde+k(f+CMﬂjudv+Pu;+QM/ o (3.75)

L L
s+M 054M, w,

Bu boliimde, yonetici denklemler, baslangi¢ve sinirkosullari referans [48] 'e benzer
sekilde tiiretilmistir. Sonu¢ olarak, termal etkinin de dahil edildigi yeni sekil

degistirme enerjisinin ifadesi su sekilde verilir:
L L 1 .,
OU == (G +2010)0 5= (4 204)0,, ) OU = [ ({208, + 5 1) )0 = K, 10
- (ﬂ'l + 2/11)u,xx + %ﬂol ZW,xxx + ks:uOW,x)é‘HdX + _[OL (% zuolzvv,xxxx +(_ks:u0 + P + COAT)WXX

10,0+ o, JOWEK (U + 2000, — i +244)0,)30];

1 1 3.76
+ (A4, +24, +Z,LIO|2)QX ~ (4 +2u)u, +Zﬂo'2"\’,xx)59|5 (3.76)

+ (_%fuolzw,xxx +(k51u0 -P _COAT )WX _%'uolze'xx - k5ﬂ00)§W|é

L
0

1 . 1 5
+(Z:u0| VV,XX+ZIuOI ex)g(wx)

Burada C;= bj

-h/2

hi2 ( E(z)
1-2v

—ja(z) z'dz,—>i=0,1 seklinde tanmimlanmistir. Dis
kuvvetlerin ilk varyasyonu su sekilde elde edilir:

W = [[(f +C, AT ) 8u +qéwdx —C, AT 5dx

é) (3.77)

+(P5u LG ow

s+MSB|5+M 5 (w, )

Son olarak, Hamilton ilkesi ve temel lemma sabitleri kullanilarak termal etkinin

dahil edildigi yeni yonetici denklemler ve sinir kosullar1 asagidaki gibi elde edilir:

ou (/,LO +21u0)u,xx _(/’Ll+2/’11)0,xx +COAT +f = IOu - |10 (378)

56[12 +2:le +%ﬂ0|2j€,xx _ksﬂoe_(ﬂ’l + Zlul)u,xx +%ILIOI2VV,XXX + ks:uow,x _ClAT = Izé_ Ilu (379)
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SW: iyol W +(— ks:u0+P+COAT)\N,XX+%:u0|20,xxx+k:u09,x_q:_IOW (3.80)

3 XXXX

x=0 ve x=L igin > (A +2)u,— (4 +244)0,=P yada u=0 (3.81)

A

x=0 ve x=L iQin—>[ﬂz+2ﬂz+%ﬂo|2JQx—(%+2M)U,x+%ﬂo|zwxx=M

(3.82)
ya da 0=0
x=0 ve x=L igin—>—lylzw + (Ko —P+C, AT )W —iulze
4 0 L XXX s/70 0 WX 4 0 XX (383)
—ku,0=0Q vyada igin w=W
. . 1 2 1 2 " A
x=0 ve x=L igin —>Zyol \N,xx+ZluO| 0,=M, yada w, =W, (3.84)

Termal etkinin dahil edilebilmesi icin Denklemler (3.78), (3.79), (3.80) daha 6nce

ifade edildigi gibi gerilme bilesenleri cinsinden tekrardan tanimlanmistir.

Ny, + Ny, + f +CoAT = -0’1 u+ ’l,60 (3.85)
H,+q=-olw (3.86)
T-M,,—M,, —M_, —C AT =&’l,u—w’l,0 (3.87)

Yukarida elde edilen termal etki dahil edilmis yeni yoneteci denklemler kullanilarak
daha 6nce FD mikro Kiris i¢in elde edilen fonksiyonelde izlenen prosediir aynen
tatbik edilmistir. Boylece termal etki dahil edilmis Denk. (3.88)’deki yeni fonsiyonel

elde edilmistir.

J*(v*){ZG’\:llE HZAEZH;\IEJ{MEFIHH[N ﬂ]—%[Ng ﬂ]—%[H w]+1[MC é}%wu é}
%[M é}i[M g+ [f u]+[C, AT u]%[l\]u u}%[l\]au} ;[Owu J+law)+=> [H w} ;[Iowzwz}

1

-[C, AT 6]- [GK y- 9)}‘E[Mcg}%wuHHWﬁH'W”ﬂ%[lzwzazp[w]

—%[MC W}%[PW ]+E[C° AT V/Z}%[WHX}[&(H +(P+C, AT) y =M, )]-[y (H +(P+C, AT)y=M_ )]

(3.88)

-0+ (H 4P+, AT =M - [oM,, ]Sy M J- oM, J-Tom, - fuw, ]

1 1 1 1 1 1 1 1
+E[u NM—E[Nu uyx}—E[Nguyx}—E[H WYX]+E[MCQX]+E[MUQJ+7[MQQJ+E[MCV/J

Bu yeni fonksiyonel kullanilarak karisik sonlu elemanlar formiilasyonu daha énce
tiredildigi gibi yine aym sekilde termal etkiye sahip yeni sonlu elemanlar
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formilasyonu tiiretilmistir. Ayrica yeni olusan karisik sonlu elemanlarin rijitlik,

stabilite ve kiitle matrikslerinin ve yiik vektoriiniin agik formlar su sekilde verilir:

Termal etkili ylik vektorii:
[F] = [F]l U[F]2 ve g ve f eleman bazindaki sabitlerigin
[FT :E[el 6, (6 +) ~ 0, ~ 0, —g — (fL, + N, +CoLAT) - (al, + Hy) - M, — (M, +C,LAT) |

1Ir ~ & A A A a ~ n . .
[F] :E[_gz =0, (6, +7,) 0, 0, W, — (L, + N, + C,LAT) = (oL, + H,) =M, (M, +C,LAT)
Stabilite matrisi:
[S]g;9 :[5]1;9 = 2[8]9;19 =L, /3 ve diger elemanlar i¢in [S]i;j =0'r i,)=12,..,20
Kiitle matrisi:

[ ]77 :[ ] [M ]1717 :[M ]18;18 - Z[M ]7;17 = 2[M ]8;18 = IOLe /3
[ ]1010 [ ]20 20 [ ]10;20 - IZLe /3

[M ]7;10 =[M ]17;20 - 2[M ]10;17 2 Z[M ]7 20 = I1I‘e /3

ve diger elemanlar igin[M ]i;j =0'dr i,j=12,...,20

Termal etkili rijitlik matrisi:

[K] :[K]llll :Z[K]l;ll =L, /(3E,)

(K], =[K]sis = 2[K],,, =4L. 1 (3Gln)

(K], =[K],. =2[K],,. = L,/ (3E)

(K], =[K e = 2[K ], = L/ 3E,)

[Kleo = [Kligae = 2[K]yus =2[K]s s = L /3

[Kloo =[Kligao =~ [Kls1o = ~Gok,Le /3+C,LAT /3

(Koo =[K Lo = ~[K g = ~GokiL, 13+ C,LAT /3

[Klsss == [Kls00 = ~[Klious =[Klig00 = ~CokiLe /6+C,LAT /6
(Ko = [Klp =[K o = [Klizo = [K = [K s =[Klgys =1/2

[K]4;l7 = [K]5;17 = [K]G;IB :[K]9;13 = [K]lOJle = [K]10312 :[K]lol?z = 1/2
ve diger elemanlar ig:in[K]i;j =0'drr i,j=1,2,...,20

65



A

SAYISAL UYGULAMALAR VE SONUCLAR

4.1 Sayisal Uygulamalar

Bu béliimde, Karisik sonlu elemanlar formiilasyonu, statik egilme, serbest titresim

ve kritik burkulma ytkleri agisindan onceki c¢alismalar ile karsilastirilarak
dogrulanmistir. Karsilastirma yapmak icin ¢okme W, moment M , normal kuvvet

N, dogal frekans @ ve burkulma yiki P, i¢in asagidaki boyutsuz nicelikler

kullanilmistir.
— M S\
w- ¥ M =— N =—
L gL qL
4 _ 2
5= o P AL P.=P,. L
E. .| E. .|

Asagidaki genel sinir kosullari, ankastre-ankastre (C-C), mafsalli-mafsall (H-H),
ankastre-serbest (C-F konsol), ankastre-mafsal (C-H) ve mafsal-serbest (H-S) sinir

tipleri i¢in tanimlanmistir.

u=0 u=0 N =0 ya da P, (stabilite problemleri icin)
Ankastre —» sw=0 Mafsal - <w=0 Serbest - <H =0
y=w, =0 M=M,=0 M=M,=0

4.1.1 Formiilasyonun Dogrulanmasi

Tim dogrulama hesaplamalarinda (statik, serbest titresim, burkulma) Kkirisin
genisligi kirisin kalinhiginin iki kati1 olarak segcilip (b = 2h) uzunluk skala parametresi

[48]'de oldugu gibi (Im = 17,6 um) alinmistir. Kayma duiizeltme faktori (k. ),
dikdortgen kesitler icin k. =5/6 oldugu varsayilmistir. Ustelik dogrulama statik

¢okme senaryosuyla baslamistir. Homojen malzemeden yapilmis bir konsol kiris
(E=1.44 GPa, v=0.38), F=10-* N’luk bir u¢ kuvveti ile yiiklenmistir. Konsol kirisin

boyutsuz u¢ ¢cokmesi ( W, ), referans [88]'de verilen analitik ¢6zim vasitasiyla
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hesaplanmis olup simdiki karisik sonlu elemanlar formiilasyonu sonuglariyla
karsilastirilmistir. Karsilastirma 5, 10, 20, 50 arasinda degisen L/h degerleri ve 1,
2/3ve 1/3 arasinda degisenim/h degerleriicinyapilmistir.Bu degerler Tablo 4.1’de
goriilebilmektedir. Ayrica, goreceli ortalama hata ytizdesi (ARE%), mes belirleme
icin hesaplanmis olup Tablo 4.1’de verilmistir. Kesin ¢6ztime kiyasla 10 sonlu
eleman igin ARE%'nin 0,5'ten az oldugu ve 80 eleman i¢in 0.006’ya diistiigu

gozlemlenmistir [88].

Tablo 4.1 Bu ¢alisma ile bir konsol mikro kirisi i¢in elde edilen statik egilme

sonuglarinin kesin ¢oziimlerle karsilastirilmasi

Wi Kesin Bu Cahisma
L/h Im/h - NE=10 NE=20 NE=40 NE=80
1 0.00194 0.00195 0.00195 0.00194 0.00194
5 2/3 0.00139 0.00140 0.00139 0.00139 0.00139
1/3 0.00056 0.00056 0.00056 0.00056 0.00056
1 0.00735 0.00738 0.00736 0.00736 0.00735
10 2/3 0.00532 0.00534 0.00533 0.00532 0.00532
1/3 0.00215 0.00215 0.00215 0.00215 0.00215
1 0.02898 0.02908 0.02901 0.02899 0.02898
20 2/3 0.02104 0.02111 0.02106 0.02104 0.02104
1/3 0.00849 0.00852 0.00850 0.00849 0.00849
1 0.18037 0.18097 0.18052 0.18041 0.18038
50 2/3 0.13104 0.13148 0.13115 0.13107 0.13105
1/3 0.05292 0.05309 0.05296 0.05293 0.05292
ARE (%) 0.362 0.097 0.026 0.006
Tablo 4.2 Malzeme 6zellikleri [48]
Elastisite modiilii E (GPa) Yogunluk p (kg/m?) Poisson oram V
Aluminum 70 2700 0,23
Alumina 380 3800 0,23
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Fonksiyonel olarak derecelendirilmis mikro Kkirisler icin serbest titresim ve
burkulma karsilastirmasi, literatiirde iyi bilinen baska bir sayisal yonteme goredir:
Genellestirilmis Diferansiyel Quadratiir Yontemi (GDQM). Karsilastirma igin
referans [48]'de GDQ metodu kullanilan fonksiyonel olarak derecelendirilmis mikro
kirislerin serbest titresim ve burkulma analizlerinden faydalanilmistir. [48]'de
oldugu gibi, mafsalli-mafsalli ve ankastre-ankastre mikro kirisler, Tablo 4.2'de
verilen malzeme 6zellikleri ile secilmistir. GDQM deneme sayisi icin, yakinsama
calismasi lizerinde daha fazla gelisme goriilmedigi gozlemlendiginden noktalar 80
olarak secilmistir. 20, 40 ve 80 eleman kullanilan bu ¢alismada GDQM ve karisik
sonlu elemanlar yontemi formiilasyonu i¢in Tablo 4.3 boyutsuz serbest titresim @

karsilagtirmas1 ve Tablo 4.4 boyutsuz burkulma yikid P, Kkarsilagtirmasi

gosterilmistir. Tekrardan 5, 10, 20, 50 degerleri arasinda degisen L/h degerleri ve 1,
2/3, 1/3 arasinda degisen In/h degerleri icin karsilastirma yapilmistir. Ayrica,
derecelendirme parametresi k= 2,5 olarak ayarlanmistir. ARE% 'den gozlendigi gibi,
bu c¢alismanin karisik sonlu elemanlar sonuclarinin, 80 noktali GDQM'ye gore
hesaplanmasinda miikemmel bir uyum bulunmustur. Goéreceli ortalama hata oram
(% ARE), 20 elemanh mafsalli- mafsalli sinir kosulu icin 0.025'ten az 40 ve 80
eleman i¢cin bu orandan daha distk olup fakat bu degere yakin gorilmistiir.
Boylece, bu calismanin bu durum ic¢in varsayilan 6nemli hane sayilar1 dahilinde
yakinsamaya ulastigl sonucuna varilmistir. Ankastre-Ankastre sinir kosulu igin
mevcut eleman sayisinin artmasiyla birlikte, 20 elemanin kullanimi icin ARE%
0,06'dan daha az ve 80 eleman kullanilarak % 0.003'ten daha diisiik ARE iirettigi
goriulmektedir. Ayrica, eleman sayisina (NE) gore goreceli hatanin ortalama L2
normu, Tablo 4.1'deki statik egilme ¢oziimlerine dayanarak Sekil 4,3’te verilmistir.
Log-Log grafigi icerisindeki egim ¢izgisi, O(NE~%73%)'nin yakinsama oranini ya da

2.736

tipik eleman boyutu /e kullanarak esdeger olarak O(l, )'nin yakinsama oranini

gostermistir.
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1.E-02

—O-MFEM
1.E-03

1.E-04

Log Ort. L> Géreceli Hata

1.E-05
10 100
LogNE

Sekil 4.1 Eleman Sayisina (NE) Karsi Log-Log Ortalama L2 Géreceli Hata Grafigi

Tablo 4.3 Mafsalli-mafsalli ve ankastre-ankastre FD mikro kirisleri icin MFE
yontemiyle elde edilen boyutsuz temel frekanslarin GDQ yontemi sonuglar ile
karsilastirilmasi (k=2,5)

Mafsalli-Mafsalll Ankastre-Ankastre
GDQM Bu Calisma GDQM Bu Calisma

S

L/h | Im/h| N=80 | NE=20 | NE=40 | NE=80 | N=80 | NE=20 | NE=40 | NE=80
1 |19.936 | 19.912 | 19.912 | 19.912 | 36.781 | 36.797 | 36.778 | 36.776
5 | 2/3 | 15.003 | 15.002 | 15.002 | 15.002 | 28.906 | 28.922 | 28.907 | 28.906
1/3 | 10.645 | 10.645 | 10.645 | 10.645 | 20.701 | 20.720 | 20.703 | 20.701

1 |21.349 | 21.348 | 21.348 | 21.348 | 44.591 | 44.631 | 44.596 | 44.592
10 | 2/3 | 15.823 | 15.823 | 15.823 | 15.823 | 33.588 | 33.613 | 33.592 | 33.589
1/3 | 11.138 | 11.137 | 11.138 | 11.138 | 23.590 | 23.610 | 23.593 | 23.590
1 |21.805|21.786 | 21.786 | 21.786 | 47.983 | 48.011 | 47.989 | 47.984
20 | 2/3 | 16.057 | 16.062 | 16.063 | 16.063 | 35.417 | 35.432 | 35.421 | 35.417
1/3 | 11.277 | 11.276 | 11.277 | 11.277 | 24.623 | 24.633 | 24.626 | 24.624
1 |21.918 | 21.916 | 21.916 | 21.916 | 49.159 | 49.166 | 49.162 | 49.160
50 | 2/3 | 16.133 | 16.133 | 16.133 | 16.133 | 36.021 | 36.024 | 36.022 | 36.021
1/3 | 11.317 | 11.317 | 11.317 | 11.317 | 24.951 | 24.953 | 24.952 | 24.951

ARE (%) 0.0229 | 0.0224 | 0.0224 0.0512 | 0.0097 | 0.0027

69



Benzer sekilde, burkulma yiikii hesaplamalari icin mevcut ¢alisma, 20 elemanh

mafsalli-mafsalll sinir kosulu i¢in %0.04'ten daha diisiik bir ARE% tUretmistir.

Ustelik, ARE% degerleri 40 ve 80 eleman icin bu degere yakinsamistir. Dolayisiyla,

serbest titresim durumunda oldugu gibi bu calismanin H-H konfigiirasyonu i¢in

ongorilen 6nemli basamak sayisinda yakinsamaya ulastigl sonucuna varilmistir.

Ankastre-Ankastre sinir kosulu icin mevcut eleman sayisindaki artisla birlikte,

sadece 20 eleman kullanilarak ARE% 0,015'ten daha az ve 80 eleman kullanarak %

0.003'ten daha diisiik ARE% lirettigi gorulmiistiir.

Tablo 4.4 Mafsalli-mafsalli ve ankastre-ankastre FD mikro kirisleri icin MFE
yontemiyle elde edilen boyutsuz kritik burkulma yiiklerini GDQ yéntemi sonuglari
ile karsilastirilmasi (k=2,5)

Mafsalli-Mafsall

Ankastre-Ankastre

For GDOQM Bu Calisma GDQM Bu Calisma
L/h | In/h | N=80 | NE=20 | NE=40 | NE=80 N=80 NE=20 NE=40 NE=80
1 | 37412 | 37.470 | 37.471 | 37.471 | 103.172 | 103.150 | 103.156 | 103.157
5 | 2/3 | 21.373 | 21.371 | 21.371 | 21.371 | 63.623 | 63.619 | 63.623 | 63.624
1/3 | 10.804 | 10.796 | 10.796 | 10.796 | 32.885 | 32.882 | 32.884 | 32.885
1 | 42.643 | 42.642 | 42.642 | 42.642 | 148.608 | 148.600 | 148.613 | 148.614
10 | 2/3 | 23.436 | 23.436 | 23.436 | 23.436 | 83.843 | 83.840 | 83.847 | 83.848
1/3 | 11.615 | 11.614 | 11.615 | 11.615 | 41.289 | 41.285 | 41.288 | 41.289
1 | 44.196 | 44.197 | 44.198 | 44.198 | 168.522 | 168.503 | 168.519 | 168.520
20 | 2/3 | 24.029 | 24.025 | 24.026 | 24.026 | 91.561 | 91.551 | 91.560 | 91.561
1/3 | 11.840 | 11.841 | 11.841 | 11.841 | 44.203 | 44.197 | 44.201 | 44.201
1 | 44.689 | 44.655 | 44.656 | 44.656 | 175.212 | 175.195 | 175.213 | 175.214
50 | 2/3 | 24.205 | 24.196 | 24.197 | 24.197 | 94.018 | 94.010 | 94.019 | 94.020
1/3 | 11.908 | 11.906 | 11.906 | 11.906 | 45.099 | 45.095 | 45.099 | 45.099
?;)I)E 0.0337 | 0.0327 | 0.0325 0.0102 0.0028 0.0027
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4.1.2 Konik Mikro Kirisler

Sonlu elemanlar formiilasyonunun avantajlarini ve ¢ok yonliliigtinti gostermekicin
fonksiyonel olarak derecelendirilmis konik mikro kirisler modellenmistir. Kirisin
baslangi¢c kalinhg1 (h:) ve kirisin bitis kalinhig1 (hy), Sekil 4.2'de gosterildigi gibi
kirisin uzunlugu eksenel eksen boyunca dogrusal ve siirekli olarak degismektedir.
H-H, C-C, C-H ve C-F (ankastre kiris) sinir konfiglirasyonlar i¢in boyutsuz serbest
titresim degerleri ve boyutsuz burkulma ytikleri sirasiyla Tablo 4.5 ve Tablo 4.6'da
verilmistir. k parametresi 0 (saf metal), 0.5, 1, 2 ve 4 degerleri arasinda, koniklik
orani (hr /hi) 1/6, 1/3, 2/3 ve 1 degerleri arasinda, boy-en orani ( L/h ) 5 ile 50
degerleri arasinda secilip h=(hi+hf)/2 olarak kabul edilmistir. Ayrica 6énceden
bahsedildigi gibi hi=2Im ve In=17.6 pum olarak alinmistir. Son olarak, metal faz ve
seramik fazdan olusan FD Timoshenko mikro kirislerinin malzeme 6zellikleri Tablo
4.2'de belirtildigi gibi secilmistir.Secilensenaryolarigin yeterli yakinsama ¢calismasi
yapildig1 gozlendiginden, sonraki hesaplamalarda sonlu eleman sayis1 80’e

ayarlanmistir.

ot |
o

I: 2

Sekil 4.2 Fonksiyonel olarak derecelendirilmis konik mikro kiris konfigiirasyonu
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FD konik mikro-kirisin baz1 malzeme 6zellikleri asagidaki formda elde edilmistir.

Tablo 4.5 Cesitli sinir kosullar ve farkli kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD mikro
kirislerin boyutsuz temel frekanslarinin degisimi

& H-H c-C C-H C-F
L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50

Kk hd/h;
1/6 | 9.188 | 10.577 | 16.909 | 24.165 | 14.457 | 19.006 | 6.160 | 6.925
1/3 | 8.440 | 9.756 | 15292 | 22.247 | 12.624 | 16.784 | 4.736 | 5.293
’ 2/3 | 7.184 | 8549 | 12.528 | 19.290 | 10.001 | 13.851 | 3.249 | 3.626
1 | 6243 | 7.744 | 10533 | 17.383 | 8.254 | 12.045 | 2468 | 2.764
1/6 | 13532 | 15599 | 24.833 | 35122 | 21.204 | 27.607 | 8.936 | 10.000
1/3 | 12452 | 14.422 | 22.467 | 32273 | 18511 | 24.349 | 6.860 | 7.634
o 2/3 | 10618 | 12.674 | 18.412 | 27.850 | 14.663 | 20.048 | 4.694 | 5.216
1 | 9233 | 11499 | 15482 | 24.982 | 12105 | 17.403 | 3.558 | 3.968
1/6 14921 | 17.145 | 27.447 | 38.577 | 23.424 | 30.308 | 9.819 | 10.944
1/3 | 13712 | 15.818 | 24.834 | 35.411 | 20.443 | 26.699 | 7.532 | 8.349
' 2/3 11.672 | 13.849 | 20.353 | 30.477 | 16.181 | 21.924 | 5.147 5.697
1 |10138| 12527 | 17.114 | 27.265 | 13.350 | 18.984 | 3.898 | 4.329
1/6 | 16.051 | 18.383 | 29.604 | 41.499 | 25263 | 32.595 | 10573 | 11.757
1/3 | 14.727 | 16919 | 26.785 | 38.079 | 22.042 | 28.694 | 8.108 | 8.966
i 2/3 | 12508 | 14.753 | 21.950 | 32.739 | 17.437 | 23522 | 5538 | 6.115
1 | 10852 | 13303 | 18457 | 29.259 | 14.379 | 20.333 | 4.192 | 4.644
1/6 | 16.841 | 19.262 | 31.104 | 43.675 | 26,551 | 34.306 | 11.135 | 12.387
1/3 | 15438 | 17.705 | 28.139 | 40.088 | 23.166 | 30.203 | 8.542 | 9.449
* 2/3 | 13.097 | 15.409 | 23.059 | 34.496 | 18.325 | 24.761 | 5837 | 6.447
1 | 11.357 | 13876 | 19.389 | 30.856 | 15.109 | 21.404 | 4.421 | 4.898
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Tablo 4.6 Cesitli sinir kosullari ve farkli kuvvet yasasi parametreleri icin FD mikro
kirislerin boyutsuz kritik burkulma ytiklerinin degisimi

_ H-H c-C C-H C-F
cr

L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50

Kk hi/hi
1/6 | 5644 | 7305 |14.446 | 28.043 | 9.048 | 14.677 | 2.445 | 2.787
13 | 5070 | 6527 |12.984 | 25704 | 8.193 | 13.258 | 1.987 | 2235
’ 2/3 | 3831 | 5221 | 9163 | 20644 | 5998 | 10.626 | 1.346 | 1510
1 | 2930 | 4325 | 6531 | 17.040 | 4436 | 8792 | 0.965 | 1.085
16 | 13912 | 18.064 |35.474 | 67.684 | 22.179 | 35.485 | 5.892 | 6.670
1/3 | 12534 | 16204 | 31.894 | 61.630 | 20.066 | 31.888 | 4.761 | 5.317
o 2/3 | 9.499 | 13.028 |22.506 | 48.885 | 14.687 | 25.358 | 3.198 | 3.557
1 | 7273 | 10826 |16.041 | 39.951 | 10.870 | 20.869 | 2.280 | 2541
1/6 | 17.946 | 23.173 | 45.940 | 86.837 | 28.698 | 45543 | 7552 | 8.517
13 | 16122 | 20,682 |41.315 | 78.781 | 25.936 | 40.760 | 6.083 | 6.766
' 2/3 | 12.170| 16.488 |29.151 | 62.054 | 18.950 | 32.168 | 4.066 | 4.502
1 | 9301 | 13615 |20.777 | 50.423 | 14.012 | 26.314 | 2.890 | 3.204
1/6 | 21949 | 28.182 |56.435 | 106.207 | 35.243 | 55.743 | 9.240 | 10.406
1/3 | 19652 | 25019 |50.760 | 96.301 | 31.831 | 49.781 | 7.434 | 8.256
i 2/3 | 14770 | 19.771 | 35815 | 75.649 | 23.222 | 39.112 | 4.960 | 5.483
1 | 11.265| 16.221 | 25525 | 61.331 | 17.152 | 31.871 | 3.521 | 3.896
16 | 25189 | 32.265 | 64.911 | 122.628 | 40550 | 64.280 |10.663 | 12.023
1/3 | 22513 | 28571 |58.382 | 111.223 | 36.625 | 57.438 | 8.587 | 9.549
* 2/3 | 16.886 | 22.490 |41.194 | 87564 | 26.710 | 45155 | 5.739 | 6.352
1 | 12.867 | 18.402 |29.360 | 71.122 | 19.720 | 36.803 | 4.078 | 4519
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Beklenen bazi sonuclar, yukaridaki tablo degerlerinden c¢ikarilabilir. Tablo 4.5'te, k
ve L/h parametreleri arttiginda, FD mikro kirislerinin boyutsuz temel frekanslarinin
degerinin de arttig1 gozlemlenmistir. Ciinki k'daki artis, daha yiiksek bir elastisite
modiiliine ve buna karsilik gelen rijitlikte bir artisa sahip olan daha fazla seramikile
sonuc¢landig1 gozlemlenmistir. Ayrica L/h’daki artis, rijitlik tepkisi acisindan kayma
deformasyonunun katkisinda bir azalma ile sonuglanmistir. Ustelik FD Timoshenko
mikro Kkirislerinin (hr /hi) koniklik oram azaldiginda frekanslarinda da azalma
gorilmistir. Sinir kosullarinin FD mikro kirislerinde 6énemli bir rol oynadig
gozlemlenmistir. Ozellikle, Ankastre-Ankastre FD mikro kirisleri daha yiiksek
frekans ve burkulma yiikii degerleri gosterdigi gibi en rijit konfigiirasyonuda
sunmustur ve ayni zamanda en boy oranindan (L/h=5'den L/h=50’e) diger sinir

kosullarina kiyasla daha cok etkilenmistir.

Tablo 4.6'da verilen boyutsuz kritik burkulma ytuki sonuglar1 lizerinde Tablo
4.5'teki gibi benzer gozlemler yapilmistir. k ve L/h parametrelerinin degerleri
arttiginda FD mikro-kirislerinin boyutsuz kritik burkulma yiikleri degerininde buna
gore arttig1 gozlemlenmistir. Clinku basit olarak k’deki artis, daha yiiksek modilli
seramik kismin kiitle oranindaki artis anlamina gelirken L/h’daki artis, kayma
deformasyonun ve rijitlik tepkisinin daha az katkisinin oldugu anlamina
gelmektedir. Ustelik FD Timoshenko mikro kirislerin (hs/h;) koniklik orani azalirsa,
boyutsuz burkulma yiikleri azaldig1 goriilmiistiir. Ayrica, Ankastre-Ankastre sinir
kosulunun, yapisal rijitligi 6nemli 6lciide arttirdig1 icin boyutsuz kritik burkulma
yuki tizerinde en buiytk etkiye sahip oldugu gorilmiustir. L/h=5 ve L/h=50 boy-en
oranlar1 arasindaki farklilik diger sinir kosullariyla karsilastirildiginda, Ankastre-

Ankastre sinir kosullar icin 6nemli 6l¢tide daha belirgin oldugu anlasilmistir.
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Tablo 4.7 Cesitli sinir kosullar: ve farkli kuvvet yasasi parametreleri icin FD mikro
kirislerin 2. boyutsuz temel frekanslarinin degisimi

5 H-H c-C C-H C-F
L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50
k | heh
1/6 | 24.7525 | 441621 | 39.1254 | 66.9443 | 36.5129 | 57.2716 | 17.1441 | 29.9155
1/3 | 22.0997 | 39.7705 | 34.9349 | 61.0356 | 32.0217 | 51.2021 | 13.6945 | 25.2021
’ 2/3 | 17.8977 | 34.1007 | 28.1201 | 52.5479 | 25.5289 | 43.3314 | 9.71314 | 20.078
1 14.9455 | 30.6874 | 23.1687 | 47.1518 | 21.1317 | 38.5406 | 7.4728 | 17.1682
1/6 | 35.0632 | 64.267 | 57.6258 | 97.3924 | 53.8063 | 83.3024 | 25.0725 | 43.439
1/3 57.7134 | 51.4616 | 88.6089 | 47.1984 | 74.324 | 20.0298 | 36512
05 31.1355
2/3 | 24.9616 | 49.1973 | 41.4556 | 75.919 | 37.6459 | 62.6215 | 14.1943 | 28.9562
1 | 206677 | 44.0459 | 34.2154 | 67.8246 | 31.1589 | 55.4708 | 10.9048 | 24.6608
1/6 | 38.8706 | 70.6334 | 63.7258 | 107.039 | 59.5202 | 91.5361 | 27.7744 | 47.689
1/3 | 345225 | 63.3461 | 56.9052 | 97.2735 | 52.2037 | 81.5688 | 22.1895 | 40.0344
l 2/3 | 27.6808 | 53.8409 | 45.827 | 83.1206 | 41.624 | 68.5365 | 15.7288 | 31.6698
1 | 229152 | 48.0741 | 37.7854 | 74.0753 | 34.4454 | 60.5574 | 12.0873 | 26.9117
1/6 | 42.4485 | 759981 | 68.7227 | 115.178 | 64.1932 | 98.486 | 30.0301 | 51.2923
1/3 | 37.7602 | 68.1296 | 61.365 | 104.625 | 56.2943 | 87.7147 | 23.9984 | 43.039
i 2/3 | 30.3655 | 57.8505 | 49.4064 | 89.3119 | 44.8702 | 73.6116 | 17.0165 | 34.0141
1 | 251965| 51.6064 | 25.9805 | 79.518 | 37.1349 | 64.9711 | 13.0836 | 28.8793
1/6 | 45.1582 | 79.9618 | 72.159 | 121.199 | 67.3947 | 103.636 | 31.6088 | 53.9906
1/3 | 40.2444 | 71.7221 | 64.4336 | 110.135 | 59.0975 | 92.331 | 25.2509 | 45.3212
* 2/3 | 32.477 | 60.9697 | 51.8719 | 94.0979 | 47.0967 | 77.5414 | 17.908 | 35.8474
1 | 27.0317 | 54.4439 | 42.722 | 83.8493 | 38.9838 | 68.4881 | 13.7741 | 30.459
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Tablo 4.8 Cesitli sinir kosullar: ve farkli kuvvet yasasi parametreleri icin FD mikro
kirislerin 2. boyutsuz kritik burkulma ytiklerinin degisimi

_ H-H c-C C-H C-F
P,

L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50

k | hih
1/6 | 14.0334 | 28.4564 | 19.1129 | 57.1284 | 16.7657 | 42.6112 | 10.3925 | 17.1647
1/3 | 12.910 | 25.7834 | 18.0099 | 51.9648 | 15.6919 | 38.693 | 9.30253 | 15.2218
’ 2/3 9.1612 | 20.6456 | 12.7462 | 41.4645 | 11.1073 | 30.942 | 6.65915 | 11.8933
1 6.53064 | 17.0403 | 9.00517 | 34.0171 | 7.87864 | 25.4744 | 4.84478 | 9.66972
1/6 | 345526 | 68.8624 | 46.8218 | 138.028 | 41.1918 | 102.952 | 25.4261 | 41.3692
1/3 | 31.756 | 61.9074 | 44.2906 | 124.719 | 38.6391 | 92.8786 | 22.7385 | 36.449
o 2/3 | 225067 | 48.8996 | 31.3913 | 98.3222 | 27.3649 | 73.4153 | 16.2484 | 28.1356
1 | 16.0406 | 39.9513 | 22.1799 | 79.9144 | 19.4072 | 59.9076 | 11.8115 | 22.6542
1/6 | 44.7182 | 88.3867 | 60.5485 | 177.188 | 53.3215 | 132.148 | 32.8639 | 53.0335
1/3 41.1245 | 79.1517 | 57.4073 | 159.515 | 50.1044 | 118.766 | 29.3739 | 46.5586
' 2/3 | 29.1507 | 62.0737 | 40.7246 | 124.9 | 355052 | 93.2193 | 20.9672 | 35.6957
1 | 229152 | 50.4232 | 28.7763 | 100.97 | 25.1798 | 75.6406 | 15.2331 | 28.581
1/6 | 54.8635 | 108.158 | 74.3369 | 216.945 | 65.4681 | 161.786 | 40.3432 | 64.8987
1/3 | 50.495 | 96.7326 | 705464 | 195.03 | 61.5744 | 145177 | 36.0509 | 56.8965
i 2/3 | 35.8098 | 75.6689 | 50.0644 | 152.305 | 43.6486 | 113.61 | 25.7221 | 43.5067
1 | 255255 | 61.331 | 35.377 | 122.862 | 30.9557 | 91.9591 | 18.6832 | 34.7586
1/6 | 63.0389 | 124.682 | 855414 | 250.229 | 75.2807 | 186.603 | 46.4334 | 74.8877
1/3 | 58.0469 | 111.676 | 81.1219 | 225.212 | 70.7831 | 167.628 | 41.5007 | 65.7278
* 2/3 | 41.1843 | 87.5812 | 57.5543 | 176.255 | 50.1748 | 131.433 | 29.621 | 50.368
1 | 29.3507 | 71.1223 | 40.669 | 142.43 | 355859 | 106.548 | 21.5194 | 40.3126
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Tablo 4.9 Cesitli sinir kosullari ve farkli kuvvet yasasi parametreleri icin FD mikro
kirislerin 3. boyutsuz temel frekanslarinin degisimi

_ H-H c-C C-H C-F
)

L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50

k | hhi
1/6 | 31.6332 | 98.6518 | 50.6885 | 130.719 | 50.6884 | 11649 | 21.9866 | 74.1556
1/3 | 27.9142 | 88.6988 | 44.6586 | 118.483 | 44.6585 | 104.375 | 18.2093 | 64.6553
" [ 25 | 225179 | 758532 | 358505 | 10143 | 35.6505 | 88,6605 | 13,6886 | 53,7788
1 18.8815 | 68.0168 | 28.9373 | 90.572 | 24.1652 | 78.9905 | 10.8254 | 47.4227
1/6 46.7396 | 143.641 | 72.741 | 190.3 | 72.5145 | 169.561 | 32.3421 | 107.863
. U3 | 41 63y | 128935 | 63.737 | 172121 | 63.4007 | 151587 | 26.774 | 93.816
2/3 | 33.3009 | 109.816 | 50.4561 | 146.657 | 50.0603 | 128.134 | 20.1188 | 77.6411
1| 27.9222 | 98.0821 | 41.3995 | 130.415 | 35.5232 | 113.643 | 15.9126 | 68.1558
1/6 | 51658 | 157.905 | 80.8005 | 209.247 | 80.5517 | 186.419 | 35.7313 | 118.533
|18 | aseop | 14004 | 70893 | 18904 | 70.469 | 166453 | 295633 | 102960
2/3 | 36.7965 | 120.214 | 56.1664 | 160.663 | 55.6606 | 140.326 | 22.1906 | 84.9818
1 30.8502 | 107.098 | 46.1331 | 142.549 | 39.4675 | 124.161 | 17.5352 | 74.419
1/6 | 556342 | 169.907 | 87.952 | 225.209 | 87.7624 | 200.625 | 38.5152 | 127.549
13 | 49.1039 | 152.197 | 77.2580 | 203.374 | 76.9604 | 179.053 | 31.8577 | 110.739
[ s |sow12e| 120077 | o152 | 1r2ee | o100 | 150797 | 230994 | 91306
1 | 332092 | 114.863 | 40.7028 | 153.080 | 42.8683 | 133.316 | 18.8771 | 79.8872
1/6 | 58.3427 | 178.75 | 93.055 | 236.950 | 92.9554 | 211.096 | 40.4478 | 134.22
1/3 51.4851 | 160.146 | 81.8749 | 214.068 | 81.7147 | 188.47 | 33.4591 | 116.581
o5 | 1524 | 135800 | 54707 | 181923 | c6.16% | 158671 | 25,1004 | 90213
1 | 348108 | 121012 | 5357 | 161.409 | 45.2041 | 14058 | 10.8319 | 84.2543
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Tablo 4.10 Cesitli sinir kosullar ve farkl kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD

mikro kirislerin 3. boyutsuz kritik burkulma yiiklerinin degisimi

H-H

Cc-C

C-H

C-F

ht/h;

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

1/6

20.4965

62.9677

26.3399

109.54

22.9378

83.4703

17.5479

45.0847

1/3

19.5451

57.1744

25.8279

99.6633

22.1922

75.8144

16.3833

40.6339

2/3

13.7931

45.6011

18.6292

79.0526

15.8612

60.3104

11.5056

32.1847

9.70822

37.4097

13.2364

64.334

11.2345

49.3013

8.11093

26.3302

0,5

1/6

50.1193

152.539

64.1225

264.796

56.0246

201.77

42.9965

108.821

1/3

48.0484

137.749

63.2878

239.424

54.5092

182.121

40.2917

97.437

2/3

33.9907

108.762

45.7913

187.79

39.0531

143.28

28.3406

76.2486

23.933

88.5269

32.558

151.538

27.672

116.155

19.984

61.7886

1/6

64.7478

195.803

82.6236

340.015

72.3052

259.064

55.6179

139.618

1/3

62.2673

176.149

81.8589

306.376

70.5953

232.991

52.2289

124.56

2/3

44,1124

138.124

59.3361

238.783

50.6557

182.087

36.7702

96.8124

30.8502

111.817

42.2051

191.739

35.9014

146.849

25.9317

78.0229

1/6

79.4624

239.553

101.299

416.349

88.6896

317.204

68.2959

170.909

1/3

76.515

215.115

100.513

374.658

86.7211

284.861

64.1872

152.263

213

54.2369

168.124

72.9101

291.281

62.2687

222.008

45.2049

118.032

38.1999

135.751

51.868

233.438

44.136

178.643

31.8819

94.9191

1/6

91.4708

276.072

116.712

480.185

102.11

365.834

78.587

197.164

1/3

87.9923

248.097

115.664

432.572

99.743

328.878

73.8095

175.853

2/3

62.3443

194.188

83.8509

336.984

71.5887

256.797

51.9667

136.614

43.907

156.989

59.6438

270.497

50.7386

206.939

36.6491

110.056
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Tablo 4.11 Cesitli sinir kosullar ve farkl kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD
mikro kirislerin 4. boyutsuz temel frekanslarinin degisimi

@

H-H

Cc-C

C-H

C-F

L/h=5

hi/h;

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

1/6

47.8661

173.478

67.3657

214.078

64.6851

195.548

41.0182

138.695

1/3

40.8517

155.801

56.4702

193.268

55.308

175.237

34.7818

122.414

2/3

30.4759

132.807

39.0951

164.578

36.6462

148.698

27.1753

97.1314

22.2695

118.543

29.891

146.153

29.891

132.128

22.4183

74.7281

0.5

1/6

70.1924

252.049

98.9728

311.823

95.0581

284.766

59.1262

201.894

1/3

60.0882

225.702

83.5956

280.912

81.7178

254.564

49.9356

177.757

2/3

44.8243

191.099

57.742

238.133

54.1868

214.791

38.5664

143.068

32.7452

169.384

42.7282

210.654

41.3974

189.695

31.3451

110.11

1/6

77.8172

277.213

109.299

343.018

105.077

313.221

65.6344

221.991

1/3

66.7968

247.942

92.3214

308.674

90.2704

279.676

55.4642

195.204

2/3

49.9583

209.415

63.8521

261.052

60.2037

235.414

42.8931

158.327

36.5538

185.251

47.1868

230.476

46.1247

207.515

34.8967

121.861

1/6

84.555

298.57

117.882

369.269

113.379

337.179

71.3306

238.927

1/3

72.5884

266.973

99.6126

332.166

97.3783

300.959

60.3568

210.002

213

54.377

2254

69.0129

280.688

65.3059

253.173

46.8478

170.841

39.8447

199.395

50.9371

247.647

50.7673

223.135

38.2715

131.476

1/6

89.4184

314.348

123.903

388.51

119.152

354.763

75.3718

251.398

1/3

76.6002

281.25

104.702

349.611

102.326

316.801

63.8502

221.062

2/3

57.3492

237.801

72.6012

295.683

68.714

266.809

49.7339

179.406

42.0325

210.711

54.3323

261.081

54.3269

235.476

40.8229

138.042
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Tablo 4.12 Cesitli sinir kosullar ve farkl kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD

mikro kirislerin 4. boyutsuz kritik burkulma yiiklerinin degisimi

P,

¥

H-H

Cc-C

C-H

C-F

ht/h;

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

1/6

26.5405

109.874

31.9238

162.382

29.1083

136.12

23.5682

85.906

1/3

25.9012

99.7244

31.7974

147.228

28.8119

123.499

22.7101

77.7212

2/3

18.6392

79.0526

23.5397

115.835

21.090

97.5615

16.1482

61.524

13.2364

64.334

16.9562

93.3757

15.1038

79.0505

11.4012

50.1312

1/6

64.677

265.778

77.3987

392.927

70.7607

329.261

57.4833

207.545

1/3

63.494

239.655

77.5442

354.152

70.472

296.934

55.7473

186.58

0,5

2/3

45.8186

187.8

57.6196

275.762

51.7494

232.097

39.7579

146.001

32.558

151.538

41.5625

220.632

37.0937

186.604

28.0843

117.919

1/6

83.3154

341.311

99.4908

504.817

91.0576

422.93

74.1524

266.417

1/3

82.1117

306.686

100.015

453.505

91.017

380.107

72.1822

238.662

2/3

59.3704

238.797

74.4742

351.051

66.9729

295.284

51.5687

185.544

36.5538

191.739

53.7628

279.632

48.0344

236.293

36.4376

149.089

1/6

102.093

417.9

121.862

618.278

111.556

517.937

90.9545

326.189

1/3

100.795

375.016

122667

554.728

111.67

464.87

88.6685

291.811

2/3

72.9496

291.296

91.4177

428.422

82.2446

360.239

63.3907

226.29

51.868

233.438

66.0147

340.664

59.0041

287.713

44.7959

181.462

1/6

117578

481.884

140.512

712.954

128.55

597.28

104.755

376.238

1/3

115.967

432.94

141.287

640.336

128.534

536.641

101.999

336.958

2/3

83.8943

336.995

105.223

495.465

94.6145

416.634

72.8797

261.841

59.6438

270.497

75.9651

394.539

67.8695

333.232

51.4967

210.318
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Tablo 4.13 Cesitli sinir kosullar ve farkl kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD
mikro kirislerin 5. boyutsuz temel frekanslarinin degisimi

4}

H-H

Cc-C

C-H

C-F

L/h=5

ht/h;

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

L/h=5

L/h=50

1/6

50.6885

247.525

70.0865

247.525

69.8854

247.525

47.1064

171.441

1/3

44.6585

220.998

60.5877

220.998

57.9758

220.998

40.088

136.946

2/3

35.8505

178.978

48.7256

178.978

45.2829

178.978

29.1306

102.918

28.5019

149.456

39.4395

149.456

33.2795

149.456

23.4878

91.1916

1/6

72.5553

361.736

103461

364.71

103.147

364.375

69.6013

252.617

1/3

63.3421

323.46

88.8274

325.624

85.3041

325.178

59.297

201.799

0.5

2/3

50.2634

262.45

71.6569

263.708

66.5835

263.094

45.7313

148.768

41.2357

219.464

59.1673

220.219

49.0146

219.759

34.7846

131.196

1/6

80.8234

400.331

114.325

403.641

114.12

403.275

76.9488

279.58

1/3

70.4129

357.968

98.2063

360.383

94.4277

359.897

65.532

223.336

2/3

55.8295

290.445

79.0766

291.859

73.5555

291.169

50.5235

162.947

46.0458

242.808

64.8747

243.721

53.9404

243.146

38.5418

143.356

1/6

88.1561

433.001

123.449

435.492

123.187

435.224

82.9018

301.637

1/3

76.9528

387.013

106.034

388.821

102.049

388.464

70.5649

240.951

213

61.1784

313.837

85.1961

314.89

79.3551

314.378

54.3695

175.105

50.1521

262.253

69.2106

262.951

58.0099

262.507

41.6368

153.943

1/6

93.2372

455.976

129.827

457.24

129.526

457.105

86.9603

316.697

1/3

81.726

407.328

111494

408.238

107.298

408.059

73.9923

252.977

2/3

65.2659

330.088

89.4816

330.616

83.4105

330.359

56.9692

184.46

52.7334

275.737

72.1916

276.083

60.9133

275.865

43.6969

162.337
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Tablo 4.14 Cesitli sinir kosullar ve farkl kuvvet yasasi parametreleri i¢cin FD
mikro kirislerin 5. boyutsuz kritik burkulma yiiklerinin degisimi

P H-H c-C C-H C-F

L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50 | L/h=5 | L/h=50

k | hi/h;

1/6 | 32.8244 | 167.894 | 39.318 | 235.332 | 35.6411 | 199.158 | 29.2453 | 138.502

1/3 | 32.7413 | 152.179 | 40.3291 | 213.071 | 36.1071 | 180.389 | 29.1509 | 125.362

2/3 | 24.2137 | 119.72 | 30.7205 | 166.206 | 27.1522 | 141.34 | 21.2894 | 98.739%4

1 17.433 | 96.506 | 22.4142 | 132.568 | 19.6994 | 113.37 | 15.2414 | 79.8494

1/6 | 79.5305 | 406.621 | 94.8285 | 569.975 | 86.1826 | 482.183 | 72.0385 | 334.923

1/3 | 79.8555 | 366.525 | 97.8327 | 513.253 | 87.8281 | 434.288 | 71.4616 | 301.319

0,5
2/3 | 59.2925 | 285.552 | 74.8926 | 396.642 | 66.3298 | 337.00 | 52.3019 | 234.792

1 | 427472 | 228.56 | 54.7693 | 314.32 | 48.2111 | 268.474 | 37.4264 | 188.369

1/6 | 102181 | 522.4 | 121526 | 732.645 | 110,596 | 619.662 | 92.6815 | 430.142

1/3 | 102979 | 469.324 | 125.787 | 657.734 | 113.09 | 556.336 | 92.2893 | 385.687

2/3 | 76.6372 | 363.483 | 96.5597 | 505.597 | 85.6229 | 429.281 | 67.6883 | 298.709

1 |46.0458 | 289.655 | 70.7085 | 399.119 | 62.3011 | 340.573 | 48.4658 | 238.535

1/6 | 125127 | 639.651 | 148.674 | 897.482 | 135.364 | 759.009 | 113.562 | 526.746

1/3 | 126.279 | 573.856 | 154.084 | 804.772 | 138.602 | 680.587 | 113.251 | 471.696

2/3 | 94.0622 | 443.331 | 118.409 | 617.338 | 105.045 | 523.969 | 83.1312 | 364.457

1 |67.8935 | 352.617 | 86.753 | 486.579 | 76.4668 | 414.982 | 59.5371 | 290.502

1/6 | 144292 | 737.391 | 171598 | 1034.75 | 156.153 | 875.148 | 130.906 | 607.474

1/3 | 145436 | 662.143 | 177.656 | 928.751 | 159.714 | 785.493 | 130.387 | 544.562

2/3 | 108.253 | 512.385 | 136.403 | 713.653 | 120.956 | 605.775 | 95.6451 | 421.572

1 | 78.1174 | 408.063 | 99.8945 | 563.201 | 88.0207 | 480.385 | 68.4862 | 336.534
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Tablo 4.5 ve 4.6'daki FD mikro kirislerinin boyutsuz temel frekansinin ve kritik
burkulma ytikiiniin sonuglar1 3D grafiklere dahil edilmistir. Boylece koniklik orani
ve derecelendirme parametresik ile ilgili stirekli varyasyonlardaki egilimler gorsel
olarak gozlemlenmistir. Sekil 4.3 ve 4.4’te Ankastre-serbest sinir kosulu altinda

L/h=5, 50 en boy oranlar i¢in sirasiyla boyutsuz temel frekans ve burkulma yiik
degisimlerini icermistir.

Ankastre-Serbest (L/h=5) Ankastro-Serbest (L/=50)

. N

NS

iim

Bovutsuz Temel Frekans @

Boyutsuz Temel Frekans W

09 "
XS i
08 ga

07 i “10
> 08 g5
03 <00
5 02
hy h; g

h gy h; 02

SeKkil 4.3 FD mikro kirisinin boyutsuz temel frekansinin, Ankastre-Serbest sinir
kosulu i¢in farkh L/h degerlerine gore degisimi

Boyutsuz Kritik Burkulma Yiiki, P,

Ankastre-Serbest (L/h=5) Ankastre-Serbest (L/h=50)

jnimm

Boyutsuz Kritik Burkulma Yiikd, P

09 o3°
08 o7

1
08 L34
® o5

h .,
£/h;

03 <00

hf"‘/)i 02

Sekil 4.4 FD mikro kirisinin boyutsuz burkulma ytikiintin, Ankastre-Serbest sinir
kosulu i¢in farkh L/h degerlerine gore degisimi
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Benzer sekilde, Tablo 4,5 ve 4,6’'da Ankastre-Mafsal sinir kosulu i¢in sonuglar 3D
grafiklere dahil edilmistir. Sekil 4,5 ve 4,6'da Ankastre-Mafsal sinir kosulunun
L/h=5, 50 en-boy oranlari i¢in sirasiyla boyutsuz temel frekans ve burkulma yiik
degisimlerini icermistir. Genel egilim, koniklik orani arttik¢a konik kirisler icin k

derecelendirme parametresindekiartisinsonuglar tizerinde daha belirgin bir etkiye
sahip oldugunu gorilmistiir.

Ankastre-Mafsal (L/h=5)

Ankastre-Mafsal (L/h=50)

™

jlim

P

8880

oo
ERBEEGS

Boyutsuz Temel Frekans W

Bovyutsuz Temel Frekans @

05

Xy ] 05
Biai 02 ©
1‘/1,—

Sekil 4.5 FD mikro Kirisinin boyutsuz temel frekansinin, Ankastre-Mafsal sinir
kosulu i¢in farkh L/h degerlerine gore degisimi

5 5
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Sekil 4.6 FD mikro kirisinin boyutsuz burkulma ytikiintin, Ankastre-Mafsal sinir
kosulu i¢in farkl L/h degerlerine gore degisimi
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Formiilasyonun baska bir ayirt edici 6zelligi, kesit normal kuvvetleri ve egilme
momentleri i¢in farkl kaynaklarin ayr1 ayr1 hesaplanmasidir. Ankastre-Serbest ve
Ankastre-Mafsal FD konik mikro kirislerin moment ve normal kuvvet diyagramlari
sirasiylafarkli kaynaklardan katkilarla Sekil 4.7 ve 4.8'de verilmistir. Degerlendirme
icin k=1 derecelendirme parametresi ve Tablo 4.2'nin malzeme o6zellikleri
kullanilmistir. L/h=5 en boy oraniyla hr/hi =1/3 koniklik orani se¢ilmistir. Her biri,
kirisin ekseni lzerindeki tipik bir elemanin merkezinin konumuna gore sabit
kalinliga sahip 80 sonlu eleman kullanilmistir. Kiris, diizgiin yayilh q yiki ile

yliklenmis ve kirisin ekseni boyunca boyutsuz mesafeye (x/L) gore boyutsuz

moment ( M ) ve normal kuvvet ( l\_l) katkilar1 elde edilmistir. Grafikler temel olarak

sirasiyla egilme, uzama ve mikro boyut etkisine gore M,, M,, M., moment
katkilarinin degisimlerini ve yine sirasiyla egilme ve uzama etkilerine gore N,, N,

normal kuvvet katkilarinin degisimlerini gostermistir. Ayrica, Denk. (4.31) ve Denk.
(4.34) 'e gore kesit lizerinde toplam egilme momenti M ve toplam normal kuvvet N
de verilmistir. Ankastre-Mafsal kiris icin egilme ve uzama nedeniyle normal
kuvvetin degistigi gorilirken Ankastre-Serbest Kkiris i¢in durum boyle
gozlemlenmemistir. Ayn1 sonu¢ moment katkilarn icin de gorilmiistiir. Ayrica,
toplam momentin 6nemli bir kisminin Ankastre-Mafsal kiris i¢in boyuta bagh kisim

M, 'den geldigi sonucuna varilmigtir. Oysa bu etki Ankastre-Serbest kiris i¢cin daha

az belirginlik gostermistir. Uzama nedeniyle olusan moment katkis1 her zaman zit
isaretli gibi goriunmekte olup her iki durum i¢in toplam momentin nispeten kii¢iik
bir kismini olusturmustur. Bu 6zellik, tasarim siirecinde farkli konfigiirasyonlarin
tepki 6zelliklerini ele almak i¢cin kullanilmistir. Boylece mikro boyut etkilerin nicel

Olclimii 6zgiil olarak incelenebilmistir.
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Sekil 4.7 Ankastre-Serbest mesnetli FD mikro kirislerin boyutsuz moment ve
normal kuvvet diyagramlari
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Boyutsuz Moment Diyagrami

Boyutsuz Normal Kuvvet Diyagranu
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Sekil 4.8 Ankastre-Mafsal mesnetli FD mikro kirislerin boyutsuz moment ve
normal kuvvet diyagramlari

4.1.3 Termal Etkinin incelenmesi

Bu baslik altinda, daha 6nceden elde ettigimiz termal etkiye sahip yeni formiilasyon
kullanilmistir. Modifiye gerilme cifti teorisine dayandirilan FD mikro kirisinin, statik
egilme, serbest titresim ve burkulma davranisi tizerindeki termal etkiyi arastirmak
icin cesitli sayisal sonuclar elde edilmistir. Ustelik FD mikro kirislerin sonuglar
lizerindeki termal etki, mevcut formiilasyonun dogrulanmasi icin 6nceki benzer
calismalarla karsilastirilmistir. Ayrica, karsilastirma yapmak icin asagidaki

boyutsuz paremetreler kullanilmistir.
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Bu calismada kullanilan FD mikro kirisinin termal malzeme 6zelikleri Tablo 4.15’te
sunulmustur. Bu malzeme 06zellikleri, mevcut ¢alismanin dogrulugunu goéstermek
icin referans [48]'de oldugu gibi uygun sekilde se¢ilmistir. Bu ¢alisma kulanilarak
h/I=1, h/I=3, h/I=5 ve h/I=10 degerleri icin izotropik homojen Timoshenko mikro
kirislerinin serbest titresimi hesaplanip analitik yontemin [22] ve baska bir sayisal
yontem olan GDQM'’in sonuglar ile karsilastirilmistir. Tablo 4.16’de kullanilan FD
mikro Kirislerinin fiziksel parametreleri L=10h, b=2h ve In=17.6 pm olarak
alinmistir. Kayma diizeltme faktoérii ks daha dnce belirtildigi gibi 5/6 olarak kabul

edilmistir.

Tablo 4.15 Termal katsayili malzeme 6zellikleri

Malzeme Ozelligi Elastisite modilii | Yogunluk Poisson orani Termal katsayi
8 E (GPa) p (kg/m?) v o x 10 (1/°C)

Epoxy [48] 1,44 1220 0,38

Aluminium 70 2700 0,23 23

Alumina 380 3800 0,23 7,4

Tablo 4.16 MFEM kullanilarak elde edilen dogal frekanslarin (MHz) mafsalli-
mafsalli mikro kirisler i¢in analitik ve sayisal ¢dziimlerle karsilagtirilmasi

Teori Analiz Eleman No. h/I=1 h/I=3 h/I=5 h/I=10
Analytical [22] 4.224183 0.874130 0.488940 0.236552
GDQM 15 4.224180 0.874130 0.488940 0.236552
FSBT
MFEM 20 4.224160 0.874124 0.488937 0.236550
MFEM 40 4.224180 0.874130 0.488940 0.236552
MFEM 80 4.224180 0.874130 0.488940 0.236552

GDQM sonugclari 15 nokta icin verilmistir. Bu calismanin sonuglari, dogrulugunu ve
yakinsamay1 gostermek icin 20, 40 ve 80 sonlu elemanlar i¢in iiretilmistir. Tablo
4.16’den hem GDQM'nin hem de mevcut ¢calismanin (MFEM) analitik sonuclarla iyi
bir uyum i¢inde oldugu sonucuna varilmistir. Ayrica, bu 6zel problemin yakinsama

calismasi incelendiginde 40 elemanin yeterli oldugunu gorilmiustiir.
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Tablo 4.17 Cesitli sicaklik varyasyonlari icin GDQM ve MFEM kullanilarak
mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin dogal frekanslar1 (MHz)

AT h(um) Vv Vmin  @min
0 0 0.2 0.2 0.4 04
(DQM) (MFEM) (DQM) (MFEM) (DQM) (MFEM)

0 10 81,791 81791 75352 75354 72,761 72,762 0.37 72,541
20 22999 23,001 21,731 21731 23110 23110 0.26 21,638
30 11651 11,650 11293 11,292 12992 12991 0.20 11,293
40 7,518 7518 7437 7437 9,014 9,014 0.15 7,393

40 10 81575 81576 74956 74,964 71541 71542 0.39 71531
20 22807 22810 21391 21391 22138 22,138 0.28 21,193
30 11481 11481 11,001 11,001 12216 12,217 0.21 10,998
40 7,370 7,370 7,187 7,186 8,383 8,383 0.16 7,176

80

10 81,354 81,360 74572 74,572 70299 70,301 0.42 70,223
20 22613 22,616 21,046 21,046 21123 21,122 0.32 20,668

30 11310 11310 10,700 10,701 11389 11,389 0.26 10,661
40 7,220 7,220 6,927 6,927 7,699 7,699 0.21 6,926

Cesitli sicaklik degisimleri, farkh kiris kalinlik degerleri ve FSBT'ye dayali Poisson
oranlari icin mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin dogal frekanslar Tablo 4.17’'de
gosterilmistir. Ayrica sicaklik degisimlerinde termal etkiler de dikkate alinmistir.
GDQM ve mevcut ¢alismanin (MFEM) birbirleriyle miikemmel bir uyum i¢inde
oldugu gorilmustiir. Tablo 4.17 i¢cinIm = 15um, k = 1.5, b = 2h ve L = 10h degerleri
kullanilmistir. Tablo 4.17'un son iki stitunu, minimum dogal frekanslar1 ve karsilik
gelen Poisson oranlarini gostermektedir. Kiris tizerindeki termal etki detayh olarak
incelendiginde, sicaklik degisimi arttikca kii¢lik de olsa sonuglar lizerinde bir fark
olustugu gorilmiistiir. Ote yandan, kirisin kalinlik (h) degerinin Tablo 4.17'de
goriildigi gibi frekans degerleri lizerinde ¢ok daha biiytik bir etkisi vardir. Dahasi,
dogal frekans degerlerinde kiris kalinhginin (h) termal etkiye kiyasla daha biiytik
degerleri icin daha belirgin bir azalma goéstermistir. Aym1 sekilde, Tablo 4.18,
belirtilen kosullarda FD mikro kirislerinin burkulma yiikleri i¢cin olusturulmustur.
Burkulma ytikii hesabiigin frekans hesaplanmasinda oldugu gibi ayni1 parametreler
kullanilmistir. Tablo 4.18'den de goruldugi gibi sicaklik farki arttikca burkulma
yukleri azalmistir. Ancak burada da frekans sonuglarinda oldugu gibi kalinhk (h)
degeri sonuglar uizerinde en dikkat cekici etkiye sahiptir; h arttikca burkulma
ylikleri 6nemli oOlciide artarmistir. Poisson oraninin degeri arttikca dinamik

sonuclarin degerlerinde azalma oldugu gézlemlenmistir. Ayrica, GDQM ve mevcut
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calismanin (MFEM) sonuglarina bakilarak bu iki yontemin iyi bir uyum icinde

oldugu bir kez daha gosterilmistir.

Tablo 4.18 Cesitli sicaklik varyasyonlari icin GDQM ve MFEM kullanilarak
mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin burkulma ytikleri (N)

AT h(um) \Y Vmin @ min
0 0 0.2 0.2 0.4 0.4
(bQM)  (MFEM) (DQM) (MFEM) (DQM) (MFEM)

0 10 4,281 4,283 3,634 3,635 3,388 3,388 037 3367

20 5426 5,426 4,843 4,843 5474 5474 0.25 4802
30 7,048 7,048 6,617 6,622 8,759 8,759 0.20 6617

40 9,278 9,277 9,077 9,077 13327 13,328 015 8972
40 10 4259 4,260 3,597 3,597 3275 3275 039 3274
20 533 5336 4693 4,603 5,023 5,024 0.28 4,606
30 6,845 6,845 6,279 6,284 7,746 7,746 021 6277
40 8917 8,916 8477 8,476 11525 11526 0.17 8451
80 10 4236 4238 3,559 3,560 3,162 3,163 043 3152
20 5,246 5,246 4542 4543 4573 4573 032 4380
30 6,643 6,643 5,941 5,946 6,732 6,732 0.25 50901

40 8,957 8,556 7876 7875 9,723 9,724 021 7873

Sonuclarin daha iyi anlasilmasi kapsaminda dogal frekans ve burkulma yiikii icin

mevcut calismanin 3D yiizey grafikleri asagidaki gibi Tablo 4.17 ve 4.18'e gore

verilmistir.

MFEM (b=2h, L=10h, k=1.5, h=10um) MFEM (b=2h, L=10h, k=1.5, h=40um)
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=7 -
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S K =
= - z
; - 70 ~
5 —
2 2
: £
= > =
-t \:' =1
= N
) $ =3
) & &
=]

Sekil 4.9 Mafsalli-mafsalli mesnetli FD mikro kirislerin farkli h degerlerine gore
dogal frekanslarindaki degisim
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MFEM (b=2h, L=10h, k=1.5, h=10um)

1] [l
CLwwess
s6885s

Burkulma yiikii (N)

MFEM (b=2h, L=10h, k=1.5, h=40um)

:

1L

Sekil 4.10 Mafsalli-mafsalli mesnetli FD mikro kirislerin farkli h degerlerine gore

burkulma ytiklerindeki degisim

Ankastre-Ankastre
h/Im=1, b=2h, L=10h, k=1.5
ge-14
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° GDQM
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ﬁ 2e-14 4
-
b
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2 0
a
g 2614
kY
He)
O -de-14 -
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-8e-14 T T T T
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0
Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.11 Farkli AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak

ankastre-ankastre FD mikro kirislerinin ¢okme degisimi
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Mafsal-Mafsal
h/Im=1, b=2h, L=10h, k=1.5
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Sekil 4.12 Farkli AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak
mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin ¢okme degisimi
Yalnizca termal etkilere dayal statik deformasyon sonuclari, kiris ekseni boyunca
boyutsuz mesafeye (x/L) gore elde edilmistir. Sonug olarak, FD mikro Kkirislerinin
¢okme diyagramlari, farkli sinir kosullarinda AT=80 °C ve AT= -80 9C i¢cin mevcut
calisma (MFEM) ve GDQ yontemi kullanilarak elde edilmistir. Ek olarak, MFEM ve
GDQM’den elde edilen sonuglar sirasiyla 80 sonlu eleman ve 81 nokta alinarak
olusturulmustur. Beklenildigi gibi aym1 miktarda sicaklik artisi1 veya diisiisiiniin
antimetrik grafikler trettigi goriilmistiir. Normal kuvvet degerlerinde ankastre-
ankastre ve mafsalli-mafsall simir kosullar1 karsilastirildiginda bir fark
gorilmezken, moment sonuglan biiytk o6lciide etkilenmistir. Sicakhigin etkileri
kiiclik sayilsa da termal bir ortamda ¢ok yiliksek hassasiyetler gerektiren bazi
uygulamalarla karsilasildiginda burada sunulan analizlerden faydalanabilinir.
Ayrica, GDQM ile bu ¢alismadanelde edilen sonuglar birbiriyle miikemmel bir uyum

icinde oldugu gorilmistiir.
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Ankastre-Ankastre
h/lm=1, b=2h, L=10h, k=1.5

2e-5 4

AT=80°C AT= - 80°C

1e-5 4

Toplam Normal Kuvvet Diyagrami
o

-1e-5
MFEM
] GDQOM
-2e-5 - - ——  MFEM
vl + e GDQOM
-36'5 L4 T Ll T
0.0 0.2 0.4 06 08 1.0

Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.13 Farkl AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak
ankastre-ankastre FD mikro kirislerinin toplam normal kuvvet degisimi

Mafsal-Mafsal
h/lm=1, b=2h, L=10h, k=1.5

3e-5

AT=80°C

Toplam Normal Kuvvet Diyagrami

0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.14 Farkh AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak
mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin toplam normal kuvvet degisimi
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Ankastre-Ankstre
h/lm=1, b=2h, L=10h, k=1.5

de-11 -

AT=80°C AT= - 80°C gt

2e-11

-2e-11

-4e-11

Toplam Moment Diyagrami
o

Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.15 Farkl AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak
ankastre-ankastre FD mikro kirislerinin toplam moment degisimi

Mafsal-Mafsal
h/ln=1, b=2h, L=10h, k=1.5

2e-11 AT=80°C

1e-11

“le-11

Toplam Moment Diyagrami

-28-11

‘38'11 T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0

Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.16 Farkl AT degerlerine gore hem MFEM hem de GDQM kullanilarak
mafsalli-mafsalli FD mikro kirislerinin toplam moment degisimi
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Sekil 4.17'deki 1. durum incelenirse kirisin enine kesitinde kalinlik boyunca sicaklik
dogrusal olmayan bir sekilde -40°C 'den +40°C'ye degistigi gértilmektedir. Ayrica
kirisin tst ylzeyinde -40°C sicaklik, kirisin alt ylizeyinde ise +40°C sicaklik
olusmustur. Bu sicaklik degisimi icin ankastre-ankastre ve mafsalli-mafsalli sinir
kosullar altindaki mikro kirislerin statik deformasyon, moment ve normal kuvvet
sonuglar1 elde edilmistir. Ustelik, Bu c¢alisma ve GDQM, daha once
karsilastirildigindaki gibi benzer sonuclar verip Sekil 4.18-23'den gortilebilecegi
gibi miikemmel bir uyum saglamistir. 1. Durum g6z 6niline alindiginda ankastre-
ankastre sinir kosulu ve mafsalli-mafsalli sinir kosulu normal kuvvet i¢cin ayni
sonuclar1 vermesine ragmen ankastre-ankastre sinir kosulu ¢ékme ve moment
degerleri icin nispeten daha biiyiik sonug¢lar vermistir. Aym sekilde, sekil 4.17'deki
2. durumu incelenirse kirisin enine kesitinde kalinlik boyunca sicakligin dogrusal
olarak +20°C'den +80°C'ye kadar degistigi gorulmustur. Ayrica kirisin tist ylizeyinde
+20°C sicaklik, kirisin alt ylizeyinde ise +80°C sicaklik olusmustur. Bu sicaklik
degisiminin bir sonucu olarak, ankastre-ankastre ve mafsalli-mafsalli sinir kosullar:
arasindaki statik deformasyon ve moment degisimi farki, 1. durumdaki sicaklik
degisimine kiyasla daha belirgindir. Ancak, normal kuvvet degerleri her iki teori ve

iki sinir kosulu i¢in aynm kalmistir.

AT=-40 AT=+20

AT=+40

AT=+80

1. Durum 2. Durum

Sekil 4.17 Kiris kesitindeki sicaklik degisimleri
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hA=1, b=2h, L=10h, k=1.5
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—e—— MFEM (H-H)

@ GDQM (H-H)
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Sekil 4.18 Durum 1'deki sicaklik degisimine gore hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullar altinda FD mikro kirislerinin ¢okme degisimi

hAl=1, b=2h, L=10h, k=1.5

1e-6
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Ge-7 -
g 4eT
=
— 2e-T -
E
£ o
g,
5 -2e7 1
@
g -de-7 -
=
S -ge7 | ——8——  MFEM (H-H)
@ GDQM (H-H)
—— % —— MFEM (C-C)
-8e-7 1 —-—A-—-  GDQM (C-C)
-1e-6 T T T T
0,0 0.2 0.4 0.6 0,8 1,0

Boyutsuz Mesafe (x/L)

Sekil 4.19 Durum 2'deki sicaklik degisimine gore hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullar1 altinda FD mikro kirislerinin ¢okme degisimi
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Sekil 4.20 Durum 1'deki sicaklik degisimine gore hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullar1 altinda FD mikro kirislerinin toplam
moment degisimi
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Sekil 4.21 Durum 2'deki sicaklik degisimine gére hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullar1 altinda FD mikro kirislerinin toplam
moment degisimi
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Sekil 4.22 Durum 1'deki sicaklik degisimine gore hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullar1 altinda FD mikro kirislerinin toplam normal
kuvvet degisimi
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Sekil 4.23 Durum 2'deki sicaklik degisimine gore hem MFEM hem de GDQM
kullanilarak C-C ve H-H sinir kosullari altinda FD mikro kirislerinin toplam normal
kuvvet degisimi
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5

SONUC VE ONERILER

5.1 Sonuc ve Oneriler

Cesitli sinir kosullari altinda FD konik Timoshenko mikro kirisglerinin statikegilmesi,
serbest titresimi ve burkulma davranisi, yeni bir sayisal ¢cergeve altinda modifiye
gerilme cifti teorisine dayandirilarak incelenmistir. Birinci mertebe kayma
deformasyon teorisi dikkate alindiginda, yonetici denklemler ve sinir kosullar
Hamilton prensibi kullanilarak elde edilmistir. Gateaux tiirevi ile tamamen yeni bir
fonksiyonelin tiiretilmesi i¢in tiim alan denklemleri tizerinde bilimsel bir prosediir
gelistirilmistir. Farkli simir kosullarina sahip FD mikro kirislerin statik egilme,
serbest titresim ve burkulma problemlerinin formiilasyonu i¢in CO tipi dogrusal
sekil fonksiyonlarina izin veren basit bir karisik sonlu eleman formiilasyonu
kullanilmistir. Bu ¢alismanin sonuglar literatiirdeki mevcut analitik ve sayisal
(GDQM) sonuglarla Kkarsilastirilmis ve miikemmel yakinsama o6zellikleri
gosterilmistir. Bu calismada sunulan yontemin 6zgiin katkilan ile ilgili sonuglarin
ardindan FD mikro Kiris tepkisi i¢cin beklenen 6ngoriiler (malzeme uzunluk 6lcek
parametresindeki, malzeme derecelendirme parametresindeki ve en boy
oranindaki artis/azalma i¢in temel frekanslarda ve burkulma yiiklerinde artma /

azalma) asagidaki gibi siralanabilir.

e Mevcut formiilasyon, yer degistirmeye dayali formiilasyonlarin ortak bir
problemi olan ve tutarli enterpolasyon veya azaltilmis entegrasyon
tekniklerinin kullanimi1 gibi 6zel hususlar gerektiren kayma Kkilitleme

fenomenlerinden bagimsizdir [89].
e Elde edilen fonksiyonel, bilinmeyen nodal parametrelerin ilk tiirevlerini
kapsamaktadir. Bu nedenle, uygulama ve ¢6zim prosedirlerini biiyiik

olciide kolaylastiran C° tipi basit dogrusal sekil fonksiyonlar1 kullanilmistir.
Eleman davranisi bilesenleri tarafindan kanitlandig1 gibi matrisler seyrek

olarak doldurulmustur.
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Kuvvet tipi degiskenlerin diigiim serbestlik dereceleri olarak tanitilmas;,
kuvvet tipi 6ngoriilen sinir kosullarinin uygulanmasinda daha fazla esneklik

saglamis ve bu da sayisal semaya dogrudan entegrasyonuna izin vermistir.

(o8 tipi elemanlarin (NE = 20), kesin analitik veya GDQM (80 eleman noktasi)
tabanl sayisal ¢oziimlerle karsilastirildiginda mithendislik uygulamalari igin

kabul edilebilir sonuglar sagladig1 gosterilmistir.

Formilasyonun genel saglamhgi ve yakinsama 0Ozellikleri, farkh
derecelendirme parametrelerini k, uzunluk 6lcegi parametrelerini Im, en boy
oranlarini L/h ve sinir kosullarini iceren yalnizca statik egilmeler i¢in degil,
ayni zamanda serbest titresim ve burkulmalar icin de ¢cok ¢esitli senaryolar

kullanilarak olusturulmustur.

Yontemin bir uygulamasi konik bir kiris problemi ile gosterilmistir. Sonlu
elemanlar prosediirii, mihendislik tasarimlarinda karsilasilabilecek
geometrik ve/veya malzeme bozukluklarinin islenmesinde olduk¢ca uygun

oldugundan, yontem konik kiris uygulamasi ile umut vericidir.

Formiilasyonun ilging¢ ve ayirt edici bir 6zelligi, genel kiris analizine katkida
bulunan farkh kaynaklarin acik bir tezahtriidiir. Mikro 6lgege bagh egilme
momenti katkisindan, egilme dénmesinden ve eksenel deformasyondan
olusan egilme momentlerinin ve eksenel kuvvetlerinin hepsi ayr1 ayri
hesaplanabilmistir. Bunun neticesinde, mikro boyut etkilerinin niceliksel
olarak degerlendirilmesiyle tasarim konfigiirasyonlar1 hakkinda c¢esitli

bilgiler elde edilebilir.

Ayrica, FD Timoshenko mikro kirislerinin dinamik davranislar: iizerindeki termal

etki modifiye gerilme cifti teorisine dayandirilarak incelenmistir. Termal etkinin

dahil edildigi yeni formiilasyon kullanilarak elde edilen sonuglar su sekide

siralanabilir:

Analitik [22] ve GDQM (15 eleman noktasi) tabanli sayisal ¢oziimlerle [48]
karsilastirildiginda, CO tipi elemanlarin (NE = 20) mafsalli-mafsalli FD mikro
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kirislerin dogal frekanslar1 icin kabul edilebilir sonuglar sagladig

gorilmisgtiir.

Kiris lizerindeki Poisson orani ve kalinlik etkileri dikkate alinarak Kkirisin
serbest titresimi ve kritik burkulma ytikii farkli termal degisimlericin analiz
edilmistir. Mevcut calismanin ¢ok yonliligini gostermek icin cesitli
senaryolar kullanilarak bulunan sonuglar literatiirdeki mevcut sayisal

yontem (GDQM) ile ayrintihi sekilde karsilastirilmistir.

Sicaklik degisiminin frekans ve burkulma ytikii tizerindeki etkileri goz ardi
edilebilirken kalinlik degerinin (h), bu dinamik tepkiler lizerinde goz ardi

edilemeyecek etkiye sahip oldugu gorilmiistiir.

Ayrica, Poisson oraninin etkileri de incelenmis ve Poisson oraninin belirli
degerleri icin frekans ve burkulma yiikiinlin minimum bir deger aldig1

gosterilmistir.

Yapisal sicaklik yiikii, hassas MEMs ilretiminde hassasiyet icin 6nemli
olabilecek ¢okme ve i¢ kuvvetler olusturur. Bunlar, Sekil 4.11-16'dan
gorilebilecegi gibi, mevcut yontemle tam olarak hesaplanabilmistir. Bu
sonuclar, GDQM ile yakin uyum i¢indedir ve dolayisiyla mevcut sonucun

baska bir dogrulamasidir.

Kirisin enine kesitindeki farkl sicaklik degisimlerinin statik deformasyon,
moment ve normal kuvvet lizerindeki etkileri incelenmistir. FD malzeme
varyasyonuna dayali tahmin edilebilir termal varyasyon (Sekil 4.17’deki 1.
durum), dogrusal bir termal varyasyonla karsilastirildiginda 6nemli 6l¢tide

farkli sonuglar tiretmistir (Sekil 4.17’deki 2. durum).

Karisik sonlu elemanlarin literatiire en biiytik katkilarindan biri, Sekil 4.18-
23'te gosterildigi gibi enine kesitte kalinlik yoniinde keyfi sicakhik
degisimleri verilerek moment, normal kuvvet ve ¢okme diyagramlarinin

kolayca elde edilebilmesidir.
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5.2 Arastirma Olanaklarn ve ileriki Calismalar

Bu tez calismasi kapsaminda, modifiye gerilme c¢ifti teorisine dayandirilan

fonksiyonel derecelendirilmis Timoshenko mikro kirisinin statik ve dinamik

davranislar incelenmistir. Ayrica, bu mekanik davranislar tizerindeki termal etki

incelenip sonuglar detaylar bir sekilde sunulmustur. Bu analizler, tezin 6zgunligiini

saglayan karisik sonlu elemanlar yontemi (MFEM) kullanilarak ¢éztilmistiir. Karisik

sonlu elemanlar yontemi (MFEM), karmasik problemlerin ¢6ziimtinde diger ¢6ziim

yontemlerine kiyasla bir¢ok avantaj sunmaktadir. Sonug¢ olarak, bu ¢6zim

yontemininformiilasyonu pek ¢ok karmasik problem icin gelistirilebilirve sonuglari

literatiire esash katkida bulunabilir. ileride yapilacak calismalar icin asagidaki

arastirma konular1 6nerilebilir.

Elastikzemine oturan fonksiyonel derecelendirilmis (FD) Timoshenko mikro
kirisin statik egilme, burkulma ve serbest titresim tlizerindeki sicaklik ve
gozeneklilik etkisinin karisik sonlu elemanlar yontemi kullanilarak

incelenmesi.

Karisik sonlu elemanlar formiilasyonu gelistirilerek farlh mikro Kkiris

problemleri i¢in dinamik stabilite davranisi arastirilabilir.

Cift yonli FD go6zenekli mikro/nano kirislerin boyut etkilerinin mekanik

analizler lizerindeki etkisi MFEM kullanilarak kolaylikla incelenebilir.

Karisiksonlu elemanlar yontemi kullanilarak pek cok kiris teorisini ve farkh
malzeme o6zelliklerini (¢ift yonlii FD ve sandvi¢ malzeme gibi) bir arada
icinde barindiran kiris problemleri incelenerek statik, dinamik ve dinamik

stabilite analizleri yapilabilir.

FD mikro plaklar ve kabuklar, statik ve dinamik davranislar1 agisindan
karisik sonlu elemanlar yontemi kullanilarak c¢oziilebilir. Ayrica, malzeme
ozellikleri acisindan c¢ift yonlii fonksiyonel derecelendirilmis homojen
olmayan malzeme davranislarinin incelenmesinde de bu ¢6zliim yontemi

etkili bir sekilde uygulanabilir.
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