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OZET

Kabuklar yapt sistemleri iginde gerek geometrisi, gerekse ¢0ziimil agisindan
karmasik yapilardir. Klasik kabuk teorisi olarak adlandirilan ¢6ziim ydntemleri
‘kalinligin, egrilik yangaplari yaninda kigiik mertebede oldugu ince kabuklar igin
gelistirilmigtir. Kalinhigin diger boyutlar yaninda biiyiik oldufu kemer barajlar,
basing odalar ve siginak Ortiisii gibi yapilarda kalinlik dogrultusunda ki birim sekil
degistirme ve kayma sekil degistirmelerinin etkisi 6nemli olmakta, Kirchoff-Love
hipotezi kullanilarak yapilan ¢6ziimlerin yaklagiklig: tartigiir olmgktadlr.

Bu amagla kalinlik dogrultusunda ki sekil degistirmelenin degisimini seriye agarak
bu etkileri dikkate alan ¢6ziimler gelistirilmigse de genel bigim ve yiliklemeler i¢in
elverigli degildirler.

Bu calismada sonlu elemanlar yontemi kullanilarak genel bigimli ve genel
yiiklemeler etkisindeki kalin kabuklar igin egrisel ortogonal koordinatlarda,i¢
boyutlu elastisite teorisinden hareketle 20 diiglim noktali izoparametrik eleman
elde edilmis,bu sonlu eleman kullanilarak degisik problemler ¢6ziilmiis ve sonuglar
irdelenmistir.

Sekiz boliimden olugsan bu galismada birinci bolimde konu ile ilgili ¢alismalar
gbzden gegirilmigtir.

fkinci bolimde egrisel ortogonal koordinatlarda elastostatigin temel bagintilar ve
klasik kabuk teorisi ile benzesim saglamak amaciyla yiizey geometrisi
incelenmistir.

Uglincii bolimde sonlu elemanlar yonteminin tammi yapildiktan sonra en yaygin
olarak kullanilan yerdegistirme ydntemi ile potansiyel enerjinin minumum olmasi
kosulundan {i¢ boyutlu elemanlar icin rijitlik matrisi ve yiik vektdrinin elde
edilmesi kisaca 6zetlenmistir.

o W se

Dordiincti bélimde 20 diigim noktali izoparametrik egrisel sonlu eleman ve bu
elemana ait bigim fonksiyonlar ile ortogonal olan eleman yerel koordinatlarinda
eleman rijitlik matrisi ve egdeger eleman diglim noktasi kuvvetleri sayisal
integrasyon kullanilarak elde edilmigtir.

Besinci bolimde yer deistirme-gekil degistirme matrisinin elde edilmesinde
gerekli olan kabuk geometrik biiytiklikleri ve tiirevleri bi¢im fonksiyonlari ile elde
edilmis ve bulunan degerler analitik olarak bulunan degerlerle kargilagtirilmugtur.

Altinci béliimde problemin ¢6ziimii igin FORTRAN 77 kodlama dilinde gelistirilen
bilgisayar programimn genel akis diyagramlart ve programin kullanimu ile ilgili
bilgiler verilmigtir.

Yedinci bolimde gelistirilen bilgisayar programu ile cesitli kalin kabuk
uygulamalan ¢dziilmiig ve literatiirdeki degerlerle kargilagtirma yapilmugtir.

Sekizinci bolimde bulunan sonuglar irdelenmis, sonuglarin miihendislik
uygulamalan agisindan yeterli yaklagima sahip oldugu belirtilmigtir.



THREE - DIMENSIONAL FINITE ELEMENT
FOR THICK SHELL OF GENERAL SHAPE

SUMMARY

Shells in structural systems are complex structures due to their geometry and also
the hardness of their solutions. Method of solutions known as “classic shell
theory” are generally developed for thin shells in which the thickness of the shell
is negligable with respect to the radius of curvature of the shell. When the
thickness of a shell gains importance in comparison with other dimensions as seen
in arch dams, pressure wessels and shelter roofs, the effect of the unit
deformations and the shear deformations along the thickness becomes important,
leads the solutions based on the Kirchoff-Love to be disputable hypothesis.

Although some solution techniques which take into consideration the effect of
these deformations by expanding them in series are devoloped, they are not
convenient for general shape and loading.

In this study, a finite element formulation for the thick shells of general shape is
obtained by using a twenty noded isoparemetric finite element and the three-
dimensional theory of elaticity in orthogonal curvilinear coordinates.

Strain-Displacement Relations

Strain-displacement relations in orthogonal curvilinear coordinates are known in
3-D theory of elasticity™,

In this study, all the expressions will be obtained in the orthogonal curvilinear
coordinates, since the system stiffness matrix and load vector are formed along the
local coordinates.

_uy A,y A,w _ Uy v, Au A4,,v
€ == 51:—_"'"—_— —_——
A, 4,4, A4, A4, A, A,4, A4,
e = Ya Ay ou A, .w e = la Ya A5 v Ay,w ¢Y]
o4, A4, 4,4, YA, 4, A4, 4,4,
833=&+M+M g, = e M Ajs-u A;,0w
A,  A,4, A,A, A, A4, 4,4, A4,

u, v, w are the displacements of the nodes along the local coordinates, where A,
Az As are the Lame’ coefficients, calculated by the derivatives of the position
vector through the local coordinates.
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Formulation of the Isopametric Finite Element

The 3-D, 20 nodes shell element seen in Fig.1 will be used. The coordinates of a
point in the element can be expressed in terms of the local coordinates and
cartesian coordinates of the nodes as,

xy d=SN,(n Olxy . @

i=]

Figure 1 3-D 20 nodes isoparemetric element

The shape function, N: , here can be written in terms of quadratic functions as
at corner nodes Ni=0.125(1+ &) (1 + no) (1 +4o) (Eo+ o+ 5-2)
at nodes of £=0  Ni=0.25(1-&)(1+mo)(l+)
atnodes of n=0 Ni=0.25(1+&) (I-H)(1+¢) 3)
at nodes of ¢=0  Ni=0.25(1+&)(1+n0) (I-8)
where =56, m=nn, G=¢d.

In finite element solution, the displacement components u, v, w of each node
along the curvilinear coordinates ai, a2, as are selected as degrees of freedom.
In matrix form, the degrees of freedom are,

,~ )
(o)1 oy =17 @
)

and the displacement component of any point on the element are,

[u v wl=[N]usso {5} )

The strain may also be written in vector form.

{e}i"={en & & yu y» 7yu} =Z[B]1{5} (6)
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Where, [B]i may be obtained in terms of shape functions by the use of strain-
displacement submatrix given in (1).

Nu 4., 4,5V,
A i Ad, Ad;
......... AZ INi Ni,z A2 3 i
A A o AA
143J ]\C o 14&2'1\C ‘ i3
| A A4 LA
Bl=4:%, NN, T M

RS W A4, A L A4 4
_Az,s-Nx Ny 0 d:_As,r i _l_&
..... Ay AL A A

In equation (7), 1,2,3 show the local coordinate directions of the element,through
ai, a2, a3 respectively. The element stiffness matrix along local coordinates can be
written by the use of (7) as,

%] = j JI .If [B] [D]B,]/|dédnds ®)

—1-1-1
where [D] is the 3-D elasticity matrix of order 6 by 6, |J] is the determinant of
Jacobien matrix. The integration can be made by the Gauss-Legendre numerical
integration method.

Load Matrices
a)Surface loads in the global coordinate directions

The distributed loads, effecting the element surfaces can be given in the direction
of global coordinates in the matrix form,

S _
. p, pl
. |p’ b p]
[e] =" 77 7 ©)
20 20 20
2" b 0"

where P/, P/, P/ are the values of distributed load at i % node along x, y, 2
global coordinate directions, respectively [V] vector, consisting of shape functions
can be written as,

[N]=[N: Nz Ns...Nx] (10)
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The equivalent nodal loads in the local coordinates determined from the surface
distributed load in global coordinates can be found as,

Fud S S
[5]=| " T e = T TN VM [ dsanas an

=1-1-

20 20 20
fpu fpv fpw

where, [T]ew is the transformation matrix.

Since the shape functions are three dimensional it is possible to obtain an
approximate surface element if surface coordinates to which the loads effect are
fixed while the node coordinates are brought very closer to the related surface in
the moment of Jacobien mattix formation. Besides the nodes reaction components
of the nodes other than the nodes of the loaded surface, can be transfered to the
related nodes.

b)Surface loads in the local coordinate directions

The distributed loads, effecting the element surfaces can be given in the direction
of local coordinates. If the distributed loads effecting the direction of local

coordinates, [Pr]° ,are presented in matrix form similar to (9), then the equivalent
nodal loads [f7] can be written as,

111

[£]= [ [ [INT [V 2. Viagdnds (12)

-1-1-1

¢) Voluminal loads

The nodal forces [fs]° equivalent to the voluminal forces caused by the element self
weight,can be calculated in the matrix form given below,

1 Al el NNN
fffw T, T

. f f f 111 N N N 000 1 2 7;3
[£]' = =II 00 0|L, T, T, (13)
00 gL T, T

f"’ f” £ Ny Ny N,
where v is density of the element and g is the acceleration of gravity.
d) Concentrated loads in the global coordinate directions

Load in the system nodes are assumed to be effecting to a related node of a
neighbour node. The transformation is made in the related node of this element.
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f‘“i Tui Tzzi Tzsi f“i
L= T TR (14)
: i

1 Ts’i Tssi fi

{r}=

ey

H
ow

™~

- ez

The distributed surface loads effecting the element along global and local
coordinates, voluminal distributed loads and the concentrated loads can be
transfered to the places in the system load vector.

System stiffnes matrix [K] calculated along the element local coordinates and the
system load vector {F} form a linear equation system,

[K}{D} ={F} , (15)

From the solution of (15) the node displacement along the local coordinates {D}
can be found.

Nodal Stresses

The stresses at any point on the element can be calculated by the expressions
below.

{c}i"={ou o2 om Tz T8 T3}

{o}i=[D){ &}i=[D][B]{ 5} (16)

Geometric Properties of Shells in Finite Elements

The position vector 7 of any point on a shell defined in o1, a2, oz orthogonal
curvilinear coordinates, can be written by the use of shape functions.

F= (Zsz)éI +(ZNryi)éz +(ZNi'Zi)é3 (17)

The first derivative of the position vector with respect to £, 7, { can be obtained
as follows.

Fu=(E N, %)E +( N, 3)E + (N2, )8,
Fro= (XN, x)e + (N, 2)8 +(2N,, 2, (18)
Foy= (XN x)E + (N2 )8 + (2 N,2.)5,

The Lame’ coefficients A;, Az, As which correspond to shell’s local coordinates
and the derivatives through any / directions can be determined as,

A ={(ENpox ) (SN p) +(EN o) (19)
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=S N )+ (B A Mo )+ (S NN o)]

To obtain these values by matrix operations the node coordinate matrix [KOOR] is

presented as,

- -

X, Y %
X, YV Z
" [KOOR]=|x, vy, z

x20

220_(20;:3)

21

The matrices consisting of the first and second derivatives of shape functions can

be formed numericaly as,

Ny
MJ?
Ny
N, N, Ny - Ny, N,
1,21
[DERI|={N,; Ny, Ny - Ny, [DERZ]=| N, ,
N, 3 Nv,s Ns,? D3 X203 N1,23
N;,SI
Nz
| Nyss

2

211

2R ERRRZZR
B E R R RER

B

z =
£ & 8 B

Y

L

ZEEE .z
i R

]

zEEE

021

S

k&

S

2R §2 it

2

20x9)

(22)

If the matrix operations shown below are substituted in to the ones above,then,

[J1=[DERI] [KOOR]

[L1=[J] [T
[DL]=[DER2] [KOOR] [J]®

(23)

The Lame’ coefficients and their derivatives can then be calculated by the help of

the new formed matrix’s elements in (23) as,

4,=~pn, 4,=LopL,
0 A - A -
4, =Ly, ! ?
A, =Ly, 4, = %’DLH 4,, = é—-DLsz
1 2
45 =Ly, I I
4,; =—.DL,, A,,=—.DL,,
T4 T4,

where [J] is Jacobien matrix.

1

A3.1 = A_S'D[ﬂ
1

A3’2 = A—j.DL&;
1

4;5 = A_j'DLys

(24)

The transformation matrix [7] is determined by the element of the matrix shown

below,
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Ju Jo Jis
4, A 4
[T]= Ju Jn Ju (25)
AZ AZ A2
Ju o Jas
L As A3 Asj
‘Conclusions

A computer program written in FORTRAN 77 is formed for the calculation of
shells by finite element method of general shapes and under general loading. By
the use of this program, the solutions of thick shells having various geometry and
loadings are made. Calculations made are compared with the values given in
literatures. It is obviously seen that the results have approximation for engineering

applications.
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BOLUM 1 GIRIS

1.1 Konu

Kabuklar yap1 sistemleri iginde gerek geometrisi, gerekse ¢Oziimii agisindan
karmagik yapilardir. Yapilan teorik galigmalarda ortaya ¢ikan zorluklar nedeniyle
¢oziimler bazi kogullar altinda basitlestirilerek yapilabilmigtir. 'Kabufgun egrilik
yarigaplan yaninda, kalinliginin ¢ok kiigiik mertebede oldugu durumlarda, kalinlik
dogrultusundaki kayma sekil degistirmeleri ihmal edilerek ince kabuk teorisi olarak
adlandirilan ¢6ziim yOntemleri gelistirilmigtir. Kabuk kalinliginin biiyiik oldugu
kemer barajlar, basing odalar1 ve siginak tiirii yapilarda kalinlik dogrultusundaki
normal gerilme ve kayma sgekil degistirmelerinin etkisi ihmal edilemeyecek
mertebelere ulagmaktadir. Bu durumda bu etkileri de gdz6niine alan {i¢ boyutlu
elastisite teorisi ile yapilan ¢dziimlere ihtiyag duyulur. Matematiksel giicliikler
nedeniyle bazi 6zel geometri ve ylikleme durumlan haric kapali ¢ozimler
zorlagmakta veya yapilamamaktadir. Kapali ¢dziimlerde karsilasilan bu giigliikler;
bilgisayar teknolojisindeki hizli gelismeye paralel olarak; sayisal hesap yOntemleri

ile elde edilen ¢oziimlerin gelismesine neden olmugtur.

Bu calismada sayisal hesap ydntemlerinden sonlu elemanlar yontemi kullanilarak,
genel bigimli ve genel yiiklemeler etkisindeki kalin kabuklar igin egrisel ortogonal
koordinatlardaki ¢ boyutlu elastisite teorisinden hareketle 20 diigiim noktali
izoparamatrik eleman kullanilarak degisik problemlerin ¢6ziimi yapilmis ve

sonuglar irdelenmigtir.
1.2 Kabuk Teorisi ve ii¢ Boyutlu Elastisite Teorisi ile Kabuk Coziimii Uzerine
Yapilan Teorik Calismalar

Kabuk teorisi {izerine yazilmis ¢ok sayida yayin mevcuttur. Bu yaymlarin biyiik

cogunlugu kabuk uygulamalannin en yaygin olarak kullanildigi ince kabuklar



tizerine yapilmugtir [1-10]

[11]‘de kalinlik boyunca yer degistirmelerin ve kayma sekil degistirmelerinin
degisimi kuvvet serisine agilarak ifade edilmis ve ince kabuk teorisinde kullanilan
yaklagimlarla birlikte kullanilarak donel kalin kabuklar igin kapali ¢dziimler elde
edilmigtir. Bilgisayara uygulanmasi agisindan elverigli olmayan bu yOntem yerine
kalinbk dogrultusundaki yer defistirme ve kayma sekil degistirmeleri; kabuk
ortalama ylizeyi iizerindeki bir noktanin yerel egrilikleri boyunca alinan iki nokta
ve bu noktalarin kabuk dig yiizeylerindeki izdiigtimleri ile; geometrik bagintilarla
ifade edilmeye ¢alistmigtir [12]. ’

[13]‘te radyal yiik etkisindeki kalin silindirik kabuklarin davranigi, kalnlik
dogrultusundaki kayma gsekil degistirmeleri ve radyal normal gerilme de hesaba

katilarak teorik olarak incelenmis ve bulunan sonuglarin iyi oldugu belirtilmistir.

Ozellikle donel kabuklarin baz1 6zel geometri ve yiikleme durumlan igin egrisel
ortogonal koordinatlardaki iki veya ii¢ boyutlu elastisite teorisi ile ¢6ziimleri gesitli
yaymlarda verilmistir. Bu ¢Oziimlere Ornek olarak, sabit i¢ veya dis basing
etkisindeki silindirik kabuk [14], ¢izgisel donel yayili yiik etkisindeki silindirik
kabuk [6], sabit i¢ basing etkisindeki kiiresel kabuk [15] ve radyal dogrultuda
karsiliklr tekil kuvvetlerin etkisindeki dairesel basit mesnetli silindirik kabuk [16]
gibi problemleri verebiliriz. [14] ve [15]‘te polinom seklinde gergek sonuglar elde
edilmis, [6] ve [16]‘da ise bulunan diferansiyel ifadeler seriye agilarak sonuglar

elde edilmistir.

Uc boyutlu elastisite teorisi ile egrisel ortogonal koordinatlarda gerilme ve sekil
degistirme ifadeleri gesitli yayinlarda verilmistir [1, 17, 18].

1.3 Kabuklar Uzerine Sonlu Elemanlar Yénteminin Uygulanmas: ile Tigili

Cahsmalar

Sonlu elemanlar yontemi ve uygulamalarn (zerine yazilmig ¢ok sayida kitap

mevcuttur [19-30].



Kabuklar iizerine sonlu elemanlar yontemi ilk olarak 1960 Lt yillarda ticgen ve
dortgen diizlem elemanlar kullanilarak uygulanmigtir. Ancak diizlem elemanlann
yakméakhémm iyi olmamasi nedeniyle egrisel sonlu elemanlar kullaniimasi
disiiniilmis ve sonlu elemanlarda yeni bir boyut agimustir. Kabufun yiizey
geometrisine uygun egrisel G¢gen veya dortgen elemanlarla yer degistirmelerin
polinom yaklagim fonksiyonlar ile tamimlandigi ve uygulamalarinin yapildig:

gesitli aragtirmalar mevcuttur [32-33].

Ug boyutlu sistemlerin ¢dziimil igin gesitli ii¢ boyutlu elemanlar geligtirilmigse de

kasith bilgisayar imkanlar gah§malara biiyiik engel teskil etmistir.

[34]‘te ince kabuk teorisi ile benzesim kurmak amaciyla kabuk {izerinde ortalama
yiizey tarif edilmis, iki boyutlu egrisel izoparametrik sonlu elemanlar yardimiyla
alt ve list yilizeylerdeki degisim, ortalama ylizey izerindeki bicim fonksiyonlan ile
ifade edilerek kalinlik dogrultusundaki kayma sekil degistirmelerinin etkisi gdziine

alinmigtir

[35]‘te donel yiik etkisindeki donel simetrik kalin kabuklar igin yliksek mertebeden

terimler igeren bir sonlu eleman gelistirilmigtir.

[36]‘da kalin silindirik kabuklarin ¢ boyutlu 20 diiglim noktali izoparametrik

sonlu elemanlarla ¢dztimi yapilmigtir .

[37)‘de hybrit gerilme modeli kullamilarak G¢ boyutlu 20 diigim noktal

izoparametrik eleman igin gerilme alanlan elde edilmistir.

[38]‘de kabuk ve kati (solid) elemanlar icin degisim metodlann kullanilarak
bagimsiz donme alanlar elde edilmis , kat1 elemanlar icin 8 diigiim noktali ve 48
serbestlik dereceli Gi¢ boyutlu prizmatik eleman, kabuk elemanlar i¢in ise 8 diigiim
noktali ve 40 serbestlik dereceli iki boyutlu egrisel eleman kullanilarak ¢dziimler

elde edilmistir.

oo

[39]‘da {i¢ boyutlu 20 diigim noktali izoparametrik elemanlar ile sistemin sonlu

elemanlar aginin diizenlenmesi Gizerine ¢aligmalar yapilmugtir.



[40] ve [41]‘de kalin sayilabilecek genel bigimli kabuklar icin iki boyutlu 8 ve 12
digim noktali ve her bir diigim noktasinda 5 serbestlik derecesi olan kabuk
eleman geligtirilmig, kalinik dogrultusundaki kayma sekil degistirmeleri ortalama
yiizey tizerindeki bigim fonksiyonlan ile ifade edilmis, sonuglarin yaklagiminin iyi

oldugu belirtilmistir.

[42]‘de 20 diigim noktali izoparametrik elemanin kalinlik dogrultusundaki orta

noktalari iptal edilmig ve kalinlik dogrultusundaki.birim gekil degistirme €3 degeri
sifir kabul edilerek 16 diigim noktali ve 40 serbestlik dereceli orta kalinhkl

kabuklara uygulanabilecek bir eleman gelistirilmis ve uygulamalar yapiimigtir.
[43]‘te 20 diigim noktali izoparametrik eleman kullanilarak kirig genigliginin
optimizasyonu yapilmigtir

1.4 Cahsmanm Amaci

Bu calismanin amaci genel bigimli ve genel statik yiikler etkisindeki kalin
kabuklarda biitiin etkiler dikkate alinarak yerel egrisel ortogonal koordinatlarda

sonlu elemanlar yontemi ile analizininin yapilmasidir.



BOLUM 2 EGRISEL ORTOGONAL KOORDINATLARDA
ELASTOSTATIGIN TEMEL BAGINTILARI

Sonraki béliimlerde yararlanilmak tizere ¢ boyutlu kabuk elemana ait gerilme ve
sekil degistirme bagintilari, elastisite teorisi yardimiyla elde edilmeye

calistlacaktir.

2.1 Varsaymmlar
Hesaplarda asagida belirtilen varsayimlara dayamlacakur.
e Malzeme homogen,izotrop ve lineer elastiktir.

e Yer defistimeler yeterince kiicik olup, denge denklemleri ve geometrik

uygunluk kosullaninda ikinci mertebe etkiler ihmal edilecektir.

2.2 Egrisel Ortogonal Koordinatlar

Egrisel elemanlar igeren problemlerin ¢oziimiinde egrisel koordinatlarin kullanilma
zorunlulufu ortaya gikar. x,y,z uzaysal dik koordinatlar ve i, oz as egrisel

ortogonal koordinatlar olmak #izere aralarindaki baginti,
x = fi (a1, a2, @3)
y =fi(a, o a)
z=fi(a, a2 a3)

seklinde olsun, fi, f2, f3 Dbirbirinden bagimsiz ve tersi alinabilir fonksiyonlar
olmak {izere degisken doniigimii yapilabiliyorsa yeni koordiatlara “egrisel
koordinatlar” adi verilir. a: parametresi sabit tutulursa, iki parametreli bir
fonksiyon olur ki bir yiizeyi belirler. Bu yiizey “koordinat yiizeyi” olarak

adlandirilir. Benzer gekilde oz ve oz parametreleri sabit tutularak diger koordinat



yiizeyleri belirlenir. Ayrica a:=sb. ve az=sb. yiizeylerinin kesismesiyle olusan
egri “ct koordinat ¢izgisi” olarak adlandinlir. Benzer gekilde o2 ve as koordinat
gizgileri de belirlenebilir. i, oz ve az degiskenleri, koordinat yiizeyleri ve
cizgileri genellestirilmis egrisel (kutupsal) koordinat sistemi olarak adlandinlir.
Koordinat yiizeyleri tgli ortogonal ise koordinat ¢izgileri karsihikli olarak
“ortogonol ag” olugturur . Egrisel ortogonal koordinatlara silindirik ve kiiresel

koordinatlar 6rnek olarak verilebilir.
2.3 Yiizey Geometrisi

2.3.1 Yiizeyin L ve II. ana formu

Kabuk kalinifinin orta noktalarinin geometrik yeri, kabuk ortalama yiizeyi olarak
tammlanir. Bu yiizey a1, o2 ve as parametreleri cinsinden ifade edilebilir.
Calistlan  koordinat yilizeyine ait sabit olan parametrenin islemlerde etkin
olmamasina karsin bagintilar bu parametrenin de degisken olabilecegi kabuliine

dayanarak en genel halde elde edilecektir.

Kabuk iizerindeki herhangi bir noktanin 7 konum vektdri kartezyen

koordinatlarda

F(a,,az,a3)=f,(al,az,a3).é'1 +f2(a1,a2,a3). €, +f,.(a1,a2,a3). é, 2.1)
seklinde yazilabilir. 7 vektoriinlin d7 diferansiyel degisimi,

ar = & do, + il da, -%-ia’ot3 (2.2a)
1708 oo, 708

veya diger bir gOsterimle
dr =7, da, +F,, da, +7, da, (2.2b)
seklindedir.

Kabuk geometrisi geregi 7,, a:=sb. egrisine, 7,, ise az=sb. egrisine teget olan

vektorleri gosterir. Egrisel ortogonal koordinat sisteminin geregi olarak 7,; ise
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Sekil 2.1 Kabuk yiizeyleri ve egrisel koordinatlar

ar=sb. ve a:=sb. olan, as koordinat yilizeyinin normali dogrultusunda bir

vektdrdiir. Bu durumda 7,; vektdri 7, ve 7,, vektorleri yardimiyla elde

edilebileceginden o parametre olarak alinmayabilir.
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Burada 7 normal birim vektOr olup, k& sabit bir katsayidir.
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ds* =E.da’+G.da,” +H.da,’ (2.4)

seklini alirki, bu ifade kabuk {izerindeki herhangi bir yiizeyin I. ANA FORMU

olarak tanimlanir.

A, = JE 4, = JG  ve A= VH almrsa,

ds’ =A’.da + 4 da,’ + 4, da,’ (2.5)

seklinde elde edilebilir.

¥ den 7 +dr ’e yOonlenmis yayin parametrik diizlemler {izerindeki kenar boylar,

dsi= Aidai
ds2= Az.dce
ds:;= As.dos

seklindedir. Hesaplar kabuk ortalama yiizeyi ilizerinde yapiliyorsa ds;=0 olur.

Ayrica 7,,=k.7n bilindigine gore kabuk ortalama yiizeyinin egriligi,

X = dn.dr

n

%
Y

teskil edilirse,
kdi=7, da,+7,;,doa,+7,,da;

- — 2 — — 2 - - 2
k.didi =7, 7, da’+7,,F,da, +F ;F, da,

elde edilir.

L=F, i’,,.—l—
k
N=F, F,z.—kl—
0=%,, F,,.%
alinirsa,

di.dr = L.da’ +N.de,” +0.da,’ (2.6)



sekline gelirki bu ifade ylizeyin II. ANA FORMU olarak tanimlanir. Bu durumda
ylizeyin egriligi,

K - Lda+N.da, +0.da;

= 2.7
" Eda’+G.da,+Hda, @7

sekline gelir. ar=sb. , az=sb. ve as=sb. egrilerine karsilik gelen egrilikler,

Krlziz£ ; K2= = ; K3 =2
R E H

Ql=

S L
R, R,

(54

seklinde ifade edilebilir. Burada R:,R: ve Rs ilgili koordinat cizgilerine ait egrilik

yarigaplandir.

2.4 Sekil Degistirme Bagmtilar:

Elastisite teorisi ile ilgili kitaplarda egrisel ortogonal koordiatlarda sekil degistirme

bagintilar1 verilmigtir [1,17,18].

Egrisel ortogonal koordinatlarda (x,y,z) koordinatlarina sahip bir nokta yer
depistirmeden sonra (x+u ,y+v ,z+w) koordinatlarina ulagsin , yer degistirme

vektdriiniin bilesenleri olan (i, v,w), (x,y,z) nin fonksiyonlandir.

Baglangigta ds boyuna sahip gizgisel eleman yer degistirmeden sonra ds™ boyuna

ulagsin. Bu elemandaki sekil degistirme,

g:ds —ds ( Z_]) dlr
ds
z ar
3
i e
M v
< dx /'
0 dy :
y

X

Sekil 2.2 Egrisel koordinatlarda noktanin yer degistirmesi



Egrisel ortogonal koordinatlarda gekil degistirme bagintilari,
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+A2,,.u+A2,3.w)+ 1 (w,—
A 4, ) A4\ "
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A4,

1 ( A“.w) (
....... + u, -2 tu, +
AA N\ 4, :

1

Lttt ](
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A4, 4, 4,
AW AIZ ) (

4, 4,

seklinde verilmigtir. Lineer olmayan terimler atilirsa,

(2.8)

u]( Az,.,v]
A . ‘Wz_..—‘._
s A5

B A,.J.w)
AI

-4
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(2.9)

bagintilan elde edilir. Burada;

&u, &z, £ eleman diigim noktalarindaki birim uzama sekil degistirmeleri,

20w e

&, &, & eleman diigim noktalarindaki birim kayma sekil degistirmeleri,

u, v, w diigiim noktalarinin yerel koordinatlar dogrultusundaki yer degistirmeleri,

Ai, Az, As koordinat sisteminin Lame katsayilaridir.

2.5 Gerilme Sekil Degistirme Bagmtilan

Kabuk elemanin diigiim noktalarindaki gerilmeler, sekil degistirmeler cinsinden

bilinen elastisite bagintilan yardimiyla hesaplanabilir [18].



E
Oonu= I+0 _511+
T
U”=1+u_
E T
o I+v
7T,,= £ &
=T 300"
_E
Fas 2(1+v) £
E
T = €5

12

(2.10a)

(2.10b)



BOLUM 3 SONLU ELEMANLAR YONTEMI

3.1 Giris

Miihendislik yapilann genellikle siirekli ortama sahiptir. Stirekli ortamin ¢6ziimii
ise diferansiyel denklem ¢bziimiine doniisiir. Sistem geometrisinin ve yiiklerin
uygun olmamasi ¢ogu zaman diferansiyel denklemin olu§turulm2i§1 ve ¢Ozliimiind
gliglestirir veya ¢0ziim bulunamaz. Bu durumda yaklagik hesap metodlarina
ihtiyag duyulur. Siirekli ortam sonlu sayida geometrisi belirli ve sekil degistirme
bagintilar1 kendi icinde hesaplanabilen sonlu eleman adi verilen alt bolgelere
ayrilir.  Sonlu elemanlar birbiriyle sanal cizgilerle ayrnlmis, sadece diiglim
noktalarindan birbiriyle baglanmis olarak diisliniilir ve formiilasyon diigim
noktalarinin birbiriyle iligkileri lizerine kurulur. Bu durumda stirekli sisteme ait
diferansiyel denklemin integrasyonu ayrik sistemlere ait cebrik bir denklem

takiminin ¢6ztimiine indirgenir.

Elemanlarin birbiriyle birlestigi diigiim noktalarinda bilinmeyen olarak alinan
statik biyiikliikler: kuvvetler, yer degistirmeler veya kuvvet ve yerdegistirmelerin
karisimi seklinde alinabilir. Bu ¢alismada uygulamasinin basit, kullanigh ve genel

olmasi nedeniyle yer degistirme yontemi kullanilmigtir.

3.2 Yer Degistirme Yontemi

Eleman davranig elastik ise ‘e’ elemaninda diiglim noktalan kuvvetlerinin dengesi

{3 =kl {d}+{f1> +{[} = (3.1)

seklinde olur. Burada {f}°> elemana tesir eden yayili yiikleri dengelemek igin,
{f}°: ise 1st degisimi ve baglangic kuvvetlerini dengelemek igin gerekli diiglim

noktasi kuvvetlerini, {f}° eleman diiglim noktalarinin yer degistirmesinden olusan
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diigim noktasi kuvvetlerini, [£]° eleman rijitlik matrisini ve {d}° digiim noktast
yer degistirmelerini goéstermektedir. Benzer sekilde eleman diigiim noktas:

gerilmeleri sekil degistirmeler cinsinden yazilirsa,

{0} =[S1{d} +{o}% +{o} (3.2)

elde edilir. Burada {o}° sekil degistirmelerden, {c}% ise eleman izerindeki
yayil yiiklerden olusan gerilmeleri, {o}° ise elemandaki baglangic gerilmelerini
ve [S]° eleman gerilme matrisini gostermektedir. S6zkonusu matrisler minimum

potansiyel enerji veya virtiiel is prensibi yardimiyla elde edilebilir:
3.3 Eleman Karakteristik Matrislerinin Formiilasyonu

3.3.1 Yer degistirme fonksiyonu

Taniml bir ‘e’ elemaninin sinirlarinda veya iginde bulunan herhangi bir noktadaki

{u} yer degistirme fonksiyonu,

=Dy [y 63

seklinde yazilabilir. Burada [N] serbestliklerle yer degistirmeler arasinda eleman
koordinatlarin bir fonksiyonu olan bigim fonksiyonlaridir. [N ] alt matrisinin
herhangi bir N ‘m elemam i. diigiim noktasindaki m. serbestligin birim, diger
biitlin serbestliklerin sifir olmasi durumunda n. yerdegistirme fonksiyonunun,

elemanin sinirlaninda veya igindeki degisimini ifade eder. Bigim fonksiyonlar,

iNi(x.y)= 1

i=l

N(x.y)=1 N,(x;3,) = N(%, 3,) = 0 (3.4)

olacak sekilde secilmelidir.
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3.3.2 Sekil degistirmeler

Eleman {izerinde [B] yer degistirme sekil degistirme matrisi, [N] bigim
fonksiyonlan (izerinde [0] diferansiyel bir operatdr olmak iizere,

[B]=[21[] (3.5
seklinde yazilabilir. [B] matrisi bilinirse elemanin diiglim noktast yer
degistirmeleri yardimiyla elemanin herhangi bir /. diigiim noktasindaki sekil
degistirme vektorii { £}

{e}i=[Bl{d}* ' (3.6)

seklinde elde edilebilir.

3.3.3 Diigiim noktas: gerilmeleri

En genel halde eleman diiglim noktast gerilmeleri ile sekil degistirmeler arasindaki

bagint1 i. diiglim noktasinda,
{o}i=[D]({ e}-{ g0})+{ o0} 3.7

seklinde elde edilebilir. Burada, [D] malzemenin homogen ve izotrop olmasi
halinde elastisite modiili E ve Poisson orani v ye bagli olan elastisite matrisidir,
{&} yer degistirmelerden olusan sekil degistirmer, {&} 151 ve rotre gibi etkilerden

olusan baslangig sekil degistirmeleri ve {ov} ise baslangi¢ gerilmeleridir.

3.4.3 Esdeger diigiim noktas: kuvvetleri

Eleman {izerindeki yayili yiiklere ve sinir gerilmelerine statik olarak egdeger,

eleman diigiim noktas! kuvvetleri vektori {f}°,

A
{7} = {fﬁ"} (3.8)
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olarak tarif edilirse her {f ‘}alt vektdriiniin elemanlan {d ‘} yer degistirme alt

vektdriindeki ug serbestliklerine esit sayida ve ilgili serbestlik dogrultusunda olan

20 W e

esdeger diigiim noktasi kuvvetleridir.

3.3.5 Minimum toplam potansiyel enerji prensibi

Deplasman formiilasyonlarinda agirlikli olarak kullanilan bu prensip, “Siireklilik
ve esas sinir kogullarini saglayan sekil degistirme alanlan arasinda, denge
kosullarin1 da saglayant sistemin potansiyel enerjisini en az yapandir.” seklinde

aciklanabilir.

Enerji kaybetmeyen korunumlu sistemlerde toplam potansiyel enerji =, sistemin
sekil degistirme enerjisi U: ile dig yliklerin potansiyel enerjisi U nin toplamindan
olustudu kabul edilir. Yiikleme sirasinda yiiklerin potansiyelindeki azalma,

yiklerin sistemde yaptig1 ise esit alinirsa (U.=-We),
= Ui+ U. = U-W. (3.9)

elde edilir. Sekil ve yer degistirmelerin bir fonksiyonu olan 7z dengenin kararli
olmas: halinde enerjinin minimum olmast ig¢in, sekil degistirmelerin &{&}
degisimi halinde, sekil degistirme enerjisindeki degisim SU: ve yer degistirmelerin
o{u} degisimi halinde, yiiklerin sistemde yaptii iste meydana gelen degisim SW.

olmak t{izere,

oUi=oW. (3.10)

esitligi gergeklenmelidir. Sistemde kiitle kuvvetlerinden olugsan {b} vektori,
{b}={b: b2 bs}T (3.11)
ylizey kuvvetlerinden olugan {s} vektori,
{s}={s1 52 s3}7 (3.12)

ve diigim noktalaria dogrudan etkiyen noktasal yiiklerden olusan {fz} vektorleri,
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(o} =Lt for for}" (3.13)

seklinde alinirsa (3.10) ifadest,
T T T n T
Joe) (e = [t Gl [0 s+ (o0, 73, 610
v v 4 p=
seklinde yazilabilir. Malzeme &zelliklerine bagli olmayan bu ifadede yer ve gekil
degistirme vektorlerindeki degisim,
s{ey={éu &v sw}T (3.15)
S ey={eu Sen Se S&n S&s deu}’ (3.16)

seklindedir. Herhangi bir noktadaki { o} gerilme vektori,

{oy={ou 0uz Ou o2 ou ou}’ (3.17)

seklinde alinir ve (3.14) ifadesinde yukanda verilen ifadeler yerine konursa,

(01881, 02,88, 401,66,y + 01,08, + 0,86, + 0,06, )av = [ (b,du+b,6v + b,5w)dv

\ 4

+ j (s,0u+5,60 +5,0w)ds + 3 (£, 00+ £, + ) (3.18)

p=l

ifadesi elde edilir. (3.14) de gerilmeler (3.7) yardimiyla sekil deZistirmeler

cinsinden yazilirsa sadece yiiklere ve sekil degistirmelere bagl bir ifade,
T
f (6{)) [De)a f dv+f ) { d9+2( {u},,) {1, @9

sekline doniistir. Burada aranan gekil degistirme fonksiyonlar, birinci

tirevlerinin kareleri integre edilebilir fonksiyonlar olmalidir.

(3.6) ifadesindeki [B] matrisinin elemanlann sabitler veya koordinatlarin bir

fonksiyonudur. Bu durumda,
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&{ e}y =A[Bl{d})=[B] &{d}
seklini alir. Traspozesi alinirsa,

({ePT=(5{a)" BT (3.20)

-sekline gelir. Benzer gekilde (3.3) ifadesi,

{u}=[N|{d}
o{u} =&[N){d})=[N] 5{d}

seklini alir. Transpozesi ahnfrsa,
(S{u}) =(8{d})" NI (3.21)

seklini alir. Buradaki {d} diiglim noktas: yer degistirmeleri, koordinatlarin
fonksiyonu degildir, bundan dolayi integral digina alinabilir. Bu durumda (3.20)
ve (3.21) ifadeleri (3.19) da yerlerine konulursa,

() (JISTIOT2k (0}~ [INT )~ [T s~ [ 1), =0

p=1

(3.22)

seklini alir. 3{u} keyfi bir degisimdir, bu durumda parantez igindeki ifade sifir

olur.
{ry={at+{r) 0] = ![N]T (b} + j [N {s)ds + ;[Np]’{ £}, (.23
[+]=[[8] [D] Blav (3.24)

seklinde alinir ve bu ifadeler (3.22) de yerlestirilirse,
[Hd°}={F} (3.25)

seklinde cebrik bir denklem olan eleman diigiim noktalari denge denklemi elde
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edilir. Burada [K°] eleman rijitlik matrisi, {d °} eleman digim noktalar1 yer
degistirme vektori ve {f°} eleman diigim noktalarn yik wvektori olarak

adlandinlir.

o W e

Aranilan eleman diigilim noktalar1 yer degistirmeleri ‘d’ ler sistemde de ayni olur.
"[K] sistem rijitlik matrisi, {D} sistem diigiim noktalar1 yer degistirme vektori ve
{F} sistem digim noktalar ylik vektdrii olarak adlandirilir ve cebrik denklemin
Ozellikleri kullanilip eleman rijitlik matrisinin ve yilik vektOriniin herbir terimi

sistemdeki serbestlikler g6zOniine alinarak toplanirsa,
[KI{D}={F} (3.26)

lineer denklem takimu elde edilir. Bu denklem ¢6ziiliirse aranan diigiim noktalar

yer degistirmeleri bulunur.



BOLUM 4 GENEL BICIMLI KALIN KABUKLAR iCiN UC
BOYUTLU IZOPARAMETRIK SONLU ELEMAN

4.1 Genel Agiklama

Sonlu elemanlarda islemler genel koordinatlarda yapilirsa, elemanlarin diigim
noktalarinda, yerel koordinatlarda belirlenen 6zellikleri, d6niisiim matrisi olarak
adlandirilan matris yardimiyla genel koordinatlara déniistiiriilir. Gerekli islemler
yapudiktan sonra genel koordinatlarda belirlenen Ozellikleri de,  doniisim
matrisinin tersi yardimiyla yerel koordinatlara dOniistirilir. Bazi eleman
tanimlarinda donilisim matrisinin tersinin hesaplanmasinda giiglikler ortaya
cikabilir. Bu durumda eleman geometrisi uygun ise tiim sonlu eleman islemleri

yerel koordinatlarda yapilabilir.

Genel ve yerel koordinatlar arasindaki donilisim; eleman iginde degisimi tam
olarak bilinemeyen fonksiyonlan temsil eden ve gerekli dereceden tiirevleri
mevcut olan; tiplestirilmis bi¢im fonksiyonlann kullanilarak kolayca yapilabilir.

o0 W o0

Doniigiim, elemanin her bir diigiim noktasi i¢in yazilirsa; ‘

xl
x=N.x,+N,x,+.=[N, N, [ x,p=>N.x,

Y1
y=N1°J’1+Nz-yz+'"=[Nz N, ] Y2 =ZN,.y, 4.1)

z

1
z=N,z+N,.z,+.=[N, N, --Kz,}=D'N,z

seklinde olur. Burada N: ler yerel koordinatlarda verilen bigim fonksiyonlari,

Xi, yi, zi ise eleman diigim noktalan genel koordinatlarlardir.
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Bicim fonksiyonlan ile elemanin sadece geometrisi belirlenebiliyorsa bu tip
elemana parametrik sonlu eleman, geometri ile beraber bicim degistirme
fonksiyonlan bilesenleri de belirlenebiliyorsa, izoparametrik sonlu eleman denir.
Bi¢im fonksiyonlarmnin eleman diiglim noktalarindaki degerleri, ilgili diigiim
noktasinda birim, diger d{igim noktalarinda ise sifir olmalidir. Bigim
‘fonksiyonlar eleman kenarlanndaki geometrik degisimi de belirtecek dereceden

segilmelidir.

4.2 Kullanilan Sonlu Eleman Modeli

Genel bi¢imli kalin kabuklarin ¢6zimii i¢in Sekil 4.1 de goriilen, bigim
fonksiyonlarinda ikinci dereceden terimler bulunan ¢ boyutlu 20 diigim noktali
izoparametrik egrisel sonlu elemanlar kullanilmigtir. Bigim fonksiyonlar ve bu
fonksiyonlarin birinci ve ikinci tiirevleri, kdse ve orta noktalar icin gruplar

halinde Tablo 4.1 de verilmistir.

Eleman rijitlik matrisinin formiilasyonunda s6zkonusu izoparametrik egrisel sonlu

elemanin bi¢im fonksiyonu ve tiirevlerinden faydalanilmistir.

se \r sa

Sekil 4.1 Ug boyutlu 20 diigiim noktali izoparametrik egrisel sonlu eleman
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Sonlu eleman ¢dziimiinde her bir diiglim noktasinda o, az, as egrisel koordinatlarn
dogrultusundaki #,v,w yer degistirme bilegsenleri, ug serbestlikleri olarak

alinmistir. Eleman ug serbestlikleri matris formunda,

ey =11 (4.2)

o0 vr v

seklinde yazilabilir. Burada i diigim noktasinin serbestliklerinden olusan {5 ‘}

vektOri,

i

u

{5"} =1y (4.3)
wi
seklindedir. Elemanin her bir noktasinda 3 serbestlik derecesi olmak iizere,

elemanda toplam serbestlik derecesi 60 olarak alinmaktadir. Elemana ait yer

degistirme fonksiyonlari

u

{f} 1T [N](3x60)'{5}e(60’1)

w
4.4

(]
= ) v 55‘} $
{7}

olarak alinmistir. Burada (3x3) boyutundaki [N f] (i=1,2,3,...,20) matrisinin

herhangi bir elemani, o elemanin bulunduu kolona ait serbestligin; bulunulan
satira kargilik gelen dogrultuda; birim diger batin serbestliklerin sifir olmasi
halinde u,v,w yer degistirmelerini ifade eden Tablo 4.1 de verilen bigim

fonksiyonlandir.
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4.3 Uc Boyutlu genel sonlu eleman formiilasyonu

4.3.1 Gerilmelerle sekil degistirmeler aras1 bagintilar

Gerilmelerle sekil degistirmeler aras1 bagintilar, sekil degistirmelerin elastik sinir
icinde kalmasi durumunda elastisite bagintilan ile olusturulan, G¢ boyutlu elemana

ait (6x6) boyutundaki [D] elastisite matrisi yardimi ile bulunabilir.

Eleman kesit tesirlerinden dolay: i noktasindaki gerilmelerden olugsan {o}: vektori
{o}'={ou oz on w-t w} .‘ 4.5)
ve elemanin ilgili diigtim{indeki sekil degistirmelerden olusan {£}: vektori,
{e}={eu ez &3 yz y» pu) (4.6)
olmak {izere,
{o}i=[D]{¢}: (4.7)

baZintisi yardimiyla bulunur. Elastisite matrisi [D],

I1-v v 0 0 0
I1-v v 0 0 0
v I1-v 0 0 0
1-2v
[D]=—1 0 0 0 5 0 0 (4.8)
(1+v)(1-2v) 120
0 0 0 0 0
2
-2
0 0 0 0 0o 1 2‘“

seklinde verilmigtir.
4.3.2 Sekil degistirme yer degistirme bagintilar

Eleman diiglim noktasi sekil degistirmeleri ile diigiim noktast yer degistirmeleri

arasindaki bagint1 ‘e’ elemaninda i. diigiim noktasi i¢in,

{e}" =[B]{d}* (4.9)
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seklinde yazlabilir. Aradaki bagintiyr tanimlayan [B] yer degistirme sekil

degistirme matrisi [0] diferansiyel bir operatdr olmak iizere

[Bl:=[0][N]] seklinde yazilirsa, [B] matrisi (2.9) bagintis1 yardim ile,

u; A,V
. T Ad, L
A, ,.u Vs
4,4 4,
........ T TG
—_ AIA3 A2A3
[B], = :?1',',}'5! ..... i —Aﬂv AAAAA G
..... Ady AL AL 4
0 4y vy
............................... Ay A
A u u 0 B
AIA3 A3

4,;w
..... A4, ..
A4,;w
AZAJ
W
L
0
AW W,
A, W w,
AIA.i AI

(4.10)

seklinde olugturulur. Elemanin diigim noktast yer degistirmeleri bigim

fonksiyonlan yardimiyla,

u=Y Ni.u
v=2'N:.vi
w=2 N:.wi

4.11)

seklinde yazilabilir. (4.11) bagintisi, (4.10) da yer degistirmeler i¢in yazilirsa

(6x3) boyutundaki [B]: alt matrisi,

N, A, N, 4,,N,

........ A A4 Lo A

AZ,I'Nl Niz Az,s' i

Ady 4, A4

As,z'Ni A3,2 Ni .]&i
[ B] =l A4, i A i, Ay

! Azz'Nz N:z E__Az,z Ni N” 0

...... Ady A i AL A
0 A2,3‘Ni N13 A3,2‘N1+Ni2
SRR OUO NP SRS A .2.‘.‘.1.3 ........ A3 ............ A2A3A2
_A1,3-Ni Ni3 0 ;A“. i iv_i_l
A4, A4, P44, A4

4.12)
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olmak {izere [B] matrisi i=1 den 20 ye kadar bu alt matrislerin yanyana
konulmas ile olusan (60x6) boyutunda bir matristir.

((2,] ]
_ - Vit
(£, ] Wi
£, u, |
€33 128
) =([B],IB].,---|Bl. J “4.13)
o0 = (BBl IBl v
Y23 '
U’ 31) (6x1) Uz
L (60x6) Vo
L Wao) ) (60x1)

4.4 Eleman Rijitlik Matrisinin Hesab1

[k eleman rijitlik matrisi (60x60) boyutunda kare bir matristir. Bu matrisin

herhangi bir ij elemani,
[kéf ]e = .f 2 ]T[D][Bj]dv (4.14)

seklinde hesaplanabilir. Verilen bi¢im fonksiyonlan -1 ile +1 arasinda verilen
yerel koordinatlarda oldugu i¢in eleman rijitlik matrisininde yerel koordinatlarda

hesaplanmasi i¢in d6niigim yapilirsa,

111

(%] = [][B] [P]B Vidédnds (4.14)
~1-1-1

seklini alir. Burada [J] Jacobien matrisin determinantidir. Integralde smrlar -1

ile +1 arasinda degistigi icin integral Gauss-Legendre sayisal integrasyonu ile,

111

1=[[[F&ne)dsanac =35 S wow e £(61,.4.) (4.16)

-1-1-1 izl =1 k=1
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seklinde hesaplanabilir. Gauss integrasyonunda fonksiyona; n pivot noktasi olmak
lizere; n. dereceden Legendre polinomunun kok degerleri verilir ve wi agirlik
katsayilan ile ¢arpimlannin i¢ toplami integrasyonun sayisal sonucunu verir.
Integre edilen fonksiyonda en yﬁksek polinom derecesi (2xn-1) ise, n adet pivot
noktasi alinirsa kesin sonug¢ bulunabilir. Gauss integrasyonu ile ilgili katsayilar

“Tablo 4.2 de verilmisgtir.

Tablo 4.2 Gauss integrasyon katsayilar

n Xi Wi

1 x1=0 ‘ wi=2

2 | -x1=x%x2=0.577350269 | wi=w2=1.00

3 | -xi=x3=0.774596669 | wi=w3=0.5555555556
x2=0.00 w2=0.8888888889

4 | -x1=x:+=0.861136312 | wi=w4+=0.347854845
-x2=x3=0.339981044 | w2=w3=0.652145155

4.5 Sistem Rijitlik Matrisinin Olusturulmas:

Sistemde herhangi bir diiglim noktasinin, herhangi bir serbestligi dogrultusundaki
rijitligi, bu diglime komsu elemanlarin ilgili serbestlik dogrultusundaki
rijitliklerinin toplamina egittir. Sistemde serbestlikler dogrultusundaki rijitliklerin

matris formunda yazilmast ile sistem rijitlik matrisi [X],
[KI{D}={F} 4.17)

seklinde olusturulur. Burada {F} serbestlikler dogrultusundaki yiiklerden olugan,

{D} ise serbestlikler dogrultusundaki yer degistirmelerden olusan vekt6rlerdir.

[K] sistem rijitlik matrisi kare matristir. Bu matrisin elemanlarini esas kdsegen
boyunca bant geklinde elde etmek icin sistem diigiim noktalan serbestlikleri uygun
bir sekilde numaralandirilir. Sistem rijitlik matrisi maksimum yar1 bant genigligi,

her bir eleman igindeki serbestliklere verilen numaralar arasi farklann en
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bliyiligtiniin bir fazlasidir. Katsayilar matrisi simetrik oldugu i¢in sadece yan bant
tizerindeki elemanlarla islem yapan denklem ¢6ziim yontemleri kullanilabilir. Bu
durumda bilgisayarda sadece yarm bant kisim saklanir ve hafizadan tasarruf

saglanir. Lineer denklem sisteminin ¢dzimiinde Cholesky yontemi kullanilmistir.

Sistemde elemanlarin birlesim noktalarinda ki tegetleri birbirine dik olacak sekilde
secilirse, sistem rijitlik matrisi eleman yerel koordinatlarinda olugturulabilir. Bu

durumda dis yiikler de yerel eksenlerdeki bilesenlerine doniistiirilr.
4.6 Yiikleme Matrisleri

4.6.1 Genel koordinatlarda verilen yiizey yayih yiikleri

{p} ylizey yayili yiliklerinin eleman {izerindeki dagilimj,

{r}=IN:I{p}* (4.18)

seklinde verilebilir. Burada [Ny] yik dagilimi igin secilmis bigim

o vt se

fonksiyonlar, {p}° ise yayili ytiklerin diigiim noktalarindaki siddetleridir.

{p} nin u,v,w dogrultusundaki bilesenleri p., pv pw segilen bi¢im fonksiyonlan ile

pu = ZNpi'pui

i=1

p,=2.N p,k (4.19)
i=1
pw = ZNpi‘pwi

i=1

seklinde yazilabilir. Burada p., p/', p#/ dis yayili yiiklerin diigiim noktalarindaki
yer degistirmeler (serbestlikler) dogrultusundaki bilegenleridir.

1 i
Py Ju Ji I || P+

{Pi}= Pvi =\Jy Jn Iy Pyi (4.20)
pwi Ju I Ju pzi
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ve

{p} = :{pz} } (4.21)

p) [N, 0 0N, 0O 0 N, 0 0
{p}: pv = 0 NPI 0 0 sz 0 b 0 szg 0 {p}e (4'22)
P[0 0 Ny 0 0 Ny 0 0 Nyl o

seklinde yazilabilir. Eleman {izerindeki {p} yayil dis yiiklerin bilegkesinin
diigiimlerdeki yer degistirmeler dogrultusunda bilesenleri olan esdeger diigim
noktasi kuvvetlerinden olusan {f}," vektorii potansiyel enerjinin minimum olmasi

kosulundan (3.22) bagintisi ile
e T
{7, =] {p}
seklinde elde edilmisti. (4.18) deki {p} degeri yerine konursa,

{1}, =-[ [NT[W, Jp) @ (4.23)

bulunur. Burada N ve N; enterpolasyon fonksiyonlar olarak daha Once rijitlik
matrisinin eldesinde kullanilan bigim fonksiyonlarn kullanilabilir. Yayili yiik
ylizey {izerinde etki etmektedir. buna kargin bigim fonksiyonlar: hacim {zerinde
hesaplanmaktadir. Bu durumda hatalan yoketmek icin hacimsal elemanda yiikiin
etki ettigi ylizeydeki diigim noktasi koordinatlan sabit birakilip, elemanin diger
koordinatlar1 ilgili yiizeye ¢ok yaklastirlirsa eleman bir yiizey elemanina
doniistiiriilebilir. Ayrica elemanin i¢ diglim noktalarinda elde edilen ytikler ilgili
yiizey diiglim noktalarina aktarilirsa  yilizeysel bicim fonksiyonlarina gerek
kalmadan elemanda yiizey yayili yiliklerinden olusan diigiim noktasi kuvvetleri
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elde edilebilir.  Sistemde eleman yiizeylerine etkiyen yayih yiikler genel

koordinatlar dogrultusunda verilirse viikleme matrisleri asafidaki sekilde

diizenlenebilir.
m 1 1 1]
px py pz
2 2 2
px py pz
] =| . p »p (4.24)
-px20 p;20 pz.20-

Burada p<, py, p/ eleman iizerindeki yayili yiikiin i. diigiim noktasindaki x, y, z
dogrultusundaki degerleridir.

[N] =[Nt N2 N; ... Nx]
[Np] =[Npt Npz Nps ... Np2)

olmak tizere N ve N; olarak daha dnce rijitlik matrisinin eldesinde kullanilan bi¢im
fonksiyonlar1 kullanilabilir. Sistem koordinatlarinda verilen yiikleri yerel
koordinatlara doniistiirebilmek i¢in donfisiim matrisi [7]sx ve [J] Jacobien matrisin
determinanti olmak {izere ve yayili ylizey yilklerinden olusan egdeger diigim

noktas: kuvvetleri, yerel koordinatlarda asagidaki matris seklinde gosterilirse,

5 fpul fpvl fwl N
I/ S
[£.]= S Tw f,fw’ (4.25)

.
.
.

20 fpy20 fpw20 J

™

4]= [TV T v el 7 dedne w26

~1-1-1

seklinde genel koordinatlarda verilen yayih yiizey yiiklerinden olusan esdeger

eleman diigiim noktas: kuvvetleri bulunur.
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4.6.2 Yerel koordinatlarda verilen yiizey yayih yiikleri

Eleman iizerine etki eden yiizey yayili yikleri yiizeyin normali dogrultusunda
oldugu gibi yerel koordinatlar dogrultusunda verilmis olabilir. Bu durumda [pr]
ylizey yayili yiikleri i¢in doniigiim iglemine gerek yoktur. Yerel koordinatlarda
verilen yilizey yayil yiiklerinden olusan esdeger diifim noktasi kuvvetleri,

111

[£1= [ [ /IMT [N He. T

—I-1-1

Jldednd¢ (4.27)

bagintisi ile hesaplanabilir.

4.6.3 Hacmmsal kuvvetler

Elemanin kendi 6z agirlifindan olusan hacimsal kuvvetlere esdeger diigiim noktasi

kuvvetleri,
(£} =[[N] {x}av (4.28)

Elemanda 6z agurhiimin tesir etmesi halinde yercekimi kuvvetinin tesiri

s6zkonusudur. Bu durumda,

X, =0
[X]=14,=0 (4.29)
X.=1

Burada y eleman birim hacim agirlig1, g ise yergekimi ivmesidir

—1-1-1

] = T [ st

PR A~ N, N, N,
\,;2 f;z fwz 111 NZ NZ NZ ro 0 0 T;I T;Z 7}1
1= 7 £ 22 =[llv N Nofoo olT, T, T, ||[Jdednds
B : 0 0 ||\l T, Ty
L 57 AT Vo Ny Ny

(4.30)
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seklinde hacimsal kuvvetlerden olusan egdefer diigim noktasi kuvvetleri
bulunabilir. Burada yiikiin 6zellifinden dolayr genel koordinatlardaki diigim
noktas1 yikleri do6nlisim matrisi ile c¢arptllp yerel koordinatlara

doniigtliriileceginden matrisler yeniden diizenlenmistir.

'4.6.4 Dig tekil kuvvetler

Genel koordinatlarda dogrudan diigim noktalarina etki eden yiiklerdir. Bu yiikler

o8 v e

yerel koordinatlara déniistiiriileceginden ilgili yiik sistem diiglim noktasina degil,
o diiglime bagli olan herhangi bir elemanin ilgili diigiim noktasina etki ediyormus

gibi disiiniiliir, ylikiin doniiglimii eleman lizerinde yapilir.

{2

{fe}=<:{f”2} } (4.31)

L{fe” } {60x1)

seklinde diigiim noktas: kuvvetleri matrisi yeniden diizenlenir,

fu| 5. n) T4
{£}=inlb=|n T LIRS (4.32)
i
Sl

o

1 T;zi 7;51 fi

ez

ve doniigim yapilirsa elemanda dis tekil kuvvetlerden olusan matris,

1 1 1
Ju o Sfo Sa
2 2

2
[#]= uo S S (4.33)
fe uzo fevzo fmzo oy

seklinde elde edilir.
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4.6.5 Yiiklerin siiperpozisyonu

Eleman iizerine etkiyen, [fz] genel kbordinatlarda ki ylizey yayili yiiklerinden, [f7]
yerel koordinatlarda ki yilizey yayilt yiiklerinden, [fs] hacimsal yayili yiiklerden ve
[f]] dis tekil yiiklerden olusan diigim noktalan kuvvetleri,

1
u

1 fwl
B R AN AR AR A 4.34)

.20 .20 .20
VAR P

e THH

seklinde sliperpoze edilir. Hesap kolayhg: icin iki boyutlu elde edilen eleman
digim noktalann esdefer toplam yik matrisi vektdre doniistiiriilerek, eleman
serbestlik numaralarina gore sistem ylik vektdriindeki yerlerine aktarimi yapilir ve

sistem yiik vektori olusturulur.

A=A LR 27 S e (4.35)



BOLUM 5 SONLU ELEMANLARDA KABUK GEOMETRIK
BV UKL UKLERI

Bu bolimde kabuk ylizey geometrisini tanimlamak amaci ile segilen bicim
fonksiyonlann yardimiyla, kabuk sonlu elemanin hesabinda kullanilmak iizere
noktadan noktaya degisen kabuk geometrik biiyiikliikleri olarak adlandirilan Lame

katsayilan ve egrilik yangaplar ve bunlara ait tiirevler hesaplanacaktir.
5.1 Bigim Fonksiyonlarinin Koordinat Déniigiimiinde Kullanilmasi

ai, oz, 3 yilizey egrisel koordinatlart cinsinden tanimlanan kabuk {izerindeki
herhangi bir noktanin 7 konum vektorii (2.1) bagintisi ile bilinmektedir. 7

konum vektorii elemanda yilizey geometrisini tanimlamak amaciyla kullamlan

Ni(au, az, a3) bigim fonksiyonlan cinsinden,

n
Fla,aza;)=Y N(a, a,a;)7(x,y.2)

i=l

seklinde yazilabilir. Daha agik ifadeyle,

F=(ENx ) +(3 N3, )6 +(ZN, 25 (.1)

olur. (2.5) ve (2.6) ifadelerinde kabugun I. ve II. ana formunu belirleyen E, G,
H, L, N ve O degerleri konum vektdriine, dolayisi ile bigcim fonksiyonlarina bagh
olarak elde edilmesi gereken biiylikliklerdir. «w—>¢& ye, cz2—»nya ve as—>( ya

kargilik gelmek Gizere 7 konum vektOriiniin 1. tirevleri,

Foy= (ZNi,I‘xi)éI +(ZN1,I‘yi)é.? +(ZNi.I‘Zi)ES
Fp= (ZNi,Z'xi)EI +(Z Nf,z'J’z)éz +(ZN1.2‘Zi)
Fiy= (Z Ni,J'xi)EI +(Z Ni.3'yi)éz +(Z Ni,.S'Zi)

seklinde elde edilebilir. Bu tiirevler yardimiyla kabuk Lame katsayilar1 A:, Az, A4s,

; (5.2)

o

]

[S)

3
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A’ =7, .7, =(ZN”.x)2+(ZNu.y,) +EN,.z)
\/ (ZN,x) ZN,, vy +(ENez)
A2=\/ (> N,.x) N,,. yi) +(I N, z)

4, =J (ZN,x) ZNH vy +H(ENz)

I

4,

~

seklinde elde edilir, ifade genellestirilirse,

4, = (E V) HE N ) +H(E Nz ‘, (5.3)
elde edilir. Ax min / dogrultusunda tiirevi alinirsa,
1
= T[(Z Ni,k‘ xi)(z Ni,kl' xz') + (Z Ni,k‘ yi)(z Ni,kl‘ yi) + (Z Ni,k' Zi)(z Nt.kl ’ Zi)]
k
5.4
seklinde elde edilir. Burada N . sekil fonksiyonunun k dogrultusundaki
tiirevinin, / dogrultusundaki tiirevidir.
5.2 Kabuk Ana Formlan ve Egrilik Yarigaplar

Boliim 2.2.1 de genel olarak verilen ifadelerde, kabuk tizerindeki yay elemanin
boyu,

ds=ArdE +ALdn *+AFdL (5.5)

kabuk I.Ana Formu seklinde verilmisti. Bu ifadedeki A:,A2As degerleri bigim
fonksiyonlar yardimiyla, (5.3) bagintilan ile sayisal olarak elde edilebilir.

Kabugun 3. dogrultudaki tiirevi, bu dogrultunun tegetidir. Bu teget ayni zamanda

ylzeyin normali dogrultusundadir. Bu durumda ylizeyin normali igin,

=l (5.6a)

6zdesligi sézkonusudur. Ifade daha agik yazilirsa,
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= 7,3 _ (Z N:,3'xi)éz +(2N1,3'yi)éz +(Z NI,J'Zi)EJ
7 \/(ZN,J.xi)z HEN,p) HENpz)
7i= i—?,s

_seklinde elde edilir. (2.6) ifadesinde ki kabuk II. Ana Formu’nda,

L=-7, .n
N=-F,,,.n
O=-F,;.n

olmak tizere,
dn.dr =L.d8° + N.di’ +0.d{*

seklinde elde edilir. Burada konum vektdriinin ikinci tiirevleri,

Foy= (Z ‘Nri.ll’xi)_‘l (Z Ni.]l’yi)é.’

seklinde elde edilir. Kabuk lizerinde herhangi bir egrilik,

_ LdZ+N.dp +0.d{"
" EdZ +G.dy +H.d

ve asal egrilikler,

k- l_L
R E
koL ¥
R, G
k1.0
R, H

seklinde, yine bigim fonksiyonlan yardimiyla elde edilebilir.

(5.6b)

(5.7)

(5.8)

(5.9

(5.10)
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5.3 Kabuk Geometrik Biiyiikliiklerinin Matris Islemleri ile Elde Edilmesi

Kabuk geometrik biiyiikliiklerini matris islemleri ile elde edebilmek igin asagidaki

o oo

matrisler olusturulursa, eleman diigim noktalari koordinatlar1 matrisi [KOOR)],
[ oz |
X Y2 %
[KOOR]=|x;, y; z, (5.11)

[ X20 Y20 Z20](2005)

Bi¢im fonksiyonlarinin birinci tiirevlerinden olusan matris [DERI],

Nu Nu Nsvz o N:o.1
[DERI]=|N,, N,, N,, - N, (5.12)
N 13 N 2,3 N 3,3 20.3 J2043)

ve bigim fonksiyonlarinin ikinci tiirevlerinden olusan matris [DER2],

er,u Nz,u Ns‘u o N:o,u
N 112 N 2,12 N EFE A N 20,12
N 113 N 2,13 N;,s N 2015
N 121 N 2,21 N ER7 R N 20.21

[DER2 ] =N,z Ny N;s Niyas (5.13)

Niz Nug Ny Ny o
N 1,51 N 251 Nisi N:o,sz
N 132 N 2,52 N s Nags:

_Nz,ss N2,33 Ns‘ss N:o,ss_(wxg)

seklinde olusturulabilir.  Bu matrislerin elemanlarnn bi¢im fonksiyonlan ve

tiirevleri yardimiyla istenilen noktada sayisal olarak elde edilebilir.
Olusturulan bu matrislerle agagidaki matris islemleri yapilirsa.

']11 JIZ "]15
[JAC|=[DERI|[KOOR]=|J,, J., J., (5.14)

-J

s Jar I

33
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(5.15)

(5.16)

MMM ENN NN RRR
SHVIVIGHV SV ES BN
. 3883
MAMNMMMNNN SR
T 33 ]
R | S —
Q It
) f—
= S
T S,
= )
], 5
N T
" N
-8 B

(5.17)

3 (9x3)

.wu Hn Hﬂ Mn Hx wﬁ Hn wm Uy

EEEREEEE

SISV IV VIV I

[D2k][4CT

[D2J]

2 eo

matrisleri elde edilir. Bu durumda kabuk geometrik biiyiiklikleri ve tiirevleri,

(5.18)

rfﬁ

AAA

(5.19%a)

m m w

JZJILA

1]
< <
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N
K
g

zﬁx
I
&

(M)

N
hd
'

I
]

(5.19b)

N
)
g

o
Y
Il

u.ﬁkl’\‘ u:.]kl\ u.bkl'\‘ NDAIN hkl)\‘ .?XIN
g

ES
)
Z

seklinde, kabuk II.Ana Formu katsayilari,

N=-—KJ, (5.20)

seklinde, kabuk egrilik yaricaplan ise

2

i

[N

N
o

A4,

1 3

R =

13
2

744

KJ,,

R3 LA | ‘AJ'
O K,

~|

J

N
[

R, = 5.21)

=

2

N
N

It

seklinde, biitiin biiytiklikler elde edilen matrislerin elemanlarindan elde edilir.

5.4 Jacobien Matris

Bilindigi gibi Jacobien matris genel koordinatlara gbre tirevlerin ,yerel

koordinatlara gore tiirevlerine donilisiimiinii saglayan matristir.
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& & &
& on |
[] _Axyr) | & & (5.22)
5’(5'75) o on &
& & &
& on ]

Bu matris sayisal olarak matris islemleri ile (5.14) bagintisi ile elde edilmigti.

5.5 Doniigiim Matrisi

Genel koordinatlarda verilen yikleri yerel koordinatlara donistirmek igin

kullanilan déniisiim matrisi,

F,=luTu
TR 4
f,,= Ty = Fr (5.23)
»2 — .
Fol 4
P F, X7, _Fys
4.4, 4

seklinde herhangi bir noktadaki birim vektor elemanlan elde edilebilir.

Yiikler, F,.¢ +P,.¢,+PF, e, olarak verilirse,

¢ dogrultusunda A%(R‘ YN, +P YN, .y, +P> N,._,‘z,.)

1

n dogrultusunda —j—(PxZNi_,.x, +P Y Ny, +B YN, ,.z,.)

2

¢ dogrultusunda Ai(PxZNi’s.xi +P >N, .y, +P_,ZN,,_5.zi)

3

seklinde bulunur. Ifadeler matris formunda yazilirsa,
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_ZNi,I'xl ZNi,I‘yi ZNL}'ZJ

y|

A |
P{ 1 1 1 p)r
P |= ZNx.z'xt ZNi,Z‘yi ZNi,Z'Zi | p (5.24)
P” 4, 4, - 4, Py
d ZNI,.?‘xi ZNi,.f‘yi ZNi,j"Zi z
4, 4, 4, j
seklinde elde edilir. Aradaki doniisiimii saglayan [T] doniisiim matrisi,
Ju Jo I
4, 4 4
[7]= Ju Jn I (5.25)
4, 4 4,
Ju Jn I
LAs A3 A3 N

seklinde kabuk geometrik biiyiikliiklerine bagli olarak hesaplanir.
Bu matrisin doniigiim matrisi oldugunu gdstermek {zere,
|1=1.0

[T].[T1"=[1]

islemleri yapilmig, sonuglarin sagladifi goriilmigtir.

5.6 Kabuk Geometrik Biiyiikliiklerinin Hesabi igin Ornek

Kabuk geometrik biyiklikleri, Sekil 5.1 de goriilen kiiresel bir kabuk elemanda
analitik olarak hesaplanmig ve bicim fonksiyonlar1 ile bulunan degerlerle
karsilatirma yapmak icin Tablo 5.1 de ayr ayn verilmigtir. Sonuglarin birbirine

yeterli yaklagiklikta oldugu goriilmistir.
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O=-2.5/+2.5°
o=+5.00/+10.0°
Ry=10.0 m
h=0.40 m

ar—-»>6

2@

asz3—>r -

r :kiire yarigapt
hi :kabuk kalinlig

\ .,
,/

Sekil 5.1 Kiiresel kabuk eleman

Kartezyen koordinatlarda dsi=r.sinp.dau
ds:=r.doz
ds;=das
dé=Crdo
AE=C1.AO =2 2 50183181
=(Ci. ;= A@_ 577 = 44
180°
ds, = A,.de =110 Slg =2 (5.262)
o o
dn=Cxdp
_ _An 2
An=Cz.Ap = C,= P = 229183181
180°
ds, = A,.dn=—.. =4, =1 (5.26b)
, =4,.dn SRt o) .
de=Cs.dr
AC=Cs.Ar —c, = 2
A h

”k 2
= — 5. 6C
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BOLUM 6 BILGISAYAR PROGRAMI

Genel bigimli kalin kabuklarin ¢ boyutlu 20 diigiim noktali izoparametrik sonlu
elemanlarla ¢6ziimi i¢cin, FORTRAN 77 programlama dilinde kodlanmis KUMKA
isimli bir bilgisayar programi gelistirilmistir.

6.1 Programin Yapisi ve Calisma Diizeni

KUMKA programinda, ana program bagka tip elemanlara da kolayca doniisiim
saglamak amaciyla, islemlerin alt programlara yonlendirilerek sonuglandinldig: bir
diizende kurulmaya ¢alisilmigtir. Alt programlar segilen elemanla ilgili islemlerin
yapudig1 dzel ve genel iglemlerin yapildi1 argiv alt programlar seklinde iki grupta
diizenlenmigtir [44]. Genel akis diyagrami Sekil 6.1 de verilmistir.

BASLA

1

ANA MENTD
%2
SISTEM
%3

RIJITLIK

DENKLEM [
476

GERILME

SON

Jekil 6.1 KUMKA bilgisayar programi genel akis diyagrami
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6.1.1 MENU alt programi

Program ¢aligtinldiginda 6nce bu alt programa ydnlendirilmektedir. Bu programda
icra sirasinda okunacak dosyalar ki sirasiyla sistem elemanlarinin baghi bulundugu
diigim noktalari, sistem diigim noktasi koordinatlari, elemanin yiizeylerinin
diglim numaralan ve sisteme etki eden yiiklerin ve sir sartlannin verildigi
Oonceden hazirlanan 4 dosyanin ve sonuglarin yazilacagi dosyamin adlan
belirlenmekte ve ilgili dosyalarin mevcut olup olmadig1 kontrol edilmektedir. Eger
giris ¢ikis dosya adlan sabit ise dosya adlann sorulmamakta, dosya isimleri hatali

ise program durdurulmaktadir. Akig diyagrami $ekil 6.2 de verilmisgtir.

Tum dosya adlari
giritecek mi?

Sistemde eleman dGgim
noktalari dosyasi adi
T

.~ Sistemde dUgum noktasi .~
koordinatiari dosyasi adi //

Sabit dosya adlari
meveut mu ?

I TN
Vv AN
" e \17 E
,/ Eleman ylzey digim Programi
" numaralari dosyasi adi . \_ durdur
47 ligili dosyatar ~_
ag

/" Sistem ytikleri ve sinir o
v sarflan dosyas! adi

/ %

, Sonug dosyas! adi

z

L 2)
N’

Sekil 6.2 MENU alt programi akig diyagrami
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6.1.2 SISTEM ana program pargasi ve sistem alt programlari

Yap: sisteminin eleman ve diigim noktast sayiss DUGUM dosyasindan, malzeme
Ozellikleri, deplasmanlari tutulan diigim noktalan ve yik sayllan YUK
dosyasindan okutulmaktadir.  Bu bilgiler 1s18inda sistem alt programlan
.¢agnlmaktadir. Akig diyagramu Sekil 6.3 te verilmistir. Cagnlan alt programlarla
ilgili kisa agiklamalar agagida verilmigtir.

DKOORD alt programi: Sistem d{iglim noktasi koordinatlarinin KOORD

dosyasindan okunmasini saglayan bir alt programdir.

vo v oo

EDNOD alt programi: Elemanlarin sistemde bagli bulundugu diigiim noktalarini

sira ile DUGUM dosyasindan okunmasini saglayan bir alt programdur.

T

&

l DKOORD

L_

Sekil 6.3 SISTEM ana program pargasi akig diyagrami
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SINIR alt programi: Bu alt programda YUK dosyasindan deplasmanlan tutulmug
diigim noktalan ve dogrultular: okunur. Serbest birakilan dogrultulara O, tutulmus

dogrultulara 1 degigkeni verilerek, I numarali diigiimiin, J. serbestligi olmak {izere

NDT(1,J) dizisindeki yerine atamr.

oo w oo

KODNO alt program: Bu alt programda sistem diiglim noktalarina sira ile

deplasman numarasi (kod numarast) verilir. Deplasmani tutulu dGgim noktalarinda

ise ilgili deplasman dogrultusunda deplasman numarasi olarak sifir verilir.

YBANT alt programi: Bu alt program sistem rijitlik matrisi maksimum yart bant
genigligini bulur. Her bir elemandaki deplasman numaralar arasi farkin bir
fazlasinin en biiylik degeri sistem rijitlik matrisi maksimum yan bant genisligine

esittir.

DE3DM alt programi: 3 boyutlu eleman elastisite matrisini hesaplayan bir alt

programdir.

GAUSS alt programi: Bu alt program Gauss pivot noktasi sayisina bagli olarak
Gauss-Legendre integral katsayilarini okur.

20 Wt 00

EYKO alt programi: Bu alt program 20 diigim noktali izoparametrik sonlu

elemana ait -1 ile +1 arasinda degisen eleman yerel koordinatlar okur.

6.1.3 RIJITLIK matrisi ana program pargasi

Bu program Gauss pivot noktast kadar Uglii dongli yaparak her bir elamanda
eleman rijitlik matrisini hesaplar ve bu matris elemanlarimi sistem rijitlik

matrisindeki yerlerine atar. Akis diyagrami Sekil 6.4 de verilmistir.

ELKOR alt programi: Her bir elemanin diigiim noktalarininin genel eksenlerdeki

koordinatlarini hesaplayan bir alt programdir.

BICIM alt programu: Elemana ait bigcim fonksiyonlan ve bi¢im fonksiyonlarinin

1. ve 2. tiirevlerini sayisal olarak hesaplayan bir alt programdir.
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E
o

ELNOD

ﬁ

BICIM

v

KGRBU

l
Vv

BEMAT
B

kf=ik+ (81701 [B] W]

NGP kadar iiglii dongii

Eleman sayisi kadar

—

Sekil 6.4 Sistem rijitlik matrisi olusturulmasi akis diyagrami

ELNOD alt programi: Elemanin sistemle ilgili tek boyutlu dizi olarak hesaplanan
bilgilerini i.dliglimiin j. serbestligi dogrultusundaki bilgi seklinde iki boyutlu

dizilere doniistliren bir alt programdir.

KGBU alt programi: Bi¢im fonksiyonlan ve tiirevleri yardimiyla kabuk elemanin
[B] matrisi olugturulurken gerekli olacak kabuk geometrik biyiiklikleri ve

tiirevlerini sayisal olarak hesaplayan bir alt programdir.

BEMAT alt program: Elemanin [B] matrisinin elemanlarimi sayisal olarak

hesaplayan bir alt programdir.

YERLE alt programm: Elemanin digim noktalarinin deplasman numaralan
yardimiyla eleman rijtlik matrisi elemanlarini, sistem rijitlik matrisindeki yerlerine

atayan bir alt programdir.
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6.1.4 YUK alt program

Eleman yiizeylerine genel veya yerél koordinatlar dogrultusunda etki eden yayili
yiikler, hacimsal yayili yikler ve eleman diiiim noktalarina genel koordinatlar
dogrultusunda etki eden tekil yiklerden dolayr olugan eleman esdefer diigim
noktasi kuvvetlerini hesaplayan ve sistem yiik vektdriindeki yerlerine yerlestiren

bir alt programdir. Akis diyagrami Sekil 6.5 te verilmistir.

4
y Tekil yik
. Eleman digumlerine genel eksenlerde sayisi kadar
/" etkiyen tekil ylikleri yerel eksenlere tekrarla
donGgtiir ve sistem ylik vektdrine yerlestir
<%
Y
/ Yayil yukle
/ Eleman ylzeylerine genel eksenlerde YUKl yiizey
/" etkiyen yayili yiklerden olusan esdeger sayist kadar
diigam noktasi kuvvetierini hesapla ve tekrarla
sistem yuk vektdriine yerlestir
It
v
y Yayili yUkle
Eleman ylizeylerine yerel eksenlerde yuKIG ylizey
/ etkiyen yayili ylklerden olugan egdeder sayisi kadar
// dgam noktasi kuvvetlerini hesapla ve tekraria
/ sistem ylk vektdrine yerlestir
[
4 Elemana etkiyen hacimsal yayil yikierden Eleman sayisi
o s . . kadar tekrarla
/ olugan egdeger digim noktas: kuvvetlerini
hesapla ve sistem yik vektériine yerlestir

o

Sekil 6.5 YUK alt programi akis diyagrami
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6.1.5 DENKLEM alt program

Yan bant geklinde olusturulan denklem takimimi ¢dzen bir alt programdir.

Coziimde Cholesky metodu kullanimugtir.

6.1.6 GERILME alt program

Hesaplanan eleman diigiim noktas: yer degistirmeleri ve eleman sistem bilgileri ile

oo vt o

elemamin diigiim noktalarinda olusan gerilmeleri hesaplayan ve sonug¢ dosyasina

yazan bir alt programdir.

gerilmeler ise yerel koordinatlar dogrultusunda hesaplanmigtir.

Sekil 6.6 da verilmigtir.

T

{c}= [D].[B].{5}"
v
i MATRAN
v
{S}xvz=[T]-{B}eng
v

Yerdefigstirme ve gerilmeleriyaz

Eleman diigiim sayisi kadar

. Eleman sayisi kadar

Sekil 6.6 GERILME alt programi akig diyagrami

Daha anlamh olmasi icin yer degistirmeler genel,

Ak diyagrami
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MATRAN alt programi : Elemanin her bir diigiim noktasinda bicim fonksiyonlan
ve eleman diigiim noktasi genel ve yerel koordinatlan yardimiyla ilgili diigim

noktasina ait déniigim matrisini hesaplayan bir alt programdir.

6.2 Bilgisayar Programmm Kullanilmasi

Genel bigimli kalin kabuklarin ¢Ozlimii icin gelistirilen bu programda Oncelikle;
omek olarak adlarn DUGUM.DAT, KOORD.DAT, YUZEY.DAT ve YUK.DAT
seklinde olabilecek; igerikleri asagida agiklanan 4 adet dosya hazirlanacaktir.

6.2.1 DUGUM.DAT ve KOORD.DAT dosyalar1

Ana programin icrasi sirasinda kullanilacak bu dosyalarda, sistemde elemanlarin
baglt bulundugu diigim noktas: numaralan ve genel koordinatlarda sistem diigiim
noktasi koordinatlarinin bulunmasi gerekir. Prizmatik, silindirik ve kiiresel kabuk
gibi geometrisi -ve sistem aglan diizenli olan kabuk bicimleri i¢cin yukanda
belirtilen dosyalarn otomatik olarak hesaplayan Dikkor, Silkor veKurekor adlarinda
li¢ ayn program gelistirilmigtir. gerektiginde karmagik geometriye sahip olmayan
kabuk bigimleri iginde bu programlar gelistirilebilir. Karisitk geometriye sahip
kabuk bigimlerinde ise bu dosyalarin el ile veya yann otomatik olarak yazilmasi
gerekir. Yukarida belirtilen bigimlere sahip kabuk parcalan icin gelistirilen

programlara ait data dosyalar: ve degiskenlerin agiklamalan asagida verilmistir.
dikkor.dat dosyas: :

MBS, MES, MYS, DKOX, DKOY, DKOZ, TBL, TEL, HK

silkor.dat dosyasi :

MBS, MES, MYS, DKOX, DKOY, DKOZ, TBL, TE1l, TE2, RIl, HK
kiirekor.dat dosyasi :

MBS, MES, MYS, DKOX, DKOY, DKOZ, FI1, FI2, TEl, TE2, RIl, HK



MBS, MES

MYS

DKOX, DKQY, DKOZ
TBL, TEL

HK

TE1, TE2

FI1, FI2

RI1

Her ii¢ program verilen aa gore sistemdeki eleman ve diiglim. noktasi sayisini
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: Boyuna ve enine ag sayisi

: Kalinlik dogrultusunda ag sayisi

: Baglangi¢ noktasi koordinatlarn

: Toplam boyuna ve enine uzunluk

: Kabuk kalinlig:

: Sistem geometrisinde baslangi¢ ve son 9 agisi
Sistem geometrisinde baslangi¢ ve son ¢ agisi

: Kabugun baslangi¢ noktasinin yarigapt

otomatik olarak hesaplayip dugum.dat dosyasinin ilk satirina yazar.

6.2.2 YUZEY.DAT dosyas:

Yiizey yayili yiiklerinden olusan esdeger eleman diigiim noktasi kuvvetleri hesabi
icin yiikiin etki ettigi ylizeylerin numaralan ve bu yiizeylere ait asas ve tali diiglim

noktast numaralarinin okutuldugu sabit bir dosyadir Sekil 6.7a da eleman yiizey

numaralar ve Sekil 6.7b de yuzey.dat dosyasinin igerigi verilmistir.

YUZEY NODLARI

(a)

1 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20

2 ,13,14,15,16,17,18,19,20, 9,10,11,12, 1, 2, 3, 4, 5, &6, 7, 8

3 , 5, 4, 3,10,15,16,17,11, 6, 2,14,18, 7, 8, 1, 9,13,20,19,12

4 , 7,8, 1, 5,13,20,19,12, 6, 2,14,18, 5, 4, 3,10,15,16,17,11 (b)

5 , 7, 6, 5,11,17,18,19,12, &, 4,16,20, 1, 2, 3,10,15,14,13, 9

6 , 1, 2, 3,10,15,14,13, 9, 8, 4,16,20, 7, 6, 5,11,17,18,19,12

Sekil 6.7 Yiizey numaralan ve ylizeyin diiglim noktalar1 dosyasi
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6.2.3 YUK.DAT dosyas1

Bu dosyadan sinir kogullar, yiikleme 6zellikleri ve malzemeye ait bilgiler okunur.

Serbest formatla bilgilerin yazilis sirasi agagidaki gibidir.

PROBLEM ADI
NDTGS,NYYYS,NRYYS,NTYS

E, V, GAG .

ILK D, SON D, ADIM, KSI D, ITA D, ZETA D
1 5 ,1 ,1 ,1 ,0

6 .48 1 ,1 ,0 ,0

PERX]

ges

PRXRY goee PR
PR 9o goen
gese g PR

- - -
. .

TEKIL YOKLER S
ELNO, DUG.NO, DOGRULTU, TEKIL YUK SIDDET
1 1 2 L1250

YAYILI YUKLER 4 .
ELNO, YOZEY, DOGRULTU, YAYILI YUK DEGER
32 3,250 '

PR gree 9o

RADYAL YOKLER N
ELNO, YOZEY, DOGRULTU, YAYILI YUK DEGERI
4 1 2 500

geeo goe 9o

geee g geee

Degisken aciklamalar::

Problem adi : Problemin kisaca adi

NDTGS : Deplasmanlar tutulu diigiim grubu sayisi

NYYYS : Sistemde genel koordinatlar dogrultusunda yayili yikle yiikli
toplam eleman yiizey sayisi

NRYYS : Sistemde yerel koordinatlar dogrultusunda yayil yiikle yiiklii
toplam eleman yiizey sayist

NTYS : Sistemde tekil yiikle ytiklenmis toplam diigiim sayisi

E : Elastisite modiild

A% : Poisson orani
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GAG : Malzemenin birim hacim agirlig1 (hacimsal yiik yoksa sifir girilir.)

ILKD,SOND : Deplasmanlan tutulu grupta baslangi¢ ve son diigiim numarasi

ADIM _ : Deplasmanlan tutulu grupta sira ile atlanan diiglim numarasi adimi

ELNO : Yiikiin etki ettigi eleman numarasi

DUGUM NO : Yiikiin etki ettigi eleman diigiim numarasi

DOGRULTU : Yiikiin etki ettigi dogrultu ( genel koordinatlarda etki eden tekil ve
yayil yﬁklerde‘(x=1, y=2, z=3), yerel koordinatlarda etki eden

yayil yiiklerde (=1, n=2, {=3))
YUZEY : Elemanda yayili yiikiin etki ettigi ylizey numarasi (1,2,3,4,5,6)
KSI.D,ITA.D,ZETA.D : ilgili dogrultu tutulu ise 1, serbest ise 0 girilir.
TEKIL YUK SIDDETI : Tekil yiikiin siddeti ve isareti
YAYILI YUK SIDDETI : Yayil yiikiin siddeti ve isareti

6.2.4 SONUC.DAT dosyas1

Program icra edilirken dosyalanmasi gerekli bilgilerin yazilacagi dosyadir. Bu
dosyaya sistemde elemanlarin bagl oldugu digiim numaralari, sistem esdeger
digim noktasi kuvvetleri, sistem digim noktalarininin yerel koordinatlar
dogrultusundaki deplasmanlan ve her bir elemann biitiin diglim noktalarinin genel
koordinatlar dogrultusundaki yer degistismeleri ve genel koordinatlar

dogrultusundaki gerilmeleri yazilir.

Probleme ait sonuglar bu dosya derlenerek elde edilir.



BOLUM 7 SAYISAL ORNEKLER

Bu bolimde genel bigimli kalin kabuklar i¢in elde edilen sonlu eleman kullanilarak
drnekler ¢ozilmiigtir. Ilk G¢ drek yontemin yaklagiklik diizeyininin belirlenmesi

icin ¢Ozilmustiir.

7.1 Ornek 1

Elastisite teorisinde ¢6zimii bilinen Sekil 7.1 de goriilen dis basing etkisindeki
silindirik halka, gelistirilen sonlu eleman programi ile ¢Oziilmilis ve sonuglar

karsilastirlmigtir.

Elastisite ¢6ziimi igin [2,s166]‘de verilen bagntilardan faydalanilmigtir. Yik
elmanin dig yilizeyinden etki etmekte olup, elde edilen sonuglar Tablo 7.1 de

gOsterilmigtir.

Sekil 7.1 Daig basing etkisindeki silindirik halka
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Tablo 7.1 Dig basing etkisindeki silindirik halka i¢in elde edilen wE/pa ve o/p
degerleri (b=2a ; v=0.2)

wE/pa og /p or/p

r/a ||EC KC | EC KC EC KC
1.00 || -2.66667 |-2.66239 |[|-2.66667 | -2.66000 0.00000 | -0.00200
1.25 |]-2.61333 | -2.60905 ||-2.18667 | -2.18000 {|-0.48000 | -0.47000
1.50 |[}-2.66667 |-2.66226 |[|-1.82593 | -1.92000 }{-0.74074 | -0.74000
1.75 ||-2.78095 | -2.77637 ||-1.76871 | -1.76000 ||-0.89796 | -0.88000
2.00 |}-2.93333 | -2.92828 ||-1.66667 | -1.66667 ||-1.00000 | -1.00000

EC :ElastisiteCoziimii KC :Kullanilan C6zim

Coziilen Orekte, elastisite teorisinde yapilan kabullere gore elde edilen gergek
¢Ozlime gore, radyal dogrultudaki yer degistirme distan ige dogru kiiglilmekte,
kalinlifin yarisindan itibaren yaklasik sabit kalmaktadir. Radyal gerilmeler distan
ice dogru hizla kiigiilmektedir, cembersel gerilmeler ise distan ige dogru
biiytimektedir, distaki cembersel gerilmenin igteki gerilmeye oranmi yaklasik %63
tiir. Gelistirilen sonlu eleman programi ile bulunan sonuglar gergek ¢éziime gore

¢ok yaklagiktir, hata derecesi kalinlik boyunca %1 civarinda veya daha diisiiktiir.

7.2 Ornek 2

ikinci 6rnek olarak Sekil 7.2 de goriilen, elastisite ¢oziimii bilinen sabit i¢ basing
etkisindeki kiiresel kalin kabuk ele alinmistir. Elastisite ¢dz{imii igin [15,s.407]'de
verilen bagintilardan faydalanilmigtir. Ayni 6rnek SAP90 ile de ¢oziilmiis,sonuglar

karsilagtirma igin Tablo 7.2 de verilmistir.

Coziilen dmekte radyal dogrultuda yer degistirme kabuk i¢ yiizeyinden disa dogru
azalmaktadir, yer degistirmedeki azalim igte biylik olmakta,disa dogru
kiigilmektedir. Igteki yer deBistirmenin distaki yer deistirmeye oram %44
civarindadir.  Gerilmeler ise igten disa dogru hizla azalmaktadir, tegetsel

gerilmelerde distaki degerin igtekine oran1 %44 civarindadir.

Bulunan sonuglar gercek ¢6ziim sonuglarina ¢ok yakindir, en biiyiik hata derecesi

kalinlik boyunca yer degistirmelerde % 0.2 , gerilmelerde % 2.1 mertebesindedir.



r
rz
E = 1000
P, = 1000
v=0.20

6=-25"~25°

@ =92.5° ~ 87.5°

inn

Tablo 7.2 Ig basing etkisindeki kiiresel kalin kabukta ur, or ve, og degerleri

Q)

50
100

Sekil 7.2 I¢ basing etkisindeki kiiresel kalin kabuk
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Ur Cr Oj
r | TEOR! | KUMKA [ SAP0 [ TEORI [ KUMKA | SAPS0 || TEORI | KUMKA I SAPS0
50 || 0.0386 | 0.0386 | 0.03¢6 | -1000 -956 - 714 726 887
55|l 0.0330 | 0.0331 | 0.0351 -716 -736 — 572 568 653
60 | 0.0290 | 0.290 | 0.0304 -519 -494 -526 474 480 460
65 || 0.0259 | 0.0259 | 0.0272 -377 -386 -400 403 401 435
70 | 0.0235 | 0.0235 | 0.0247 -274 -262 276 351 354 370
75 ) 0.0217 | 0.0217 | 0.0228 -196 -200 -208 312 312 334
80 | 0.0203 | 0.0203 | 0.0213 -136 -130 -138 282 284 297
85| 0.0191 | 0.0191 | 0.0201 ~80 -92 -96 259 259 275
80 || 0.0183 | 0.0183 | 0.0192 -53 -50 -54 240 242 253
95| 0.0176 | 0.0176 | 0.0185 -24 -25 -26 226 226 240
100§ 0.0171 ] 0.0171 | 0.0180 0 2 2 214 215 225
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7.2 ORNEK 3

Ugiinci 6rnek olarak Sekil 7.3 te gdriilen yatay ve diisey olarak radyal yonde
karsihkli P tekil kuvvetlerinin etkisinde ve dairesel kenarlan basit mesnetli, kalin
silindirik kabuk ¢oziilmigtir. Cozilen OrneBe ait kesin sayilabilecek elastisite
¢oziimil [16]‘da verilmigtir. h/n ve L/n oranlanna bagh olarak boyutsuz
maksimum radyal yer degistirme degeri wEh/p seklinde hesaplanmigtir. Sonlu
eleman agi1, Sekil 7.4 te gorildigi gibi simetriden faydalanilarak sistemin sekizde
bir pargasi, kalinlik dogrultusunda 2, g¢embersel dogrultuda 6 ve boyuna
dogrultuda 8’e¢ bolinerek olusturulmugtur. Sistemin eleman sayist 96,digim
sayis1 645. bilinmeyen sayis1 1648 ve yari bant genisligi 287 dir. Coziimde iki
farkli yikleme kullanilmigtir. Birinci yiiklemede tekil kuvvetler sadece diisey
yonde, ikinci yiiklemede ise hem diisey, hemde yatay yondedir. Her iki yiiklemeye
ait ¢oziimlerde bulunan boyutsuz maksimum radyal yer degistirme degerleri wEh/p

seklinde Tablo 7.3a ve Tablo 7.3b de [16]‘daki degerlerle karsilagtirmali olarak

aynn ayn verilmigtir. Elde edilen degerler [16]‘da verilen degerlere oldukca

yakindir. Yaklagim eleman sayist artirildi3i zaman dogal olarak artmaktadir.

Sekil 7.3 Karsilikli tekil yikle yiikld silindirik kabuk
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Sekil 7.4 Karsilikli tekil -yiikle ytikli silindirik kabukta sonlu eleman ag

Tablo 7.3a 1. yiiklemeye ait maksimum
wEh/p degerleri

L/

h/r1 2 4 6 8 10

10.412 18.369 23.906 24.591 23.807
0.1

(10.000) | (17.660) | (23.080) | (24.030) | (23.660)

1.637 2.280 2.405 2.471 2.517

0.5

(1.650) | 2.060) | (2.089) | (2.060) | (2.059)

Tablo 7.3b 2. yliklemeye ait maksimum

wEh/p degerleri
L/n
h/n 2 4 6 8 10
9.890 8.645 8.262 7.838 7.427
0.1
(8.547) | (8.543) | (8.566) | (8.568) | (8.550)
1.031 1.105 1.217 1.297 1.346
0.5
(1.179) | (1.155) | (1.155) | (1.155) | (1.155)

Parantez igindeki deZerler [16]'da verilen degerlerdir.
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7.4 ORNEK 4

Sekil 7.5 te boyutlan verilen siginak Ortiisii olarak kullanilan dért kenari ankastre
silindirik kabuk parcasinin simetri eksenlerinin kesim noktasina P=10000 kN luk
tekil kuvvetin etkimesi durumunda ¢6ziimi yapumigtir [36]. Sistem ve yiik
simetrisi g6zOniine alinirsa sistemin dortte biri ile hesap yapilabilir. Sonlu eleman
‘agl Sekil 7.6 da gortildigi gibi kalinlik dogrultusunda 2, ¢embersel dogrultuda 4
ve boyuna dogrultuda 4 eleman alinirak hesap yapilmigtir. Eleman sayist 32
digim noktas: sayis1 245 ve bilinmeyen sayis1 464 tlir. Sonuglar Sekil 7.7 ve
Sekil 7.8 de ilgili kesitlerde kalinlik boyunca radyal yer degistirmeler, Sekil 7.9 da
ise A-A kesitindeki dﬁgﬁﬁl noktalarindaki normal gerilmeler ayn ayn
gOsterilmigtir. Bulunan sonuglar [36]° ile karsilagtirnilmis ve degerlerin yaklagik iist
tiste diistiigi gdzlenmigtir. [36]°da verilen degerler sekiller (izerinde parantez

icinde belirtilmistir. Cozlimiin yakinsakligi oldukga iyidir.

E=10.0 GPa
v=02
P =10.0 MN

Sekil 7.5 Tekil yiikle yiikld dort kenan ankastre silindirik kabuk
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Sekil 7.6 Tekil yiikle yiikld ankastre silindirik kabukta sonlu eleman ag1

000°0 000°0 000°0
600°0 010°0 110°0
{90°0) {90'0) {£0'0)
0b0°0 £90°0 S¥0°0
€10 H 8010 H 80L°0 1
{(s2°0) %2°0} (52°0)
9¢2°0 vizo £z2°0
9PE0 [ 06€°0 {1 S8€°0 [
1815°0) 109°0) 19°0
S65°0 $19°0 $€9°0
zZi0'l 166°0 096°0
{S€°2) HE'L) (')
[8:14 4 el STl

Sekil 7.7 I-I kesitindeki diiglim noktalar radyal yerdegistirmeleri (mm)

000°0

100°0

{10'0}
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(510
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§$62°0
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1844
6eL°0

o)
€0

000°0 000°0
1000 800°0
{100} {10°0)
€£0°0 SE0°0
$80°0 | 880°0
(Y10 (s1'0)
yi1°0 8.1°0
zieo 9i£0
690 050
9050 905°0
€040 L0
(08°0) (€8°0}
164°0 | 444

Sekil 7.8 II-II kesitindeki diiglim noktalari radyal yerdegistirmeleri (mm)
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Sekil 7.9 A-A kesitindeki diigiim noktalar radyal yerdegistirmeleri (mm)

Sekil 7.10 B-B kesitindeki diiglim noktalari radyal yerdegistirmeleri (mm)
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(a)
Gil  (MPa)
(b)
G2 (MPa)
(©)
G33 (MPa)

Sekil 7.11  A-A kesitindeki G11,G22 ve 033 normal gerilmeleri
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7.5 ORNEK 5

Sekil 7.12 de boyutlan verilen sabit i¢ basing etkisindeki d6nel simetrik kabuk
dairesel plak, tor yiizey ve silindirik kabugun birlesmesinden olugmustur. Kabuk
kalinligi sabittir. Silindir yan§ap1mn kabuk kalinliina oran1 5/2 ve tor ylizeyin ig
yangapinin kabuk kalhinligina orani 1/20 dir. Silindirik yiizey {ist ucundan ankastre

‘ mesnetlenmigtir.

Omek Barret ve Soler tarafindan HOT eleman olarak adlandinlan yiiksek
mertebeden terimler iceren, kalinhik dogrultusundaki normal gerilme ve kayma
sekil degistirmelerini de iceren sonlu eleman modeli ile ¢6zilmistir [35]. Aym
calismada 399 elemandan olusan 4 noktali sonlu eleman modeli ile de ¢6ziim

yapilmis ve bu ¢bziime ait sonuglar grafiklerde AXIWIL399 olarak gérilmektedir.

Sistemin ve yiikiin simetrik olmasi nedeniyle sin6=0.1 olan bir dilim alinarak
¢Oziim yapilmigtir. Sistemin eksen takimi ve sonlu eleman agi Sekil 7.12 de
gosterilmigtir. (O6zlimde sistemin eleman ve diigim noktast numaralart otomatik
olarak hesaplanmigtir. Diiglim noktasi koordinatlart ise yar otomatik olarak
hesaplanmig ve data dosyasinda gerekli diizeltmeler yapilarak hazirlanmigtir.
Secilen sonlu eleman aginda eleman sayist 92, digiim noktasi sayist 782 ve
bilinmeyen sayist 1605 olarak alinmigtir. Rijitlik matrisi maksimum yan bant
genisligi 110 olarak hesaplanmigtir. Yikler sistemin i¢ yilizeylerine sabit 1 birim

siddetinde yerel eksenlerde etki eden yayili yiik olarak alinmigtir.

Kullanilan sonlu eleman ile elde edilen tefetsel 611 ,meridyen boyunca 62 ve

kalinlik dogrultusunda 633 normal gerilmeleri ve yine kalinlik dogrultusunda T3

kayma gerilmesi [35]‘te verilen degerlerle kargilagtirma yapmak tizere birimlerden
bagimsiz olarak ilgili kesitlerde kalinlik dogrultusunda gerilmelerin degigimi

hesaplanmigtir.

Silindirik kabugun alt bolgesinde tor yiizeyden silindirik yiizeye gegisten hemen
sonra z=0.8 h kesitinde grafikleri Sekil 7.13a da gorildigi gibi tegetsel gerilme
o1 degerleri kabuk i¢c ylizeylerine yakin bdlgeler haric AXIWIL399 a gdre
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oldukga iyi yaklagim gOstermekle beraber kabugun en i¢ yilizeyinde % 15
mertebesinde fark vardir, dis yiizeylere dogru fark %2~3 mertebesindedir.

Meridyen boyunca gerilme o2 degerlerinde ise kabuk i¢ yiizeyine yakin

bolgelerde fark % 5 mertebesininde iken, dig yiizeylere dogru fark %1~2
mertebesindedir. Yine z=0.8 h kesitinde grafikleri Sekil 7.13b de gorildiigi gibi

’kalmhk dogrultusundaki gerilme o33 degerleri oldukga iyi yaklagim gdstermekte

olup maksimum fark %1 mertebesindedir. Kalinlik boyunca kayma gerilmesi 713

degerlerinde ise yine yaklagim iyi olup maksimum fark % 2 mertebesindedir.

Silindirik kabukta z=4.20 h kesitinde grafikleri Sekil 7.14a da goriildiigi gibi
tegetsel gerilme o11 degerleri AXIWIL399 a gbre iyi yaklagim gOstermekte olup

maksimum fark % 5 mertebesindedir. Meridyen boyunca gerilme G22 degerleride

yine oldukga iyi yaklagim gostermekte olup maksimum fark % 1 mertebesindedir.
Yine z=4.20 h Kkesitinde grafikleri Sekil 7.14b de g6rildigi gibi kalinlik

dogrultusundaki gerilme o33 degerleri iyi yaklasim gOstermekte olup maksimum

fark % 3 mertebesindedir. Kalinlik boyunca kayma gerilmesi 713 degerlerinde ise

maksimum fark % 6 mertebesinde olup yaklasimi iyidir.

Silindirik kabuBun ankastre olarak mesnetlendigi bolgeye ¢ok yakin olan z=4.40 h
kesitinde grafikleri Sekil 7.15a da goriildiigi gibi tegetsel gerilme G11 degerleri
AXIWIL399 a gore oldukga iyi yaklagim gdstermekte olup maksimum fark % 1
mertebesindedir.  Meridyen boyunca gerilme ©22 degerlerinde ise kabuk i¢
yiizeylerine yakin bolgelerde % 10 mertebesinde fark varken, dig yiizeylere dogru
%1~2 mertebesindedir. Yine z=4.40 h kesitinde grafikleri Sekil 7.15b de
gorildiigi gibi kalinlik dogrultusundaki gerilme ©33 degerlerinde i¢ ylizeyden
0.125 h kadar igerde ki bolgede fark biiyiik iken bu bolge diginda fark %10~15
mertebesindedir Kalinlik boyunca kayma gerilmesi ti3 deZerlerinde ise ig

yiizeyden 0.25 h kadar igerde ki bolgede fark % 25 mertebesinde iken diger
bolgelerde %10 mertebesindedir. Egriler birbirine yakin ve aym formdadir. Bu

sonuglara gére geligtirilen sonlu eleman yeter yaklagimda sonug¢ vermektedir.
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eleman ag1
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GERILME (P)

Sekil 7.13a x=2.5 h,z=0.80 h kesitinde 11 ve 622 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimt
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Sekil 7.13b x=2.5 h ,z=0.80 h kesitinde 633 ve 713 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimi
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Sekil 7.14a x=2.5h ,z=4.20 h kesitinde G11 ve G622 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimi
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Sekil 7.14b x=2.5 h ,z=4.20 h kesitinde 33 ve 713 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimi
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Sekil 7.15a x=2.5 h,z=4.40 h kesitinde G1i ve 622 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimi
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Sekil 7.15b x=2.5 h ,z=4.40 h kesitinde 633 ve 713 gerilmelerinin kalinlik
boyunca dagilimi



BOLUM 8 SONUCLAR

_ Genel bigimli kalin kabuk sistemlerinin ¢6zimi i¢in kullanilan ii¢ boyutlu egrisel
izoparametrik eleman ve bu elemamin uygulamalarini kapsayan bu galismada elde

edilen sonuglar agagida verilmigtir.

a) Bolim 4’te aciklandi@: gibi genel bigimli sonlu elemanda, (¢ boyutlu egrisel
ortogonal koordinatlardaki elastisite teorisinden hareket edilmistir. Kabugun
formu genel oldugu gibi kalinlif1 da degisken olabilir. Statik olmas1 kayd: ile,
genel yiikler sisteme etkiyebilir. Yayili yiikler elemanin herhangi bir yiizeyine
genel eksenler dogrultulannda veya yerel eksenler (ylizeyin normali veya teZeti )

dogrultularinda etki edebilir.

b) Kullanilan elemanda yer defistirme fonksiyonlar, rijit 6telenme kriteri ile

geometrik uyguluk kosullanni saglamgtir.

¢) Elde edilen sekil degistirme ifadesi ve gelistirilen sonlu eleman, programinin
yaklagikhk diizeyini belirlemek amaci ile elastisite teorisinde gergek c¢oOziimleri
bilinen dig basing etkisindeki silindirik halka, i¢ basing etkisindeki kiiresel kabuk
ve yatay ve diisey dogrultuda karsilikli radyal tekil yiiklerin etkisindeki dairesel
basit mesnetli silindirik kabuk problemleri ¢Oziilmiigtir. Her ¢ ¢Oziimde de
¢Okme ve gerilme degerleri elastisite ¢Oziimleri ile karsilastirlmis ve bulunan

sonuglarin yaklagikliginin ¢ok iyi oldugu gorilmiigtir.

d) Coziimlerde 20 digim nok.tah izoparametrik sonlu eleman kullanilmugtir.
Eleman gekil degistirme matrisinin elde edilmesinde verilen elemana ait ikinci
derece bigim fonksiyonlan ve elastisite teorisinde egrisel ortogonal koordinatlar
icin verilen sekil degistirme bagntilarindan faydalanilmigtir. Eleman {izerinde
ilgili parametrelerin (kabuk geometrik biyiklikleri) degisiminin ¢ok hizli
olmadif: digiiniilerek eleman rijitlik matrisinin genel koordinatlara d6niiglimi

yapilmadan dogrudan sistem rijitlik matrisine atanmig, dolayis: ile sistem rijitlik
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matrisi eleman yerel koordinatlart dogrultusunda hesaplanmugtir. Sekil degistirme
bagintilarinda ikinci mertebe terimler hari¢ higbir terim digerleri yaninda ihmal
edilmeﬁii§tir. Kalinlik dogrultusundaki sekil degistirmelerin degisimi de g6zoniine

alinmugtir,

e) Hesaplar yapilirken kabufun ylizey geometrisine ve kabuk geometrik
l;ﬁyﬁklﬁklerinin onceden bilinmesine ihtiyag yoktur. Eger diiglim noktast
koordinatlar1 verilmis ise, program bu koordinatlar ve bi¢cim fonksiyonlarnn ve
tirevlerinden yararlanarak kabuga ait egrilikleri ve hesapta gerekli olan kabuk
geometrik biiyiklikleri ve tirevlerini sayisal olarak hesaplamaktadir. Bu
degerlerin yaklagikligi Bolim 5'te arasgtirnlmig, bulunan degerlerin yeterince

yaklagik oldugu gorilmiigtir.

f) Calisma diizeni ve kullamim bilgileri Bolim 6’da aciklanan bir bilgisayar
programi gelistirilmistir. FORTRAN 77 programlama dilinde kodlanan bu
program, cift incelikle caligarak 8 Mb Ram’e sahip bilgisayarda, bant genigligine
bagli olarak bilinmeyen sayist yaklasik 1800 olan, kabuk sistemlerinin ¢6ziimlerini
yapabilmektedir. Bilinmeyen sayis1 denklem ¢6ziim programinin gelistirilmesi

veya bilgisayar hafizasinin ytikseltilmesi ile artirilabilir.

@ Kullanilan elemanin etkinlik diizeyini belirlemek amaci ile Bolim 7’de
Ornek 4’te dort kenanindan ankastre mesnetli kalin silindirik kabukta bulunan
sonuglar [36] ile karsilagtinlmigtir. CoOzliimiin yaklagiklik diizeyi olduk¢a iyidir.
Yine Bolim 7°de Omek 5’te dairesel plak, tor yiizey ve silindirik kabuBun
birlesmesinden olusan, i¢ basing etkisindeki kabukta bulunan sonuglar [35]‘te
verilen degerlerle kargilagtinlmigtir. Yine ¢Oziimiin yaklagiklik diizeyi oldukga
iyidir.

h) Esas olarak kalin kabuklar igin gelistirilen bu sonlu eleman programinda
gerektiginde yiiksek kirigler, kalin plak ve benzeri uygulamalarda da rahatlikla
kullamlabilir. Kalinlik dogrultusunda istenildigi kadar eleman alinarak kalinlik
dogrultusunda ki normal gerilmelerden ve kayma gekil degistirmelerinden meydana
gelen etkiler kolaylikla gdzlenebilir.
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i) Geligtirilen sonlu eleman programinda bilinmiyenler yerel eksenler; kabugun
asal egrilikleri ; dogrultusunda alindigs igin ¢6ziimde bazi kisitlamalar mevcuttur.

o Elemanlarin birbiriyle birlestigi digiim noktalarindaki tegetler; karsilikli
olarak iki komgsu elemanda; aym dogrultuda olacak sekilde sonlu eleman ag1
secilmelidir.

o Sistemde elemanlar arasinda ani geometri degisimleri olmamali, kabuk

kalinliginin degisimi ¢ok hizli olmamalidir.

§) Sayisal 6rneklerin degisik geometrilere uygulanmasi ile elemanin mithendislik

uygulamalan igin yeterli yaklagima sahip oldugu ve iyi sonug verdigi gériilmistir.
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