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OZET

KESIRLI MERTEBEDEN LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM VE
SISTEMLERININ COZUMLERI ICIN LUCAS KOLLOKASYON YONTEMI

Giilcin GOK

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dah
Damisman: Doc. Dr. Suayip YUZBASI

Subat 2021; 58 sayfa

Bu tezde kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklemleri ve denklem sistemlerini
niimerik olarak ¢6zmemize yardimci olacak Lucas polinomlari {izerine kurulmus bir kol-
lokasyon metodu kullanilir. Bu metotta ilk olarak, incelenen diferansiyel denklemin yak-
lagik ¢Oziimii sinirl sayida terimi olan Lucas polinom serisi seklinde kabul edilir. Lu-
cas polinomlarin katsayilar: bilinmeyen olarak belirlenir. Kesirli tiirevlerin hesaplanma-
sinda Caputo kesirli tiirev kullanilir. Daha sonra, yaklasik ¢6ziim ve kollokasyon nok-
talar1 kullanilarak, incelenen denklem bilinmeyenleri Lucas katsayilar1 olan, matrislerle
ifade edilebilen lineer cebirsel sisteme doniistiiriiliir. Son olarak, matris aritmetigi kulla-
nilarak yaklagik ¢coziim katsayilar1 bulunur. Niimerik 6rnekler {izerinde calisilarak yonte-
min sonuglarinin literatiirdeki diger calismalarin sonuclari ile kiyaslanmasi saglanir. Bu
calismada, problemlerin ¢oziimiinde gama fonksiyonu, beta fonksiyonu ve kesirli tiirev
tanimlarindan yararlanilmistir. Bu denklemler ile ilgili 6rnekler ¢cok paradigmali sayisal
hesaplama yazilimi olan Matlab da yazilan kod ile ¢oziilerek elde edilen sonuglar icin
grafik ve tablolar hazirlanarak kullanilan yontemin yeterli hassasiyeti oldugu goézlemle-
nir. Ayrica sonuglar bagka yontemlerin sonuclari ile karsilastirilir ve karsilastirmalardan

yontemin iyi sonuglar verdigi goriilmektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Kesirli mertebeli diferansiyel denklemler, Kesirli merte-
beli diferansiyel denklem sistemleri, Kollokasyon noktalari, Kollokasyon yontemi, Lucas

kollokasyon yontemi, Lucas polinomlari.
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ABSTRACT

LUCAS COLLOCATION METHOD FOR SOLUTIONS OF FRACTIONAL
DIFFERANTIAL EQUATIONS AND THEIR SYSTEMS

Giilcin GOK

Master Thesis in MATHEMATICS
Supervisor: Assoc.Prof.Dr. Suayip YUZBASI
February 2021; 58 pages

In this thesis, a collocation method based on Lucas polynomials is used to solve fracti-
onal order linear differential equations and equation systems numerically. In this method,
first, an approximate solution to the differential equation is expressed in terms of a finite
series of Lucas polynomials with unknown coefficients. Then, using the approximate so-
lution and collocation points, the initial differential equation is transformed into a linear
algebraic system, in which Lucas coefficients are the unknowns. Caputo fractional de-
rivative is used to calculate fractional derivatives. Then, using the approximate solution
and collocation points, the studied equation is transformed into a linear algebraic sys-
tem whose unknowns are Lucas coefficients, which can be expressed in matrices. Finally,
using matrix arithmetic, approximate solution coefficients are found. By working on nu-
merical examples, the results of the method are compared with the results of other studies
in the literature. In this study, gamma function, beta function and fractional derivative de-
finitions are used to solve problems. The examples related to these equations are solved
with the code written in Matlab, a multi-paradigm numerical calculation software, and it
is observed that the method used has sufficient precision by preparing graphics and tables
for the results obtained. In addition, the results are compared with the results of other

methods and it is seen from the comparisons that the method gives good results.

KEYWORDS: Fractional order differential equations, Systems of fractional order dif-
ferential equations, Collocation points, Collocation method, Lucas collocation method,

Lucas polynomials.

il



COMMITTEE: Assoc.Prof.Dr. Suayip YUZBASI
Prof.Dr. ilham ALIYEV
Prof.Dr. Nurcan BAYKUS SAVASANERIL

I\



ONSOZ

Tez calismamin planlanmasinda, arastirilmasinda, yiiriitiillmesinde ve olusumunda ilgi
ve destedini esirgemeyen, bilgi ve tecriibelerinden yararlandigim sayin hocam; Dog. Dr.
Suayip YUZBASI'ya, tezimi bitirmem konusunda beni cesaretlendiren, ¢alismam bo-
yunca benden bir an olsun yardimlarini esirgemeyen arkadaglarim Gamze YILDIRIM
ve Damla Ceren BAKIRCI’ ya, her animda bana destek olan esim Ahmet GOK, kizim
ARYA GOK ve torunlariyla ilgilenerek yiikiimii hafifleten annem Nilgiin GOK, babam
Mehmet GOK, kayinvalidem Sengiil GOK ve kaymbabam Hiiseyin GOK’e, degerli za-
manini esirgemeyip her firsatta yardim eden abim Giirkan GOK’e sonsuz tesekkiirlerimi

sunarim.



ICINDEKILER

OZET . . . . . i
ABSTRACT . . . . e 11
ONSOZ . . . v
AKADEMIK BEYAN . . . ... .. viii
SIMGELER . . . ... ... ix
SEKILLERDIZINI . . . . . . . ... . .. X
CIZELGELERDIZINI . . . . ... ... ... .. ... .. . ... .. .. ..., xi
1. GIRIS . . . . . 1
2. KAYNAKTARAMASI . . . . . . s 3
2.1. Temel Kavramlar . . . . . ... ... .. ... .. ... 3
22, KosulSayist . . . . . . . . . e 5
2.2.1. Kosul sayisinin hesaplanmast . . . . . . ... ... ... ..... 5
23. KesitliAnaliz . . . .. . ... 6
2.3.1. Gamafonksiyonu . . . . . . ... ... 6
2.3.2. Betafonksiyonu. . .. ... ... ... ... ... .. ..., 7
2.3.3. Bir parametreli ve iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu . . . 8
24. CaputoKesirli Tiirevi . . . . . . . .. . ... ... .. .. . 8
2.5. Fibonacci ve Lucas Polinomlart . . . . . .. ... ... .......... 10
2.5.1. Lucas polinomlariyla fonksiyon yaklagtm1 . . . . ... ... ... 14
3. MATERYALVEMETOT . . . . . . .. .. .. . 16
3.1. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Coziimii I¢in Lucas
Kollokasyon Metodu . . . . . ... .. ... ... . 16
3.2. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Coziimii
Icin Lucas Kollokasyon Metodu . . . . . . .. .. ... ......... 16
4. BULGULAR VETARTISMA . . . . . . ... ... . ... 18
4.1. Yontemim Igin Gerekli Kollokasyon Noktalarinin Tanimlanmasi . . . . . 18

4.2. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler I¢in Temel Matris

Bagintillart . . . . ... 18
4.3. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler I¢in Coziim Yontemi 22

4.4. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri I¢in Temel

Matris Bagintilart . . . . . ..o Lo oo 25

vi



4.5. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri I¢in Coziim
Yontemi . . ... L. 29
4.6. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler I¢in Niimerik Ornekler 31

4.7. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri I¢in Niimerik

Ornekler . . . . . . . . . . . 42
5. SONUCLAR . . . . . e 55
6. KAYNAKLAR . . . . . 56
OZGECMIS

vii



AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denk-
lem Ve Sistemlerinin Coziimleri Icin Lucas Kollokasyon Y6ntemi” adli bu ¢alismanin,
akademik kurallar ve etik de8erlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez calisma-

sinda bana ait olmayan tiim bilgilerin kaynagini gésterdigimi beyan ederim.

22/02/2021
Giilgin GOK

viil



SIMGELER

Simgeler:
G : Lucas ¢6ziim formunun katsayilari
@i n : Lucas ¢6ziim formlarinin katsayilar
A : Katsay1 matrisi
A, : Katsayilar matrisi
G : Sag taraftaki kosullar kullanilmig yeni arttirilmig matris
L,(x) : Lucas polinomlart
L (x) : Genellestirilmis Lucas fonksiyonlart
N : Kesme sinir1
Pi(z) : Diferansiyel denklem katsayilari
P, () : Diferansiyel denklem sisteminin katsayilar1
R : Reel sayilar kiimesi
U : Kosullar icin arttirilmis matris
\)\% : Arttirllmig matris
W : Kosullar kullanilmis yeni arttirilmis matris
T : Kollokasyon noktalari
y(x) : Kesirli mertebeden diferansiyel denklemler i¢in tam ¢6ziim
yi(z) : Kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemleri i¢in tam ¢6ziim

X



Sekil 2.1.
Sekil 2.2.
icin grafigi
Sekil 4.3.
Sekil 4.4.
Sekil 4.5.
Sekil 4.6.
Sekil 4.7.
Sekil 4.8.
Sekil 4.9.
Sekil 4.10.
Sekil 4.11.

fonksiyonlari

Sekil 4.12.

fonksiyonlar1

Sekil 4.13.

fonksiyonlar1

SEKILLER DiZiNi

Lucas polinomlarinin ilk 8’inin grafigi . . . . . .. ... ... ..

Genellestirilmis Lucas fonksiyonunun ilk 8’inin o = 0.5 degeri

Omnek 4.14’tintam ¢oztimii . . . . . . . .. .. ... ... ....
Ornek 4.14’{in yaklagik ¢oziimii . . . . . . ... ... ......

Ornek 4.15’nin hata fonksiyonlarinin kargilagtirilmas . . . . . . .

Ornek 4.15’nin tam ve yaklasik ¢oziimlerinin kargilagtiriimasi

Kanallar ile baglanmig géllermodeli . . . . . . . .. .. ... ..
Ornek 4.17’iin y, () ¢oziimiiniin kargilagtirilmast . . . . . . . . .
Ornek 4.17’iin y5(z) ¢oziimiiniin kargilagtirilmast . . . . . . . . .

Ornek 4.17’iin y3(z) ¢oziimiiniin kargilagtiilmast . . . . . . . . .

N =3, N =5ve N = 8i¢in y; (x) yaklagik ¢6ziimii igin rezidiiel

N =3, N =5ve N = 8ig¢in ys(x) yaklasik ¢oziimil i¢in rezidiiel

N =3,N =5ve N = 8i¢in y3(x) yaklagik ¢6ztimii igin rezidiiel



CIZELGELER DIiZiNI

Cizelge 2.1. Iki degiskenli Lucas polinomlarinmnilk 8i . . . . . ... ... ..

Cizelge 2.2. Tek degiskenli Lucas polinomlarmmnilk 81 . . . ... ... ...
Cizelge 4.3. N =4, N =5, N = 6 ve N = 7 i¢in 6rnek 4.15 nin niimerik

sonuglari .

Cizelge 4.4. Ornek 4.17 icin a; = 1 degerinde niimerik sonuglarin karsilasti-

rilmasi . .

Cizelge 4.5. Ornek 4.17 icin a; = 0.95 degerinde niimerik sonuglarinin karsi-

lagtirilmasi

xi



GIRIS G.GOK

1. GIRIS

Literatiir incelendiginde kesirli dereceden tiirevlerle ilgili olarak cok sayida ¢alisma
ve tanim yapilmig oldugu goriilmektedir. Tiirev kavrami, iizerinde ii¢ yiiz yildir calisi-
lan bir konu olmustur. Newton, L’Hospital ve Leibniz tiirev kavramu ile ilgilenirken tii-
rev isleminde dereceyi bir olarak almiglardir. Fakat yapilan ¢caligmalar derinlestirildiginde
tamsay1 mertebesinin disinda kesirli tiirev ve kesirli integral operatorleri bulunmustur. Bu
konu bir¢ok bilim adaminin dikkatini cekmistir ve tiirevin derecesinin birden farkli olabi-
lecegi lizerinde ¢alismalar baglatilmistir (Karc1 2015; Kilbas vd. 2006). Kesirli analizin bu
sekilde hizli bir gelisme gostermesi ise 1974 yilindaki bir konferans ile gerceklesmistir.
Bu konu iizerine daha sonra daha fazla agirlik verilmeye baglanmistir. Bu alanda bircok
konferanslar diizenlenmis, kitaplar yazilmis ve bilimsel dergiler bulunmaktadir. Gelisen
teknoloji ile beraber cesitli miithendislik bilimleri ve doga bilimlerinde oldugu gibi uygu-
lamal1 bilim dallarindaki matematiksel modellemelerde karsilagilan problemlerde tamsa-
yili tiirevin yetersiz kaldigi fark edilmistir. Fiziksel sistemlerin modellenmesinde bu kav-
ramlarin gelistirilmig hali olan kesirli tiirev kullanildiginda daha 1yi sonuclar elde edildigi
goriilmiistiir (Miller 1975; Mathai 2010). Ornegin; elektrik devre tasarimi, matematiksel
modelleme teorisi, mekanik ve kimyasal islemlerin sistemlerinin simiilasyonu, gii¢ sis-
temleri ve optimal kontrol gibi problemlerin matematiksel modellemelerinde daha ¢ok bu
tirden denklemler ile karsilagilmaktadir.

Cogu kesirli diferansiyel denklemin analitik ¢oziimii elde edilememektedir. Bu ne-
denle ¢oziime yakin yaklasim ve sayisal teknikler kullanilmaktadir. Bunlarin baslicalari
Varyasyonel yineleme yontemi (He 1997, 2004) ve Adomian ayristirma yontemidir (Ado-
mian 1988, 1994). Bu yontemler dogrusal ve dogrusal olmayan problemlere analitik bir
yaklagim saglamak i¢in nispeten yeni yaklagimlardir ve bilim adamlarinin uygulamali
acisindan ozellikle degerlidir. Boylece gercek fiziksel problemlerde ¢ok hizli bir sekilde
birlesen daha gercekgi seri ¢oziimler elde edilir. Ayrica iki yontemin avantaji; dogrusal-
lagtirma, ayriklastirma veya pertiirbasyon gerektirmemesi ve dogrusal olmayan stokastik
durumda kapanis yaklasimi, kiiciikliik varsayimlarina veya fiziksel olarak gercek¢i olma-
yan beyaz giiriiltii varsayimina ihtiya¢ duymamasidir (Adomian 1994). Bunlarin yaninda

kesirli mertebeli denklemleri ¢cozmek i¢in diferensiyel doniisiim metodu (Chen ve Liu
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1998), sonlu farklar yaklasim metodu (Chen ve Ju 2004), Lax-Wendroff metodu (Chen
J.B. 2009), Euler metodu (Atkinson 1989), Runge-Kutta metodu (Runge 1895; Kutta
1901), gelistirilmis rasyonel Chebyshev kollokasyon yontemi (Ramdan vd. 2014), Berns-
tein siralama yontemi (Akyiiz Dascioglu vd. 2014) ve Lucas siralama yontemi (Cetin vd.
2015) gibi birgok metot kullanilmigtir. Bu yontemlerin uygulandi81 bir¢ok calisma tek
veya az terimli denklem sistemlerini icermektedir. Bu yontemlerden farkli olarak da li-
teratiirde farkli yontemler kullanilmaktadir. Biitiin bu metotlar1 uygularken denklemlerin
ve denklem sistemlerinin ¢oziimlerine daha kisa siirede ulasmak ve giivenilirligi arttirmak
icin bilgisayar programlarina ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu alanda Matlab, Maple, Matheme-
tica baglica kullanilan programlar olmustur.

Bu calismada, kesirli mertebeden denklem ve denklem sistemlerinin yaklagik ¢oziim-
lerini Lucas polinomlarindan ve kollokasyon yonteminden yararlanarak bulmaktir. Elde
edilen sonuglar ile literatiirdeki diger sonug¢lardan daha iyi ve isabetli sonuglarin elde edil-

mesi amag¢lanmistir.
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2. KAYNAK TARAMASI

2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1. Icerisinde bir bagimli degisken ile bagimsiz degisken bulunduran ve bagiml
degiskenin bagimsiz degiskene gore tiirevini veren denklemlere adi diferansiyel denklem

denir. Bir bagiml degiskenli adi diferansiyel denklem genel olarak

fle,yy,y . y™) =0 2.1)

seklinde ifade edilir. y™ ifadesi, y’nin x’e gore n’inci tiirevini gostermektedir.

Tamim 2.2. z;’ler degiskenler (k= 1,2,...,n), ve a;,b € R olmak {izere

121 + a9y + ... + apTy, = b

bicimindeki ifade edilen denklemlere lineer denklem denir (Boelkins 2009).
Tanmm 2.3. a;;,b; € R ve z; bilinmeyenlerolup = 1,2,...,m, j = 1,2,...,n)

a1, + ajpxry  +...+ ATy = bl

a91T1 + ag9x9 ...+ AonTy = bg

(2.2)

Am1T1 + QmaXa +.ooct AQpnTn = by

seklinde ifadelere lineer denklem sistemi denir (Boelkins 2009).

Tanim 2.4. (2.2) de tanimlanan lineer denklem sistemi Ax = B seklinde matrisler ile

gosterilir. Burada,

13 A2 - Aip T by

Q21 Q22 -+ A2y T2 by
A = ,X = ve B =

Am1 Am2 **° Amn Ty, bm
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seklinde olmak iizere
ain a2 A1n 5 by
a1 a2 Q2n ba
[A:B] = " (2.3)
| Am1  Am2 Qmn bm

ifadesine lineer sistemin genisletilmis katsayilar matrisi denir (Goode 2000).

Tamim 2.5. Lineer denklem sisteminde, sistemin ¢oziimii genigletilmis katsayilar mat-

risinde yapilan elementer satir ve siitun iglemleriyle degismeyeceginden dolayi, [A : B]

genisgletilmis katsayilar matrisinin indirgenmis eselon formu ile ¢oziimler elde edilir. Bu

sekilde sistemleri ¢ozme metoduna Gauss-Jordan yok etme metodu denir (Goode 2000).

Tanmm 2.6. A, n X n tipinde bir matris olmak iizere, |A| = 0 oldugunda A matrisine

singiiler (tekil) matris, |A| # 0 oldugunda da A matrisine non-singiiler (tekil olmayan)

matris ad1 verilir.

Eger, her B € R"” i¢cin, Ax = B lineer denklem sistemi tek bir ¢oziime sahipse, A

olmayan matrisi tersinir denir ve bu sistemin ¢éziimii

x=A"'B

ile bulunur (Boelkins 2009).

Tanim 2.7.

1171 + a12T2

211 + A22T2

Ap1T1 + Ap2T2

+...4+ a1, = b1

4.+

+...F AppTy

Aondn = b2

(2.4)

Lineer denklem sistemini ele alalim. Bu sistemin katsay1 matrisinin de determinanti
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A # 0 olmak tizere

by aa ---ai, air by c--am,
by azp ---ag, az; by ---ag,
AXI == aAXQ = P

bn An2 Ann an1 bn Ann
ay; aiz c--by
as Ggg by

Ax,, =
Ap1 Ap2 - bn
olsun. O zaman
Axy AxXo Axy,

Tr1 =

A>x2: Aa"'vxn: A’ A#O

lineer denklem sistemi ile (2.5) ile ¢dziimiiniin bulunmasi kuralina Cramer Kurali denir

(Goode 2000).

2.2. Kosul Sayisi

Kosul sayisi, fonksiyonlarda yapilan hatalar1 veya fonksiyonun girdilerindeki degi-
siklige ne kadar duyarli oldugunu ve fonksiyonun girdilerinde olusan hatanin ¢iktilarina
yansiyan miktarini1 6l¢gmek i¢in kullanilir.

Kosul sayisinin diisiik olmas1 bir sorunun iyi sartlandirildigi, kosul sayisinin yiiksek
olmas1 sorunun kétii kogullandirildigr hakkinda bilgi verir. Ancak algoritmada olusan ha-

tanin maksimum degerini kosul sayis1 tam olarak vermeyebilir (Belsley 1980).

2.2.1. Kosul sayisimin hesaplanmasi

Kosul say1sinin dogrusal bir sisteme olan kullaniglili81 icin su sekilde hesaplayabiliriz.
Normun 6zelliginden yola ¢ikalim. z, Ax = y’nin ¢6ziimii olsun.

_ _ z _
1l = 1A < A7, H <47 @.5)

olusan bu sinir, 1yi sekilde secilmis bazi y vektorleri ile iligkilidir. % olarak elde edilen

Y| i¢in makul bir tahmin

orani olabildigince biiyiik yapan y vektorleri se¢iminde ||A~

bulunur (Watkins 2002).
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2.3. Kesirli Analiz

Kesirli analiz ilk olarak 1967°de L'Hospital’in, Leibniz’e gdnderdigi mektuptaki bir
soru ile baglamustir. j;—'g gosterimini bulan Leibniz’e n = 1/2 oldugunda ne olacagi soru-

sunu sormustur. Leibniz’e gore bu bir paradokstur. Leibniz bu soruya cevaben

d'?x x

P Q\E
seklinde gosterilecegini belirtmis ve bu siirec kesirli analizin baglangict olmustur (Oldham
1974; Sakran 2020). 19. yy’da Abel, Euler, Grunwald, Weyl, Fourier Liouville, Riemann,
Laplace, Lagrange, Lacroix ve Letniko ve bircok iinlii matematik¢i de bu konuyla ilgili
caligsmalar yapmistir (Poblubny 1999; Diethelm 2004). 1730’lu yillardan bugiine kadar
kesirli tiirevle ilgili farkli tanimlar yapilmistir. Bu tanimlara dayanarak kesirli analiz, katl
integral ve tamsay1 mertebeli tiirev kavramlarinin genisletilmesi ve birlestirilmesiyle olu-
san herhangi bir reel veya kompleks mertebeli tiirev ve integralin incelenmesi seklinde
ifade edilir. Klasik tiirevi baz alarak kesirli mertebeden tiirevleri hesaplama isleminde
onemli yer tutan yardimci fonksiyonlar vardir (Podlubny 1999). Probleme en uygun olan
fonksiyonun kullanilmasi ile problemde en iyi sonucun elde edilmesi saglanmaktadir. Bu

fonksiyonlarin tanimlar1 agagida verilmistir.

2.3.1. Gama fonksiyonu

Gama fonksiyonu kesirli analizin en temel fonksiyonlarindan biridir. Bu fonksiyon,

pozitif degerli n i¢in Euler integrali ile tammmlanir (Podlubny 1999; Cannapan 2009).

n’nin pozitif degerleri i¢in, I'(n) fonksiyonu yakinsaktir. Tiimevarim yontemi ile I'(n)

fonksiyonunun yakinsadigi degeri incelersek n!’a yakinsadigi goriilmektedir.

oo 0o T
n = ligin, I'(1) = / e dr = / e “dr = lim e dr= lim (1—e ") =1
0 0

T—o00 0 T—o0

elde edilir.

n yerine n + 1 yazilirsa,
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F(n+1) = [Ta" e dr =limp_ o fOT e dx
=t { @) - (e

= limy 0§ (=T)(e7T) + nfOT(xnl)(e‘”)dm} =nl'(n)

elde edilir. I'(n + 1) = nI'(n), n =1,2,...i¢in degerler verilirse;

—

1

(1) =1
2) = T(1+1) = 1(1) = 1
(3)
(4)

3

3) = I'(2+1) = 2I'(2) = 2
4) = T(3+1) = 3I(3) = 32 = 3

—

'n+1) = nl
seklinde gama fonksiyonunun n!’e yakinsadigi elde edilmis olur. Bu nedenle Gama fonk-

siyonuna genellestirilmig faktoriyel fonksiyonu adi verilmektedir.

I'n+1) = nl
Pn+1) = nl(n)
/2 = Jr
PPl —n) = —*
D<n<l igin T —n)=—"— v n:% icin F(%):\/E

I'(n+1) = nl'(n) esitliginden I'(n) ¢ekilirse gama fonksiyonunun n’nin tamsay1

olmayan tiim negatif degerleri i¢in tanimli oldugu goriilmektedir (Davis 1959).

2.3.2. Beta fonksiyonu

Euler’in ikinci integrali olarak tanimlanan Beta fonksiyonu i¢in z ve y pozitif degerli

olmak iizere,

Bla,y) = / g
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seklinde tanimlanir. Herhangi pozitif olmayan x ya da y degerleri icin bu integral iraksak-
tir. Bunun yaninda Beta ve Gama fonksiyonu arasindaki iliskiye dair bagint1 ise (Podlubny

1999)

seklindedir.

2.3.3. Bir parametreli ve iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

o k
z
Eo(z) =Y ———
a(2) — T(ak +1) o>l

diye tamimlanan E, fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) o mertebeli Mittag-Leffler

fonksiyonu denir. Bu gosterim Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametreli gosterimidir.

00
Zk

Ea,ﬁ(z)zzm , a>0

k=0

ile tammlanan F,, g fonksiyonuna (seri yakinsak oldugunda) o ve 3 parametreleri ile bir-

likte iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu denir (Dattoli vd. 2017).

2.4. Caputo Kesirli Tiirevi

Giintimiizde kullanilmakta olan bir¢ok farkl kesirli tiirev operatorii vardir. Reimann-
Liouville, Grunwald-Letnikov, Caputo, Weyl ve Erdely-Kober bunlardan bazilaridir. En
sik kullanilan ikisi bunlardan Reimann-Liouville ve Grunwald-Letnikov olmustur. Fakat
sagladig1 avantajlar yoniinden tercih edilen ve Reimann-Liouville differansiyel operato-
riiniin bir varyasyonu olarak karsimiza c¢ikan Caputo tiirevi de siklikla kullanilmaktadir.
Diferansiyel denklemler yardimi ile yapilan matematiksel uygulama problemlerinde f(a),
f'(a) gibi yorumlanabilir baslangi¢ kosullarina gerek duyulmaktadir. Bu tarz sorularin ¢o-

ziimleri i¢in Caputo tarafindan tanim verilmistir (Podlubny 1999).

DR f(t) = ! ) /t (t—7)" e f(dr . (n—l<a<n) (26)

I'n—«
f(t) fonksiyonunun o — n iken Caputo kesirli tiirevi, f(¢) fonksiyonunun n. merte-

beden bilinen tiirevi halini alir. Varsayalimki, 0 <n—1 < a <nve f(¢) her T > « i¢in

8
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[, T'| arahiginda (n + 1)siirekli tiireve sahip olsun.Bu durumda

. . () (@) (t—a)n—e t n—a £(n

oo COF1(0) = T (L b i = 7y )i
= fO(a)+ [} fO ) (r)dr
o

olur. Bu da diger kesirli tiirev tanimlarindaki yaklagimlarina benzer olarak Caputo yakla-
siminin da tamsay1 mertebeden tiirev ile arasinda bir interpolasyon oldugunu gostermek-

tedir. Simdi (2.6)’de f(t) = z® alip yerine yazdigimzda

o t n—a—1_d"
Dt = F(nl—a) Jo & —1) L rbdr

= I‘(nlfoz) fg (t = T)n_a_lﬂ(ﬁ _ 1)(ﬁ —n4+ 1)Tﬁ—nd7_
_ 1 T(B+1) ,8-a (1 Ny
= et " J A-u)re Ty
F(5+1)B(n—a,ﬁ_n+1)t5_a

T'(n—a)T(B—n+1)
— I'(8+1) B—a
L(B—a+1)

elde edilir (Podlubny 1999). Burada kullanilan n pozitif bir tamsay1, n — 1 < o« < n ve
Re(B) > —1 dir.

Calismamizda ise kolaylikla kesirli mertebeden tiirevlerimizi bu sekilde hesaplayaca-
81z.

Son olarak, Caputo kesirli tiirev taniminin diger tanimlardan farkli olarak sagladigi

avantajlar su sekilde belirtebiliriz.

e Tam say1 mertebeli diferansiyel denklemlerinde kullanilan baglangi¢c kosullari ile
kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerinin baglangi¢ kosullarinin ayni olmasi bun-

lardan birincisi ve en temelidir.

e Ikinci olarak sabitinin tiirevinin sifir olmas1 durumudur. Ornegin Riemann-Liouville
kesirli tiirevi sonlu alt sinir degeri icin sifir degildir. Sabitin tiirevinin sifira esit ol-

masi bizim problemlerimizin fiziksel yorumunu yapabilmemiz agisindan 6nemlidir.

Caputo kesirli tiirev taniminin sagladig1 bu avantajlar dolayisiyla calismamizda biz de

bu yaklasimi kullanacagiz.
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2.5. Fibonacci ve Lucas Polinomlari

Fibonacci ve Lucas polinomlari, Chebyshev polinomlarinin 6zel durumudur ve bir¢ok
matematikgci tarafindan ileri diizeyde incelenmistir (Bicknell 1970). Biz ise calisgmamizda
Fibonacci ve Lucas polinomlarindan kisaca bahsedecegiz.

Fibonacci polinomlari su sekilde tanimlanmistir (Catalani 2004).

0, n = 0
I, n = 1 (2.7)
zF, 1(x) 4+ F, o(x), n > 2

Fo(x) =

(2.7) tanimindan yararlanarak ilk sekiz Fibonacci polinomlarini su sekilde gosterebiliriz.

Fo(z) =0,

Fi(x) = 1,

F(z) = =

Fy(z) = 2*+1,

Fy(z) = 2%+ 2z,

Fs(z) = z*+32%+1,

Fs(x) = x°+ 423 + 3u,

Fr(z) = af+5z* +62% + 1,
Fy(z) = 2"+ 625+ 1023 + 4x,

Fibonacci polinomlarinda z = 1 alindiginda, Fibonacci sayilarini elde etmis oluruz.
Tamm 2.8.
n>2 ic¢in L,(z,y) =cLly1(x,y) + yLn_o(z,y)
rekiirans bagintisi ve
Lo(z,y) =2, Li(z,y) ==
baglangic¢ sartlari ile tanimlanan polinoma iki degiskenli Lucas polinomu denir (Catalani

2004).

Teorem 2.9. Iki degiskenli Lucas polinomu L, (x,y), z +y — 1 # 0 ise
1

> Lu(z,y) = ry—l(L"H<x’y) —yLn(z,y) —x +2) (2.8)
k=0

10



KAYNAK TARAMASI G.GOK

dir (Tuglu vd. 2011).

Teorem 2.10. Ly (x,y) iki degiskenli Lucas polinomu olmak iizere

3]

N (N—-k
Ly(z,y) = ﬂ( 1 )x“’fz/f (2.9)
k=0

w2

dir (Belbachir ve Bencherif 2008).

Teorem 2.11. L, (z,y) iki degiskenli Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu

2 —uxat

e (2.10)

92(t)

dir (Catalani 2004).

Iki degiskenli Lucas polinomlarinm ilk 8’i asagidaki tabloda verilmistir.

Cizelge 2.1. Iki degiskenli Lucas polinomlarinin ilk 8’i

n | Lu(z,y)

0

1 x

2 z? + 2y

3 3 + 3xy

4 | ot 4 42y + 22

5 | 2%+ 523y + Say?

6 | 25+ 62ty + 92%y* + 23

7 | 27 + 72y + 1423y? + Tay?

8 | o84 8aby + 202%y? + 1622y> + 2y*

11
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Iki degiskenli Lucas polinomunu icin baz1 6zel durumlar asagida verilmistir.
y = lig¢in L, (x, 1) iki degigkenli Lucas polinomu klasik Lucas polinomuna doniisiir.
y = 1 ve x yerine 2z alinirsa L, (2, 1) iki degigkenli Lucas polinomu Pell-Lucas polino-
muna doniisiir.
x = 1 ve y yerine 2y almirsa L,,(1, 2y) iki degiskenli Lucas polinomu Jacobsthal-Lucas
polinomuna doniisiir.
y = —1 ve z yerine 2z alimirsa L, (2z, —1) iki degigkenli Lucas polinomu birinci gesit
Chebyshev polinomuna doniisiir.
x = —2 ve x yerine 3x alimirsa L, (3x, —2) iki degiskenli Lucas polinomu Fermat-Lucas
polinomuna doniisiir.

L, (z,y) Lucas polinomlarin1 y = 1 alarak klasik Lucas polinomu haline getiripn = 8

degerine kadar listeleyip sekil iizerinde gosterelim.

Cizelge 2.2. Tek degiskenli Lucas polinomlarinin ilk 8’1

n | L,(z)

0

1 x

2 |27 +42

3 |23 +3z

4 xt + 42? + 2

5 | 2+ 52 + 5z

6 | 2%+ 62"+ 92% +2

7 | 2T+ T2° + 1423 4 Tx

8 28 4+ 82°% + 202* + 1622 + 2

12
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20 +

Sekil 2.1. Lucas polinomlarinin ilk 8’inin grafigi

Simdi, (2.9)’1 y = 1 alarak tek degiskenli Lucas polinomlar: haline getirelim.

V2] N <N—k:

Ly(z) =) _ g G ):AN—%), N>1 (2.11)
k=0

2, N cift
[N/2] =
Al N tek
seklinde yazilir.
Calismamizda kesirli mertebeden diferansiyel denklemleri kullandigimizdan dolay1

sonuclarimizin daha iyi gelmesi acisindan elde ettigimiz tek degiskenli Lucas polinom

fonksiyonunda x yerine x® yazarak genellestirilmis Lucas fonksiyonunu taniyalim.

13
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Tanim 2.12. o > 0,
|N/2)
N [N-—k
o (N=2k)a
L% (z) Z—N_k( A )x ., N>1 (2.12)
k=0
Y N cift
N2 ={ 4
%, N tek

olmak iizere (2.12)’e genellestirilmis Lucas fonksiyonu denir.

Simdi (2.12) de tanimladigimiz Lucas polinomlarint o = 0.5 degerinde ¢izelim.

Sekil 2.2. Genellestirilmis Lucas fonksiyonunun ilk 8’inin o = 0.5 degeri i¢in grafigi

2.5.1. Lucas polinomlariyla fonksiyon yaklasim

Lucas Polinomlari cinsinden ifade edilebilen, siirekli olan s(z) fonksiyonunu diisiine-
lim (Orug 2017).

s(x) = Z apLy(x) (2.13)
k=0

14
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(2.13) seri acilimi sonsuz terim igerir. Biz N sonlu terimine kadar yazarsak,

s(z) 2 apLy(z) = L(z)A (2.14)

seklinde olur. Burada

L(z) = [Lo(z), Li(x), La(2), ..., Ly(x)] ve A =lag,ay,...,an]"

dir. Simdi s(x) fonksiyonunun m’inci tiirevini sonsuz ve sonlu seri agiliminda sirasiyla su

sekilde yazalim.

st (z) = il aly" ()
s (z) SN ap LM (z) = LM(2)A, m=0,1,2,..,n.

1%

olur. Burada

L™ (z) = [L§™ (z), L™ (2), .., LY (2)]
dir.

Teorem 2.13. L, (z) ve F,,(z)’ler Lucas ve Fibonacci polinomlari olmak iizere, aralarin-

daki iligkiyi su sekilde yazabiliriz.

L,(z) =nF, (x).

15
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Kaesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemlerin Coziimii Icin Lucas Kol-

lokasyon Metodu

Aragtirmamizda, O0<a<1l ve a<x<D

Zpk )Drey(z) = g(z) 0<a<az<b @.1

kesirli mertebeden dlferen31yel denleminin,

Diy(c;) =8, i=0,1,2,..m—1, a<c¢<bh (3.2)

kosullar1 altinda Lucas kollokasyon metodu olusturularak yaklasik ¢coziimler elde edile-

cektir. Burada,

y(@) Zyn(z) =) a,Li(x) (3.3)

seklinde yaklasik ¢oziimleri bulunacaktir. Burada N keyfi olarak se¢ilen pozitif bir tam
say1 a,’ler belirlenecek olan Lucas katsayilari olup L& (x)’ler ise genellestirilmis Lucas

fonksiyonudur.

3.2. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Coziimii Icin

Lucas Kollokasyon Metodu

Aragtirmamizin bir diger problemi , m. mertebeden £ bilinmeyenli lineer degisken

katsayili

> oD Ph@Dryie) = gj(x), j=12.k, 0<a<z<b (4
kesirli lineer diferansiyel denklem sisteminin

(a, Dryi(a) + b, Dy (0)) = B;;, §=0,1,2,..om—1, i=1,2,...k (3.5)

3
Il
=)

karisik kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimlerini elde etmek icin Lucas kollokasyon metodu

olusturulacaktir. Burada problem k tane kesirli mertebeli denklem ve m tane kosuldan

16
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olusur ve

y;(z) bilinmeyen fonksiyon,

Pri(z) wve gj(x), a <z <baraliklarinda tanimh fonksiyonlar,
ajn, bjn, ve [;; uygun sabitler

na, kesirli mertebeden tiirevi tanimlayan bir sabittir.

Lucas kollokasyon metodunda amacg; (3.4) denklem sisteminin (3.5) kosullar1 altinda

N
yi(r) =Y ainLi(x), i=1,2,..k (3.6)

n=0

seklinde tanimli N. mertebeden kesilmis Lucas serisi cinsinden yaklasik ¢coziimiinii elde
etmektir. Burada N pozitif tamsayi1 ve serinin kesme siniri, a,,’ler belirlenecek olan Lucas

katsayilar1 ve LS (x)’ler ise (2.12)’de tamimlanan genellestirilmis Lucas fonksiyonlaridir.

17
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, karisik kosullar altinda verilen kesirli mertebeden lineer diferansiyel
denklemlerin, yaklasik ¢oziimlerini elde ettigimiz ¢6ziim yontemi aciklanir. Kollokasyon
noktalar1 tanimlanip matris bagintilart agiklanir. Yontemin dogruya yakinligimi ve etkili
olusunu gozlemlemek igin sayisal rnekler icin yontem uygulanir. Islemler Matlab’da ko-
layca hesaplanip farkli yontemler ile karsilastirmalara yer verilerek yontemin etkinligi

gosterilir.

4.1. Yontemim Icin Gerekli Kollokasyon Noktalarmn Tanimlanmasi

Calismamizda kullandigimiz kollokasyan noktalari;

b—a
N

T, =a+ t,, t=0,1,2,.... N 4.1)
ile tanimlanan esit aralikli kollokasyon noktalaridir. Burada;

a<zr<b ve a=xg<zr1<..<x,=0 4.2)

dir.

4.2. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler Icin Temel Matris Bagnti-

lan

Oncelikle ¢6ziim fonksiyonu olan (3.3)’iin matris formunu;

y(r) = L (x)A (4.3)
seklinde yazalim. Burada;
L@ = L4 156) - @ |
T
A:[Cbo @ o an } :
seklinde tanimlanir.
Xa(l,) — |: 1 xla x2a Na ] (44)
Ix(N+1)
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olmak tlizere,
(2.12)’de verilen genellestirilmis Lucas fonksiyonlarini kullanarak N’in tek ve c¢ift de-
gerlerine gore diisiindiigiimiizde asagidaki gibi matris formlarini elde etmis oluruz (Cetin

vd. 2015)

Eger N tek ise,
[ 2 0 0 0 0 0 |
0 1) 0 0 0 0
10 0 30 0 0 0
0 50 0 HY) 0 0
D=
3(2) 0 300 0 10 0
2R 0 @) 0GR o o
n (n+1)/2 n (n+3)/2 n(n
L 0 (nt1)/2 ((n:)/z) 0 (n+3)/2 ((nts)/z) 0 om (0) J vy
Eger N cift ise,
[ 2 0 0 0 0 0
0 1) 0 0 0 0
1) 0 30 0 0 0
0 30 0 H) 0 0
D=
3() 0 3(0) 0 10) 0
0 (2)7/12 ((ni/Qi/Z) 0 (nTz)l /2 (ﬁlfﬁfi) 0 e 0
n (n)/2 n (n+2)/2 n (n+4)/2 L., m(m
Rore ((Z)/Q) 0 eE)Ye) ((272)/2) 0 42 ((;74)/2) n (Ol) J (v x(v+1)
olmak tlizere,
LY(z) = X%(x)D 4.5)

seklinde elde edilir. (4.5)’1 (4.3)’te yerine yazarsak,

19
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y(x) = X(x)DA (4.6)

denklemi elde edilir. Bulmus oldugumuz (4.6) ifadesinin matris formunda (4.1)’de verilen

kollokasyon noktalarini yazdigimizda

y(x;) = X%z;) DA, i=0,1,...,N 4.7)

olur. (4.6)’nin «. mertebeden tiirevini aldigimizda

DYy(z) = DIX*(z)DA (4.8)

olup, D¢ X“(x) i¢in Caputo kesirli tiirev tanimini kullandigimizda,

D1 D%~ D%g?* ... DogNe
DX%(z) =
L Ix(N+1)
[\ Da+l) T@atl) o I(Natl) (N—1a
4 0 +0° Tem 2 I‘((N—l)oz-&-l)x( Y
L 1x(N+1)
= X%2)Ry 4.9)
elde edilir. Burda
[ I'(a+1) i
0 D) 0 0
I'(2a+1)
0 0 T(a+1) 0
Ri=|: : : :
I'(Noa+1)
0 0 0 T T((N—Da+1)
0 0 0 e 0
L J(N+1)x(N+1)
(4.9)’da elde edilen ifade (4.8) de yerine yazilirsa,
Dy(z) = X¥(z)R1DA (4.10)

seklinde olur. Benzer sekilde (4.6)’nin 2. mertebeden tiirevini aldigimizda,
D?*y(x) = D**X*(x)DA 4.11)

20
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olup, burada
Dfaxa (ZE) — |: Dfal Dzaxa Dzaxa Dza:L.Na }
1x(N+1)
_ I'(2a+1) D(Na+1)  (N-2)a }
[ 0 0 T(D) T(N—2)arD) ¥ X (N+1)
= Xa(l’)RQ
olarak bulunur. Burada R,
[ I'(20+1 i
0 0 ot 0
0 0 0 0
R, = I'(Na+1)
00 0 T(N—2)a+1)
0 0 0 0
0 0 0 0
L 4 (N+1)x(N+1)
D?*X(x) ile X®(x) arasndaki bagint1 ise
D?*X*(x) = X*(x)ReDA (4.12)
seklindedir. Benzer gekilde y(x)’in ka. mertebeden tiirevinin matris formu
DEy(z) = X*(z)RiDA (4.13)

olur. Burada Ry matrisi

I'(ka+1)
0 0 RO 0
I((k+1)a+1)

00 - 0 T(a+1)
R,— |00 - 0 0

o0 - 0 0

o0 - 0 0

~~~
| (k+1).siitun

seklindedir.

21
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4.3. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler Icin Coziim Yontemi

x = x; i¢in (3.1)’1 tekrar yazacak olursak

> Pu(z)DEy(x;) = g(x;) (4.14)
k=0
elde ederiz. Bulmus oldugumuz (4.13) ifadesi (4.14)’te yerine yazilirsa
> Pu(2)X* () Rk DA = g(z;) (4.15)
k=0
seklinde olup matrisler ile ifade edersek
Y PX°RDA =G (4.16)

k=0

gosterilmig olur. Buradaki Py, X% ve G matrislerini gostermek gerekirse
[ Pu(zo) O 0 0
0 Py(z1) 0 0
Py = 0 0 Pr(z2) 0
|0 0 0 Pizn) | (N+1)x(N+1)
Loaf oy 5 9(o)
Loaf rye g(x1)
X%= |1 a5 a3 ' o G=| g(a)
«@ 2a Na
R TN (v (v+1) | 9w | (N+1)x(1)

seklinde olur. Simdi (4.16)teki ) ;" , P« X*RyD ifadesine W dersek,

W= Z P XRiD = [w;,], 1,7

k=0

1,2,.,N

seklinde yazabiliriz. Elde edilen bu denklemi

WA =G veya [W;G] 4.17)
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seklinde ifade edebiliriz. Bu da (N + 1) bilinmeyen Lucas katsayilari ile (/N + 1) cebirsel

denklemin bir lineer sistemine karsilik gelir. Burada,

Woo Wo1r -+ WoN 9(900)

wy wy oo winy 5 g(x)

[W§ G] = Wep W21 -+ WaN 9(952)
| WNo WN1 ottt WNN g(xN) 1 (N41)x(N+2)

seklindedir. Kogullar1 diizenledigimizde ise

Diy(c)=8;, i=12,...m—-1, a<¢<b

kosul denklemi olan (3.2) ve (4.19) kullanilarak,

UA = Di%y(c)

= Dio‘Xa(ci)DA
= Jwo up ugm - un]A, 1=1,2.,m—1
elde ederiz.
UA = [ﬁz]

veya arttirilmis matris formunu yazacak olursak

Ui =[Us B = Jun un wz - wnify

seklinde yazilir. Kosullar1 kullanarak olusturdugumuz arttirilmis matris;

Upo Uo1 Up2 s UoN ; 50

Uio Ui U2 s Ui N ; 51

[Ui; ﬁi] = U0 U1 U2 s UaN ; 52
i Um—-1,0 Um—-11 Um-1,2 " Un—-1N ; ﬂN 1 mx(N+2)

23
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seklinde olur. Olusturdugumuz kosul matrisi (4.18) sisteminde kolaylik olsun diye son

satirlara yazilirsa

Woo Uop1 e WoN ) f(x(])
Wio w11 o W1IN ; f(z1)
B _ wa 70 wa 71 o .. wa ,N . f fo
W: G| = " " w5 foN-n) (4.24)
Uoo U1 s UoN ) Bo
U0 Uiy s UiN ; By
| Um-10 Um-11 " Unm-1N B J(N+1)x(N+2)

elde edilir.
Fakat, (4.23)’de olusturdugumuz m satira sahip kosul matrisini (4.18)’de olusturdugu-

N +HY _ N+ tane farkli satir degi-

muz N +1 satirlik sistemde yerine yazarken C' (" ) = G ES b Ty

sikligi yaparak sonuglari inceleyecegiz. Yani, matris denklemimizi olustururken baslangi¢
kosullarimiz1 (4.24)’te sadece son satirlara degil farkli satirlara da yazarak olusturacagiz.

Matris denklemini olusturacak olursak;

WA =G (4.25)

Eger; rank[W] = rank[W; G] = N + 1 ise,0 zaman,
A= (W)'G (4.26)

yazabiliriz. Bilinmeyen Lucas katsayilar matrisi A, bu lineer sistem ¢oziilerek belirlenir.

Coziim tektir ve bu ¢oziim

y(x) = X(x)DA (4.27)

seklindedir.
Ote yandan, det(W) = 0 oldugunda, eger, rankW = rank[W;G] < N + 1 ise,
ozel bir ¢oziim bulabiliriz. Aksi durumda, eger, rankW # rank[W; G] < N + 1 ise, bir

¢Oziim bulamayiz.
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4.4. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri Icin Temel Matris

Bagintilar:

(3.4) ile gosterdigimiz m. mertebeden £ bilinmeyenli lineer degigken katsayili kesirli
mertebeden diferansiyel denklem sisteminin (3.6) daki gibi yaklasik ¢coziimiinii bulmak
amaciyla, bilinmeyen Lucas katsayilarini elde etmeliyiz. Bu yiizden ilk olarak (3.6) ile

tanimladigimiz ¢6ziim fonksiyonunu ve tiirevlerinin matris formunu yazalim.

yi(x) = X*(x)DA, (4.28)

elde ederiz. Coziim fonksiyonunun matris formunda kullandigimiz X*(z) ve D matrisleri

ilk problemimizdeki tanimlandig1 gibidir. A; matrisi ise

L 4 (N+1)z1

seklindedir.

(4.30)’daki ifadenin . mertebeden Caputo tiirevini alirsak,

Diyi(x) = DiX%(z)DA; (4.29)

olarak yazabiliriz. Caputo kesirli tiirev tanimin1 kullanarak D$X“(x) ifadesini agagidaki

sekilde yazabiliriz:
DeX(x) = | Del Dt Dea® ... Diae |
(4.30)
_ [0 Pla+1) ICa+l) o . _L(Natl) (N—l)a]
(1)  T(atl) T(N—Da+1)
DX (x) ile X*(x) arasindaki bagint1 ise
DX (z) = X*(2)Ry (4.31)
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seklindedir. Burada
[ I'(a+1) i
0 (D) 0 0
I'(2a+1)
0 0 Lla+1) 0
R, = : :
I'(Noa+1)
0 0 0 T T((N=Da+1)
0 0 0 e 0
L J(N+1)x(N+1)
O zaman (4.31)’u (4.29)’de yerine yazarsak
nyl(x) = Xa<$)R1DA1 (432)
olur.
(4.30)’un 2cv.mertebeden tiirevini alirsak
D?y;(z) = DX*X*(z)DA; (4.33)
buluruz. Burada D?*X° () ifadesini su sekilde gosterebiliriz.
D?*X(z) = [ D?*1 D?ege D?ege ... Dlaghe }
Ix(N+1)
- PRotl) | _T(Natl) (N-2)a }
[ 00 —Fm T(N—2)arD ¥ 1% (N+1)
= X (SL’)Rg
seklinde olup R, matrisi asagidaki gibidir:
[ I'(2a+1 i
0 0 % e 0
00 0 e 0
Ry— | = ° : F(N. .
00 0 T T(N—2)a+1)
00 0 e 0
00 0 e 0
L J(N+1)x(N+1)
Aymi sekilde y;(z)’in ka. tiirevi
Dfey(r) = X*(z)Ri DA, (4.34)

26



BULGULAR VE TARTISMA G.GOK

olur. Burada Ry matrisi

[ T'(ka+1) i

00 (1) 0 0
D((k+1)a+1)
o0 --- 0 e 0
o I'(Na+1)
Rk=100 ... 0 0  N—tD)

00 --- 0 0 0

i 00 -- 0 0 0 0 ] vy

ile tanimlidur.
Simdi ise D**y;(x), (i = 1,2, ..., k)’in matris formunu elde edecegiz. Bunun igin 6n-

celikle £ = 0 degeri i¢in baslayip £ = 1 ve £ = n degerinde matris formlarini1 yazacagiz.

Dgayl(.l?) Xa(ﬂf)RoDAl
DYy, (x X*(x)RoDA
k=0icin, D"y(z) = 3'/2( )| (@) x
I D%y (x) | I X*(x)RoDAg .
Diayl(.flf) Xa(l’)RlDAl
Dloyy(x X*x)R{DA
k=licin, DYy(z)= | * 3'/2( - ( )' e
I Doy (x) | I X*(x)R1 DA, .
ve n icin devam edersek,
Dy (x) X*(z)RaDA;
Dy (x X¥x)R,DA
enicin, Diey(s) - | DX | _ | X (0RDA;
I Dy (x) | I X*(z)RaDA I
olur. Ulagilan sonuglar: diizenledigimizde,
Dy (z) = X(z)(R),DA , n=0,1,2,...m (4.35)

elde ederiz. Burada matrisleri agik bir sekilde yazarsak,
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X*(x) 0 e 0
_ 0 X*(x) .- 0
X@)=1 . . :
0 0 - X%(x)
L d (N4+1)xk(N+1)
R, O 0 D 0 0
_ 0 R, 0 _ 0 D 0
Rn = ) D= )
0 0 R, 0O 0 --- D
L d B(N+1)xk(N+1) L 4 B(N+1)xk(N+1)
Ay
Ao |
Ay
L Jr(N+1)x1
dir. (3.5)’te verilen kosullarin matris formunu olusturursak,
m—1
> an DY (a) + b, DIY (b) = B (4.36)
n=0
elde edilir. Burada a,,, b,,, 5 matrisleri
al 0 0 0 b0 0 -+ 0
0 a2 0 0 0 vV 0 0
ap = . ;bn = )
0 0 O af 0 0 O b
L d kmxk L 4 kmxk
51
a-|
L Bm d kmx1
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Dy, (a) D7y, (b)
D7ys(a) Dy, (b)
DY (a) = | Doyy(a) ve DI*Y(b) = | Droy,(b)

| Diyr(a) | Dyyk(b)

d kx1 d kx1

4.5. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri Icin Coziim Yon-

temi

(3.4)’te verilen denklem sistemimizi,

m

ZPi(:U)Diay(x) = g(z) (4.37)

1=0

seklinde yazarsak ve buradaki matrisleri gosterecek olursak,

[ Pii(z) Pa(z) Pul) - Pu(@) |

Pi ($) _ Pgl.(l’) P22'<I> P23.(.T) '. 00 sz(l’)
| Pua(z) Pro(z) Pa(z) - Pul(z) | ok

- Dy (x) - )

| Dio‘yg(x) 92()

Dify(x)=| ve g(z) = | gs(x)

Dia k(X

L Y ( ) d kx1 I gk(l’) I

dir. Denklem (4.1)’de tanimladigimiz kollokasyon noktalarin1 kullanarak (4.37)’yi tekrar

diizenlersek;

> P.DY =G (4.38)
=0
Burada,
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Pi(zo) 0 0 y (o)
0 P;(z 0 T
P, — (.1) Y= Y('l) ’
| 0 0 Pi(zy) | K(N+1)xk(N+1) y(@n) | K(N+1)x1
i 7 Dy (o)
g($0) e}
Dfya(z1)
g(z1) i A
G = ) , D>,< Y = Diay2<$3>
g(zn) .
L 4 k(N+1)x1 i
L D, yk(xN) E(N+1)x1
Simdi ise (4.35)’de kollokasyon noktalarimi yazarsak,
Di*y(x;) = X(z;)(R).DA (4.39)
elde ederiz ve bu ifadeyi de
DY = X(R),DA (4.40)
bu sekilde yazabiliriz. Burada kullandigimiz matris bagintilari,
X*(x;) 0 0 0
0 X*(x;) 0 0
X(z;) = 0 0 X*(z;) 0
0 0 0 X*(x;)
L kxk(N+1)
ve ) }
X ()
X = X(_xl) ,
| X(@w) | k(N4+1)xk(N+1)

(4.40)’1 (4.38)’de yerine yazalim.
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Z P;XR;DA =G (4.41)

WA =G (4.42)

elde ederiz.
Elde ettigimiz bu denklem sistemini kogullar1 kullanarak tekrar yazacagiz fakat ilk

problemimizde bahsettigimiz gibi km kosula sahip matrisimiz k(N +1) x k(N +1)+1 lik

EN+1

(4.42) matrisimizde yerine yazarken olusacak tiim varyasyonlar ( P

) tanedir. Bu durum
g6z Oniinde bulundurularak hesaplamalar yapilacak ve mutlak hatanin en az olacag satir

degisimi yapilarak asagidaki sekilde elde edilecektir.

WA =G (4.43)
Lucas katsayilarindan olugan A bilinmeyen matrisini bulmak igin ise;
A=(W) G (4.44)

seklinde yazabiliriz.

Kosullar1 da yerine koydugumuzda ¢6ziimiimiiz,

yZ(LC) = Xa(l')DAi, 1= 1,2, ,/{I

olarak bulunur.

4.6. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler Icin Niimerik Ornekler

Bu boliimde kesirli mertebeden lineer diferansiyel denklemlerin uygulamalarinm yapa-
cagiz. Sonuclar1 tablo ve sekiller yoluyla sunacagiz. Orneklerimizin ¢oziimiine ulasmak

icin kullandigimiz program MATLAB olacak ve bu programda yazdigimiz kod sayesinde
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farkl1 N degerleri i¢in ¢oziimleri kolayca hesaplayacagimizdan dolayr daha hizli sonuca

ulasacagiz. Sonucglarimizi baska yontemlerin sonuclari ile karsilastiracagiz.

Ornek 4.14. (Doha vd. 2011) ilk olarak

D2y(z) + D¥?y(x) + y(z) = g(z), glx) =2 +2+ 4\/? 0<z<1 (445

kesirli lineer diferansiyel denklemini

y(0) =0, y(1)=1 (4.46)
sinir kosullari altinda ele alalim.
N
y(z) =Y a,Lf(r), i=1,2,34. (4.47)
n=0

Burada a« = 0.5 ve N = 4 icin, genellestirilmis Lucas fonksiyonlari ile tanimli
seri formunda yaklagik coziimlerini bulalim. 11k olarak kollokasyon noktalarinin kiime-
sini olusturalim. ¢ = 0 ve b = 1 olmak iizere, N = 4 oldugu i¢cin : = 0, 1,2, 3, 4 tiir.

Dolayisiyla N = 4 ig¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi

1 1 3
{zo=0,21 = T gl = = 1}
dir. Problemimizin temel matris denklemini
Z P, XRDA = G (4.48)

k=0

ifadesinden yazariz. Sorumuzda Py (x) olarak tanimladigimiz katsayilar &k = 0, 1,2, 3,4

olmak tizere

=

T

~

X

.

T

()
() =
()
()

I
I
I = T e B e S

P4(I’) =

oldugundan problemin temel matris denklemi

{POX + PyXRs + P4XR4}DA el
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olur. Burada,

10000 1 00 00 1 00 0O
01 000 01000 01000
Po=|00100(, Ps=l00100|, Pe=[0010 0],
00010 00010 00010
00001 00001 00001
1 0 0 0 0 2020 2
1 0.5000 0.2500 0.1250  0.0625 01030
X =11 070711 0.50000 0.35355 0.25000 |, D=0 0 1 0 4 |,
1 0.86603 0.75000 0.64952 0.56250 00010
1 1 1 1 1 0 00O01
1 0000 4 7

0 0 0 1.3293 0
01 00O
000 0 2.2568
Ro=]100100]|, Rs= )
000 0 0
00010
000 0 0
00001 - -
- 7 2
0000 2
3.1909
000O0O
Ry = , G = 38458 |,
000O0O
4.5169
000O0O
- - 5.2568
W matrisi
W = {PXD + P;XR;D + P,XR,D} (4.49)
olarak ifade edilir. Boylece (4.49) denklemini kisaca,
WA =G = [W;G] (4.50)
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olarak yazabiliriz.

Hesaplamis oldugumuz matrisleri (4.50) denkleminde yerine yazarsak,

0 2 13203 4 ;2
0.5000 2.2500 2.9543 6.1909 ; 3.1909
0.70711 2.5000 3.8042 7.8458 ; 3.8458
0.86603 2.7500 4.5769 9.5169 ; 4.5169

1 3 53293 11.257 ; 5.2568 |

Q
I
ORI R O I O

arttirllmis matrisi elde ederiz. Kosullarin matris formunu bulmak i¢in ise (3.2) den yarar-

lanarak

y0) = [2 020 2]A=[)

y() = |2 134 7]|A=[]
buluruz. Kosullart kullanarak olusturdugumuz arttirilmig matrisi bulmak i¢in [W; G| de
satir degisikligi yapacagiz. Coziim yonteminde bahsedildigi gibi burada N = 4 oldugu

icin [W; G] matrisimiz 5 x 6 lik bir matristir. Iki kosulumuz oldugundan dolayz,

“(a) - o

farkli satir degisikligi yaparak [W; G] yi elde edebiliriz. Bu 6rnegimiz icin baglangic
kosullarimiz1 1. ve 2. yani ilk iki satira yazdigimizda elde ettigimiz sonuclar ile 3. ve 4.

satira yazdigimiz sonuglart kargilastiralim.

Ilk olarak
(2 0 2 13203 4 2
2 0.5000 2.2500 2.9543 6.1909 ; 3.1909
W:Gl=|2 0 2 0 2 . 0
2 1 3 4 71
i 2 1 3 5.3293 11.257 ; 5.2568 |

3. ve 4. satira baglangig kosullarrmiz1 yazdigimizda elde etmis oldugumuz [W; G] matris

sistemimizi ¢ozerek Lucas katsayilar matrisimizi
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elde etmis oluruz. Coziim formunda
y(z) = L*(x)A
A matrisini yerine yazarsak,
y(@) = ao LG (x) + a1 Ly (x) + az L3 (%) + az L5 () + asLf (z)

y(z) =z

tam ¢oziimiimiizii elde etmis oluruz.
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’ N=4 Baslangic¢ kosullari icin degisiklik yapilan satirlar: 3 ve 4
T T T T T T T T T

Error
o
=Y
D
D
D
D
D
D
D

_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.3. Ornek 4.14 icin N = 4 degerinde 3. ve 4. satirda yapilan baslangi¢ kosulu
degisikligindeki mutlak hata

Simdi baglangi¢c kosullarimizi 1. ve 2. yani ilk iki satira yazdigimizda elde ettigimiz

mutlak hatayi ¢izelim.

5 %«10""®N=4 Baslangic¢ kosullari icin degisiklik yapilan satirlar: 1 ve 2

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.4. Ornek 4.14 icin N = 4 degerinde 1. ve 2. satirda yapilan baslangi¢ kosulu
degisikligindeki mutlak hata

Sekil 4.3. ve Sekil 4.4.’ten anlagildig1 gibi baglangig kosullarimizi [W; G] matrisinde
hangi satirlarlarin yerine yazdigimizin sonuca etkisi olmustur.
Bundan sonraki orneklerde buna dikkat edilerek mutlak hatanin en az oldugu satir

degisikligi ile sonuclar olusturulacaktir.
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Ornek 4.15. (Dincel 2019) Kesirli mertebeden degisken katsayili

D¥y(x) + 2°y(x) = g(x), g(x) = 4\/E+ 2 0<z<1 4.51)
™

diferansiyel denkleminin,

y(0)=0, ¥'(0)=0 (4.52)

baslangic kosullar1 altinda ele alalim.

N
y(@) =) anLi(z), i=1,2,34,5. (4.53)
n=0
Burada @ = 0.5 ve N = 5 i¢in, genellestirilmis Lucas fonksiyonlar: ile taniml

seri formunda yaklagik ¢oziimlerini bulalim. Ilk olarak kollokasyon noktalarinin kiime-
sini olusturalim. ¢ = 0 ve b = 1 olmak tizere, N = 5 oldugu i¢in ¢ = 0,1, 2, 3,4, 5’tir.
Dolayisiyla N = 5 i¢in kollokasyon noktalarinin kiimesi

3
T3 = —,T4=—,T5 = 1}

5 5

o] DO

1
{x(]:o?xl — g7x2:

dir.

Z P.XR.DA =G (4.54)

k=0

dir. Burada Py (x) olarak tanimladigimiz katsayilar & = 0,1, 2, 3,4, 5 olmak iizere

Py(z) = 2°/?
Pl (l’) = 0
PQ(I) == 0
P3(l’) = 1
P4<.T> = 0
P5<I> = 0
oldugundan temel matris denklemi
{P3XR3D + POXD}A el (4.55)

olur. Boylece (4.51) denklemini kisaca,
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WA =G = [W;G] (4.56)

olarak yazabiliriz. Elde ettigimiz matrisleri (4.56)’de yerine yazar ve kosullar1 kolaylik

olmasi acisindan son iki satirda yerine yazip gosterirsek,

0 0 0 1.3293 0 6.6467 0
0.1789 0.0400 0.1968 1.4573 1.2633 7.5530 ; 1.0128
0.5060 0.1600 0.6072 1.8733 2.3785 9.1216 ; 1.4678

(WG] =
0.9295 0.3600 1.2084 2.6253 3.9603 11.6503 : 1.9154
9 0 9 0 2 0 - 0
0 0 1 0 4 0 . 0

arttirtlmis matrisini elde ederiz. det(W) # 0 oldugundan A = (VV)AG denkleminden

bilinmeyen katsayilar,

3
—1.4211e — 14
—4
A —
0
1
1.7764e — 15

seklinde bulunur. Bulunan bu katsayilar1 ¢6ziim ¢6ziim formu yerine yazarak problemi-

mizin N = 5 degeri icin genellestirilmis Lucas fonksiyonlar1 cinsinden ¢6ziimiinii,
ys(z) = 2? — 5.3291e — 1522 4 8.8818¢ — 1523/ + 1.7764¢ — 152°/>

seklinde elde etmis oluruz.

N =4, N =5, N = 6 ve N = 7 i¢in hatalarin karsilastirrlmas: Sekil 4.5.’te, tam
coziimlerin karsilastirilmas: Sekil 4.6.’da verilmistir.

N =4, N =5, N =6 ve N = 7 icin bulunan yaklagik ¢coziimlerin ve tam ¢6ziimiin

karsilastirilmasi Tablo 4.3.’te verilmisgtir.

38



BULGULAR VE TARTISMA G.GOK

o 5 X10-1x4 T T T Nx=5 T T
o
LE 0 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1
X
12 N=6
o 2 X1O T T T T T T T T T
S1t
L 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X
10 N=7
o 4 X10 T T T T T T T T T
ot o—=° ‘%
L
O 1 1 1 1 1 1 1 1

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Sekil 4.5. Ornek 4.15 nin hata fonksiyonlarinin karsilastiriimasi
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*  Yaklasik
—O&— Tam

R T 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Re
=
¥ Yaklasik
—OS— Tam
05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
N =7
1
__ 05
=
>
*  Yaklasik
—&— Tam
05 I I I I I I I T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.6. Ornek 4.15 nin tam ve yaklagik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi
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Cizelge 4.3. N =4, N =5, N =6 ve N = 7 i¢in 6rnek 4.15’nin niimerik sonuglari

BWM LCM BWM LCM BWM LCM BWM LCM
T k=4 | N=4]| k=5 N=5 k=6 N=6 k=7 N=7
0.1 | 1.98E-05 0 4.94E-06 | 1.1684e-14 | 1.24E-06 | 5.8459e-13 | 3.09E-07 | 5.8339%¢-11
0.2 | 5.01E-05 0 1.61E-05 | 1.715%-14 | 5.29E-06 | 7.3239e-13 | 1.76E-06 | 8.0586e-11
0.3 | 6.47E-05 0 2.12E-05 | 2.1794e-14 | 7.06E-06 | 8.4210e-13 | 2.38E-06 | 1.0064e-10
0.4 | 7.59E-05 0 2.51E-05 | 2.6064e-14 | 8.43E-06 | 9.2712e-13 | 2.87E-06 | 1.2023e-10
0.5 | 8.56E-05 0 2.85E-05 | 3.0146e-14 | 9.63E-06 | 9.9250e-13 | 3.29E-06 | 1.4005e-10
0.6 | 9.48E-05 0 3.17E-05 | 3.4124e-14 | 1.08E-05 | 1.0407e-12 | 3.69E-06 | 1.6045e-10
0.7 | 1.04E-04 0 3.49E-05 | 3.8047e-14 | 1.19E-05 | 1.0732e-12 | 4.08E-06 | 1.8165¢e-10
0.8 | 1.13E-04 0 3.82E-05 | 4.1945e-14 | 1.30E-05 | 1.0907e-12 | 4.48E-06 | 2.0381e-10
0.9 | 1.23E-04 0 4.17E-05 | 4.5837e-14 | 1.42E-05 | 1.0938e-12 | 4.91E-06 | 2.2706e-10

Cizelge 4.3.’te calismamizda uyguladigimiz Lucas kollokasyon metodunda N = 4

degerine karsilik gelen mutlak hatanin sifir (0) oldugu goriilmekte olup tam ¢éziimiimiiz,

bu secilen N degeriyle elde edilmistir. Ayrica Lucas kollokasyon metodunun N = 5,

N = 6 ve N = 7 degerlerindeki mutlak hatalari ile Bernoulli wavelet metodunun (Turan

Dincel 2019) £k = 4, k = 5, k = 6 ve k = 7 degerlerindeki mutlak hatalar1 karsilas-

tirlmistir. Cizelgeki degerlerden Lucas kollokasyon ve Bernoulli wavelet yontemlerinin

her ikisinde de /V degeri artarken hatalarin arttig1 gézlemlenirken Lucas kollokasyon me-

todunun bu problemimiz i¢in Bernoulli wavelet metodundan daha kiiciik hatalar verdigi

gozlenmektedir.
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4.7. Kesirli Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri Icin Niimerik Or-

nekler

Ornek 4.16. (Senel 2019)

D2y, (x) + Dy (2) + yi(z) + () = 2a+1

" , 0<a<1 (@457
y() + Di7ya(r) = x+1

mertebesi kesirli olan diferansiyel denklem sistemini

n() =2, pd)=1 ynl)=1 1) =1 (4.58)
baslangi¢ kosullar1 ve
p@)=z+1 ve )=z
tam c¢oziimleri ile birlikte ele alalim.
Burada o« = 0.5 degerinde olup ilk olarak N = 2 i¢in matrislerimizi asagidaki gibi
gosterelim.

Elde edecegimiz ¢coziimlerimizin katsayilar matrisi olan A4, Ay’yi

Alz[ao a1 GQ}T’ A2:[bo b bQ}T

seklinde yazariz.

oldugundan

N = 2 degeri icin genellestirilmis Lucas fonksiyonlar1
LY z)=XY(2z)D=|1 205 2! 010

seklinde olur.
Bu durumda, ¢6ziim formlarni
2 0 2 a0
yile) =L (@)A1 = X*@DA = [ 1 2% o1 [ [0 1 0| | ay
0 01 a1 2
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2 0 2 as o
bo(w) = Lo(0) A2 = X*(@)DA2 = [ 1 2% &1 || 0 1 0| | as
0 0 1 a2 9

yazariz.

*

D%y (z) = X*(x)R4DA,
000 2 0 2 ai o
=1 2% xl] 000 010 a1
000 00 1 a2

Problemimizde gerekli olan tiirevler (4.5)’te tanimlanan sekliyle alindiginda

Y
Df yl(l’) = Xa(ilf)RgDAl

I
—
—_
8
o
[
8
=
@) =) (e
) (@) o
) =) (@]
o O [\
@] — [a)
— (@] [\]
S Q Q
— = =
[\ = (e

I
—_
8
o
(S48
8
—
o o O
o o O
o o O
S O N
S = O
— O [N}
S S S
N [\ [
N = (=)

elde edilir.

Simdi, bulunan y; (), y2(z) ve tiirevli sonuglarmni (4.28)’de tanimladigimiz kollokas-

yon noktalarinda denklemde yerine yazdigimizda olugan matrisimizi su sekilde yazariz.

2 0 2 2 0 2 .1

2 7.071le —01 2.5000 2 7.071le —01 2.5000 ; 2

2 1 32 1 3 . 3
(WG| =

2 0 2 0 0 0o = 1

2 7.071le — 01 2.5000 0 0 0 ;15

2 1 30 0 0 ; 2

Baslangi¢ kosullarimizi arttirilmig matris formunu
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seklinde gosteririz.

o O O N

o o O

o O N O

o w O

_Alz

[2]

A, = [1]
Ay = 1]

1 Ay = 1]

(4.59)’de olusturdugumuz matriste 2NV + 2 tane yani 6 satir bulunmakta. Baglangi¢

kosullarimizin sayisi ise dort tane oldugundan (i) = 15 tane yazabilecegimiz varyasyon

bulunmaktadir. Baglangic kosullarimizi asagidaki gibi 2.3.5.ve 6. satirlara yazarak devam

ettigimizde

S N NN

o O o o = O

S O N W N

S N O O O N

katsay1 matrislerimizi agagidaki gibi elde ederiz:

A1:

0.5

0
1

7A2:

o o o o

-1
0
1

= w O O O N

Bunlar1 ¢oziim fonksiyonlarinda yerlerine yazdigimizda

() = L% (x)
ya(x) = L(x)

tam ¢oziimlerimizi elde etmis oluruz.
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Ornek 4.17. (Hoggard J. 2008) Matematiksel bir model olarak belirlenen, ii¢ géliin kir-

lilik sorunu asagidaki gibi modellenmistir.

Dyyi(z) = Tys(r) — Ponle) — Fyi(e) + G(z)
Dizys(z) = FPuyi(r) — F2ya(2) (4.60)
Dyrys(z) = Fyi(r) + §2y2(7) — Fys(2)

Burada kesirli mertebeden diferansiyel denklem sistemimizin yaklasik ¢éziimlerini,

y1(0) = A1, 12(0) = Ag, 93(0) = A3 4.61)

baglangic kosullarimizi kullanarak bulacagiz.

Source of
polutant

Sekil 4.7. Kanallar ile baglanmig goller modeli

Sekil 4.7.’de bu ¢calismada modellenen ii¢ gol sistemi gosterilmektedir. Her gol biiyiik
bir bolmeden olusup bolmeler arasi baglantilar kanallar ile saglanir. Kanallardaki akig
yonii sekildeki oklar ile belirtilmistir. Gollerin baslangicta herhangi bir kirletici icermedi-
gini varsayip ¢, j = 1, 2, 3 olmak iizere ['}; lerin ¢. gblden j. gole akis1 gosterdigini sekilde
belirtiyoruz (Biazar 2006).

(Khader M. vd 2013) ve (Sarlak, 2020), (4.60)’daki modelimizi : = 1, 2, 3 i¢in
a; = 1,0.95 degerlerinde, acik bir sekilde;
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04120[2:(1/3:1VCO[1:@22043:0.95i(;in

Dy (z) = 1355u3(x) — 520591 () — gesyr () + (1 + sin ()
D2ys(x) = 50511(x) — g5y2() (4.62)
Dys() = se051(2) + gage(2) — 1g¥s(2)

y1(0) =0, 22(0)=0 »3(0)=0 (4.63)

kosullari altinda incelemiglerdir. Ayn1 model ¢alismamizda Lucas kollokasyon metodu ile

coziilerek

a; =ay =a3=1ve N =3icin

Q

—0.103691591991027x3 + 0.5827356577810742* + 0.9682536696511162
0.0007420489765754072* + 0.00340939261297798x2 — 0.0001465150179256x

y1(z)
yg(x)
ys(z) = 0.00084489258497242223 + 0.0037816283341008822 — 0.000160732670324441x

Q

a; =ay =a3 =0.95ve N = 3igin

yi(z) ~ 0.62986678069878z'%/10 4 0.9644464705216092'%/20 — 0.1090381405874162°7/20

yo(2) ~ 0.00368636159084729/1° — 0.0001700616061120032%/2° + 0.0008861481152410782.57/20

ys(z) =~ 0.00408725965305434219/10 — 0.00018624843370761121%/20 4 0.001009754754370262°7/2
sonuglarina ulagilmistir. Elde edilen sonuglar grafikler yardimiyla Sekil 4.8., 4.9. ve 4.10.
da gosterilmistir. Ayrica farkli o; degerlerindeki yaklasik ¢oziimler Cizelge 4.4. ve 4.5. de

yer almaktadir.
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%107
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Sekil 4.8. Ornek 4.17’iin y; (x) ¢dziimiiniin karsilagtirilmasi
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Sekil 4.9. Ornek 4.17’iin y» () ¢dziimiiniin karsilagtirilmasi
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Sekil 4.10. Ornek 4.17’iin y3(x) ¢oziimiiniin kargilagtiriimasi
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Cizelge 4.4. Ornek 4.17 icin o; = 1 degerinde niimerik sonuglarin karsilagtirilmasi

Bernoulli | Hesaplamali Lucas Bernoulli | Hesaplamali Lucas Bernoulli | Hesaplamali Lucas

Kollokasyon Matris Kollokasyon | Kollokasyon Matris Kollokasyon | Kollokasyon Matris Kollokasyon
Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi
i n(w) n (@) n(@) Y (@) Ya() Ya(w) ys () ys() ys(@)
0 -0.25¢e-4 0 0 -0.8e-8 0 0 -0.2e-8 0 0

0.1 0.1049 0.1049 0.1025 0.32e-4 0.32e-4 2.0184e-05 0.35e-4 0.35e-4 2.2588e-05
0.2 0.2196 0.2198 0.2161 0.13e-3 0.13e-3 1.1301e-04 0.14e-3 0.14e-3 1.2588e-04
0.3 0.3435 0.3443 0.3401 0.30e-3 0.30e-3 2.8293e-04 0.34e-3 0.34e-3 3.1494e-04
0.4 0.4765 0.4779 0.4739 0.56e-3 0.56e-3 5.3439¢-04 0.62e-3 0.62e-3 5.9484¢-04
0.5 0.6180 0.6205 0.6168 0.89¢-3 0.90e-3 8.7185e-04 0.99¢-3 0.10e-2 9.7065¢-04
0.6 0.7678 0.7716 0.7683 0.13e-2 0.13e-2 1.3000e-03 0.14e-2 0.14e-2 1.4474e-03
0.7 0.9256 0.9308 0.9278 0.18e-2 0.18e-2 1.8000e-03 0.20e-2 0.20e-2 2.0303e-03
0.8 1.0909 1.0979 1.0945 0.24e-2 0.24e-2 2.4000e-03 0.27e-2 0.27e-2 2.7242¢-03
0.9 1.2634 1.2725 1.2679 0.31e-2 0.32e-2 3.2000e-03 0.35e-2 0.35e-2 3.5344e-03
1 1.4427 1.4542 1.4473 0.40e-2 0.40e-2 4.0000e-03 0.44e-2 0.45e-2 4.4658¢-03

Cizelge 4.5. Ornek 4.17 igin o; = 0.95 degerinde niimerik sonuglarinm karsilastiriimasi

Bernoulli | Hesaplamali Lucas Bernoulli | Hesaplamali Lucas Bernoulli | Hesaplamali Lucas

Kollokasyon Matris Kollokasyon | Kollokasyon Matris Kollokasyon | Kollokasyon Matris Kollokasyon
Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi Yontemi
; y1(2) 1(2) Y1 (2) ya(2) Yo () ya(z) ys(z) y3(2) ys(x)
0 -0.30e-5 0 0 0 0 0 0.40e-8 0 0

0.1 0.1207 0.1240 0.1160 0.44e-4 0.44e-4 2.8579¢-05 0.49¢-4 0.49¢-4 3.1984e-05
0.2 0.2440 0.2503 0.2375 0.17e-3 0.17e-3 1.4537e-04 0.19e-3 0.19e-3 1.6195e-04
0.3 0.3742 0.3803 0.3677 0.38e-3 0.38e-3 3.4870e-04 0.42e-3 0.42e-3 3.8824e-04
0.4 0.5116 0.5156 0.5063 0.67e-3 0.68e-3 6.4027e-04 0.75e-3 0.75e-3 7.1287e-04
0.5 0.6562 0.6578 0.6529 0.10e-2 0.10e-2 1.0226e-03 0.11e-2 0.11e-2 1.1388¢-03
0.6 0.8081 0.8082 0.8068 0.15e-2 0.15e-2 1.4986e-03 0.17e-2 0.17e-2 1.6694¢-03
0.7 0.9670 0.9684 0.9676 0.21e-2 0.21e-2 2.0714e-03 0.23e-2 0.23e-2 2.3081e-03
0.8 1.1328 1.1400 1.1347 0.27e-2 0.27e-2 2.7441e-03 0.30e-2 0.31e-2 3.0588e-03
0.9 1.3054 1.3246 1.3074 0.35e-2 0.35e-2 3.5200e-03 0.3%-2 0.3%-2 3.9251e-03
1 1.4847 1.5232 1.4853 0.44e-2 0.44e-2 4.4024¢-03 0.49¢-2 0.49¢-2 4.9108e-03
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Lucas kollokasyon metodunun N = 3 i¢in farkli o degerlerinde elde edilen yaklagik
coziimleri Cizelge 4.4. ve Cizelge 4.5. de bir arada gosterilmistir. Bizim elde ettigimiz bu
yaklasik coziimlerimiz Bernoulli siralama yontemi (Bicer Sarlak 2020) ile karsilastiril-
mustir. Cizelgede elde edilen degerlerden, Lucas kollokasyon metodunun bu problem i¢in
Bernoulli siralama yontemi ile yaklagik olarak denk sonuglar verdigini anlamaktay1z.

Ornek 4.17’iin tam ¢6ziimii bilinmemektedir. Bu yiizden gercek hatalari hesaplayama-
yacagimizdan dolay1 bu 6érnegimiz i¢in rezidiiel hata fonksiyonlarini kullanarak rezidiiel
hata tahmini yapacagiz. Sekil 4.11.,4.12., 4.13.’te sirasiyla y; (), yo(z) ve y3(x) yaklagik

cozimlerinin N = 3, N = 5 ve N = 8 degerlerinde rezidiiel hatalarin1 gosterecegiz.

N=3,5,8 ve alfa=1 i¢in y1(x) yaklasik ¢éziimii icin rezidiiel fonksiyonlari
107 ‘ ——————— :

R1,3’R1,5’R1,8

Sekil 4.11. N = 3, N = 5 ve N = 8 i¢in y; () yaklagik ¢6ztimii i¢in rezidiiel fonksiyon-

lar
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N=3,5,8 ve alfa=1 i¢in yz(x) yaklasik ¢6ziimii icin rezidiiel fonksiyonlari
107 , 1 ,

2,3’R2,5 ’ R2,8

10712

10-14 . . e .
1072 107" 100

Sekil 4.12. N =3, N = 5 ve N = 8 i¢gin yo(z) yaklagik ¢6ziimi i¢in rezidiiel fonksiyon-

lar
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N=3,5,8 ve alfa=1 i¢in y3(x) yaklasik ¢6ziimii icin rezidiiel fonksiyonlari
1093 , T T ,

R3,3
- R3,5
R

*
*
3

3,8

10’6(w%( ’

107 F

3,3’R3,5 ’ R3,8

10-8 E 3

107° E

Sekil 4.13. N = 3, N = 5 ve N = 8 i¢in y3(z) yaklagik ¢6ziimii i¢in rezidiiel fonksiyon-

lar
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4.11.,4.12., 4.13.’te verilen sekillerden yontemin etkili oldugu, artan /N degerleri ile

yaklagik ¢coziimlerde meydana gelen rezidiiel hatalarn azalis1 gozlenmektedir.
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5. SONUCLAR

Giintimiizde karsilastigimiz matematiksel olarak modellenebilen problemlerde tam
say1 mertebeli diferansiyel denklemlerin yetersiz kaldig: fark edildiginden, kesir merte-
beli diferansiyel denklemlere agirlik verilmistir.

Bu tez calismasinda kesirli mertebeden diferansiyel denklemler ve denklem sistemle-
rinin ¢oziimleri icin Lucas kollokasyon metodu tanimlanmustir. Ornekler iizerinde calisma
yapilarak sayisal sonuclari tizerinde karsilagtirmalar yapilmistir. Bu karsilastirmalar sonu-
cunda yontemimizin iyi sonuglar verdigi gosterilmistir. Yapilan 6rneklerde kesin ¢6ziim-
ler polinom oldugundan N’nin yeteri kadar biiyiik olmas1 durumunda tam ¢oziimler elde
edilmis olup daha biiyiik N degerlerinde tam ¢oziimden uzaklastigi durumunda oldugu
gozlemlenmistir.

YoOntemimizi uygularken gozlemledigimiz bir baska durum ise, baslangi¢ kosullarinin
diferansiyel denklemlerimizin arttirilmig matris formunda hangi satirlarin yerine yazildigi
ile ilgili olmustur. Tiim varyasyonlar denenerek mutlak hatanin azaldig1 durumlar bu satir-
larin degisikligine bagl olarak elde edilmistir. Ornek 4.14’te bu satir degisikligi ile mutlak
hata sifir (0) bulunarak tam ¢6ziime ulagilmistir. Matrislerimizi yontem kisminda anlatil-
dig1 gibi kosul sayilar1 bakilarak maksimum mutlak hata ile kosul sayisinin biiyiikliigi
arasinda pozitif korelasyon oldugu gozlemlenmistir. Ozellikle sistemleri cozerken kosul-
larimizin hangi satirlara yazilmasi gerektigini bulmak i¢in varyasyonlar denenirken cok
fazla is yiikii olacagindan boyle bir kosul sayisinin varli§i hizli karar verilmesi acisindan
onemli olmustur.

Yontemin avantaji olarak; denklemlerimizi Matlab bilgisayar programi kullanarak
farkl1 N degerlerinde, tam ve degisken katsayili olarak hazirlayip hizli ve kolay bir se-
kilde ¢oziime kavusturmak olmustur.

Son olarak bu yontemimiz bagka kesirli mertebeden diferansiyel denklem problemleri

icin gelistirilerek uygulanabilir durumdadir.
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