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Bu çalışmada, yönlü bir hiperyüzey üzerinde yatan bir Frenet eğrisi düşünülerek, 𝐸4 4- boyutlu Öklid 

uzayında Darboux çatı alanını kullandık. Eğrilik vektörünün hiperyüzeyin normali ile lineer bağımsızlığına 

bağlı olarak, bu genişleme için iki durum elde ettik. Her durum için, hiperyüzeydeki eğri boyunca yeni 

değişmezlerin(invaryantların) bazı geometrik anlamlarını elde ettik. Ayrıca 𝐸4de Darboux çatı eğrilikleri ve 

Frenet çatı eğrilikleri arasındaki ilişkileri de verdik. Sonuç olarak, hiperyüzey üzerinde yatan bir Frenet 

eğrisinin yeni değişmezlerinin ifadelerini hesapladık. 

Ayrıca 𝐸4’de genişletilmiş Darboux çatı alanına göre oskülatör eğrileri inceledik. 
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In this study, by considering a Frenet curve lying on an oriented hypersurface, we extended the Darboux 

frame field into Euclide space 4-space 𝐸4. Depending on the linear independency of the curvature vector 

with the hypersurface’s normal, we obtained two cases for this extension. For each case, we obtained some 

geometrical meanings of new invariants along the curve on the hypersurface. We also gave the relationships 

between the Frenet frame curvatures and Darboux frame curvatures in 𝐸4 . Finally, we computed the 

expressions of the new invariants of a Frenet curve lying on an implicit hypersurface.  

In addition we examine dosculating  curves according to extended Darboux frame field. 

 

 

Keywords:Curves on hypersurface, Darboux frame field, Curvatures, Osculating curve …  
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SİMGELER  

Simgeler 

𝑀 : Yönlendirilmiş Hiperyüzey 

𝐸3  : 3 Boyutlu Uzay 

𝐸4             : 4 Boyutlu Uzay 

𝐾𝑔             :Geodezik Eğrilik 

𝐾𝑔
1           : 1. Geodezik Eğrilik 

𝐾𝑔
2           : 2. Geodezik Eğrilik 

𝐾𝑛                     : Normal Eğrilik 

𝜏𝑔              : Geodezik Torsiyon 

𝜏𝑔
1            : 1. Geodezik Torsiyon 

𝜏𝑔
2            : 2. Geodezik Torsiyon 

𝑇               : Birim Teğet Vektör 

𝑁              : Birim Normal Vektör 

 

 

 

 



1. GİRİŞ 

Diferansiyel geometride, eğriler ve yüzeyler çalışılırken çatı alanları önemli bir araç 

oluşturur.  Daha tanıdık çatı alanları, bir uzay eğrisi boyunca Frenet-Serret çatısı ve bir yüzey eğrisi 

boyunca Darboux çatısıdır. 3-boyutlu Öklid uzayında, Darboux çatısı eğrinin hızı ve yüzeyin 

normal vektörü tarafından oluşturulur buna karşılık Frenet-Serret çatısı, eğrinin ivmesi ve hızından 

oluşturulur. Bu çatının vektör alanlarının türevleri, bazı reel değerli fonksiyonları içeren vektör 

alanları ile ifade edilir. Bu fonksiyonlara Frenet-Serret çatısı için eğrilik ve torsiyon, Darboux çatısı 

için geodezik torsiyon, geodezik eğrilik ve normal eğrilik denir. Daha yüksek boyutlu uzaylarda 

Frenet-Serret çatısının genellemeleri iyi bilinmektedir. Ancak 4-boyutta Darboux çatısının 

genellemeleri mevcut değildir.  

  Bu çalışmada, yönlü bir hiperyüzey üzerinde yatan bir Frenet eğrisi boyunca, bir çatı alanı 

kuruluyor (İlk üç vektörün, eğri boyunca hiperyüzeyin teğet uzayını kapsadığı) ve bu yeni çatı 

alanı, genişletilmiş Darboux çatı alanı olarak adlandırılır. (Bu genişlemenin 𝐸4  de hiperyüzey 

üzerinde çalışılan eğriler için kullanışlı bir araç olabileceği düşünülüyor.) Sonra, hiperyüzeye göre 

eğrinin yeni eğriliklerinin geometrik  anlamları veriliyor ve bu yeni çatı alanının türev denklemleri 

elde ediliyor. Sonuç olarak, verilen denklemler tarafından tanımlanan hiperyüzey üzerinde yatan 

bir eğri için yeni eğriliklerin ifadeleri elde edilir. Yeni eğrilikler için elde edilen ifadeler 

kullanılarak bir örnekle sunulur. Ayrıca 𝐸4 ’ de Darboux çatı  [12] nolu makaledeki metot 

kullanılarak birinci ve ikinci tipden oskülatör eğriler incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR 

Tanım 2.1. 𝐴  boş olmayan bir cümle ve bir 𝐾 cismi üzerinde tanımlanan vektör uzayı 𝑉 olsun. 

Bu taktirde,  

𝑓: 𝐴 × 𝐴 → 𝑉 

fonksiyonu için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa, 𝐴’ya 𝑉 ile birleştirilmiş bir afin uzay denir [5]. 

A1)  ∀𝑃, 𝑄, 𝑅 ∈ 𝐴 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑃, 𝑄) + 𝑓(𝑄, 𝑅) = 𝑓(𝑃, 𝑅), 

A2) ∀𝑃 ∈ 𝐴 𝑣𝑒 ∀𝛼 ∈ 𝑉 𝑖ç𝑖𝑛 𝑓(𝑃𝑄⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 𝛼  olacak şekilde bir tek 𝑄 ∈ 𝐴 vardır. 

 

Tanım 2.2. Reel bir afin uzay 𝐴 ve  𝐴 ile birleşen vektör uzay 𝑉 olsun. 𝑉de bir iç çarpım işlemi 

olarak,  

<,>: 𝑉 × 𝑉 → ℝ 

(𝛼, 𝛽) →< 𝛼, 𝛽 >=∑𝛼𝑖𝛽𝑖 {
𝛼 = (𝛼1, … , 𝛼𝑛)

𝛽 = (𝛽1, … , 𝛽𝑛)
}

𝑛

𝑖=1

 

Öklid iç çarpımı tanımlanırsa, bu işlem yardımı ile 𝐴 da uzaklık ve açı gibi metrik kavramlar 

tanımlanabilir. Böylece 𝐴fin uzayı Öklid uzayı adını alır ve 𝐸𝑛 ile gösterilir [5]. 

 

Tanım 2.3. 𝑑: 𝐸𝑛 × 𝐸𝑛 → ℝ 

(𝑥, 𝑦) → 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ ‖ = √〈𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ , 𝑥𝑦⃗⃗⃗⃗ 〉 = √∑(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

 

şeklinde tanımlanan 𝑑 fonksiyonuna 𝐸𝑛 de uzaklık fonksiyonu veya Öklid metriği denir [5]. 

 

Tanım 2.4. 𝐴 bir afin uzay ve 𝐴 ile birleşen bir vektör uzayı 𝑉 olsun. 𝐴 da verilen {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} 

nokta (𝑛 + 1) -lisine 𝑉  de karşılık gelen {𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  }  vektör 𝑛 -lisine bir baz 

oluşturuyorsa, {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} nokta (𝑛 + 1)-lisine afin çatı denir [5]. 

 

Tanım 2.5.  𝐸𝑛  de sıralı bir {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛}  nokta (𝑛 + 1) -lisine ℝ𝑛  de karşılık gelen 

{𝑃0𝑃1⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , 𝑃0𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, … , 𝑃0𝑃𝑛⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  } vektör 𝑛-lisi ℝ𝑛  de ortonormal bir baz ise {𝑃0, 𝑃1, … , 𝑃𝑛} sistemine 𝐸𝑛  de 

Öklid çatı denir [5]. 

 

Tanım 2.6.  𝑋 ≠ ∅  bir cümle ve 𝑋  in alt cümlelerinin bir koleksiyonu 𝜏  olsun. Eğer 𝜏  için 

aşağıdakiler doğru ise 𝜏 ya 𝑋 üzerinde bir topoloji denir [5]. 
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T1) 𝑋, ∅ ∈ 𝜏 

T2) ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝜏 𝑖ç𝑖𝑛 𝐴 ∩ 𝐵 ∈ 𝜏 

T3) 𝑖 ∈ 𝐼, 𝐴𝑖 ∈ 𝜏 𝑖ç𝑖𝑛 ∪𝑖∈𝐼 𝐴İ ∈ 𝜏 

 

Tanım 2.7. Bir 𝑋 cümlesi ve üzerindeki bir 𝜏 topolojisinden oluşan (𝑋, 𝜏) ikilisine bir topolojik 

uzay denir [5]. 

 

Tanım 2.8. 𝑋 ve 𝑌 birer topolojik uzay olsunlar.  

𝑓: 𝑋 → 𝑌 

fonksiyonu sürekli ise ve 𝑓−1 var ve 𝑓−1 de sürekli ise 𝑓’ye 𝑋’den 𝑌’ye bir homeomorfizm denir. 

Bu taktirde 𝑋 ile 𝑌 uzaylarına homeomorfik uzaylar denir [5]. 

 

Tanım 2.9. 𝑋 bir topolojik uzay olsun. 𝑋’in 𝑃 ve 𝑄 gibi farklı noktaları için, 𝑋’de sırası ile 𝑃 ve 

𝑄 noktalarını içine alan 𝐴𝑃 ve 𝐴𝑄 açık alt cümleleri 𝐴𝑃 ∩ 𝐴𝑄 = ∅ olacak biçimde bulunabilirse, 𝑋 

uzayına Hausdorf uzayı denir [5]. 

 

Tanım 2.10. 𝑀 bir topolojik uzay ve 𝑀 için aşağıdaki önermeler sağlanıyorsa, 𝑀’ye 𝑛-boyutlu 

topolojik manifold denir [5]. 

M1) 𝑀 bir hausdorf uzayıdır. 

M2) 𝑀’nin her bir açık alt cümlesi𝐸𝑛’e ya da 𝐸𝑛’nin bir açık alt cümlesine homeomorfdur. 

M3) 𝑀 sayılabilir çoklukta açık cümlelerle örtülebilir. 

 

Tanım 2.11. 𝑀 bir topolojik manifold ve 𝑀’nin bir atlası 𝑆 = {𝛹𝛼,𝑊𝛼}𝑎∈𝐴 olsun. Eğer 𝑆 atlası 

için, 𝑊𝛼 ∩𝑊𝛽 ≠ ∅ olmak üzere ∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝐴’ya karşılık 𝜑𝛼𝛽  ve 𝜑𝛼𝛽   fonksiyonları 𝐶𝑘  sınıfından 

diferansiyellenebilir iseler, 𝑆’ye 𝐶𝑘 sınıfından diferansiyellenebilirdir denir. 𝑆 atlasına 𝑀 üzerinde 

𝐶𝑘 sınıfından diferansiyellenebilir yapı denir [5]. 

 

Tanım 2.12. 𝐸𝑛 𝑛-boyutlu Öklid uzayında (𝑛 − 1)-boyutlu bir yüzey veya (𝑛 − 1)-yüzey diye 

𝐸𝑛’deki  boş olmayan bir 𝑀 cümlesine denir, öyleki bu 𝑀 cümlesi  

𝑀 = {𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝐸𝑛│𝑓: 𝑈 → ℝ, 𝑥 → 𝑓(𝑥) = 𝑐} 

∀𝑓│𝑝 ≠ 0, ∀𝑝 ∈ 𝑀biçiminde tanımlanır [6]. 

 

Tanım 2.13.  𝐼 ⊂ ℝ  açık(kapalı)  bir aralık olmak üzere 𝛼: 𝐼 → 𝐸𝑛 diferansiyellenebilir 

fonksiyonuna 𝐸𝑛’de bir eğri denir [5]. 
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Tanım 2.14. 𝑀, (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilmiş bir eğri olsun. ∀𝑠 ∈ 𝐼 için ‖𝛼′(𝑠)‖ = 1 

ise 𝑀 eğrisine birim hızlı eğri denir. 𝑠 ∈ 𝐼 ya da yay-parametresi adı verilir [5]. 

 

Tanım 2.15. Her noktasındaki hız vektörü sıfırdan farklı olan eğriye regüler eğri denir. Yani ∀𝑡 ∈

𝐼 ⊂ ℝ için 𝛼′(𝑡) ≠ 0 dır [5]. 

 

Tanım 2.16.  𝑀 ⊂ 𝐸3  eğrisi (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğu ile verilsin. Bu durumda 𝛹 =

{𝛼1, … , 𝛼(𝑟)} sistemi lineer bağımsız ve ∀𝛼(𝑟), 𝑘 > 𝑟 için 𝛼(𝑘) ∈ 𝑆𝑝{𝛹} olmak üzere 𝛹’den elde 

edilen {𝑉1, 𝑉2, … , 𝑉𝑟} ortonormal sistemine 𝑀 eğrisinin Serret-Frenet r- ayaklı alanı denir. 𝑚 ∈ 𝑀 

için {𝑉1(𝑚), 𝑉2(𝑚),… , 𝑉𝑟(𝑚)}’ye ise 𝑚 ∈ 𝑀 noktasındaki Serret-Frenet r- ayaklısı denir. ∀𝑉𝑖, 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑟 ye Serret-Frenet vektörü denir [5]. 

 

Tanım 2.17.  𝑀 ⊂ 𝐸3  eğrisi (𝐼, 𝛼)  koordinat komşuluğu ile verilsin. ∀𝑡 ∈ 𝐼 için   𝛼(𝑡) 

noktasındaki Frenet 3- ayaklısı, 

𝑇(𝑡) =
1

‖𝛼′(𝑡)‖
𝛼′(𝑡) 

𝑁(𝑡) = 𝐵(𝑡) × 𝑇(𝑡) 

𝐵(𝑡) =
𝛼′(𝑡) × 𝛼′′(𝑡)

‖𝛼′(𝑡) × 𝛼′′(𝑡)‖
 

şeklindedir [5]. 

 

Tanım 2.18. 𝛼: 𝐼 → 𝐸3  eğrisi birim hızlı bir eğri olmak  üzere  ∀𝑠 ∈ 𝐼  için 𝛼(𝑠) noktasındaki 

Frenet 3- ayaklısı,  

𝑇(𝑠) = 𝛼′(𝑠) 

𝑁(𝑠) =
𝛼′′(𝑠)

‖𝛼′′(𝑠)‖
=

1

к(𝑠)
. 𝑇′(𝑠) 

şeklindedir [5]. 

 

Tanım 2.19. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛 eğrisi, (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 ya karşılık gelen 𝛼(𝑠) 

noktasındaki Frenet r- ayaklısı, {𝑉1(𝑠),… , 𝑉𝑟(𝑠)} olsun. Bu durumda,  

𝑘𝑖: 𝐼 → ℝ 

s→ 𝑘𝑖(𝑠) =< 𝑉
′
𝑖(𝑠), 𝑉𝑖+1(𝑠) > ,         1 ≤ 𝑖 < 𝑟 

şeklinde tanımlı 𝑘𝑖  fonksiyonuna 𝑀  eğrisinin i. eğrilik fonksiyonu denir. 𝑠 ∈ 𝐼  için 𝑘𝑖(𝑠)  reel 

sayısına, 𝛼(𝑠) noktasındaki 𝑀 nin i.eğriliği  denir [5]. 
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Tanım 2.20. 𝑀 ⊂ 𝐸𝑛 eğrisi, (𝐼, 𝛼) koordinat komşuluğu ile verilsin. 𝑠 ∈ 𝐼 için 𝛼(𝑠) noktasında 

i.eğrilik  𝑘𝑖(𝑠) ve Frenet r- ayaklısı, {𝑉1(𝑠), … , 𝑉𝑟(𝑠)} olsun. Bu taktirde Frenet formülleri,  

1) 𝑉′1(𝑠) = 𝑘1(𝑠)𝑉1(𝑠) 

2) 𝑉′İ(𝑠) = −𝑘İ−1(𝑠)𝑉İ−1(𝑠) + 𝑘İ(𝑠)𝑉İ+1(𝑠),        1 < 𝑖 < 𝑟 

3) 𝑉𝑟(𝑠) = −𝑘𝑟−1(𝑠)𝑉𝑟−1(𝑠) 

şeklindedir [5] 

 

Tanım 2.21. 𝐸𝑛 in bir hiperyüzeyi 𝑀 olsun. 𝑀 de bir eğri 𝛼 ve 𝛼 nın teğet vektör alanı 𝑇 olmak 

üzere 𝛼 üzerindeki 𝑌 vektör alanı için, 𝐷𝑇
𝑌 = 0ise 𝑌 vektör alanına 𝑀 üzerindeki 𝛼 boyunca bir 

Levi-Civita anlamında paralel vektör alanı denir. Eğer 𝐷𝑇
𝑇 = 0   ise  𝛼  eğrisine 𝑀  üzerinde bir 

geodezik eğri denir [6]. 

 

Tanım 2.22. 𝐸3 de birim hızlı bir 𝛼 eğrisinin birim teğet vektör alanı  𝑇 olmak üzere,  

𝑘𝑔 = ‖𝐷𝑇𝑇‖ = ‖
𝑑2𝛼

𝑑𝑡2
‖ 

ifadesine 𝛼 eğrisinin, 𝛼(𝑠) noktasına karşılık gelen 𝐸3 deki geodezik eğriliği denir [7]. 

 

Tanım 2.23. 𝑣𝑃 ∈ 𝑇𝑝(𝑀) olmak üzere 

𝑘𝑝(𝑣𝑝) =< 𝑆 (
𝑣𝑝

‖𝑣𝑝‖
) ,

𝑣𝑝

‖𝑣𝑝‖
> 

eşitliği ile tanımlanan 𝑘𝑝(𝑣𝑝)  sayısına, 𝑀  yüzeyinin 𝑝  noktasında, 𝑣𝑝  doğrultusundaki normal 

eğriliği denir [10]. 

 

Tanım 2.24. Birim hızlı 𝛼: 𝐼 → ℝ3 eğrisinin Frenet vektör alanları  𝑇,𝑁, 𝐵 olmak üzere, 

𝜏: 𝐼 → ℝ,      𝜏(𝑠) = 〈𝐵′(𝑠), 𝑁(𝑠)〉 

fonksiyonuna  𝛼  eğrisinin burulma(torsiyon) fonksiyonu denir. 𝜏(𝑠) sayısına ise eğrinin 𝛼(𝑠) 

noktasındaki burulması(torsiyonu) denir [10]. 

 

Tanım 2.25. 𝑀,ℝ3 uzayında bir yüzey ve 𝛼: 𝐼 → 𝑀 düzenli(regüler) bir eğri olsun. Her 𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝛼′(𝑡) hız vektörü, 𝛼(𝑡) noktasında 𝑀 yüzeyinin bir asimptotik vektörü ise 𝛼 eğrisine, 𝑀 yüzeyi 

içinde bir asimptotik eğri denir[10]. 

 

Tanım 2.26. ℝ3 vektör uzayının {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} standart bazını göz önüne alalım. 

𝜑:ℝ3 ∧ ℝ3 → ℝ3 
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lineer dönüşümü  

𝑒1 ∧ 𝑒2 → 𝜑(𝑒1 ∧ 𝑒2) = 𝑒3 

𝑒2 ∧ 𝑒3 → 𝜑(𝑒2 ∧ 𝑒3) = 𝑒1 

𝑒3 ∧ 𝑒1 → 𝜑(𝑒3 ∧ 𝑒1) = 𝑒2 

olarak tanımlansın.Bu dönüşüm bazı baza dönüştüren lineer dönüşüm olduğundan lineer 

izomorfizmdir 

𝑥:ℝ3 ×ℝ3 → ℝ3 

(𝛼, 𝛽) → 𝛼 × 𝛽 = 𝜑(𝛼 ∧ 𝛽) 

şeklinde tanımlı × iç işlemine vektörel çarpım işlemi ve 𝛼 × 𝛽 vektörüne de 𝛼 ile 𝛽 nın vektörel 

çarpımı denir [5]. 

 

Tanım 2.27. 𝐸3  de bir 𝑀 yüzeyi üzerindeki diferansiyellenebilir bir birim normal vektör alanına 

𝑀 üzerinde bir yönlendirme denir [6]. 

 

Tanım 2.28. 𝐸3  de irtibatlı bir yüzey 𝑀 olsun. O zaman 𝑀 üzerinde 𝑁1  ve 𝑁2  gibi sadece iki 

birim diferansiyellenebilir normal vektör alanı vardır. Öyle ki, 

𝑁1(𝑃) = −𝑁2(𝑃),      ∀𝑃 ∈ 𝑀   

dir. Bu durumda  𝐸3  deki her bir 𝑀 yüzeyi üzerinde tam iki yönlendirme vardır. Bir yüzey üzerinde 

bir yönlendirme seçilmiş ise bu yüzeye yönlendirilmiş yüzey denir [6]. 

 

Tanım 2.29. 𝑀, ℝ3 uzayında bir yüzey ve 𝛼: 𝐼 → 𝑀 düzenli(regüler) bir eğri olsun. Her 𝑡 ∈ 𝐼 için 

𝛼′(𝑡) hız vektörü, 𝛼(𝑡) noktasında 𝑀 yüzeyinin bir eğrilik vektörü ise 𝛼 eğrisine 𝑀 yüzeyi içinde 

bir eğrilik çizgisi(asli çizgi) veya baş eğri denir [10]. 
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3. DARBOUX ÇATI ALANI 

3.1. 𝑬𝟑de Darboux Çatı 

𝑆 ⊂ E3 yönlendirilmiş bir yüzey olsun ve γ: I ⊂ R → S  birim hızlı bir eğri olsun. 

T, γ ‘nın birim teğet vektör alanını ve U, γ eğrisine kısıtlanan S nin birim normal 

vektör alanını belirtsin. Darboux  çatı  alanı boyunca γ , {T, V, U} tarafından verilmiş, 

ki burada V = U × T dir. Bu yüzden, γ eğrisi boyunca her vektör alanının yay 

uzunluğuna göre türevleri ifade edilebilir [9].  

{

𝑇′ = 𝐾𝑔𝑉 + 𝐾𝑛𝑈

𝑉′ = −𝐾𝑔𝑇 + 𝜏𝑔𝑈

𝑈′ = −𝐾𝑛𝑇 − 𝜏𝑔𝑉

 

𝐾𝑔 , 𝐾𝑛 ve  𝜏𝑔  ; 𝛾 eğrisinde sırasıyla geodezik eğrilik, normal eğrilik ve geodezik torsiyonu 

belirtsin.            

3.2. 𝑬𝟒de bir hiperyüzey eğrisi 

Tanım 3.1. {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3, 𝑒4, }, 𝑅
4de standart baz olsun. Vektörlerin üçlü çarpımı ( veya vektör 

çarpımı ) 

𝑋 =  ∑ 𝑒𝑖𝑥𝑖
4
𝑖=1 , 𝑌 = ∑ 𝑒𝑖𝑦𝑖

4
𝑖=1 ve 𝑍 = ∑ 𝑒𝑖𝑧𝑖 

4
𝑖=1  

şeklinde tanımlıdır [8],[11].  

X⊗Y⊗Z=|

𝑒1 𝑒2 𝑒3
𝑥1
𝑦1

𝑥2
𝑦2

𝑥3
𝑦3

𝑧1 𝑧2 𝑧3

𝑒4
𝑥4
  𝑦4
𝑧4

| 

  

 

Üçlü çarpım aşağıdaki özelliklere sahiptir [11]. 

1. 𝑋 ⊗𝑌⊗ 𝑍 = −𝑌⊗ 𝑋⊗ 𝑍 = 𝑌⊗𝑍⊗𝑋  

2. 〈𝑋, 𝑌 ⊗ 𝑍⊗𝑊〉 = 𝑑𝑒𝑡{𝑋, 𝑌, 𝑍,𝑊} 

3. (𝑋 + 𝑌)⊗ 𝑍⊗𝑊 = 𝑋⊗ 𝑍⊗𝑊 + 𝑌⊗ 𝑍⊗𝑊  

𝑀 ⊂ 𝐸4 bir regüler hiperyüzey belirtsin ve 𝛽: 𝐼 ⊂ 𝑅 → 𝑀 bir birim hızlı eğri olsun. Eğer 

{𝑡, 𝑛, 𝑏1, 𝑏2}, 𝛽 boyunca hareketli Frenet çatısı ise Frenet  formülleri aşağıdaki gibidir [4]. 

 

                                            

{
 

 
𝑡′ = 𝑘1𝑛,

𝑛′ = −𝑘1𝑡 + 𝑘2𝑏1,

𝑏1
′ = −𝑘2𝑛 + 𝑘3𝑏2,

𝑏2
′ = −𝑘3𝑏1,

                                                           (3.1) 
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ki burada, 𝑡, 𝑛, 𝑏1 ve 𝑏2 birim teğet, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektör 

alanlarını; 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3    𝛽 eğrisinin eğrilik fonksiyonlarını belirtiyor.  

 

Teorem 3.1. 𝛼: 𝐼 → 𝐸4  keyfi hızlı regüler bir eğri olsun. Eğrinin Frenet vektörleri verilmiş idi 

[1],[2]. 

 

                          𝑡 =
𝛼̇

‖𝛼̇‖
 , 𝑛 =

𝑏1⊗𝑏2⊗𝛼̇

‖𝑏1⊗𝑏2⊗𝛼̇‖
 , 𝑏1 =

𝑏2⊗𝛼̇⊗𝛼̈

‖𝑏2⊗𝛼̇⊗𝛼̈‖
 , 𝑏2 =

𝛼̇⊗𝛼̈⊗𝛼⃛

‖𝛼̇⊗𝛼̈⊗𝛼⃛‖
                        (3.2) 

ve eğrinin eğrilikleri 

 

                                           𝑘1 =
<𝑛,𝛼>̈

‖𝛼̈‖2
 , 𝑘2 =

<𝑏1,𝛼⃛>

‖𝛼̇‖3𝑘1
 , 𝑘3 =

<𝑏2,𝛼
4′>

‖𝛼̇‖4𝑘1𝑘2
                                   (3.3) 

 

"<∙> "  skaler çarpımı belirtiyor.  

Tanım 3.2.  Eğer 𝜷′(𝒔), 𝜷′′(𝒔), … , 𝜷(𝒏−𝟏)(𝒔)  vektörleri eğrinin her noktası boyunca lineer 

bağımsız ise 𝑪𝒏 sınıfından 𝜷: 𝑰 → 𝑬𝒏 birim hızlı eğrisi bir Frenet eğrisi olarak adlandırılır[2]. 
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4. GENİŞLETİLMİŞ DARBOUX ÇATI ALANI 

4.1 Genişletilmiş Darboux Çatı Alanının İnşası 

𝑀,𝐸4de 𝑁  birim normal vektör alanı tarafından yönlendirilmiş bir hiperyüzey olsun ve 

𝛽,𝑀 üzerinde yatan 𝑠 yay uzunluğu parametreli 𝐶𝑛 -sınıfından bir Frenet eğrisi olsun. 𝑇, eğrinin 

birim teğet vektör alanını ve 𝑁, sınırlı olan hiperyüzeyin birim normal vektör alanını belirtiyor. 

Yani;  

𝑇(𝑠) = 𝛽′(𝑠) ve  𝑁(𝑠) = 𝑁(𝛽(𝑠)) 

𝛽 Frenet eğrisi boyunca, genişletilmiş Darboux çatı alanı aşağıdaki gibi inşa edilebilir[2]. 

 

Durum 1. Eğer {𝑇, 𝑁, 𝛽"}  lineer bağımsız ise Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodu 

kullanılarak {𝑁, 𝑇, 𝐸} ortonormal takımı verilir[2]. 

                                                              𝐸 =
𝛽"−< 𝛽",𝑁 > 𝑁

‖𝛽"−< 𝛽",𝑁 > 𝑁‖
                                                            (4.1) 

Durum 2. Eğer {𝑇, 𝑁, 𝛽"}  lineer bağımlı ise yani eğer 𝛽", 𝑁 normal vektörünün yönünde ise, 

{𝑁, 𝑇, 𝛽‴} için Gram-Schmidt ortonormalleştirme metodu uygulanarak {𝑁, 𝑇, 𝐸} ortonormal 

takımı verilir.  

                                                 𝐸 =
𝛽‴−< 𝛽‴, 𝑁 > 𝑁−< 𝛽‴, 𝑇 > 𝑇

‖𝛽‴−< 𝛽‴, 𝑁 > 𝑁−< 𝛽‴, 𝑇 > 𝑇‖
                                            (4.2) 

Her bir durumda eğer 𝐷 = 𝑁⊗𝑇⊗𝐸 tanımlarsak, 𝛽’nın her noktasında karşılıklı ortogonol olan 

𝑇, 𝐸, 𝐷 ve 𝑁 dört birim vektör alanına sahiptir. Bu yüzden, onun Frenet çatı alanı yerine, 𝛽 eğrisi 

boyunca {𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁}  bir yeni ortonormal çatı alanı vardır. 𝐸(𝑠)ve  𝐷(𝑠) ‘nin aynı zamanda 𝑀 

hiperyüzeyine teğet olduğu açıktır. Böylece, 𝛽(𝑠) noktasında hiperyüzeyle teğet hiperdüzlemini 

geren {𝑇(𝑠), 𝐸(𝑠), 𝐷(𝑠)} olduğu görülür. Buna sırasıyla yeni çatı alanları denir[2].  

 

Durum 1’ e, “Birinci türde genişletilmiş Darboux çatı alanı” ya da kısaca “Birinci türde 𝐸𝐷-çatı 

alanı” 

ve 

Durum 2’ ye, “İkinci türde genişletilmiş Darboux çatı alanı” ya da kısaca “İkinci türde 𝐸𝐷-çatı 

alanı” adı verilir. 

 

Uyarı 4.1. 3 boyutlu uzayda 𝛾 Frenet eğrisi boyunca {𝑇, 𝑉, 𝑈} Darboux çatı alanı, {𝑈, 𝑇, 𝛾"} nın 

lineer bağımsız vektörlerine bağlı olarak Durum 1 ve Durum 2 de açıklanan metotla da 

oluşturulabilir[2].  
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Uyarı 4.2. Eğer, 𝑠 yay uzunluğu ile parametrelenmiş bir 𝛽 Frenet eğrisi  𝑁 birim normal vektörü 

ile bir hiperdüzlemde yatıyorsa, < 𝛽(𝑠) − 𝛽(0), 𝑁 >= 0 yazılabilir. Bu yüzden,                               <

   𝛽′(𝑠),𝑁 >= 0, < 𝛽"(𝑠), 𝑁 >= 0, < 𝛽‴(𝑠), 𝑁 >= 0dır. Yani Durum 1 geçerlidir. Eğer (4.1) de 

yerine yazarsak < 𝛽"(𝑠), 𝑁 >= 0 ise 𝐸(𝑠) = 𝑛(𝑠) elde edilir. Dahası, 𝛽′, 𝛽", 𝛽‴  𝑁’ye diktir, (3.2) 

kullanılarak 𝑁 ve 𝑏2 nin paralel olduğu elde edilir. Bundan dolayı eğer 𝑁 = 𝑏2 alınırsa, 𝐷(𝑠) =

𝑏1(𝑠) elde edilir. Yani Frenet çatısı ile birinci türde 𝐸𝐷- çatı alanı çakışır[2]. 

Uyarı 4.3. Eğer 𝛽  Frenet eğrisi 𝑠  yay uzunluğu ile parametrelenmiş bir hiperyüzey üzerinde 

geodezik ise, 𝑁(𝑠) = 𝑛(𝑠) ile hiperyüzeyin düzgün yönlendirilmesi ile Durum 2 geçerlidir. Bu 

durumda, 𝛽" = 𝑘1𝑛, 𝛽‴ = −𝑘1
2𝑡 + 𝑘1

′𝑛+𝑘1𝑘2𝑏1 ,(4.2) de yerine yazarsak 𝐸‖𝑏1 sağlanır. Eğer 

𝐸(𝑠) = 𝑏1(𝑠)  alınırsa, 𝐷(𝑠) = 𝑏2(𝑠)  elde edilir, yani {𝑇, 𝑏1, 𝑏2, 𝑛}  çatısı ile {𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁}  çatısı 

çakışır[2]. 

4.2 Türev Denklemleri 

Şimdi bu vektör alanlarının türevleri her durumda kendileri cinsinden elde edilsin. 

{𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁} ortonormal olduğu için,  

𝑇′ =< 𝑇′, 𝐸 > 𝐸+< 𝑇′, 𝐷 > 𝐷+< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁,
𝐸′ =< 𝐸′, 𝑇 > 𝑇+< 𝐸′, 𝐷 > 𝐷+< 𝐸′, 𝑁 > 𝑁,
𝐷′ =< 𝐷′, 𝑇 > 𝑇+< 𝐷′, 𝐸 > 𝐸+< 𝐷′, 𝑁 > 𝑁,
𝑁′ =< 𝑁′, 𝑇 > 𝑇+< 𝑁′, 𝐸 > 𝐸+< 𝑁′, 𝐷 > 𝐷,

                                                           (4.3) 

 

Durum 1. Bu durumda, 𝐸𝐷- çatı alanı birinci türdendir. Burada  

 

    𝐸 =
𝛽"−< 𝛽", 𝑁 > 𝑁

‖𝛽"−< 𝛽", 𝑁 > 𝑁‖
=

𝑇′−< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁

‖𝑇′−< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁‖
 

alınır. 

𝑇′ = ‖𝑇′−< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁‖𝐸+< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁 

yani < 𝑇′, 𝐷 >= 0[2]. 

 

Durum 2. Bu durumda, 𝐸𝐷-çatı alanı ikinci türdendir. Bu yüzden {𝑁, 𝑇, 𝛽"} lineer bağımlıdır  ve 

                                          𝐸 =
𝛽‴−< 𝛽‴, 𝑁 > 𝑁−< 𝛽‴, 𝑇 > 𝑇

‖𝛽‴−< 𝛽‴, 𝑁 > 𝑁−< 𝛽‴, 𝑇 > 𝑇‖
                                                   (4.4) 

{𝑁, 𝑇, 𝛽"}’nin lineer bağımlılığı 𝛽" = 𝜆𝑁’ yi verir, yani < 𝑇′, 𝐸 >=< 𝑇′, 𝐷 >= 0 dır. Dahası, 

eğer (4.4) de 𝛽‴ = 𝜆′𝑁 + 𝜆𝑁′ yerine yazılırsa  < 𝑁′, 𝐷 >= 0 elde edilir.  

                                        < 𝐸′, 𝑁 >= 𝜏𝑔
1, < 𝐷′, 𝑁 >= 𝜏𝑔

2                                                             (4.5) 

ve 𝑖.mertebeden 𝜏𝑔
𝑖 geodezik torsiyon olarak adlandırılır. Benzer şekilde  

                                          < 𝑇′, 𝐸 >= к𝑔
1, < 𝐸′, 𝐷 >= к𝑔

2                                                           (4.6) 



11 

𝑖.mertebeden к𝑔
𝑖 geodezik eğrilik olarak adlandırılır. 

Son olarak, eğer < 𝑇′, 𝑁 >= к𝑛 kullanılırsa, matris formunda 𝐸𝐷-çatı alanının diferansiyel 

denklemleri elde edilir[2].  

Durum 1:  [

𝑇′
𝐸′
𝐷′
𝑁′

] =

[
 
 
 
 
0 к𝑔

1 0 к𝑛

−к𝑔
1

0

0
−к𝑔

2
к𝑔

2 𝜏𝑔
1

0 𝜏𝑔
2

−к𝑛 −𝜏𝑔
1 −𝜏𝑔

2 0]
 
 
 
 

[

𝑇 
𝐸
𝐷
𝑁

]                                                                          (4.7) 

 

Durum 2:[

𝑇′
𝐸′
𝐷′
𝑁′

] =

[
 
 
 
0 0 0 к𝑛
0
0

0
−к𝑔

2
к𝑔

2 𝜏𝑔
1

0 0
−к𝑛 −𝜏𝑔

1 0 0 ]
 
 
 

[

𝑇 
𝐸
𝐷
𝑁

]                                                                      (4.8)              

4.3 Geometrik Yorumlar 

Şimdi к𝑛, к𝑔
1, к𝑔

2, 𝜏𝑔
1, 𝜏𝑔

2 reel değerli fonksiyonlarının geometrik yorumlarını 

inceleyelim[2].  

4.3.1 к𝒏, к𝒈
𝟏ve onların geometrik yorumları 

к𝑛 =< 𝑇
′, 𝑁 >‘nin her durumda 𝑇 teğet vektörünün yönünde hiperyüzeyin  normal eğriliği 

olduğu tanımdan açıkça anlaşılıyor. Bu yüzden 𝛽 boyunca к𝑛 = 0 olması için gerek ve yeter şart 

𝛽’nın bir asimptotik eğri olmasıdır.  

Aşağıda verilen 3.1 sonucuna göre kolayca görülebilir.[3] 

 

Teorem 4.4. 𝛽(𝑠), 4 -boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş  bir  𝑀 hiperyüzeyinde birim hızlı 

bir eğri olsun ve 𝑀1,𝑀2  sırasıyla {𝑇(𝑠0), 𝐸(𝑠0),𝑁(𝑠0)}  ve {𝑇(𝑠0), 𝐷(𝑠0),𝑁(𝑠0)}  tarafından 

belirlenen 𝛽(𝑠0) ∈ 𝑀’de hiperdüzlem olsun. Sonra birinci eğrilik, 𝛽(𝑠0) noktasında 𝑀,𝑀1 ve 𝑀2 

hiperyüzeyinin arakesit eğrisi |к𝑛(𝑠0)| ’dır, ki burada к𝑛 , 𝑇  teğet vektörünün yönünde 𝑀 

hiperyüzeyinin normal eğriliğidir [2]. 

 

Teorem 4.5. 𝛽(𝑠), 4-boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş  bir 𝑀 hiperyüzeyinde birim hızlı bir 

eğri olsun. Eğer 𝛼 , 𝛽(𝑠0)  noktasında teğet hiperdüzlem üstüne 𝛽  eğrisinin ortogonal 

projeksiyonunu belirtiyorsa, 𝛼 eğrisinin birinci eğriliği 

𝑘1
𝛼(𝑠0) = |к𝑔

1(𝑠0)| 

şeklinde verilir [2]. 
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İspat.  𝛼 , 𝛽(𝑠0)  noktasında teğet hiperdüzlem üstüne 𝛽  eğrisinin ortogonal projeksiyonunu 

belirtiyorsa, 

𝛼(𝑠) = 𝛽(𝑠)−< 𝛽(𝑠) − 𝛽(𝑠0),𝑁(𝑠0) > 𝑁(𝑠0) 

yazılabilir. Son denklemin her iki tarafının 𝑠 ’ye göre türevinin alınmasıyla,   𝛼(𝑠0) = 𝛽(𝑠0) 

noktasında 

𝛼′(𝑠0) = 𝑇(𝑠0), 

𝛼"(𝑠0) = к𝑔
1(𝑠0)𝐸(𝑠0), 

𝛼‴(𝑠0) = {−(к𝑔
1)2(𝑠0) − (к𝑛)

2(𝑠0)}𝑇(𝑠0) + {(к𝑔
1)
′
(𝑠0) − к𝑛(𝑠0)𝜏𝑔

1(𝑠0)}𝐸(𝑠0)

+ {к𝑔
2(𝑠0)к𝑔

1(𝑠0) − к𝑛(𝑠0)𝜏𝑔
2(𝑠0)}𝐷(𝑠0) 

dır. Bu yüzden Teorem 4.1 kullanılarak istenilen sonuç elde edilir. 

 

Teorem 4.6. 𝛽(𝑠), 4-boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş  bir 𝑀 hiperyüzeyinde birim hızlı bir 

asimptotik eğri olsun. Eğer 𝛾 , 𝛽(𝑠0)  noktasında {𝑇(𝑠0), 𝐸(𝑠0),𝑁(𝑠0)}  tarafından belirlenen 

hiperdüzlemde 𝛽  eğrisinin ortogonal projeksiyonu ile tanımlanmış ise 𝛾 ’nın birinci 

eğriliği 𝑘1
𝛾(𝑠0) = |к𝑔

1(𝑠0)| ile verilir [2] 

İspat. İspat, Teorem 4.2’nin ispatına benzer şekilde verilebilir. 𝛽 boyunca {𝑇, 𝑛, 𝑏1, 𝑏2} hareketli 

Frenet çatısını düşünelim. 𝑛, 𝑏1, 𝑏2, 𝐸, 𝐷, 𝑁 𝑇’ye dik olduğundan aşağıdaki gibi yazılabilir.  

[

𝑛
𝑏1
𝑏2
] = [

cos∅1 cos∅2 cos∅3
cos𝜑1 cos𝜑2 cos𝜑3
cos 𝜃1 cos𝜃2 cos 𝜃3

] [
𝐸
𝐷
𝑁
] 

yukarıdaki 3 × 3 katsayı matrisinin ortogonalliğini kullanarak 

 

[
𝐸
𝐷
𝑁
] = [

cos∅1 cos𝜑1 cos𝜃1
cos∅2 cos𝜑2 cos𝜃2
cos∅3 cos𝜑3 cos𝜃3

] [

𝑛
𝑏1
𝑏2
](4.9) 

verilebilir. Bu yüzden 𝑇′ = 𝑘1𝑛 Frenet formülü kullanılarak  

                                к𝑛 =< 𝑇
′, 𝐸 >= 𝑘1 cos∅1veк𝑛 =< 𝑇

′, 𝑁 >= 𝑘1 cos∅3                          (4.10)  

elde edilir. 

4.3.2 𝝉𝒈
𝟏, 𝝉𝒈

𝟐, к𝒈
𝟐ve onların geometrik yorumları 

𝑀 üzerinde yatan 𝛽 eğrisinin bir eğrilik doğrusu olması için gerek ve yeter şart Durum 1’de 

𝜏𝑔
1(𝑠) = 𝜏𝑔

2(𝑠) = 0, olmasıdır. Diğer yandan, (4.9) daki denklem 𝜏𝑔
1 =< 𝐸′, 𝑁 > ‘yi verir. 

𝐸 = cos∅1 𝑛 + cos𝜑1 𝑏1 + cos 𝜃1 𝑏2ve𝑁 = cos∅3 𝑛 + cos𝜑3 𝑏1 + cos𝜃3 𝑏2 

olup,  

𝐸′ =
𝑑

𝑑𝑠
(cos∅1 𝑛 + cos𝜑1 𝑏1 + cos𝜃1 𝑏2) 
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olur. O halde 

𝜏𝑔
1 =<

𝑑

𝑑𝑠
{(cos∅1)𝑛 + (cos𝜑1)𝑏1 + (cos𝜃1)𝑏2}, (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
1 =< −∅1′ sin∅1 𝑛 + cos∅1 𝑛′ − 𝜑1′ sin𝜑1 𝑏1 + cos𝜑1 𝑏1′ − 𝜃1′ sin𝜃1 𝑏2

+ cos 𝜃1 𝑏2′, (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
1 =< −∅1′ sin ∅1 𝑛 + cos∅1 (−𝑘1𝑡 + 𝑘2𝑏1) − 𝜑1′ sin𝜑1 𝑏1 + cos𝜑1 (−𝑘2𝑛 + 𝑘3𝑏2)

− 𝜃1′ sin𝜃1 𝑏2 + cos 𝜃1 (−𝑘3𝑏1), (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
1 =< (−𝑘1 cos∅1) 𝑡 + (−∅1′ sin∅1

− 𝑘2 cos𝜑1)𝑛

+ (𝑘2 cos∅1 − 𝜑1 ′sin𝜑1 − 𝑘3 cos 𝜃1)𝑏1

+ (𝑘3 cos𝜑1 −𝜃1 ′sin𝜃1)𝑏2 , (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos𝜃3)𝑏2 > 

 

Böylece, 𝛽 için Frenet formülleri kullanılarak 1. mertebeden geodezik torsiyon elde edilir.  

𝜏𝑔
1 = −∅1

′ sin∅1 cos∅3 − 𝜑1
′ sin𝜑1 cos𝜑3 − 𝜃1

′ sin𝜃1 cos 𝜃3

+ 𝑘2(cos∅1 cos𝜑3 − cos𝜑1 cos∅3)

+ 𝑘3(cos𝜑1 cos𝜃3 − cos 𝜃1 cos𝜑3).                                                                    (4.11) 

elde edilir. 

Benzer şekilde, sırasıyla 2. sırada geodezik torsiyon ve geodezik eğrilik için yani  𝜏𝑔
2 = 〈𝐷′, 𝑁〉 

ve 𝑘𝑔
2 = 〈𝐸′, 𝐷〉 için de elde edelim. O halde ; 

𝐷 = cos∅2 𝑛 + cos𝜑2 𝑏1 + cos 𝜃2 𝑏2ve𝑁 = cos∅3 𝑛 + cos𝜑3 𝑏1 + cos 𝜃3 𝑏2 

olup 

𝐷′ =
𝑑

𝑑𝑠
(cos∅2 𝑛 + cos𝜑2 𝑏1 + cos 𝜃2 𝑏2) 

olduğundan, 

𝜏𝑔
2 =<

𝑑

𝑑𝑠
{(cos∅2)𝑛 + (cos𝜑2)𝑏1 + (cos𝜃2)𝑏2}, (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
2 =< −∅2′ sin ∅2 𝑛 + cos∅2 𝑛′ − 𝜑2′ sin𝜑2 𝑏1 + cos𝜑2 𝑏1′ − 𝜃2′ sin𝜃2 𝑏2

+ cos𝜃2 𝑏2′, (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
2 =< −∅2′ sin ∅2 𝑛 + cos∅2 (−𝑘1𝑡 + 𝑘2𝑏1) − 𝜑2′ sin𝜑2 𝑏1 + cos𝜑2 (−𝑘2𝑛 + 𝑘3𝑏2)

− 𝜃2′ sin𝜃2 𝑏2 + cos 𝜃2 (−𝑘3𝑏1), (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 

𝜏𝑔
2 =< (−𝑘1 cos∅2) 𝑡 + (−∅2′ sin∅2

− 𝑘2 cos𝜑2)𝑛

+ (𝑘2 cos∅2 − 𝜑2 ′sin𝜑2 − 𝑘3 cos 𝜃2)𝑏1

+ (𝑘3 cos𝜑2 −𝜃2 ′sin 𝜃2)𝑏2 , (cos∅3)𝑛 + (cos𝜑3)𝑏1 + (cos 𝜃3)𝑏2 > 
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𝜏𝑔
2 = −∅2

′ sin∅2 cos∅3 − 𝜑2
′ sin𝜑2 cos𝜑3 − 𝜃2

′ sin𝜃2 cos 𝜃3

+ 𝑘2(cos∅2 cos𝜑3 − cos𝜑2 cos∅3)

+ 𝑘3(cos𝜑2 cos𝜃3 − cos 𝜃2 cos𝜑3).                                                                    (4.12) 

olacak şekilde elde edilir ve  𝑘𝑔
2 = 〈𝐸′, 𝐷〉 için 

𝐸 = cos∅1 𝑛 + cos𝜑1 𝑏1 + cos 𝜃1 𝑏2ve𝐷 = cos∅2 𝑛 + cos𝜑2 𝑏1 + cos 𝜃2 𝑏2 

olup,  

𝐸′ =
𝑑

𝑑𝑠
(cos∅1 𝑛 + cos𝜑1 𝑏1 + cos𝜃1 𝑏2) 

olur. O halde 

𝑘𝑔
2 =<

𝑑

𝑑𝑠
{(cos∅1)𝑛 + (cos𝜑1)𝑏1 + (cos 𝜃1)𝑏2}, (cos∅2)𝑛 + (cos𝜑2)𝑏1 + (cos 𝜃2)𝑏2 > 

𝑘𝑔
2 =< −∅1′ sin∅1 𝑛 + cos∅1 𝑛′ − 𝜑1′ sin𝜑1 𝑏1 + cos𝜑1 𝑏1′ − 𝜃1′ sin𝜃1 𝑏2

+ cos𝜃1 𝑏2′, (cos∅2)𝑛 + (cos𝜑2)𝑏1 + (cos 𝜃2)𝑏2 > 

𝑘𝑔
2 =< −∅1′ sin∅1 𝑛 + cos∅1 (−𝑘1𝑡 + 𝑘2𝑏1) − 𝜑1′ sin𝜑1 𝑏1 + cos𝜑1 (−𝑘2𝑛 + 𝑘3𝑏2)

− 𝜃1′ sin𝜃1 𝑏2 + cos 𝜃1 (−𝑘3𝑏1), (cos∅2)𝑛 + (cos𝜑2)𝑏1 + (cos 𝜃2)𝑏2 > 

𝑘𝑔
2 =< (−𝑘1 cos∅1) 𝑡 + (−∅1′ sin ∅1

− 𝑘2 cos𝜑1)𝑛

+ (𝑘2 cos∅1 − 𝜑1 ′sin𝜑1 − 𝑘3 cos 𝜃1)𝑏1

+ (𝑘3 cos𝜑1 −𝜃1 ′sin𝜃1)𝑏2 , (cos∅2)𝑛 + (cos𝜑2)𝑏1 + (cos𝜃2)𝑏2 > 

 

𝑘𝑔
2 = −∅1

′ sin∅1 cos∅2 − 𝜑1
′ sin𝜑1 cos𝜑2 − 𝜃1

′ sin𝜃1 cos 𝜃2

+ 𝑘2(cos∅1 cos𝜑2 − cos𝜑1 cos∅2)

+ 𝑘3(cos𝜑1 cos𝜃2 − cos 𝜃1 cos𝜑2).                                                                    (4.13) 

elde edilir. 

Teorem 4.7. 𝛽, 4-boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş  bir 𝑀 hiperyüzeyinde, 𝑠 yay uzunluğu 

tarafından parametrelenmiş birim hızlı bir geodezik eğri olsun. {𝑇, 𝑛, 𝑏1, 𝑏2}  ve   {𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁} 

sırasıyla 𝛽’nın Frenet çatı alanını ve 𝐸𝐷-çatı alanını belirtsin. O zaman  

к𝑔
2 = 𝑘3,      𝜏𝑔

1 = −𝑘2,      к𝑛 = 𝑘1, 

dir ki burada 𝑘𝑖(𝑖 = 1,2,3) 𝛽’nın i. dereceden eğrilik fonksiyonunu belirtir [2]. 

İspat.  𝛽 , 𝑀  de bir geodezik eğrilik olduğundan, eğrilik vektörü teğet hiperdüzlemine diktir. 

Yani,  𝑛  ve 𝑁  lineer bağımlıdır. (Durum 2 geçerlidir.) Bu yüzden eğer Uyarı 3 kullanılırsa 𝛽 

boyunca  

∅1(𝑠) = ∅2(𝑠) = 𝜑2(𝑠) = 𝜑3(𝑠) = 𝜃1(𝑠) = 𝜃3(𝑠) =
𝜋

2
,         ∅3(𝑠) = 𝜑1(𝑠) = 𝜃2(𝑠) = 0 

dir. Bu denklemlerin (4.10), (4.11) ve (4.13) da yazılması istenilen sonuçları verir. 
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Teorem 4.8. 𝛽, 4 boyutlu Öklid uzayında yönlendirilmiş  bir 𝑀 hiperyüzeyinde, 𝑠 yay uzunluğu 

tarafından parametrelenmiş birim hızlı bir asimptotik eğri olsun. {𝑇, 𝑛, 𝑏1, 𝑏2} ve  {𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁} 

sırasıyla 𝛽’nın Frenet çatı alanını ve 𝐸𝐷-çatı alanını belirtsin. O zaman  

к𝑔
1 = 𝑘1,     к𝑔

2 = 𝑘2 cos𝜑,    𝜏𝑔
1 = −𝑘2 sin𝜑,     𝜏𝑔

2 = 𝑘3 +
𝑑𝜑

𝑑𝑠
 

dır ki burada 𝜑, 𝐷 ve 𝑏1 arasındaki açıyı ve 𝑘𝑖(𝑖 = 1,2,3) 𝛽’nın i. dereceden eğrilik fonksiyonunu 

belirtir [2]. 

İspat.  𝛽 , 𝑀  de bir asimptotik eğrilik olduğundan, к𝑛 = 0 dır. Yani, 𝑡′ = 𝑘1𝑛 = к𝑔
′𝐸  dir. Bu 

durumda 𝑛 ve 𝐸 lineer bağımlıdır. (Durum 1 geçerlidir.) Bu yüzden  𝛽 boyunca  

∅1(𝑠) = 0,     ∅2(𝑠) = ∅3(𝑠) = 𝜑1(𝑠) = 𝜃1(𝑠) =
𝜋

2
 

elde edilir. Ayrıca bu özel durumda 𝐷,𝑁, 𝑏1, 𝑏2 bir düzlem içinde yatar, 

𝜑2(𝑠) = 𝜃3(𝑠) = 𝜑(𝑠),     𝜃2(𝑠) =
𝜋

2
− 𝜑(𝑠),     𝜑3(𝑠) =

𝜋

2
+ 𝜑(𝑠) 

dir. Bu denklemlerin (4.10)-(4.13) da yazılması istenilen sonucu verir. 

Yukarıdaki Teorem sonucunda aşağıdaki sonuçlar verilebilir. 

 

Sonuç 4.9. 𝛽, 𝑀 de bir asimptotik eğri olsun. Eğer 𝜑(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ise, 𝛽’nın 2. Mertebeden geodezik 

torsiyonu 3. eğriliğe eşittir. Yani; 𝜏𝑔
2 = 𝑘3 dir[2].  

 

Sonuç 4.10. 𝛽, 𝑀 de bir asimptotik eğri olsun. Eğer 𝜑(𝑠) = 0 ise, к𝑔
1 = 𝑘1,   к𝑔

2 = 𝑘2    , 𝜏𝑔
1 =

0, 𝜏𝑔
2 = 𝑘3 elde edilir. Yani; 𝛽 boyunca birinci türde 𝐸𝐷- çatı alanı ile Frenet çatısı çakışır[2]. 

 

Sonuç 4.11. 𝛽, 𝑀 de bir asimptotik eğri olsun. Eğer 𝜑(𝑠) = −
𝜋

2
 ise, 𝛽’nın 1. ve 2. sırada geodezik 

torsiyonu, onun sırasıyla ikinci ve üçüncü eğriliklerine eşittir. Yani; 𝜏𝑔
1 = 𝑘2,    𝜏𝑔

2 = 𝑘3 dir[2].  

 

Sonuç 4.12. 𝛽, 𝑀 de bir asimptotik eğri olsun. Bu durumda,  

(𝜏𝑔
1)2 + (к𝑔

2)2 = (𝑘2)
2 

dir[2]. 

 

 

 

 

 

5. YENİ DEĞİŞMEZLERİN KAPALI HİPERYÜZEYDEKİ 

HESAPLAMALARI 
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𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) = 0 kapalı denklemi ile verilen bir 𝑀 hiperyüzeyi ele alınsın ve 𝑀’de, 𝐶𝑛 (𝑛 ≥

4) sınıfında bir Frenet eğrisi 𝛽(𝑠) = (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠), 𝑧(𝑠),𝑤(𝑠)) olsun. 𝛽 boyunca yatan birim normal 

vektör 𝑁(𝑠) =
∇𝑓

‖∇𝑓‖
(𝑠) tarafından verilir. Dahası [1] 

                                                            < ∇𝑓, 𝛽′ >= 0,                                                     (5.1) 

                                                          < ∇𝑓, 𝛽′′ >= −𝛽′𝐻𝑓(𝛽
′)𝑡,                                     (5.2) 

                                                          < ∇𝑓, 𝛽′′′ >= −3𝛽′𝐻𝑓(𝛽
′′)𝑡 − 𝛽′

𝑑(𝐻𝑓)

𝑑𝑠
                       (5.3) 

ki burada 

𝛽′ = [𝑥′ 𝑦′ 𝑧′ 𝑤′],       

𝛽′′ = [𝑥′′ 𝑦′′ 𝑧′′ 𝑤′′],    

𝛽′′′ = [𝑥′′′ 𝑦′′′ 𝑧′′′ 𝑤′′′],      

∇𝑓 = [𝑓𝑥 𝑓𝑦 𝑓𝑧 𝑓𝑤]    ve 

𝐻𝑓 =

[
 
 
 
 
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑧 𝑓𝑥𝑤

𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑦 𝑓𝑦𝑧 𝑓𝑦𝑤

𝑓𝑧𝑥
𝑓𝑤𝑥

𝑓𝑧𝑦
𝑓𝑤𝑦

𝑓𝑧𝑧 𝑓𝑧𝑤
𝑓𝑤𝑧 𝑓𝑤𝑤]

 
 
 
 

,  

𝑑(𝐻𝑓)

𝑑𝑠
= [

𝜕𝐻𝑓

𝜕𝑥
(𝛽′)𝑡… .

𝜕𝐻𝑓

𝜕𝑤
(𝛽′)𝑡],  

 

𝜕𝐻𝑓

𝜕𝑥
=

[
 
 
 
 
𝑓𝑥𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦𝑥 𝑓𝑥𝑧𝑥 𝑓𝑥𝑤𝑥

𝑓𝑦𝑥𝑥 𝑓𝑦𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑧𝑥 𝑓𝑦𝑤𝑥

𝑓𝑧𝑥𝑥
𝑓𝑤𝑥𝑥

𝑓𝑧𝑦𝑥
𝑓𝑤𝑦𝑥

𝑓𝑧𝑧𝑥 𝑓𝑧𝑤𝑥
𝑓𝑤𝑧𝑥 𝑓𝑤𝑤𝑥]

 
 
 
 

, ...,
𝜕𝐻𝑓

𝜕𝑤
=

[
 
 
 
 
𝑓𝑥𝑥 𝑓𝑥𝑦 𝑓𝑥𝑧 𝑓𝑥𝑤

𝑓𝑦𝑥 𝑓𝑦𝑦 𝑓𝑦𝑧 𝑓𝑦𝑤

𝑓𝑧𝑥
𝑓𝑤𝑥

𝑓𝑧𝑦
𝑓𝑤𝑦

𝑓𝑧𝑧 𝑓𝑧𝑤
𝑓𝑤𝑧 𝑓𝑤𝑤]

 
 
 
 

. 

Ayrıca aşağıdaki gibi yazılabilir. 

                                                               (∇𝑓)′ = 𝛽′𝐻𝑓,                                                            (5.4) 

                                                          (∇𝑓)′′ = 𝛽′′𝐻𝑓 + 𝛽′
𝑑(𝐻𝑓)

𝑑𝑠
.                                             (5.5) 

Şimdi her bir durumda hiperyüzeye göre 𝛽’nın yeni değişmezlerinin ifadelerini hesaplayalım. 

5.1.Birinci Tür Genişletilmiş Darboux Çatı Alanı (Durum 1) 

5.1.1.  к𝒈
𝟏 ve к𝒏 için ifadeler 

к𝑔
1 =< 𝑇′, 𝐸 > ,     к𝑛 =< 𝑇

′, 𝑁 > ve  𝐸 =
𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁

‖𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁‖
  olduğundan, 

к𝑔
1 = 〈𝑇′,

𝑇′−< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁

‖𝑇′−< 𝑇′, 𝑁 > 𝑁‖
〉 = √〈𝑇′, 𝑇′〉 − 〈𝑇′, 𝑁〉2 

elde edilir ya da  
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                                             к𝑔
1 = {𝛽′′(𝛽′′)𝑡 −

1

‖∇𝑓‖2
(𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′)𝑡)2}

1

2
                                  (5.6) 

ve 

                                               к𝑛 =< 𝑇
′, 𝑁 >=

1

‖∇𝑓‖
〈𝛽′′, ∇𝑓〉 = −

1

‖∇𝑓‖
𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′)
𝑡

.                (5.7)    

elde edilir[2]. 

5.1.2.   𝝉𝒈
𝟏 için ifade 

Eğer 𝑠’ye göre  𝐸 =
𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁

‖𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁‖
’nın türevi alınırsa[2], 

        𝐸′ =
1

‖𝑇′ − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁‖
(𝑇′′ − 〈𝑇′′, 𝑁〉𝑁 − 〈𝑇′, 𝑁′〉𝑁 − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁′)                             (5.8)            

+
𝑑

𝑑𝑠
(

1

‖𝑇′ − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁‖
) (𝑇′ − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁). 

Bu yüzden,  

𝜏𝑔
1 = 〈𝐸′, 𝑁〉 =

−〈𝑇′, 𝑁〉

‖𝑇′ − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁‖
 

ya da 

𝜏𝑔
1 =

−1

‖𝑇′ − 〈𝑇′, 𝑁〉𝑁‖
〈𝑇′,

(∇𝑓)′

‖∇𝑓‖
−

1

‖∇𝑓‖3
〈∇𝑓, (∇𝑓)′〉∇𝑓〉. 

sonucu çıkarılır. Bundan dolayı matris notasyonunda  

                𝜏𝑔
1 = −

1

𝜀
{

1

‖∇𝑓‖
𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′′)
𝑡

+
1

‖∇𝑓‖3
(𝛽′𝐻𝑓(∇𝑓)

𝑡) (𝛽′𝐻𝑓(𝛽
′)
𝑡

)}, (5.9) 

ki burada  

𝜀 = {𝛽′′(𝛽′′)𝑡 −
1

‖∇𝑓‖2
(𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′)
𝑡

)
2

}

1
2
 

5.1.3.    к𝒈
𝟐 için ifade 

Eğer (5.8) ve 〈𝑇′, 𝐷〉 = 0 kullanılırsa  

                                                   к𝑔
2 =

1

𝜀
(〈𝑇′′, 𝐷〉 − 〈𝑇′, 𝑁〉〈𝑁′, 𝐷〉).                                   (5.10)     

elde edilir. Diğer yandan,  

𝐸 =
𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁

‖𝑇′−<𝑇′,𝑁>𝑁‖
,  𝐷 = 𝑁⊗ 𝑇⊗𝐸  yerine yazılrsa, 𝐷 = 𝜀−1𝑁⊗𝑇⊗ 𝑇′  olur. Daha 

sonra (5.10)’dan 2. sıradaki geodezik eğrilik için 

к𝑔
2 =

1

𝜀2‖∇𝑓‖

{
 

 

[
 
 
 
𝑥′ 𝑦′ 𝑧′ 𝑤′
𝑥′′ 𝑦′′ 𝑧′′ 𝑤′′

𝑥′′′
𝑓𝑥

𝑦′′′
𝑓𝑦

𝑧′′′ 𝑤′′′
𝑓𝑧 𝑓𝑤 ]

 
 
 

+
1

‖∇𝑓‖2
𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′)𝑡

[
 
 
 
𝑥′ 𝑦′ 𝑧′ 𝑤′
𝑥′′ 𝑦′′ 𝑧′′ 𝑤′′
𝑎
𝑓𝑥

𝑏
𝑓𝑦

𝑐 𝑑
𝑓𝑧 𝑓𝑤 ]

 
 
 

}
 

 

,         (5.11)  
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elde edilir ki burada (∇𝑓)′ = 𝛼′𝐻𝑓 = [𝑎 𝑏 𝑐 𝑑], [2]. 

5.1.4.    𝝉𝒈
𝟐 için ifade 

𝜏𝑔
2 = 〈𝐷′, 𝑁〉 = −〈𝑁′, 𝐷〉 = − 〈

(∇𝑓)′

‖∇𝑓‖
−

1

‖∇𝑓‖3
〈∇𝑓, (∇𝑓)′〉∇𝑓, 𝐷〉  olduğundan 

                          𝜏𝑔
2 =

−1

‖∇𝑓‖
〈(∇𝑓)′, 𝐷〉 =

−1

𝜀‖∇𝑓‖2

[
 
 
 
𝑥′ 𝑦′ 𝑧′ 𝑤′
𝑥′′ 𝑦′′ 𝑧′′ 𝑤′′
𝑎
𝑓𝑥

𝑏
𝑓𝑦

𝑐 𝑑
𝑓𝑧 𝑓𝑤 ]

 
 
 

                               (5.12) 

elde edilir[2]. 

5.2.İkinci Tür Genişletilmiş Darboux Çatı Alanı (Durum 2) 

5.2.1.  к𝒈
𝟐ve к𝒏 için ifadeler 

к𝑛 = 〈𝑇
′, 𝑁〉 normal eğriliği (5.7)’deki denklem ile elde edilir.  

Diğer yandan, Durum 2’de 𝛽′′ = 𝜆𝑁 olduğundan (4.2)’den  

𝐸 =
𝑁′−< 𝑁′, 𝑇 > 𝑇

‖𝑁′−< 𝑁′, 𝑇 > 𝑇‖
 

elde edilir ve  

        𝐸′ =
1

‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖
(𝑁′′ − 〈𝑁′′, 𝑇〉𝑇 − 〈𝑁′, 𝑇′〉𝑇 − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇′)                                       

+
𝑑

𝑑𝑠
(

1

‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖
) (𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇). 

Böylece Durum 2’de 〈𝑇′, 𝐷〉 = 0,   〈𝑁′, 𝐷〉 = 0 olduğundan 

к𝑔
2 = 〈𝐸′, 𝐷〉 =

〈𝑁′′, 𝐷〉

‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖
=

−〈𝑁′, 𝐷′〉

‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖
=
−1

𝜇
〈𝑁′, 𝑁 ⊗ 𝑇⊗𝑁′′〉, 

ki burada 

𝜇 = ‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖2 = 〈𝑁′, 𝑁′〉 − 〈𝑁′, 𝑇〉2. 

dir. Eğer önceki denklemde  𝑁′ =
(∇𝑓)′

‖∇𝑓‖
−

1

‖∇𝑓‖3
〈∇𝑓, (∇𝑓)′〉∇𝑓  yerine yazılırsa,  

к𝑔
2 =

−1

𝜇‖∇𝑓‖3
〈(∇𝑓)′, ∇𝑓 ⊗ 𝑇⊗ (∇𝑓)′′〉 

ya da 

                                                      к𝑔
2 =

−1

𝜇‖∇𝑓‖3

[
 
 
 
𝑥′ 𝑦′ 𝑧′ 𝑤′
𝑓𝑥 𝑓𝑦 𝑓𝑧 𝑓𝑤
𝑎
𝑝

𝑏
𝑞

𝑐 𝑑
𝑟 𝑠 ]

 
 
 
,                                                      (5.13) 

ve 
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𝜇 =
1

‖∇𝑓‖2
{〈(∇𝑓)′, (∇𝑓)′〉 −

1

‖∇𝑓‖2
〈∇𝑓, (∇𝑓)′〉2 − 〈(∇𝑓)′𝑇〉2} =

1

‖∇𝑓‖2
{𝛽′𝐻𝑓(𝛽

′𝐻𝑓)𝑡 −

                                                                 
1

‖∇𝑓‖2
(𝛽′𝐻𝑓(∇𝑓)

𝑡)2 − (𝛽′𝐻𝑓(β′)
𝑡)2},                              (5.14) 

ki burada (∇f)′ = [𝑎 𝑏 𝑐 𝑑],      (∇𝑓)′′ = 𝛽′′𝐻𝑓 + 𝛽′
𝑑(𝐻𝑓)

𝑑𝑠
= [𝑝 𝑞 𝑟 𝑠] dir[2].  

5.2.2.  𝝉𝒈
𝟏 için ifade 

Benzer şekilde 1.sırada geodezik torsiyon için[2] 

𝜏𝑔
1 = 〈𝐸′, 𝑁〉 =

1

‖𝑁′ − 〈𝑁′, 𝑇〉𝑇‖
(〈𝑁′′, 𝑁〉 + 〈𝑇′, 𝑁〉2) = {−〈𝑁′, 𝑁′〉 − 〈𝑁′, 𝑇〉2}

1
2 

ya da 

                     𝜏𝑔
1 = −

1

‖∇𝑓‖
{𝛽′𝐻𝑓(𝛽′𝐻𝑓)

𝑡 −
1

‖∇𝑓‖2
(𝛽′𝐻𝑓(∇f)

𝑡)2 − (𝛽′𝐻𝑓(β′)
𝑡)2}

1

2
.                   (5.15) 

 

Örnek 5.1. 𝑀…𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 +𝑤2 = 2 hiperküresinde yatan birim hızlı bir eğri düşünelim.  

𝛽(𝑠) = (cos (
𝑠

√5
) , sin (

𝑠

√5
) , cos (

2𝑠

√5
) , sin (

2𝑠

√5
)) 

𝛽 boyunca  𝑀’nin birim normal vektör alanı 𝑁(𝑠) =
1

√2
𝛽(𝑠)’dir ve 𝛽’nın birim teğet vektör alanı  

𝑇(𝑠) = (−
1

√5
sin (

𝑠

√5
) ,
1

√5
cos (

2𝑠

√5
) ,−

2

√5
sin (

2𝑠

√5
) ,
2

√5
cos (

2𝑠

√5
)). 

dir. Eğrilik vektör alanından 

𝑇′(𝑠) = 𝛽′′(𝑠) = (−
1

5
cos (

𝑠

√5
) ,−

1

5
sin (

𝑠

√5
) ,−

4

5
cos (

2𝑠

√5
) ,−

4

5
sin (

2𝑠

√5
)) 

𝑁(𝑠) ile lineer bağımlıdır, Durum 1 geçerlidir. Böylece eğer Durum 1’de verilen metodu 

uygularsak  

𝐸(𝑠) = (
1

√2
cos (

𝑠

√5
) ,
1

√2
sin (

𝑠

√5
) ,−

1

√2
cos (

2𝑠

√5
) ,−

1

√2
sin (

2𝑠

√5
)), 

𝐷(𝑠) = (
2

√5
sin (

𝑠

√5
) ,−

2

√5
cos (

2𝑠

√5
) ,−

1

√5
sin (

2𝑠

√5
) ,
1

√5
cos (

2𝑠

√5
)). 

elde edilir. Diğer yandan eğer (5.6),(5.7),(5.9),(5.11) ve(5.12) formülleri kullanılırsa, 1. ve 2. sırada 

geodezik eğrilikler к𝑔
1 =

3

5√2
,       к𝑔

2 =
−4

5√2
,       olarak elde edilir. 1. ve 2. sırada geodezik 

torsiyonlar  𝜏𝑔
1(𝑠) =  𝜏𝑔

2(𝑠) = 0     ve  𝛽’nın normal eğriliği к𝑛 =
1

√2
dir. Beklenildiği gibi 𝛽,𝑀 

üzerinde bir eğrilik doğrusudur. 
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6. 𝑬𝟒′ DE GENİŞLETİLMİŞ DARBOUX ÇATI ALANINA GÖRE 

OSKÜLATÖR EĞRİLER 

Bu bölüm çalışmamızın orijinal kısmıdır. 

ℝ4dört boyutlu Öklid uzayı olsun. Yani; 

𝛽: 𝐼 ⊂ ℝ → ℚ ,  𝑠 → 𝛽(𝑠) = ∑ 𝛾𝑖(𝑠)
4
𝑖=1 𝑒𝑖(𝑒4) = +1 
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𝐼 aralığında  ℝ4’ de 𝛽 düzgün bir eğri olarak tanımlıdır. 𝑠 parametresi seçili olduğundan tanjant 

𝑇 = 𝛽′(𝑠) = ∑ 𝛾′𝑖
4
𝑖=1 (𝑠)𝑒𝑖  birim büyüklüktedir. {𝑇, 𝐸, 𝐷, 𝑁} ℝ4  öklid uzayında 

diferansiyellenebilir Frenet çatısıdır. Frenet denklemleri[2]; 

 

                                       

{
 
 

 
 

𝑇′(𝑠) = 𝐾𝑔
1𝐸(𝑠) + 𝐾𝑛𝑁(𝑠)

𝐸′(𝑠) = −𝐾𝑔
1𝑇(𝑠) + 𝐾𝑔

2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔
1𝑁(𝑠)

𝐷′(𝑠) = −𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)

 

𝑁′(𝑠) = −𝐾𝑛𝑇(𝑠)−𝜏𝑔
1𝐸(𝑠)−𝜏𝑔

2𝐷(𝑠)

                                      (6.1) 

vektör konumu ile karşılaşılırsa ℚ’ da keyfi bir 𝛽 eğrisinin birinci ve ikinci tipden oskülatör eğri 

olarak tanımlanması aşağıdaki diferansiyel denklemlerle verilmiştir.  

                                𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝐷(𝑠)                                      (6.2) 

                               𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁(𝑠)                                       (6.3) 

Burada 𝑎(𝑠), 𝑏(𝑠)  ve 𝑐(𝑠) 𝑠  yay uzunluğu fonksiyonunda diferansiyellenebilir bazı 

fonksiyonlardır. 

Teorem 6.1. 𝛽, genişletilmiş Darboux çatı alanına göre Öklid (𝐸4) de bir eğri olsun. 𝛽’nın birinci 

tipden oskülatör eğri ile uyumlu olması için gerek ve yeter şart 𝐾𝑛 normal eğriliğinin her 𝑠 için 

sıfıra eşit olmasıdır. 

İspat. Kabul edelim ki 𝛽, genişletilmiş Darboux çatı alanına göre Öklid (𝐸4) de bir eğri olsun. O 

zaman (6.2) sağlanır. 

𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝐷(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝑇′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝐷′(𝑠) 

(6.1) denklemindeki ifadeler 𝛽′(𝑠)’de yerine yazılırsa ; 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑎(𝑠)(𝐾𝑔
1𝐸(𝑠) + 𝐾𝑛𝑁(𝑠)) + 𝑏

′(𝑠)𝐸(𝑠)

+ 𝑏(𝑠) (−𝐾𝑔
1𝑇(𝑠) + 𝐾𝑔

2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔
1𝑁(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝐷(𝑠)

+ 𝑐(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)) 

olacak şekilde elde edilir. İfade düzenlenirse  

𝛽′(𝑠) = (𝑎′(𝑠) − 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
1)𝑇(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝐾𝑔

1 + 𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝐾𝑔
2)𝐸(𝑠)

+ (𝑐′(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2)𝐷(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝐾𝑛 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

1 + 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
2)𝑁(𝑠) 

elde edilir. O halde buradan 𝑁(𝑠)’nin katsayısı sıfır olup,  

 

𝑎(𝑠)𝐾𝑛 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔
1 + 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

2 = 0 

yazılır. Buradan; 

𝐾𝑛 + 𝜏𝑔
1 + 𝜏𝑔

2 = 0 

elde edilir. Bölüm 4.3.2’ den 𝜏𝑔
1 = 0 ve 𝜏𝑔

2 = 0 yazılır. O halde; 
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𝐾𝑛 = 0 

elde edilir. Tersine kabul edelim ki; 

𝜏𝑔
1 = 0, 𝜏𝑔

2 = 0,𝐾𝑛 = 0  

olsun. (6.1) eşitliğini kullanarak ve 𝑁’nin sabit bir vektör olduğunu göz önüne alarak, 〈𝛽, 𝑁〉’nin 

sabit bir fonksiyon olduğu sonucu çıkar. 𝛽’nın yer vektörü 

𝛽 = 〈𝛽, 𝑇〉𝑇 + 〈𝛽, 𝐸〉𝐸 + 〈𝛽, 𝐷〉𝐷 + 〈𝛽, 𝑁〉𝑁 

ve〈𝛽, 𝑁〉 sabit bir vektör olduğu için, 𝛽 birinci tipden oskülatör eğriye denktir. 

 

Teorem 6.2.  𝛽 , genişletilmiş Darboux çatı alanına göre (𝐸4)’de bir birim hızlı eğri olsun. 

𝛽 eğrisinin 𝐾𝑔
1 = 𝑐. 𝑅𝑠olmak üzere birinci tipden oskülatör eğri olması için gerek ve yeter şart 

aşağıdaki eşitliklerin sağlanmasıdır. 

𝛽(𝑠) = (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔
1𝑑𝑠)𝑇 + 𝑏𝐸 + (−∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠) = 0 

ve 

𝑏𝜏𝑔
1 + (−∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠) 𝜏𝑔
2 + (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔

1𝑑𝑠)𝐾𝑛 = 0 

 

İspat. İspat için (6.1) ve (6.2)’deki ifadeler kullanılarak ve 𝛽 eğrisi için türev alınarak, 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑎(𝑠)(𝐾𝑔
1𝐸(𝑠) + 𝐾𝑛𝑁(𝑠)) + 𝑏

′(𝑠)𝐸(𝑠)

+ 𝑏(𝑠) (−𝐾𝑔
1𝑇(𝑠) + 𝐾𝑔

2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔
1𝑁(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝐷(𝑠)

+ 𝑐(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)) 

elde edilir. Bu ifade düzenlenirse; 

𝛽′(𝑠) = (𝑎′(𝑠) − 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
1)𝑇(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝐾𝑔

1 + 𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝐾𝑔
2)𝐸(𝑠)

+ (𝑐′(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2)𝐷(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝐾𝑛 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

1 + 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
2)𝑁(𝑠) 

olacaktır. O halde;  

                                                    

{
 
 

 
 

𝑖)  𝑎′ − 𝑏𝐾𝑔
1 = 1

              𝑖𝑖)  𝑎𝐾𝑔
1 + 𝑏′ − 𝑐𝐾𝑔

2 = 0

𝑖𝑖𝑖)  𝑏𝐾𝑔
2 + 𝑐′ = 0

                𝑖𝑣)  𝑏𝜏𝑔
1 + 𝑐𝜏𝑔

2 + 𝑎𝐾𝑛 = 0

                                        (6.4) 

denklemleri elde edilir. Buradan; 

𝑎′ − 𝑏𝐾𝑔
1 = 1 ⇒ 𝑎′ = 1 + 𝑏𝐾𝑔

1 ⇒ 𝑎 = 𝑠 +∫𝑏𝐾𝑔
1𝑑𝑠 

𝑏𝐾𝑔
2 + 𝑐′ = 0 ⇒ 𝑐′ = −𝑏𝐾𝑔

2 ⇒ 𝑐 = −∫𝑏𝐾𝑔
2𝑑𝑠 

ifadeleri elde edilir. (6.4) denklemindeki  𝑖𝑖) kullanılarak 
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  𝑎𝐾𝑔
1 + 𝑏′ − 𝑐𝐾𝑔

2 = 0 ⇒ (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔
1𝑑𝑠)𝐾𝑔

1 + 𝑏′ − (−∫𝑏𝐾𝑔
2𝑑𝑠)𝐾𝑔

2 = 0 

O halde; 

𝑏′ +𝐾𝑔
1 (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔

1𝑑𝑠) + 𝐾𝑔
2∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠 = 0 

elde edilir. Tekrar türev alınırsa; 

𝑏′′ +
𝑑𝐾𝑔

1

𝑑𝑠
(𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔

1𝑑𝑠) +
𝑑𝐾𝑔

1

𝑑𝑠
(∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠) + 𝐾𝑔
1(1 + 𝑏𝐾𝑔

1) + 𝐾𝑔
2(𝑏𝐾𝑔

2) = 0 

𝑏′′ + {
𝑑𝐾𝑔

1

𝑑𝑠
(𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔

1𝑑𝑠) +
𝑑𝐾𝑔

1

𝑑𝑠
(∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠)} + 𝑏 ((𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
) + 𝐾𝑔

1 = 0 

𝑏′′ + {𝑑𝐾𝑔
1(1 + 𝑏𝐾𝑔

1) + 𝑑𝐾𝑔
2𝑏𝐾𝑔

2} + 𝑏 ((𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
) + 𝐾𝑔

1 = 0 

𝑏′′ + 𝑏 {(𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2) + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
} + 𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
1 = 0 

O halde burada  

𝑏 = 𝑒𝑘𝑡, 𝑏′′ = 𝑘. 𝑒2𝑘𝑡 = 0, 𝑏ℎ𝑜𝑚𝑜𝑗𝑒𝑛 =? 

 

𝑒𝑘𝑡 {𝑘2 + {𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 +𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2} + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
} = 0 

Burada; 

{𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2} + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
= ⍵ 

olacak şekilde ifade edilirse; 

𝑘2 = −({𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2} + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
) = 𝜔𝑖2⇒𝑘1,2 = ∓√⍵𝑖 

𝑏ℎ𝑜𝑚𝑜𝑗𝑒𝑛 = 𝑐1 cos√⍵𝑠 + 𝑐2 sin√⍵𝑠 

şeklinde olacaktır. 

1.Durum:  

𝐾𝑔
1 + 𝑑𝐾𝑔

1 = 0 ⇒ ∫
𝑑𝐾𝑔

1

𝑑𝐾𝑔
= ∫1 ⇒ ln𝐾𝑔

1 = 𝑠 + ln 𝑐 ⇒ 𝐾𝑔
1 = 𝑐. 𝑒𝑠 

𝑏′′ + 𝑏 {(𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2) + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
} = 0 

𝑏 = 𝑐1 cos [(𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2) + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
] 𝑠

+ 𝑐2 sin [(𝐾𝑔
1𝑑𝐾𝑔

1 + 𝐾𝑔
2𝑑𝐾𝑔

2) + (𝐾𝑔
1)
2
+ (𝐾𝑔

2)
2
] 𝑠 

 

𝑎 = 𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔
1ve𝑐 = −∫𝑏𝐾𝑔

2 

şeklinde elde edilir. O halde; 

𝛽(𝑠) = (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔
1𝑑𝑠)𝑇 + 𝑏𝐸 + (−∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠) = 0 

elde edilir. Ayrıca (6.4) denklemindeki 𝑖𝑣) kullanılarak 𝑎, 𝑏, 𝑐 değerleri yerine yazılırsa; 
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𝑏𝜏𝑔
1 + (−∫𝑏𝐾𝑔

2𝑑𝑠) 𝜏𝑔
2 + (𝑠 + ∫𝑏𝐾𝑔

1𝑑𝑠)𝐾𝑛 = 0 

ifadesi elde edilir. 

 

𝛽, ℝ4’de ikinci tipden oskülatör birim hızlı bir eğri olsun, Her 𝑠 için 𝐾𝑛 ≠ 0 dır. Eğriliğin sıfır ya 

da sıfırdan farklı olmasıyla ilgili iki durum elde edilir. 

Durum 1.  𝐾𝑔
𝑖 = 0 ve (6.3) denklemi diferansiyellenerek ve (6.1) denklemleri hesaba katılarak 

aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁′(𝑠) 

denkleminde  (6.1) ifadeleri yerine yazılırsa; 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠) (−𝐾𝑔
1𝑇(𝑠) + 𝐾𝑔

2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔
1𝑁(𝑠)) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠)

+ 𝑏(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠)

+ 𝑐(𝑠)(−𝐾𝑛𝑇(𝑠) − 𝜏𝑔
1𝐸(𝑠) − 𝜏𝑔

2𝐷(𝑠)) 

o halde ifade düzenlenirse; 

𝛽′(𝑠) = (−𝑎(𝑠)𝐾𝑔
1 − 𝑐(𝑠)𝐾𝑛)𝑇(𝑠) + (𝑎

′(𝑠) − 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2 − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1)𝐸(𝑠)

+ (𝑎(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

2)𝐷(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2 + 𝑐′(𝑠))𝑁(𝑠) 

yazılır. 

𝐾𝑔
𝑖 = 𝑂 kabul edildiğinden ifade tekrar düzenlenirse 

𝛽′(𝑠) = (−𝑐(𝑠)𝐾𝑛)𝑇(𝑠) + (𝑎
′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1)𝐸(𝑠) + (𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
2)𝐷(𝑠)

+ (𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2 + 𝑐′(𝑠))𝑁(𝑠) 

elde edilir. Yani;  

                                                              

{
 
 

 
 

−𝑐(𝑠)𝐾𝑛 = 1,

𝑎′(𝑠) = 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
1,

𝑏′(𝑠) = 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
2,

𝑐′(𝑠) = −𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 − 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2,

                                           (6.5) 

olur. Burada  

𝑎 = 〈𝛽, 𝐸〉, 𝑏 = 〈𝛽, 𝐷〉, 𝑐 = 〈𝛽,𝑁〉 

eğrinin konum vektörünün bileşenleridir, yani sırasıyla birinci, ikinci ve üçüncü asli normal olarak 

adlandırılır.  

(6.5)’in 4. denkleminde  

𝑐′(𝑠) = −𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 − 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2 

dır, yani 𝜏𝑔
1 = 0 ve 𝜏𝑔

2 = 0 kabul edildiğinden  

𝑐′(𝑠) = 0 
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olur. Yani bunun anlamı  

𝑐(𝑠) = 0 veya 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ∈ ℝ 

dır. Eğer 𝑐(𝑠) = 0 ise (6.5)’in birinci denklemi ile çelişir. Bu yüzden 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0dır. Yani 

bunun anlamı 𝐾𝑛’de sabittir. 

Durum 2. 𝐾𝑔
𝑖 ≠ 0 ve (6.3) diferansiyellenerek ve (6.1) denklemleri hesaba katılarak aşağıdaki 

ifadeler elde edilir. 

𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁′(𝑠) 

denkleminde  (6.1) ifadeleri yerine yazılıp düzenlenirse; 

𝛽′(𝑠) = (−𝑎(𝑠)𝐾𝑔
1 − 𝑐(𝑠)𝐾𝑛)𝑇(𝑠) + (𝑎

′(𝑠) − 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2 − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1)𝐸(𝑠)

+ (𝑎(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

2)𝐷(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2 + 𝑐′(𝑠))𝑁(𝑠) 

olur. 𝐾𝑔
𝑖 ≠ 0 kabul edildiğinden; 

                                                           

{
 
 

 
 

−𝑎(𝑠)𝐾𝑔
1 − 𝑐(𝑠)𝐾𝑛 = 1

𝑎′(𝑠) = 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1

𝑎(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

2 = 0

𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔

2 + 𝑐′(𝑠) = 0

                                          (6.6) 

elde edilir. Burada dördüncü denklem kullanılarak ve  𝜏𝑔
1 = 0 ve 𝜏𝑔

2 = 0 kabul edildiğinden, 

𝑐′(𝑠) = 0 

elde edilir. Yani 𝑐(𝑠) = 0 veya 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ∈ ℝ olacaktır. O halde (6.6)’nın birinci denklemi ile  

𝑐(𝑠) = −(
1 + 𝑎(𝑠)𝐾𝑔

1

𝐾𝑛
) 

yazılır. 

 

Benzer şekilde Teorem 6.1’  deki ifadeler aşağıdaki çatıya göre tekrar ifade edilebilir. 

 

                                                 

{
 
 

 
 

𝑇′(𝑠) = 𝐾𝑛𝑁(𝑠)

𝐸′(𝑠) = 𝐾𝑔
2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)

𝐷′(𝑠) = −𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)

𝑁′(𝑠) = −𝐾𝑛𝑇(𝑠)−𝜏𝑔
1𝐸(𝑠)

                                        (6.7) 

 

Teorem 6.3. 𝛽, genişletilmiş Darboux çatı alanına göre Öklid (𝐸4) de bir eğri olsun. 𝛽’nın birinci 

tipden oskülatör eğri ile uyumlu olması için gerek ve yeter şart 𝐾𝑛 normal eğriliğinin her 𝑠 için 

sıfıra eşit olmasıdır. 

İspat. Kabul edelim ki 𝛽, genişletilmiş Darboux çatı alanına göre Öklid (𝐸4) de bir eğri olsun. O 

zaman (6.2) sağlanır. 
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𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝐷(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝑇′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝐷′(𝑠) 

(6.7) denklemindeki ifadeler 𝛽′(𝑠)’de yerine yazılırsa ; 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝑇(𝑠) + 𝑎(𝑠)(𝐾𝑛𝑁(𝑠)) + 𝑏
′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠) (𝐾𝑔

2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔
1𝑁(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝐷(𝑠)

+ 𝑐(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)) 

olacak şekilde elde edilir. İfade düzenlenirse  

𝛽′(𝑠) = (𝑎′(𝑠))𝑇(𝑠) + (𝑏′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝐾𝑔
2)𝐸(𝑠) + (𝑐′(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐾𝑔

2)𝐷(𝑠)

+ (𝑎(𝑠)𝐾𝑛 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔
1)𝑁(𝑠) 

elde edilir. O halde buradan 𝑁(𝑠)’nin katsayısı sıfır olup, 

 

𝑎(𝑠)𝐾𝑛 + 𝑏(𝑠)𝜏𝑔
1 = 0 

yazılır. Buradan; 

𝐾𝑛 + 𝜏𝑔
1 = 0 

elde edilir. Bölüm 4.3.2’ den 𝜏𝑔
1 = 0 yazılır. O halde; 

𝐾𝑛 = 0 

elde edilir. Tersine kabul edelim ki; 

𝜏𝑔
1 = 0,𝐾𝑛 = 0  

olsun. (6.7) eşitliğini kullanarak ve 𝑁’nin sabit bir vektör olduğunu göz önüne alarak, 〈𝛽, 𝑁〉’nin 

sabit bir fonksiyon olduğu sonucu çıkar. 𝛽’nın yer vektörü 

𝛽 = 〈𝛽, 𝑇〉𝑇 + 〈𝛽, 𝐸〉𝐸 + 〈𝛽, 𝐷〉𝐷 + 〈𝛽, 𝑁〉𝑁 

ve 〈𝛽, 𝑁〉 sabit bir vektör olduğu için, 𝛽 birinci tipden oskülatör eğriye denktir. 

 

𝛽, ℝ4’de ikinci tipden oskülatör birim hızlı bir eğri olsun, her 𝑠 için 𝐾𝑛 ≠ 0 dır. Eğriliğin sıfır ya 

da sıfırdan farklı olmasıyla ilgili iki durum elde edilir. 

Durum 1.  𝐾𝑔
𝑖 = 0 ve (6.3) denklemi diferansiyellenerek ve (6.6) denklemleri hesaba katılarak 

aşağıdaki ifadeler elde edilir. 

𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁′(𝑠) 

denkleminde  (6.7) ifadeleri yerine yazılırsa; 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠) (𝐾𝑔
2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠)

+ 𝑐(𝑠) (−𝐾𝑛𝑇(𝑠) − 𝜏𝑔
1𝐸(𝑠)) 

o halde ifade düzenlenirse; 
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𝛽′(𝑠) = (−𝑐(𝑠)𝐾𝑛)𝑇(𝑠) + (𝑎
′(𝑠) − 𝑏(𝑠)𝐾𝑔

2 − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
1)𝐸(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝐾𝑔

2 + 𝑏′(𝑠))𝐷(𝑠)

+ (𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 − 𝑐′(𝑠))𝑁(𝑠) 

yazılır.  

𝐾𝑔
𝑖 = 𝑂 kabul edildiğinden ifade tekrar düzenlenirse 

𝛽′(𝑠) = (−𝑐(𝑠)𝐾𝑛)𝑇(𝑠) + (𝑎
′(𝑠) − 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1)𝐸(𝑠) + (𝑏′(𝑠))𝐷(𝑠) + (𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 − 𝑐′(𝑠))𝑁(𝑠) 

elde edilir. Yani;  

                                                               

{
 
 

 
 −𝑐(𝑠)𝐾𝑛 = 1,

𝑎′(𝑠) = 𝑐(𝑠)𝜏𝑔
1,

𝑏′(𝑠) = 0,

𝑐′(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1,

                                                        (6.8) 

olur. Burada  

𝑎 = 〈𝛽, 𝐸〉, 𝑏 = 〈𝛽, 𝐷〉, 𝑐 = 〈𝛽,𝑁〉 

eğrinin konum vektörünün bileşenleridir, yani sırasıyla birinci, ikinci ve üçüncü asıl normal olarak 

adlandırılır.  

(6.8)’in 4. denkleminde  

𝑐′(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 

olarak yani 𝜏𝑔
1 = 0  kabul edildiğinden  

𝑐′(𝑠) = 0 

olur. Yani bunun anlamı  

𝑐(𝑠) = 0 veya 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ∈ ℝ 

dır. Eğer 𝑐(𝑠) = 0 ise (6.8)’in birinci denklemi ile çelişir. Bu yüzden 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ≠ 0 dır. Yani 

bunun anlamı 𝐾𝑛’de sabittir. 

Durum 2. 𝐾𝑔
𝑖 ≠ 0 ve (6.3) diferansiyellenerek ve (6.7) denklemleri hesaba katılarak aşağıdaki 

ifadeler elde edilir. 

𝛽(𝑠) = 𝑎(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁(𝑠) 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝐸′(𝑠) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠)𝐷′(𝑠) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠) + 𝑐(𝑠)𝑁′(𝑠) 

denkleminde  (6.7) ifadeleri yerine yazılıp düzenlenirse; 

𝛽′(𝑠) = 𝑎′(𝑠)𝐸(𝑠) + 𝑎(𝑠) (𝐾𝑔
2𝐷(𝑠)+𝜏𝑔

1𝑁(𝑠)) + 𝑏′(𝑠)𝐷(𝑠) + 𝑏(𝑠) (−𝐾𝑔
2𝐸(𝑠)) + 𝑐′(𝑠)𝑁(𝑠)

+ 𝑐(𝑠) (−𝐾𝑛𝑇(𝑠) − 𝜏𝑔
1𝐸(𝑠)) 

olur. 𝐾𝑔
𝑖 ≠ 0  kabul edildiğinden; 

                                                   

{
 
 

 
 

−𝑐(𝑠)𝐾𝑛 = 1,

𝑎′(𝑠) = 𝑏(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑐(𝑠)𝜏𝑔

1,

𝑎(𝑠)𝐾𝑔
2 + 𝑏′(𝑠) = 0,

𝑐′(𝑠) + 𝑎(𝑠)𝜏𝑔
1 = 0,

                                                 (6.9) 
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elde edilir. Burada dördüncü denklem kullanılarak ve  𝜏𝑔
1 = 0 kabul edildiğinden, 

𝑐′(𝑠) = 0 

elde edilir. Yani 𝑐(𝑠) = 0 veya 𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 ∈ ℝ olacaktır. 𝑐 = 0olması  (6.9)’un birinci denklemi 

ile çeliştiği için 

𝑐(𝑠) = 𝑠𝑏𝑡 

yazılır. (6.9)’un birinci denklemi ile 𝐾𝑛’ de sabit olarak ifade edilir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

7. MATERYAL VE METOT 

           Bu çalışmada temel olarak, Düldül M., Düldül B.U., Kuruoğlu N., Özdamar E., Extension 

of the Darboux Frame Into Euclidean 4- Space andits İnvariants [2] numaralı makale incelenmiştir 

ve Yılmaz M.Y., Kulahci M., TheClassifications of Quaternionic Osculating Curves in ℚ4 [12] 
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numaralı makaledeki metot kullanılarak 𝐸4‘de genişletilmiş Darboux çatı alanına göre oskülatör 

eğriler ifade ve ispat edilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. SONUÇ 

        𝑬𝟑 , 3-boyutlu Öklid uzayında Darboux çatı alanı 𝑬𝟒’e genişletilmiştir. Gram-Schmidt 

ortonormalleştirme metodu kullanılarak, yönlendirilmiş bir hiperyüzey üzerinde yatan bir 

Frenet eğrisi boyunca genişletilmiş Darboux çatı alanı ifade edilmiştir. Yeni çatı alanının yeni 
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değimezlerinin bazı geometrik yorumları elde edilmiştir. Hiperyüzeye göre yeni değişmezler 

ile 𝑬𝟒’e göre eğrilikler arasındaki ilişkiler verilmiştir. Son olarak, 𝑬𝟒’de genişletilmiş Darboux 

çatı alanına göre birinci ve ikinci tipden oskülatör eğriler incelenmiştir.
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