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Bu ¢alismada, yonlii bir hiperyiizey iizerinde yatan bir Frenet egrisi diisiiniilerek, E* 4- boyutlu Oklid
uzayinda Darboux cat1 alanini kullandik. Egrilik vektoriiniin hiperyiizeyin normali ile lineer bagimsizligina
bagl olarak, bu genisleme i¢in iki durum elde ettik. Her durum igin, hiperyiizeydeki egri boyunca yeni
degismezlerin(invaryantlarin) baz1 geometrik anlamlarim elde ettik. Ayrica E*de Darboux cat1 egrilikleri ve
Frenet ¢at1 egrilikleri arasindaki iliskileri de verdik. Sonug olarak, hiperyiizey tizerinde yatan bir Frenet
egrisinin yeni degismezlerinin ifadelerini hesapladik.

Ayrica E*’de genisletilmis Darboux cati alamina gére oskiilator egrileri inceledik.

Anahtar Kelimeler:Hiperyiizey lizerindeki egriler, Darboux ¢at1 alani, Egrilikler, Oskiilator Egri
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In this study, by considering a Frenet curve lying on an oriented hypersurface, we extended the Darboux
frame field into Euclide space 4-space E*. Depending on the linear independency of the curvature vector
with the hypersurface’s normal, we obtained two cases for this extension. For each case, we obtained some
geometrical meanings of new invariants along the curve on the hypersurface. We also gave the relationships
between the Frenet frame curvatures and Darboux frame curvatures in E*. Finally, we computed the
expressions of the new invariants of a Frenet curve lying on an implicit hypersurface.

In addition we examine dosculating curves according to extended Darboux frame field.
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1. GIRiS

Diferansiyel geometride, egriler ve yiizeyler ¢alisilirken ¢ati alanlar1 6nemli bir arag
olusturur. Daha tanidik ¢at1 alanlari, bir uzay egrisi boyunca Frenet-Serret ¢atis1 ve bir yiizey egrisi
boyunca Darboux catisidir. 3-boyutlu Oklid uzayinda, Darboux ¢atis1 egrinin hizi ve yiizeyin
normal vektorii tarafindan olusturulur buna karsilik Frenet-Serret catisi, egrinin ivmesi ve hizindan
olusturulur. Bu ¢atimin vektor alanlarinin tiirevleri, baz1 reel degerli fonksiyonlar igeren vektor
alanlar1 ile ifade edilir. Bu fonksiyonlara Frenet-Serret ¢atisi i¢in egrilik ve torsiyon, Darboux gatisi
icin geodezik torsiyon, geodezik egrilik ve normal egrilik denir. Daha yiiksek boyutlu uzaylarda
Frenet-Serret catisinin genellemeleri iyi bilinmektedir. Ancak 4-boyutta Darboux c¢atisinin
genellemeleri mevcut degildir.

Bu galismada, yonlii bir hiperyiizey {izerinde yatan bir Frenet egrisi boyunca, bir ¢at1 alani
kuruluyor (Ilk ii¢ vektdriin, egri boyunca hiperyiizeyin teget uzayimi kapsadigi) ve bu yeni cati
alani, genisletilmis Darboux cati alami olarak adlandirilir. (Bu genislemenin E* de hiperyiizey
iizerinde calisilan egriler i¢in kullanigh bir arag olabilecegi diisiiniiliiyor.) Sonra, hiperyiizeye gore
egrinin yeni egriliklerinin geometrik anlamlar1 veriliyor ve bu yeni ¢at1 alaninin tiirev denklemleri
elde ediliyor. Sonug olarak, verilen denklemler tarafindan tanimlanan hiperyiizey iizerinde yatan
bir egri ig¢in yeni egriliklerin ifadeleri elde edilir. Yeni egrilikler igin elde edilen ifadeler
kullanilarak bir &rnekle sunulur. Ayrica E*’ de Darboux cati [12] nolu makaledeki metot

kullanilarak birinci ve ikinci tipden oskiilator egriler incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 2.1. A bos olmayan bir climle ve bir K cismi tizerinde tanimlanan vektor uzay1 V olsun.
Bu taktirde,

ffAXA->V
fonksiyonu i¢in asagidaki dnermeler saglaniyorsa, A’ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir [5].
Al) VP,Q,R € Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f(P,R),
A2) VP € AveVa €V iginf (TQ) = a olacak sekilde bir tek Q € A vardir.

Tanim 2.2. Reel bir afin uzay A ve A ile birlesen vektor uzay V olsun. Vde bir i¢ carpim iglemi
olarak,
<,>:VxV->R
S ( )
a = al, i a’n
apB)—<a, >=Za- { }
( ﬁ) :8 ' Lﬁl ﬁ — (ﬁl; ”-'ﬁn)

Oklid i¢ garpimu tanimlanirsa, bu islem yardimi ile A da uzaklik ve aci gibi metrik kavramlar

tamimlanabilir. Boylece Afin uzayr Oklid uzay1 adini alir ve E™ ile gosterilir [5].

Tanmm 2.3.d:E" X E" - R

(x,y) = d(x,y) = Xyl = V{xy, xy) =

zn:(xi - ¥i)?
i=1

seklinde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de uzaklik fonksiyonu veya Oklid metrigi denir [5].

Tamm 2.4. A bir afin uzay ve A ile birlesen bir vektor uzay1 V olsun. A da verilen {Py, P;, ..., P,}

nokta (n+1) -lisine V de karsihk gelen {PyP;,PyP,, ..., PoP,} vektor n -lisine bir baz
olusturuyorsa, {Py, Py, ..., B,} nokta (n + 1)-lisine afin ¢at1 denir [5].

Tammm 2.5. E™ de sirali bir {Py, Py, ..., B,} nokta (n+ 1) -lisine R™ de karsilik gelen

{PoPy, PoP;, ..., Py B, } vektor n-lisi R™ de ortonormal bir baz ise {Py, Py, ..., B,} sistemine E™ de

Oklid ¢at1 denir [5].

Tanim 2.6. X # @ bir ciimle ve X in alt ciimlelerinin bir koleksiyonu T olsun. Eger 7 igin

asagidakiler dogru ise T ya X iizerinde bir topoloji denir [5].



THX,0€et
T2)VA,BeticinANBET
T)i€l, A Etigin Uig; AjET

Tamm 2.7. Bir X ctimlesi ve {izerindeki bir T topolojisinden olusan (X, 7) ikilisine bir topolojik

uzay denir [5].

Tamm 2.8. X ve Y birer topolojik uzay olsunlar.
f:X-Y
fonksiyonu siirekli ise ve £~ var ve f~1 de siirekli ise f’ye X den Y ye bir homeomorfizm denir.

Bu taktirde X ile Y uzaylarina homeomorfik uzaylar denir [5].

Tanmm 2.9. X bir topolojik uzay olsun. X’in P ve Q gibi farkli noktalari i¢in, X’de siras1 ile P ve
Q noktalarmi i¢ine alan Ap Ve Aq agik alt ciimleleri Ap N Ay = @ olacak bigimde bulunabilirse, X

uzayima Hausdorf uzayi denir [5].

Tanmm 2.10. M bir topolojik uzay ve M i¢in asagidaki 6nermeler saglaniyorsa, M’ye n-boyutlu
topolojik manifold denir [5].

M1) M bir hausdorf uzayidir.

M2) M’nin her bir agik alt cimlesiE™’e ya da E™’nin bir agik alt climlesine homeomorfdur.

M3) M sayilabilir ¢oklukta agik ctimlelerle ortiilebilir.

Tamm 2.11. M bir topolojik manifold ve M’nin bir atlas1 S = {¥,, W, },c4 olsun. Eger S atlasi
igin, W, N Wp # @ olmak lizere Va, B € A’ya karsilik ¢,p Ve @5 fonksiyonlar1 C * sinifindan

diferansiyellenebilir iseler, S’ye C* simfindan diferansiyellenebilirdir denir. S atlasina M iizerinde

C* simfindan diferansiyellenebilir yap: denir [5].

Tanim 2.12. E" n-boyutlu Oklid uzayinda (n — 1)-boyutlu bir yiizey veya (n — 1)-yiizey diye
E™deki bos olmayan bir M ctimlesine denir, dyleki bu M ctimlesi
M={xEUcE”|f:U—>R, x - f(x) =c}

vf | p # 0,Vp € Mbi¢iminde tanimlanir [6].

Tanmmm 2.13. ] c R agik(kapali) bir aralik olmak tizere a:1 — E™ diferansiyellenebilir

fonksiyonuna E™’de bir egri denir [5].



Tanim 2.14. M, (I, @) koordinat komsulugu ile verilmis bir egri olsun. Vs € I igin ||a'(s)|| = 1

ise M egrisine birim hizli egri denir. s € [ ya da yay-parametresi ad1 verilir [5].

Tanim 2.15. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye regiiler egri denir. Yani Vt €
I c Rigin a'(t) # 0 dir [5].

Tanmm 2.16. M c E3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Bu durumda ¥ =
{al, s a(r)} sistemi lineer bagimsiz ve Va™, k > r icin a® € Sp{¥} olmak iizere ¥ den elde
edilen {V;, V5, ..., V,.} ortonormal sistemine M egrisinin Serret-Frenet r- ayakli alan1 denir. m € M
icin {V; (m), V,(m), ..., V,.(m)} ye ise m € M noktasindaki Serret-Frenet r- ayaklisi denir. VV;, 1 <

i < rye Serret-Frenet vektori denir [5].

Tanmm 2.17. M c E3 egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. Vt €I ig¢in a(t)

noktasindaki Frenet 3- ayaklisi,
T = ()
" @Il
N(t) = B(t) X T(t)
a'(t) xa'(t)

BO = e <ol

seklindedir [5].

Tanim 2.18. a: ] — E> egrisi birim hizli bir egri olmak iizere Vs € I i¢in a(s) noktasindaki
Frenet 3- ayaklisi,
T(s) =a'(s)

all(s)

NG = ol = =)

T'(s)

seklindedir [5].

Tamm 2.19. M c E™ egrisi, (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I ya karsilik gelen a(s)
noktasindaki Frenet r- ayaklisi, {V;(s), ..., V,-(s)} olsun. Bu durumda,
ki:l - R
s— ki(s) =< V'i(s),Viy1(s) >, 1<i<r
seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i. egrilik fonksiyonu denir. s € I i¢in k;(s) reel

sayisina, a(s) noktasindaki M nin i.egriligi denir [5].



Tamm 2.20. M c E™ egrisi, (I, ) koordinat komsulugu ile verilsin. s € I i¢gin a(s) noktasinda
i.egrilik k;(s) ve Frenet r- ayaklisi, {V;(s), ..., V,(s)} olsun. Bu taktirde Frenet formiilleri,
DV'5(s) = ky(s)Va(s)
V'i(s) = —kj—1 (Vi1 () + ki($)Viya(s),  1<i<r
3V (s) = —kr_1(s)Vr_1(s)
seklindedir [5]

Tamim 2.21. E™ in bir hiperyiizeyi M olsun. M de bir egri a ve a nin teget vektor alan1 T olmak
iizere « iizerindeki Y vektor alam icin, D¥ = Oise Y vektdr alanina M iizerindeki a boyunca bir
Levi-Civita anlaminda paralel vektor alan1 denir. Eger DX = 0 ise a egrisine M iizerinde bir

geodezik egri denir [6].

Tanim 2.22. E3 de birim hizl1 bir a egrisinin birim teget vektor alan1 T olmak iizere,
2

kg =D Tl = Pro)

ifadesine a egrisinin, a(s) noktasina karsilik gelen E3 deki geodezik egriligi denir [7].

Tamm 2.23. v, € T,,(M) olmak iizere

ky(v,) =<S (i>,i >

lopll/” [[vo

esitligi ile tammlanan k, (vp) sayisina, M yiizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki normal

egriligi denir [10].

Tanim 2.24. Birim hizli a: I — R3 egrisinin Frenet vektor alanlar1 T, N, B olmak iizere,
:1 > R, 1(s) =(B'(s),N(s))
fonksiyonuna a egrisinin burulma(torsiyon) fonksiyonu denir. 7(s) sayisina ise egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi(torsiyonu) denir [10].

Tanim 2.25. M, R? uzayinda bir yiizey ve a: I — M diizenli(regiiler) bir egri olsun. Her t € I igin
a'(t) hiz vektorii, a(t) noktasinda M yiizeyinin bir asimptotik vektorii ise a egrisine, M yiizeyi

icinde bir asimptotik egri denir[10].

Tanim 2.26. R3 vektor uzayinin {e;, e,, e5} standart bazim1 géz oniine alalim.

@:R3AR3 - R3



lineer doniistimii

erNe; > e Ney) =e3

e;Ne3 > p(eyAes) = e

esNe; > p(eshe) =e,
olarak tanimlansin.Bu doniisim bazi baza doniistiiren lineer doniisim oldugundan lineer
izomorfizmdir

x:R3 X R3 - R3

(a@,B) > axp=qanp)

seklinde tanimli X i¢ islemine vektorel carpim islemi ve a X 8 vektoriine de « ile  nin vektorel

carpimi denir [5].

Tanim 2.27. E3 de bir M yiizeyi iizerindeki diferansiyellenebilir bir birim normal vektér alanina

M fizerinde bir yonlendirme denir [6].

Tanim 2.28. E3 de irtibath bir yiizey M olsun. O zaman M iizerinde N, ve N, gibi sadece iki
birim diferansiyellenebilir normal vektor alani vardir. Oyle ki,

N;(P) = —N,(P), VPeM
dir. Budurumda E3 deki her bir M yiizeyi iizerinde tam iki yonlendirme vardir. Bir yiizey {izerinde

bir yonlendirme se¢ilmis ise bu yilizeye yonlendirilmis yiizey denir [6].

Tanim 2.29. M, R3 uzayinda bir yiizey ve a: I — M diizenli(regiiler) bir egri olsun. Her t € I igin
a'(t) hiz vektori, a(t) noktasinda M yiizeyinin bir egrilik vektorii ise a egrisine M yiizeyi i¢inde

bir egrilik ¢izgisi(asli ¢izgi) veya bas egri denir [10].



3. DARBOUX CATI ALANI

3.1. E3de Darboux Cat1

S c E3yonlendirilmis bir yiizey olsun ve y:I1 € R = S birim hizl1 bir egri olsun.
T,y ‘nin birim teget vektor alanini ve U,y egrisine kisitlanan S nin birim normal
vektor alanini belirtsin. Darboux ¢at1 alani boyunca vy, {T,V,U}tarafindan verilmis,
ki burada V=UXT dir. Bu yiizden, y egrisi boyunca her vektér alaninin yay
uzunluguna gore tiirevleri ifade edilebilir [9].
T' =K,V + K,U
V'=—-K,T +1,U
U'=—K,T —14V
Ky, Ky, ve 1,4 ;v egrisinde sirastyla geodezik egrilik, normal egrilik ve geodezik torsiyonu

belirtsin.

3.2. E*de bir hiperyiizey egrisi

Tamm 3.1. {e;,e,,e3,e4,}, R*de standart baz olsun. Vektorlerin {iclii carpimi ( veya vektdr
carpimi )
X=Yiex, Y= eyveZ =3t ez
seklinde tanimlidir [8],[11].
€1 €y €3ey
XQYRZ= ;1 X2 X3 X4

1 Y2 Y3 Va
Z1  Zp Z3 Zy

Uclii carpim asagidaki dzelliklere sahiptir [11].
1. XQYR~Z=-YRXQR~Z=YRZRIQX
2. X, YQZQRQW)=det{X,Y,Z, W}
3 X+Y)QZQW=XQRZIQW+YRZQW

M c E* bir regiiler hiperyiizey belirtsin ve f:1 € R — M bir birim hizl1 egri olsun. Eger
{t,n, by, by}, B boyunca hareketli Frenet gatisi ise Frenet formiilleri asagidaki gibidir [4].

t' = kqn,
n' = —kqyt + kyby,
4 b1' = —kyn+ k3b,,
bzl = —k3by,

(3.1)



ki burada, t,n, b, ve b, birim teget, asli normal, birinci binormal ve ikinci binormal vektor

alanlarini; k4, k,, k3 [ egrisinin egrilik fonksiyonlarini belirtiyor.

Teorem 3.1. a: I - E* keyfi izl regiiler bir egri olsun. Egrinin Frenet vektorleri verilmis idi

[11.[2]

@ _ b, ®b,®k _ b,RaRi _ aRii (32)

—,n= - = 0 =
lell ’ b ®@b,®all ' 71 T |Ib,@a@all ’ % T |la®@a®idl

ve egrinin egrilikleri

_ <na>

<b;a> <b,,a*'>
by = e ke = - (3.3)

lal3k, "3 7 llal*kk,

ka

"<->" skaler carpimu belirtiyor.
Tammm 3.2. Eger B'(s), B (s), ..., B™ V(s) vektorleri egrinin her noktasi boyunca lineer

bagimsiz ise €™ sinifindan B: I — E™ birim hizl1 egrisi bir Frenet egrisi olarak adlandirilir[2].



4. GENISLETILMIS DARBOUX CATI ALANI

4.1 Genisletilmis Darboux Cat1 Alaninin Insas

M,E*de N birim normal vektdr alani tarafindan yonlendirilmis bir hiperyiizey olsun ve
B, M iizerinde yatan s yay uzunlugu parametreli C™ -sinifindan bir Frenet egrisi olsun. T, egrinin
birim teget vektor alanim1 ve N, sinirli olan hiperylizeyin birim normal vektor alanim belirtiyor.
Yani;

T(s) = B'(s) ve N(s) = N(B(s))
B Frenet egrisi boyunca, genisletilmis Darboux ¢ati alan1 asagidaki gibi inga edilebilir[2].

Durum 1. Eger {T,N,B"} lineer bagimsiz ise Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu

kullanilarak {N, T, E} ortonormal takimu1 verilir[2].
B'—-<pB"N >N

T IB=<B N> NI

Durum 2. Eger {T, N, 8"} lineer bagimli ise yani eger 8", N normal vektoriiniin yoniinde ise,

E (4.1)

{N,T,B"} i¢in Gram-Schmidt ortonormallestirme metodu uygulanarak {N,T,E} ortonormal

takimu verilir.
B ﬂlll_< ﬂ”’,N > N_< ﬁ”’,T > T
- ||BIII_< ﬂIII’N > N—< ﬁ’",T > T”

(4.2)

Her bir durumda eger D = N @ T @ E tanimlarsak, 8’nin her noktasinda karsilikli ortogonol olan
T,E,D ve N dort birim vektor alanina sahiptir. Bu ylizden, onun Frenet cati alani yerine, 8 egrisi
boyunca {T,E, D, N} bir yeni ortonormal ¢ati alanm vardir. E(s)ve D(s) ‘nin ayn1 zamanda M
hiperyiizeyine teget oldugu agiktir. Bdylece, S(s) noktasinda hiperyiizeyle teget hiperdiizlemini
geren {T'(s), E(s), D(s)} oldugu goriiliir. Buna sirasiyla yeni ¢ati1 alanlar1 denir[2].

Durum 1’ e, “Birinci tiirde genisletilmis Darboux ¢ati alan1” ya da kisaca “Birinci tiirde ED-gati
alan1”

ve

Durum 2’ ye, “Ikinci tiirde genisletilmis Darboux cati alan1” ya da kisaca “Ikinci tiirde ED-¢gat1

alan1” ad verilir.

Uyan 4.1. 3 boyutlu uzayda y Frenet egrisi boyunca {T,V, U} Darboux ¢at1 alani, {U, T, y"} nin
lineer bagimsiz vektorlerine bagli olarak Durum 1 ve Durum 2 de agiklanan metotla da

olusturulabilir[2].



Uyar1 4.2. Eger, s yay uzunlugu ile parametrelenmis bir § Frenet egrisi N birim normal vektorii
ile bir hiperdiizlemde yatiyorsa, < $(s) — 8(0), N >= 0 yazilabilir. Bu yiizden, <
B'(s),N >=0,< B"(s),N >= 0, < " (s), N >= 0dir. Yani Durum 1 gegerlidir. Eger (4.1) de
yerine yazarsak < B"(s), N >= 0 ise E(s) = n(s) elde edilir. Dahasi, B’, ", 8" N’ye diktir, (3.2)
kullanilarak N ve b, nin paralel oldugu elde edilir. Bundan dolay1 eger N = b, alinirsa, D(s) =
b, (s) elde edilir. Yani Frenet catisi ile birinci tiirde ED- gat1 alan1 ¢akisir[2].
Uyan 4.3. Eger B Frenet egrisi s yay uzunlugu ile parametrelenmis bir hiperyiizey lizerinde
geodezik ise, N(s) = n(s) ile hiperyiizeyin diizgiin yonlendirilmesi ile Durum 2 gegerlidir. Bu
durumda, B" = kyn, B" = —k,°t + ky'n+kyk,b; ,(4.2) de yerine yazarsak E||b; saglanir. Eger
E(s) = by(s) almursa, D(s) = b,(s) elde edilir, yani {T, by, b,,n} catis1 ile {T,E,D,N} catist
cakisir[2].

4.2 Tiirev Denklemleri

Simdi bu vektor alanlarmmin tiirevleri her durumda kendileri cinsinden elde edilsin.

{T,E,D, N} ortonormal oldugu igin,

T'=<T,E>E+<T',D>D+<T',N>N,
E' =<E''T >T+<E',D>D+<E',N >N,
D'=<D',T>T+<D',E >E+<D',N >N,
N'=<N',T>T+< N'JE >E+<N',D > D,

(4.3)

Durum 1. Bu durumda, ED- ¢at1 alami birinci tiirdendir. Burada

B'-<B"N>N  T'—<T',N>N

E= =
|"—=<B",N>N| |IT'-<T',N > N||

alinir.
T'=|IT"-<T',N>N|[E+<T',N>N
yani< T',D >= 0[2].

Durum 2. Bu durumda, ED-gat1 alan1 ikinci tiirdendir. Bu ylizden {N, T, "} lineer bagimlidir ve
B ﬁ’”—< ﬁ”’,N > N_< ﬁ”’,T > T
- ”ﬁm_< ﬁ"’,N > N—-< ﬁ”’,T > T”

{N,T,B"} nin lineer bagimlihgi " = AN’ yi verir, yani < T',E >=<T',D >= 0 dir. Dahasi,
eger (4.4)de B" = A'N + AN’ yerine yazilirsa < N', D >= 0 elde edilir.
<E' N>=1,',<D',N >=1,° (4.5)

E

(4.4)

ve i.mertebeden rg" geodezik torsiyon olarak adlandirilir. Benzer sekilde

<T,E>=ks',<E'D>= kg’ (4.6)
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i.mertebeden Kgi geodezik egrilik olarak adlandirilir.
Son olarak, eger < T', N >= K,, kullanilirsa, matris formunda ED-gat1 alaninin diferansiyel

denklemleri elde edilir[2].

- [ 0 Kg' 0 K, ] .
2 1
NE _jxgt 0 KT TgH|E
Durum 1: |, —[ 0 %% 0 72 ||p (4.7)
N Ky, —T,0 7% 0 N
T [ 0 0 0 k, 1rr
|l | o 0 x,2 1,'||E
Durum2:\ . f=1 o —x,2 %5 o |lp (4.8)
N |-k, -zt 0 0 |V

4.3 Geometrik Yorumlar

. K 1 2 1 2 - . . .
Simdi  Kp, Ky, K%, Ty, Tg" reel degerli  fonksiyonlarinin  geometrik  yorumlarini

inceleyelim[2].

1 .
4.3.1 Ky Kg ve onlarin geometrik yorumlari

K, =< T',N >‘nin her durumda T teget vektoriiniin yoniinde hiperyiizeyin normal egriligi
oldugu tanimdan agik¢a anlasiliyor. Bu yiizden 8 boyunca k,, = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
B’nin bir asimptotik egri olmasidir.

Asagida verilen 3.1 sonucuna gore kolayca goriilebilir.[3]

Teorem 4.4. B(s), 4 -boyutlu Oklid uzayinda yonlendirilmis bir M hiperyiizeyinde birim hizli
bir egri olsun ve My, M, sirasiyla {T'(sy), E(sg), N(so)} Ve {T(sy),D(sy),N(so)} tarafindan
belirlenen B(sy) € M’de hiperdiizlem olsun. Sonra birinci egrilik, B(s,) noktasinda M, M, ve M,
hiperylizeyinin arakesit egrisi |k, (sg)| ’dir, ki burada k, , T teget vektoriiniin yoniinde M

hiperyiizeyinin normal egriligidir [2].

Teorem 4.5. B(s), 4-boyutlu Oklid uzaymda yonlendirilmis bir M hiperyiizeyinde birim hizli bir
egri olsun. Eger a , B(sy) noktasinda teget hiperdiizlem {istiine [ egrisinin ortogonal
projeksiyonunu belirtiyorsa, « egrisinin birinci egriligi

k1a(50) = |Kg1(50)|
seklinde verilir [2].
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Ispat. a, B(sy) noktasinda teget hiperdiizlem iistiine B egrisinin ortogonal projeksiyonunu
belirtiyorsa,

a(s) = B(s)—< B(s) — B(so), N(so) > N(so)
yazilabilir. Son denklemin her iki tarafinin s’ye gore tiirevinin alinmasiyla, a(sy) = S(sg)

noktasinda
&' (s0) = T(s0),
@' (50) = K¢ (50)E(s0),
@ (s6) = {—(165")2(50) = ()2 (50)}T(50) + { (15") (50) — K (50)74" (50) } E(50)

+ {KgZ(SO)Kgl(SO) - Kn(SO)ng(SO)}D(SO)

dir. Bu ylizden Teorem 4.1 kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.6. B(s), 4-boyutlu Oklid uzayinda yonlendirilmis bir M hiperyiizeyinde birim hizl bir
asimptotik egri olsun. Eger y, B(sy) noktasinda {T(sy), E(sy), N(S¢)} tarafindan belirlenen
hiperdiizlemde [ egrisinin ortogonal projeksiyonu ile tanimlanmig ise y ’nin birinci
egriligi k1" (so) = |k, (50| ile verilir [2]

Ispat. ispat, Teorem 4.2’nin ispatina benzer sekilde verilebilir. 8 boyunca {T,n, by, b,} hareketli

Frenet catisini diistinelim. n, by, by, E, D, N T’ye dik oldugundan asagidaki gibi yazilabilir.

n cos@; cos@, cosP3][E
[bl] =|cos@; cos¢, cos@s||D
b, cosf; cosf, cosOs;]lIN

yukaridaki 3 X 3 katsay1 matrisinin ortogonalligini kullanarak

E cos@P; cosgp, cosBi|[n
D|=|cos®, cosp, cosb, [b1](4.9)
N cos@; cos@s cosbs|Lb2

verilebilir. Bu ylizden T’ = k;n Frenet formiilii kullanilarak
K, =<T',E >= ky cos@,vek,, =<T',N >= k; cos @ (4.10)

elde edilir.

43.2 rgl, ‘rgz, ngve onlarin geometrik yorumlari
M {tizerinde yatan 8 egrisinin bir egrilik dogrusu olmasi igin gerek ve yeter sart Durum 1’de
74" (s) = 74%(s) = 0, olmasidir. Diger yandan, (4.9) daki denklem 7, =< E', N > ‘yi verir.

E = cos @, n + cos ¢, by + cos B, b,veN = cos @3 n + cos @3 by + cos O3 b,

olup,

E' = %(cos @1 n + cos @, by + cos 6, by)
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olur. O halde
d
T, =< d—s{(cos @1)n + (cos ¢,)by + (cosB,)b,}, (cos P3)n + (cos p3)by + (cos 03)b, >

Tg' =< —@;'sin@®; n + cos@; n' — ¢;"sing, by + cos @, b;" — 0;'sinb; b,
+ cos 6, b,’', (cos @3)n + (cos ¢3)by + (cosB3)b, >
Tyt =< —@;'sin@; n 4 cos @, (—kyt + kyby) — @1 sin @y by + cos @, (—kan + k3b,)
— 6,'sin 6, b, + cos 0, (—kzb;), (cos @3)n + (cos ¢3)b, + (cos O3)b, >
Tg' =< (=kycos @)t + (=@, sin @,

— k,cos@)n
+ (k, cos @y — @1 'sinp; — k3 cos 6;)b;
+ (k5 cos @, — 0, 'sinB;)b,, (cos @3)n + (cos @3)b; + (cosb3)b, >

Boylece, f igin Frenet formiilleri kullanilarak 1. mertebeden geodezik torsiyon elde edilir.
Tgl = —0, sin®; cos @3 — ¢,’ sin @, cos p3 — ;' sinH; cos O

+ k,(cos @, cos @3 — cos @4 cos P3)

+ k3 (cos ¢4 cos 83 — cos 0, cos @3). (4.11)
elde edilir.
Benzer sekilde, sirasiyla 2. sirada geodezik torsiyon ve geodezik egrilik igin yani ng = (D',N)
ve k,? = (E', D) igin de elde edelim. O halde ;
D = cos @, n + cos @, by + cos 8, byveN = cos Pz n + cos @3 by + cos O3 b,
olup

D' = %(cos @, n + cos ¢, by + cos B, by)
oldugundan,
ng =< %{(COS @,)n + (cos @,)b; + (cos 8,)b,}, (cos D3)n + (cos @3)b; + (cosO3)b, >
742 =< —@,'sin@, n + cos @, n' — @, sin @, by + cos @, b;" — 6,"sin 6, b,
+ cos 6, b,', (cos @3)n + (cos ¢3)b; + (cos 5)b, >
ng =< —@,'sin@, n + cos @, (—k,t + kyb;) — @, sin@, by + cos @, (—k,n + k3b,)
— 6,"sin 6, b, + cos 6, (—k3b,), (cos @3)n + (cos p3)b; + (cos O3)b, >

Tg? =< (—ky cos @) t + (=@, sin @,

—k,cospy)n

+ (k, cos @, — @, 'sin @, — k3 cos 6,)by

+ (ks cos @, — 6, 'sin6,)b,, (cos @3)n + (cos @3)b; + (cos 03)b, >
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742 = =@,  sin @, cos B3 — @,’ sin @, cos 3 — 6, sin b, cos H5

+ k4 (cos @, cos g3 — cos @, cos D3)

+ k3 (cos ¢, cos 83 — cos 8, cos @3). (4.12)
olacak sekilde elde edilir ve kg2 = (E',D) i¢in

E = cos®, n+ cos ¢, by + cos 6, b,veD = cos P, n + cos ¢, by + cos b, b,
olup,
E' = %(cos @, n + cos @, by + cosb; by)

olur. O halde

d
kg2 =< g{(cos @,)n + (cos @;)by + (cosB,)b,}, (cos@,)n + (cos ¢,)b; + (cosH,)b, >

kg2 =< —@,'sin@; n + cos@; n' — @,"sinp, b; + cosp, b;' — 6,'sin b, b,
+ cos 6, b,’', (cos @,)n + (cos ¢,)by + (cos0,)b, >
kg2 =< —@,'sin@; n + cos @; (—kyt + kyb;) — @' sin @, by + cos @, (—kyn + ksb,)
— 0,'sin6; b, + cos 0, (—k3b,), (cos @,)n + (cos ¢,)b; + (cos 6,)b, >
ky? =< (—kycos @)t + (—@,'sin @,

—k,cos@)n
+ (k, cos @y — @1 'sinp; — k3 cos 6;)b;
+ (k3 cos @, — 6, 'sin6;)b,, (cos @,)n + (cos ¢,)b, + (cos 6,)b, >

ky? = —@, sin®, cos @, — ¢,’ sin g, cos @, — 6" sin 8, cos b,

+ k4 (cos @, cos ¢, — cos ¢, cos D;)

+ k3(cos ¢4 cos B, — cos 0, cos ¢,). (4.13)
elde edilir.
Teorem 4.7. B, 4-boyutlu Oklid uzayinda ydnlendirilmis bir M hiperyiizeyinde, s yay uzunlugu
tarafindan parametrelenmis birim hizli bir geodezik egri olsun. {T,n, by, b,} ve {T,E,D,N}
sirastyla §’nin Frenet ¢ati alanin1 ve ED-¢at1 alanini belirtsin. O zaman

Kg> = k3, Tl =—ky Ky =k,

dir ki burada k; (i = 1,2,3) B’nin i. dereceden egrilik fonksiyonunu belirtir [2].
Ispat. B, M de bir geodezik egrilik oldugundan, egrilik vektorii teget hiperdiizlemine diktir.
Yani, n ve N lineer bagimlidir. (Durum 2 gegerlidir.) Bu yiizden eger Uyar1 3 kullanilirsa 8

boyunca

B1(s) = B2(5) = @2(5) = @3(s) = 0,(s) = 03(s) = %, B3(s) = @1(s) = 6,(s) =0

dir. Bu denklemlerin (4.10), (4.11) ve (4.13) da yazilmasi istenilen sonuglari verir.
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Teorem 4.8. B, 4 boyutlu Oklid uzayinda yénlendirilmis bir M hiperyiizeyinde, s yay uzunlugu
tarafindan parametrelenmis birim hizli bir asimptotik egri olsun. {T,n, by, b,} ve {T,E,D,N}
strastyla ’nin Frenet ¢ati alanini ve ED-¢at1 alanini belirtsin. O zaman

de

ds

dir ki burada ¢, D ve b, arasindaki aciy1 ve k;(i = 1,2,3) f’nin i. dereceden egrilik fonksiyonunu
belirtir [2].

Kg' = ki, KgZ=kycosp, T8 =—kysing, T,%= ks+

Ispat. B, M de bir asimptotik egrilik oldugundan, k,, = 0 dir. Yani, t’ = kyn = Kg'E dir. Bu
durumda n ve E lineer bagimlidir. (Durum 1 gegerlidir.) Bu yiizden £ boyunca
01(5) =0, B(5) = 05(5) = 91() = 62(5) = 5
elde edilir. Ayrica bu 6zel durumda D, N, by, b, bir diizlem i¢inde yatar,
92(5) = 65(5) = 9(5), 62(5) =5 = 0(), @3(5) =5+ ()

dir. Bu denklemlerin (4.10)-(4.13) da yazilmasi istenilen sonucu verir.

Yukaridaki Teorem sonucunda asagidaki sonuglar verilebilir.

Sonug¢ 4.9. B, M de bir asimptotik egri olsun. Eger ¢(s) = shbt ise, ’nin 2. Mertebeden geodezik

torsiyonu 3. egrilige esittir. Yani; 7,% = ks dir[2].

Sonug 4.10. B, M de bir asimptotik egri olsun. Eger ¢(s) = 0ise, k;' = ky, k2 =k, 75" =

0, ng = k5 elde edilir. Yani; 8 boyunca birinci tiirde ED- gat1 alani ile Frenet catis1 ¢akigir[2].

Sonug¢ 4.11. 8, M de bir asimptotik egri olsun. Eger ¢(s) = —% ise, B’nin 1. ve 2. sirada geodezik

torsiyonu, onun sirastyla ikinci ve iigiincii egriliklerine esittir. Yani; 7,0 = ky, 7,2 = k3 dir[2].

Sonuc 4.12. B, M de bir asimptotik egri olsun. Bu durumda,
(1g")? + (15%)? = (k2)?
dir[2].

5. YENI DEGISMEZLERIN KAPALI  HIiPERYUZEYDEKI
HESAPLAMALARI
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f(x,y,z,w) = 0 kapali denklemi ile verilen bir M hiperyiizeyi ele alinsin ve M’de, C™ (n >

4) smifinda bir Frenet egrisi (s) = (x(s),y(s),z(s),w(s)) olsun. B boyunca yatan birim normal

vektor N(s) = Y (s) tarafindan verilir. Dahasi [1]

v
<Vf,B >=0, (5.1)
<VfB" >= —BH (B, (5.2)
<Vf,B" >==38'H;(B") - p L (5.3)

ki burada

I ! !

pr=1Ix" y z' w]
Br=lx" ¥ 2w
B =[xy 2w
Vf:Dcx fy fz fw] ve
[fox  fry frz fxw]
Ifyx fyy fyz nyI

fzx ny fzz fzw
Vix Sy fuz Sl

d(Hf) B aHf , aHf ,
s = [W BH* ""W(ﬁ )t],

Hf:

)

[fxxx fxyx fxzx fxwx] [fxx fxy fxz fxw]
aﬂ Ifyxx fyyx fyzx nyXI aﬂ Ifyx fyy fyz ny

I
9x fzxx fzyx fzzx fzwx Y fzx ny fzz fzw |
lfwxx fwyx fwzx fwwa lfwx fwy fwz fwa

Ayrica agagidaki gibi yazilabilir.

ow

(Vf), = .BIHfi (54)
(V)" = B"Hy + T2

= (5.5)
Simdi her bir durumda hiperyiizeye gore £’nin yeni degigsmezlerinin ifadelerini hesaplayalim.

5.1.Birinci Tiir Genisletilmis Darboux Cat1 Alan1 (Durum 1)

5.1.1. Kg1 Ve K,, icin ifadeler

T'—-<T' N>N

1 _ ' _ ' _
Ky~ =< T E>, k,=<T ,N>veE-= T —<T7 N> ]

oldugundan,

T'—<T'N>N
"IT"-<T',N > N||

y=(T', T') —(T',N)?

Kyt = (T’

elde edilir ya da
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L= (BB ~ o (B HR (B2

ve
I _ 17 _ 1 I [j’
n=<T,N>= IIVfII(ﬁ Vi) =- ||Vf||ﬁHf( v
elde edilir[2].

5.1.2. ‘rgl icin ifade

T'—<T' N>N

m’nm tiirevi alinirsa[2],

Eger s’ye gore E =

1
El — - - (T” _ (T”,N)N _ <T,,N,)N _ <T,,N)N,)
IT" —<(T", N)N||

d 1 , ,
y E(”T' — (T’,N)N”> (T" —(T',N)N).

Bu yiizden,
_<T,I N)
IT" = <(T", N)NI|

1 :<EI'N):

ya da

1_ —1 ,(Vf)'_
K IIT’—(T’,N)NII(T'IIVfII VI

(Vf, (V))VF).
sonucu ¢ikarilir. Bundan dolay1 matris notasyonunda

Tyt = _l{uwnﬁ’H 0+ ||\7f|I3 G Hf(vf)t)( ) )} 59

ki burada
1

e={p"B") - ﬁ(ﬁ”’f@')t)z}i

5.1.3. ng icin ifade
Eger (5.8) ve (T', D) = 0 kullanilirsa
1 n ! A
Ky? = ((T",D) = (T',NXN',D)).

elde edilir. Diger yandan,

T'-<T',N>N

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.10)

E=———""— D=NQ®TQ®E yerine yazilrsa, D =N ®T Q@ T’ olur. Daha

|IT'-<T',N>N||

sonra (5.10)’dan 2. siradaki geodezik egrilik igin

! !

[x’ y oz w' ] [x y w
R AN Ry L O A
9 = e|vrl| [ Yy sz P 7 a b ¢ d
U % % % e £ £ fu
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elde edilir ki burada (Vf) = a'f =[a b ¢ d] [2].

5.1.4. rgz icin ifade

7% = (D',N) = —(N',D) = — (£2 — -2 (Vf, (Vf)')V, D) oldugundan

xl yl Z, W,
n rn
1 [x y ZII W”]

7’ = (V). D) = sIIVfIIZla b ¢ d J (12)
Ko fy 2w
elde edilir[2].
5.2.1kinci Tiir Genisletilmis Darboux Cati Alam1 (Durum 2)
5.2.1. ngve K, icin ifadeler
= (T', N) normal egriligi (5.7)’deki denklem ile elde edilir.
Diger yandan, Durum 2’de 8" = AN oldugundan (4.2)’den
_ N'—<N',T>T
" |IN'=< N', T >T]||
elde edilir ve
1
E'=— - N" —(N",T)T —(N',T'\T — (N', T)T'
I — T ¢ )
¢ 2 ( ! Jov v,y
ds \|IN" —(N", T)T|| e
Boylece Durum 2°de (T',D) = 0, (N’,D) = 0 oldugundan
2 = (E',D) = (N7.D) __—(N'.D) (N’N®T®N”)
' IN'= (N, )T~ IN' = (N, )T~ &
ki burada
p=|IN"=(N',T)T||> =(N',N"y — (N, T)?.
dir. Eger 6nceki denklemde N’ = TIVV );)” v f||3< V£, (V) )Vf yerine yazilirsa,
K% = ((VALVfFRT ® (V)"
o = e 0V TS WD
ya da
xl yl Z, W,.l
2 __~1 fx fy fo fw
Kg H||Vf||3[a b c d ) (513)
P q r s
ve

18



i = i (Y, U)o (VF, (V)2 = (V) 2} = oo (B (8
o B H (V)Y = (B'Hy ()} (5.14)

d(Hf)

kiburada (V' =[a b ¢ dl, (V)" =p"H+B =L =[p q r s]dir2].

5.2.2. rgl icin ifade
Benzer sekilde 1.sirada geodezik torsiyon i¢in[2]

(N, Ny + (T, NY2) = {—(N', Ny — (", T)2}2

1,1 =(E',N) =
g IN"—(N", )Tl

ya da

= i {ﬁ He(B'Hp)* — Wf”z (B'Hp(VH")? — (B'Hy(B)°) } (5.15)

Ornek 5.1. M ...x% 4+ y? 4 z2 + w? = 2 hiperkiiresinde yatan birim hizli bir egri diisiinelim.

B(s) = (cos (%) ,sin (%) , COS (%) ,sin (%))

boyunca M’nin birim normal vektor alan1 N(s) = — B(s)’dir ve B’nin birim teget vektor alant
V2

T(s) ( 1 (5) 1 (25) 2 (25) 2 (25))
s) =|——=sin(—),—=cos|—=),——=sin|{—,—=cos|—] ).
V5 \W5/'W5 W5/ V5 W55 WS

dir. Egrilik vektor alanindan

-0+ (-fon(3) o () 2o

N(s) ile lineer bagimlidir, Durum 1 gegerlidir. Boylece eger Durum 1’de verilen metodu

uygularsak
E(s) = (% cos (%) , % sin (%) , = % cos (%) , = % sin (%))

D(s) (2 ) <s> 2 (25) 1 (25) 1 (25))
s) = |(—=sin|—=),——=cos|—=),——=sin|—=),—=cos|—=] ).
V5 W5/ V5 W5/ V5 W5/ W5\
elde edilir. Diger yandan eger (5.6),(5.7),(5.9),(5.11) ve(5.12) formiilleri kullanilirsa, 1. ve 2. sirada

2 _ —4

=5%, N olarak elde edilir. 1. ve 2. sirada geodezik

geodezik egrilikler xg*
torsiyonlar 7,(s) = 7,%(s) =0 ve B’nin normal egriligi k, = \/iidir. Beklenildigi gibi 8, M

tizerinde bir egrilik dogrusudur.
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6. E* DE GENISLETiLMiS DARBOUX CATI ALANINA GORE
OSKULATOR EGRILER

Bu boliim ¢aligmamizin orijinal kismidir.

R*dért boyutlu Oklid uzayi olsun. Yani;
B:ICR-Q, s— B(s) =Xi1vi(s)eies) = +1
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I arahginda R*’ de f diizgiin bir egri olarak tanimlidir. s parametresi secili oldugundan tanjant
T=p'(s)=Y/,yi(s)e; birim biyikliktedir. —{T,E,D,N}R* 06klid uzaymnda

diferansiyellenebilir Frenet ¢atisidir. Frenet denklemleri[2];

lr T'(s) = K;'E(s) + K,N(s)

E'(s) = —K,'T(s) + K;*D(s)+7,N(s)
D'(s) = —K;”E(s)+14*N(s)

N'(s) = =K, T(s)—14E(s)—142D(s)

(6.1)

vektor konumu ile karsilagilirsa Q’ da keyfi bir 8 egrisinin birinci ve ikinci tipden oskiilator egri
olarak tanimlanmasi asagidaki diferansiyel denklemlerle verilmistir.
B(s) =a(s)T(s) + b(s)E(s) + c(s)D(s) (6.2)
B(s) =a(s)E(s) + b(s)D(s) + c(s)N(s) (6.3)
Burada a(s),b(s) ve c(s)s yay uzunlugu fonksiyonunda diferansiyellenebilir bazi
fonksiyonlardir.
Teorem 6.1. B, genisletilmis Darboux cat1 alanina gore Oklid (E*) de bir egri olsun. ’nin birinci
tipden oskiilator egri ile uyumlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart K, normal egriliginin her s i¢in
sifira esit olmasidir.
Ispat. Kabul edelim ki S, genisletilmis Darboux cati alanina gore Oklid (E*) de bir egri olsun. O
zaman (6.2) saglanir.
B(s) = a(s)T(s) + b(s)E(s) + c(s)D(s)
B'(s) =a'(s)T(s) + a(s)T'(s) + b’ (s)E(s) + b(s)E'(s) + c'(s)D(s) + c(s)D'(s)
(6.1) denklemindeki ifadeler B’(s)’de yerine yazilirsa ;
B'(s) = a'(s)T(s) + a(s)(K,'E(s) + K,N(s)) + b'(s)E(s)

+ b(s) (—Kng(s) + ngD(S)+TglN(S)) + c'(s)D(s)

+ c(s) (—ngE(s)+rglN(s))
olacak sekilde elde edilir. Ifade diizenlenirse
B'(s) = (a'(s) — b(s)K;")T(s) + (a(s)Ky" + b'(s) — c(s)Kz*)E(s)
+ (c'(s) + b()K,*)D(s) + (a(s)Ky + b(s)Ty* + c(s)T42)N(s)

elde edilir. O halde buradan N (s)’nin katsayzst sifir olup,

a(s)K, + b(s)ty" + c(s)752 =0
yazilir. Buradan;
Ky 41t +7,2=0

elde edilir. Boliim 4.3.2” den Tgl =0ve ng = 0 yazilir. O halde;
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K,=0
elde edilir. Tersine kabul edelim ki;

Tl

31 =0,7,2=0K, =0

olsun. (6.1) esitligini kullanarak ve N’nin sabit bir vektor oldugunu goz Oniine alarak, (f, N) nin

sabit bir fonksiyon oldugu sonucu ¢ikar. 8 ’nin yer vektorii

B = (B, T)T +(B,E)E +(B,D)D + (B, N)N
ve(B, N) sabit bir vektor oldugu i¢in, 8 birinci tipden oskiilator egriye denktir.

Teorem 6.2. 8, genisletilmis Darboux ¢at1 alanina gére (E*)’de bir birim hizli egri olsun.
B egrisinin Kgl = c. R®olmak iizere birinci tipden oskiilator egri olmasi igin gerek ve yeter sart

asagidaki esitliklerin saglanmasidir.
B(s) = (s+ f bK,"ds) T+ bE + (- f bK,?ds) = 0

ve

by + (- f bK,?ds ) z” + (s + f bK,"ds) Ky = 0

ispat. Ispat igin (6.1) ve (6.2)’deki ifadeler kullanilarak ve 8 egrisi icin tiirev alinarak,
B'(s) =a' (s)T(s) + a(s)(KglE(s) + KnN(s)) + b'(s)E(s)

+ b(s) (—Kng(s) + ngD(S)+TglN(S)) + c'(s)D(s)

+ c(s) (—ngE(s)+rglN(s))

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse;
B'(s) = (a'(s) = b(s)K,")T(s) + (a(s)K," + b'(s) — c(s)K,*)E(s)
+ (c'(s) + b()K,*)D(s) + (a(s)Ky + b(s)Ty* + c(s)T42)N(s)

olacaktir. O halde;
( i) a' —bK,' =1
ii) aKy' +b' — cK;? = 0
i) bK,> +c' =0
iv) bry' + cty® 4+ akK, =0

(6.4)

denklemleri elde edilir. Buradan;

’ 1 _ 1 _ 1 _ 1
a —ng =1=a —1+ng :a—s+ijg ds

2 r_ r_ 2 _ 2
ng +c'=0=>c ——ng :c-—ijg ds

ifadeleri elde edilir. (6.4) denklemindeki ii) kullanilarak
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akK,' +b' —cK,> =0 = (s + f nglds) K, + b — (—fbl(gzds) K2 =0
O halde;
b+ K, (s + f nglds) +K,” f bK,*ds = 0

elde edilir. Tekrar tiirev alinirsa;

b" —ngl bK.'d —ngl bK,%d K 1(1+bK, ) +K,%2(bK,?) =0
+dss+ gs""ds g5+g(+g)+g(g)—

" ngl 1 ngl 2 1)2 232 1
L <s+fng ds>+ I (fng ds) +b((Kg )+ (K,%) )+Kg =0
b +{dKy (1 + bKyY) + dKy b2 + b (K1) + (K,2)") + Ky = 0
b + b {(Ky dKy' + Ky2dK,?) + (K" + (Kg?)'} + dit + Kt =0

O halde burada

— okt 1 — 2kt — i
b=e",b" =k.e™ = 0,bromojen =7

et {k? + (K dKy" + Ko2dKy} + (Kg")" + (K2} =0
Burada;
{Kglngl + ngngz} + (Kgl)z + (ng)z ~ N
olacak sekilde ifade edilirse;
K2 = — ({Ky dK," + Kg2dKy 2+ (Kg 1) + (K,2)) = wit=ky , = Foi

bromojen = €1 C0SVws + ¢, sinVws
seklinde olacaktir.

1.Durum:

1
dK,
dK,

Kgl+ngl=0=>f =f1=>1an1=s+lnc=>Kgl=c.e5
b +b {(Kgldl(gl + K, 2dK,%) + (K,Y) + (ng)z} =0
b = c; cos [(Ky K, + Ky 2dK,?) + (Kg') + (K,2) ] s

+ ¢, sin [(Kgldl(g1 + ngngz) + (Kgl)z + (ng)z] S

a=s+[bK,'vec=—[bK,*
seklinde elde edilir. O halde;

B(s) = (s +fng1ds)T + bE + (—ijgzds) =0

elde edilir. Ayrica (6.4) denklemindeki iv) kullanilarak a, b, c degerleri yerine yazilirsa;
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br,' + (— f ngst) T4t + (s + f nglds) K,=0

ifadesi elde edilir.

B, R* de ikinci tipden oskiilatér birim hizli bir egri olsun, Her s i¢in K,, # 0 dir. Egriligin sifir ya

da sifirdan farkli olmasiyla ilgili iki durum elde edilir.
Durum 1. Kgi = 0 ve (6.3) denklemi diferansiyellenerek ve (6.1) denklemleri hesaba katilarak

asagidaki ifadeler elde edilir.

B(s) = a(s)E(s) + b(s)D(s) + c(s)N(s)
B'(s) =a' (s)E(s) + a(s)E'(s) + b'(s)D(s) + b(s)D'(s) + c'(s)N(s) + c(s)N'(s)
denkleminde (6.1) ifadeleri yerine yazilirsa;

B'(s) = d(S)E(s) + a(s) (=K, T(s) + Kg?D(s)+74'N(s) ) + b'(s)D(s)
+ b(s) (=K, 2E(5)+74N(s) ) + ¢ (s)N(s)
+ () (—KnT(s) — 15 E(s) — 7,%D(s))
o halde ifade diizenlenirse;
B'(s) = (~a()K," — c(s)K)T(s) + (a'() — b(s)Ky? = c(5)74")ECs)
+ (a($)Ky? + b'(s) = c(5)742)D(s) + (a(s)Ty" + b(s)Tg? + ¢'(5)) N(s)
yazilir.

Kgi = O kabul edildiginden ifade tekrar diizenlenirse
B'(s) = (=c()K)DT(s) + (@' (s) = c(s)rg")E(s) + (b'(s) — c(s)74%)D(s)

+ (a(s)rg1 +b(s)T,? + c’(s)) N(s)
elde edilir. Yani;
( —c(s)K, =1,
! a'(s) = c(s)t,,
b'(s) = c(s)T,2,
lc’(s) = —a(s)ty' — b(s)1,%,

(6.5)

olur. Burada

a=(B,E),b=(B,D),c=(B,N)
egrinin konum vektoriiniin bilegsenleridir, yani sirasiyla birinci, ikinci ve ti¢iincii asli normal olarak
adlandirilir.

(6.5)’in 4. denkleminde

c'(s) = —a(s)ty' — b(s)T,?
dir, yani Tgl =0ve ng = 0 kabul edildiginden
c'(s)=0
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olur. Yani bunun anlam

c(s) =0veyac(s) =sbt e R
dir. Eger c(s) = 0 ise (6.5)’in birinci denklemi ile ¢elisir. Bu yiizden c(s) = sbht # Odir. Yani
bunun anlami K;,’de sabittir.
Durum 2. Kgi # 0 ve (6.3) diferansiyellenerek ve (6.1) denklemleri hesaba katilarak asagidaki
ifadeler elde edilir.

B(s) = a(s)E(s) + b(s)D(s) + c(s)N(s)
B'(s) =a'(s)E(s) + a(s)E'(s) + b'(s)D(s) + b(s)D'(s) + c¢'(s)N(s) + c(s)N'(s)
denkleminde (6.1) ifadeleri yerine yazilip diizenlenirse;
B'(s) = (—a(s)Kg1 — c(s)Kn)T(s) + (a’(s) - b(s)ng - c(s)rgl)E(s)
+ (a(s)K,* + b'(s) — c(s)7,2)D(s) + (a(s)rg1 +b(s)T,% + c’(s)) N(s)
olur. K, # 0 kabul edildiginden;
—a(s)Kg1 —c(s)K, =1
J a'(s) = b(s)ng +c(s)yt

| a()K;? +b'(s) — c(s)Ty2 =0
ka(s)‘cg1 +b(s)Tg® +c'(s) =0

(6.6)

elde edilir. Burada dordiincii denklem kullanilarak ve Tgl =0ve ng = ( kabul edildiginden,
c'(s)=0
elde edilir. Yani c¢(s) = 0 veya c(s) = sbt € R olacaktir. O halde (6.6)’nin birinci denklemi ile
1+ a(s)K,"
o)== (F

yazilir.
Benzer sekilde Teorem 6.1° deki ifadeler asagidaki catiya gore tekrar ifade edilebilir.

( T'(s) = KxN(s)
E'(s) = K,*D(s)+7,'N(s)
D'(s) = —K,°E(s)
lN’(s) = —K,T(s)—14'E(s)

(6.7)

Teorem 6.3. B, genisletilmis Darboux ¢at1 alanma gére Oklid (E*) de bir egri olsun. 8 nin birinci
tipden oskiilator egri ile uyumlu olmasi i¢in gerek ve yeter sart K, normal egriliginin her s i¢in
sifira esit olmasidir.

Ispat. Kabul edelim ki S, genisletilmis Darboux cati alanina gére Oklid (E*) de bir egri olsun. O

zaman (6.2) saglanir.
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B(s) = a(s)T(s) + b(s)E(s) + c(s)D(s)
B'(s) =a' (s)T(s) +a(s)T'(s) + b'(S)E(s) + b(s)E'(s) + c'(s)D(s) + c(s)D'(s)
(6.7) denklemindeki ifadeler B'(s)’de yerine yazilirsa ;

B'(s) = @ ()T() + a(s)(KuN(s)) + b'(DE(s) + b(s) (Kg2D(s)+74N(s)) + ¢ (s)D(s)

+ c(s) (—K42E(S))
olacak sekilde elde edilir. Ifade diizenlenirse
B'(s) = (a'(s))T(s) + (b'(s) — c()K,*)E(s) + (c'(s) + b(s)K;*)D(s)
+ (a($)Ky + b(s)Ty* )N(s)

elde edilir. O halde buradan N(s)’nin katsayist sifir olup,

a(s)K, + b(s)ty' =
yazilir. Buradan;
Kp+1,0=0
elde edilir. B6liim 4.3.2” den Tgl = (0 yazilir. O halde;
K,=0
elde edilir. Tersine kabul edelim ki;
7,0 = 0,K, = 0
olsun. (6.7) esitligini kullanarak ve N’nin sabit bir vektor oldugunu goz oniine alarak, (£, N) nin

sabit bir fonksiyon oldugu sonucu ¢ikar. ’nin yer vektorii

B =(B.T)T +(B,E)E +(B,D)D + (B, N)N
ve (B, N) sabit bir vektor oldugu igin, £ birinci tipden oskiilator egriye denktir.

B, R* de ikinci tipden oskiilatdr birim hizli bir egri olsun, her s igin K;, # 0 dir. Egriligin sifir ya
da sifirdan farkli olmasiyla ilgili iki durum elde edilir.
Durum 1. Kgi = 0 ve (6.3) denklemi diferansiyellenerek ve (6.6) denklemleri hesaba katilarak

asagidaki ifadeler elde edilir.

B(s) = a(s)E(s) + b(s)D(s) + c(s)N(s)
B'(s) =a' (s)E(s) + a(s)E'(s) + b’ (s)D(s) + b(s)D'(s) + c'(s)N(s) + c(s)N'(s)

denkleminde (6.7) ifadeleri yerine yazilirsa;
B'(s) =a'(s)E(s) + a(s) (ngD(s)+TglN(s)) + b'(s)D(s) + b(s) (—ngE(s)) + c'(s)N(s)

+¢(5) (—KaT(5) = 74*E(5))

o halde ifade diizenlenirse;

26



B'(5) = (—c()KT(s) + (a'(s) = b(s)Ky? = c(s)T4")E(s) + (als)Ky? + b'(5)) D(s)

+ (a(s)rg1 - c’(s)) N(s)
yazilir.

Kgi = O kabul edildiginden ifade tekrar diizenlenirse

B'(5) = (—c(S)KIT(s) + (a'(s) = c(s)14")E(s) + (b ())D(5) + (a(s)74" = ¢'(5)) N(s)

elde edilir. Yani;

([ —c(s)K, =1,
a'(s) = c(s)t,t,
J b'(s) = O’g (6.8)

c'(s) = a(s)ty?,
olur. Burada
a=(B,E),b=(B,D),c=(B,N)
egrinin konum vektoriiniin bilesenleridir, yani sirasiyla birinci, ikinci ve ti¢lincii asil normal olarak

adlandirlir.

(6.8)’in 4. denkleminde
c'(s) = a(s)t,*
olarak yani 7,' = 0 kabul edildiginden
c'(s)=0
olur. Yani bunun anlami
c(s) =0veyac(s) =sbt € R
dir. Eger c(s) = 0 ise (6.8)’in birinci denklemi ile gelisir. Bu yiizden c(s) = sbt # 0 dir. Yani
bunun anlami K;,’de sabittir.
Durum 2. Kgi # 0 ve (6.3) diferansiyellenerek ve (6.7) denklemleri hesaba katilarak asagidaki
ifadeler elde edilir.
B(s) = a(s)E(s) + b(s)D(s) + c(s)N(s)
B'(s) =a' (s)E(s) + a(s)E'(s) + b'(s)D(s) + b(s)D'(s) + c'(s)N(s) + c(s)N'(s)
denkleminde (6.7) ifadeleri yerine yazilip diizenlenirse;

B'(s) =a' (s)E(s) + a(s) (ngD(s)+TglN(s)) + b'(s)D(s) + b(s) (—ngE(s)) + c'(s)N(s)

+¢(5) (—KaT(s) = 74" E(S))
olur. K, # 0 kabul edildiginden;
—c(s)K, =1,
a'(s) = b()K;” + c(s)7,t,
{ a(s)ng +b'(s) =0,
L () + a(s)t,t =0,

(6.9)
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elde edilir. Burada dordiincii denklem kullanilarak ve Tgl = 0 kabul edildiginden,
c'(s)=0
elde edilir. Yani c(s) = 0 veya c(s) = sbt € R olacaktir. ¢ = Qolmast (6.9)’un birinci denklemi
ile ¢elistigi i¢in
c(s) = sht
yazilir. (6.9)’un birinci denklemi ile K,,” de sabit olarak ifade edilir.

7. MATERYAL VE METOT

Bu ¢alismada temel olarak, Diildiil M., Diildiil B.U., Kuruoglu N., Ozdamar E., Extension
of the Darboux Frame Into Euclidean 4- Space andits Invariants [2] numarali makale incelenmistir
ve Yilmaz M.Y., Kulahci M., TheClassifications of Quaternionic Osculating Curves in Q* [12]
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numarali makaledeki metot kullamlarak E*‘de genisletilmis Darboux ¢at1 alanina gore oskiilator
egriler ifade ve ispat edilmistir.

8. SONUC
E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda Darboux cati alan1 E*’e genisletilmistir. Gram-Schmidt

ortonormallestirme metodu kullanilarak, yonlendirilmis bir hiperyiizey {izerinde yatan bir

Frenet egrisi boyunca genisletilmis Darboux cat1 alan1 ifade edilmistir. Yeni ¢at1 alaninin yeni
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degimezlerinin bazi geometrik yorumlari elde edilmistir. Hiperylizeye gore yeni degismezler
ile E*’e gore egrilikler arasindaki iliskiler verilmistir. Son olarak, E+’de genisletilmis Darboux

cat1 alanina gore birinci ve ikinci tipden oskiilator egriler incelenmistir.
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