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1. GIRIS

1.1. Literatiir Ozeti

Grothendieck 1955 yilinda bir Banach uzaymin relatif kompakt alt kiimesini,
Banach uzayinda sifira yakinsayan bir dizinin kapali konveks zarfinda igerilen kiime
olarak karakterize etmistir. Bu sonug literatiirde Grothendieck’in kompaktlik kriteri
olarak bilinmektedir.

Grothendieck’in kompaktlik kriterindeki sifira yakinsayan dizi 1 <p < oo
olmak lizere p —toplanabilen dizi ile degistirilirse relatif kompaktligin daha giiglii bir
formu elde edilir. Kompaktligin bu formu 1980 lerde Reinov (1984) ve Bourgain ve
Reinov (1985) tarafindan s < 1’inci dereceden yaklasim Ozelliklerini ¢alisirken
distiniilmistiir.

Sinha ve Karn 2002 de, relatif kompaktligin yukarida bahsedilen formlari
arasinda kalan, relatif kompaktligin bir diger formunu tanimlayip bu kavram iizerinde
calismiglardir. Sinha ve Karn (2002), Banach uzayinda p —toplanabilen bir dizinin,
p —konveks zarfi olarak adlandirilan kiimede icerilen bir kiimeyi relatif p —kompakt
kiime olarak tanimlamiglardir.

Ain ve ark. 2012 yilinda yukarida bahsedilen kompaktlik formlarin1 kapsayan
kompakthigmm diger bir formu; relatif (p,r) —kompakt kiime kavramin
tanimlamiglardir. 1 <p <o ve 1 <r < p” olsun (burada p*,p nin konjugesidir).
Banach uzaymin bir alt kiimesi, Banach uzaymnda p —toplanabilen bir dizinin
(p,r) —konveks zarfi olarak adlandirilan kiime iginde kaliyorsa kiimeye relatif
(p,r) —kompakttir denir (p = o ise p —toplanabilen dizinin yerine Banach uzayinda
sifira yakinsayan dizi alinir). Burada belirtelim ki, eger p = oo ise relatif
(p,r) —kompakt kiime relatif kompakt kiime ile, r = 1 ise relatif (p,r) —kompakt
kiime Bourgain ve Reinov tarafindan diisliniilen relatif p —kompakt kiime ile, r = p*
ise relatif (p,r) —kompakt kiime relatif p —kompakt kiime ile ¢akismaktadir (Ain ve
ark., 2012). Dolayisiyla (p,r) —kompakt kiime kavrami yukarida verilen relatif
kompakt kiime kavramlarini icermektedir.

Siirlt kiimeleri relatif kompakt kiimelere doniistiiren lineer bir operatdre
kompakt operator denir. Bu tanimda, relatif kompakt kiimeler, relatif p —kompakt

kiimelerle degistirilerek p —kompakt operator kavrami verilmistir (Sinha ve Karn,



2002). Dogal bir sekilde sinirli kiimeleri, relatif (p, r) —kompakt kiimelere doniistiiren
lineer operator (p,r) —kompakt operatér olarak tanimlanmustir (Ain ve ark., 2012).
(p,r) —kompakt kiimeler ve (p,r) —kompakt operatorler tizerine yapilan diger
caligmalar olarak Ain ve Oja (2012), Ain ve Oja (2015) tarafindan yapilan
calismalardan bahsedilebilir.

Banach uzaylar1 teorisinin 6nemli 6zelliklerinden biri olan yaklagim o6zelligi
sistematik olarak Grothendieck (1955) tarafindan calisilmistir. Belirtelim ki, eger bir
Banach uzayi iizerindeki birim operatore, sonlu rankli operatorler ile kompakt kiimeler
tizerinden yaklagilabiliyorsa, Banach wuzayr yaklasim 0Ozelligine sahiptir denir
(Grothendieck, 1955).

Grothendieck (1955) yaklasim Ozelliginin ¢esitli karakterizasyonlarini elde
etmis, yaklagim Ozelliginin bazi versiyonlarini tanimlayarak aralarindaki iliskileri
incelemistir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977). Grothendieck’in bu ¢aligmalarindan
sonra yaklasim 6zelligi ve bu 6zelligin baz1 versiyonlari tizerine pek ¢ok calismalar
yapilmistir. Ornegin; Davie (1973), Enflo (1973), Godefroy ve Saphar (1989), Lima
(1993), Kim ve Lee (2016) vb. tarafindan yapilan bir¢ok calismadan bahsetmek
mimkiindiir.

Yaklasim o6zelliginin tanimindaki kompakt kiimeler Bourgain ve Reinov
tarafindan diisliniilen relatif p —kompakt kiimeler (Grothendieck p —kompakt kiimeler)
ile degistirilerek G — p —yaklasim 6zelligi kavrami tanimlanmis ve bu kavram tizerinde
calismalar yapilmistir (bkz. Kim, 2013). Kim (2013) tarafindan yapilan ¢aligma 6rnek
olarak verilebilir.

Sinha ve Karn (2002), yaklasim ozelliginin tanimindaki kompakt kiimeleri
p —kompakt kiimelerle degistirerek p —yaklasim 6zelligi kavramini tanimlamiglardir.
Sinha ve Karn’in tanimladig1 p —kompakt kiime, p —kompakt operatdr ve p —yaklagim
Ozelligi kavramlar biiylik ilgi gérmiis ve pek ¢ok bilim insani tarafindan calisilmistir.
Sinha ve Karn (2008), Delgado ve ark. (2009), Choi ve Kim (2010), Galicier ve ark.
(2012), Oja (2012), Lassalle ve Turco (2012), Kim (2013), Mufioz ve Pifieiro (2019),
Kim (2020a) vb. tarafindan yapilan ¢alismalardan bahsedebilir.

Bahsedilen yaklasim Ozelliklerinin daha genel hali olarak disiiniilebilecek;
(Banach) operator ideallerine gore yaklasim 6zellikleri de son zamanlarda pek ¢ok bilim
insan1 tarafindan calisilmaktadir. Berrios ve Botelho (2012), Delgado ve Pifieiro (2013),
Lassalle ve Turco (2013), Chen ve Li (2017), Kim (2019), Kim (2020b) vb. tarafindan

yapilan c¢aligmalar bunlara 6rnektirler.


https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=663231
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=967026
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=1125226
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=693602
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=663231
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=967026

1.2. Tezin Amaci

Delgado ve ark. (2009), p —yaklasim 6zelliginin baz1 karakterizasyonlarini elde
etmislerdir. Choi ve Kim (2010), (B(X,Y),1,)" dual uzayindaki bir fonksiyonelin
temsilini elde etmis, p —kompakt operatorleri ¢arpanlara ayirmis ve p —yaklasim
0zelliginin baz1 karakterizasyonlarini elde etmislerdir.

Bu tez ¢alismasinda yukarida bahsedilen ¢alismalar (p,r) —kompakt kiimeler
icin ele almmistir. Bahsedilen c¢alismalarda yapilan ispatlar takip edilerek;
(B(X,Y),t(p,)) dual uzaymndaki bir fonksiyonelin temsili ifade edilmis,
(p,r) —kompakt operatorlerin ¢arpanlara ayrilist incelenmis ve (p,r) —yaklasim
Ozelliginin baz1 karakterizasyonlart ifade edilmistir. Burada Dbelirtelim ki
(p,r) —yaklasim ozelligi iizerine bu calismada ifade edilen karakterizasyonlarin
bazilarinin daha genel hali, operatdr idealleri vasitastyla Delgado ve Pifieiro (2013)’nun

ve Chen ve Lie (2017)’nin elde ettigi sonuclarda da igerilmektedir.



2. ON BILGILER
2.1. Temel Kavramlar ve On Hazirhiklar

Bu bolimde calismamiz igin gerekli olan temel tanimlari ve kavramlar
verecegiz. Calisma boyunca aksi belirtilmedigi siirece [F, R (reel sayilar) veya C

(kompleks sayilar) cisimlerinden herhangi birini gosterecektir. X bostan farkli bir kiime

ve M c X olmak iizere, X lizerindeki herhangi bir T topolojisi i¢in 7 notasyonu M nin
X de t kapanigini belirtecektir. Eger T norm topolojisi ise, M nin norm topolojiye gore
kapanisin1 M notasyonu ile gosterecegiz. By ve By notasyonlar1 sirasiyla, bir X normlu
uzaymin agik ve kapali birim yuvarlarini, Sy ise X normlu uzaynin birim kiiresini
gosterecektir. p =1 olmak lizere ¢y, ¢, [, ve l, notasyonlari sirasiyla FF cisim
uzaymda sifira yakinsayan, yakinsak, p —toplanabilen ve smirli dizilerin (normlu)
uzaymi gosterecektir. Calisma boyunca kullanacagimiz vektor uzaylar1 daima ayni F

cismi {lizerinde tanimlanan vektor uzaylari olacaktir.

Tanmm 2.1 (Metrik Uzay) X bostan farkli bir kiime ve d: X X X = R bir fonksiyon

olsun. Eger d fonksiyonu her x,y,z € X i¢in

a)d(x,y) =0ved(x,y) =0 x =y,
b) d(x,y) = d(y,x) (simetri 6zelligi),
¢)d(x,y) <d(x,z) +d(zy) (icgen esitsizligi 6zelligi)

sartlarin1 saghiyorsa d ye X lizerinde bir metrik (X, d) ikilisine de metrik uzay denir

(bkz. Megginson, 1998).

Tamim 2.2 (Yari-Norm ve Norm) X bir vektor uzayi olsun. Bir p: X — R fonksiyonu

herx,y € X vea € Figin

a) p(ax) = |a|p(x),
b)p(x +y) <p(x) +p()

sartlarin1 saglarsa p ye X lizerinde bir yari-norm (X, p) ikilisine de yari-normlu uzay
denir. Eger bir p yari-norm fonksiyonunda, p(x) =0 olmast x =0 olmasini

gerektiriyorsa p fonksiyonuna norm denir (bkz. Megginson, 1998).



p yari-normu norm belirtiginde norm fonksiyonu ||.|| notasyonu ile
gosterilecektir.
Uzerinde norm tamimlanan bir X vektdr uzayma normlu uzay denir (bkz.

Megginson, 1998).

Tamim 2.3 (Metrik Uzayda Cauchy Dizisi ve Yakinsak Dizi ) (X, d) bir metrik uzay
(xp)p=1, X de bir dizi ve x € X olsun. Eger her € > 0 sayis1 i¢in In, € N sayist her
n,m > n, iken d(x,, x,) < € olacak sekilde varsa (x,),=, dizisine X de bir Cauchy
dizisidir denir. Eger her € > 0 sayis1 i¢in 3n, € N sayist her n > n, iken d(x,, x) < ¢

olacak sekilde varsa (x,)y=, dizisi X uzaymnda x noktasina yakinsaktir denir ve

n—oo

x, — x ile gosterilir (bkz. Kreyszig, 1978).

Tanim 2.4 (Tam Metrik Uzay) Bir (X, d) metrik uzayindan alinan her Cauchy dizisi X
de yakinsak oluyorsa X uzayina tam metrik uzaydir denir (bkz. Kreyszig, 1978).

Tamim 2.5 (Banach Uzay1) Bir X normlu uzayi, normdan indirgenen metrik ile yani
d(x,y):=||x — y|| metrigine gére tam ise Banach uzayi olarak adlandirilir (bkz.

Kreyszig, 1978).

Tamm 2.6 (Lineer Doniisiim) X ve Y (ayni cisim iizerinde) vektor uzaylari olsunlar.

Bir §: X — Y doniisiimii her « € F ve her x,y € X i¢in
Sx+y)=8kx)+S(y) ve S(ax) = aS(x)

sartlarint sagliyorsa veya buna denk olarak her «, f € F ve her x,y € X i¢in
S(ax + By) = aS(x) + BS(y)

sartin1 sagliyorsa S ye (X den Y ye) lineer bir doniisiimdiir (veya lineer bir operatordiir)

denir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.7 (Smirh Lineer Doniisiim) X ve Y normlu uzaylar ve S: X — Y bir lineer

doniisiim olsun. Eger her x € X icin
ISCOIl < Kllx|l

olacak sekilde pozitif bir K skaleri varsa S lineer doniisiimii sinirlidir denir (bkz.

Megginson, 1998).



Ornek 2.1 (bkz. Mustafa, 2008) S: I, = o, doniisiimii her x = (x4, X3, ..., X, ... ) € Lo
icin

- X2 Xn
S(x) = (xl, S ,)

seklinde tanimlanmis olsun. S doniisiimiiniin lineer ve smnirli doniisiim oldugunu

gosterelim.

Coziim [, = {x = (xp)p=1 € F: suppenlxn| < o} seklinde oldugunu biliyoruz. Her

X,y €ly, veher o, € Figin

ax; + By, axy, + Byn )

S(ax + By) = (ax, + By1,

2 PR, n
ax; ax By. By
= (axl,T, ...,Tn, ) + (ﬁyl,T, ...,Tn, )

= aS(x) + BS()
oldugundan S doniisiimii lineer bir doniistimdiir. Ayn1 zamanda

Xn

ISCOIl = suppen || < supnenlxnl = IGe)n=1ll = llxlI

n
olup S doniistimii sinirhidir.

Asagidaki teorem lineer bir doniisiim i¢in siireklilik ve siirlilik kavramlarinin

birbirlerinin yerine kullanilabilecegini gosterir.

Teorem 2.1 X ve Y normlu uzaylar S: X — Y lineer bir doniisiim olsun. Bu taktirde S

stireklidir ancak ve ancak S smnirhidir (bkz. Megginson, 1998).

X ve Y normlu uzaylar olsunlar. X uzayindan Y uzayina tanimlanan biitiin lineer
doniistimlerin kiimesini £(X,Y) ile gosterelim. L(X,Y) kiimesi doniigiimlerin toplama

ve skalerle carpma islemleri altinda bir vektor uzayidir (bkz. Megginson, 1998).

B(X,Y) ile X uzayindan Y uzayima tanimlanan biitlin lineer sinirli doniistimlerin
kiimesini gosterelim. Kolayca goriilecegi iizere B(X,Y), L(X,Y) nin bir alt vektor

uzayidir (bkz. Megginson, 1998).



Teorem 2.2 (Operator Normu) X ve Y normlu uzaylar ve |.[:B(X,Y) — R
fonksiyonu
IS1l: = sup [[SCOI
XEByx
seklinde tanimli olsun. Bu taktirde ||. || fonksiyonu B(X,Y) uzay:i {izerinde bir norm

tanimlar. Bu sekilde tanimlanan norma S doniisiimiiniin normu (operatdr normu) denir

(bkz. Megginson, 1998).

Teorem 2.3 Eger X normlu bir uzay ve Y bir Banach uzay1 ise B(X,Y) uzay1 Teorem

2.2 de verilen norm ile bir Banach uzayidir (bkz. Megginson, 1998).

Ornek 2.2 Bostan farkli bir S kiimesi {izerinde taniml1 F —degerli smirli fonksiyonlarin
tamaminin uzay1 L, (S), ||x, |l = Supses|x, (s)| normuna gére bir Banach uzayidir. Bu
ornekte ozel olarak S =N aldigimizda [, = [, (N) smirli diziler uzaymin ayni

zamanda bir Banach uzay1 oldugunu goriiriiz (bkz. Soykan, 2012).

Tanim 2.8 (Rank, Cekirdek ve Sonlu Rankh Lineer Doniisiim) (bkz. Soykan, 2012)
X, Y vektor uzaylari ve S € L(X,Y) olsun.

a) Im S = S(X) uzay1 S doniistimiiniin goriintii kiimesidir, S doniigiimiiniin ranki ise
r(S):=dimS(X) sayisidir (Burada dimS(X), S(X) vektér uzaymm boyutunu
belirtmektedir).

b) S doniistimiiniin ¢ekirdegi kerS: = {x € X: S(x) = 0} seklinde tanimlanir ve kerS, X

uzayinin bir alt uzayidir. Bu uzay S doniisiimiiniin sifir uzay1 olarak da bilinir.

¢)7(S) sonlu ise S sonlu ranka sahiptir denir, yani, sonlu ranka sahip lineer bir
dontligiim, goriintii kiimesi sonlu boyutlu olan lineer bir déntisiimdiir. r(S) = oo ise S

sonsuz ranka sahiptir denir.

X ve Y normlu uzaylar olsunlar. X den Y ye tanimlanan biitiin lineer sonlu rankli
dontisiimlerin kiimesini F(X,Y) ile gosterelim. F(X,Y), L(X,Y) nin bir alt vektor
uzayidir (bkz. Megginson, 1998).



Tanim 2.9 (Dual Uzay) X, F cismi lizerinde bir normlu uzay olsun. B(X, [F) uzayina X
nin (topolojik) dual uzay:r denir ve X' ile gosterilir, X' nin elemanlarina ise lineer

fonksiyoneller ad1 verilir (bkz. Megginson, 1998).

Asagidaki sonu¢ Teorem 2.3 {in direkt bir sonucu olup normlu bir uzayin dual

uzayinin daima bir Banach uzayi oldugunu gosterir.

Sonug 2.1 Eger X normlu bir uzay ise X' dual uzay1 daima bir Banach uzayidir (bkz.

Megginson, 1998).

Ornek 2.3 ¢, uzaymin duali [;, 1 < p < o ve % +% = 1 olmak tizere 1, uzaymn duali

lq ve l; uzaymin duali [, dur (bkz. Megginson, 1998).

Tamm 2.10 (ikinci veya Bidual Uzay) Bir X normlu uzayi i¢in X"’ uzayma X in ikinci

duali (bidual) denir (bkz. Megginson, 1998).

Lemma 2.1 X, Y Banach uzaylar1 ve T: X - Y, k rankl lineer bir operatdér olsun.
Uq, Uy, ..., Uk, T nin gorlintiisii kiimesinin bir bazi ise, T operatori T = Zé‘zlx{ X u;
seklinde bir tek temsile sahiptir, burada xi,x3,..,x;, X' da lineer bagimsiz

fonksiyonellerdir (bkz. Soykan, 2012).

Teorem 2.4 (Bir Operatoriin Adjointi veya Duali) X ve Y normlu uzaylar ve S €

B(X,Y) olsun. Her y' € Y', x € X igin
(S'y',x) = (y',Sx)

olacak sekilde bir tek S’ € B(Y’,X") doniigiimii vardir. Buradaki S’ doniisiimiine S nin

adjointi veya duali denir (bkz. Megginson, 1998).

Teorem 2.5 X ve Y normlu uzaylar ve S € B(X,Y) olsun. Bu taktirde ||S|| = [|S’|| dir
(bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.11 (izomorfizm ve izometri) X ve Y normlu uzaylar ve S: X — Y lineer bir
doniisiim olsun. Eger S doniisiimii birebir siirekli ve S nin tersi S~ (S doniisiimiiniin
goriintii kiimesi {izerinde) siirekli ise S ye bir izomorfizm denir. S: X — Y lineer

doniisiimii her x € X icin



ISCOIl = llxll

esitligini saglarsa S ye izometrik izomorfizm veya lineer izometri denir. Eger X den Y
i¢gine bir izomorfizm varsa X uzay1 Y ye gdmilmiistiir, eger X den Y icine bir izometrik
izomorfizm varsa X uzay1 Y ye izometrik olarak gomiilmiistiir denir. X den Y ye oOrten
bir izomorfizm varsa X ve Y uzaylar1 izomorftur denir ve X = Y ile gosterilir. X den Y
ye Orten bir izometrik izomorfizm varsa da X ve Y uzaylar1 izometrik olarak izomorftur

denir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.12 (Kanonik Tasvir) Bir X normlu uzayi tizerinde Qyx: X - X"
< Qyx,x"' >=<x",x>, herx e Xvex' € X'

seklinde tanimlanan doniisiime kanonik tasvir (kanonik gémme) denir (bkz. Megginson,

1998).

Teorem 2.6 X normlu bir uzay olsun. Bu taktirde Qx:X — X"’ doniisiimii izometrik
izomorfizm olup bdylece X, X'’ nin bir alt uzayina izometrik olarak izomorfiktir (bkz.

Megginson, 1998).

Onerme 2.1 X ve Y normlu uzaylar ve S € B(X,Y) olsun. Qy ve Qy, sirasiyla X ve Y
uzaylari iizerindeki kanonik tasvirler olmak iizere T"'Qx(X) € Qy(Y) ve Q7 'T"Qx =T

dir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.13 (Refleksif Uzay) X normlu bir uzay olsun. Eger Qx(X) = X"’ ise, yani, Qy
orten ise X refleksifdir (yansimali) denir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.14 (Kompakt Operator) X ve Y Banach uzaylar1 ve S € L(X,Y) olsun. Eger
S, X in biitiin smirh alt kiimelerini Y nin relatif kompakt kiimelerine doniistiiriiyorsa,
yani, X nin her siirli B alt kiimesi i¢in S(B) € Y de kompakt ise, S lineer operatoriine

kompakttir denir (bkz. Megginson, 1998).

Asagidaki teorem kompaktligin denk tanimi olarak alinabilecek durumlar

gostermektedir.

Teorem 2.7 (bkz. Megginson, 1998) X ve Y Banach uzaylar1 ve S € L(X,Y) olsun. Bu
taktirde asagidakiler denktir.
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a) S operatorii kompakttir.

b) S(By), Y nin relatif kompakt alt kiimesidir, yani, S(By) < Y de kompakttir.

¢) X icindeki her smirlt (x;,,);=q, dizisi (ank):) L dizisi Y de yakinsak olacak sekilde

bir (x,,),_, alt dizisine sahiptir.

X ve Y normlu uzaylar olsunlar. X den Y ye tanimlanan biitlin lineer kompakt

doniistimlerin kiimesini K (X,Y) ile gosterecegiz.
Asagidaki teorem her lineer kompakt doniisiimiin siirli oldugunu gosterir.

Teorem 2.8 X ve Y Banach uzaylar1 ve S € X' (X,Y) ise S smirhidir (stireklidir).
Boylece K (X,Y) € B(X,Y) dir (bkz. Megginson, 1998).

Simdi kompakt doniisiimlerin bazi cebirsel 6zelliklerini verelim.

Teorem 2.9 (bkz. Megginson, 1998) X, Y ve Z Banach uzaylar1 olsunlar.

a) Eger S,TEK(X,Y)ve a,f € Fise aS+ ST € K(X,Y) dir. Bu nedenle X (X,Y),
B(X,Y) nin bir alt vektor uzayidir.

b) Se€B(X,Y) ve T € B(Y,Z) olsun. Eger S veya T doniisiimlerinden en az biri
kompakt ise TS € K (X, Z) dir.

Onerme 2.2 (bkz. Kreyszig, 1978) X ve Y normlu uzaylar S € L(X,Y) olsun.

a) Eger S smirl ve sonlu ranka sahip ise (yani, dimS(X) < oo ise) S kompakttir.

b) Eger X sonlu boyutlu ise (yani, dimX < oo ise) S kompakttir.

X ve Y Banach uzaylar i¢in yukarida verilen bilgiler vasitasiyla asagidaki

kapsam yazilabilir (bkz. Kreyszig, 1978 ve bkz. Megginson, 1998),
F(X,Y) c K(X,Y) € B(X,Y) c L(X,Y).

Ornek 2.4 X sonsuz boyutlu normlu bir uzay ise X iizerindeki birim déniisim Iy

kompakt degildir (bkz. Kreyszig, 1978).
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Asagidaki teorem kompakt doniisiimler uzayr K (X,Y) nin operator (doniisiim)

normu ile tam oldugunu gdstermektedir.

Teorem 2.10 X ve Y Banach uzaylar1 olsunlar. Bu taktirde X (X,Y) uzay1 B(X,Y) nin
kapali bir alt uzayidir. Dolayisiyla K(X,Y) uzayr operatér normu ile bir Banach
uzayidir (bkz. Megginson, 1998).

Ornek 2.5 (bkz. Kreyszig, 1978, s. 409) S: [, — [, doniisiimii x = (x,)%_; € I, i¢in

X2 X3 Xn
2’3"’

S(x) = (xl,
seklinde tanimlansin. S doniisiimiiniin lineer ve kompakt oldugunu gosterelim.

Coziim S donilisiimiiniin lineerligini gérmek kolay olup kompakt oldugunu gosterelim.
Her n € N igin
X2 X3 Xn

Sn:lz — lz, Sn(.X) = (xl,_

... 200, )

seklinde tanimlanmis olsun. Acik olarak her n € N i¢in S,, ler lineer ve sinirhidir. Ayrica
her n €N igin S,(l,) sonlu rankli oldugundan (S,,), kompakt doniigimlerin bir

dizisidir.

IS = S @I? = || 00,0222 Zez 5

"n+1 "n+2’°

1 o

2 1 2
< G Zrenn 4] < g Il

olup son esitsizligin ||x|| < 1 tizerinden supremumu alinirsa

1
S=5 <——
IS = Sull < ——
olacaktir. Boylece n — o igin S, 5 olup (S,), dizisi kompakt oldugundan S de

kompakttir.

Teorem 2.11 (Schauder Teoremi) Banach uzaylar arasinda tanimlanan smirl lineer
bir operatoriin kompakt olmasi icin gerek ve yeter sart operatoriin adjointinin kompakt

olmasidir (bkz. Megginson, 1998).



12

Tamm 2.15 (Konveks, Dengeli ve Mutlak Konveks Kiime) X bir vektor uzayi ve A4, X
in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. A = 0, u = 0 ve A + u = 1 iken, her x,y € A i¢in
Ax + uy € A oluyorsa A ya konveks kiimedir denir. Eger |1| < 1 iken, her x € A i¢in
Ax € A oluyorsa A ya dengeli kiimedir denir. Konveks ve dengeli bir kiimeye de mutlak

konveks kiime denir (bkz. Robertson, 1964).

Tanim 2.16 (Konveks Zarf) A bir X vektor uzayinin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
i Aixi: n€EN, x4, Xp, e, Xp €A, Ay, Ag, o, 4, 20,34 =1}

kiimesi A kiimesini iceren en kii¢clik konveks kiime olup bu kiime A nin konveks zarfi

olarak adlandirilir ve co(A) ile gosterilir (bkz. Robertson, 1964).

Tanim 2.17 (Mutlak Konveks Zarf) A bir X vektor uzaymin bostan farkl bir alt

kiimesi olsun.
D dixi:n €N, xq, Xy, ..., X, €A, Diq|A] < 13

kiimesi A kiimesini i¢eren en kii¢clik mutlak konveks kiime olup bu kiime A nin mutlak

konveks zarfi olarak adlandirilir ve abco(A) ile gosterilir (bkz. Robertson, 1964).

X vektor uzayr bir topolojiye sahip oldugunda abco(A) notasyonu ile A nin
kapal1 mutlak konveks zarfini, yani, A kiimesini iceren en kii¢iik kapali mutlak konveks

kiimeyi belirtecegiz.

Tamm 2.18 (Ayrilabilir Uzay) X normlu bir uzay olsun. Eger M = X olacak sekilde X
uzayinin sayilabilir bir M alt kiimesi varsa X ayrilabilir uzaydir denir (bkz. Kreyszig,

1978).

Ornek 2.6 R ve C ayrilabilirdir, 1 < p < o olmak iizere L, ve ¢y uzayr ayrilabilirdir

(bkz. Kreyszig, 1978 ve bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.19 (Schauder Tabani) (x,,),—~; bir X Banach uzayinda bir dizi olsun. Eger X
uzayindaki her x vektori igin x = Yo, @, X, olacak sekilde skalerlerin bir tek (a,)n=1
dizisi varsa (x,)y=q dizisine X uzayinin bir Schauder tabanidir denir (bkz. Megginson,

1998).
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Ornek 2.7 1 < p < oo olmak iizere Ly, ¢o ve ¢ uzaylar1 Schauder tabanina sahiptir (bkz.

Megginson, 1998 ve bkz. Soykan, 2012).

Onerme 2.3 Schauder bazina sahip her Banach uzayr sonsuz boyutludur ve

ayrilabilirdir (bkz. Megginson, 1998).

l uzay1r ayrilabilir olmadigindan (bkz. Megginson, 1998) yukarida Onerme

geregince L, uzayl Schauder tabanina sahip olamaz (bkz. Megginson, 1998).

Tamim 2.20 (Yonlii Kiime) (bkz. Megginson, 1998 ve bkz. Wilde, 2003) I bostan farkli
bir kiime olsun. Bu kiime {lizerinde < bagntis1 asagidaki oOzellikleri saglarsa <
bagmtisina I kiimesini yonlendiriyor, I kiimesine de < bagintisi ile yonlii kiime denir ve

(1, <) seklinde gosterilir.

a)Her A € [ i¢in, 4 < 4,
b) Her A4,1,,43 €I i¢in, ;4 < A, ve A, < A3 ise 44 < A3,

¢) Her 14,4, € [ igin en az bir A3 € [ vardir 6yleki 4; < A3 ve 1, < A3.

Ornek 2.8 < bagintis1 (dogal siralama) ile R reel sayilar kiimesi, Q rasyonel sayilar
kiimesi, Z tam sayilar kiimesi, N dogal sayilar kiimesi tam siralidir ve ayn1 zamanda

yonlenmis kiimelerdir (bkz. Wilde, 2003).

Tanim 2.21 (Ag) Herhangi bir X kiimesi ve bir (I,<) yoOnlenmis kiimesi verilsin.
f:1 — X fonksiyonu her A € I i¢in f(4) = x; ile tanimlansin. f fonksiyonuna ya da
{x;: A €1} alt kiimesine X kiimesi iginde bir ag denir ve (x3);; € X vya da

(x3) biciminde gosterilir (bkz. Wilde, 2003).

Ornek 2.9 X kiimesi iginde bir (x;) ag1 ve bir f:X — Y fonksiyonu verilsin. Bu

durumda (f(x; )) kiimesi de Y kiimesi iginde bir agdir (bkz. Megginson, 1998).

Tanmim 2.22 (Bolim Uzay1) M bir X vektér uzaymin alt uzayr olsun.
X/M :={[x] =x+ M:x € X} kimesi (x € X in denklik smiflarinin kiimesi) her

x,y € Xvea € Figin

x+M)+@+M)=@x+y)+Mvealx+ M) =(ax) + M
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seklinde tanimlanan islemlerle bir vektor uzayi olup X/M uzayina M alt uzayimna gore X

in boliim uzay1 denir (bkz. Megginson, 1998).
Teorem 2.12 M bir X normlu uzayinin kapali alt uzayi ise X /M boliim uzay1

||x + M||: = inf ||x + m||
meM
seklinde tanimlanan fonksiyon ile bir normlu uzaydir (bkz. Megginson, 1998).

Teorem 2.13 X normlu bir uzay ve M, X in kapal1 bir alt uzay1 olsun. Bu taktirde her

x € X i¢in ||x + M|| < ||x]|| dir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.23 (Boliim Doniisiimii) X normlu bir uzay ve M, X in kapali bir alt uzay

olsun. ¢: X — X/M
p(x)=[x]=x+M,herx € X

seklinde tanimlanan (6rten) doniisiime boliim doniisiimii denir (bkz. Megginson, 1998).

Tanim 2.24 (Topolojik Vektor Uzayi) (bkz. Wilde, 2003) X, F cismi iizerinde bir

vektor uzay1 ve T da X tlizerinde bir topoloji olsun.

a) X X X lizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi olmak lizere X X X — X, (x,y) — x +

y ve,

b) F tizerindeki topoloji alisilmis topoloji ve [F X X iizerindeki topoloji ¢arpim topolojisi

olmak tizere F X X — X, (t,x) — tx

seklinde tanimlanan fonksiyonlar siirekli ise T ya X iizerinde vektor topolojisi, (X, 1)

ikilisine de topolojik vektor uzay: denir.

Tamm 2.25 (Lokal Konveks Topolojik Vektor Uzayi) Bir topolojik vektor uzayinda
0’1n konveks kiimelerden olusan bir komsuluk tabani varsa topolojik vektér uzayina

lokal konveks topolojik vektdr uzayidir denir (bkz. Wilde, 2003).

Teorem 2.14 (Yari-Normlar Ailesi ile Uretilen Topoloji) X bir vektor uzayi, P =
{p,: @ € 1}, X uzay1 lizerinde yari-normlardan olusan bir aile olsun. x, € X, r > 0 ve

D1, P2, ---» Pn, P deki yari-normlarin sonlu bir koleksiyonu olmak iizere



15
V(xg, 01,02 0, Pr;7) ={Ix EXipi(x — xp) <71,1 < i <n}

seklinde tamimlansmn. Her x € X i¢in N,, V(x,p1, 02 ., Pn;7) MEN, >0 ve

P1, P2, -, Pn € P) formundaki X in biitiin alt kiimelerinin koleksiyonunu belirtsin.

T :={G c X: Vx € G i¢inx € U C G olacak sekilde U € N,, vardir}U{@}

olmak tizere 7', X uzay1 lizerinde vektor topolojisidir, yani (X,7") bir topolojik vektor

uzayidir, ayrica her p € P stireklidir (bkz. Wilde, 2003).

Tanmm 2.26 Yukaridaki formda verilen X vektor uzay1 iizerindeki 7" topolojisine P yar1

normlar ailesi ile tiretilen topoloji denir (bkz. Wilde, 2003).

Yar1 normlar ailesi ile iiretilen bir topolojik vektér uzayr daima yerel konveks

topolojik vektor uzayidir (bkz. Wilde, 2003).

Tanim 2.27 (Kompakt Kiimeler Uzerinde Diizgiin Yakinsayan Topoloji) (bkz. Choi
ve Kim, 2008, s. 1691-1692) X ve Y Banach uzaylari olsunlar. X in kompakt bir K alt
kiimesi e > 0ve T € B(X,Y) i¢in

N(T;K, ) = {R € B(X,Y): supl||Rx — Tx|| < e}

X€EK

seklinde tanimlansin. Bu sekildeki tim N (T; K, &) kimelerinin koleksiyonu B(X,Y)
uzay1 lizerinde bir topolojik alt baz olusturur. 7. bu alt bazla iiretilen topoloji olsun. Bu
topoloji B(X,Y) uzay1 lizerinde X in kompakt kiimeleri {izerinde diizgiin yakinsayan

topoloji olarak adlandirilir. Belirtelim ki 7. topolojisi lokal konveks topolojidir.

Aslinda bu topoloji Pg(T) = sup,exlIT(x)|| seklindeki yari-normlar ailesi
tarafindan iiretilen topolojidir. Burada K, X in kompakt kiimeleri tizerinden alinir (bkz.

Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Onerme 1.e.3 ve bkz. Ryan, 2002, 5.75).

Tanim 2.27 den B(X,Y) deki bir (T,), ag1 ve bir T doniisiimii igin

T, —°,T ancak ve ancak X nin her bir K kompakt alt kiimesi i¢in

sup,ex|lTox — Tx|| — 0 dir (bkz. Choi ve Kim, 2008, 1691).



16

Tanim 2.27 deki kompakt K kiimeleri, p —kompakt kiimeler ile degistirilirse
p —kompakt kiimeler lizerinde diizgiin yakinsayan t,, topolojisinin tanimi elde edilir

(Sinha ve Karn, 2002, bkz. Choi ve Kim, 2010).

AcCB(X,Y) ve TEB(X,Y) igin T €A " dir ancak ve ancak X in her
p —kompakt K alt kiimesi ve her € >0 sayisi i¢cin bir § € A vardir Oyle ki
Sup,ekllSx — Tx|| < & dur (bkz. Choi ve Kim, 2010). Boylece kompakt kiimeler
lizerinde diizgiin yakinsayan 7. topolojisi, her 1 < p < o igin 7, topolojisinden daha
gligliidiir. Ayrica 1 < p < g < o i¢in 7, topolojisi de 7, topolojisinden daha giigliidiir
(Sinha ve Karn, 2002 ve bkz. Choi ve Kim, 2010).

Tamim 2.28 (Cauchy Ag1 ve Tamhk) (x;);¢;, bir X topolojik vektor uzayinda bir ag
olsun. Eger 0 vektoriiniin her U agik komsulugu igin Ay < A ve Ay < B iken x; — x5 €
U olacak sekilde bir A € I varsa (x3),¢; ag1 X de bir Cauchy agidir denir. Eger her
Cauchy ag1 X de yakinsak ise X uzayina tam uzaydir denir (bkz. Megginson, 1998, s.
170).

X bir Banach uzay1 olsun. cy(X) ile X Banach uzaymnda sifira yakinsayan
dizilerin uzaymi, 1 <p < oo olmak iizere [,(X) ile X uzaymda p —toplanabilen
dizilerin uzaymi, [l,(X) ile X uzayindaki smurl dizilerin uzayini gosterecegiz.

Belirtelim ki ||(xp)nlleo: = suppen|lxnll fonksiyonu cy(X) ve l,(X) uzaylar iizerinde

1
bir norm belirtir. || (x)nllp: = Qn=1llx ) /o fonksiyonu ise [, (X) uzay iizerinde bir

norm belirtir ve bu uzaylar iizerlerindeki bu normlar ile birlikte birer Banach uzaylaridir

(bkz. Sinha ve Karn, 2002).

1 <p < o olsun. p* notasyonu calisma boyunca p nin konjugesini yani,
1

+ *
D

= 1 esitligini saglayan p* sayisini gosterecektir.

T |-

Grothendieck 1955 de Banach uzaymnin kompakt bir alt kiimesini sifira

yakinsayan diziler vasitasiyla asagidaki sekilde karakterize etmistir.

Teorem 2.15 (Grothendieck’in Karakterizasyonu) X bir Banach uzay1 ve K, X in bir

alt kiimesi olsun. K nin relatif kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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K  {Xno1@n ¥ : (@n)yg € By} = abco{(xn)r=1}
olacak sekilde bir (x,)y=1 € co(X) dizisinin mevcut olmasidir (Grothendieck, 1955).

1980 lerde relatif kompakthigin kuvvetli bir versiyonu verilmistir. Relatif
kompaktligin taniminda c,(X) uzay, sabit bir p > 1 igin, [,,(X) uzayi ile degistirilirse
relatif kompaktligin kuvvetli bir formu elde edilir (Reinov, 1984 ve Bourgain ve Reinov
1985). Relatif kompaktligin bu formu Reinov (1984), Bourgain ve Reinov (1985)
tarafindan s < 1 mertebeli yaklasim 6zelliklerinin ¢alisilmasinda kullanilmistir. Relatif
kompaktligin bu formu relatif Grothendieck—p —kompakt kiime (kisaca, G —

p —kompakt) olarak adlandirilacaktir. Simdi bu tanimi1 verelim.

Tamm 2.29 (Relatif ¢ — p —Kompakt Kiime) 1 <p < oo ve K bir X Banach

uzayinin alt kiimesi olsun. Eger
K c {21?:1 Up Xp (an)?f;l € Bll}

olacak sekilde bir (xp)p-q1 € L,(X) (eger p = oo ise (xp)y=1 € ¢o(X) olarak alinr)
dizisi varsa K ya relatif Grothendieck p —kompakt (kisaca, G — p —kompakt) kiime
denir (bkz. Kim, 2013).

Ozel olarak, eger K kiimesi norm topolojiye gore kapali ise, relatif G —
p —kompakt bir kiime, G — p —kompakt kiime olarak adlandirilacaktir. Kompakt bir
kiime kesinlikle G — oo —kompakttir ve 1 < p < g < o0 i¢in G — p —kompakt kiime
G — q —kompakt kiimedir (bkz. Kim, 2013).

2002 de Sinha ve Karn kompakt kiimenin daha giiglii bir versiyonu (G —
p —kompakt kiimenin ise daha zayif bir versiyonu) olarak p —kompakt kiime kavramini

tanimlamisglardir.

Tanim 2.30 (Relatif p —Kompakt Kiime) 1 < p < oo olmak {izere X bir Banach uzay1

ve K, X in bir alt kiimesi olsun. Eger

K p — con{(x)iy} = (S5 a2 ()i € By}
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olacak sekilde bir (x,)p-1 € 1,(X) (egerp = o ise (x,)p-1 € ¢o(X) olarak alinir)
dizisi varsa K ya X in relatif p —kompakt alt kiimesidir denir (Sinha ve Karn, 2002).
Burada p—con{(x )1}, (xp)m=y dizisinin p —konveks zarfi  olarak

adlandirilmaktadir.

1 < p < o ve X bir Banach uzay! olmak iizere bir (x,)y~; € [,(X) dizisinin

p — con{(x,)n=1} zarfi; kapali ve konveks bir kiimedir (bkz. Choi ve Kim, 2010).

G — oo —kompakt bir kiime kesinlikle co —kompakt kiimedir ve 1 < p < o i¢in
her G —p —kompakt kiime p —kompakt kiimedir (bkz. Kim, 2013). oo —kompakt
kiimeler kesinlikle kompakt kiimelerdir ve 1 < p < g < o i¢in p —kompakt kiimeler
q —kompakt kiimelerdir, g —kompakt bir kiimenin ise p —kompakt bir kiime olmasi

gerekmez (Sinha ve Karn, 2002).

Her relatif kompakt kiimenin relatif p —kompakt kiime olmadig1 Aron ve ark.

(2010) tarafindan asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Ornek 2.10 1 < p < o ve (ay)p=q € co\lp olsun. T: [, - L, dSniisiimii
T((cpdn=1) = (@nxp)n=1

seklinde tanimlanmis olsun. Bu taktirde

K :={T(e,):n € N} = {a,e,: n € N}

kiimesi [, nin relatif p —kompakt olmayan, relatif kompakt bir alt kiimesidir (Aron ve

ark., 2010).

Pineiro ve Delgado (2011, Onerme 3.5) de 2 < p < q olmak iizere her relatif
q —kompakt kiimenin relatif p —kompakt kiime oldugu sonsuz boyutlu hi¢bir Banach

uzayinin mevcut olmadigini gostermislerdir.

2012 de Ain ve ark. yukarida bahsedilen kompakt kiimeler arasinda kalan

(p, r) —kompakt kiime kavramini tanimlamiglardir. Simdi bu kavrami verelim.

Tamim 2.31 (Relatif (p,r) —Kompakt Kiime) 1 < p < o ve 1 < r < p” olmak iizere

X bir Banach uzay1 ve K, X in bir alt kiimesi olsun. Eger
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K c (p,7) — con{(xp)p=1} = {Zye1 an X ¢ (@n)iey € By}

(r=o00 ise (ap)p=1 € B;,) olacak sekilde bir (x,)p=; € [,(X) (egerp =
o ise (X )=y € co(X) olarak alinir) dizisi varsa K ya X in relatif (p,r) —kompakt alt
kiimesidir denir (Ain ve ark., 2012). Burada (p,r) — con{(x,)n=1}, (xp)n=y dizisinin

(p,r) —konveks zarfi olarak adlandirilmaktadir.

1<p<oovel<r<p"veX bir Banach uzay1 olmak iizere bir (x;)n=; €
L,(X) dizisinin (p,r) — con{(x,);-1} zarfi; relatif (p,r) —kompakt, kapali ve mutlak

konveks bir kiimedir (bkz. Ain ve Oja, 2012, Teorem 3’{in ispat1).

(p, 1) —kompaktlik kavrami G — p —kompakthik kavrami ile,
(p, p*) —kompaktlik kavrami p —kompaktlik kavramu ile, relatif (oo, 1) —kompaktlik
kavrami Grothendieck’in kriterine gore kompaktlik kavrami ile ¢akisir (Ain ve ark.,

2012).

Yukarida verilen bilgilere gore; normlu bir uzayimn kapali bir K alt kiimesi
G — p —kompakt = (p, r) —kompakt = p —kompakt = kompakt

olacaktir.

Tamm 2.32 (p —Kompakt Operator) 1 <p < oo, X ve Y Banach uzaylann T €
B(X,Y) olsun. Eger T(Byx), Y nin relatif p —kompakt bir alt kiimesi ise T ye
p —kompakt operatordiir denir (Sinha ve Karn, 2002).

Tamim 2.33 ((p,r) —Kompakt Operator) 1 <p <o, 1 <r <p*, X ve Y Banach
uzaylari ve T € B(X,Y) olsun. Eger T(By), Y nin relatif (p, r) —kompakt bir alt kiimesi
ise T ye (p, r) —kompakt operatordiir denir (Ain ve ark., 2012).

Relatif p —kompakt (veya (p,r) —kompakt) ve kapali bir kiime p —kompakt
(veya (p,r) —kompakt) kiime olarak adlandirilacaktir.

X ve Y Banach uzaylar olsunlar. X uzaymdan Y uzayma tanimlanan biitiin
p —kompakt ve (p,r)—kompakt doniigiimlerin kiimesini sirasiyla, F,(X,Y) ve
Kpr(X,Y) ile gosterelim. Bu kiimelerin her ikisi de K (X,Y) uzaymmn alt vektor
uzaylaridir (Sinha ve Karn, 2002, Ain ve ark., 2012).
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Onerme241<p<qg<ow, 1<r<p*vel<s<q" olmakiizere s < rve

1 1 1 1
q s p r

iken her (p,r) —kompakt operatdr aynt zamanda (g, s) —kompakt operatordiir (Ain ve

ark., 2012, Sonug 3.3).

Tamm 2.34 1 < p < oo olsun. Bir X Banach uzayinda zayif p —toplanabilen dizilerin
uzay1 Ly (X)

1Y (X) = {(xp)n © X:herx" € X" igin Y77, [x"(x,)|P < o0}

seklinde tammlanir. [y (X) uzay1

1CGednlly = supyrep , Cnzslx’ ) IP)P = sup 12721 anxpll
QEBy
§7)

normu ile bir Banach uzayidir (bkz. Ryan, 2002, s. 134 ve bkz. Diestel ve ark., 2008, s.
16).

Tamm 235 I (X) = {(t)n © B CO: 1000, ) Xy, X, -l —— 0} uzayn
1y (X) in bir (kapali) alt uzay: olup bu uzay ||, || normu ile bir Banach uzayidir (Fourie

ve Swart, 1979, bkz. Choi ve Kim, 2010, bkz. Ain ve Oja, 2015).

Tamm 2.36 (Tensor Carpimi) (bkz. Ryan, 2002) X ve Y vektor uzaylarinin tensor
carpimi X @ Y, bilineer doniisimlerin uzayr B(X X Y) wuzayr iizerindeki lineer

fonksiyonellerin bir alt uzay1 olarak asagidaki sekilde tanimlanir.

x € X, y €Y i¢cin x Q y notasyonu ile B(X X Y) {izerinde tanimlanan bir fonksiyoneli

belirtecegiz. Diger bir deyisle, her A € B(X X Y) igin

(x ®y)(A) =(4,xy)=AxY)

dir. X ® Y tensor carpimi bu sekildeki elemanlarla iiretilen B(X x Y)# cebirsel

dualinin bir alt uzayidir.

X @ Y vektor uzay lizerinde  fonksiyonu

m(u) = inf{X llxl lyll: w = Xz, % @ yi}
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seklinde tanimlanan bir fonksiyon olmak iizere asagidaki 6nerme gergeklenir.

Onerme 2.5 X ve Y Banach uzaylari olsun. Bu taktirde m, X @ Y tizerinde bir normdur

veherx € X,y € Yicinm(x ® y) = ||x|||lyl| dir (bkz. Ryan, 2002, Onerme 2.1).

X ® Y uzayr lizerinde yukaridaki sekilde tanimlanan 7 fonksiyonu projektif
norm olarak adlandirilmaktadir (bkz. Ryan, 2002).

Projektif norma sahip X ® Y uzay1 X @, Y ile gosterilecektir. X ve Y Banach
uzaylar1 sonlu boyutlu olmadik¢a X ®, Y uzayr tam degildir. X®,Y ile bu uzayn
tamlamasin1 gosterecegiz (bkz. Ryan, 2002, s. 17).

X®,,Y uzayi iizerindeki projektif norm

m(w) = nf{Z llxll yall: X2y x|l lyill < oo, u =352 % @ yi}

seklindedir (bkz. Ryan, 2002, s. 21).

Tamm 2.37 (Injektif Norm) X ve Y Banach uzaylart ve u € X ® Y olsun. u nun

injektif normu &(u) notasyonu ile gosterilmek iizere

e(u) = sup{|Xiz; @ (x)Y)l: @ € Bxr, Y € By}

seklindedir. Burada Y/~ ; x; ® y;, u nun herhangi bir temsilidir (bkz. Ryan, 2002, s.45).

Injektif norma sahip X ® Y uzay1 X &, Y notasyonu ile bu uzayin tamlamas: ise

X®.Y notasyonu ile gosterilecektir.

Onerme 2.6 1 < p < o ve X bir Banach uzay1 olsun. Bu taktirde Zg’ (X) ve lp®gX

uzaylari izometrik olarak izomorftur, yani lV;’," (X) = 1,®.X dir (bkz. Diestel ve ark.,

2008, Sonug 1.1.12).

Teorem 2.16 1 < p < oo ve X bir Banach uzay1 olsun. Bu taktirde lp@)nX cl,(X) c
lp®sX dir (bkz. Diestel ve ark., 2008, Teorem1.1.20).
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Teorem 2.17 1 <p <o ve X bir Banach uzayr olsun. Bu taktirde (lp®gX)’ ve
l,,*@,TX uzaylar1 izometrik olarak izomorftur, yani (lp®gX )' = lp*®nX dir (bkz. Ryan,
2002, Teorem 5.33).

Tamm 2.38 (Operator ideal) (bkz. Pietsch, 2007, 2.6.6.1) Banach uzaylar1 arasinda
tanimlanan biitlin sinirl lineer operatorlerin sinifi £ ve U, £ nin bir alt sinifi olsun. Eger

U smif1 asagidaki sartlar sagliyorsa bir operator idealdir denir.

a) Her X ve Y Banach uzayr i¢in U(X,Y) =UN L(X,Y) simifit L(X,Y) nin bir alt
uzayidir.

b) U sinif1 biitiin bir rankl1 operatorleri igerir.

¢) X,Y,Z ve W Banach uzaylar1 olmak iizere A € L(X,Y), T e U(Y,Z), B€ L(Z, W)
iken BTA € U(X, W) dir.

Ornek 2.11 Keyfi Banach uzaylari arasinda tanimlanan; biitin sonlu rankl
operatorlerin sinifi F, yaklasilabilir operatorlerin sinifi F, kompakt operatdrlerin sinifi
XK (bkz. Pietsch, 2007, 2.6.6.2), p —kompakt operatorlerin sinifi ¥, (Sinha ve Karn,
2002, Teorem 4.2), (p,r) —kompakt operatorlerin siifi K, (Ain ve ark. 2012,

Onerme 2.1) operator ideallerine birer drnektirler.

Tamm 2.39 (A —Kompakt Kiime ve A —Kompakt Operator) (bkz. Delgado ve
Pineiro, 2013) A bir operator ideal, X bir Banach uzay1 ve A4, X in bir alt kiimesi olsun.
Eger bir Z Banach uzayi, bir T € A(Z, X) operatorii ve Z nin kompakt bir K alt kiimesi
A c T(K) olacak sekilde varsa A ya A-kompakt kiimedir denir. X ve Y Banach uzaylari
olmak tizere bir T € B(X,Y) operatorii i¢in T(By), Y de A —kompakt ise T ye

A —kompakt operatordiir denir.

Ornek 2.12 Kompakt kiimeler £ veya K —kompakt kiimelerdir ve p —kompakt
kiimeler K, —kompakt kiimelerdir (bkz. Lassalle ve Turco, 2013, s. 2455).

Ornek 2.13 1<p <o ve 1 <r <p* olsun. Relatif (p,r) —kompakt kiimeler ile

K p,r) —kompakt kiimeler aynidir (Ain ve Oja, 2015, Onerme 2.4).
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3. YAKLASIM OZELLIKLERININ BAZI VERSIYONLARI VE BU
VERSIYONLARIN BAZI SONUCLARI

Bu boéliimde ilk olarak yaklasim o&zelliklerinin literatiirde mevcut olan bazi
versiyonlar1 verilerek aralarindaki iliskiler belirtilecektir. Daha sonra p —kompakt

kiimeler iizerine dayanan ve literatiirde mevcut olan bazi sonuglar verilecektir.
3.1. Baz1 Yaklasim Ozellikleri ve Aralarindaki Iliskiler

Yaklasim 6zelligi kavrami Banach uzaylari teorisinin 6nemli kavramlarindan
biri olup, sistematik olarak ilk defa Grothendieck (1955) tarafindan asagidaki sekilde

tanimlanmustir.

Tamim 3.1.1 (Yaklasim Ozelligi) X bir Banach uzay: olsun. Eger X in her K kompakt

alt kiimesi ve her € > 0 sayist i¢in

|ITx — x|| < &, herx € K

olacak sekilde X uzayindan X uzayina lineer sonlu rankli bir T operatorii varsa X uzayi
yaklasim ozelligine (kisaca, ap) sahiptir denir. Diger bir deyisle, X uzay1 {izerindeki
birim operatére sonlu rankli operatorler ile kompakt kiimeler iizerinden
yaklasilabiliyorsa X yaklasim 0Ozelligine sahiptir denir (Grothendieck, 1955, bkz.

Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977).

Kisaca X, ap—ye sahiptir & Iy € F(X, X )TC dir (Grothendieck, 1955).

Ornek 3.1.1 ¢, ve l, (1 <p < o) uzaylar1 ap—ye sahiptir. Hilbert uzaylar1 ap—ye
sahiptir (bkz. Ryan, 2002, s. 73).

Ornek 3.1.2 B(l,, ;) uzay: yaklasim 6zelligine sahip degildir (Szankowski, 1981, bkz.
Ryan, 2002, s.74).

Ornek 3.1.3 Schauder tabanina sahip her Banach uzayr ap—ye sahiptir (bkz.
Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977 ve bkz. Megginson, 1998). Boylece ap—ye sahip

olmayan bir Banach uzay1 Schauder tabanina sahip olamaz.
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Asagidaki teoremler yaklasim Ozelliginin  6nemli karakterizasyonlarin

vermektedir.

Teorem 3.1.1 X bir Banach uzay1 olsun. X ap—ye sahiptir ancak ve ancak her Y

Banach uzayi i¢in F (Y, X) = K (Y, X) dir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Teorem
1.e.4 ve bkz. Casazza, 2001, Teorem 2.5).

Teorem 3.1.2 (Kim, 2008 ve Choi ve ark., 2009) X bir Banach uzayi olsun. Bu taktirde
asagidakiler denktir.

a) X, ap—ye sahiptir.
b) Her Y Banach uzay1 i¢in X' (Y, X) c F(Y, X )TC dir.
¢) Her Y Banach uzay1 i¢in X (X,Y) c F(X, Y)TC dir.

Tamm 3.1.2 (G — p —Yaklasim Ozelligi) X bir Banach uzayr ve 1 < p < oo olsun.
Eger X in her G — p —kompakt K alt kiimesi ve her € > 0 sayis1 i¢in

|Tx — x|| < &, her x € K

olacak sekilde X uzayindan X uzayina lineer sonlu rankli bir T operatorii varsa X uzayi

G — p —yaklasim o6zelligine (kisaca, G — p —ap) sahiptir denir (Kim, 2013).

T
Kisaca X, G —p —ap ye sahiptir & Iy € F(X,X) ° dir (Burada 74,,X in

G — p —kompakt kiimeleri iizerinde diizgiin yakinsayan topolojidir.) (Kim, 2013).

p —kompakt kiime kavrami p —yaklagim 6zelligi kavramini ortaya ¢ikarmigtir.
Sinha ve Karn (2002) bir Banach uzaymin p —yaklasim 06zelligini asagidaki sekilde

tanimlamiglardir.

Tanim 3.1.3 (p-Yaklasim Ozelligi) X bir Banach uzayi ve 1 < p < oo olsun. Eger X in
her p —kompakt K alt kiimesi ve her € > 0 sayisi1 i¢in

|ITx — x|| < &, herx € K

olacak sekilde X uzayindan X uzayina lineer sonlu rankli bir T operatorii varsa X,

p —yaklasim 6zelligine (kisaca, p —ap) sahiptir denir. Diger bir deyisle X {izerindeki
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birim operatére sonlu rankli operatorler ile p —kompakt kiimeler iizerinden

yaklasilabiliyorsa X, p —yaklasim 6zelligine sahiptir denir (Sinha ve Karn, 2002).

Tp

Kisaca X, p —ap ye sahiptir & Iy € F(X,X)  dir (Burada 7, X in

p —kompakt kiimeleri iizerinde diizgilin yakinsayan topolojidir.) (Sinha ve Karn, 2002).

1 < p < q < o0 olmak iizere q —ap ye sahip bir Banach uzay1 p —ap ye sahiptir
(bkz. Choi ve Kim, 2010).

Teorem 3.1.3 Her Banach uzay1 2 —ap ye sahiptir. Boylece 1 < p < 2 olan p ler i¢in
her Banach uzay1 p —ap ye sahiptir (Sinha ve Karn, 2002).

Teorem 3.1.4 p > 2 i¢in p —ap ye sahip olmayan Banach uzay1 vardir (Sinha ve Karn,

2002).

Bir X Banach uzayimin ap—o6zelligi G — oo —ap ve oo —ap ile aynidir (bkz. Kim,
2013). 1 < p < o igin her G — p —kompakt kiime daima p —kompakt kiime (Kim,
2013) ve her p —kompakt kiime de daima kompakt kiime oldugundan (Sinha ve Karn,
2002), yaklagim 6zelligi p —yaklasim 6zelligini (Sinha ve Karn, 2002), p —yaklasim
ozelligi de G — p —yaklasim 6zelligini gerektirir (Kim, 2013). Yani,

ap=>p—ap = G—p—ap

dir (Sinha ve Karn, 2002, Kim, 2013).

Simdi p —ap ve G — p —ap arasinda kalan (p,r) —yaklasim 6zelligi kavramini

verelim.

Tamim 3.1.4 ((p, ) —Yaklasim Ozelligi) X bir Banach uzayl, 1 <p<ove 1 <r <
p” olsun. Eger X in her (p,r) —kompakt K alt kiimesi ve her € > 0 say1s1 i¢in

|ITx — x|| < &, herx € K

olacak sekilde X uzayindan X uzayina lineer sonlu rankli bir T operatorii varsa X,
(p, r) —yaklasim ozelligine (kisaca, (p,r) —ap) sahiptir denir. Diger bir deyisle birim

operatére sonlu rankli operatorler ile (p,r) —kompakt kiimeler iizerinden
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yaklagilabiliyorsa X, (p,r) —yaklasim Ozelligine sahiptir denir (bkz. Delgado ve
Pineiro, 2013, Onerme 2.14, bkz. Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012).

T

Kisaca X, (p,r) —ap ye sahiptir & Iy € F(X,X) dir (Burada 7(,,y, X in

(p, r) —kompakt kiimeleri tizerinde diizgiin yakinsayan topolojidir.) (bkz. Delgado ve
Pineiro, 2013, Onerme 2.14, bkz. Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012).

1<p<oovel<r<p”igin her (p,r) —kompakt kiime daima p —kompakt

kiime oldugundan p —yaklagim 6zelligi, (p, r) —yaklagim 6zelligini gerektirir. O halde
ap =>p—ap = @r)-ap= G-p—ap (D
elde edilir (Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012 ve Kim, 2013)

Onerme 3.1.1 2 <p < o ve 2p/(p — 2) < q < o olsun. lg nun G — p —ap Ozelligine

sahip olmayan bir Banach alt uzay1 vardir (Kim, 2013, Sonug 2.4).

Yukaridaki énerme ve (1) geregince (p,r) —ap ye sahip olmayan bir Banach

uzayinin var oldugunu sdyleyebiliriz.
3.2. p —Kompakt Kiimeler i¢in Literatiirdeki Baz1 Sonuclar

Bu kisimda p —kompakt kiimeler iizerine dayanan ve literatiirde mecvut olan
bazi sonuglar1 verecegiz.

Delgado ve ark. (2009, Teorem 2.1), bir Banach uzaymin p —yaklagim
ozelliginin, p —kompakt ve sonlu rankli doniisiimler arasindaki iliskiyi veren
karakterizasyonlarin1 asagidaki sonugta elde etmislerdir. Belirtelim ki bu sonu¢ Teorem

3.1.1 ve Teorem 3.1.2 nin p —ap i¢in bir versiyonudur.

Teorem 3.2.1 (Delgado ve ark., 2009, Teorem 2.1) X bir Banach uzay1 ve 1 <p <

oo olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.
a) X, p —ap ye sahiptir.
b) Her Y Banach uzayi i¢in 3, (Y, X) < F(Y, X) dir.

¢) Her Y Banach uzayi i¢in X, (Y, X) € F(Y, X )TC dir.
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Asagidaki lemma literatlirde iyi bilinen bir lemma olup bu lemmay: ispatini

yapmaksizin verecegiz.

Lemma 3.2.1 1<p <o ve (x,)5-1 € [,(X) olsun. Bu taktirde (x—”) € [,(X)

In/p=1
olacak sekilde ¢, uzayinda azalan pozitif bir (a,)n=; dizisi vardir (bkz. Choi ve Kim,

2010, s. 2446).

Choi ve Kim (2008, Teorem 3.10 (a)) (B(X,Y),7.) uzaymnin tam oldugunu
gostermiglerdir. Asagidaki sonugta da 1 <p < o i¢in (B(X,Y),7,) uzaymin tam

oldugunu gostermislerdir.

Onerme 3.2.1 1 < p < o olsun. Bu taktirde (B(X, Y),1,) uzayr tamdir (Choi ve Kim,
2010, Onerme 2.2).

Choi ve Kim (2010) asagidaki lemmay1 kullanarak (B(X,Y),t,)" deki bir

fonksiyonelin temsilini elde etmislerdir.

Lemma 3.2.2 1 < p < o olsun. lv;’,"(X)’ uzay1

P((e)iey) = T2, Yooy M) (x)

temsiline sahip tiim lineer sinirli ¢ fonksiyonellerinden olusur. Burada (x]f) € X' ve

0o
j=1

her j €N icin z; = ()% € e, T24|l7

! - .« . .
o xj” < oo sartin1 saglayan dizilerdir.

(Choi ve Kim, 2010, Lemma 2.4).

Simdi (B(X,Y),1,)" dual uzayndaki bir fonksiyonelin temsilini gosteren Choi

ve Kim (2010) tarafindan verilen asagidaki 6nemli teoremi verelim.

Teorem 3.2.2 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5) 1 < p < oo olmak iizere (B(X,Y), 1)’

uzayi

F(T) =32, 58, Ayl (Txy)
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temsiline sahip tim lineer simirli f fonksiyonellerinden olusur. Burada (x,)n-; €

Lp,(X), her j € N igin 7; = (471 € Ly ve (¥]),_ €Y' olan ve T2z

co
j=

il <

oo sartini saglayan dizilerdir.

 —
Lemma 3.2.3 Her X Banach uzay: i¢in F(X',X") c F'(X,X) , burada F'(X,X) =
{T':T € F(X,X)} dir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Lemma 1.e.17 ve bkz. Choi
ve Kim, 2010, Lemma 2.6).

Yukaridaki lemmanin bir sonucu olarak, X' nin p —ap ye sahip olmasi igin gerek

ve yeter sart [, € F'(X, X) ? olmasidir (Choi ve Kim, 2010, s. 2443).

Choi ve Kim (2010, Teorem 2.7) Teorem 3.2.2 ve Lemma 3.2.3 vasitasiyla
2 < p < oo olmak tizere X' dual uzay1 p —ap ye sahip iken X in de p —ap ye sahip
oldugunu gostermislerdir. Yani, p —ap i¢in dualite probleminin pozitif ¢oziimiinii elde

etmislerdir. Simdi bu teoremi verelim.

Teorem 3.2.3 2 < p < o olsun. Eger X' uzay1 p —ap ye sahipse o zaman X de p —ap
ye sahiptir (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.7).

Asagidaki sonug p —ap nin 6nemli karakterizasyonlarini vermektedir.

Teorem 3.2.4 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1) 2 < p < o ve X bir Banach uzayi
olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

_
a) Her Y Banach uzayi i¢in X (X,Y) € F(X,Y) P dir.

R
b) Her ayrilabilir refleksif Y Banach uzayi i¢in X (X,Y) € F(X,Y) ? dir.

¢) Her Y Banach uzayive T € X (X,Y) i¢in T € {TS: S € F(X, X)}Tp dir.

d) Her aynlabilir refleksif Y Banach uzay1 ve TeX(X,Y) igin

T e(TS:SeFX,X)} " dir.

e) X, p —ap ye sahiptir.
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Tanmmm 3.2.1 X ve Y normlu uzaylar ve T € B(X,Y) olsun. Eger T = S o R olacak
sekilde bir Z normlu uzayi ve R € B(X,Z), S € B(Z,Y) doniigiimleri varsa T doniistimii
carpanlara ayrilabilirdir denir (bkz. Aron ve ark., 1999).

Choi ve Kim (2010, Teorem 3.1), Sinha ve Karn (2002, Teorem 3.2)’nin
p —kompakt bir operatorii, 1« uzayinin boliim uzay vasitasiyla garpanlara ayirigindan

faydalanarak asagidaki sonucu elde etmislerdir.

Teorem 3.2.5 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1) 1 < p < oo, X ve Y Banach uzaylar1 ve
T € B(X,Y) olsun. T operatoriinin p —kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter sart
y=ny=1 €L,(Y) ve I, in kapali bir M alt uzay, U:l,/kerT, — 1,/M
p —kompakt operatérii, V : I;/M — Y kompakt operatorii vardir dyle ki T =V o U o

Q, olarak yazilabilir.

T
X Y
Qy J/ 14
L, /kerT, lLL/M
U

Choi ve Kim (2010, Teorem 4.2), yukaridaki carpanlara ayirma teoremini
kullanilarak asagidaki teoremi elde etmislerdir. Bu teoreme, Teorem 3.2.4 iin tanim ve

deger uzaylarinin rollerinin degistirilmesi durumu olarak bakilabilir.

Teorem 3.2.6 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2) 2 < p < o ve X bir Banach uzayi
olsun. Bu taktirde asagidakiler denktir.

a) Her ayrilabilir refleksif Y Banach uzay1 i¢in KX (Y, X) € F(Y, X )Tp dir.

b) Her Y Banach uzay1 i¢in X (Y, X) c F(Y, X )Tp dir.

¢) X, p —ap ye sahiptir.
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4. (p,v) —~YAKLASIM OZELLIiGINIiN BAZI KARAKTERIZASYONLARI

Bu boliimde p —kompakt kiimeler {izerine dayanan ve lg¢iincli boliimiin ikinci

kisminda verilen sonuglar (p, r) —kompakt kiimeler i¢in ele alinacaktir.

Asagidaki lemma literatiirde iyi bilinen bir lemma olup Teorem 4.1 in ispatinda

kullanilacaktir.

Lemma 4.1 (a,),-1 € ¢y olsun. Bu taktirde L = {(apf)me1: (Br)meq1 € 1} seklinde

tanimlanan kiime [, nin kompakt bir alt kiimesidir.

Asagidaki teorem Teorem 3.2.1°in (Delgado ve ark., 2009, Teorem 2.1)
(p,r) —kompakt kiimeler i¢in bir modifikasyonudur. Belirtelim ki bu teorem, Delgado
ve Pineiro (2013, Teorem 2.3)’nun ¢aligmasinda A operatdr idealinin 6zel olarak K,
operator ideali olarak alinmasiyla da elde edilebilecek bir sonugtur. Biz teoremin
ispatin1 Delgado ve ark. (2009, Teorem 2.1)’nin ispatini (p,r) —kompakt kiimeler i¢in

modifiye ederek yapacagiz.

Teorem 4.1 (Delgado ve Pineiro, 2013, Teorem 2.3 ve bkz. Delgado ve ark., 2009,
Teorem 2.1) X bir Banach uzay1 ve 1<p <o ve 1 <r <p” olsun. Bu taktirde

asagidakiler denktirler.
a) X, (p,r) —ap ye sahiptir.
b) Her Y Banach uzayi igin K, - (Y, X) < F(Y, X) dir.

—
¢) Her Y Banach uzayi i¢in K, (Y, X) € F(Y,X) dir.

Ispat a) = b) Kabul edelim ki X, (p,7) —ap ye sahip olsun. Bu takdirde bir Y Banach
uzay1 igin K, (Y,X) € F(Y,X) oldugunu gdsterelim. Bunun igin T € K, (Y, X)
olsun. T € K, (Y, X) oldugundan T(By), X uzaymin relatif (p,7) —kompakt bir alt

kiimesidir. Hipotezden X, (p,r) —yaklasim ozelligine sahip oldugundan verilmis bir

€ > 0 sayis1 i¢in

IS(Tx) — Tx|| < & her x € By 3.1
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olacak sekilde bir S: X — X sonlu rankli lineer doniistimii vardir. (3.1) den ||ST —T|| <

g olup, ST € F(Y,X) oldugundan T € F(Y,X) elde edilir. Bu ise K, (Y,X) c

F(Y,X) oldugunu gosterir.

b) = ¢) Norm topoloji, kompakt kiimeler {izerinde diizgiin yakinsayan topolojiden daha

gliglii, yani, 7, < 7)) oldugundan bu gegisin ispati agiktir.

¢) > a) Her Y Banach uzayi icin K, (Y,X) € F(Y,X )TC olsun. Bu taktirde X
uzaymin (p,r) —yaklasim 6zelligine sahip oldugunu gdsterelim. Kabul edelim ki K, X

uzaymin (p, r) —kompakt bir alt kiimesi ve € > 0 bir say1 olsun. Bu taktirde
K c {21?:1 Up Xp ¢ (an)?f;l € Blr}

olacak sekilde (x,)p=1 € [,(X) vardir. K = (p,7) — con{(x,);-,} olarak alalim.

x €K ise x = Y1 ay x, olacak sekilde bir (ay)y-; € B;, vardir. Diger taraftan

(xp)n=1 € L,(X) oldugundan Lemma 3.2.1 geregince (;i—n) € 1,(X) olacak sekilde

nn=1
co uzaymda pozitif azalan bir (¥,)n=, dizisi vardir. Simdi Delgado ve ark. (2009,

Teorem 2.1)’ nin ispatinda oldugu gibi
D:l; = b, (Bu=1 — D((Brln=1) = (¥nPnln=1 ve

:l = X, p((Bdis) = Tia Bn s (Budia € L

seklinde D ve ¢ operatorlerini tanimlayalim. Oncelikle D nin iyi tanimli oldugunu
gorelim. Bunun i¢in (B,)n=1 € Iy i8¢ (VnBr)me1 € Ly yani Y1 |¥nBnl” < oo oldugunu

gormeliyiz.
Ln=lVnBnl” = Znzalval"1Bel" < Eazalval"[Bal” = lyal” Xzl Bul™ < 0
olup D 1yi tanimlidir. D operatoriiniin lineerligi acik olup kompaktligini gésterelim.

(Yn)m=1 € ¢y oldugundan Lemma 4.1 den L = {(yyfn)n=1: Bn)n=1 € L}

kiimesi /- nin kompakt bir altkiimesidir ve

D(By,) = {(rnBrdii=s: (B)r=1 € B} € L
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oldugundan D kompakt bir operatdrdiir.

Simdi ¢ doniisiimiiniin iyi tanimli oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (f,)n=1 €

[, iken Z;‘;lﬁn% serisinin X de yakinsak oldugunu gostermeliyiz. [, C [,

oldugundan (B,)n=; € l,* olup Holder esitsizlifinden seri mutlak yakinsaktir. X bir
Banach uzay1 oldugundan mutlak yakinsak her seri yakinsak olup ¢ doniisimi 1yi

tanimlidir. ¢p doniisiimiiniin lineerligi agik olup (p, r) —kompakt oldugunu gosterelim.
$(Br,) = (DB (B)ior € B} = {Ziies B 22 (Bu)ier € B,

ve (x—") € 1,,(X) oldugundan

Yn/pn=1
X\
¢(Bzr) = (p,r) — con (—)
Yn n=1
olup dolayisiyla ¢p doniisimii (p, r) —kompakttir. Y, [,./ker¢ boliim uzay: olmak tizere
Q:ly =Y, (@n)n=1 — (@n)n=1 + kerd
boliim déniisiimii olsun. ¢: ¥ — X déniisiimii her (8,,)5, € [, igin

P(QUBr)=1)) = d((Br)n=1)

seklinde tanimlansmn. ¢ nin iyi tammliligi, lineerligi acik olup siirekli oldugunu

gosterelim.

[#(Q(BIZ=D)| = 1 ((B7=1) + ¢((@dr=Dll, (@n)i=y € kergp

= || ((Br, + @) m=1)|l (¢ lineer ve siirekli oldugundan)

< llollll(Bn + an)n=l

olup (a,)n=1 € kerg lizerinden infimum alinirsa

[6(8(BIZ=D)| < Il (B)7=1 + kergll < 11NN (Br)7=0I

elde edilir. Béylece ¢ siireklidir. Diger taraftan
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$By) = (B;) c b(B;) = b (B, )=06(B,) < (,7) - COH{(’;—Z);}

olup ¢ déniisiimii (p, ) —kompakttir. H: = Q o D(Blr) seklinde tanimlanmis olsun. D

kompakt déniisiim oldugundan H c Y de relatif kompakt bir kiimedir. ¢:Y — X

déniisiimii (p, ) —kompakt oldugundan hipotezden ¢ € Korn¥,X) cFY,X )TC olup
H c Y de kompakt bir kiime oldugundan bir S € F(Y, X) vardir dyle ki her h € H igin

~ €
Ish = ¢nl| < < (32)
dir. Diger yandan S sonlu rankl1 lineer bir doniisiim oldugundan

S=YN_V Qup, Y €Y, ur €X, IN_illuell =1 (3.3)

seklinde bir temsile sahiptir. ¢ mn injektifliginden (birebirliginden) ¢’ doniisiimii Y’
uzayinda, Y’ deki < Y',Y > dualitesi ile uyumlu olan her lokal konveks topoloji igin,
yogun goriintiiye sahiptir. Ozel olarak, ¢’, ¥ nin kompakt kiimeler iizerinde diizgiin

yakinsayan topolojiye gore yogun goriintiiye sahiptir. Boylece her k = 1,2, ..., N i¢in

| @sicCh) = (|| < 5 her ke H (34)

olacak sekilde uj, € X' vardir. R:= Y N_, u}, ® u, olsun. Bu taktirde R € F(X,X) dir.

Her x € K i¢in (K kiimesinin tanimindan)
X =Ygy PnxXn = (;5 ° Qo D((Brin=1)
olacak sekilde (), € B;, vardir. Boylece

x=¢oQoD((B)n-1), x=h, h€H

heH

olup (3.2), (3.3) ve (3.4) den

IRx — x|l = [|R($h) — Hhl|
= ||R(¢h) + Sh — Sh — ||
< |[R(¢R) — Sh|| + [|sh — ph]
< |2 wie(BR) = Zhoy i W [l +
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= [|ZR=1 'k () = ZR_y i ()|l + 2

= max, <z | (@'ug — i) ()| Zho el + 2

<€+€_
2727¢

olup ispat tamamlanir. O

Gozlem 4.1 Chen ve Lie (2017, Lemma 2.2) de A operator idealini 6zel olarak K,

operator ideali alirsak, yukaridaki teoremin (c) sikkinda Y nin ayrilabilir refleksif

Banach uzayr alinmasi durumununda da teoremin gegerli olacagini goriiriiz.

Asagidaki 6nerme, Onerme 3.2.1 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Onerme 2.2)’in

(p, r) —kompakt kiimeler i¢in bir modifikasyonu olup ispat metodu buradan alinmistir.

Onerme 4.1 1 <p < o vel <r < p* olsun. Bu taktirde (B(X,Y), T(p,ry) tamdir (bkz.
Choi ve Kim, 2010, Onerme 2.2 ve bkz. Kim ve Choi, 2008, Teorem 3.10).

Ispat B(X,Y) nin T(pr) topolojisine gore tam oldugunu goéstermek igin B(X,Y)
uzayinda alinan bir 7,y —Cauchy aginin bu uzayda yakinsak oldugunu gosterecegiz.
(Te) o B(X,Y) de bir 7,y —Cauchy ag1 olsun. Bu taktirde her x € X i¢in (Tgx)4, Y de

bir Cauchy agidir. Y tam oldugundan her x € X i¢in (T,x), Cauchy ag1 Y de
yakinsaktir.

T(x):=1limT,x seklinde bir T: X — Y doniisimii tanimlayip bu dontisiimiin
a

lineer ve smnirli oldugunu gosterelim. T donilisiimiiniin lineerligi agik olup sinirh

oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki T sinirsiz olsun. Bu taktirde, hern € N i¢in

[, ] < % iken ||Tx,|| > n olacak sekilde X de bir (x,)n=, dizisi vardir. Hern € N
icin ||x, || < % oldugundan (x,);-; € [,,(X) dir. Béylece {x,:n € N} kiimesi relatif

(p, ) —kompakttir. (T,) 4, T(p,) —Cauchy ag1 oldugundan

lollr[rgl ;sllele”Taxn - Tan” =0

dir. O halde her a, 8 > a; i¢in sup||(Ta — Tﬁ)xn” < 1 olacak sekilde bir « vardir. Her
neN

x € X i¢in lim T,x = T (x) oldugundan sup”(Ta0 — T)x,|| < 1 dir.
a neN
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Boylece her n € N icin ((x,)%-, € By oldugundan)

Iao || = |Tagxnll = NTxnll = [T = Ty 2n]| > n =1

olur. Bu ise Ty, donlsiminin smirsiz olmasiyla ¢elisir. O halde T smirhdir. Simdi

Tr . .
T, &0 oldugunu gosterelim. K, X uzayinda (p,r) —kompakt bir kiime ve &€ > 0

olsun. (Tp) 4, B(X,Y) de bir 7(, ) —Cauchy agi oldugundan

a,f = ay iken sup”(Ta — Tﬁ)x” <eg
XEK

olacak sekilde bir @y € I vardir. Diger taraftan her x € X i¢in T(x) = lim T,x
a

oldugundan a > «, iken

sup|[(T, — T)x|| < e
XEK

.- . Tp.r) 4 . 0 . .
elde edilir. Bu ise T, =T oldugunu gosterir. Boylece ispat tamamlanir. O

Not 4.1 Bir V topolojik vektor uzay1 lizerinde lineer bir f fonksiyonelinin siirekli olmast
icin gerek ve yeter sart f(U) smirli olacak sekilde 0 in V de bir U komsulugunun
olmasidir (bkz. Megginson, 1998, Teorem 2.2.16). Boylece f € (B(X,Y),Tpr)
olmasi igin gerek ve yeter sart her T € B(X,Y) i¢in |f(T)| < M sup,ex||Tx|| olacak
sekilde X uzayinin (p,r) —kompakt bir K alt kiimesi ve bir M > 0 sayisinin mevcut

olmasidir (bkz. Choi ve Kim, 2010, s. 2441 ve bkz. Wilde 2003, Sonug 7.9).

Teorem 3.2.2 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5)’nin dikkatli bir modifikasyonu
ile asagidaki teoremi elde ederiz. Bu teorem (B(X,Y),Try)" uzaymdaki bir

fonksiyonelin temsilini vermektedir.

Teorem 4.2 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5) 1<p<oove 1 <r <p*ve X,Y

Banach uzaylari olmak iizere (B(X,Y), 7))’ uzay1

f(T) = X521 Znma MYy (Txn)
temsiline sahip biitiin smirli lineer fonksiyonellerden olusur. Burada (x,)n=1 € 1,(X),
her j € N igin z; = (A],)5=1 € ;- ve (y]f)jzl c Y’ olan ve Z;‘;l”Zj”T ||y]'|| < oo sartini

saglayan dizilerdir.
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Ispat f doniisiimiiniin teoremde verilen temsile sahip oldugunu varsayalim. Bu taktirde
f€BMX,Y), 1) oldugunu gosterelim. Hipotezden 1 <p <o ve 1<r<p"
oldugundan 1 <r <o ve 1 <r* < o olacaktir. Lemma 3.2.2, p yerine r* alinarak
diisiiniilirse, @ = X721 Yp—q /’l,qu]f (.) seklinde tanimlanan ¢ doniisimi i¢in ¢ €
[¥.(Y)" olur. Hipotezden r < p* oldugundan p <7* dir. (x,)%; € L,(X) ve her
T € B(X,Y) igin T((xp)p=1) € ,(Y) dir. p < r* oldugundan T((x,)p=1) € [+(Y) ve
Teorem 3.2.2 den T((x,)%-;) € [%(Y) dir. Boylece her T € B(X,Y) igin f(T) =
@((Txp)y=1) dir. X de (p,7) —kompakt K = { ¥52_; an %, : (@y)5=y € By} kiimesini

goz Oniine alalm. Her T € B(X,Y) i¢in [[(Tx,),ll} = supl|Tx|| oldugu kolayca
xX€EK

goriilebilir.
Gergekten, her x € K i¢in (K kiimesinin tanimindan) x = ).)°_; ay x,, olacak

sekilde (az)n=1 € By vardir. Boylece T € B(X,Y) igin

T(x) = Xy=1an T(xy) ve TGOl = 1Xnzy az T (xn) |l

dir. Diger taraftan Tanim 2.34 ten ||(Tx,),|l% = sup [[Zn=1 @nT(x,)| oldugundan

a€By,
I (Txn)nlly = ilellgllTXII (3.5)
elde edilir. Bdylece her T € N, ,)(0, K, 1) i¢in

If (DI = lo((Tx)r=D| < llelll(Tx)7=1 17 = ll@ll gélI?IITXII < llell

olur. Buradan f € (B(X,Y), 7(p,)" bulunur.

Tersine, kabul edelim ki f € (B(X,Y),7(,,) olsun. Bu taktirde Not 4.1
geregince X de (p,r) —kompakt bir K alt kiimesi ve M > 0 sayisi vardir dyle ki
her T € B(X,Y) igin |f(T)| < M supek||Tx|| dir. Bir (x,,),, € L,(X) alalim dyle ki

K c {Z%o:l Up Xp (an);c;l € Blr}
olsun. Bu taktirde (x,), € ,(X) ve her T € B(X,Y) icin T((xy)p=1) € (Y

olacagindan (3.5) kullanilarak

[f (D] < M supyeglITxll = MII(Txy) 5= l7, her T € B(X,Y) (3.6)
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elde edilir.

Simdi [ (Y) uzaymin {(Tx,)%-.: T € B(X,Y) } alt uzaymi ve {(Tx,),: T €
B(X,Y)} uzayt tzerinde @((Tx,)p=1) = f(T) seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonelini
distinelim. Eger (Txp)jpeq = (Rxp)m=y ise (3.6) dan |f(T—R)|<M||(T -
R)(xp)m=1 3% oldugundan f(T) = f(R) dir. Boylece ¢ iyi tanimlidir. ¢ d6niigiimiiniin
lineerligini gormek ise kolaydir.

lp((Tx)n=D| = If (T < M |[(Txp)yy Il

oldugundan ¢ fonksiyoneli va (Y) nin {(Tx);m=1:T € B(X,Y) } alt uzay1 iizerinde
siirli bir fonksiyoneldir. Hahn-Banach genisleme teoremi geregince ¢ nin § € Zy )

genislemesi vardir 6yle ki her T € B(X,Y) igin

f(T) = o((Tx)n=1) = @((Txy))

dir. ¢ € I*.(Y)" oldugundan Lemma 3.2.2 den Z}’-‘;l”zj”r ||yj’ || < oo olacak sekilde
(y]{);il €Y' ve her j € N i¢in z; = (M), € 1, vardir Syle ki her (y,)%, € .(Y)
i¢in

@((Yn)?:;l) = ;il 21()1():1/11]13/]{ ()

dir. Boylece her T € B(X,Y) igin

F(T) = ¢((Txp) = X2, T2, Ay! (Tx,,)

elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar. o

Choi ve Kim (2010, s. 2447)’in p —ap i¢in verdigi denkligin benzer bir

versiyonunu asagidaki gézlemde (p,r) —ap i¢in verecegiz.

Gozlem 4.2 1 <p < oo ve 1 <r < p* olmak iizere bir X Banach uzay1 (p,r) —ap ye
sahiptir ancak ve ancak f € (B X, X ),T(p’r)), de her T € F(X,X) i¢in f(T) = 0 olacak
sekilde bir fonksiyonel ise f(Ix) = 0 dir (bkz. Choi ve Kim, 2010, s. 2447).



38

Gergekten, 1 < p < o ve 1 < r < p* olmak tizere X Banach uzay1 (p,r) —ap
ye sahip ve f € (B(X,X ),T(m))’ de her T € F(X,X) i¢in f(T) = 0 olacak sekilde bir

fonksiyonel olsun. Bu taktirde f(Iy) = 0 oldugunu gosterelim.

T

X, (p,r)—ap ye sahip oldugundan Iy € F(X,X) dir. Bu taktirde
T, ), Iy olacak sekilde F(X,X) de bir (T,), ag vardir. f € (B(X, X),T(p,r)),
oldugundan f(T,) — f(Iy) dir. f(Iyx) = lim, f(T,) ve her « i¢in hipotezden f(T,) =
0 oldugundan f(Iy) = 0 dir.

Tersine f € (B(X, X ),T(p’r))l de her T € F(X, X) i¢in f(T) = 0 olacak sekilde
bir fonksiyonel iken f(Iy) = 0 olsun. Kabul edelim ki X Banach uzay1 (p,r) —ap ye
sahip olmasin, yani, Iy & mr(m) olsun. Bu taktirde Hahn-Banach teoreminin bir
sonucu ile (bkz. Megginson, 1998, Sonug 2.2.20) bir A € (B(X , X), ‘L'(p'r)), vardir dyle
ki A(Iy) =1 veherT € F(X,X) i¢in A(T) = 0 dir. Bu ise bir ¢eliski olup X, (p,r) —ap
ye sahiptir. O

Lemma 4.2 X ve Y Banach uzaylar1 ve T € KX(X,Y) olsun. Bu taktirde ayrilabilir
refleksif bir Z Banach uzay1 ve bir R:Y' — Z operatorii vardir 6yle ki T' = J o R dir,
burada J: Z — X' (birim doniisiim) kompakt bir operatordiir (Kim, 2008, Lemma 1).

Lemma 4.3 K, X' uzayinin zayif kompakt bir alt kiimesi ise her Y Banach uzayi i¢in

F(Y,Z") c {J'QxS: S € F(Y,X)} dir, burada Qx: X — X" ye kanonik tasvirdir (Kim,
2008, Lemma 2 ve bkz. Oja, 2008, Sonug 4.4).

Her Banach uzay1 2 —ap ye sahip oldugundan (Sinha ve Karn, 2002) ve p —ap
ozelligi (p,r) —ap yi gerektirdiginden her Banach uzayir (2,7) —ap ye (1 <r < 2)

sahiptir. Dolayisiyla (p, r) —ap 6zelligi p > 2 durumunda goz Oniine alinacaktir.

Asagidaki teorem Teorem 3.2.4 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1)’tin (p,r) —ap
icin bir modifikasyonu olup ispat teknigi aynidir.

Teorem 4.3 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1) 2 <p < oo ve 1 <r < p* olsun.
Asagidakiler denktir.

—_—T(pr
a) Her Y Banach uzayi i¢in X (X,Y) € F(X,Y) @ dir.
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b) Her ayrilabilir refleksif Y Banach uzayi i¢in X (X,Y) c F (X Y) > " d

Tpm)

¢) Her Y Banachuzayive T € KX(X,Y) i¢in T € {TS: S € F(X,X)}

d) Her aynlabilir refleksif Y Banach uzay1 ve TeEX(X,Y) igin

T, T)

T € {TS:S € F(X,X)}

e) X, (p,r) —ap ye sahiptir.
Ispat a)=b) ve ¢)=d) acikca goriilmektedir.

b)=c¢) Bu sikkin ispatin1 Kim (2008, Teorem b)=c))’i takip ederek yapacagiz. Kabul

T(pr)

edelim ki, her ayrilabilir refleksif Y Banach uzay1 i¢in X (X,Y) c F(X,Y) olsun.

Bu taktirde bir Y Banach wuzay1 ve T € X(X,Y) operatéri igin

TeE{TS:SeF(X X )}T(p'r) oldugunu gosterecegiz. T € K (X,Y) oldugundan Lemma
4.2 geregince ayrilabilir refleksif bir Z Banach uzayi, R:Y' — Z operatérii ve J:Z —
X' kompakt operatorii vardir dyle ki T' = J o R dir. J": X" — Z' kompakt olacagindan
J'Qx € X(X,Z") olur. Z ayrilabilir refleksif Banach uzay1 oldugundan Z' de ayrilabilir
refleksif Banach uzayidir (bkz. Megginson, 1998). Boylece hipotezden i¢in K (X,Z") c

—_— T(pr
F(X,Z") ®" dir ve Lemma 4.3 den

Tpr) Tpm)

J'Qx EF(X,Z") c{J'QxS:SeEFX,X)}

dir. Boylece J'QxS, ] Qx olacak sekilde bir (S,), € F(X,X) vardir. Boylece X
uzaymin her (p,r) —kompakt K alt kiimesi i¢in (sirasiyla, her y € Y i¢in ||Qy ()| =

lly|l, Onerme 2.1, adjoint operatdriin tanim1 ve T' = J o R oldugu kullanilarak)

sup||TSex — Tx|| = supl|QyTSax — QyTx|| = SUPll(TSa)”Qxx — T"Qxxl|l

XEK XEK

= sggllUR)'Sa Qxx — (JR) Jxx|| = SIEJIQII(IR)'QXSax — (JR) Qxxll

< |IR'|| supyex|l]' QxSax — ' Qxx|| —0

elde edilir. Buradan T € {TS: S € F(X, X )}T(p'r) bulunur.

d)=e) X uzaymnin (p,r) —ap ye sahip oldugunu gosterecegiz. Bunun igin f €
(B(X,X),T@pry) ve her T € F(X,X) igin f(T) =0 olsun. Bu taktirde Teorem 4.2
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geregince Z;’;luzjnr ||y]’|| <o sartim saglayan bir (xp)p=q € [,(X), her jE€E
Nigin z; = ()%, €1, ve (x;);f"=1 C X' vardir dyle ki

f(T) = B2, X5y M) (Txy), her T € B(X, X)

dir. Ispat1 tamamlamak i¢in

fUy) = T3 Ty M) (2) = 0

oldugunu gostermek yeterlidir.

Genelligi bozmaksizin her j igin ||xj’|| <1, j— o iken x]' — 0 ve

Y521ll7| . < o0 olarak kabul edebiliriz.

Boylece K := abco{(x;)} kiimesi By niin kapali mutlak konveks bir alt kiimesi

olup Lima ve ark. (2000)’nin bir sonucu vasitasiyla ayrilabilir refleksif bir Z Banach

uzay1 vardir (K € B; € Byr) Oyle ki J: Z — X' kompakt i¢ine fonksiyondur. /'Qx €

Tpm)

K (X,Z") olacagindan hipotezden J'Qy € {J'QxS: S € F(X,X)} c B(X,Z") dir. Her

jicinx; € K < Z olup
gR):= X5, X%, A Q7 () (Rxy)

seklinde tanimlanmis olsun. Teorem 3.2.2 den g € (B(X, Z’),T(p,r)), dir. Her S €
F(X,X)igin J'QxS € F(X,Z") olup

90'QxS) = Z;‘;l Yn=1 lfl Qz (le')(]’Qszn)
= X2, Trei A <J'QxSxy, x] >
= 311 Z?If;l)jl <QxSxp, ]le- >
= Z?ﬁ Z‘;.;;l/l{l < QxSxp, x]f >
=izt Yo Al <xj, Sxp >

= N2 I AL X (Sx,) = f(S) =0
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Tpn

dir. Diger taraftan J'Qx € {J'QxS: S € F(X, X)}T(p'r) oldugundan J'QxS, — J'Qyx
olacak sekilde bir (Sy)q € F(X,X) vardir. g€ (B(X,Z'), 7)) oldugundan
9('Qx) = limag(J'QxS,) dir ve her S € F(X,X) i¢in g(J'QxS) =0 oldugundan
g(J'Qx) = 0 bulunur. Boylece

0=g(0'Qx) = T34 Tnea 4 Qz (DU Qxxn)
= Zj'o=1z;.lo=1/1{l <J'Qxxp, x]{ >
= T2 Tna Ay < Quxn, Jx) >
= X521 Xn=1 X, < Qxan, xj >

=¥ Y A, () () = fUy)

olup istenen elde edilir.

e)=a) X, (p,r) —ap ye sahip olsun. Bu durumda bir Y Banach uzay1 i¢in K (X,Y) c

e —— T o .
FX,Y) ®r) oldugunu gosterelim. S € K(X,Y) ve K, X uzayinin (p,r) —kompakt bir
alt kiimesi ve € > 0 olsun. X, (p,r) —ap ye sahip oldugundan bir P € F(X,X) vardir
Oyle ki her x € K i¢in

€
|Px — x|| < —
IS 1l

dir. Boylece her x € K i¢in

|SPx — Sx|| < |IS||[|1Px —x|| < &

T(p.r)

ve SP € F(X,Y) oldugundan S € F(X,Y) dir. Boylece ispat tamamlanir. O

Ain ve ark. (2012, s. 150) de, Sinha ve Karn (2002)’'nin p —kompakt
operatorlerin ¢arpanlarina ayrilisina benzer olarak (p,r) —kompakt operatorlerin dogal

bir ¢arpanlarina ayrilisin1 agagidaki sekilde elde etmislerdir.

Teorem44 1 <p<oovel<r<p*olsun. T: X — Y, (p,r) —kompakt bir operator
ise T =T, 0 0, olacak sekilde 1,(Y) de bir y = (y)5=; dizisi (p = wise (y,)p=q €
co(Y)), 8,:X - I, /kerT,, smirh lineer operatérij,'fy: l,/kerT, - Y (p,r) —kompakt
operatorii vardir (Ain ve Oja, 2012, s.150 ve bkz. Sinha ve Karn, 2002).
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Asagidaki teorem (Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1) Teorem 3.2.5’in (p,7)-
kompakt kiimeler i¢in bir modifikasyonu olup ispat teknigi aynidir.

Teorem 45 1<p<o ve 1<r<p" olsun. Bir T:X —Y operatdriiniin
(p,r) —kompakt olmast i¢in gerek ve yeter sart T =V o U o 6, olacak sekilde, [; in
kapali bir M alt uzayi, L,(Y) de bir y = (y,)p=q dizisi, U:l./Ker (Ty) — L,/M,
(p, ) —kompakt operatorii ve V : I;/M — Y kompakt operatériiniin mevecut olmasidir

(bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1 ve bkz. Ain ve Oja, 2012, s. 150).

Ispat Eger T:X — Y operatorii hipotezde verilen carpanlara ayirmaya sahipse,
(p,7) —kompakt operatorlerin ideal o6zelliginden T operatoriiniin (p,r) —kompakt
olacag aciktir.

T:X — Y operatorii (p, r) —kompakt bir operatdr olsun. Bu taktirde Teorem 4.4
den T = T"y o 0, olacak sekilde L,(Y) de bir y = (y,)n=, dizisi, 6,:X — [, /kerT,
sinirlt lineer operatorii, T’y: l./kerT, - F (p,7) —kompakt operatdrii vardir (Ain ve

Oja, 2012).

T
X > Y
Hy\l / 7,
L. /kerT,

Burada Ty: 1, — Y, Ty(a):= X7-1 an Yy Ve
T,:1./kerT, — Y, T,([a]):=T,(a) ve

0y:X — . /kerT,, 6,(x) = [B] (burada f = (B)n=1 € I, de her x € X i¢in T(x) =

Yim=1 BnYn olacak sekilde bir dizidir) seklinde tanimlidir.

Simdi Choi ve Kim (2010, Teorem 3.1) deki ispat1 takip ederek ederek T‘y

operatdriinii /; uzayinin bir boliim uzayi vasitastyla ¢arpanlara ayiralim.

Her n i¢in y,, # 0 oldugunu kabul edebiliriz. Bu taktirde Lemma 3.2.1 geregince

. . 0 e . . o) o) lyn P
pozitif sayilarin bir (8,)5=, dizisi vardir 6yle ki (8,)p=1 € B, ve Y=y 57 < oo dur.

n
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Her n i¢in A:= 4, = |ly,ll/Bn ve zn = yn/An olsun. Bu taktirde 4 € I, ve

n — oo iken z, — 0 dir. Ayni zamanda
T(Bx) c {Z?{;l AnAnZn: (Ap)p=1 € Blr}
dir. Simdi U: [, — [y ve V:l; =Y

U(O() = (Anan);?:l' a = (an);f:l €l ve V(V) = Z?LO=1 YnZn, V = (Vn)?ﬁ:l €l

seklinde tanimlanmis operatdrler olsunlar. U ve V operatdrlerinin sinirli lineer oldugunu

gormek kolaydir. Simdi U operatoriiniin (p, r) —kompakt oldugunu gdsterelim.

Her n i¢in A,e, =(0,0,...,0,4,,0,0,...) oldugundan A,e, €l; dir ve
Yreilldnenll? = X5-112,|? < o dur. O halde (Aney)n=1 € L,(14) dir. Diger taraftan
a = (an)p=1 € By, igin U(a) = (4n@n)nty = =1 @ndnen olup (Anen)nzs € lp(l1)
oldugundan U, (p,r) —kompakt bir operatordir. (z,)n=q1 € ¢o(Y) oldugundan V

operatoriniin de kompakt operator oldugu agiktir. Ayrica Ty, = V o U dur.

Son olarak U : I, /ker (Ty)) — ly/ker(V) ve V : I; /ker(V) — Y operatirleri
Ul(@)]: = [(Anan)y=i] ve V([¥D:=V(¥)

seklinde tanimlansin. Agik olarak U, (p,r) —kompakt ve ¥V kompakt operatorler olup

~

T, = VU dir. Boylece T = TyHy =VU 6, elde edilir.

Asagidaki diyagram T operatoriiniin ¢arpanlara ayrilisini gostermektedir.

T
X > Y

6, l T 4

L, /ker(T) 0 l/ker(V)

Galicier ve ark. (2012, Onerme 2.9)’nin sonucunu (p, ) —kompakt operatorler

icin modifiye ederek asagidaki onermeyi elde ederiz.
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Onerme 4.2 X ve Y Banach uzaylann olsunlar. Bir T € B(X,Y) operatorii
(p,r) —kompakt operatordiir ancak ve ancak T = SoT,oR olacak sekilde S, R
kompakt ve Ty, (p,r)—kompakt operatorleri vardir (bkz. Galicier ve ark., 2012,
Onerme 2.9).

Asagidaki teorem Teorem 3.2.6 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2)’nin (p,r) —ap

icin bir modifikasyonu olup ispat teknigi buradan alinmistir.

Teorem 4.6 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2) 2 <p < o0, 1 <r <p* ve X bir

Banach uzayi olsun. Asagidakiler denktir.
— T(pr
a) Her ayrilabilir refleksif Y Banach uzayi i¢in K (Y, X) < F(Y,X) ®7) dir.

— Ty
b) Her Y Banach uzay1 i¢in K (Y, X) c F(Y,X) ®7) dir.

¢) X, (p,r) —ap ye sahiptir.

Ispat a)=b) Y ayrlabilir refleksif bir Banach uzayr olmak iizere K (Y,X) c

T(p,r) T(p.r)

m olsun. Bu taktirde bir Y Banach uzayir i¢in K (Y,X) c m
oldugunu gosterelim.

T € X(Y,X) ve K,Y uzaymim (p,r) —kompakt alt kiimesi ve € > 0 olsun. Bu
taktirde Lima ve ark. (2000)’dan ayrilabilir refleksif bir Z Banach uzay1 vardir 6yle ki T
operatorii Z uzay1 vasitasiyla kompakt iki operatoriin bileskesi olarak yazilabilir. Yani,

R:Y — Z ve S§:Z — X kompakt operatorler olmak lizere T = S o R dir. Z ayrilabilir
refleksif bir Banach wuzay1 ve S € X(Z,X) oldugundan hipotezden S €

—_—T(pr
F(Z,X) ®7 olacaktir. K,Y uzaymn (p,r) —kompakt alt kiimesi ve R:Y — Z sinirh
lineer bir operator oldugundan R(K), Z uzaymin (p,r)—kompakt alt kiimesidir.

T(p1)

SeEF(ZX) oldugundan her y € K i¢in

ISRY) —URM)II < ¢

olacak sekilde bir U € F(Z, X) operatéorii vardir. Diger taraftan T = S o R oldugundan
her y € K i¢in
IT() —URMWII < ¢

Tpr)

olur. U o R € F(Y,X) oldugundan T € F(Y, X) elde edilir.
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T

b)=c) Her Y Banach uzay1 i¢in K (Y, X) c m olsun. Bu taktirde X uzayinin
(p,r) —yaklasim oOzelligine sahip oldugunu gosterelim. Teorem 4.1 den X uzayimnin
(p,r) —yaklasim ozelligine sahip oldugunu gostermek igin K, (Y, X) FY,X)
oldugunu gostermek yeterlidir. Simdi T € K, (Y, X) ve € > 0 olsun. Teorem 4.5 ten
bir R:Y — Z, (p,r) —kompakt operatorii ve bir S:Z — X kompakt operatorii vardir
oyle ki T=SR dir. R:Y — Z, (p,r) —kompakt operator oldugundan R(By), Z
uzaymnin (p,r) —kompakt alt kiimesidir. S € KX (Z,X) ve hipotezden K (Z,X) c

F(Z,X )T(W) oldugundan, her y € By i¢in

ISRY) = URWII = IT(y) —URWMIl < ¢

olacak sekilde bir U € F(Z,X) vardir. Son esitsizlikte her y € By igin supremum

alinarak

IT — UR|| < €

elde edilir. UR € F(Y,X) oldugundan T € F(Y,X) elde edilir. Boylece X,
(p, r) —yaklagim 6zelligine sahiptir.

c)=a) X, (p,r) —ye sahip ve Y ayrilabilir refleksif bir Banach uzayi olsun. K (Y, X) c

Tp.r)

m oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in T € KX(Y,X) ve K, Y nin
(p, r) —kompakt bir alt kiimesi ve € > 0 olsun. (p,r) —kompakt bir kiimenin sinirl
lineer bir operator altindaki goriintiisii de (p,r) —kompakt oldugundan (bu 6zellik
literatiirde iyi bilinen bir o6zelliktir) T(K), X in (p,r) —kompakt alt kiimesidir. X,
(p, r) —yaklagim 6zelligine sahip oldugundan

IRT(x) = T(x)|| < & herx € K

Tpr)

olacak sekilde bir R € F(X,X) vardir. S = RT € F(Y,X) oldugundan T € F(Y,X)

dir. Boylece ispat tamamlanir. o

Gozlem 4.3 Teorem 4.6’nin b) ve c) siklarimin denkligi ayn1 zamanda Delgado ve ark.

(2013, Onerme 2.17)’dan da goriilebilir. Gergekten Teorem 4.5 ten Kpr) =Ko Kpr
oldugundan onlarin sonucu Onerme 2.17 de, A operator idealini K p,r) operatdr ideali

olarak alirsak Teorem 4.6’nin b) ve c) siklarinin denkligi elde edilir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda p —kompakt kiimeler iizerine literatiirde mevcut olan bazi
sonuglar (p, r) —kompakt kiimeler igin ele alinmistir.

1<p<oovel<r<p" olmak iizere (B(X,Y),7(y,))" dual uzayindaki bir
fonksiyonelin temsili ifade edilmistir. (p, ) —kompakt operatorlerin ¢arpanlara ayrilisi
incelenmis ve (p,r) —yaklasim ozelliginin bazi karakterizasyonlar1 verilmistir. Burada
belirtelim ki (p,r) —yaklasim 0Ozelligini tizerine elde edilen karakterizasyonlarin
bazilarimin daha genel hali (operatdr idealleri vasitasiyla) Delgado ve Pifieiro
(2013)’nun ve Chen ve Lie (2017)’nin operator ideallerine gore elde ettigi sonuglarda
da icerilmektedir.

Bu caligmayla ilgilenen aragtirmacilar, 2 < p < o ve 1 < r < p* olmak Tlizere
X' uzay1 (p,r) —ap ye sahip iken X uzaymm da (p,r) —ap ye sahip olup olmadigini
arastirabilirler. Eger bu gergeklesirse (p,r) —ap i¢in dualite problemi pozitif ¢oziime

sahip olacaktir.
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