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1. GĠRĠġ 

 

1.1. Literatür Özeti 

 

Grothendieck 1955 yılında bir Banach uzayının relatif kompakt alt kümesini, 

Banach uzayında sıfıra yakınsayan bir dizinin kapalı konveks zarfında içerilen küme 

olarak karakterize etmiştir. Bu sonuç literatürde Grothendieck’in kompaktlık kriteri 

olarak bilinmektedir.  

Grothendieck’in kompaktlık kriterindeki sıfıra yakınsayan dizi       

olmak üzere   toplanabilen dizi ile değiştirilirse relatif kompaktlığın daha güçlü bir 

formu elde edilir. Kompaktlığın bu formu 1980 lerde Reinov (1984) ve Bourgain ve 

Reinov (1985) tarafından    ’inci dereceden yaklaşım özelliklerini çalışırken 

düşünülmüştür.  

Sinha ve Karn 2002 de, relatif kompaktlığın yukarıda bahsedilen formları 

arasında kalan, relatif kompaktlığın bir diğer formunu tanımlayıp bu kavram üzerinde 

çalışmışlardır. Sinha ve Karn (2002), Banach uzayında   toplanabilen bir dizinin, 

  konveks zarfı olarak adlandırılan kümede içerilen bir kümeyi relatif   kompakt 

küme olarak tanımlamışlardır.  

Ain ve ark. 2012 yılında yukarıda bahsedilen kompaktlık formlarını kapsayan 

kompaktlığın diğer bir formu; relatif       kompakt küme kavramını 

tanımlamışlardır.       ve        olsun (burada   ,   nin konjugesidir). 

Banach uzayının bir alt kümesi, Banach uzayında   toplanabilen bir dizinin 

      konveks zarfı olarak adlandırılan küme içinde kalıyorsa kümeye relatif 

      kompakttır denir (    ise   toplanabilen dizinin yerine Banach uzayında 

sıfıra yakınsayan dizi alınır). Burada belirtelim ki, eğer     ise relatif 

      kompakt küme relatif kompakt küme ile,     ise relatif       kompakt 

küme Bourgain ve Reinov tarafından düşünülen relatif    kompakt küme ile,      

ise relatif       kompakt küme relatif   kompakt küme ile çakışmaktadır (Ain ve 

ark., 2012). Dolayısıyla       kompakt küme kavramı yukarıda verilen relatif 

kompakt küme kavramlarını içermektedir.  

Sınırlı kümeleri relatif kompakt kümelere dönüştüren lineer bir operatöre 

kompakt operatör denir. Bu tanımda, relatif kompakt kümeler, relatif   kompakt 

kümelerle değiştirilerek   kompakt operatör kavramı verilmiştir (Sinha ve Karn, 
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2002). Doğal bir şekilde sınırlı kümeleri, relatif       kompakt kümelere dönüştüren 

lineer operatör       kompakt operatör olarak tanımlanmıştır (Ain ve ark., 2012).  

      kompakt kümeler ve       kompakt operatörler üzerine yapılan diğer 

çalışmalar olarak Ain ve Oja (2012), Ain ve Oja (2015) tarafından yapılan 

çalışmalardan bahsedilebilir. 

 Banach uzayları teorisinin önemli özelliklerinden biri olan yaklaşım özelliği 

sistematik olarak Grothendieck (1955) tarafından çalışılmıştır. Belirtelim ki, eğer bir 

Banach uzayı üzerindeki birim operatöre, sonlu ranklı operatörler ile kompakt kümeler 

üzerinden yaklaşılabiliyorsa, Banach uzayı yaklaşım özelliğine sahiptir denir 

(Grothendieck, 1955).  

 Grothendieck (1955) yaklaşım özelliğinin çeşitli karakterizasyonlarını elde 

etmiş, yaklaşım özelliğinin bazı versiyonlarını tanımlayarak aralarındaki ilişkileri 

incelemiştir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977). Grothendieck’in bu çalışmalarından 

sonra yaklaşım özelliği ve bu özelliğin bazı versiyonları üzerine pek çok çalışmalar 

yapılmıştır. Örneğin; Davie (1973), Enflo (1973), Godefroy ve Saphar (1989), Lima 

(1993), Kim ve Lee (2016) vb. tarafından yapılan birçok çalışmadan bahsetmek 

mümkündür. 

Yaklaşım özelliğinin tanımındaki kompakt kümeler Bourgain ve Reinov 

tarafından düşünülen relatif   kompakt kümeler (Grothendieck   kompakt kümeler) 

ile değiştirilerek     yaklaşım özelliği kavramı tanımlanmış ve bu kavram üzerinde 

çalışmalar yapılmıştır (bkz. Kim, 2013). Kim (2013) tarafından yapılan çalışma örnek 

olarak verilebilir.  

Sinha ve Karn (2002), yaklaşım özelliğinin tanımındaki kompakt kümeleri 

  kompakt kümelerle değiştirerek   yaklaşım özelliği kavramını tanımlamışlardır. 

Sinha ve Karn’ın tanımladığı   kompakt küme,   kompakt operatör ve   yaklaşım 

özelliği kavramları büyük ilgi görmüş ve pek çok bilim insanı tarafından çalışılmıştır. 

Sinha ve Karn (2008), Delgado ve ark. (2009), Choi ve Kim (2010), Galicier ve ark. 

(2012), Oja (2012), Lassalle ve Turco (2012), Kim (2013), Muñoz  ve Piñeiro (2019), 

Kim (2020a) vb. tarafından yapılan çalışmalardan bahsedebilir.  

Bahsedilen yaklaşım özelliklerinin daha genel hali olarak düşünülebilecek; 

(Banach) operatör ideallerine göre yaklaşım özellikleri de son zamanlarda pek çok bilim 

insanı tarafından çalışılmaktadır. Berrios ve Botelho (2012), Delgado ve Piñeiro (2013), 

Lassalle ve Turco (2013), Chen ve Li (2017), Kim (2019), Kim (2020b) vb. tarafından 

yapılan çalışmalar bunlara örnektirler.  

https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=663231
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=967026
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=1125226
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=693602
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=254067
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=663231
https://mathscinet.ams.org/mathscinet/search/author.html?mrauthid=967026
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1.2. Tezin Amacı 

 

Delgado ve ark. (2009),   yaklaşım özelliğinin bazı karakterizasyonlarını elde 

etmişlerdir. Choi ve Kim (2010),              dual uzayındaki bir fonksiyonelin 

temsilini elde etmiş,   kompakt operatörleri çarpanlara ayırmış ve   yaklaşım 

özelliğinin bazı karakterizasyonlarını elde etmişlerdir. 

Bu tez çalışmasında yukarıda bahsedilen çalışmalar       kompakt kümeler 

için ele alınmıştır. Bahsedilen çalışmalarda yapılan ispatlar takip edilerek; 

                 dual uzayındaki bir fonksiyonelin temsili ifade edilmiş, 

      kompakt operatörlerin çarpanlara ayrılışı incelenmiş ve       yaklaşım 

özelliğinin bazı karakterizasyonları ifade edilmiştir. Burada belirtelim ki 

      yaklaşım özelliği üzerine bu çalışmada ifade edilen karakterizasyonların 

bazılarının daha genel hali, operatör idealleri vasıtasıyla Delgado ve Piñeiro (2013)’nun 

ve Chen ve Lie (2017)’nin elde ettiği sonuçlarda da içerilmektedir. 
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2. ÖN BĠLGĠLER 

 

2.1. Temel Kavramlar ve Ön Hazırlıklar 

 

Bu bölümde çalışmamız için gerekli olan temel tanımları ve kavramları 

vereceğiz. Çalışma boyunca aksi belirtilmediği sürece      (reel sayılar) veya   

(kompleks sayılar) cisimlerinden herhangi birini gösterecektir.   boştan farklı bir küme 

ve     olmak üzere,   üzerindeki herhangi bir   topolojisi için   
 
 notasyonu   nin 

  de   kapanışını belirtecektir. Eğer   norm topolojisi ise,   nin norm topolojiye göre 

kapanışını  ̅ notasyonu ile göstereceğiz.   
  ve    notasyonları sırasıyla, bir   normlu 

uzayının açık ve kapalı birim yuvarlarını,    ise   normlu uzayının birim küresini 

gösterecektir.     olmak üzere          ve    notasyonları sırasıyla   cisim 

uzayında sıfıra yakınsayan, yakınsak,   toplanabilen ve sınırlı dizilerin (normlu) 

uzayını gösterecektir. Çalışma boyunca kullanacağımız vektör uzayları daima aynı   

cismi üzerinde tanımlanan vektör uzayları olacaktır.  

 
Tanım 2.1 (Metrik Uzay)   boştan farklı bir küme ve         bir fonksiyon 

olsun. Eğer   fonksiyonu her         için 
 
a)          ve             , 

b)                (simetri özelliği), 

c)                      (üçgen eşitsizliği özelliği) 
 
şartlarını sağlıyorsa   ye   üzerinde bir metrik       ikilisine de metrik uzay denir 

(bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.2 (Yarı-Norm ve Norm)   bir vektör uzayı olsun. Bir         fonksiyonu 

her        ve     için 
 
a)       | |       

b)                  

 
şartlarını sağlarsa   ye   üzerinde bir yarı-norm       ikilisine de yarı-normlu uzay 

denir. Eğer bir   yarı-norm fonksiyonunda,        olması     olmasını 

gerektiriyorsa   fonksiyonuna norm denir (bkz. Megginson, 1998).  
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  yarı-normu norm belirtiğinde norm fonksiyonu ‖ ‖ notasyonu ile 

gösterilecektir.  

Üzerinde norm tanımlanan bir   vektör uzayına normlu uzay denir (bkz. 

Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.3 (Metrik Uzayda Cauchy Dizisi ve Yakınsak Dizi )       bir metrik uzay 

       
 ,   de bir dizi ve     olsun. Eğer her     sayısı için       sayısı her 

       iken             olacak şekilde varsa        
  dizisine   de bir Cauchy 

dizisidir denir. Eğer her     sayısı için       sayısı her      iken            

olacak şekilde varsa        
  dizisi   uzayında   noktasına yakınsaktır denir ve 

  
        
→      ile gösterilir (bkz. Kreyszig, 1978). 

 
Tanım 2.4 (Tam Metrik Uzay) Bir       metrik uzayından alınan her Cauchy dizisi   

de yakınsak oluyorsa   uzayına tam metrik uzaydır denir (bkz. Kreyszig, 1978). 

 
Tanım 2.5 (Banach Uzayı) Bir   normlu uzayı, normdan indirgenen metrik ile yani 

        ‖   ‖ metriğine göre tam ise Banach uzayı olarak adlandırılır (bkz. 

Kreyszig, 1978). 

 
Tanım 2.6 (Lineer DönüĢüm)   ve   (aynı cisim üzerinde) vektör uzayları olsunlar. 

Bir       dönüşümü her      ve her       için 
 
                  ve              
 
şartlarını sağlıyorsa veya buna denk olarak her         ve her       için 
 
                     
 
şartını sağlıyorsa   ye (  den   ye) lineer bir dönüşümdür (veya lineer bir operatördür) 

denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.7 (Sınırlı Lineer DönüĢüm)   ve   normlu uzaylar ve       bir lineer 

dönüşüm olsun. Eğer her     için 
 
‖    ‖   ‖ ‖ 

 
olacak şekilde pozitif bir   skaleri varsa   lineer dönüşümü sınırlıdır denir (bkz. 

Megginson, 1998). 
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Örnek 2.1 (bkz. Mustafa, 2008)         dönüşümü her                     

için 
 
     (   

  
 
     

 
  )  

 
şeklinde tanımlanmış olsun.   dönüşümünün lineer ve sınırlı dönüşüm olduğunu 

gösterelim.  

 
Çözüm              

           |  |     şeklinde olduğunu biliyoruz. Her 

       ve her       için 
 

                  
       

 
   

       

 
    

 (    
   

 
   

   

 
  )  (    

   

 
   

   

 
  )                  

                                         
 
olduğundan   dönüşümü lineer bir dönüşümdür. Aynı zamanda 

 
‖    ‖        |  

 
|        |  |  ‖       

 ‖  ‖ ‖  

 
olup   dönüşümü sınırlıdır. 

 
Aşağıdaki teorem lineer bir dönüşüm için süreklilik ve sınırlılık kavramlarının 

birbirlerinin yerine kullanılabileceğini gösterir. 

 
Teorem 2.1   ve   normlu uzaylar       lineer bir dönüşüm olsun. Bu taktirde   

süreklidir ancak ve ancak   sınırlıdır (bkz. Megginson, 1998). 

 
  ve   normlu uzaylar olsunlar.   uzayından   uzayına tanımlanan bütün lineer 

dönüşümlerin kümesini        ile gösterelim.        kümesi dönüşümlerin toplama 

ve skalerle çarpma işlemleri altında bir vektör uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). 

 
        ile   uzayından   uzayına tanımlanan bütün lineer sınırlı dönüşümlerin 

kümesini gösterelim. Kolayca görüleceği üzere       ,        nin bir alt vektör 

uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). 
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Teorem 2.2 (Operatör Normu)   ve   normlu uzaylar ve ‖ ‖          

fonksiyonu 

 
‖ ‖     

    

‖    ‖ 

 
şeklinde tanımlı olsun. Bu taktirde ‖ ‖ fonksiyonu        uzayı üzerinde bir norm 

tanımlar. Bu şekilde tanımlanan norma   dönüşümünün normu (operatör normu) denir 

(bkz. Megginson, 1998). 

 
Teorem 2.3 Eğer   normlu bir uzay ve   bir Banach uzayı ise        uzayı Teorem 

2.2 de verilen norm ile bir Banach uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). 

 
Örnek 2.2 Boştan farklı bir   kümesi üzerinde tanımlı   değerli sınırlı fonksiyonların 

tamamının uzayı        ‖  ‖        |     | normuna göre bir Banach uzayıdır. Bu 

örnekte özel olarak     aldığımızda          sınırlı diziler uzayının aynı 

zamanda bir Banach uzayı olduğunu görürüz (bkz. Soykan, 2012). 

 
Tanım 2.8 (Rank, Çekirdek ve Sonlu Ranklı Lineer DönüĢüm) (bkz. Soykan, 2012) 

 ,   vektör uzayları ve          olsun.  
 
a)           uzayı   dönüşümünün görüntü kümesidir,   dönüşümünün rankı ise 

      dim     sayısıdır (Burada dim    ,      vektör uzayının boyutunu 

belirtmektedir).  

 
b)   dönüşümünün çekirdeği ker                  şeklinde tanımlanır ve ker ,   

uzayının bir alt uzayıdır. Bu uzay   dönüşümünün sıfır uzayı olarak da bilinir. 

 
c)      sonlu ise   sonlu ranka sahiptir denir, yani, sonlu ranka sahip lineer bir 

dönüşüm, görüntü kümesi sonlu boyutlu olan lineer bir dönüşümdür.        ise   

sonsuz ranka sahiptir denir. 

 
  ve   normlu uzaylar olsunlar.   den   ye tanımlanan bütün lineer sonlu ranklı 

dönüşümlerin kümesini        ile gösterelim.               nin bir alt vektör 

uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). 
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Tanım 2.9 (Dual Uzay)      cismi üzerinde bir normlu uzay olsun.        uzayına   

nin (topolojik) dual uzayı denir ve    ile gösterilir,    nin elemanlarına ise lineer 

fonksiyoneller adı verilir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Aşağıdaki sonuç Teorem 2.3 ün direkt bir sonucu olup normlu bir uzayın dual 

uzayının daima bir Banach uzayı olduğunu gösterir. 

 
Sonuç 2.1 Eğer   normlu bir uzay ise    dual uzayı daima bir Banach uzayıdır (bkz. 

Megginson, 1998). 

 
Örnek 2.3    uzayının duali   ,       ve  

 
  

 
   olmak üzere    uzayının duali 

   ve    uzayının duali    dur (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.10 (Ġkinci veya Bidual Uzay) Bir   normlu uzayı için     uzayına   in ikinci 

duali (bidual) denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Lemma 2.1      Banach uzayları ve      ,   ranklı lineer bir operatör olsun. 

          ,   nin görüntüsü kümesinin bir bazı ise,   operatörü   ∑   
  

       

şeklinde bir tek temsile sahiptir, burada   
    

      
 ,    da lineer bağımsız 

fonksiyonellerdir (bkz. Soykan, 2012).  

 
Teorem 2.4 (Bir Operatörün Adjointi veya Duali)   ve   normlu uzaylar ve   

       olsun. Her            için  
 
〈      〉  〈     〉 
 
olacak şekilde bir tek             dönüşümü vardır. Buradaki    dönüşümüne   nin 

adjointi veya duali denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Teorem 2.5   ve   normlu uzaylar ve          olsun. Bu taktirde ‖ ‖  ‖  ‖ dir 

(bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.11 (Ġzomorfizm ve Ġzometri)   ve   normlu uzaylar ve       lineer bir 

dönüşüm olsun. Eğer   dönüşümü birebir sürekli ve   nin tersi     (  dönüşümünün 

görüntü kümesi üzerinde) sürekli ise   ye bir izomorfizm denir.       lineer 

dönüşümü her     için   
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‖    ‖  ‖ ‖ 
 
eşitliğini sağlarsa   ye izometrik izomorfizm veya lineer izometri denir. Eğer   den   

içine bir izomorfizm varsa   uzayı   ye gömülmüştür, eğer   den   içine bir izometrik 

izomorfizm varsa   uzayı   ye izometrik olarak gömülmüştür denir.   den   ye örten 

bir izomorfizm varsa   ve   uzayları izomorftur denir ve     ile gösterilir.   den   

ye örten bir izometrik izomorfizm varsa da   ve   uzayları izometrik olarak izomorftur 

denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.12 (Kanonik Tasvir) Bir   normlu uzayı üzerinde           
 
               ,  her     ve       
 
şeklinde tanımlanan dönüşüme kanonik tasvir (kanonik gömme) denir (bkz. Megginson, 

1998). 

 
Teorem 2.6   normlu bir uzay olsun. Bu taktirde          dönüşümü izometrik 

izomorfizm olup böylece       nin bir alt uzayına izometrik olarak izomorfiktir (bkz. 

Megginson, 1998). 

 
Önerme 2.1   ve   normlu uzaylar ve          olsun.    ve   , sırasıyla   ve   

uzayları üzerindeki kanonik tasvirler olmak üzere                ve   
          

dir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.13 (Refleksif Uzay)   normlu bir uzay olsun. Eğer           ise, yani,    

örten ise   refleksifdir (yansımalı) denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.14 (Kompakt Operatör)   ve   Banach uzayları ve          olsun. Eğer 

     in bütün sınırlı alt kümelerini   nin relatif kompakt kümelerine dönüştürüyorsa, 

yani,   nin her sınırlı   alt kümesi için     ̅̅ ̅̅ ̅̅    de kompakt ise,   lineer operatörüne 

kompakttır denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Aşağıdaki teorem kompaktlığın denk tanımı olarak alınabilecek durumları 

göstermektedir. 

 
Teorem 2.7 (bkz. Megginson, 1998)   ve   Banach uzayları ve          olsun. Bu 

taktirde aşağıdakiler denktir. 
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a)   operatörü kompakttır. 

b)      ,   nin relatif kompakt alt kümesidir, yani,      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    de kompakttır. 

c)   içindeki her sınırlı        
 , dizisi (    )   

 
 dizisi   de yakınsak olacak şekilde 

bir (   )   

 
 alt dizisine sahiptir.  

 
  ve   normlu uzaylar olsunlar.   den   ye tanımlanan bütün lineer kompakt 

dönüşümlerin kümesini        ile göstereceğiz. 

 
Aşağıdaki teorem her lineer kompakt dönüşümün sınırlı olduğunu gösterir. 

 
Teorem 2.8   ve   Banach uzayları ve          ise   sınırlıdır (süreklidir). 

Böylece               dir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Şimdi kompakt dönüşümlerin bazı cebirsel özelliklerini verelim. 
 

Teorem 2.9 (bkz. Megginson, 1998)      ve   Banach uzayları olsunlar.  
 
a) Eğer            ve         ise              dir. Bu nedenle        

       nin bir alt vektör uzayıdır. 

 
b)          ve          olsun. Eğer   veya   dönüşümlerinden en az biri 

kompakt ise           dir. 

 
Önerme 2.2 (bkz. Kreyszig, 1978)   ve   normlu uzaylar          olsun. 
 
a) Eğer   sınırlı ve sonlu ranka sahip ise (yani, dim       ise)   kompakttır. 

b) Eğer   sonlu boyutlu ise (yani, dim    ise)   kompakttır. 

 
  ve   Banach uzayları için yukarıda verilen bilgiler vasıtasıyla aşağıdaki 

kapsam yazılabilir (bkz. Kreyszig, 1978 ve bkz. Megginson, 1998), 

 
                              

 
Örnek 2.4   sonsuz boyutlu normlu bir uzay ise   üzerindeki birim dönüşüm    

kompakt değildir (bkz. Kreyszig, 1978). 
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Aşağıdaki teorem kompakt dönüşümler uzayı        nin operatör (dönüşüm) 

normu ile tam olduğunu göstermektedir. 

 
Teorem 2.10   ve   Banach uzayları olsunlar. Bu taktirde        uzayı        nin 

kapalı bir alt uzayıdır. Dolayısıyla        uzayı operatör normu ile bir Banach 

uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). 

 
Örnek 2.5 (bkz. Kreyszig, 1978, s. 409)         dönüşümü          

     için 

 
     (   

  

 
 
  

 
   

  

 
  ) 

 
şeklinde tanımlansın.   dönüşümünün lineer ve kompakt olduğunu gösterelim. 

 
Çözüm   dönüşümünün lineerliğini görmek kolay olup kompakt olduğunu gösterelim. 

Her     için  

 
                (   

  

 
 
  

 
   

  

 
      ) 

 
şeklinde tanımlanmış olsun. Açık olarak her     için    ler lineer ve sınırlıdır. Ayrıca 

her     için        sonlu ranklı olduğundan       kompakt dönüşümlerin bir 

dizisidir.  

 
‖         ‖  ‖             

   
      

   
   ‖  

                                 
      

∑ |  |
  

       
      

‖ ‖   

 
olup son eşitsizliğin ‖ ‖    üzerinden supremumu alınırsa 
 

‖    ‖  
 

   
 

 
olacaktır. Böylece     için   

         
→     olup       dizisi kompakt olduğundan   de 

kompakttır.  

 
Teorem 2.11 (Schauder Teoremi) Banach uzayları arasında tanımlanan sınırlı lineer 

bir operatörün kompakt olması için gerek ve yeter şart operatörün adjointinin kompakt 

olmasıdır (bkz. Megginson, 1998). 
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Tanım 2.15 (Konveks, Dengeli ve Mutlak Konveks Küme)   bir vektör uzayı ve      

in boştan farklı bir alt kümesi olsun.    ,     ve       iken, her       için 

        oluyorsa   ya konveks kümedir denir. Eğer | |    iken, her     için 

     oluyorsa   ya dengeli kümedir denir. Konveks ve dengeli bir kümeye de mutlak 

konveks küme denir (bkz. Robertson, 1964). 

 
Tanım 2.16 (Konveks Zarf)   bir   vektör uzayının boştan farklı bir alt kümesi olsun.  
 
 ∑     

 
                                          ∑   

 
        

 
kümesi   kümesini içeren en küçük konveks küme olup bu küme   nın konveks zarfı 

olarak adlandırılır ve co(   ile gösterilir (bkz. Robertson, 1964). 

 
Tanım 2.17 (Mutlak Konveks Zarf)   bir   vektör uzayının boştan farklı bir alt 

kümesi olsun. 

 
 ∑     

 
                         ∑ |  |    

       

 
kümesi   kümesini içeren en küçük mutlak konveks küme olup bu küme   nın mutlak 

konveks zarfı olarak adlandırılır ve abco    ile gösterilir (bkz. Robertson, 1964).  

 
  vektör uzayı bir topolojiye sahip olduğunda     ̅̅ ̅̅ ̅̅     notasyonu ile   nın 

kapalı mutlak konveks zarfını, yani,   kümesini içeren en küçük kapalı mutlak konveks 

kümeyi belirteceğiz. 

 
Tanım 2.18 (Ayrılabilir Uzay)   normlu bir uzay olsun. Eğer   ̅̅ ̅    olacak şekilde   

uzayının sayılabilir bir   alt kümesi varsa   ayrılabilir uzaydır denir (bkz. Kreyszig, 

1978).  

 
Örnek 2.6   ve   ayrılabilirdir,       olmak üzere    ve    uzayı ayrılabilirdir 

(bkz. Kreyszig, 1978 ve bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.19 (Schauder Tabanı)        

  bir   Banach uzayında bir dizi olsun. Eğer   

uzayındaki her   vektörü için   ∑     
 
    olacak şekilde skalerlerin bir tek        

  

dizisi varsa        
  dizisine   uzayının bir Schauder tabanıdır denir (bkz. Megginson, 

1998). 
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Örnek 2.7       olmak üzere   ,    ve   uzayları Schauder tabanına sahiptir (bkz. 

Megginson, 1998 ve bkz. Soykan, 2012). 

 
Önerme 2.3 Schauder bazına sahip her Banach uzayı sonsuz boyutludur ve 

ayrılabilirdir (bkz. Megginson, 1998). 

 
   uzayı ayrılabilir olmadığından (bkz. Megginson, 1998) yukarıda önerme 

gereğince    uzayı Schauder tabanına sahip olamaz (bkz. Megginson, 1998).  

 
Tanım 2.20 (Yönlü Küme) (bkz. Megginson, 1998 ve bkz. Wilde, 2003)   boştan farklı 

bir küme olsun. Bu küme üzerinde   bağıntısı aşağıdaki özellikleri sağlarsa   

bağıntısına   kümesini yönlendiriyor,   kümesine de   bağıntısı ile yönlü küme denir ve 

      şeklinde gösterilir. 
 
a) Her     için,       

b) Her             için,       ve        ise        

c) Her         için en az bir       vardır öyle ki        ve       . 

 
Örnek 2.8   bağıntısı (doğal sıralama) ile   reel sayılar kümesi,   rasyonel sayılar 

kümesi,   tam sayılar kümesi,   doğal sayılar kümesi tam sıralıdır ve aynı zamanda 

yönlenmiş kümelerdir (bkz. Wilde, 2003). 

 
Tanım 2.21 (Ağ) Herhangi bir   kümesi ve bir       yönlenmiş kümesi verilsin. 

      fonksiyonu her     için         ile tanımlansın.   fonksiyonuna ya da 

           alt kümesine   kümesi içinde bir ağ denir ve             ya da 

     biçiminde gösterilir (bkz. Wilde, 2003). 

 
Örnek 2.9   kümesi içinde bir      ağı ve bir       fonksiyonu verilsin. Bu 

durumda (      ) kümesi de   kümesi içinde bir ağdır (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.22 (Bölüm Uzayı)   bir   vektör uzayının alt uzayı olsun. 

    [ ]          ⁄  kümesi (    in denklik sınıflarının kümesi) her 

      ve     için 

  
                    ve               
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şeklinde tanımlanan işlemlerle bir vektör uzayı olup     uzayına   alt uzayına göre   

in bölüm uzayı denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Teorem 2.12   bir   normlu uzayının kapalı alt uzayı ise     bölüm uzayı 

 
‖   ‖     

   
‖   ‖ 

şeklinde tanımlanan fonksiyon ile bir normlu uzaydır (bkz. Megginson, 1998). 

 
Teorem 2.13   normlu bir uzay ve  ,   in kapalı bir alt uzayı olsun. Bu taktirde her 

    için ‖   ‖  ‖ ‖ dir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.23 (Bölüm DönüĢümü)   normlu bir uzay ve  ,   in kapalı bir alt uzayı 

olsun.        ⁄   
 
     [ ]     , her     
 
şeklinde tanımlanan (örten) dönüşüme bölüm dönüşümü denir (bkz. Megginson, 1998). 

 
Tanım 2.24 (Topolojik Vektör Uzayı) (bkz. Wilde, 2003)  ,   cismi üzerinde bir 

vektör uzayı ve   da   üzerinde bir topoloji olsun. 
 
a)     üzerindeki topoloji çarpım topolojisi olmak üzere      ,         

  ve, 
 
b)   üzerindeki topoloji alışılmış topoloji ve     üzerindeki topoloji çarpım topolojisi 

olmak üzere                 
 
şeklinde tanımlanan fonksiyonlar sürekli ise   ya   üzerinde vektör topolojisi,       

ikilisine de topolojik vektör uzayı denir.  

 
Tanım 2.25 (Lokal Konveks Topolojik Vektör Uzayı) Bir topolojik vektör uzayında 

0’ın konveks kümelerden oluşan bir komşuluk tabanı varsa topolojik vektör uzayına 

lokal konveks topolojik vektör uzayıdır denir (bkz. Wilde, 2003). 

 
Teorem 2.14 (Yarı-Normlar Ailesi ile Üretilen Topoloji)   bir vektör uzayı,   

        ,   uzayı üzerinde yarı-normlardan oluşan bir aile olsun.          ve 

              deki yarı-normların sonlu bir koleksiyonu olmak üzere 
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şeklinde tanımlansın. Her     için                      (         ve 

             ) formundaki   in bütün alt kümelerinin koleksiyonunu belirtsin.  

 
  {           için       olacak şekilde      vardır} { } 

 
olmak üzere     uzayı üzerinde vektör topolojisidir, yani       bir topolojik vektör 

uzayıdır, ayrıca her     süreklidir (bkz. Wilde, 2003). 

 
Tanım 2.26 Yukarıdaki formda verilen   vektör uzayı üzerindeki   topolojisine   yarı 

normlar ailesi ile üretilen topoloji denir (bkz. Wilde, 2003). 

 
Yarı normlar ailesi ile üretilen bir topolojik vektör uzayı daima yerel konveks 

topolojik vektör uzayıdır (bkz. Wilde, 2003). 

 
Tanım 2.27 (Kompakt Kümeler Üzerinde Düzgün Yakınsayan Topoloji) (bkz. Choi 

ve Kim, 2008, s. 1691-1692)   ve   Banach uzayları olsunlar.   in kompakt bir   alt 

kümesi     ve          için 
 
         {             

   
‖     ‖   } 

 
şeklinde tanımlansın. Bu şekildeki tüm          kümelerinin koleksiyonu        

uzayı üzerinde bir topolojik alt baz oluşturur.    bu alt bazla üretilen topoloji olsun. Bu 

topoloji        uzayı üzerinde   in kompakt kümeleri üzerinde düzgün yakınsayan 

topoloji olarak adlandırılır. Belirtelim ki    topolojisi lokal konveks topolojidir.  

 
Aslında bu topoloji             ‖    ‖ şeklindeki yarı-normlar ailesi 

tarafından üretilen topolojidir. Burada  ,   in kompakt kümeleri üzerinden alınır (bkz. 

Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Önerme 1.e.3 ve bkz. Ryan, 2002, s.75). 

 
Tanım 2.27 den        deki bir       ağı  ve bir   dönüşümü için  

 
   

         →     ancak ve ancak   nin her bir   kompakt alt kümesi için 

      ‖      ‖    dır (bkz. Choi ve Kim, 2008, 1691). 
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Tanım 2.27 deki kompakt   kümeleri,   kompakt kümeler ile değiştirilirse 

  kompakt kümeler üzerinde düzgün yakınsayan    topolojisinin tanımı elde edilir 

(Sinha ve Karn, 2002, bkz. Choi ve Kim, 2010). 

 
         ve          için     

   dir ancak ve ancak   in her 

  kompakt   alt kümesi ve her     sayısı için bir     vardır öyle ki 

      ‖     ‖    dur (bkz. Choi ve Kim, 2010). Böylece kompakt kümeler 

üzerinde düzgün yakınsayan    topolojisi, her       için    topolojisinden daha 

güçlüdür. Ayrıca         için    topolojisi de    topolojisinden daha güçlüdür 

(Sinha ve Karn, 2002 ve bkz. Choi ve Kim, 2010). 

 
Tanım 2.28 (Cauchy Ağı ve Tamlık)        , bir   topolojik vektör uzayında bir ağ 

olsun. Eğer 0 vektörünün her   açık komşuluğu için      ve       iken       

  olacak şekilde bir      varsa         ağı   de bir Cauchy ağıdır denir. Eğer her 

Cauchy ağı   de yakınsak ise   uzayına tam uzaydır denir (bkz. Megginson, 1998, s. 

170). 

 
  bir Banach uzayı olsun.       ile   Banach uzayında sıfıra yakınsayan 

dizilerin uzayını,       olmak üzere       ile   uzayında   toplanabilen 

dizilerin uzayını,       ile   uzayındaki sınırlı dizilerin uzayını göstereceğiz. 

Belirtelim ki ‖     ‖         ‖  ‖ fonksiyonu       ve       uzayları üzerinde 

bir norm belirtir. ‖     ‖     ∑ ‖  ‖   
   

  ⁄  fonksiyonu ise        uzayı üzerinde bir 

norm belirtir ve bu uzaylar üzerlerindeki bu normlar ile birlikte birer Banach uzaylarıdır 

(bkz. Sinha ve Karn, 2002). 

 
      olsun.    notasyonu çalışma boyunca   nin konjugesini yani,  

 
 
  

     eşitliğini sağlayan    sayısını gösterecektir. 

 
Grothendieck 1955 de Banach uzayının kompakt bir alt kümesini sıfıra 

yakınsayan diziler vasıtasıyla aşağıdaki şekilde karakterize etmiştir.  

 
Teorem 2.15 (Grothendieck’in Karakterizasyonu)    bir Banach uzayı ve      in bir 

alt kümesi olsun.   nın relatif kompakt olması için gerek ve yeter şart 
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  {∑   
 
             

     }      ̅̅ ̅̅ ̅̅         
    

 
olacak şekilde bir        

        dizisinin mevcut olmasıdır (Grothendieck, 1955).  

 
1980 lerde relatif kompaktlığın kuvvetli bir versiyonu verilmiştir. Relatif 

kompaktlığın tanımında       uzayı, sabit bir     için,       uzayı ile değiştirilirse 

relatif kompaktlığın kuvvetli bir formu elde edilir (Reinov, 1984 ve Bourgain ve Reinov 

1985). Relatif kompaktlığın bu formu Reinov (1984), Bourgain ve Reinov (1985) 

tarafından      mertebeli yaklaşım özelliklerinin çalışılmasında kullanılmıştır. Relatif 

kompaktlığın bu formu relatif Grothendieck   kompakt küme (kısaca,   

  kompakt) olarak adlandırılacaktır. Şimdi bu tanımı verelim. 

 
Tanım 2.29 (Relatif     Kompakt Küme)       ve   bir   Banach 

uzayının alt kümesi olsun. Eğer 
 
  {∑   

 
             

     }  

 
olacak şekilde bir        

        (eğer                
        olarak alınır) 

dizisi varsa   ya relatif Grothendieck   kompakt (kısaca,     kompakt) küme 

denir (bkz. Kim, 2013). 

 
Özel olarak, eğer   kümesi norm topolojiye göre kapalı ise, relatif   

  kompakt bir küme,     kompakt küme olarak adlandırılacaktır. Kompakt bir 

küme kesinlikle     kompakttır ve         için     kompakt küme 

    kompakt kümedir (bkz. Kim, 2013). 

 
2002 de Sinha ve Karn kompakt kümenin daha güçlü bir versiyonu (  

  kompakt kümenin ise daha zayıf bir versiyonu) olarak   kompakt küme kavramını 

tanımlamışlardır. 

 
Tanım 2.30 (Relatif   Kompakt Küme)       olmak üzere   bir Banach uzayı 

ve  ,   in bir alt kümesi olsun. Eğer  
 
               

   {∑   
 
             

      }  
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olacak şekilde bir        
        (eğer                

        olarak alınır) 

dizisi varsa   ya   in relatif   kompakt alt kümesidir denir (Sinha ve Karn, 2002). 

Burada              
  ,        

  dizisinin   konveks zarfı olarak 

adlandırılmaktadır. 

 
      ve   bir Banach uzayı olmak üzere bir        

        dizisinin 

             
   zarfı; kapalı ve konveks bir kümedir (bkz. Choi ve Kim, 2010). 

 
    kompakt bir küme kesinlikle   kompakt kümedir ve       için 

her     kompakt küme   kompakt kümedir (bkz. Kim, 2013).   kompakt 

kümeler kesinlikle kompakt kümelerdir ve         için   kompakt kümeler 

  kompakt kümelerdir,   kompakt bir kümenin ise   kompakt bir küme olması 

gerekmez (Sinha ve Karn, 2002).  

 
Her relatif kompakt kümenin relatif   kompakt küme olmadığı Aron ve ark. 

(2010) tarafından aşağıdaki örnekle gösterilmiştir. 

 
Örnek 2.10       ve        

        olsun.         dönüşümü  

         
            

   

 
şeklinde tanımlanmış olsun. Bu taktirde 

 
                          
 
 
kümesi    nin relatif   kompakt olmayan, relatif kompakt bir alt kümesidir (Aron ve 

ark., 2010). 

 
Pineiro ve Delgado (2011, Önerme 3.5) de       olmak üzere her relatif 

  kompakt kümenin relatif   kompakt küme olduğu sonsuz boyutlu hiçbir Banach 

uzayının mevcut olmadığını göstermişlerdir. 

 
2012 de Ain ve ark. yukarıda bahsedilen kompakt kümeler arasında kalan 

      kompakt küme kavramını tanımlamışlardır. Şimdi bu kavramı verelim. 

 
Tanım 2.31 (Relatif       Kompakt Küme)       ve        olmak üzere 

  bir Banach uzayı ve      in bir alt kümesi olsun. Eğer 
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   {∑   

 
             

      }  
 
(    ise        

       ) olacak şekilde bir        
        (eğer   

             
        olarak alınır) dizisi varsa   ya   in relatif       kompakt alt 

kümesidir denir (Ain ve ark., 2012). Burada (                
  ,        

  dizisinin 

(     konveks zarfı olarak adlandırılmaktadır. 

 
      ve        ve   bir Banach uzayı olmak üzere bir        

  

      dizisinin (                
   zarfı; relatif       kompakt, kapalı ve mutlak 

konveks bir kümedir (bkz. Ain ve Oja, 2012, Teorem 3’ün ispatı). 

 
       kompaktlık kavramı     kompaktlık kavramı ile, 

       kompaktlık kavramı   kompaktlık kavramı ile, relatif       kompaktlık 

kavramı Grothendieck’in kriterine göre kompaktlık kavramı ile çakışır (Ain ve ark., 

2012). 

 
Yukarıda verilen bilgilere göre; normlu bir uzayın kapalı bir   alt kümesi 

 
    kompakt         kompakt     kompakt   kompakt 
 
olacaktır. 
 

Tanım 2.32 (  Kompakt Operatör)      ,   ve   Banach uzayları   

       olsun. Eğer          nin relatif   kompakt bir alt kümesi ise   ye 

  kompakt operatördür denir (Sinha ve Karn, 2002). 

 
Tanım 2.33 (      Kompakt Operatör)             ,   ve   Banach 

uzayları ve          olsun. Eğer          nin relatif       kompakt bir alt kümesi 

ise   ye       kompakt operatördür denir (Ain ve ark., 2012). 

 
Relatif   kompakt (veya       kompakt) ve kapalı bir küme   kompakt 

(veya       kompakt) küme olarak adlandırılacaktır. 

 
  ve   Banach uzayları olsunlar.   uzayından   uzayına tanımlanan bütün 

  kompakt ve       kompakt dönüşümlerin kümesini sırasıyla,         ve  

            ile gösterelim. Bu kümelerin her ikisi de        uzayının alt vektör 

uzaylarıdır (Sinha ve Karn, 2002, Ain ve ark., 2012). 
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Önerme 2.4                ve        olmak üzere     ve 
  

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

 
iken her       kompakt operatör aynı zamanda       kompakt operatördür (Ain ve 

ark., 2012, Sonuç 3.3). 

 
Tanım 2.34       olsun. Bir   Banach uzayında zayıf   toplanabilen dizilerin 

uzayı         

 
                               ∑ |      |    

      

şeklinde tanımlanır.        uzayı 
 
‖     ‖ 

            ∑ |      |  
      ⁄     

       

‖∑     
 
   ‖  

normu ile bir Banach uzayıdır (bkz. Ryan, 2002, s. 134 ve bkz. Diestel ve ark., 2008, s. 

16). 

 
Tanım 2.35  ̌      {              ‖                 ‖ 

         
→       } uzayı 

       in bir (kapalı) alt uzayı olup bu uzay ‖ ‖ 
  normu ile bir Banach uzayıdır (Fourie 

ve Swart, 1979, bkz. Choi ve Kim, 2010, bkz. Ain ve Oja, 2015). 

 
Tanım 2.36 (Tensör Çarpımı) (bkz. Ryan, 2002)   ve   vektör uzaylarının tensör 

çarpımı    , bilineer dönüşümlerin uzayı        uzayı üzerindeki lineer 

fonksiyonellerin bir alt uzayı olarak aşağıdaki şekilde tanımlanır. 

 
        için     notasyonu ile        üzerinde tanımlanan bir fonksiyoneli 

belirteceğiz. Diğer bir deyişle, her          için 
 
         〈     〉         
 
dir.     tensör çarpımı bu şekildeki elemanlarla üretilen          cebirsel 

dualinin bir alt uzayıdır.  

 
    vektör uzayı üzerinde   fonksiyonu 

 
         ∑ ‖  ‖ 

   ‖  ‖    ∑      
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şeklinde tanımlanan bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki önerme gerçeklenir. 

 
Önerme 2.5   ve   Banach uzayları olsun. Bu taktirde        üzerinde bir normdur 

ve her         için        ‖ ‖‖ ‖ dir (bkz. Ryan, 2002, Önerme 2.1). 

 
    uzayı üzerinde yukarıdaki şekilde tanımlanan   fonksiyonu projektif 

norm olarak adlandırılmaktadır (bkz. Ryan, 2002). 

 
Projektif norma sahip     uzayı      ile gösterilecektir.   ve   Banach 

uzayları sonlu boyutlu olmadıkça      uzayı tam değildir.    ̂   ile bu uzayın 

tamlamasını göstereceğiz (bkz. Ryan, 2002, s. 17). 

 
  ̂   uzayı üzerindeki projektif norm 

 
         ∑ ‖  ‖ 

   ‖  ‖   ∑ ‖  ‖ 
   ‖  ‖      ∑      

 
      

 
şeklindedir (bkz. Ryan, 2002, s. 21). 

 
Tanım 2.37 (Ġnjektif Norm)   ve   Banach uzayları ve       olsun.   nun 

injektif normu      notasyonu ile gösterilmek üzere 
 
         |∑            

   |                 
 
şeklindedir. Burada ∑      

 
       nun herhangi bir temsilidir (bkz. Ryan, 2002, s.45). 

 
İnjektif norma sahip     uzayı      notasyonu ile bu uzayın tamlaması ise 

  ̂   notasyonu ile gösterilecektir. 

 
Önerme 2.6       ve   bir Banach uzayı olsun. Bu taktirde  ̌      ve    ̂   

uzayları izometrik olarak izomorftur, yani  ̌         ̂   dir (bkz. Diestel ve ark., 

2008, Sonuç 1.1.12). 

 
Teorem 2.16       ve   bir Banach uzayı olsun. Bu taktirde    ̂         

   ̂    dir (bkz. Diestel ve ark., 2008, Teorem1.1.20).  
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Teorem 2.17       ve   bir Banach uzayı olsun. Bu taktirde (   ̂  )  ve 

     ̂   uzayları izometrik olarak izomorftur, yani (   ̂  )      ̂   dir (bkz. Ryan, 

2002, Teorem 5.33). 

 
Tanım 2.38 (Operatör Ġdeal) (bkz. Pietsch, 2007, 2.6.6.1) Banach uzayları arasında 

tanımlanan bütün sınırlı lineer operatörlerin sınıfı   ve      nin bir alt sınıfı olsun. Eğer 

  sınıfı aşağıdaki şartları sağlıyorsa bir operatör idealdir denir. 

 
a) Her   ve   Banach uzayı için                 sınıfı        nin bir alt 

uzayıdır. 

b)   sınıfı bütün bir ranklı operatörleri içerir. 
 
c)            Banach uzayları olmak üzere         ,         ,          

iken            dir. 

 
Örnek 2.11 Keyfi Banach uzayları arasında tanımlanan; bütün sonlu ranklı 

operatörlerin sınıfı  , yaklaşılabilir operatörlerin sınıfı  ̅, kompakt operatörlerin sınıfı 

  (bkz. Pietsch, 2007, 2.6.6.2),   kompakt operatörlerin sınıfı    (Sinha ve Karn, 

2002, Teorem 4.2),       kompakt operatörlerin sınıfı        (Ain ve ark. 2012, 

Önerme 2.1) operatör ideallerine birer örnektirler. 

 
Tanım 2.39 (  Kompakt Küme ve   Kompakt Operatör) (bkz. Delgado ve 

Pineiro, 2013)   bir operatör ideal,   bir Banach uzayı ve      in bir alt kümesi olsun. 

Eğer bir   Banach uzayı, bir          operatörü ve   nin kompakt bir   alt kümesi 

       olacak şekilde varsa   ya  -kompakt kümedir denir.   ve   Banach uzayları 

olmak üzere bir          operatörü için      ,   de   kompakt ise   ye 

  kompakt operatördür denir. 

 
Örnek 2.12 Kompakt kümeler  ̅ veya   kompakt kümelerdir ve   kompakt 

kümeler    kompakt kümelerdir (bkz. Lassalle ve Turco, 2013, s. 2455). 

 
Örnek 2.13       ve        olsun. Relatif       kompakt kümeler ile 

       kompakt kümeler aynıdır (Ain ve Oja, 2015, Önerme 2.4). 
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3. YAKLAġIM ÖZELLĠKLERĠNĠN BAZI VERSĠYONLARI VE BU 

VERSĠYONLARIN BAZI SONUÇLARI 

 

Bu bölümde ilk olarak yaklaşım özelliklerinin literatürde mevcut olan bazı 

versiyonları verilerek aralarındaki ilişkiler belirtilecektir. Daha sonra   kompakt 

kümeler üzerine dayanan ve literatürde mevcut olan bazı sonuçlar verilecektir. 

 

3.1. Bazı YaklaĢım Özellikleri ve Aralarındaki ĠliĢkiler 

 

Yaklaşım özelliği kavramı Banach uzayları teorisinin önemli kavramlarından 

biri olup, sistematik olarak ilk defa Grothendieck (1955) tarafından aşağıdaki şekilde 

tanımlanmıştır.  

 
Tanım 3.1.1 (YaklaĢım Özelliği)   bir Banach uzayı olsun. Eğer   in her   kompakt 

alt kümesi ve her     sayısı için 
 
‖    ‖   , her     

 
olacak şekilde   uzayından   uzayına lineer sonlu ranklı bir   operatörü varsa   uzayı 

yaklaşım özelliğine (kısaca, ap) sahiptir denir. Diğer bir deyişle,   uzayı üzerindeki 

birim operatöre sonlu ranklı operatörler ile kompakt kümeler üzerinden 

yaklaşılabiliyorsa   yaklaşım özelliğine sahiptir denir (Grothendieck, 1955, bkz. 

Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977). 
 
Kısaca    ap ye sahiptir            

   
 dir (Grothendieck, 1955). 

 
Örnek 3.1.1     ve    (       uzayları ap ye sahiptir. Hilbert uzayları ap ye 

sahiptir (bkz. Ryan, 2002, s. 73). 

 
Örnek 3.1.2           uzayı yaklaşım özelliğine sahip değildir (Szankowski, 1981, bkz. 

Ryan, 2002, s.74).   

 
Örnek 3.1.3 Schauder tabanına sahip her Banach uzayı ap ye sahiptir (bkz. 

Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977 ve bkz. Megginson, 1998). Böylece ap ye sahip 

olmayan bir Banach uzayı Schauder tabanına sahip olamaz. 
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Aşağıdaki teoremler yaklaşım özelliğinin önemli karakterizasyonlarını 

vermektedir. 

 
Teorem 3.1.1   bir Banach uzayı olsun.    ap ye sahiptir ancak ve ancak her   

Banach uzayı için               dir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Teorem 

1.e.4 ve bkz. Casazza, 2001, Teorem 2.5). 

 
Teorem 3.1.2 (Kim, 2008 ve Choi ve ark., 2009)   bir Banach uzayı olsun. Bu taktirde 

aşağıdakiler denktir. 
 
a)    ap ye sahiptir. 

b) Her   Banach uzayı için              
   dir. 

c) Her   Banach uzayı için              
   dir. 

 
Tanım 3.1.2 (    YaklaĢım Özelliği)   bir Banach uzayı ve       olsun. 

Eğer   in her     kompakt   alt kümesi ve her     sayısı için 
 
‖    ‖   , her     

 
olacak şekilde   uzayından   uzayına lineer sonlu ranklı bir   operatörü varsa   uzayı 

    yaklaşım özelliğine (kısaca,     ap) sahiptir denir (Kim, 2013). 

 
Kısaca        ap ye sahiptir            

    
 dir (Burada        in 

    kompakt kümeleri üzerinde düzgün yakınsayan topolojidir.) (Kim, 2013). 

 
  kompakt küme kavramı   yaklaşım özelliği kavramını ortaya çıkarmıştır. 

Sinha ve Karn (2002) bir Banach uzayının   yaklaşım özelliğini aşağıdaki şekilde 

tanımlamışlardır. 

 
Tanım 3.1.3 ( -YaklaĢım Özelliği)   bir Banach uzayı ve       olsun. Eğer   in 

her   kompakt   alt kümesi ve her     sayısı için 
 
‖    ‖   , her     

 
olacak şekilde   uzayından   uzayına lineer sonlu ranklı bir   operatörü varsa  , 

  yaklaşım özelliğine (kısaca,   ap) sahiptir denir. Diğer bir deyişle   üzerindeki 
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birim operatöre sonlu ranklı operatörler ile   kompakt kümeler üzerinden 

yaklaşılabiliyorsa      yaklaşım özelliğine sahiptir denir (Sinha ve Karn, 2002). 

 
Kısaca      ap ye sahiptir            

    dir (Burada      in 

  kompakt kümeleri üzerinde düzgün yakınsayan topolojidir.) (Sinha ve Karn, 2002). 

 
        olmak üzere   ap ye sahip bir Banach uzayı   ap ye sahiptir 

(bkz. Choi ve Kim, 2010). 

 
Teorem 3.1.3 Her Banach uzayı   ap ye sahiptir. Böylece       olan   ler için 

her Banach uzayı   ap ye sahiptir (Sinha ve Karn, 2002). 

 
Teorem 3.1.4     için   ap ye sahip olmayan Banach uzayı vardır (Sinha ve Karn, 

2002). 

 
Bir   Banach uzayının ap özelliği     ap ve   ap ile aynıdır (bkz. Kim, 

2013).       için her     kompakt küme daima   kompakt küme (Kim, 

2013) ve her   kompakt küme de daima kompakt küme olduğundan (Sinha ve Karn, 

2002), yaklaşım özelliği   yaklaşım özelliğini (Sinha ve Karn, 2002),   yaklaşım 

özelliği de     yaklaşım özelliğini gerektirir (Kim, 2013). Yani, 

 
ap                

 
dir (Sinha ve Karn, 2002, Kim, 2013). 
 

Şimdi   ap ve      ap arasında kalan        yaklaşım özelliği kavramını 

verelim.  

 
Tanım 3.1.4 ((     YaklaĢım Özelliği)   bir Banach uzayı,       ve     

   olsun. Eğer   in her (     kompakt   alt kümesi ve her     sayısı için 

 
‖    ‖   , her     

olacak şekilde   uzayından   uzayına lineer sonlu ranklı bir   operatörü varsa  , 

      yaklaşım özelliğine (kısaca,       ap) sahiptir denir. Diğer bir deyişle birim 

operatöre sonlu ranklı operatörler ile       kompakt kümeler üzerinden 
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yaklaşılabiliyorsa          yaklaşım özelliğine sahiptir denir (bkz. Delgado ve 

Pineiro, 2013, Önerme 2.14, bkz. Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012). 

 
Kısaca          ap ye sahiptir             

        dir (Burada        
   in 

      kompakt kümeleri üzerinde düzgün yakınsayan topolojidir.) (bkz. Delgado ve 

Pineiro, 2013, Önerme 2.14, bkz. Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012). 

 

      ve        için her       kompakt küme daima   kompakt 

küme olduğundan   yaklaşım özelliği,       yaklaşım özelliğini gerektirir. O halde 

 
                                                                                      (1) 
 

elde edilir (Sinha ve Karn, 2002, bkz. Ain ve ark., 2012 ve Kim, 2013) 

 
Önerme 3.1.1       ve              olsun.    nun      ap özelliğine 

sahip olmayan bir Banach alt uzayı vardır (Kim, 2013, Sonuç 2.4).  

 
Yukarıdaki önerme ve (1) gereğince       ap ye sahip olmayan bir Banach 

uzayının var olduğunu söyleyebiliriz. 

 

3.2.   Kompakt Kümeler Ġçin Literatürdeki Bazı Sonuçlar 

 

Bu kısımda   kompakt kümeler üzerine dayanan ve literatürde mecvut olan 

bazı sonuçları vereceğiz.  

Delgado ve ark. (2009, Teorem 2.1), bir Banach uzayının   yaklaşım 

özelliğinin,   kompakt ve sonlu ranklı dönüşümler arasındaki ilişkiyi veren 

karakterizasyonlarını aşağıdaki sonuçta elde etmişlerdir. Belirtelim ki bu sonuç Teorem 

3.1.1 ve Teorem 3.1.2 nin   ap için bir versiyonudur. 

 
Teorem 3.2.1 (Delgado ve ark., 2009, Teorem 2.1)   bir Banach uzayı ve     

  olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 
 
a)  ,   ap ye sahiptir. 

b) Her   Banach uzayı için                dir. 

c) Her   Banach uzayı için               
  

 dir. 
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Aşağıdaki lemma literatürde iyi bilinen bir lemma olup bu lemmayı ispatını 

yapmaksızın vereceğiz. 

 
Lemma 3.2.1       ve        

        olsun. Bu taktirde (  
  

)
   

 
       

olacak şekilde    uzayında azalan pozitif bir        
  dizisi vardır (bkz. Choi ve Kim, 

2010, s. 2446). 

 
Choi ve Kim (2008, Teorem 3.10 (a)) (         ) uzayının tam olduğunu 

göstermişlerdir. Aşağıdaki sonuçta da       için             uzayının tam 

olduğunu göstermişlerdir. 

 
Önerme 3.2.1       olsun. Bu taktirde             uzayı tamdır (Choi ve Kim, 

2010, Önerme 2.2). 

 
Choi ve Kim (2010) aşağıdaki lemmayı kullanarak              deki bir 

fonksiyonelin temsilini elde etmişlerdir. 

 
Lemma 3.2.2       olsun.  ̌       uzayı  
 
         

   ∑ ∑   
     

   
 
         

 
temsiline sahip tüm lineer sınırlı   fonksiyonellerinden oluşur. Burada (   )   

 
    ve 

her     için       
     

        ∑ ‖  ‖  
 
   ‖   ‖    şartını sağlayan dizilerdir. 

(Choi ve Kim, 2010, Lemma 2.4). 

 
Şimdi              dual uzayındaki bir fonksiyonelin temsilini gösteren Choi 

ve Kim (2010) tarafından verilen aşağıdaki önemli teoremi verelim.  

 
Teorem 3.2.2 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5)       olmak üzere              

uzayı  
 
     ∑ ∑   
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temsiline sahip tüm lineer sınırlı   fonksiyonellerinden oluşur. Burada        
  

     , her     için        
     

      ve (  
 )

   

 
    olan ve ∑ ‖  ‖  

 
   ‖  

 ‖  

  şartını sağlayan dizilerdir.  

 
Lemma 3.2.3 Her   Banach uzayı için                   

  
  burada         

               dir (bkz. Lindenstrauss ve Tzafriri, 1977, Lemma 1.e.17 ve bkz. Choi 

ve Kim, 2010, Lemma 2.6). 

 
Yukarıdaki lemmanın bir sonucu olarak,    nin   ap ye sahip olması için gerek 

ve yeter şart             
  

 olmasıdır (Choi ve Kim, 2010, s. 2443). 

 
Choi ve Kim (2010, Teorem 2.7) Teorem 3.2.2 ve Lemma 3.2.3 vasıtasıyla 

      olmak üzere    dual uzayı   ap ye sahip iken   in de   ap ye sahip 

olduğunu göstermişlerdir. Yani,   ap için dualite probleminin pozitif çözümünü elde 

etmişlerdir. Şimdi bu teoremi verelim. 

 
Teorem 3.2.3       olsun. Eğer    uzayı   ap ye sahipse o zaman   de   ap 

ye sahiptir (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.7). 

 
Aşağıdaki sonuç   ap nin önemli karakterizasyonlarını vermektedir.  

 
Teorem 3.2.4 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1)       ve   bir Banach uzayı 

olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 
 
a) Her   Banach uzayı için              

  
 dir. 

 
b) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı için              

  
 dir. 

 
c) Her   Banach uzayı ve          için                 

  
 dir. 

 
d) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı ve          için 

                
  

 dir. 
 
e)  ,   ap ye sahiptir. 
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Tanım 3.2.1   ve   normlu uzaylar ve          olsun. Eğer       olacak 

şekilde bir   normlu uzayı ve         ,          dönüşümleri varsa   dönüşümü 

çarpanlara ayrılabilirdir denir (bkz. Aron ve ark., 1999). 

 
Choi ve Kim (2010, Teorem 3.1), Sinha ve Karn (2002, Teorem 3.2)’nın  

  kompakt bir operatörü,     uzayının bölüm uzayı vasıtasıyla çarpanlara ayırışından 

faydalanarak aşağıdaki sonucu elde etmişlerdir. 

 
Teorem 3.2.5 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1)      ,   ve   Banach uzayları ve 

         olsun.   operatörünün    kompakt olması için gerek ve yeter şart 

         
        ve    in kapalı bir   alt uzayı,  ̂           ⁄     ⁄  

  kompakt operatörü,  ̂     ⁄    kompakt operatörü vardır öyle ki    ̂   ̂  

    olarak yazılabilir. 

 
 

 

 

 

 

 

Choi ve Kim (2010, Teorem 4.2), yukarıdaki çarpanlara ayırma teoremini 

kullanılarak aşağıdaki teoremi elde etmişlerdir. Bu teoreme, Teorem 3.2.4 ün tanım ve 

değer uzaylarının rollerinin değiştirilmesi durumu olarak bakılabilir. 

 
Teorem 3.2.6 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2)       ve   bir Banach uzayı 

olsun. Bu taktirde aşağıdakiler denktir. 
 
a) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı için              

  
 dir. 

b) Her   Banach uzayı için              
  

 dir. 

c)  ,   ap ye sahiptir. 

 

 

 

 

 𝑋  
 

𝑌 
   T 

𝑄𝑦 𝑉̂ 

𝑙𝑝    𝑇𝑦⁄  𝑙 𝑀⁄  
𝑈̂ 
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4.       YAKLAġIM ÖZELLĠĞĠNĠN BAZI KARAKTERĠZASYONLARI 

 

Bu bölümde   kompakt kümeler üzerine dayanan ve üçüncü bölümün ikinci 

kısmında verilen sonuçlar       kompakt kümeler için ele alınacaktır. 

 
Aşağıdaki lemma literatürde iyi bilinen bir lemma olup Teorem 4.1 in ispatında 

kullanılacaktır. 

 
Lemma 4.1        

     olsun. Bu taktirde             
          

      şeklinde 

tanımlanan küme    nin kompakt bir alt kümesidir. 

 
Aşağıdaki teorem Teorem 3.2.1’in (Delgado ve ark., 2009, Teorem 2.1) 

      kompakt kümeler için bir modifikasyonudur. Belirtelim ki bu teorem, Delgado 

ve Pineiro (2013, Teorem 2.3)’nun çalışmasında   operatör idealinin özel olarak        

operatör ideali olarak alınmasıyla da elde edilebilecek bir sonuçtur. Biz teoremin 

ispatını Delgado ve ark. (2009, Teorem 2.1)’nın ispatını       kompakt kümeler için 

modifiye ederek yapacağız. 

 
Teorem 4.1 (Delgado ve Pineiro, 2013, Teorem 2.3 ve bkz. Delgado ve ark., 2009, 

Teorem 2.1)   bir Banach uzayı ve        ve        olsun. Bu taktirde 

aşağıdakiler denktirler. 
 
            ap ye sahiptir. 

   Her   Banach uzayı için                    dir. 

   Her   Banach uzayı için                   
  

 dir. 

 
Ġspat       Kabul edelim ki          ap ye sahip olsun. Bu takdirde bir   Banach 

uzayı için                    olduğunu gösterelim. Bunun için               

olsun.               olduğundan         uzayının relatif       kompakt bir alt 

kümesidir. Hipotezden          yaklaşım özelliğine sahip olduğundan verilmiş bir 

    sayısı için 

 
‖        ‖     her                                                                                       (3.1) 
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olacak şekilde bir       sonlu ranklı lineer dönüşümü vardır. (3.1) den ‖    ‖  

  olup,           olduğundan          elde edilir. Bu ise             

       olduğunu gösterir. 

 
      Norm topoloji, kompakt kümeler üzerinde düzgün yakınsayan topolojiden daha 

güçlü, yani,     ‖ ‖ olduğundan bu geçişin ispatı açıktır. 

 
      Her   Banach uzayı için                   

  
 olsun. Bu taktirde   

uzayının       yaklaşım özelliğine sahip olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki     

uzayının       kompakt bir alt kümesi ve     bir sayı olsun. Bu taktirde 

 
  {∑   

 
             

      }   
 
olacak şekilde        

        vardır.                    
   olarak alalım. 

    ise   ∑   
 
      olacak şekilde bir        

       vardır. Diğer taraftan 

       
        olduğundan Lemma 3.2.1 gereğince (  

  
)
   

 
       olacak şekilde 

   uzayında pozitif azalan bir        
  dizisi vardır. Şimdi Delgado ve ark. (2009, 

Teorem 2.1)’ nın ispatında olduğu gibi 

 
                  

           
            

  ve 

 
                

   ∑   
  
  

 
             

     

 
şeklinde   ve   operatörlerini tanımlayalım. Öncelikle   nin iyi tanımlı olduğunu 

görelim. Bunun için         
      ise          

     yani ∑ |    |    
    olduğunu 

görmeliyiz.  

 
∑ |    |   

   ∑ |  | |  |  
    ∑ |  | |  |  |  |  

   ∑ |  |  
       

olup   iyi tanımlıdır.   operatörünün lineerliği açık olup kompaktlığını gösterelim. 

       
     olduğundan Lemma 4.1 den             

          
      

kümesi    nin kompakt bir altkümesidir ve 

 
 (   )  {         

          
     }     
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olduğundan   kompakt bir operatördür. 

Şimdi   dönüşümünün iyi tanımlı olduğunu gösterelim. Bunun için        
  

   iken ∑   
  
  

 
     serisinin   de yakınsak olduğunu göstermeliyiz.        

olduğundan        
      olup Hölder eşitsizliğinden seri mutlak yakınsaktır.   bir 

Banach uzayı olduğundan mutlak yakınsak her seri yakınsak olup   dönüşümü iyi 

tanımlıdır.   dönüşümünün lineerliği açık olup       kompakt olduğunu gösterelim. 

 
 (   )  {         

          
     }  {∑   

  
  

 
           

     }  

 
ve (  

  
)
   

 
       olduğundan  

  (   )            {(
  

  
)
   

 
} 

olup dolayısıyla    dönüşümü       kompakttır.  ,       ⁄  bölüm uzayı olmak üzere 

  
      ,        

         
       

 
bölüm dönüşümü olsun.   ̂      dönüşümü her        

     için 

 
 ̂(         

  )           
    

 
şeklinde tanımlansın.  ̂ nın iyi tanımlılığı, lineerliği açık olup sürekli olduğunu 

gösterelim. 

 
‖ ̂(         

  )‖  ‖         
            

  ‖         
       

                                ‖            
  ‖  (  lineer ve sürekli olduğundan) 

                                 ‖ ‖‖          
 ‖  

 
olup        

       üzerinden infimum alınırsa 

 
‖ ̂(         

  )‖  ‖ ‖‖       
      ‖  ‖ ‖‖         

  ‖  

elde edilir. Böylece  ̂ süreklidir. Diğer taraftan  
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 ̂      ̂ (  
 ̅̅ ̅)   ̂(  

 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   ̂   (   
 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ =  (   

 )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅           {(  
  

)
   

 
} 

 
olup  ̂ dönüşümü       kompakttır.       (   ) şeklinde tanımlanmış olsun.   

kompakt dönüşüm olduğundan     de relatif kompakt bir kümedir.  ̂      

dönüşümü       kompakt olduğundan hipotezden   ̂                    
  

 olup 

    de kompakt bir küme olduğundan bir           vardır öyle ki her     için  

 
‖    ̂ ‖   

 
 
                                                                                                                             

 
dir. Diğer yandan   sonlu ranklı lineer bir dönüşüm olduğundan  

 
  ∑     

                   ,  ∑ ‖  ‖ 
                                                   (3.3) 

 
şeklinde bir temsile sahiptir.  ̂ nın injektifliğinden (birebirliğinden)  ̂  dönüşümü    

uzayında,    deki        dualitesi ile uyumlu olan her lokal konveks topoloji için, 

yoğun görüntüye sahiptir. Özel olarak,  ̂     nin kompakt kümeler üzerinde düzgün 

yakınsayan topolojiye göre yoğun görüntüye sahiptir. Böylece her           için  
 
‖ ̂   

          ‖  
 
 
                                                                                                 

 
olacak şekilde   

     vardır.     ∑   
   

      olsun. Bu taktirde          dir. 

Her     için (  kümesinin tanımından) 

 
  ∑   

 
       ̂             

    

 
olacak şekilde           vardır. Böylece  
 
   ̂             

  ⏟           
   

     ̂        

 
olup (3.2), (3.3) ve (3.4) den 
 
‖    ‖  ‖ ( ̂ )   ̂ ‖ 

                    ‖ ( ̂ )         ̂ ‖ 

                    ‖ ( ̂ )    ‖  ‖    ̂ ‖ 

                    ‖∑   
 ( ̂ ) 

    ∑       
   ‖‖  ‖   
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                   ‖∑  ̂   
     

    ∑       
   ‖‖  ‖   

 
  

                            |  ̂   
        |∑ ‖  ‖ 

     
 
  

                    
 
 

 
 
 

   

 
olup ispat tamamlanır. □ 

 
Gözlem 4.1 Chen ve Lie (2017, Lemma 2.2) de   operatör idealini özel olarak        

operatör ideali alırsak, yukarıdaki teoremin (c) şıkkında   nin ayrılabilir refleksif 

Banach uzayı alınması durumununda da teoremin geçerli olacağını görürüz. 

 
Aşağıdaki önerme, Önerme 3.2.1 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Önerme 2.2)’in 

      kompakt kümeler için bir modifikasyonu olup ispat metodu buradan alınmıştır. 

 
Önerme 4.1        ve        olsun. Bu taktirde                 tamdır (bkz. 

Choi ve Kim, 2010, Önerme 2.2 ve bkz. Kim ve Choi, 2008, Teorem 3.10). 

 
Ġspat        nin        topolojisine göre tam olduğunu göstermek için        

uzayında alınan bir        Cauchy ağının bu uzayda yakınsak olduğunu göstereceğiz. 

              de bir        Cauchy ağı olsun. Bu taktirde her     için       ,   de 

bir Cauchy ağıdır.   tam olduğundan her     için        Cauchy ağı   de 

yakınsaktır. 

 
          

 
    şeklinde bir       dönüşümü tanımlayıp bu dönüşümün 

lineer ve sınırlı olduğunu gösterelim.   dönüşümünün lineerliği açık olup sınırlı 

olduğunu gösterelim. Kabul edelim ki   sınırsız olsun. Bu taktirde, her     için 

‖  ‖   
   iken ‖   ‖    olacak şekilde   de bir        

   dizisi vardır. Her     

için ‖  ‖   
   olduğundan        

        dir. Böylece           kümesi relatif 

      kompakttır.               Cauchy ağı olduğundan  
 
   
   

   
    

‖         ‖                                                                                                  

dır. O halde her        için    
   

‖         ‖    olacak şekilde bir    vardır. Her 

    için       
           

      olduğundan    
   

‖         ‖    dir.  
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Böylece her     için (       
    

  olduğundan) 

 
‖   ‖  ‖     ‖  ‖   ‖  ‖         ‖       

olur. Bu ise     dönüşümünün sınırsız olmasıyla çelişir. O halde   sınırlıdır. Şimdi 

  
         →       olduğunu gösterelim.  ,   uzayında       kompakt bir küme ve     

olsun.               de bir        Cauchy ağı olduğundan 
 
       iken    

   
‖        ‖     

 
olacak şekilde bir      vardır. Diğer taraftan her     için          

 
    

olduğundan      iken 
 
   
   

‖       ‖     

 
elde edilir. Bu ise   

        →      olduğunu gösterir. Böylece ispat tamamlanır. □ 
 

Not 4.1 Bir   topolojik vektör uzayı üzerinde lineer bir   fonksiyonelinin sürekli olması 

için gerek ve yeter şart      sınırlı olacak şekilde   ın   de bir   komşuluğunun 

olmasıdır (bkz. Megginson, 1998, Teorem 2.2.16). Böylece                    

olması için gerek ve yeter şart her          için |    |         ‖  ‖ olacak 

şekilde   uzayının       kompakt bir   alt kümesi ve bir     sayısının mevcut 

olmasıdır (bkz. Choi ve Kim, 2010, s. 2441 ve bkz. Wilde 2003, Sonuç 7.9). 

 
Teorem 3.2.2 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5)’nin dikkatli bir modifikasyonu 

ile aşağıdaki teoremi elde ederiz. Bu teorem                  uzayındaki bir 

fonksiyonelin temsilini vermektedir. 

 
Teorem 4.2 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 2.5)       ve        ve     

Banach uzayları olmak üzere                  uzayı  
 
     ∑ ∑   

   
  

   
 
          

temsiline sahip bütün sınırlı lineer fonksiyonellerden oluşur. Burada        
       , 

her     için        
     

     ve (  
 )

   

 
    olan ve  ∑ ‖  ‖ 

 
   ‖  

 ‖    şartını 

sağlayan dizilerdir. 
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Ġspat   dönüşümünün teoremde verilen temsile sahip olduğunu varsayalım. Bu taktirde 

                   olduğunu gösterelim. Hipotezden       ve        

olduğundan       ve        olacaktır. Lemma 3.2.2,   yerine    alınarak 

düşünülürse,   ∑ ∑   
   

  
   

 
       şeklinde tanımlanan   dönüşümü için   

 ̌  
      olur. Hipotezden      olduğundan      dır.        

        ve her 

         için          
         dir.      olduğundan          

          ve 

Teorem 3.2.2 den          
    ̌  

     dir. Böylece her          için      

          
   dir.   de       kompakt   { ∑   

 
             

      } kümesini 

göz önüne alalım. Her          için ‖      ‖  
     

   
‖  ‖ olduğu kolayca 

görülebilir. 

Gerçekten, her     için (  kümesinin tanımından)   ∑   
  

      olacak 

şekilde    
     

       vardır. Böylece          için  

 
     ∑   

  
         ve ‖    ‖  ‖∑   

  
        ‖  

 
dir. Diğer taraftan Tanım 2.34 ten ‖      ‖  

     
      

‖∑         
   ‖ olduğundan  

 
‖      ‖  

     
   

‖  ‖                                                                                              (3.5) 

 
elde edilir. Böylece her                 için  
 
|    |  |          

  |  ‖ ‖‖        
 ‖  

  ‖ ‖    
   

‖  ‖  ‖ ‖ 

olur. Buradan                    bulunur. 

Tersine, kabul edelim ki    (             )
 
 olsun. Bu taktirde Not 4.1 

gereğince   de       kompakt bir   alt kümesi ve     sayısı vardır öyle ki 

her           için |    |         ‖  ‖ dir. Bir             alalım öyle ki  
 

  {∑   
 
             

      }  

olsun. Bu taktirde             ve her          için          
    ̌  

     

olacağından (3.5)  kullanılarak 
 
|    |         ‖  ‖   ‖        

 ‖  
 ,  her                                         (3.6) 
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elde edilir. 
 
 Şimdi  ̌  

     uzayının          
              alt uzayını ve          

     

        uzayı üzerinde           
         şeklinde tanımlanan   fonksiyonelini 

düşünelim. Eğer         
          

  ise (3.6) dan |      |    ‖   

         
 ‖  

  olduğundan           dir. Böylece   iyi tanımlıdır.    dönüşümünün 

lineerliğini görmek ise kolaydır.  
 
|          

  |  |    |    ‖        
 ‖  

  

olduğundan   fonksiyoneli  ̌  
     nin          

              alt uzayı üzerinde 

sınırlı bir fonksiyoneldir. Hahn-Banach genişleme teoremi gereğince   nin  ̂   ̌  
       

genişlemesi vardır öyle ki her          için  

 
               

     ̂(     )  

dir.  ̂   ̌  
       olduğundan Lemma 3.2.2 den ∑ ‖  ‖ 

 
   ‖  

 ‖    olacak şekilde 

(  
 )

   

 
    ve her     için        

     
     vardır öyle ki her        

   ̌  
     

için 
 
 ̂        

   ∑ ∑   
   

  
   

 
         

 
dir. Böylece her          için 

      ̂(     )  ∑ ∑   
   

  
   

 
          

 
elde edilir. Bu ise ispatı tamamlar. □ 
 

Choi ve Kim (2010, s. 2447)’in   ap için verdiği denkliğin benzer bir 

versiyonunu aşağıdaki gözlemde       ap için vereceğiz. 

 
Gözlem 4.2       ve        olmak üzere bir   Banach uzayı       ap ye 

sahiptir ancak ve ancak   (             )
 
 de her          için        olacak 

şekilde bir fonksiyonel ise         dır (bkz. Choi ve Kim, 2010, s. 2447). 
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Gerçekten,       ve        olmak üzere   Banach uzayı       ap 

ye sahip ve   (             )
 
 de her          için        olacak şekilde bir 

fonksiyonel olsun. Bu taktirde         olduğunu gösterelim. 

 ,       ap ye sahip olduğundan          
        dir. Bu taktirde 

   
          →       olacak şekilde        de bir       ağı vardır.   (             )

 
 

olduğundan      
          
→        dir.                 ve her   için hipotezden       

  olduğundan         dır. 

Tersine   (             )
 
 de her          için        olacak şekilde 

bir fonksiyonel iken         olsun. Kabul edelim ki   Banach uzayı       ap ye 

sahip olmasın, yani,          
       olsun. Bu taktirde Hahn-Banach teoreminin bir 

sonucu ile (bkz. Megginson, 1998, Sonuç 2.2.20) bir   (             )
 
 vardır öyle 

ki         ve her          için        dır. Bu ise bir çelişki olup  ,       ap 

ye sahiptir. □ 

 
Lemma 4.2   ve   Banach uzayları ve          olsun. Bu taktirde ayrılabilir 

refleksif bir   Banach uzayı ve bir        operatörü vardır öyle ki        dir, 

burada        (birim dönüşüm) kompakt bir operatördür (Kim, 2008, Lemma 1).  

 
Lemma 4.3       uzayının zayıf kompakt bir alt kümesi ise her   Banach uzayı için 

                           dir, burada          ye kanonik tasvirdir (Kim, 

2008, Lemma 2 ve bkz. Oja, 2008, Sonuç 4.4). 

 
Her Banach uzayı   ap ye sahip olduğundan (Sinha ve Karn, 2002) ve   ap 

özelliği       ap yi gerektirdiğinden her Banach uzayı       ap ye (       

sahiptir. Dolayısıyla       ap özelliği     durumunda göz önüne alınacaktır. 

 
Aşağıdaki teorem Teorem 3.2.4 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1)’ün       ap 

için bir modifikasyonu olup ispat tekniği aynıdır.  

 
Teorem 4.3 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.1)       ve        olsun. 

Aşağıdakiler denktir. 
 
a) Her   Banach uzayı için              

      
 dir. 
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b) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı için              
      

 dir. 
 
c) Her   Banach uzayı ve          için                 

        dir. 
 
d) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı ve          için 

                
      

 dir. 
 
e)          ap ye sahiptir.  

 
Ġspat a) b) ve c) d) açıkça görülmektedir. 

 
b) c) Bu şıkkın ispatını Kim (2008, Teorem b) c))’i takip ederek yapacağız. Kabul 

edelim ki, her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı için              
      

 olsun. 

Bu taktirde bir   Banach uzayı ve          operatörü için 

                
       olduğunu göstereceğiz.          olduğundan Lemma 

4.2 gereğince ayrılabilir refleksif bir   Banach uzayı,         operatörü ve      

   kompakt operatörü vardır öyle ki        dir.            kompakt olacağından 

             olur.   ayrılabilir refleksif Banach uzayı olduğundan    de ayrılabilir 

refleksif Banach uzayıdır (bkz. Megginson, 1998). Böylece hipotezden için         

       
      

 dir ve Lemma 4.3 den  
 
            

                          
       

 
dir. Böylece       

              →          olacak şekilde bir               vardır. Böylece   

uzayının her       kompakt   alt kümesi için  (sırasıyla, her     için ‖     ‖  

‖ ‖, Önerme 2.1, adjoint operatörün tanımı ve        olduğu kullanılarak) 
 
   
   

‖       ‖     
   

‖           ‖      
   

‖                 ‖ 

                                  
   

‖       
              ‖     

   
‖                   ‖ 

                                    ‖  ‖       ‖             ‖  0 

 
elde edilir. Buradan                 

       bulunur.   

 
d) e)   uzayının       ap ye sahip olduğunu göstereceğiz. Bunun için   

                 ve her          için        olsun. Bu taktirde Teorem 4.2 
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gereğince ∑ ‖  ‖ 
 
   ‖  

 ‖    şartını sağlayan bir        
         her   

  için        
     

      ve (   )   

 
    vardır öyle ki  

 
     ∑ ∑   

     
   

 
        , her          

 
dir. İspatı tamamlamak için  
 
      ∑ ∑   

     
   

 
           

 
olduğunu göstermek yeterlidir. 

Genelliği bozmaksızın her   için ‖   ‖   ,     iken       ve 

∑ ‖  ‖ 
   

    olarak kabul edebiliriz. 

  
Böylece       ̅̅ ̅̅ ̅̅         kümesi     nün kapalı mutlak konveks bir alt kümesi 

olup Lima ve ark. (2000)’nın bir sonucu vasıtasıyla ayrılabilir refleksif bir   Banach 

uzayı vardır (        ) öyle ki        kompakt içine fonksiyondur.      

        olacağından hipotezden                       
               dir. Her 

  için         olup 
 

      ∑ ∑    
   

 
   

 
               

 
şeklinde tanımlanmış olsun. Teorem 3.2.2 den   (              )

 
 dir. Her   

       için               olup 

 
         ∑ ∑    

   
 
   

 
      

             

                   ∑ ∑    
   

   
 
                  

                  ∑ ∑    
   

   
 
             

    

                  ∑ ∑    
   

   
 
                

                   ∑ ∑    
   

   
 
              

                   ∑ ∑    
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 dır. Diğer taraftan                       
       olduğundan       

         →         

olacak şekilde bir              vardır.   (              )
 
 olduğundan 

                      dır ve her          için            olduğundan 

          bulunur. Böylece 
 
          ∑ ∑    

   
 
   

 
                  

                          ∑ ∑    
  

   
 
                  

                         ∑ ∑    
  

   
 
             

    

                         ∑ ∑    
  

   
 
                

                         ∑ ∑   
  

   
 
                    

 
olup istenen elde edilir. 

 
e) a)  ,       ap ye sahip olsun. Bu durumda bir   Banach uzayı için        

      
       olduğunu gösterelim.          ve      uzayının       kompakt bir 

alt kümesi ve     olsun.  ,       ap ye sahip olduğundan bir          vardır 

öyle ki her     için 
 
‖    ‖  

 
‖ ‖

 

 
dır. Böylece her     için 
 
‖      ‖  ‖ ‖‖    ‖     

ve           olduğundan         
       dir. Böylece ispat tamamlanır.   

 
Ain ve ark. (2012, s. 150) de, Sinha ve Karn (2002)’nın   kompakt 

operatörlerin çarpanlarına ayrılışına benzer olarak       kompakt operatörlerin doğal 

bir çarpanlarına ayrılışını aşağıdaki şekilde elde etmişlerdir. 

 
Teorem 4.4       ve        olsun.      ,       kompakt bir operatör 

ise    ̂     olacak şekilde       de bir          
  dizisi (               

  

     ),               sınırlı lineer operatörü, ̂                   kompakt 

operatörü vardır (Ain ve Oja, 2012, s.150 ve bkz. Sinha ve Karn, 2002). 
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Aşağıdaki teorem (Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1) Teorem 3.2.5’in      -

kompakt kümeler için bir modifikasyonu olup ispat tekniği aynıdır. 

 
Teorem 4.5       ve        olsun. Bir       operatörünün 

      kompakt olması için gerek ve yeter şart    ̂   ̂     olacak şekilde,    in 

kapalı bir   alt uzayı,       de bir          
  dizisi,  ̂            ⁄      ⁄  

      kompakt operatörü ve  ̂     ⁄    kompakt operatörünün mevcut olmasıdır 

(bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 3.1 ve bkz. Ain ve Oja, 2012, s. 150). 

 
Ġspat Eğer       operatörü hipotezde verilen çarpanlara ayırmaya sahipse, 

(     kompakt operatörlerin ideal özelliğinden   operatörünün       kompakt 

olacağı açıktır. 

      operatörü       kompakt bir operatör olsun. Bu taktirde Teorem 4.4 

den    ̂     olacak şekilde       de bir          
  dizisi,               

sınırlı lineer operatörü,  ̂                   kompakt operatörü vardır (Ain ve 

Oja, 2012). 

 
 

 

 
 
 

Burada        ,         ∑   
 
      ve 

 ̂            ,  ̂  [ ]          ve 

             ,        [ ] (burada          
     de her     için      

∑     
 
    olacak şekilde bir dizidir) şeklinde tanımlıdır. 

 
Şimdi Choi ve Kim (2010, Teorem 3.1) deki ispatı takip ederek ederek  ̂  

operatörünü    uzayının bir bölüm uzayı vasıtasıyla çarpanlara ayıralım. 

 
Her   için      olduğunu kabul edebiliriz. Bu taktirde Lemma 3.2.1 gereğince 

pozitif sayıların bir        
   dizisi vardır öyle ki        

      ve ∑ ‖  ‖ 

  
 

 
      dur.  

𝑌 𝑋 

𝑙𝑟    𝑇𝑦 
𝑇̂𝑦 𝜃𝑦 

𝑇 
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Her   için       ‖  ‖   ⁄  ve        ⁄  olsun. Bu taktirde      ve 

    iken      dır. Aynı zamanda  

 
      {∑       

 
             

     }  

 
dir. Şimdi         ve         

 
              

           
      ve       ∑       

             
     

 
şeklinde tanımlanmış operatörler olsunlar.   ve   operatörlerinin sınırlı lineer olduğunu 

görmek kolaydır. Şimdi   operatörünün       kompakt olduğunu gösterelim. 

 
Her   için                         olduğundan         dir ve 

∑ ‖    ‖  ∑ |  |    
   

 
    dur. O halde          

         dir. Diğer taraftan 

         
      için               

  ∑       
 
    olup          

         

olduğundan  ,       kompakt bir operatördür.        
        olduğundan   

operatörünün de kompakt operatör olduğu açıktır. Ayrıca        dur. 

 
Son olarak  ̂            ⁄           ⁄  ve  ̂           ⁄    operatörleri 

 
 ̂[   ]  [         

 ]  ve   ̂ [ ]        
 
şeklinde tanımlansın. Açık olarak  ̂       kompakt ve  ̂ kompakt operatörler olup 

 ̂   ̂ ̂ dır. Böylece    ̂     ̂ ̂   elde edilir.  

 
Aşağıdaki diyagram   operatörünün çarpanlara ayrılışını göstermektedir. 

 
 

 

 

 

 

 
Galicier ve ark. (2012, Önerme 2.9)’nın sonucunu       kompakt operatörler 

için modifiye ederek aşağıdaki önermeyi elde ederiz.  

 

𝑙𝑟     𝑇𝑦 ⁄  𝑙     𝑉 ⁄  

  
𝑋 𝑌 

𝜃𝑦 

𝑈̂ 

𝑉̂ 

𝑇 
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Önerme 4.2   ve   Banach uzayları olsunlar. Bir          operatörü 

      kompakt operatördür ancak ve ancak          olacak şekilde      

kompakt ve           kompakt operatörleri vardır (bkz. Galicier ve ark., 2012, 

Önerme 2.9). 

 
Aşağıdaki teorem Teorem 3.2.6 (Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2)’nın       ap 

için bir modifikasyonu olup ispat tekniği buradan alınmıştır.  

 
Teorem 4.6 (bkz. Choi ve Kim, 2010, Teorem 4.2)      ,        ve   bir 

Banach uzayı olsun. Aşağıdakiler denktir. 
 
a) Her ayrılabilir refleksif   Banach uzayı için              

      
 dir. 

 
b) Her   Banach uzayı için              

      
 dir. 

 
c)          ap ye sahiptir.  

 
Ġspat a) b)   ayrılabilir refleksif bir Banach uzayı olmak üzere        

      
      

 olsun. Bu taktirde bir   Banach uzayı için              
      

 

olduğunu gösterelim. 

         ve     uzayının       kompakt alt kümesi ve     olsun. Bu 

taktirde Lima ve ark. (2000)’dan ayrılabilir refleksif bir   Banach uzayı vardır öyle ki   

operatörü   uzayı vasıtasıyla kompakt iki operatörün bileşkesi olarak yazılabilir. Yani, 

      ve       kompakt operatörler olmak üzere       dir.   ayrılabilir 

refleksif bir Banach uzayı ve          olduğundan hipotezden   

      
      

olacaktır.     uzayının       kompakt alt kümesi ve       sınırlı 

lineer bir operatör olduğundan        uzayının       kompakt alt kümesidir. 

        
      

 olduğundan her     için  
 
‖           ‖    
 
olacak şekilde bir          operatörü vardır. Diğer taraftan       olduğundan 

her     için 
 
‖          ‖    
 
olur.            olduğundan         

      
 elde edilir. 
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b) c) Her   Banach uzayı için              
      

 olsun. Bu taktirde    uzayının 

      yaklaşım özelliğine sahip olduğunu gösterelim. Teorem 4.1 den   uzayının 

      yaklaşım özelliğine sahip olduğunu göstermek için                    

olduğunu göstermek yeterlidir. Şimdi               ve     olsun. Teorem 4.5 ten 

bir              kompakt operatörü ve bir       kompakt operatörü vardır 

öyle ki      dir.              kompakt operatör olduğundan         

uzayının       kompakt alt kümesidir.          ve hipotezden        

      
      

 olduğundan, her      için 

 
‖           ‖  ‖          ‖     

 
olacak şekilde bir          vardır. Son eşitsizlikte her      için supremum 

alınarak 
 
‖    ‖     
 
elde edilir.           olduğundan          elde edilir. Böylece    

      yaklaşım özelliğine sahiptir. 

 
c) a)          ye sahip ve   ayrılabilir refleksif bir Banach uzayı olsun.         

      
      

 olduğunu göstereceğiz. Bunun için          ve     nin 

      kompakt bir alt kümesi ve     olsun.       kompakt bir kümenin sınırlı 

lineer bir operatör altındaki görüntüsü de       kompakt olduğundan (bu özellik 

literatürde iyi bilinen bir özelliktir)        in       kompakt alt kümesidir.    

      yaklaşım özelliğine sahip olduğundan  

 
‖          ‖     her     

 
olacak şekilde bir          vardır.             olduğundan         

      
 

dir. Böylece ispat tamamlanır. □ 

 
Gözlem 4.3 Teorem 4.6’nın b) ve c) şıklarının denkliği aynı zamanda Delgado ve ark. 

(2013, Önerme 2.17)’dan da görülebilir. Gerçekten Teorem 4.5 ten                 

olduğundan onların sonucu Önerme 2.17 de,   operatör idealini        operatör ideali 

olarak alırsak Teorem 4.6’nın b) ve c) şıklarının denkliği elde edilir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERĠLER 

 

Bu tez çalışmasında   kompakt kümeler üzerine literatürde mevcut olan bazı 

sonuçlar       kompakt kümeler için ele alınmıştır.  

      ve        olmak üzere                  dual uzayındaki bir 

fonksiyonelin temsili ifade edilmiştir.       kompakt operatörlerin çarpanlara ayrılışı 

incelenmiş ve       yaklaşım özelliğinin bazı karakterizasyonları verilmiştir. Burada 

belirtelim ki       yaklaşım özelliğini üzerine elde edilen karakterizasyonların 

bazılarının daha genel hali (operatör idealleri vasıtasıyla) Delgado ve Piñeiro 

(2013)’nun ve Chen ve Lie (2017)’nin operatör ideallerine göre elde ettiği sonuçlarda 

da içerilmektedir. 

Bu çalışmayla ilgilenen araştırmacılar,       ve        olmak üzere 

   uzayı       ap ye sahip iken   uzayının da       ap ye sahip olup olmadığını 

araştırabilirler. Eğer bu gerçekleşirse       ap için dualite problemi pozitif çözüme 

sahip olacaktır. 
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