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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

SÜREKSİZ PERİYODİK STURM-LIOUVILLE PROBLEMİ

SEVDA NUR ÖZTÜRK

TOKAT GAZİOSMANPAȘA ÜNİVERSİTESİ
LİSANSÜSTÜ EĞİTİM ENSTİTÜSÜ

MATEMATİK ANABİLİM DALI

Danıșman : Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU

Bu tez çalıșmasında; iki ayrık aralıkta tanımlanan ve geçiș șartları da içeren bir
periyodik Sturm-Liouville problemi araștırılmıștır. Tez așağıdaki biçimde
düzenlenmiștir. Bölüm 1’de araștıralan problemin bilimsel önemi ve uygulama
alanları hakkında kısa bilgiler verilmiștir. Bölüm 2’de tez konusu alanındaki
literatürün özeti verilmiștir. Bölüm 3’te klasik periyodik Sturm-Liouville probleminin
temel kavramları ve özellikleri verilmiștir. Tezimizin orĳinal kısmı olan Bölüm 4’te
iletișim noktasında tanımlı ek geçiș șartları ile verilmiș (bu șartlar geçiș șartları
olarak adlandırılmaktadır) periyodik Sturm Liouville probleminin bazı önemli
spektral özellikleri bulunmuștur. Sonuncu bölümde tezin sonuçlarından bahsedilmiș
ve bazı önerilerde bulunulmuștur.

2021, iv+54 sayfa

ANAHTAR KELİMELER: Sturm-Liouville Problemleri, Özdeğerler,
Özfonksiyonlar, Periyodik sınır șartları.
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ABSTRACT

M. Sc. Thesis

DISCONTINUOUS PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

SEVDA NUR ÖZTÜRK

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE STUDIES

DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Oktay MUHTAROĞLU

In this thesis, a periodic Sturm-Liouville problem with additional transmission
conditions are considered on two disjoint intervals. This study is organized as
follows. Chapter 1 provides brief information on the scientific significance and fields
of application of the problem under consideration. Chapter 2 provides an overview
of the literature on the topic of the thesis. Chapter 3 presents the basic concepts
and properties of classical periodic Sturm-Liouville problem. In the main part of the
thesis(Chapter 4) some important spectral properties of the periodic Sturm-Liouville
problem with additional conditions of transition (so-called transmission conditions)
at the interaction point were obtained. The last chapter is devoted to the conclusion
of the thesis and some suggestions.

2021, iv+54 pages

KEYWORDS: Sturm-Liouville Problems, Eigenvalues, Eigenfunctions, Periodic
boundary conditions.
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1. GİRİȘ

Adi ve kısmi diferansiyel denklemler fiziksel olayları modelleme tarihinde uzun süredir

önemli rol oynamıștır ve bu denklemler halen fiziksel problemlerin modellenmesinde

vazgeçilmez olarak hizmet etmeye devam etmektedirler. Adi ve kısmi diferansiyel

denklemlerin belirli koșulları sağlayan çözümlerini bulmak ilgi çekici olmuștur.

Eğer koșullar bağımsız değișkenin birden fazla noktasında verilmiș ise bunlara sınır

koșulları denir. n. mertebeden bir diferansiyel denklemin çözümünün n

tane bașlangıç koșullarıyla birlikte bulma problemine bașlangıç değer problemi denir.

Fakat n tane sınır koșulları da dikkate alınırsa problem sınır değer problemi olarak

adlandırılır.

İkinci dereceden adi lineer diferansiyel denklemler için sınır değer problemleri, bilim

ve teknolojideki çok sayıda uygulama nedeniyle özellikle önemlidir. Birçok

matematiksel fizik probleminin, değișkenlerine ayırma yöntemi ile çözümünün

esaslandırılabilmesi için uygun Sturm-Liouville tipinde problemleminin spektral

özelliklerinin araștırılması gerekiyor. Ayrıca modern fiziğin ve diğer doğa bilimlerinin

talepleri doğrultusunda yeni tipten Sturm-Liouville problemlerinin araștırılmasına

ihtiyaç duyulmaktadır.

Matematiksel fiziğin ve akıșkanlar mekaniğinin birçok alanında Sturm-Liouville

problemlerinin ortaya çıktığı biliniyor. Örneğin bazı klasik mekanik problemlerinde,

elektromanyetik teoride, kuantum fiziğinde ve özellikle dalga denklemlerinde bu

problemlere sıkça rastlanmaktadır. İlk olarak 19. yüzyılın ortalarında Sturm ve

Liouville tarafından ısı iletimi problemlerinin incelenmesiyle ortaya çıkan bu tipten

problemler günümüzde de yoğun bir șekilde incelenmektedir. Bu konuda çok sayıda

kitap ve makale yayınlanmasına rağmen Sturm-Liouville problemleri hem

matematiksel fiziğin hem de diferansiyel operatörler teorisinin daha da gelișmekte

olan güncelliğini koruyan konusu olmaktadır. Matematik fiziğin ortaya koyduğu

yeni somut problemlerin araștırılma ihtiyacı sınır değer problemleri teorisinin daha

da geliștirilmesi ihtiyacını ortaya koymaktadır.

Sturm Liouville teorisinde elde edilen sonuçlar bir çok yeni bilim dalının olușumunda

önemli rol oynamıștır. Örneğin, İntegral denklem teorisi, kendine eșlenik operatörler
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teorisi, Spectral analiz, Fourier Analizi gibi teorilerdeki bir çok kavramın ve

sonuçların bulunmasında Sturm Liouville teorisinden elde dilen sonuçlardan

yararlanılmıștır. Bilim ve teknolojinin gelișimi ile bir çok yeni fizik probleminin

çözümü ihtiyacı doğmaktadır. Böyle matematiksel modeller genel olarak kısmi

diferansiyel denklemler biçiminde ifade edilmektedir. Fiziksel sürecin bașlangıç

durumu ve sürecin olușturduğu ortamın sınırındaki durumu sınır șartları ile ifade

edilmektedir. Böylece sınır değer problemleri olarak adlandırılan problemler

karșımıza çıkmaktadır. Bu tür problemlerin çözümü için uygulanan en yaygın

yöntemlerden biri değișkenlerine ayırma yöntemi olarak ta adlandırılan Fourier

yöntemidir. Bu yöntemin esaslandırılabilmesi için Sturm Liouville probleminin sonsuz

sayıda özdeğerinin mevcut olduğu ve bu özdeğerlere uygun özfonksiyonların uygun

Hilbert uzayında baz olușturduğunu kanıtlamak gerekir. Örneğin, σ ve ψ kutupsal

koordinatlar olmak üzere σ ≤ 1 yuvarında kararlı sıcaklığı u(σ, ψ) ile gösterirsek, bu

fonksiyon için așağıdaki sınır değer problemi elde edilir.

σ2∂2u(σ, ψ)

∂σ2
+ σ

∂u(σ, ψ)

∂σ
+

∂2u

∂ψ2
= 0, 0 ≤ σ < 1, −π < ψ < π

u(1, ψ) = h(ψ)

Bu probleme Fourier yöntemini uygularsak ,

−y′′(ψ) = λ(ψ), −π < ψ < π

y(−π) = y(π)

y′(−π) = y′(π)

biçimindeki basit Sturm-Liouville problemini elde ederiz. Bu problemin özdeğerleri,

λn = n2, n = 1, 2, 3, .....

biçiminde ,uygun özfonksiyonlar ise

y1n(ψ) = sin nψ, y2n(ψ) = cos nψ n = 1, 2, 3, .....

2



șeklinde bulunur.

Yukarıdaki kararlı sıcaklık probleminin çözümünü elde etmek için h(ψ) fonksiyonun,

h(ψ) = Σ∞
n=1 (an cos nψ + bn sin nψ)

biçiminde trigonometrik Fourier serisine açılabilmesi gerekir. Bu örnekle Fourier

serileri ve sınır değer problemleri teorilerinin önemini, bu teoriler arasındaki bağıntının

anlașılması için yeterli gerekçe olușturmaktadır.

Bu tez çalıșmasında süreksizlik noktasında geçiș șartları bulunan ve sınır șartları ile

verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin bazı spektral özellikleri incelenmiștir.

Üzerinde çalıștığımız problem süreksizlik noktasında tanımladığımız özel geçiș

șartlarından dolayı daha önce çalıșılmamıș orĳinal bir problem olması nedeniyle

ayrıca elde edeceğimiz sonuçlar hem teorik açıdan hem de somut fizik problemlerine

uygulanabilmesi açısından literatüre özgün katkı sağlayacaktır ve tez bu konuda

kaynak olușturacaktır.
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2. LİTERATÜR ÖZETİ

Matematiksel fiziğin ve akıșkanlar mekaniğinin birçok alanında Sturm-Liouville

problemlerinin ortaya çıktığı biliniyor. İlk olarak 19. yüzyılın ortalarında Jacques

Sturm(1803-1855) ve Joseph Liouville (1809-1882) tarafından ısı iletimi

problemlerinin incelenmesiyle ortaya çıkmıștır ve bu matematikçilerin

çalıșmalarından sonra bu tip problemler Sturm-Liouville sınır değer problemi olarak

adlandırılmıștır. Bu konuda çok sayıda çalıșma yapılmıș olmasına rağmen

Sturm-Liouville problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamalı

matematiğin en önemli ve en güncel konusu olmaya devam etmektedir. Çünkü

çağdaș mekanik ve fiziğin talepleri yeni ve standart olmayan sınır-değer problemlerinin

incelenmesi ihtiyacını ortaya koymakta, bu durum ise Sturm-Liouville teorisinin

gelișimine her geçen gün biraz daha katkı sunmaktadır.

Quantum mekaniğinde ortaya çıkan ünlü Schrödinger denkleminin araștırılması

Sturm-Liouville teorisinin geliștirilmesinde önemli bir rol oynamıștır. Kristal örgüde

iletken elektronun hareketi için basit bir model olan periyodik potansiyele sahip

zamandan bağımsız Schrödinger denklemi

i~ψt =
~2

2m
ψxx + V (x)ψ (2.0.1)

biçiminde ifade edilir. Burada problemin tek boyutlu olduğu düșünülmüștür.

Denklemde verilen V (x) :elektronun dalga fonksiyonu olan perriyodik bir fonksiyon,

~ : 1, 01.10−3Js değerinde Dirac sabiti, m :parçacığın kütlesi, ψ :parçacığa eșlik

eden dalga fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. V (x) periyodik fonksiyonunun

periyodunu a ile gösterir isek V (x + a) = V (x) denkelminin sağlandığı bellidir.

O halde;

y(x) = ϕ
(x

a

)
, q(x) =

2ma2

~
V

(x

a

)
, λ =

2mE

~2

değișken değișimleri yapılarak y normal dalga fonksiyonu λ enerji parametresi

q(x + 1) = q(x) olmak üzere (2.0.1) denklemi;

−y′′ + q(x)y = λy
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biçimindeki Sturm-Liouville denklemine indirgenir.

Birkoff 1908 yılında yapmıș olduğu çalıșmada

dny

dxn
+ λαn−1

dn−1y

dxn−1
+ ..... + λnα0(α, λ)y = 0 (2.0.2)

șeklindeki özdeğer parametresi içeren lineer denklemlerin temel çözümleri için

asimptotik eșitlikler elde etmiș, regüler sınır șartlarını tanımlamıș ve regüler

sınır-değer problemleri için özfonksiyonlar ve özfonksiyonlara bağlı fonksiyonlar

sisteminin tamlığı ile ilgili teoremler ispatlamıștır.

Tamarkin (1917), sınır șartlarında güçlü regülerlik kavramını bulmuș ve bu durumda

özdeğerler için asimptotik formüller elde etmiș, regülerlik durumunda ise Green

fonksiyonunu değerlendirmiș ve özfonksiyonlar ile özfonksiyonlara bağlanmıș

fonksiyonlar sistemi için seri açılım teoremini ispatlamıștır.

Walter 1973 yılındaki çalıșmasında,

Tu : =
1

r
{−(pu′)′ + qu} = λu, [α1, α2] (2.0.3)

− (βiju(αi)) = λ (αi1u(αi) − αi2u
′(αi)) (i = 1, 2) (2.0.4)

ϕ = β′
1β2 − β1β

′
2 > 0 (2.0.5)

șeklindeki özdeğer parametresini hem denkleminde hem de sınır șartlarında

bulunduran ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem için sınır değer probleminin

uygun Hilbert uzaylarında kendine eșlenik operatörlerle bağlantısını kurmuș ve bu

șekildeki problemler için operatör-teorik yorumunu vermiștir. Bunlarla birlikte bu

çalıșmada Hilbert uzaylarında kendine eșlenik operatör teorisinden yararlanarak

özfonksiyonlar üzerine açılım teoremini ispatlamıștır.

Sınır șartlarında özdeğer parametresi bulunduran bazı kendine eșlenik sınır değer

problemleri Schneider (1974), Fulton (1977), Hinton (1970) tarihli çalıșmalarda

incelenmiștir.
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Schneider "A Note an Eigenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in the

Boundary Conditions, Matz. Z.1974", adlı çalıșmasında

−(pu′)′ + qu = λru (2.0.6)

u(a) = 0 (2.0.7)

− (β1u(b) − β2u
′(b)) = λ (α1u(b) − α2u

′(b)) (2.0.8)

problemini,

Fulton "Two-Point Boundary Value Problems with Eigenvalue Parameter Contained

in the Boundary Conditions, Roy. Soc. Edinburg 77a (1977),293-308" künyeli

makalesinde;

Tu := −u′′ + qu = λru (2.0.9)

cos αu(a) + sin αu′(a) = 0, α ∈ [0, π) (2.0.10)

− (β1u(b) − β2u
′(b)) = λ (β′

1u(b) − β′
2u

′(b)) (2.0.11)

biçimdeki sınır değer problemini,

Hinton "An Eigenvalue Theorem For An Eigenvalue Problem

with Eigenvalue Parameter in the Boundary Conditions, Quart J. Math. Oxford

(2) (1979), 33-42" adlı çalıșmasında

Tu :=
1

r
{−(pu′)′ + qu} = λu (2.0.12)

cos αu(a) + sin α(pu′)(a) = 0, α ∈ [0, π) (2.0.13)

− (β1u(b) − β2(pu
′)(b)) = λ (β′

1u(b) − β′
2(pu

′)(b)) (2.0.14)

biçimindeki Sturm-Liouville problemini araștırmıșlardır.

Yirminci yüzyılınbașlarından itibaren pek çok çalıșmaya konu olmuș Singüler Petübe

olmuș problemlerin incelenmeleri arasına periyodik sınır-değer problemleri de

girmiștir (Ling ve Jiang,1987; Cai,2010; Amiraliyev ve Duru,2003; Cen,2011).

Zamana bağlı problemlerin incelenmesi ise Amiraliyev (1988) ve Gülle (1995)

tarafından yapılmıștır. Amiraliyev ve Çakır (2000) yılında yayımlanan çalıșmalarında,
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konvektif terim ve sıfırıncı mertebe indirgenmiș denklemlere sahip düzgün yakınsak

fark metodu geliștirilerek singüler pertürbe periyodik sınır-değer problemleri için

fark șemaları verilmiș ve nümerik çözümleri incelenmiștir.

Bahsettiğimiz bütün çalıșmalarda sınır-değer problemleri , geçiș șartları içermeyen

sınır değer problemleri için incelenmiștir. Muhtarov ve arkadașları (Muhtarov,

1994; Muhtarov ve Kandemir, 2002; Muhtarov ve Aydemir, 2016; Muhtarov ve

Aydemir, 2017; Muhtarov, Olğar ve Aydemir, 2015) çalıșmalarında ise süreksiz

katsayılı adi ve kısmi türevli diferansiyel denklemler için Sturm-Liouville problemleri

araștırılmıștır. Bu çalıșmalarda esasen diferansiyel ve özdeğer parametresine bağlı

olan sınır-değer geçiș problemleri için izomorfluk, hem uzay değișkenine hem de

özdeğer parametresine göre koersitivlik, özdeğer ve özfonksiyonların asimptotiklerinin

bulunması, rezolvent operatörünün değerlendirilmesi, tamlık ve iki kat tamlık, Abel

bazlığı v.s. hakkında teoremler ispatlanmıș ve uygun parabolik tipten kısmi türevli

diferansiyel denklemler için Sturm-Liouville problemleri incelenmiștir.
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3. GENEL BİLGİLER

Bu kısımda tez çalıșmamızda geçen temel kavram ve sonuçlar ile ilgili gerekli olan

öz bilgilere yer verilmiștir.

3.1. Sınır Değer Problemleri

İkinci mertebeden

M(y) = a2y
′′

+ a1y
′
+ a0y = f(x) (3.1.15)

denklemini;

B1(y) = α11y(a) + α12y
′(a) + β11y(b) + β12y

′(b) = γ1 (3.1.16)

B2(y) = α21y(a) + α22y
′(a) + β21y(b) + β22y

′(b) = γ2 (3.1.17)

sınır koșullarına bağlı olarak çözme problemini düșünelim.

Burada a2, a1, a0 ∈ C[a, b] , a2(x) 6= 0 , αij, βij, γi sabitlerdir. (3.1.1)-(3.1.3)

problemi bir sınır değer problemi olarak adlandırılır. Eğer β11 = β12 = 0 , α21 =

α22 = 0 ise sınır koșulları ayrıktır. Eğer α12 = β12 = 0 , α21 = β21 = 0 ,

γ1 = γ2 = 0 ve α11 = −β11, α22 = −β22 ise sınır koșulları periyodiktir. Eğer

α12 = β11 = β12 = α21 = β21 = β22 = 0 ise y(a) = γ1

α11
, y′(a) = γ2

α22
biçiminde

bașlangıç değer koșulları elde edilir.Bi sınır operatörlerinin lineer olduğunu dikkate

alacağız. {f(x), γ1, γ2} üçlüsü sınır değer probleminin verileri olarak adlandırılır.

Teorem 3.1.1. Homojen olmayan

M(y) = 0, B1(y) = γ1, B2(y) = γ2 (3.1.18)

sınır değer probleminin bir tek çözümünün bulunması için gerek ve yeter șart;

M(y) = 0, B1(y) = B2(y) = 0 (3.1.19)

biçiminde homojen sınır değer probleminin bir tek y = 0 çözümünün bulunmasıdır.

İspat. İlk olarak (3.1.4) sınır değer probleminin çözümünün tek olduğunu ve y1, y2

nin (3.1.4)’ün lineer bağımsız çözümleri olduğunu bildiğimizi varsayalım. Eğer u
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fonksiyonu (3.1.4) sınır değer probleminin herhangi bir çözümü ise o halde bu çözüm

y1 ve y2 nin bir lineer kombinasyonu olmak zorundadır,

u = α1y1 + α2y2

yazılabilir. Burada α1 , α2 tektir.

Bu ifade (3.1.4)’ün sınır șartlarında yazılırsa;

α1B1(y1) + α2B1(y2) = γ1

α1B2(y1) + α2B2(y2) = γ2

veya  B1(y1) B1(y2)

B2(y1) B2(y2)

 α1

α2

 =

 γ1

γ2

 (3.1.20)

lineer denklem sistemini elde ederiz. α1 , α2 tek olduğundan;

det

 B1(y1) B1(y2)

B2(y1) B2(y2)

 6= 0 (3.1.21)

dır. Șimdi w(x) fonksiyonunun M(y) = 0 , B1(y) = 0 ,B2(y) = 0 sınır değer

probleminin çözümü olduğunu varsayalım. O halde;

w = ξ1y1 + ξ2y2 (3.1.22)

olacak biçimde ξ1 ve ξ2 sabitleri mevcuttur.

Bu durumda  B1(y1) B1(y2)

B2(y1) B2(y2)

 ξ1

ξ2

 =

 0

0


elde ederiz ve katsayılar matrisinin determinantı 0 olmadığından (3.1.7)’ den ξ1 =

ξ2 = 0 elde edilir.Tersine, eğer
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M(y) = 0, B1(y) = 0, B2(y) = 0

probleminin sadece așikar çözümü varsa (3.1.8) gereği (3.1.7) nin geçerli olduğu ve

dolayısıyla (3.1.4)’ün tek bir çözümü olduğu açıktır.

Teorem 3.1.2.

M(y) = 0, B1(y) = 0, B2(y) = 0

sınır değer probleminin sadece așikar çözümü varsa;

M(y) = f, x ∈ (a, b)

B1(y) = γ1, B2(y) = γ2 (3.1.23)

sınır değer probleminin tek bir çözümü vardır.

İspat. u1 ve u2 M(y) = 0’ ın lineer bağımsız çözümleri ve yp , M(y) = f ’ in bir özel

çözümü olsun. Șimdi (3.1.9) probleminin

y = α1u1 + α2u2 + yp (3.1.24)

biçiminde bir çözümünü arayalım. (3.1.10) ifadesini (3.1.9) probleminde yerine

yazarsak α1 ve α2 bilinmeyenleri için

B1(y) = α1B1(u1) + α2B1(u2) + B1(yp) = γ1

B2(y) = α1B2(u1) + α2B2(u2) + B2(yp) = γ2

veya  B1(u1) B1(u2)

B2(u1) B2(u2)

 α1

α2

 =

 γ1 − B1(yp)

γ2 − B2(yp)


biçiminde bir homojen olmayan lineer denklem sistemi elde ederiz. Homojen
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problemin sadece așikar çözümü olduğundan matrisin tersi mevcuttur ve böylece

 α1

α2

 =

 B1(u1) B1(u2)

B2(u1) B2(u2)

−1  γ1 − B1(yp)

γ2 − B2(yp)


eșitlği bulunur.

3.2. Sturm-Liouville Sınır Değer Problemleri

Pratikte genellikle kendine eșlenik olarak adlandırılan formda ikinci dereceden bir

diferansiyel denklemle karșılașılır ve genellikle en yaygın sınır koșullarının ya ayrık

ya da periyodik olduğu görülür.

İkinci mertebeden kendine eșlenik L diferansiyel operatörü

L(y) = (ky′)′ + g(x)y

biçiminde yazılabilir.

Așağıdaki sınır değer problemini gözönüne alalım.

L(y) + λp(x)y = 0 a < x < b (3.2.25)

B1(y) = 0, B2(y) = 0 (3.2.26)

Burada k, k′, g, p reel değerli ve [a, b] üzerinde süreklidirler.Ayrıca k, p > 0’dır.

Ayrık sınır koșulları

B1(y) = α1y(a) + α2y
′(a) = 0 (3.2.27)

B2(y) = β1y(b) + β2y
′(b) = 0 (3.2.28)

biçiminde ifade edilir. Sınır değer problemi bir regular Sturm-Liouville özdeğer

problemi olarak adlandırılır. Sınır değer probleminin așikar olmayan bir çözümü

bulunursa, λ sayısına özdeğerler denir.
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Genel biçimde verilen

Ly = a0y
′′ + a1y

′ + a2y

L(y) + λp(x)y = 0

B1(y) = 0, B2(y) = 0

sınır değer problemi için

∫ b

a

[vL(u) − uL(v)] dx = 0

eșitliği sağlanıyorsa, o halde bu problem kendine eșleniktir denir.

Teorem 3.2.1.

L(u) + λpu = 0

α1y(a) + α2y
′(a) = 0

β1y(b) + β2y
′(b) = 0

biçiminde verilmiș Sturm-Liouville problemi kendine eșleniktir.

İspat. Kısmi integrasyon yardımı ile

∫ b

a

[vL(u) − uL(v)] dx = k(x)(u′v − v′u)|ba ≡ P (u, v)|ba (3.2.29)

Green formülü olarak adlandırılan eșitlik elde edilir. Eğer u ve v x = a’ da sınır

koșullarını sağlarsa,

 v(a) v′(a)

u(a) u′(a)

  α1

α2

 =

 0

0



elde edilir. α2
1 + α2

2 6= 0 olduğundan

u′(a)v(a) − v′(a)u(a) = 0
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elde edilir. Benzer yolla görüyoruz ki eger u ve v x = b’de sınır koșullarını sağlarsa

u′(b)v(b) − v′(b)u(b) = 0

olur. Buradan görüyoruz ki P (u, v)| b
a = 0 elde edilir. İspat bitti.

Așağıdaki teorem farklı özdeğerlere karșılık gelen özfonksiyonların p(x) ağırlık

fonksiyonuna göre ortogonal olduğunu belirtir.

Teorem 3.2.2. (λ, u) ve (µ, v)’nin

L(u) + λp(x)u = 0

α1y(a) + α2y
′(a) = 0

β1y(b) + β2y
′(b) = 0

Regular Sturm-Liouville sınır değer probleminin özdeğer çiftleri olduğunu kabul

edelim.

O halde ∫ b

a

u(x)v(x)p(x)dx = 0

eșitliği sağlanır. Yani; u ve v p ağırlık fonksiyonuna göre ortogonaldir.

İspat. (3.2.5) Green formülünden

(λ − µ)

∫ b

a

uvp(x)dx =

∫ b

a

[uL(v) − vL(u)] dx

= k(x)(u′v − v′u)| b
a = 0

eșitliği elde edilir.λ − µ 6= 0 olduğu için

λ − µ 6= 0 ⇒
∫ b

a

uvp(x)dx = 0

dır.

Teorem 3.2.3. Regular Sturm-Liouville Sınır Değer Problemi’nin özdeğerleri reeldir.

İspat. Eğer

L(u) + λp(x)u = 0 ise
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O halde

L(u) + λp(x)u = 0

veya

L(u) + λp(x)u = 0

sağlanır. Ayrıca

B1(y) = 0 = B2(y)

olduğu da açıktır. Böylece
(
λ, u

)
bir özdeğer çiftidir ve bu nedenle

(
λ − λ

) ∫ b

a

uup dx = 0

veya

(
λ − λ

) ∫ b

a

|u|2p dx = 0

eșitliği elde edilir. p > 0 ve |u|2 6= 0 olduğundan (u bir özfonsiyon olduğundan )

λ = λ olamalıdır. Yani λ reeldir. İspat bitti.

Tanım 3.2.4. Eğer Lλ’nın sıfır uzayının boyutu bir ise yani {ϕ : Lλϕ = 0}’ın boyutu

bir ise λ özdeğerine basit özdeğer denir. Aksi halde, λ çok katlı bir özdeğerdir denir.

Teorem 3.2.5. Regular Sturm-Liouville Sınır Değer Problemi’nin özdeğerleri basittir

(tek katlıdır).

İspat. u , v’nin aynı λ özdeğerine karșılık gelen özfonksiyonlar olduğunu varsayalım.

O halde;  u(a) v(a)

u′(a) v′(a)

  α1

α2

 =

 0

0


elde edilir. Burada u , v fonksiyonları L(y) + λpy = 0 denklemini sağlayan

fonksiyonlardır. α2
1 + α2

2 6= 0 olduğundan, katsayılar matrisinin determinantı sıfıra

eșit olur ve bu yüzden u , v lineer bağımlıdır. Yani; v(x) = cu(x). İspat bitti.

Eğer problemde k(a) = k(b) ise ve ayrık sınır koșulları yerine periyodik sınır koșulları

olan y(a) = y(b), y′(a) = y′(b) koșulları verilmișse o halde Teorem (3.3)− (3.5) hala
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geçerli olur fakat Teorem (3.7) artık geçerli olmaz.

Biz henüz Regular Sturm-Liouville Sınır Değer Problemi’nin herhangi bir özdeğerinin

olup olmadığına değinmedik. Așağıdaki örnekler özdeğerlerin sonsuz fakat sayılabilir

sayıda özdeğer olduğunu gösterir.

Örnek 3.2.6.

y′′ + λy = 0, 0 < x < l

y(0) = 0, y(l) = 0

Sturm-Liouville probleminin özdeğerlerini ve özfonksiyonlarını bulalım.

Eğer λ = 0 ise; diferansiyel denklemin genel çözümü y(x) = ax+ b șeklindedir. Sınır

koșullarında yerine koyarsak a = b = 0 elde edilir. Yani y(x) = 0 elde edilir. Yani

λ = 0 özdeğer değildir.

Eğer λ < 0 ise λ = −µ2 biçiminde yazarsak denklemin genel çözümünü

y(x) = a sinh(µx) + b cosh(µx)

biçiminde yazabiliriz.

Buradan y(0) = 0 ise b = 0 ve y(l) = 0 ise a = 0’dır. Buradan y(x) = 0 olduğu

açıktır. Yani problemin negatif özdeğeri bulunmuyor.

Eğer λ > 0 ise λ = µ2 kabul edelim. O halde genel çözüm;

y(x) = a sin(µx) + b cos(µx)

biçiminde yazılabilir ve y(0) = 0 ise b = 0’dır. x = l’deki sınır koșullarından

a. sin(µl) = 0

elde ederiz. Buradan µl = nπ, n = ∓1,∓2,∓3,∓4, ....... için așikar olamayan

bir çözüm elde ederiz.
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Dolayısıyla özdeğerler ve özfonksiyonlar

λn = (nπ\l)2, yn(x) = sin(nπx\l) n = 1, 2, 3, ......

biçimindedir.

3.3. Periyodik Sturm-Liouville Sınır Değer Problemleri

−y′′ + q(x)y = λy, x ∈ R (3.3.1)

Sturm-Liouville denklemi verilsin kabul edelim ki, q(x) fonksiyonu sürekli ve T

periyotlu periyodik fonksiyon olsun, yani ∀x ∈ R için q(x + T ) = q(x) eșitliği

sağlansın. (3.3.1) denkleminden ve

y(a) = y(a + T ), y′(a) = y′(a + T ) (3.3.2)

sınır șartlarından olușmuș sınır-değer problemi periyodik Sturm-Liouville problemi

olarak adlandırılır.

Green özdeșliğinden yararlanarak (3.3.1), (3.3.2) periyodik Sturm-Liouville

probleminin (kısaca PSLP’nin) kendine eșlenik değer problemi (SDP) olduğunu

kolayca gösterebiliriz.

Genelliği bozmadan a = 0 ve T = π alalım, (3.3.1) denklemi ve

y(0) = y(π), y′(0) = y′(π) (3.3.3)

periyodik sınır șartlarından olușan PSLP’ni göz önüne alalım. (3.3.1) denkleminin

y(0) = 0, y′(0) = 1 (3.3.4)

bașlangıç șartlarını sağlayan çözümünü u(x, λ) ile,

y(0) = 1, y′(0) = 0 (3.3.5)
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bașlangıç șartlarını sağlayan çözümünü ise v(x, λ) ile gösterelim. Adi diferansiyel

denklemler teorisinden bilinen varlık ve teklik teoremleri gereği u(x, λ) ve v(x, λ)

çözümleri mevcutturlar ve tektirler (Kandemir, 2015). u(x, λ) ve v(x, λ) çözümlerinin

Wronskian’ı x’ den bağımsız olduğu için (Kandemir,2015)

W (u, v)| x = W (u, v)| x=0 = u(0, λ)v′(0, λ) − u′(0, λ)v(0, λ)

= 0.0 − 1.1 = −1 6= 0 (3.3.6)

olacak. Bu nedenle u(x, λ) ve v(x, λ) çözümleri lineer bağımsızdırlar. O halde (3.3.1)

diferansiyel denkleminin genel çözümünü

y(x, λ) = c1u(x, λ) + c2v(x, λ) (3.3.7)

biçiminde yazabiliriz. Burada c1 ve c2 keyfi sabitlerdir. (3.3.7) ifadesini (3.3.3) sınır

șartlarında yazarsak, c1 ve c2 değișkenlerine göre așağıdaki lineer denklem sistemini

elde ederiz.
c1u(π, λ) + c2(v(π, λ) − 1) = 0

c1(u
′(π, λ) − 1) + c2v

′(π, λ) = 0

 (3.3.8)

Lineer cebir teorisinden iyi bilinmektedir ki, (3.3.8) denklem sisteminin

(c1, c2) 6= (0, 0) așikar olmayan çözümünün bulunması için;

det

 u(π, λ) v(π, λ) − 1

u′(π, λ) − 1 v′(π, λ)

 = 0 (3.3.9)

eșitliğinin sağlanması hem gerek, hem de yeter șarttır. O halde (3.3.6) gereği λ nın

özdeğer olması için

u′(π, λ) + v(π, λ) = 2 (3.3.10)

eșitliğinin sağlanması gerek ve yeter șarttır.

Teorem 3.3.1. (3.3.1), (3.3.3) Periyodik Sturm-Liouville probleminin tüm

özdeğerleri reeldir.

İspat. Bu teoremin ispatı ve ayrık sınır șartları ile verilmiș regular Sturm-Liouville

problemi için uygun teoremin ispatına tıpatıp benzerdir.(bakınız,[Titchmarsh,1962])
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Teorem 3.3.2. λ = λ0 değerinin (3.3.1), (3.3.3) Periyodik Sturm-Liouville

probleminin katlı özdeğeri olması için

u(π, λ0) = 0, u′(π, λ0) = 1

v(π, λ0) = 1, v′(π, λ0) = 0
(3.3.11)

eșitliklerinin sağlanması gerek ve yeter șarttır.

İspat. İlk önce gerekliliği ispat adelim. λ = λ0 değerinin (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin

katlı özdeğeri olduğunu kabul edelim. O halde bu özdeğere uygun iki tane lineer

bağımsız y1(x) ve y2(x) özfonksiyonları mevcuttur. Bu durumda (3.3.1)

Sturm-Liouville denkleminin (kısaca, SLD’nin ) genel çözümü;

y(x) = Ay1(x) + By2(x) (3.3.12)

biçiminde yazabiliriz. y1(x) ve y2(x) fonksiyonları (3.3.3) periyodik sınır șartlarını

sağladığı için onların lineer birleșimi olan y(x) fonksiyonu da (3.3.3) șartlarını sağlar.

Yani (3.3.12) ile tanımlı y(x) fonksiyonu her A,B için (3.3.1), (3.3.3) SLP’nin genel

çözümü olduğunu ve de u(x, λ0) ve v(x, λ0) fonksiyonları (3.3.1) denkeleminin (λ =

λ0 için) çözümleri olduğu için

u(x, λ0) = A1 y1(x) + B1 y2(x) (3.3.13)

v(x, λ0) = A2 y1(x) + B2 y2(x) (3.3.14)

olacak biçimde A1, A2, B1, B2 sayıları mevcuttur. (3.3.13) ve (3.3.14)’ün sağ

tarafları (3.3.3) sınır șartlarını sağladıkları için, sol tarafları da (3.3.3) sınır șartlarını

sağlar. Dolayısı ile

u(π, λ0) = u(0, λ0) = 0, u′(π, λ0) = u′(0, λ0) = 1

v(π, λ0) = u(0, λ0) = 1, v′(π, λ0) = v′(0, λ0) = 0

eșitlikleri sağlanır. Böylece gerekliliğin ispatı bitti.

Șimdi yeterliliği ispat edeceğiz.

u(x, λ0) ve v(x, λ0) çözümlerinin (3.3.11) bașlangıç șartlarını da sağladığını kabul
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edelim. O halde

u(0, λ0) = 0 = u(π, λ0), u′(0, λ0) = 1 = u′(π, λ0)

v(0, λ0) = 1 = v(π, λ0), v′(0, λ0) = 0 = v′(π, λ0)

eșitlikleri sağlanmıș olur. Dolayısı ile (3.3.1) diferansiyel denkleminin hem u(x, λ0)

hem de v(x, λ0) çözümlerinin her ikisi (3.3.3) periyodik sınır șartlarını da sağlar.

Yani bu çözümlerin her ikisi de (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin çözümü oluyor, yani her

ikisi de aynı λ0 özdeğerine uygun özfonksiyon oluyor. Ayrıca (3.3.6) bağıntısı gereği

bu özfonksiyonlar lineer bağımsızdırlar.

Böylece λ0 özgerinin katlı özdeğer olduğu ve de geometrik katının ≥ 2 olduğu ispat

edildi. Yeterliliğin de ispatı bitti, yani teoremin ispatı bitti.

Sonuç 3.3.3. λ = λ0 değerinin (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin iki katlı özdeğeri olması için

(3.3.11), eșitlikleri gerek ve yeter șarttır.

İspat. (3.3.1) diferansiyel denklemi ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem

olduğu için her λ için bu denklemin iki tane lineer bağımsız çözümü bulunur. Bu

nedenle her λ = λ0 özdeğerine uygun en fazla iki tane özfonksiyon karșılık gelir.

Yani her λ = λ0 özdeğerinin katı ≤ 2’dir.

Șimdi așağıda verilen bir periyodik Sturm-Liouville probleminin özdeğer ve

özfonksiyonlarını bulacağız.

Örnek 3.3.4.

y′′ + λy = 0, 0 < x < 1 (3.3.15)

Sturm-Liouville denkleminden ve

y(0) = y(1), y′(0) = y′(1) (3.3.16)

periyodik sınır șartlarından olușan periyodik Sturm-Liouville problemini göz önüne

alalım. İlk önce λ = 0 sayısının bu problemin özdeğeri olup olmadığını araștıralım.

Bu durumda (3.3.15) denkleminin genel çözümü

y(x) = c1x + c2 (3.3.17)
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biçimindedir. Bunu (3.3.16) sınır șartlarında yerine yazarsak c1 ve c2 katsayıları için c2 = c1 + c2

c1 = c1

(3.3.18)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden c1 = 0 bulunur. Böylece

∀ c2 ∈ R için y(x) = c2 sabit fonsiyonu λ = 0 için (3.3.15) , (3.3.16) periyodik

Sturm-Liouville probleminin çözümü olur. Demek ki, λ = 0 bu problemin özdeğeridir

ve sıfır olmayan her sabit fonksiyon bu özdeğere uygun özfonksiyondur. λ = 0

özdeğerine lineer bağımsız özfonksiyonların gerdiği lineer uzayın boyutu 1’ e eșit

olduğu için λ = 0 özdeğeri (3.3.15) , (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville probleminin

basit özdeğeridir.

Șimdi λ < 0 durumunu göz önüne alalım. Bu durumda (3.3.15) denkleminin genel

çözümü

y(x) = c1e
√
−λ x + c2e

−
√
−λ x (3.3.19)

șeklindedir. Bu ifadeyi (3.3.16) sınır șartlarında yerine yazarsak, c1 ve c2 için c1(1 − e
√
−λ) + c2(1 − e−

√
−λ) = 0

c1(1 − e
√
−λ) + c2(−1 + e−

√
−λ) = 0

(3.3.20)

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin determinantı

∆(λ) = 2(e
√
−λ + e−

√
−λ − 2) (3.3.21)

olduğu için ve de ∀ λ < 0 için ∆(λ) 6= 0 olduğu için (3.3.18) lineer denklem sisteminin

bir tek așikar c1 = c2 = 0 çözümü bulunur. Demek ki, (3.3.15),(3.3.16) periyodik

Sturm-Liouville probleminin negatif özdeğeri bulunmamaktadır.

Șimdi λ > 0 durumunu araștıralım. (3.3.15) diferansiyel denkleminin genel çözümü

y(x) = c1 cos(
√

λx) + c2 sin(
√

λx) (3.3.22)
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biçiminde ifade edilebilir. Bu ifadeyı (3.3.16) sınır șartlarında yazarsak c1 ve c2 için c1(1 − cos
√

λ) − c2(sin
√

λ) = 0

c1(sin
√

λ) + c2(1 − cos
√

λ) = 0
(3.3.23)

lineer denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin determinantı

∆(λ) = 2(1 − cos
√

λ) (3.3.24)

olduğu için ∆(λ) = 0 olduğu durumda, yani;

√
λ = 2nπ, n = 1, 2, 3, ..... (3.3.25)

olduğu durumda (3.3.15), (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville probleminin așikar

olmayan çözümleri bulunur. Böylece (3.3.15), (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville

probleminin sayılabilir sayıda

λn = (2nπ)2, n = 1, 2, 3, ..... (3.3.26)

özdeğerinin bulunduğunu ispat etmiș olduk.

Șimdi bu özdeğerlere uygun özfonksiyonları bulmaya çalıșacağız.

λn = (2πn)2, n = 1, 2, 3, ..... için (3.3.23) lineer denklem sistemi c10 − c20 = 0

c10 + c20 = 0
(3.3.27)

biçimine dönüștüğü için; ∀ c1, c2 ∈ R için (c1, c2) ikilisi (3.3.27) denklem sistemini

sağlar. Dolayısı ile ∀ c1, c2 ∈ R için

y = c1 cos(2πnx) + c2 sin(2πnx) (3.3.28)

fonksiyonu (3.3.15) , (3.3.16) Periyodik Sturm-Liouville Problemi’nin çözümü oluyor.

Yani ∀ λn = (2πn)2, n = 1, 2, 3, ..... özdeğerine uygun gelen özfonksiyonların gerdiği

uzayın boyutu 2-dir. Böylece göstermiș olduk ki; ∀ λn = (2πn)2, n = 1, 2, 3, .....
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özdeğeri 2-katlı özdeğerdir ve λn = (2πn)2 özdeğerine iki tane lineer bağımsız

özfonksiyon (örneğin yn,1(x) = cos(2πnx) ve yn,2(x) = sin(2πnx) lineer bağımsız

özfonksiyonları) karșılık gelir.

Sonuç olarak, (3.3.15) , (3.3.16) Periyodik Sturm-Liouville Problemi’nin bir tane

λ0 = 0 basit özdeğeri, sayılabilir sonsuz sayıda λn = (2πn)2, n = 1, 2, 3, ..... pozitif

özdeğeri muvcuttur. Uygun özfonksiyonlar ise

y0(x) = 1 , yn,1(x) = cos(2πnx) yn,2(x) = sin(2πnx) n = 1, 2, 3, ..... (3.3.29)

biçiminde seçilebilir.
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4. BULGULAR ve SONUÇ

4.1. Sınır Değer Probleminin İfadesi, Özdeğerlerin Reelliği ve Özfonksiyonların

Ortogonalliği

Tez çalıșmamızın esas konusu;

−u′′(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ [−1, 0) ∪ (0, 1] (4.1.1)

diferansiyel denkleminden,

u(−1) = u(1) (4.1.2)

u′(−1) = u′(1) (4.1.3)

periyodik sınır șartlarından ve de x = 0 süreksizlik noktasındaki

u(+0) = u′(−0) (4.1.4)

u′(+0) = αu′(−0) − u(−0) (4.1.5)

geçiș șartlarından olușan sınır-değer-geçiș probleminin bazı spektral özelliklerinin

incelenmesidir. Burada q(x); [−1, 0) ve (0, 1] aralıklarında sürekli, x = 0 noktasında

ise sonlu q(±0) limit değerlerine sahip olan bir fonksiyon, λ kompleks özdeğer

parametresi ve α > 0 reel katsayıdır.

Teorem 4.1.1. (4.1.1)-(4.1.5) sınır - değer - geçiș probleminin bütün özdeğerleri

reeldir.

İspat. (4.1.1)-(4.1.5) sınır değer geçiș probleminin λ özdeğerine uygun özfonksiyonu

u olsun. u, u− nun ve λ, λ− nın eșleneği olmak üzere, (4.1.1)-(4.1.5) ve

−u′′ + q(x)u = λu (4.1.6)

u(−1) = u(1) (4.1.7)

u′(−1) = u′(1) (4.1.8)

u(+0) = u′(−0) (4.1.9)

u′(+0) = αu′(−0) − u(−0) (4.1.10)



eșitlikleri sağlanır. (4.1.1) denklemi u ile (4.1.6) denklemi de u ile çarpılıp taraf

tarafa çıkartılırsa,

uu
′′ − uu

′′
= (λ − λ)uu (4.1.11)

eșitliği elde edilir. uu
′′ − uu

′′
= (uu

′ − uu
′
)
′ olduğundan

(uu
′ − uu

′
)
′
= (λ − λ)uu (4.1.12)

yazılabilir. (4.1.12) eșitliği −1’ den 0’ a integrallenirse

∫ 0

−1

(uu
′ − uu

′
)
′
dx = (λ − λ)

∫ 0

−1

uudx

(uu
′ − uu

′
)|0−1 = (λ − λ)

∫ 0

−1

uudx

eșitlikleri elde edilir. Bu eșitliklerden ise

u(−0)u
′
(−0) − u(−0)u

′
(−0) − u(−1)u

′
(−1) + u(−1)u

′
(−1)

= (λ − λ)

∫ 0

−1

uudx (4.1.13)

eșitliği elde edilir. Diğer taraftan (4.1.2)-(4.1.3) ve (4.1.7)-(4.1.8) sınır șartları

sağlandığı için

u(−0)u
′
(−0) − u(−0)u

′
(−0) − u(1)u

′
(1) + u(1)u

′
(1)

= (λ − λ)

∫ 0

−1

uudx (4.1.14)

eșitliği elde edilir. Aynı șekilde (4.1.12) ifadesi 0’ dan 1’ e integrallenirse;

∫ 1

0

(uu′ − uu′)′dx = (λ − λ)

∫ 1

0

uudx

(uu′ − uu′)|10 = (λ − λ)

∫ 1

0

uudx
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elde edilen bu eșitlikte sınır değerleri yerine yazılarak;

u(1)u′(1) − u(1)u′(1) − u(+0)u′(+0) + u(+0)u′(+0)

= (λ − λ)

∫ 1

0

uudx (4.1.15)

eșitlikleri elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) ve (4.1.9)-(4.1.10) deki sınır șartları (4.1.15)

de yerine yazılırsa

u(1)u′(1) − u(1)u′(1) − u′(−0)[αu′(−0) − u(−0)] + u′(−0)[α.u′(−0) − u(−0)]

= (λ − λ)

∫ 1

0

uudx (4.1.16)

ifadesi elde edilir ve bu ifadede gerekli düzenlemeler yapılarak

u(1)u
′
(1) − u(1)u′(1) + u′(−0)u(−0) − u′(−0)u(−0)

= (λ − λ)

∫ 1

0

uudx (4.1.17)

eșitliği elde edilir. Daha sonra (4.1.14)-(4.1.17) denklemleri taraf tarafa toplanırsa,

(λ − λ)

∫ 0

−1

uudx + (λ − λ)

∫ 1

0

uudx = 0

eșitliği,yani;

(λ − λ)

[∫ 0

−1

|u|2dx +

∫ 1

0

|u|2dx

]
= 0

eșitliği bulunur. u özfonksiyonu sıfırdan farklı olduğundan dolayı parentez içindeki

ifade sıfırdan farklıdır. O halde sonuncu eșitlikten

λ = λ

elde edilir. İspat bitti.

Not 4.1.2. Özdeğerler reel olduğu için, genelliği bozmadan așağıda tüm

özfonksiyonların reel değerli olduğunu kabul edeceğiz.
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Teorem 4.1.3. (4.1.1)-(4.1.5) sınır-değer-geçiș probleminin iki farklı λm ve λn

özdeğerlerine uygun özfonksiyonları um ve un olsun. Bu durumda

∫ 0

−1

umundx +

∫ 1

0

umundx = 0 (4.1.18)

eșitliği sağlanır. Yani (4.1.1)-(4.1.5) probleminin farklı özdeğerlerine uygun

özfonksiyonları ortogonaldir (diktir).

İspat. um ve un sırasıyla λm ve λn özdeğerlerine uygun özfonksiyonlar olduğundan

−u
′′

m + q(x)um = λmum (4.1.19)

−u
′′

n + q(x)un = λnun (4.1.20)

eșitlikleri sağlanır. (4.1.19) eșitliği un ve (4.1.20) eșitliği um ile çarpılıp taraf tarafa

çıkarılırsa

umu
′′

n − u
′′

mun = (λm − λn)umun (4.1.21)

elde edilir. Bu son eșitlik ilk olarak −1’ den 0’ a integrallenirse,

∫ 0

−1

(umu
′

n − u
′

mun)
′
dx = (λm − λn)

∫ 0

−1

umundx

(umu
′

n − u
′

mun)|0−1 = (λm − λn)

∫ 0

−1

umundx

elde edilir. Bu eșitlikte sınır değerleri yerine yazılarak;

um(−0)u
′

n(−0) − u
′

m(−0)un(−0) − um(−1)u
′

n(−1) + u
′

m(−1)un(−1)

= (λm − λn)

∫ 0

−1

umundx (4.1.22)

eșitlikleri elde edilir. Problemimizde verilmiș olan (4.1.2) ve (4.1.3) sınır șartları um

ve un özfonksiyonları için de geçerli olduğundan,

um(−1) = um(1) u
′
m(−1) = u

′
m(1)

un(−1) = un(1) u
′
n(−1) = u

′
n(1)
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eșitlikleri sağlanır. Bu değerler (4.1.22)’ de yerine yazılırsa,

um(−0)u
′

n(−0) − u
′

m(−0)un(−0) − um(1)u
′

n(1) + u
′

m(1)un(1)

= (λm − λn)

∫ 0

−1

umundx (4.1.23)

elde edilir. Aynı șekilde (4.1.21) eșitliği 0’ dan 1’ e integrallenirse;

∫ 1

0

(umu
′

n − u
′

mun)
′
dx = (λm − λn)

∫ 1

0

umundx

(umu
′

n − u
′

mun)|10 = (λm − λn)

∫ 1

0

umundx

bu ifadede gerekli düzenlemeler yapılarak;

um(1)u
′

n(1) − u
′

m(1)un(1) − um(+0)u
′

n(+0) + u
′

m(+0)un(+0)

= (λm − λn)

∫ 1

0

umundx (4.1.24)

eșitlikleri elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) geçiș șartları kullanılarak;

um(+0) = u
′

m(−0)

un(+0) = u
′

n(−0)

u
′

m(+0) = [αu
′

m(−0) − um(−0)]

u
′

n(+0) = [αu
′

n(−0) − un(−0)]

eșitlikleri yazılabilir. Bu ifadeler (4.1.24) de yerine yazılırsa;

um(1)u
′

n(1) − u
′

m(1)un(1) − u
′

m(−0)[αu
′

n(−0) − un(−0)]

+u
′

n(−0)[αu
′

m(−0) − um(−0)] = (λm − λn)

∫ 1

0

umundx

elde edilir. Bu eșitlikte gerekli ișlemler yapılarak;

um(1)u
′

n(1) − u
′

m(1)un(1) − um(−0)u
′

n(−0) + u
′

m(−0)un(−0)

= (λm − λn)

∫ 1

0

umundx (4.1.25)
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elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.25) eșitlikleri taraf tarafa toplanırsa;

(λm − λn)

∫ 0

−1

um(x)un(x)dx + (λm − λn)

∫ 1

0

um(x)un(x)dx = 0 (4.1.26)

ifadesi elde edilir. Elde ettiğimiz bu son eșitlikte gerekli düzenlemeler yapılırsa,

(λm − λn)

[∫ 0

−1

umundx +

∫ 1

0

umundx

]
= 0

(λm − λn)

[∫ 1

−1

umundx

]
= 0

elde edilir. λm 6= λn olduğundan dolayı,

∫ 1

−1

umundx = 0

bulunur. İspat bitti.
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4.2. Verilmiș Problemle İlgili Bazı Yardımcı Bașlangıç-Değer Problemlerinin

Temel Çözümleri ve Bu Temel Çözümlerle İlgili Önermeler

4.2..1 Bazı Yardımcı Bașlangıç Değer Problemleri

Bu bölümde araștırdığımız (4.1.1)-(4.1.5) sınır-değer-geçiș problemi ile yakından

ilgili olan ve sadece [−1, 0) veya (0, 1] alt aralıklarında (esas [-1,1] aralığının alt

aralıklarında) verilmiș bazı yardımcı bașlangıç-değer problemlerinin çözümlerinin

mevcut olduğu ve bu çözümlerin λ kompleks özdeğer parametresine göre tüm

kompleks düzlemde tanımlı ve diferansiyellenebilir olduğu ispat edilecektir. Daha

sonra bu çözümlerden yararlanarak (4.1.1) denkleminin (4.1.1)-(4.1.5) sınır-değer

-geçiș problemi için temel olacak çözümleri tanımlanacaktır.

Teorem 4.2.1. Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ [−1, 0) (4.2.1)

u(−1) = 0 (4.2.2)

u′(−1) = 1 (4.2.3)

eșitlikleri ile tanımlı bașlangıç-değer probleminin bir tek Φ1(x, λ) çözümü bulunur

ve bu çözüm her bir x ∈ [−1, 0) değeri için λ değișkenine göre bütün kompleks

düzlemde analitiktir. Yani her x ∈ [−1, 0) için λ parametresinin tam fanksiyonudur

(Titchmarsh,1962).

Teorem 4.2.2. Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ (0, 1] (4.2.4)

u(0) = Φ
′

1(−0, λ) (4.2.5)

u′(0) = αΦ
′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ) (4.2.6)

eșitlikleri ile tanımlı bașlangıç-değer probleminin bir tek Φ2(x, λ) çözümü bulunur

ve bu çözüm her bir x ∈ (0, 1] değeri için λ değișkenine göre bütün kompleks

düzlemde analitiktir (yani λ değișkeninin tam fonksiyonudur).
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İspat. Bu teoremin ispatı (Titchmarsh,1962) kaynağından bir sonuç olarak elde

edilir.

Teorem 4.2.3. Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ (0, 1] (4.2.7)

u(1) = 0 (4.2.8)

u′(1) = 1 (4.2.9)

eșitlikleri ile tanımlı bașlangıç-değer probleminin bir tek χ2(x, λ) çözümü bulunur

ve bu çözüm her bir x ∈ (0, 1] değeri için λ değișkenin tam fonksiyonudur. Yani

∀ x ∈ (0, 1] için λ kompleks parametresine göre tüm kompleks düzlemde tanımlı ve

diferansiyellenebilirdir. (Titchmarsh,1962).

Teorem 4.2.4. Her λ ∈ C için

−u
′′
(x) + q(x)u(x) = λu(x), x ∈ [−1, 0) (4.2.10)

u(0) = αχ2(+0, λ) − χ
′

2(+0, λ) (4.2.11)

u′(0) = χ2(+0, λ) (4.2.12)

bașlangıç-değer probleminin bir tek χ1(x, λ) çözümü bulunur ve bu çözüm her bir

x ∈ [−1, 0) değeri için λ değișkeninin tam fonksiyonudur.

İspat. Bu teoremin ispatı (Titchmarsh,1962) kaynağından bir sonuç olaral elde edilir.
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4.3. Temel Çözümler ile Eșdeğer Olan İntegral Denklemler

Önceki bölümde Φi(x, λ) ve χi(x, λ) (i = 1, 2) fonksiyonlarının λ kompleks

parametresine göre bütün kompleks düzlemde analitik fonksiyon oldukları ispat

lanmıștı. Bu bölümde yardımcı bașlangıç problemlerinin eșdeğer oldukları integral

ve integral - diferansiyel denklemler bulunacak ve ilerde her yerde λ = s2 gösterim

inden yararlanılacaktır.

Teorem 4.3.1. ∀ x ∈ C için, λ = s2 olmak üzere (4.2.1)-(4.2.3) bașlangıç değer

probleminin çözümü

u(x) =
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x − y)u(y)q(y)dy (4.3.1)

u′(x) = cos s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x − y)u(y)q(y)dy (4.3.2)

integral denklemlerini sağlar.

İspat. (4.2.1) denklemi

u
′′

+ λu = q(x)u (4.3.3)

șeklinde yazılabilir. Bu denklemi çözmek için denklem homojen lineer diferansiyel

denklem gibi kabul edilerek,

u
′′

+ λu = 0

denkleminin çözümlerinden hareket edilir. Son yazdığımız denklemin genel çözümü,

u(x, λ) = c1(λ) cos(
√

λx) + c2(λ) sin(
√

λx)

biçiminde yazılabilir. Bu nedenle (4.3.3) denklemine sabitlerin değișimi yöntemi

uygulayarak bu denklemin çözümünü

u(x, λ) = c1(λ) cos(
√

λx) + c2(λ) sin(
√

λx) (4.3.4)

biçiminde arayacağız. c1(x, λ) , c2(x, λ) fonksiyonlarını öyle seçmeye çalıșacağız

ki, (4.3.4) fonksiyonu (4.1.2) − (4.1.5) sınır geçiș șartlarını da sağlasın. Bu yeni

bilinmeyen fonksiyonları bulmak için iki tane denklem kurulacaktır. Bu
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denklemlerden bir tanesinde c1(x) = c1(x, λ), c2(x) = c2(x, λ) fonksiyonlarını öyle

seçeceğiz ki

c
′

1(x) cos sx + c
′

2(x) sin sx = 0 (4.3.5)

eșitliği sağlansın. (4.3.4) eșitliğinin her iki yanında x’ e göre türevi alınırsa,

u′(x) = −sc1(x) sin sx − sc
′

1(x) cos sx + c
′

2(x) sin sx + sc2(x) cos sx

elde edilir. (burada sadelik için u(x, λ) yerine u(x) yazılmıștır.) (4.3.5) eșitliği

bu son bulduğumuz ifadede yerine yazılırsa,

u′(x) = −sc1(x) sin sx + sc2(x) cos sx (4.3.6)

elde edilir. Tekrar x’ e göre türev alınırsa,

u
′′
(x) = −sc

′

1(x) sin sx − s2c1(x) cos sx + sc
′

2(x) cos sx − s2c2(x) sin sx (4.3.7)

eșitliği bulunur. (4.3.6) ve (4.3.4) eșitlikleri (4.3.3) de yerine yazılırsa,

−sc
′

1(x) sin sx + sc
′

2(x) cos sx = q(x)u (4.3.8)

eșitliği elde edilir. Șimdi (4.3.5)-(4.3.8) eșitliklerini bir arada düșünerek, c
′
1(x) ve

c
′
2(x) değișkenlerine göre lineer denklem sistemi gibi çözersek s 6= 0 için,

c
′

1(x) =

∣∣∣∣∣∣ 0 sin sx

q(x)u s cos sx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ cos sx sin sx

−s sin sx s cos sx

∣∣∣∣∣∣
=

− sin sx q(x)u

s
(4.3.9)

bulunur. Bu eșitlik integrallenirse,

c1(x) = −1

s

∫ x

−1

sin sy q(y) u(y)dy + c1(λ) (4.3.10)
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elde edilir. Benzer șekilde,

c
′

2(x) =

∣∣∣∣∣∣ cos sx 0

−s sin sx q(x)u

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ cos sx sin sx

−s sin sx s cos sx

∣∣∣∣∣∣
=

cos sx q(x)u

s
(4.3.11)

bulunur. Son eșitlik integrallenirse,

c2(x) =
1

s

∫ x

−1

cos sy q(y) u(y)dy + c2(λ) (4.3.12)

bulunur. Burada her λ için c1(λ) ve c2(λ) keyfi sabitlerdir. Bulduğumuz (4.3.10)

ve (4.3.12) ifadeleri (4.3.4) de yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,

u(x) = − 1

s
cos sx

∫ x

−1

sin sy q(y) u(y)dy + c1(λ) cos sx

+
1

s
sin sx

∫ x

−1

cos sy q(y) u(y)dy + c1(λ) sin sx

elde edilir. Son ifade düzenlenirse,

u(x, λ) =
1

s

∫ x

−1

sin s(x − y) q(y) u(y)dy + c1(λ) cos sx

+ c2(λ) sin sx (4.3.13)

bulunur. Benzer yöntemle (4.3.10) ve (4.3.12) eșitlikleri (4.3.6)’ de yerlerine

yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,

u′(x) =

∫ x

−1

cos s(x − y) q(y) u(y)dy − sc1(λ) sin sx

+ sc2(λ) cos sx (4.3.14)

bulunur. Bu durumda (4.3.4) denklemi (4.3.13) integral denklemine indirgenmiș

olur. O halde (4.3.13) ve (4.3.14) ifadeleri (4.2.2)-(4.2.3) bașlangıç șartlarında
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yerine yazılırsa,

c1(λ) cos s − c2(λ) sin s = 0

sc1(λ) sin s + sc2(λ) cos s = 1
(4.3.15)

lineer denklem sistemi bulunur. c1(λ) ve c2(λ) sabitlerini bulmak için bu lineer

denklem sistemini çözelim. O halde

c1(λ) =
1

s
sin s (4.3.16)

c2(λ) =
1

s
cos s (4.3.17)

elde edilir. Bu c1 ve c2 değerleri (4.3.13) integral denkleminde yerine yazılırsa ve

düzenlenirse,

u(x) =
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x − y) u(y) q(y)dy (4.3.18)

integral denklemi elde edilir.

Böylece (4.2.1)-(4.2.3) ile verilen bașlangıç değer problemi (4.3.18) integral

denklemine indirgenmiș olur.

Aynı șekilde c1 ve c2 değerleri (4.3.6) integral denkleminde yerine yazılıp gerekli

düzenlemeler yapılırsa (4.3.2) eșitliğinin de sağlandığı kolayca gösterilebilir.

Sonuç 4.3.2. Φ1(x, λ) fonksiyonu așağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri sağlar.

Φ1(x, λ) =
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy (4.3.19)

Φ
′

1(x, λ) = cos s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy (4.3.20)

İspat. Önce (4.3.19) eșitliğini ispat edelim. Φ1(x, λ) fonksiyonu [−1, 0) aralığında

(4.2.1) denklemini sağladığı için,

q(y)Φ1(y, λ) = Φ
′′

1(y, λ) + λΦ1(y, λ)
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eșitliği sağlanır. Buradan,

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy =

∫ x

−1

sin s(x − y)(Φ
′′

1(y, λ) + λΦ1(y, λ))dy

= λ

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)dy

+

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ
′′

1(y, λ)dy (4.3.21)

eșitlikleri bulunur. Sonuncu integral ifadeye iki kere ard arda kısmi integrasyon

uygulanırsa ve (4.2.1)-(4.2.3) probleminin

Φ1(−1, λ) = 0 ve Φ
′

1(−1, λ) = 1

bașlangıç değerlerinden yararlanılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa,

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ
′′

1(y, λ)q(y)dy = sin s(x − y)Φ
′

1(y, λ)|x−1 + s

∫ x

−1

cos s(x − y)Φ
′

1(y, λ)dy

= − sin s(x + 1)Φ
′

1(−1, λ) + s cos s(x − y)Φ1(y, λ)|x−1

− s2

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)dy

= − sin s(x + 1) + sΦ1(x, λ)

− s2

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)dy

eșitliği bulunur. Bu son eșitlik (4.3.21)’ de yerine yazılırsa,

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy = λ

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)dy

− sin s(x + 1) + sΦ1(x, λ) − s2

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)dy

elde dilir. Buradan;

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy = − sin s(x + 1) + sΦ1(x, λ)
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eșitliği elde edilir. Gerekli düzenlemeler yapılırsa,

Φ1(x, λ) =
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy (4.3.22)

eșitliği bulunur. Böylece (4.3.19) eșitliği ispatlanmıș olur. Bu eșitliğin her iki

tarafında x’ e göre türev alınırsa (4.3.20) eșitliğinin de sağlandığı kolayca ispatlanabilir.

Teorem 4.3.3. ∀ x ∈ C için, λ = s2 olmak üzere (4.2.4)-(4.2.6) bașlangıç değer

probleminin çözümleri

u(x, λ) = Φ
′

1(−0, λ) cos sx +
1

s

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]
sin sx

+
1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.23)

u′(x, λ) = −sΦ
′

1(−0, λ) sin sx + [αΦ
′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)] cos sx

+

∫ x

0

cos s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.24)

integral denklemlerini sağlar.

İspat. İspat Teorem 4.3.1’ in ispatına benzer șekilde yapılır.

Sonuç 4.3.4. Φ2(x, λ) fonksiyonu așağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri sağlar.

Φ2(x, λ) = Φ
′

1(−0, λ) cos sx +
1

s

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]
sin sx

+
1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy (4.3.25)

Φ
′

2(x, λ) = −sΦ
′

1(−0, λ) sin sx + [αΦ
′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)] cos sx

+

∫ x

0

cos s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy (4.3.26)

İspat. Sonuç 4.3.2’ nin ispatına benzer șekilde yapılır.

Teorem 4.3.5. ∀ x ∈ C için, λ = s2 olmak üzere (4.2.7)-(4.2.9) bașlangıç değer

probleminin çözümleri

u(x, λ) =
1

s
sin s(x − 1) +

1

s

∫ 1

x

sin s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.27)

u′(x, λ) = cos s(x − 1) +

∫ 1

x

cos s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.28)
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integral denklemlerini sağlar.

İspat. Teorem 4.3.1’ in ispatına benzer șekilde yapılır.

Sonuç 4.3.6. χ2(x, λ) fonksiyonu așağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri sağlar.

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x − 1) +

1

s

∫ 1

x

sin s(x − y)q(y)χ2(y, λ)dy (4.3.29)

χ
′

2(x, λ) = cos s(x − 1) +

∫ 1

x

cos s(x − y)q(y)χ2(y, λ)dy (4.3.30)

İspat: Sonuç 4.3.2’ nin ispatına benzer șekilde yapılır.

Teorem 4.3.7. ∀ x ∈ C için, λ = s2 olmak üzere (4.2.10)-(4.2.12) bașlangıç değer

probleminin çözümleri,

u(x, λ) = [αχ2(+0, λ) − χ
′

2(+0, λ)] cos sx +
1

s
χ2(+0, λ) sin sx

+
1

s

∫ 0

x

sin s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.31)

u′(x, λ) = χ2(+0, λ) cos sx − s[αχ2(+0, λ) − χ
′

2(+0, λ)] sin sx

+

∫ 0

x

cos s(x − y)q(y)u(y, λ)dy (4.3.32)

integral denkelemlerini sağlar.

İspat. Teorem 4.3.1’ in ispatına benzer șekilde yapılır.

Sonuç 4.3.8. χ1(x, λ) fonksiyonu așağıdaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri sağlar.

χ1(x, λ) = [αχ2(+0, λ) − χ
′

2(+0, λ)] cos sx +
1

s
χ2(+0, λ) sin sx

+
1

s

∫ 0

x

sin s(x − y)q(y)χ1(y, λ)dy (4.3.33)

χ
′

1(x, λ) = χ2(+0, λ) cos sx − s[αχ2(+0, λ) − χ
′

2(+0, λ)] sin sx

+

∫ 0

x

cos s(x − y)q(y)χ1(y, λ)dy (4.3.34)

İspat. Sonuç 4.3.2’ nin ispatına benzer șekilde yapılır.

37



4.4. Φ(x, λ) ve χ(x, λ) Temel Çözümlerinin Asimptotik Davranıșları

Bu kesimde Φi(x, λ) ve χi(x, λ) (i = 1, 2) temel çözümlerinin önceki bölümde

ispatladığımız eșdeğer olduğu integral denklemleri kullanarak , bunların λ parametre

sine göre |λ| −→ ∞ için asimptotik formülleri elde edilecektir.

Teorem 4.4.1. λ = s2, Ims = t olmak üzere, Φ1(x, λ) fonksiyonu için −1 ≤ x < 0

aralığında

Φ1(x, λ) = O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.1)

Φ
′

1(x, λ) = O
(
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.2)

asimptotik eșitlikleri sağlanır.

İspat.

F (x, λ) := e−|t|(x+1) Φ1(x, λ) (4.4.3)

ile gösterrelim. Φ1(x, λ) için daha önce göstermiș olduğumuz sonuç (4.3.19) integral

denklemini üstteki eșitlikte yerine yazarsak

F (x, λ) = e−|t|(x+1)

[
1

s
sin s(x + 1) +

1

s

∫ x

−1

sin s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy

]

elde edilir.

F (x, λ) =
1

s
sin s(x + 1)e−|t|(x+1)

+
1

s

∫ x

−1

sin s(x − y)q(y)Φ1(y, λ)e−|t|(x+1)dy (4.4.4)

bulunur. Șimdi komleks analizden iyi bilinen

| sin z| ≤ e|Imz| ve | cos z| ≤ e|Imz|
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eșitsizliklerinden yararlanarak,

|F (x, λ)| ≤ 1

|s|
e|t|(x+1)e−|t|(x+1)

+
1

|s|

∫ x

−1

| sin[s(x − y)]| |q(y)| |F (y, λ)|e|t|(y+1)e−|t|(x+1)dy

=
1

|s|
[
1 +

∫ x

−1

e|t|(x−y) |q(y)||F (y, λ)|e−|t|(x−y)dy
]

=
1

|s|
[
1 +

∫ x

−1

|q(y)||F (y, λ)|dy
]

(4.4.5)

elde ederiz.

F1 := max
x∈[−1,0)

|F (x, λ)| , q1 := max
x∈[−1,0)

∫ 0

−1

|q(y)|dy

ile tanımlayalım. Bu durumda,

|F (y, λ)| ≤ 1

|s|
[
1 +

∫ x

−1

|q(y)||F (y, λ)|dy
]

F1(λ) ≤ 1

|s|
[
1 + F1(λ)q1

]
F1(λ)

(
1 − q1

|s|

)
≤ 1

|s|
(4.4.6)

eșitsizliğini elde ederiz. |s| > 2q1 olduğu durumda

F1(λ) ≤ 2

|s|

elde edilir. O halde

|F (x, λ)| ≤ 1

|s|
M =⇒ |e−|t|(x+1) Φ1(x, λ)| ≤ 1

|s|
M

=⇒ |Φ1(x, λ)| ≤ 1

|s|
Me|t|(x+1)

yazılabilir. Elde ettiğimiz bu son eșitsizlikten,

Φ1(x, λ) = O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞
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asimptotik eșitliği elde edilir. Böylece istenilen asimptotik eșitliğin sağlandığı

gösterildi. Șimdi (4.4.2) asimptotik eșitliğini ispatlayalım. Daha önce,

Φ
′

1(x, λ) = cos s(x + 1) +

∫ x

−1

cos s(x − y)Φ1(y, λ)q(y)dy

olduğu gösterilmiști. Șimdi bu integral denklemi gözönüne alarak istenilen asimptotik

eșitliğin sağlandığını gösterelim. Kompleks analizden bilinen

| sin s(x + 1)| ≤ e|t|(x+1)

eșitsizliği gereği

sin s(x + 1) = O
(

e|t|(x+1)
)

(4.4.7)

asimptotik eșitliği sağlanır.

Yukarıda ispat edilmiș (4.4.1) asimptotik eșitliği gözönüne alınırsa ve

q1 := max
x∈[−1,0)

∫ 0

−1

|q(y)|dy

ile tanımlanırsa,∣∣∣∣ ∫ x

−1

cos s(x − y)q(y)Φ1(y, λ)dy

∣∣∣∣ ≤ 1

|s|

∫ x

−1

e|t|(x−y) |q(y)|e|t|(y+1)dy

≤ q1
1

|s|
e|t|(x+1)

≤ M3e
|t|(x+1)

bulunur. Buradan,

∫ x

−1

cos s(x − y)q(y)Φ1(y, λ)dy = O
(

e|t|(x+1)
)

(4.4.8)

elde edilir. (4.4.7)-(4.4.8) ifadeleri Φ
′
1(x, λ)’in sağladığı integral denklemde yerine

yazılırsa,

Φ
′

1(x, λ) = O
(

e|t|(x+1)
)
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asimptotik eșitliği elde edilir.

Teorem 4.4.2. λ = s2, Ims = t olmak üzere, Φ1(x, λ) fonksiyonu için −1 ≤ x ≤ 0

aralığında așağıdaki asimptotik eșitlikler sağlanır.

Φ1(x, λ) =
1

s
sin s(x + 1) + O

(
1

|s|2
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.9)

Φ
′

1(x, λ) = cos s(x + 1) + O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.10)

İspat. (Titcmarch (1962))

Teorem 4.4.3. λ = s2, Ims = t olmak üzere, Φ2(x, λ) fonksiyonu için 0 ≤ x ≤ 1

aralığında așağıdaki asimptotik eșitlikler sağlanır.

Φ2(x, λ) = O
(

e|t|(x+1)
)
, |λ| −→ ∞ (4.4.11)

Φ
′

2(x, λ) = O
(
|s| e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.12)

İspat.

Φ2(x, λ) = Φ
′

1(−0, λ) cos sx +
1

s

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]
sin sx

+
1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy

integral denkleminin her iki tarafını e−|t| (x+1) ile çarpalım ve

F2(x, λ) := e−|t|(x+1) Φ2(x, λ) (4.4.13)

ile gösterelim. Böylece

F2(x, λ) = e−|t|(x+1)Φ
′

1(−0, λ) cos sx +
1

s

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]
sin sx e−|t|(x+1)

+
1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ) e−|t|(x+1)dy (4.4.14)

41



elde edilir. (4.4.1) ve (4.4.2) asimptotik eșitlikleri dikkate alınırsa,

|Φ1(−0, λ)| ≤ M1
1

|s|
e|t|

|Φ′

1(−0, λ)| ≤ M2 e|t|

eșitlikleri bulunur. Bu son iki eșitsizlikte bulunan değerler (4.4.12) eșitliğinde yerine

yazılırsa ve

| sin z| ≤ e|Imz| ve | cos z| ≤ e|Imz|

ifadelerinden yararlanılırsa,

|F2(x, λ)| ≤ M2 e|t|e|t|xe−|t|(x+1) +
1

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
e|t|e|t|xe−|t|(x+1)

+
1

|s|

∫ x

0

e|t|(x−y) |q(y)| |F2(y, λ)|e|t|(y+1)e−|t|(x+1)dy

= M2 +
1

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
+

1

|s|

∫ x

0

|q(y)||F (y, λ)|dy (4.4.15)

elde edilir. Șimdi

F2 := max
x∈[0,1]

|F2(x, λ)| , q2 := max
x∈[0,1]

∫ 1

0

|q(y)|dy

gösterimlerinden yararlanırsak

F2(λ) ≤ M2 +
1

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
+

1

|s|
F2(λ)q2

F2(λ)

(
1 − q2

|s|

)
≤ M2 +

1

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
(4.4.16)

eșitsizliklerini elde ederiz. Bu eșitsizlikte |s| ≥ 2q2 olarak alırsak;

F2(λ) ≤ 2M2 +
2

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
, |λ| −→ ∞

yazılabilir. Yani; F2(λ) sınırlıdır. O halde;

M = 2M2 +
2

|s|

(
α M2 +

M1

|s|

)
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olarak seçersek ;

|F2(x, λ)| ≤ M =⇒ |e−|t|(x+1) Φ2(x, λ)| ≤ M

|Φ2(x, λ)| ≤ Me|t|(x+1)

bulunur. Elde ettiğimiz bu son eșitsizlikten,

Φ2(x, λ) = O
(
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞

asimptotik eșitliği elde edilir. Böylece istenilen ilk asimptotik eșitliğin sağlandığı

gösterildi. Șimdi (4.4.10) asimptotik eșitliğini ispatlayalım. Daha önce,

Φ
′

2(x, λ) = −sΦ
′

1(−0, λ) sin sx + [αΦ
′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)] cos sx

+

∫ x

0

cos s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy

olduğunu göstermiștik. Șimdi bu integral denklemi gözönüne alarak bir önceki

yaptığımız ispatla benzer adımları uygulayarak istenilen asimptotik eșitliğin

sağlandığını gösterelim. Daha önceden bilindiği gibi

Φ1(−0, λ) = O

(
1

|s|
e|t|

)
, yani |Φ1(−0, λ)| ≤ M1

1

|s|
e|t|

ve

Φ
′

1(−0, λ) = O
(

e|t|
)
, yani |Φ′

1(−0, λ)| ≤ M2 e|t|

eșitlikleri sağlanır (yeteri kadar büyük M1 > 0 ve M2 > 0 için ). Bu ifadelerden ve

Φ2(x, λ)’nın asimptotik eșitliğinden yararlanılarak,

|Φ′
2(x, λ)e−|t|(x+1)| ≤ |s|M2e

|t|e|t|xe−|t|(x+1) +

[
αM2 +

M1

|s|

]
e|t|e|t|xe|t|(x+1)

+

∫ x

0

e|t|(x−y)|q(y)|M3e
|t|(y+1)e−|t|(x+1)dy
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elde edilir. Buradan

|F2(x, λ)| ≤ |s|M2 +

[
αM2 +

M1

|s|

]
+ M3q2

≤ |s|
[
M2 +

1

|s|

(
αM2 +

M1

|s|

)
+

M3q2

|s|

]

elde edilir. O halde sırası ile

|F (x, λ)|
|s|

≤ M,

|Φ′
2(x, λ)e−|t|(x+1)|

|s|
≤ M,

|Φ′
2(x, λ)| ≤ M |s|e|t|(x+1)

eșitsizliklerini elde ederiz. Buradan

Φ
′

2(x, λ) = O
(
|s|e|t|(x+1)

)
asimptotik eșitliği elde edilir. İspat bitti.

Teorem 4.4.4. λ = s2, s = σ + it, Ims = t olmak üzere, Φ2(x, λ) fonksiyonu için

0 ≤ x ≤ 1 aralığında

Φ2(x, λ) = cos s cos(sx) + O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.17)

Φ
′

2(x, λ) = −s coss sin(sx) + O
(

e|t|(x+1)
)
, |λ| −→ ∞ (4.4.18)

asimptotik eșitlikleri sağlanır.
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İspat. İlk olarak (4.4.17) asimptotik eșitliğini ispatlayalım. Bunun için Φ2(x, λ)’nın

daha önce bulduğumuz

Φ2(x, λ) = Φ
′

1(−0, λ) cos sx +
1

s

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]
sin sx

+
1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy

integral denkleminin sağ tarafındaki terimlerin asimptotik eșitleri ayrı ayrı

değerlendirilmesi gerekir. Teorem 4.4.2’deki (4.4.9) ve (4.4.10) eșitliklerinden,

Φ1(−0, λ) =
1

s
sin s + O

(
1

|s|2
e|t|

)
Φ

′

1(−0, λ) = coss + O

(
1

|s|
e|t|

)

asimptotik ifadeleri elde edilir. Buradan

Φ′
1(−0, λ) cos sx = cos sx

[
coss + O

(
1

|s|
e|t|

)]
= cos s cos sx + O

(
1

|s|
e|t|

)
O

(
e|t|(x)

)
= cos s cos sx + O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
(4.4.19)

ve

1

s
sin sx

[
αΦ

′

1(−0, λ) − Φ1(−0, λ)
]

=
1

s
sin sx

[
α cos s + α

(
1

|s|
e|t|

)
− 1

s
sin s − O

(
1

|s|2
e|t|

)]
=

α

s
cos s sin sx +

α

s
O

(
1

|s|
e|t|

)
O

(
e|t|

)
− 1

s2
sin s sin sx − 1

s

(
1

|s|2
e|t|x

)
=

α

s
cos s sin sx +

α

s
O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
− 1

s2
sin s sin sx − 1

s
O

(
1

|s|2
e|t|(x+1)

)
(4.4.20)

eșitlikleri bulunur. Șimdi üstte Φ2(x, λ) için yazdığımız integral denklemdeki

integral ifade değerlendirilecektir. Φ2(x, λ) için daha önce bulduğumuz (4.4.11)
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asimptotik eșitlik gereği,

|Φ2(x, λ)| ≤ Me|t|(x+1)

olacak șekilde x ve λ’ dan bağımsız M > 0 sabiti mevcuttur. Bu durumda,∣∣∣∣1s
∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy

∣∣∣∣ ≤ 1

|s|

∫ x

0

| sin s(x − y)| |q(y)| |Φ2(y, λ)|dy

≤ 1

|s|

∫ x

0

e|t|(x−y)|q(y)| Me|t|(y+1)dy

≤ M
1

|s|
e|t|(x+1)

∫ 1

0

|q(y)|dy

yazılır. q2 := maxx∈[0,1]

∫ 1

0
|q(y)|dy ile tanımlanırsa,∣∣∣∣1s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy

∣∣∣∣ ≤ Mq2
1

|s|
e|t|(x+1)

eșitsizliği bulunur. Buradan asimptotik eșitlik tanımı gereği,

1

s

∫ x

0

sin s(x − y)q(y)Φ2(y, λ)dy = O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
(4.4.21)

bulunur. (4.4.19)- (4.4.21) asimptotik ifadeleri Φ2(x, λ) integral denkleminde yazılır

ve gerekli düzenlemeler yapılırsa,

Φ2(x, λ) = cos s cos sx + O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
+

α

s
cos s sin sx +

α

s
O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
− 1

s2
sin s sin sx − 1

s
O

(
1

|s|2
e|t|(x+1)

)
+ O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)
= cos s cos sx +

1

s

[
α cos s − 1

s
sin s

]
sinsx + O

(
1

|s|
e|t|(x+1)

)

asimptotik eșitliği bulunur. Buradan Φ2(x, λ) = cos s cos sx + O
(

1
|s| e|t|(x+1)

)
asimptotik eșitliğinin sağlandığı ispatlandı.

(4.4.18) asimptotik eșitliği de benzer șekilde ispatlanır.
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Teorem 4.4.5. λ = s2, Ims = t olmak üzere, χ2(x, λ) fonksiyonu için 0 ≤ x ≤ 1

aralığında

χ2(x, λ) =
1

s
sin s(x − 1) + O

(
1

|s|2
e|t|(1−x)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.22)

χ
′

2(x, λ) = cos s(x − 1) + O

(
1

|s|
e|t|(1−x)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.23)

asimptotik eșitlikleri sağlanır.

İspat. İspatı Teorem 4.4.3’un ispatına tamamen benzer biçimde yapılır.

Teorem 4.4.6. λ = s2, Ims = t olmak üzere, χ1(x, λ) fonksiyonu için −1 ≤ x ≤ 0

aralığında

χ1(x, λ) = cos s cos(sx) + O

(
1

|s|
e|t|(1−x)

)
, |λ| −→ ∞ (4.4.24)

χ
′

1(x, λ) = s cos s sin(sx) + O
(

e|t|(1−x)
)
, |λ| −→ ∞ (4.4.25)

asimptotik eșitlikleri sağlanır.

İspat. İspatı Teorem 4.4.3’un ispatına tamamen benzer biçimde yapılır.

4.5. Karakteristik Fonksiyonun Kurulması

İlk önce (4.1.1) diferansiyel denkleminin iki tane çözümünü

Φ(x, λ) =

 Φ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

Φ2(x, λ), x ∈ (0, 1]
, χ(x, λ) =

 χ1(x, λ), x ∈ [−1, 0)

χ2(x, λ), x ∈ (0, 1]
(4.5.1)

biçiminde tanımlayalım. Șimdi (4.1.1)-(4.1.5) problemimize özgü olan așağıdaki

tanımı verelim.

Tanım 4.5.1. Așağıdaki eșitliklerle tanımlı ∆(x) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.5)

problemiminin karakteristik fonksiyonu diyecegiz.

∆(x) =

∣∣∣∣∣∣ −Φ2(1, λ) χ1(−1, λ)

1 − Φ′
2(1, λ) 1 + χ′

1(−1, λ)

∣∣∣∣∣∣ (4.5.2)
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Teorem 4.5.2. ∆(x) karakteristik fonksiyonunun her bir sıfır yeri (4.1.1)-(4.1.5)

probleminin özdeğeridir.

İspat. λ = λ0 noktasının ∆(x) karakteristik fonksiyonunun bir sıfır yeri olduğunu

kabul edelim, yani

∆(x) =

∣∣∣∣∣∣ −Φ2(1, λ0) χ1(−1, λ0)

1 − Φ′
2(1, λ0) 1 + χ′

1(−1, λ0)

∣∣∣∣∣∣ = 0 (4.5.3)

olduğunu kabul edelim.

u0(x) = A Φ(x, λ0) + B χ(x, λ0) (4.5.4)

biçiminde bir u0(x) fonksiyonu tanımlayalım. A ve B katsayılarını öyle seçeceğiz

ki, u0(x) fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.5) probleminin özfonksiyonu olsun. Φ(x, λ0) ve

χ(x, λ0) fonksiyonlarının tanımından yararlanarak kolayca gösterebiliriz ki, ∀ A, B

için u0(x) fonksiyonu (4.1.4)-(4.1.5) geçiș șartlarını sağlar. Șimdi (4.5.4) ifadesini

(4.1.2)-(4.1.3) periyodik sınır șartlarında yerine yazarsak A ve B değișkenlerine göre

așağıdaki lineer denklem sistemini elde ederiz. A (Φ(−1, λ0) − Φ(1, λ0)) + B (χ(−1, λ0) − χ(1, λ0)) = 0

A (Φ′(−1, λ0) − Φ′(1, λ0)) + B (χ′(−1, λ0) − χ′(1, λ0)) = 0
(4.5.5)

Φ(x, λ) ve χ(x, λ) fonksiyonlarının (4.5.1) deki ifadesinden ve de Φi(x, λ) , χi(x, λ)

fonksiyonlarının tanımından yararlanırsak (4.5.5) lineer denklem sistemi așağıdaki

biçimde yazılabilir. −Φ2(1, λ0)A + χ1(−1, λ0)B = 0

(1 − Φ′
2(1, λ0)) A + (−1 + χ′

1(1, λ0)) B = 0
(4.5.6)

Bu lineer denklem sisteminin determinantı ∆(λ0) = 0 olduğu için, en az bir (A0, B0) 6=

(0, 0) çözümü bulunur. O halde

u0(x) = A0 Φ(x, λ0) + B0 χ(x, λ0) (4.5.7)
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fonksiyonu (4.1.2)-(4.1.3) periyodik sınır șartlarını da sağlar. Bu fonksiyonun (4.1.1)

denklemini λ = λ0 için sağladığı apaçıktır. Dolayısıyla (4.5.7) ile tanımlı u0(x)

fonksiyonu λ = λ0 için yazılmıș (4.1.1)-(4.1.5)probleminin bir çözümü oluyor, yani

λ = λ0 özdeğerine uygun özfonksiyondur. İspat bitti.
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5. SONUÇ ve ÖNERİLER

Bu Yüksek Lisans Tez çalıșmamızda bugüne kadar literatürde incelenmemiș yeni

tipten bir Sturm-Liouville probleminin bazı spektral problemleri incelenmiștir.

Araștırdığımız problemin klasik Periyodik Sturm-Liouville probleminden bir kaç

ayırıcı özelliği bulunmaktadır.

• Araștırdığımız problem ortak sınır noktası bulunan iki tane ayrık sonlu aralıkta

tanımlanmıștır.

• Ayrık aralıkların ortak sınır noktasında iki tane ek șart verilmiștir (böyle șartlar

literatürde geçiș șartları, impulsive șartlar, iletișim șartları vs olarak

adlandırılmaktadır).

Bu tipten sınır değer problemleri somut fizik problemlerinin değișkenlerine ayırma

yöntemi ile çözümlerinde ortaya çıkmaktadır. Bu nedenle tezde bulunmuș sonuçlar

ister teorik matematik isterse de uygulamalı matematik açısından önem

arz etmektedir.

Ayrıca tez çalıșmamızda uygulanan yöntemler daha genel problemlere de

uygulanabilir. Bu nedenle tez çalıșmamızdaki sonuçlar daha da genelleștirilebilir

niteliktedir.
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