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TEZ BEYANI

Tokat Gaziosmapasa Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Tez Yazm Kurallara
uygun olarak yazdigim ve hazirladigim bu ytiksek lisans tez ¢alismasinda asagidaki
kurallara uyuldugunu bildirir, aksi bir durum halinde aleyhime dogabilecek tiim hak
kayiplarim kabul ettigimi beyan ederim. Bu tez calismasinda;

e Bilimsel ahlak normlarina uyulmustur.

e Baskalarimin bilimsel ¢calismalarindan ve diger kaynaklardan yararlanildigi durumda
billimsel normlar dikkate alinarak yonetmeliklere uygun bi¢imde atifta bulunulmustur.
e Tezin '"Bulgular ve Sonug¢" kisminda yer alan yenilikler ve sonuclar baska bir
kaynaktan alinmamistir ve tamamen orijinaldir.

e Tez calismasinda yararlandigimiz verilerde hi¢ bir degisiklik yapilmadan ifade
edilmistir.

e Tezin hi¢ bir kismi ne bizim tniversitemizde, ne de baska bir tiniversitede baska

bir tez calismasi olarak sunulmamistir.

SEVDA NUR OZTURK
30/06,/2021



OZET

YUKSEK LISANS TEZI
SUREKSIZ PERIYODIK STURM-LIOUVILLE PROBLEMI
SEVDA NUR OZTURK

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITESI
LISANSUSTU EGITIM ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI

Danisman : Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU

Bu tez calsmasinda; iki ayrik aralikta tanimlanan ve gegis sartlar1 da igeren bir
periyodik Sturm-Liouville problemi arastirilmistir. Tez asagidaki bicimde
diizenlenmistir. Bolim 1’de arastiralan problemin bilimsel onemi ve uygulama
alanlar1 hakkinda kisa bilgiler verilmistir. Bolim 2’de tez konusu alanindaki
literatiiriin ozeti verilmistir. Boliim 3’te klasik periyodik Sturm-Liouville probleminin
temel kavramlari ve ozellikleri verilmistir. Tezimizin orijinal kismi olan Bolim 4’te
iletisim noktasinda tamimh ek gegis sartlari ile verilmis (bu sartlar gecis sartlar:
olarak adlandirilmaktadir) periyodik Sturm Liouville probleminin baz1 6nemli
spektral ozellikleri bulunmustur. Sonuncu béliimde tezin sonuglarindan bahsedilmis

ve bazi onerilerde bulunulmustur.

2021, iv+54 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Sturm-Liouville Problemleri, Ozdegerler,

Ozfonksiyonlar, Periyodik smir sartlari.



ABSTRACT

M. Sc. Thesis
DISCONTINUOUS PERIODIC STURM-LIOUVILLE PROBLEMS
SEVDA NUR OZTURK

TOKAT GAZIOSMANPASA UNIVERSITY
INSTITUTE OF GRADUATE STUDIES
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Oktay MUHTAROGLU

In this thesis, a periodic Sturm-Liouville problem with additional transmission
conditions are considered on two disjoint intervals. This study is organized as
follows. Chapter 1 provides brief information on the scientific significance and fields
of application of the problem under consideration. Chapter 2 provides an overview
of the literature on the topic of the thesis. Chapter 3 presents the basic concepts
and properties of classical periodic Sturm-Liouville problem. In the main part of the
thesis(Chapter 4) some important spectral properties of the periodic Sturm-Liouville
problem with additional conditions of transition (so-called transmission conditions)
at the interaction point were obtained. The last chapter is devoted to the conclusion

of the thesis and some suggestions.

2021, iv+54 pages

KEYWORDS: Sturm-Liouville Problems, Eigenvalues, Eigenfunctions, Periodic

boundary conditions.
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1. GIRIS

Adi ve kismi diferansiyel denklemler fiziksel olaylari modelleme tarihinde uzun siiredir
onemli rol oynamistir ve bu denklemler halen fiziksel problemlerin modellenmesinde
vazgecilmez olarak hizmet etmeye devam etmektedirler. Adi ve kismi diferansiyel
denklemlerin belirli kosullar1 saglayan coziimlerini bulmak ilgi ¢ekici olmustur.
Eger kosullar bagimsiz degiskenin birden fazla noktasinda verilmis ise bunlara simir
kosullar1 denir. n. mertebeden bir diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin n
tane baslangig kosullariyla birlikte bulma problemine baslangi¢ deger problemi denir.
Fakat n tane siir kosullar da dikkate alimirsa problem simir deger problemi olarak

adlandirilir.

Ikinci dereceden adi lineer diferansiyel denklemler i¢in sinir deger problemleri, bilim
ve teknolojideki ¢ok sayida uygulama nedeniyle ozellikle onemlidir.  Birgok
matematiksel fizik probleminin, degiskenlerine ayirma yontemi ile ¢oziimiiniin
esaslandirilabilmesi i¢in uygun Sturm-Liouville tipinde problemleminin spektral
ozelliklerinin arastirilmasi gerekiyor. Ayrica modern fizigin ve diger doga bilimlerinin
talepleri dogrultusunda yeni tipten Sturm-Liouville problemlerinin arastirilmasina

ihtiya¢ duyulmaktadir.

Matematiksel fizigin ve akiskanlar mekaniginin bircok alaninda Sturm-Liouville
problemlerinin ortaya ¢iktig1 biliniyor. Ornegin baz klasik mekanik problemlerinde,
elektromanyetik teoride, kuantum fiziginde ve ozellikle dalga denklemlerinde bu
problemlere sikca rastlanmaktadir. Ik olarak 19. yizyillin ortalarinda Sturm ve
Liouville tarafindan 1s1 iletimi problemlerinin incelenmesiyle ortaya ¢ikan bu tipten
problemler giiniimtizde de yogun bir sekilde incelenmektedir. Bu konuda ¢ok sayida
kitap ve makale yayinlanmasina ragmen Sturm-Liouville problemleri hem
matematiksel fizigin hem de diferansiyel operatorler teorisinin daha da gelismekte
olan giincelligini koruyan konusu olmaktadir. Matematik fizigin ortaya koydugu
yeni somut problemlerin arastirilma ihtiyaci siir deger problemleri teorisinin daha

da gelistirilmesi ihtiyacini ortaya koymaktadir.

Sturm Liouville teorisinde elde edilen sonuclar bir ¢ok yeni bilim dalinin olusumunda

onemli rol oynamistur. Ornegin, Integral denklem teorisi, kendine eslenik operatorler

1



teorisi, Spectral analiz, Fourier Analizi gibi teorilerdeki bir ¢ok kavramin ve
sonuglarin  bulunmasinda Sturm Liouville teorisinden elde dilen sonuglardan
yararlanilmistir.  Bilim ve teknolojinin gelisimi ile bir ¢ok yeni fizik probleminin
¢oziimii ihtiyaci dogmaktadir. Boyle matematiksel modeller genel olarak kismi
diferansiyel denklemler biciminde ifade edilmektedir. Fiziksel siirecin baslangig
durumu ve siirecin olusturdugu ortamin smirindaki durumu smir sartlarn ile ifade
edilmektedir.  Boylece smir deger problemleri olarak adlandirilan problemler
karsimiza cikmaktadir. Bu tiir problemlerin ¢oziimi i¢in uygulanan en yaygin
yontemlerden biri degiskenlerine ayirma yontemi olarak ta adlandirilan Fourier
yontemidir. Bu yontemin esaslandirilabilmesi i¢in Sturm Liouville probleminin sonsuz
sayida ozdegerinin mevcut oldugu ve bu 6zdegerlere uygun 6zfonksiyonlarin uygun
Hilbert uzaymda baz olusturdugunu kamtlamak gerekir. Ornegin, o ve 1 kutupsal
koordinatlar olmak iizere o < 1 yuvarinda kararh sicakligi u(o, 1) ile gosterirsek, bu
fonksiyon i¢in asagidaki siir deger problemi elde edilir.

0u(o, ) ou(o, )  0%u
2 ) ) — < _
o 952 +0o 5% +8¢2 0, 0<o<l, - <Y<

u(l, ) = h(¥)

Bu probleme Fourier yontemini uygularsak ,

bi¢giminde ,uygun 6zfonksiyonlar ise

Y1n (V) = sinn), yo, (1) = cosnp n=1,2,3,.....



seklinde bulunur.

Yukaridaki kararh sicaklik probleminin ¢dziimiinii elde etmek i¢in h(v) fonksiyonun,
h(v) = X2, (a, cosniy + b, sin ni)

bi¢iminde trigonometrik Fourier serisine acilabilmesi gerekir. Bu ornekle Fourier
serileri ve sinir deger problemleri teorilerinin 6nemini, bu teoriler arasindaki bagintinin

anlasilmasi i¢in yeterli gerekce olusturmaktadir.

Bu tez calismasinda stireksizlik noktasinda gegis sartlar1 bulunan ve sinir sartlari ile
verilen periyodik Sturm-Liouville probleminin baz spektral 6zellikleri incelenmistir.
Uzerinde calistigimiz problem stireksizlik noktasinda tanimladigimiz 6zel gecis
sartlarindan dolay1 daha once calisilmamis orijinal bir problem olmasi nedeniyle
ayrica elde edecegimiz sonuclar hem teorik agidan hem de somut fizik problemlerine
uygulanabilmesi acisindan literatiire ozgiin katki saglayacaktir ve tez bu konuda

kaynak olusturacaktur.



2. LITERATUR OZETI

Matematiksel fizigin ve akiskanlar mekaniginin bir¢cok alaninda Sturm-Liouville
problemlerinin ortaya ¢iktigr biliniyor. Ilk olarak 19. yiizyiln ortalarinda Jacques
Sturm(1803-1855) ve Joseph Liouville (1809-1882) tarafindan 1s1 iletimi
problemlerinin  incelenmesiyle ortaya c¢ikmistir ve bu matematikgilerin
calismalarindan sonra bu tip problemler Sturm-Liouville sinir deger problemi olarak
adlandirilmistir.  Bu konuda c¢ok sayida calisma yapilmis olmasimma ragmen
Sturm-Liouville problemleri hem diferansiyel denklemler teorisinin hem de uygulamal
matematigin en 6nemli ve en giincel konusu olmaya devam etmektedir. Ciinkii
cagdas mekanik ve fizigin talepleri yeni ve standart olmayan smir-deger problemlerinin
incelenmesi ihtiyacini ortaya koymakta, bu durum ise Sturm-Liouville teorisinin

gelisimine her gecen giin biraz daha katk: sunmaktadir.

Quantum mekaniginde ortaya c¢ikan tinli Schrodinger denkleminin arastirilmasi
Sturm-Liouville teorisinin gelistirilmesinde énemli bir rol oynamistir. Kristal 6rglide
iletken elektronun hareketi i¢in basit bir model olan periyodik potansiyele sahip
zamandan bagimsiz Schrodinger denklemi
B2

thyy = %l/)m + V(x)y (2.0.1)
bi¢iminde ifade edilir. Burada problemin tek boyutlu oldugu distintlmistiir.
Denklemde verilen V' (z) :elektronun dalga fonksiyonu olan perriyodik bir fonksiyon,
h:1,01.1073Js degerinde Dirac sabiti, m :parcacigin kiitlesi, ¢ :parcaciga eslik
eden dalga fonksiyonu olarak ifade edilmektedir. V'(x) periyodik fonksiyonunun

periyodunu a ile gosterir isek V(z + a) = V(x) denkelminin saglandig1 bellidir.
O halde;

T B 2ma? 2mFE

o= (3.t 22 (2) - 2

degisken degisimleri yapilarak y normal dalga fonksiyonu A enerji parametresi

q(z 4+ 1) = q(x) olmak iizere (2.0.1) denklemi;

—y" +q(x)y =My



bi¢imindeki Sturm-Liouville denklemine indirgenir.

Birkoft 1908 yilinda yapmis oldugu ¢alismada

d Y "

— + Ay ——= F . F A p(a, N)y =0 (2.0.2)
o

seklindeki oOzdeger parametresi iceren lineer denklemlerin temel ¢oztimleri igin
asimptotik esitlikler elde etmis, regiiler smir sartlarmi tammlamis ve regiiler
sinir-deger problemleri i¢in 6zfonksiyonlar ve 6zfonksiyonlara bagl fonksiyonlar

sisteminin tamhigl ile ilgili teoremler ispatlamistir.

Tamarkin (1917), sinr sartlarinda giiglii regiilerlik kavramini bulmus ve bu durumda
ozdegerler i¢in asimptotik formiiller elde etmis, regiilerlik durumunda ise Green
fonksiyonunu degerlendirmis ve ozfonksiyonlar ile o6zfonksiyonlara baglanmis

fonksiyonlar sistemi icin seri agilim teoremini ispatlamistir.

Walter 1973 yilindaki calismasinda,

Tu: = %{—(pu’)’ +qu} = Au, [ag, as) (2.0.3)
— (Bijuley)) = Maau(a) — apu' () (i=1,2) (2.0.4)
¢ = Bifa—PB>0 (2.0.5)

seklindeki oOzdeger parametresini hem denkleminde hem de smnir sartlarinda
bulunduran ikinci mertebeden adi diferansiyel denklem i¢in sinir deger probleminin
uygun Hilbert uzaylarinda kendine eslenik operatorlerle baglantisinm1 kurmus ve bu
sekildeki problemler i¢in operator-teorik yorumunu vermistir. Bunlarla birlikte bu
calismada Hilbert uzaylarinda kendine eslenik operator teorisinden yararlanarak

ozfonksiyonlar iizerine acilim teoremini ispatlamistir.

Smir sartlarinda 6zdeger parametresi bulunduran baz kendine eslenik siir deger
problemleri Schneider (1974), Fulton (1977), Hinton (1970) tarihli galismalarda

incelenmistir.



Schneider "A Note an Figenvalue Problems with Eigenvalue Parameter in the

Boundary Conditions, Matz. Z.1974", adli ¢calismasinda

—(pu') +qu = Aru (2.0.6)
u(a) = 0 (2.0.7)
— (Bru(b) — B (b)) = A(ayu(b) — azu' (b)) (2.0.8)

problemini,
Fulton "Two-Point Boundary Value Problems with Eigenvalue Parameter Contained

in the Boundary Conditions, Roy. Soc. Edinburg 77a (1977),293-308" kiinyeli

makalesinde;

Tu:=—-u"+qu = Iru (2.0.9)
cosau(a) +sinau'(a) = 0, a €[0,7) (2.0.10)
— (Bru(b) — v’ (b)) = A(Bru(b) — Fyu' (b)) (2.0.11)

bi¢imdeki sinir deger problemini,

Hinton  "An  Eigenvalue @ Theorem  For  An  Eigenvalue  Problem
with Eigenvalue Parameter in the Boundary Conditions, Quart J. Math. Oxford
(2) (1979), 33-42" adli galismasinda

Tu := %{—(pu’)’ +qu} = lu (2.0.12)
cosau(a) + sina(pu’)(a) = 0, a €[0,n7) (2.0.13)
— (Bru(d) = Ba(pu)(b)) = A(Bru(b) — By (pu’) (b)) (2.0.14)

bi¢imindeki Sturm-Liouville problemini arastirmislardir.

Yirminci yiizyihinbaslarindan itibaren pek ¢ok ¢alismaya konu olmus Singiiler Petiibe
olmus problemlerin incelenmeleri arasina periyodik sinir-deger problemleri de
girmistir (Ling ve Jiang,1987; Cai,2010; Amiraliyev ve Duru,2003; Cen,2011).
Zamana bagli problemlerin incelenmesi ise Amiraliyev (1988) ve Giille (1995)

tarafindan yapilmistir. Amiraliyev ve Cakir (2000) yilinda yayimlanan calismalarinda,



konvektif terim ve sifirinci mertebe indirgenmis denklemlere sahip diizgiin yakinsak
fark metodu gelistirilerek singiiler pertiirbe periyodik sinir-deger problemleri icin

fark semalar1 verilmis ve niimerik ¢oziimleri incelenmistir.

Bahsettigimiz biitiin calismalarda sinir-deger problemleri , gegis sartlar igermeyen
smir deger problemleri igin incelenmistir. Muhtarov ve arkadaslarr (Muhtarov,
1994; Muhtarov ve Kandemir, 2002; Muhtarov ve Aydemir, 2016; Muhtarov ve
Aydemir, 2017; Muhtarov, Olgar ve Aydemir, 2015) calismalarinda ise siireksiz
katsayili adi ve kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in Sturm-Liouville problemleri
arastirilmistir. Bu calismalarda esasen diferansiyel ve 6zdeger parametresine bagh
olan smir-deger gegis problemleri igin izomorfluk, hem uzay degiskenine hem de
ozdeger parametresine gore koersitivlik, ozdeger ve 6zfonksiyonlarin asimptotiklerinin
bulunmasi, rezolvent operatoriiniin degerlendirilmesi, tamlik ve iki kat tamlik, Abel
bazhig1 v.s. hakkinda teoremler ispatlanmis ve uygun parabolik tipten kismi tiirevli

diferansiyel denklemler i¢in Sturm-Liouville problemleri incelenmistir.



3. GENEL BILGILER
Bu kisimda tez ¢alismamizda gegen temel kavram ve sonuclar ile ilgili gerekli olan
oz bilgilere yer verilmistir.

3.1. Sinir Deger Problemleri

Ikinci mertebeden

M(y) = axy” + a1y + aoy = f() (3.1.15)

denklemini;
Bi(y) = anyla)+ any'(a) + Buy(d) + P2y’ (b) = 1 (3.1.16)
By(y) = amyla) + any'(a) + Bay(b) + By’ (b) = 7o (3.1.17)

siir kosullarina bagh olarak ¢ozme problemini distnelim.

Burada ag,a1,a0 € Cla,b] , as(z) # 0, iy, i, sabitlerdir. (3.1.1)-(3.1.3)
problemi bir sinir deger problemi olarak adlandirilir. Eger 617 = G120 = 0, ag; =
e = 0 ise smur kosullar1 ayriktir. Eger ajp = Bi2 = 0, ag1 = B = 0,
M =7 = 0ve a;n = —fi1, qee = —fa ise smur kosullar1 periyodiktir. Eger
iz = B = Pig = az = Par = Par = 0 ise y(a) = -, y'(a) = 2 biciminde

baslangi¢ deger kosullar1 elde edilir.B; sinir operatorlerinin lineer oldugunu dikkate

alacagiz. {f(x),v,72} tglisii sinir deger probleminin verileri olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1. Homojen olmayan
M(y) =0, Bi(y) = m, Bs(y) =2 (3.1.18)
siir deger probleminin bir tek ¢oztimiiniin bulunmasi icin gerek ve yeter sart;
M(y) =0, Bi(y) = Ba(y) =0 (3.1.19)

bi¢iminde homojen siir deger probleminin bir tek y = 0 ¢oziimiiniin bulunmasidir.

Ispat. Tlk olarak (3.1.4) smur deger probleminin ¢oziimiiniin tek oldugunu ve y1, s

nin (3.1.4)’tn lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugunu bildigimizi varsayalim. Eger u



fonksiyonu (3.1.4) smir deger probleminin herhangi bir ¢dziimii ise o halde bu ¢dziim

Y1 ve Yo nin bir lineer kombinasyonu olmak zorundadir,

U = 1y1 + Ql2

yazilabilir. Burada a; , as tektir.

Bu ifade (3.1.4)’tin simnir sartlarinda yazilirsa;

a1B1(y1) + a2 Bi(y2) = m
a1Bsy(y1) + a2 Ba(y2) = 72

veya

- (3.1.20)

det 40 (3.1.21)

dir.  Simdi w(z) fonksiyonunun M(y) = 0, Bi(y) = 0 ,By(y) = 0 smir deger

probleminin ¢oziimii oldugunu varsayalim. O halde;

w = &y1 + oy (3.1.22)

olacak bi¢imde &; ve & sabitleri mevcuttur.

Bu durumda
Bi(y1) Bi(y2) 3! 0

Bs(y1)  Ba(y2) & 0

elde ederiz ve katsayilar matrisinin determinanti 0 olmadigindan (3.1.7)" den & =

& = 0 elde edilir. Tersine, eger



probleminin sadece asikar ¢oziimi varsa (3.1.8) geregi (3.1.7) nin gegerli oldugu ve

dolayisiyla (3.1.4)"in tek bir ¢dziimii oldugu agiktir.

Teorem 3.1.2.

M(y) = f, z € (a,b)

Bi(y) =m, Bs(y) =72 (3.1.23)

sinir deger probleminin tek bir ¢oztimi vardir.

Ispat. uy ve uy M(y) = 0’ n lineer bagimsiz ¢oziimleri ve y, , M(y) = f in bir 6zel

¢Oztimii olsun. Simdi (3.1.9) probleminin
Yy = ayu; + gty + Y, (3.1.24)

bigiminde bir ¢dziimiinii arayalim. (3.1.10) ifadesini (3.1.9) probleminde yerine

yazarsak oy ve ay bilinmeyenleri igin
Bi(y) = a1 Bi(u1) + aaBi(uz) + Bi(yp) = m

By(y) = a1 Ba(ur) + aaBa(ua) + Ba(yp) = 72

veya
Bi(u1) Bi(ug) ay Y1 — Bi(yp)
By(uy) Ba(us) Qg Y2 — Ba(yp)

bi¢ciminde bir homojen olmayan lineer denklem sistemi elde ederiz. Homojen
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problemin sadece asikar ¢oziimii oldugundan matrisin tersi mevcuttur ve boylece

-1

o By(u1) Bi(ug) Y1 — Bi(yp)
) Ba(uy)  Ba(us) Yo — Ba(yp)

esitlgi bulunur.

3.2. Sturm-Liouville Sinir Deger Problemleri

Pratikte genellikle kendine eslenik olarak adlandirilan formda ikinci dereceden bir
diferansiyel denklemle karsilasihir ve genellikle en yaygin sinir kosullarinin ya ayrik
ya da periyodik oldugu goriiliir.

Tkinci mertebeden kendine eslenik L diferansiyel operatori

L(y) = (ky') + g(z)y

bi¢iminde yazilabilir.

Asagidaki smir deger problemini gozoniine alalim.

L(y)+ Mp(x)y = 0 a<x<b (3.2.25)

Bi(y) = 0, Bs(y) =0 (3.2.26)

Burada k, k', g, p reel degerli ve [a, ] iizerinde siireklidirler.Ayrica k, p > 0’dir.
Ayrik smir kosullar

Bi(y) = aqy(a) + @y’ (a) = 0 (3.2.27)
Bs(y) = fry(b) + Bay/(b) = 0 (3.2.28)

bigiminde ifade edilir. Sinir deger problemi bir regular Sturm-Liouville 6zdeger
problemi olarak adlandirihr. Siir deger probleminin asikar olmayan bir ¢oziimii

bulunursa, A\ sayisina 6zdegerler denir.
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Genel bi¢imde verilen

Ly = apy” + a1y + agy
L(y) + Ap(x)y =0
Bi(y) =0, By(y) =0

sinir deger problemi igin

/ [vL(u) — uL(v)]dx =0

esitligi saglaniyorsa, o halde bu problem kendine esleniktir denir.

Teorem 3.2.1.

L(u) + Apu =0
ary(a) + agy'(a) =0
Bry(b) + Bay'(b) = 0

bi¢iminde verilmis Sturm-Liouville problemi kendine esleniktir.

Ispat. Kismi integrasyon yardimi ile

/ [wL(u) — uL(v)] dr = k(z)(u'v —v'u)|? = P(u,v)|’ (3.2.29)

a

Green formiilii olarak adlandirilan esitlik elde edilir. Eger v ve v x = a’ da smir

kosullarini saglarsa,

v(a) v'(a) o 0

u(a) u'(a) o 0

elde edilir. a? + o2 # 0 oldugundan

v (a)v(a) —v'(a)u(a) =0
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elde edilir. Benzer yolla goriiyoruz ki eger u ve v = b’de siir kosullarini saglarsa
u' (b)v(b) — ' (b)u(b) =0

olur. Buradan gériiyoruz ki P(u,v)| © = 0 elde edilir. Ispat bitti.

Asagidaki teorem farkhi ozdegerlere karsiik gelen Ozfonksiyonlarmm p(x) agirhk

fonksiyonuna gore ortogonal oldugunu belirtir.

Teorem 3.2.2. (A u) ve (p,v) nin

L(u) + Ap(z)u =0
apy(a) + asy'(a) =0
Bry(b) + Bay'(b) =0

Regular Sturm-Liouville sinir deger probleminin o6zdeger ciftleri oldugunu kabul

edelim.

O halde \
/ u(z)v(z)p(x)dr =0

esitligi saglanir. Yani; u ve v p agirhk fonksiyonuna gore ortogonaldir.

Ispat. (3.2.5) Green formiiliinden

(A — u)/ wop(x)de = | [ul(v) —vL(u)]dx

esitligi elde edilir.A — p # 0 oldugu i¢in

b
)\—/L#O:>/ uop(x)dr =0

dur.
Teorem 3.2.3. Regular Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi'nin 6zdegerleri reeldir.
Ispat. Eger

L(u) + Ap(z)u=0 ise
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O halde

L(u) + Ap(z)u=0

veya

L(@) + Ap(z)u=0

saglanir. Ayrica

By (y) = 0 = By(7)

oldugu da agiktir. Boylece (X, E) bir 6zdeger ciftidir ve bu nedenle

b
()\—X)/ uup dr =0

veya

b
(A—X)/ |u|*p dz =0

esitligi elde edilir. p > 0 ve |ul? # 0 oldugundan (u bir ézfonsiyon oldugundan )
A = X olamalidir. Yani ) reeldir. Ispat bitti.

Tanym 3.2.4. Eger Ly’'nin sifir uzaymin boyutu bir ise yani {¢ : Ly¢ = 0}'1n boyutu
bir ise A 6zdegerine basit 6zdeger denir. Aksi halde, A ¢ok kath bir 6zdegerdir denir.

Teorem 3.2.5. Regular Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi’nin 6zdegerleri basittir

(tek kathdir).

Ispat. w , v'nin aym A dzdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar oldugunu varsayalim.

O halde;
uw'(a) v'(a) Qg 0

elde edilir. Burada w , v fonksiyonlar1 L(y) + Apy = 0 denklemini saglayan
fonksiyonlardir. o2 + a3 # 0 oldugundan, katsayilar matrisinin determinant1 sifira

esit olur ve bu yiizden u , v lineer bagimhdir. Yani; v(z) = cu(z). Ispat bitti.

Eger problemde k(a) = k(b) ise ve ayrik smir kosullar: yerine periyodik sinir kosullar

olan y(a) = y(b), ¥'(a) = y'(b) kosullar1 verilmisse o halde Teorem (3.3) — (3.5) hala
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gegerli olur fakat Teorem (3.7) artik gegerli olmaz.

Biz heniiz Regular Sturm-Liouville Sinir Deger Problemi’nin herhangi bir 6zdegerinin
olup olmadigina deginmedik. Asagidaki érnekler 6zdegerlerin sonsuz fakat sayilabilir

sayida ozdeger oldugunu gosterir.

Ornek 3.2.6.

Sturm-Liouville probleminin 6zdegerlerini ve ¢zfonksiyonlarini bulalim.

Eger A = 0 ise; diferansiyel denklemin genel ¢éziimii y(x) = ax + b seklindedir. Siir
kosullarinda yerine koyarsak a = b = 0 elde edilir. Yani y(z) = 0 elde edilir. Yani
A = 0 ozdeger degildir.

Eger A < 0 ise A = —p? biciminde yazarsak denklemin genel ¢oziimiinii

y(x) = asinh(pz) + bcosh(pz)

bi¢iminde yazabiliriz.
Buradan y(0) = 0 ise b = 0 ve y(I) = 0 ise a = 0’dir. Buradan y(x) = 0 oldugu

aciktir. Yani problemin negatif 6zdegeri bulunmuyor.

Eger A > 0 ise A = p? kabul edelim. O halde genel ¢oziim;

y(x) = asin(uzr) + bcos(ux)

bigiminde yazilabilir ve y(0) = 0 ise b = 0’dir. & = [’deki siir kosullarindan

a.sin(pul) =0

elde ederiz. Buradan ul = nm, n=F1,F2,F3,F4,...... icin asikar olamayan

bir ¢oztim elde ederiz.
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Dolayisiyla 6zdegerler ve ¢zfonksiyonlar
A = (nm\1)?, Yn(z) = sin(nmrx\l) n=123, ...
bicimindedir.

3.3. Periyodik Sturm-Liouville Sinir Deger Problemleri

—y" + q(x)y = My, r€R (3.3.1)

Sturm-Liouville denklemi verilsin kabul edelim ki, ¢(x) fonksiyonu siirekli ve T
periyotlu periyodik fonksiyon olsun, yani Vx € R i¢in ¢(x + T) = q(z) esitligi

saglansim. (3.3.1) denkleminden ve

yla)=yla+T),  y(a)=y'(a+T) (3.3.2)

siir sartlarindan olusmus sinir-deger problemi periyodik Sturm-Liouville problemi
olarak adlandirilir.

Green Ozdesliginden yararlanarak (3.3.1),(3.3.2) periyodik Sturm-Liouville
probleminin (kisaca PSLP’nin) kendine eslenik deger problemi (SDP) oldugunu
kolayca gosterebiliriz.

Genelligi bozmadan a = 0 ve T' = 7 alalim, (3.3.1) denklemi ve

y(0) =y(m),  ¥(0) =1y (m) (3.3.3)

y(0)=0,  ¥'(0)=1 (3.3.4)

y(0)=1,  y(0)=0 (3.3.5)
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baslangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimiinii ise v(z, \) ile gosterelim. Adi diferansiyel
denklemler teorisinden bilinen varlik ve teklik teoremleri geregi u(z, ) ve v(x,\)
¢Oztimleri mevcutturlar ve tektirler (Kandemir, 2015). u(z, A) ve v(z, A) ¢dziimlerinin

Wronskiant z’ den bagimsiz oldugu i¢in (Kandemir,2015)

W(u,v)| o = W(u,v)| o0 = u(0,\)'(0,\) — (0, \)v(0, \)
— 00-11=-1#£0 (3.3.6)

olacak. Bu nedenle u(z, \) ve v(z, \) ¢bziimleri lineer bagimsizdirlar. O halde (3.3.1)

diferansiyel denkleminin genel ¢éziimiini
y(x, \) = cru(z, \) + cov(z, A) (3.3.7)

bi¢iminde yazabiliriz. Burada ¢; ve ¢y keyfi sabitlerdir. (3.3.7) ifadesini (3.3.3) sir
sartlarinda yazarsak, c; ve cp degiskenlerine gore asagidaki lineer denklem sistemini

elde ederiz.
cru(m, \) + ea(v(m,A) — 1) =0

(3.3.8)
ci(u'(m,A) = 1) + cv'(m,A) =0
Lineer cebir teorisinden iyi bilinmektedir ki, (3.3.8) denklem sisteminin
(c1,¢2) # (0,0) asikar olmayan ¢éziimiiniin bulunmasi igin;
u(m,A)  w(m, ) —1

det =0 (3.3.9)
w(mA) =1  o'(m )

esitliginin saglanmasi hem gerek, hem de yeter sarttir. O halde (3.3.6) geregi A nin
ozdeger olmasi i¢in

u(m,\) +o(m, ) =2 (3.3.10)

esitliginin saglanmas gerek ve yeter sarttir.

Teorem 3.3.1. (3.3.1),(3.3.3) Periyodik Sturm-Liouville probleminin tiim

ozdegerleri reeldir.

fspat. Bu teoremin ispati ve ayrik simir sartlar ile verilmis regular Sturm-Liouville

problemi i¢in uygun teoremin ispatina tipatip benzerdir.(bakinz,[Titchmarsh,1962])
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Teorem 3.32. A = )¢ degerinin (3.3.1), (3.3.3) Periyodik Sturm-Liouville

probleminin kath 6zdegeri olmasi i¢in

(3.3.11)

esitliklerinin saglanmasi gerek ve yeter sarttir.

Ispat. Tk 6nce gerekliligi ispat adelim. A\ = o degerinin (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin
katli 6zdegeri oldugunu kabul edelim. O halde bu 6zdegere uygun iki tane lineer
bagimsiz y;(z) ve ys(x) Ozfonksiyonlari mevcuttur. Bu durumda (3.3.1)

Sturm-Liouville denkleminin (kisaca, SLD’nin ) genel ¢6ziimii;
y(x) = Ay1(z) + By (x) (3.3.12)

bi¢iminde yazabiliriz. y;(x) ve y»(x) fonksiyonlar: (3.3.3) periyodik simir sartlarim
sagladig i¢in onlarin lineer birlesimi olan y(x) fonksiyonu da (3.3.3) sartlarim saglar.
Yani (3.3.12) ile tanimh y(x) fonksiyonu her A, B igin (3.3.1), (3.3.3) SLP’nin genel
¢Oziimii oldugunu ve de u(z, Ag) ve v(x, \g) fonksiyonlar (3.3.1) denkeleminin (A =

Ao i¢in) ¢oziimleri oldugu igin
u(z, o) = A1 y1(x) + By ya(x) (3.3.13)

v(x, Ao) = Ag y1(z) + Bs y2(x) (3.3.14)

olacak bigimde Ay, A, Bj, B sayilari mevcuttur. (3.3.13) ve (3.3.14)%in sag
taraflar (3.3.3) smur sartlarini sagladiklar igin, sol taraflar: da (3.3.3) sinir sartlarim

saglar. Dolayisi ile

esitlikleri saglanir. Boylece gerekliligin ispat1 bitti.
Simdi yeterliligi ispat edecegiz.

u(x, Ng) ve v(z, Ag) ¢oziimlerinin (3.3.11) baslangi¢ sartlarimi da sagladigini kabul
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edelim. O halde

esitlikleri saglanmis olur. Dolayist ile (3.3.1) diferansiyel denkleminin hem wu(z, Ao)
hem de v(z, \g) ¢Oziimlerinin her ikisi (3.3.3) periyodik sinir sartlarini da saglar.
Yani bu ¢éziimlerin her ikisi de (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin ¢6ziimii oluyor, yani her
ikisi de ayn1 Ay 6zdegerine uygun ézfonksiyon oluyor. Ayrica (3.3.6) bagintisi geregi
bu 6zfonksiyonlar lineer bagimsizdirlar.

Boylece )y 0zgerinin katli 6zdeger oldugu ve de geometrik katinin > 2 oldugu ispat

edildi. Yeterliligin de ispat1 bitti, yani teoremin ispat1 bitti.

Sonug 3.3.3. A = \g degerinin (3.3.1), (3.3.3) PSLP’nin iki kath 6zdegeri olmasi igin
(3.3.11), esitlikleri gerek ve yeter sarttir.

Ispat. (3.3.1) diferansiyel denklemi ikinci mertebeden lineer diferansiyel denklem
oldugu i¢in her A i¢in bu denklemin iki tane lineer bagimsiz ¢oziimii bulunur. Bu
nedenle her A\ = )¢ 0zdegerine uygun en fazla iki tane 6zfonksiyon karsilik gelir.

Yani her A = Ay 6zdegerinin kat1 < 2’dir.

Simdi asagida verilen bir periyodik Sturm-Liouville probleminin o6zdeger ve

ozfonksiyonlarin1 bulacagiz.

Ornek 3.3.4.
y" + Xy =0, 0<z<l1 (3.3.15)

Sturm-Liouville denkleminden ve

y(0) =y(1),  ¥'(0)=y'(1) (3.3.16)

periyodik smir sartlarindan olusan periyodik Sturm-Liouville problemini goz ontine
alalim. Ik 6nce A = 0 sayisin bu problemin ézdegeri olup olmadigin arastiralim.

Bu durumda (3.3.15) denkleminin genel ¢oziimii
y(x) =1z + ¢y (3.3.17)
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bigimindedir. Bunu (3.3.16) sinir sartlarinda yerine yazarsak ¢; ve o katsayilar igin

e=ato (3.3.18)

L=
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminden ¢; = 0 bulunur. Boylece
V o € R igin y(x) = ¢y sabit fonsiyonu A = 0 igin (3.3.15) , (3.3.16) periyodik
Sturm-Liouville probleminin ¢6ziimii olur. Demek ki, A = 0 bu problemin 6zdegeridir
ve sifir olmayan her sabit fonksiyon bu 6zdegere uygun ozfonksiyondur. A = 0
ozdegerine lineer bagimsiz ozfonksiyonlarin gerdigi lineer uzaym boyutu 1’ e esit
oldugu i¢in A = 0 6zdegeri (3.3.15) , (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville probleminin
basit 0zdegeridir.

Simdi A < 0 durumunu goz oniine alalim. Bu durumda (3.3.15) denkleminin genel
¢Ozumu

y(z) = eV " 4 e VT (3.3.19)

seklindedir. Bu ifadeyi (3.3.16) smir sartlarinda yerine yazarsak, ¢; ve ¢ igin

a(l—eV ) 4e(l—eVA)=0

(3.3.20)
a(l—eV ) Fe(-14+e V) =0
lineer denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin determinant:
AN =2V + eV —2) (3.3.21)

oldugu igin ve de V A < 0igin A()A) # 0 oldugu igin (3.3.18) lineer denklem sisteminin
bir tek asikar ¢; = ¢; = 0 ¢6zlimii bulunur. Demek ki, (3.3.15),(3.3.16) periyodik

Sturm-Liouville probleminin negatif 6zdegeri bulunmamaktadir.

Simdi A > 0 durumunu arastiralim. (3.3.15) diferansiyel denkleminin genel ¢6ziimii

y(z) = ¢1 cos(VAz) + ¢ sin(vAx) (3.3.22)
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bi¢iminde ifade edilebilir. Bu ifadey1 (3.3.16) simir sartlarinda yazarsak ¢, ve ¢y igin

c1(1 = cos V) — ca(sinv/A) =0

(3.3.23)
c1(sin vVA) + ea(1 — cos vVA) =0
lineer denklem sistemi bulunur. Bu denklem sisteminin determinanti
AN) = 2(1 — cos VA) (3.3.24)
oldugu i¢in A(A) = 0 oldugu durumda, yani;
Vi=2nr, n=1,23,... (3.3.25)

oldugu durumda (3.3.15), (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville probleminin asikar
olmayan ¢oziimleri bulunur. Bdylece (3.3.15), (3.3.16) periyodik Sturm-Liouville

probleminin sayilabilir sayida
A= (2nm)%n =1,2,3,..... (3.3.26)

ozdegerinin bulundugunu ispat etmis olduk.
Simdi bu 6zdegerlere uygun o¢zfonksiyonlar1 bulmaya ¢alisacagiz.
A= (2mn)%,n=1,2,3, ..... i¢in (3.3.23) lineer denklem sistemi
010 — C20 =0
(3.3.27)
010 -+ CQO =0
bigimine doniistiigii icin; V ¢1,¢a € R igin (cq, ¢2) ikilisi (3.3.27) denklem sistemini

saglar. Dolayisi ile V ¢y, 5 € R igin
y = ¢ cos(2mnx) + ¢y sin(2mnx) (3.3.28)

fonksiyonu (3.3.15) , (3.3.16) Periyodik Sturm-Liouville Problemi’nin ¢ztimii oluyor.
Yani V A\, = (27mn)%,n =1,2,3, ..... ozdegerine uygun gelen 6zfonksiyonlarin gerdigi

uzayin boyutu 2-dir. Boylece gostermis olduk ki; V A, = (27n)?, n=123,...
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ozdegeri 2-kathi ozdegerdir ve X\, = (2mn)? ozdegerine iki tane lineer bagimsiz
ozfonksiyon (6rnegin y,1(z) = cos(2mnz) ve y,2(x) = sin(27nz) lineer bagimsiz
ozfonksiyonlar1) karsilik gelir.

Sonug olarak, (3.3.15) , (3.3.16) Periyodik Sturm-Liouville Problemi’'nin bir tane
Ao = 0 basit 6zdegeri, sayilabilir sonsuz sayida A\, = (27n)*,n = 1,2,3, ..... pozitif

ozdegeri muvcuttur. Uygun ozfonksiyonlar ise

Yo(z) =1 ,yn1(x) = cos(2mnx) y,o(x) = sin(2mnx) n =1,2,3, ..... (3.3.29)

bi¢iminde secilebilir.
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4. BULGULAR ve SONUC

4.1. Sinir Deger Probleminin ifadesi, ézdegerlerin Reelligi ve Ozfonksiyonlarln

Ortogonalligi

Tez ¢alismamizin esas konusu;
—u"(z) + q(z)u(z) = Iu(z), z € [—1,0)U(0,1] (4.1.1)

diferansiyel denkleminden,

u(=1) = u(l) (4.1.2)
W(=1) = /(1) (4.1.3)

periyodik smir sartlarindan ve de x = 0 siireksizlik noktasindaki

uw(+0) = u'(=0) (4.1.4)
u'(40) = oau'(=0) — u(-0) (4.1.5)

gecis sartlarindan olusan smir-deger-gecis probleminin baz1 spektral ozelliklerinin
incelenmesidir. Burada ¢(z); [—1,0) ve (0, 1] araliklarinda siirekli, x = 0 noktasinda
ise sonlu ¢(£0) limit degerlerine sahip olan bir fonksiyon, A kompleks 6zdeger

parametresi ve o > 0 reel katsayidir.

Teorem 4.1.1. (4.1.1)-(4.1.5) smur - deger - gegis probleminin biitiin 6zdegerleri

reeldir.

Ispat. (4.1.1)-(4.1.5) smir deger gecis probleminin A 6zdegerine uygun 6zfonksiyonu

wolsun. W, u— nun ve A, A— nm eslenegi olmak iizere, (4.1.1)-(4.1.5) ve

" +q(x)u = M

L
=
~J



esitlikleri saglanir. (4.1.1) denklemi w ile (4.1.6) denklemi de w ile ¢arpilip taraf
tarafa ¢ikartilirsa,

wa —uu = (A— Nuu (4.1.11)
esitligi elde edilir. v —@u" = (ut —uu')" oldugundan

!/

’ —

) = (A — Nz (4.1.12)

(vi — u
yazilabilir. (4.1.12) esitligi —1’ den 0’ a integrallenirse

/O(W’—m)’dx _ (A—X)/O wiidz

-1 -1

0
(wu —au)|’, = ()\—X)/ uudz
esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden ise

u(—0)7 (—=0) — u(—0)u'(—0) — u(—l)ﬂ/(—ol) +a(=1)u'(=1)

= (A—X)/_ utdr (4.1.13)

1

esitligi elde edilir. Diger taraftan (4.1.2)-(4.1.3) ve (4.1.7)-(4.1.8) smur sartlar
saglandigi icin

u(=0) (—0) = u(—0)u'(=0) — w(1)u (1) +u(1)u' (1)

0
= (A—X)/ wtd (4.1.14)

-1

esitligi elde edilir. Ayni sekilde (4.1.12) ifadesi 0’ dan 1’ e integrallenirse;

1 1
/ (utd —uu)de = (A —N) / wudx
0 0

1
(ut’ —u)|y = ()\—X)/ uudz
0
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elde edilen bu esitlikte sinir degerleri yerine yazilarak;

w(Du'(1) —u()u'(1) — u(+0)ﬂ'(+10)+ﬂ(+0)u'(—|—0)
= (A—X)/ utidx (4.1.15)

esitlikleri elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) ve (4.1.9)-(4.1.10) deki sinir sartlar1 (4.1.15)

de yerine yazilirsa

w(D)u'(1) —a(1)u'(1) = ' (=0)[ow'(-0) — ﬂ(—0>]+ﬂ1’(—0)[a-u’(—0) — u(—0)]
= (A—X)/ wtida (4.1.16)

ifadesi elde edilir ve bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilarak

u(1)@ (1) —a(D)u' (1) + o' (—=0)a(—-0) — @(—0)u(—0)

= (A=X) /01 uwudz (4.1.17)

esitligi elde edilir. Daha sonra (4.1.14)-(4.1.17) denklemleri taraf tarafa toplanirsa,

(A—X)/Ouﬂdx+(>\—X)/Oluﬂdx:O

-1

esitligi,yani;

(=N [/i |u|2dm+/01 |u|2dx] iy

esitligi bulunur. w 6zfonksiyonu sifirdan farkl oldugundan dolay1 parentez igindeki

ifade sifirdan farkhdir. O halde sonuncu esitlikten
A=A\

elde edilir. Ispat bitti.

Not 4.1.2. Ozdegerler reel oldugu icin, genelligi bozmadan asagida tim

ozfonksiyonlarin reel degerli oldugunu kabul edecegiz.
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Teorem 4.1.3. (4.1.1)-(4.1.5) smir-deger-gecis probleminin iki farkli A, ve A,

ozdegerlerine uygun ozfonksiyonlari w,, ve wu, olsun. Bu durumda

0 1
/ U U AT +/ UmUpdz = 0 (4.1.18)
0

-1

esitligi saglamir.  Yani (4.1.1)-(4.1.5) probleminin farkli 6zdegerlerine uygun

ozfonksiyonlar1 ortogonaldir (diktir).

Ispat. wm, ve u, swrasiyla A\, ve A, ozdegerlerine uygun ozfonksiyonlar oldugundan

—u:n—kq(x)um = Anlm (4.1.19)

—u, +q(@)uy = Ayt (4.1.20)

esitlikleri saglanir. (4.1.19) esitligi u,, ve (4.1.20) esitligi wu,, ile garpilip taraf tarafa

gikarilirsa

1"

Ul — U Uy = (A — AUty (4.1.21)

n m

elde edilir. Bu son esitlik ilk olarak —1" den 0’ a integrallenirse,

0 0
/(umu;—u;nun),d:p = ()\m—/\n)/ U U AT

-1 -1

!

0
(mtty — )2y = (A — An) / Ut

-1

elde edilir. Bu esitlikte sinir degerleri yerine yazilarak;

/7 /

Um (=0)t, (=0) = tp, (=0)un(=0) — Um(—l)uiz(—g)+U;n(—1)un(—1)
= (/\m—)\n)/ U Un d (4.1.22)

-1

esitlikleri elde edilir. Problemimizde verilmis olan (4.1.2) ve (4.1.3) smr sartlari w,,

ve wu, Ozfonksiyonlar: i¢in de gecerli oldugundan,

Un(=1) = um(1) (1) = u,,(1)
un(=1) = un(1)  uy(=1) =1, (1)
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esitlikleri saglanir. Bu degerler (4.1.22) de yerine yazilirsa,

Um (=0), (=0) =y, (=0)un(=0)  — um(l)u;(l)—lz)u;n(l)un(l)
= ()\m—)\n)/ U U AT (4.1.23)

-1

elde edilir. Ayni sekilde (4.1.21) esitligi 0’ dan 1’ e integrallenirse;

1 1
/ (umu;l — u;nun),dm =(Am — ) / Uy Un AT
0 0

1
(Ut — U U )|& = (A — )\n)/ U Up AT
0

bu ifadede gerekli diizenlemeler yapilarak;

!/ I

U (D, (1) = u, (Dug(1) — um(+0)u;(+?)+u;n(+0)un(+0)
= ()\m—)\n)/ U U AT (4.1.24)

esitlikleri elde edilir. (4.1.4)-(4.1.5) gegis sartlar1 kullanilarak;

um(+0) = wu,,(—0)

un(+0) = u,(=0)

U (+0) = [, (=0) =t (=0)]
(-+0)

esitlikleri yazilabilir. Bu ifadeler (4.1.24) de yerine yazilirsa;

’ ’

(1)1, (1) = 113, (Dt (1) - = 11, (=0) vt (—0) — 1, (—0)]

’

il (=)t (—0) — um(=0)] = (A — An) /O i

elde edilir. Bu esitlikte gerekli islemler yapilarak;

(1)1t (1) = 10, (D (1) — um(—o)uln(—?) + 1y, (=0t (—0)
= ()\m—)\n)/ U Un dx (4.1.25)
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elde edilir. (4.1.23) ve (4.1.25) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa;

(A — )\n)/ U () U (2)d 4+ (N — )\n)/o U (Tt (z)dz = 0 (4.1.26)

-1

ifadesi elde edilir. Elde ettigimiz bu son esitlikte gerekli diizenlemeler yapilirsa,

0 1
(A — An) [/ umundas+/ umundaj} =0
1 0
1
(A — ) [/ umundx} =0
1

elde edilir. \,, # A\, oldugundan dolay,

1
/ UmUpdr = 0
_4

bulunur. Ispat bitti.
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4.2. Verilmis Problemle ilgili Baz1 Yardimci Baslangic-Deger Problemlerinin

Temel Coziimleri ve Bu Temel Coziimlerle ilgili Onermeler
4.2..1 Baz Yardimci Baslangi¢ Deger Problemleri

Bu béliimde arastirdigimiz (4.1.1)-(4.1.5) siir-deger-gegis problemi ile yakindan
ilgili olan ve sadece [—1,0) veya (0,1] alt araliklarinda (esas [-1,1] araligimin alt
araliklarinda) verilmis bazi yardimc1 baslangic-deger problemlerinin ¢oziimlerinin
mevcut oldugu ve bu ¢oziimlerin A kompleks oOzdeger parametresine gore tiim
kompleks diizlemde taniml ve diferansiyellenebilir oldugu ispat edilecektir. Daha
sonra bu ¢oziimlerden yararlanarak (4.1.1) denkleminin (4.1.1)-(4.1.5) sinir-deger

-gecis problemi icin temel olacak ¢oziimleri tanimlanacaktir.

Teorem 4.2.1. Her X\ € C icin

—u"(z) + q(x)u(z) = Iu(z), ze€[-1,0) (4.2.1)
uw(—-1) = 0 (4.2.2)
u(-1) = 1 (4.2.3)

esitlikleri ile tanimlh baslangig-deger probleminin bir tek ®;(x,\) ¢oziimii bulunur
ve bu ¢oziim her bir = € [-1,0) degeri igin A degiskenine gore biitiin kompleks
diizlemde analitiktir. Yani her z € [—1,0) igin A parametresinin tam fanksiyonudur

(Titchmarsh,1962).

Teorem 4.2.2. Her A € C igin

—u' () + q(z)u(z) = Iu(z), ze(0,1] (4.2.4)
w(0) = @(—0,)) (4.2.5)
W'(0) = ady(—0,)) — (=0, (4.2.6)

esitlikleri ile tanimh baslangic-deger probleminin bir tek ®5(x, ) ¢oziimii bulunur
ve bu ¢oziim her bir z € (0,1] degeri i¢in A degiskenine gére biitiin kompleks

diizlemde analitiktir (yani A degiskeninin tam fonksiyonudur).
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Ispat. Bu teoremin ispati (Titchmarsh,1962) kaynagindan bir sonug olarak elde

edilir.

Teorem 4.2.3. Her \ € C igin

"

—u () +q(z)u(z) = du(z), z€(0,1] (4.2.7)
u(l) = 0 (4.2.8)
(1) = 1 (4.2.9)

esitlikleri ile tanimh baslangig-deger probleminin bir tek x2(z, ) ¢Oziimii bulunur
ve bu ¢6zlim her bir x € (0,1] degeri i¢gin A degiskenin tam fonksiyonudur. Yani
vV x € (0,1] i¢in A kompleks parametresine gore tiim kompleks diizlemde tanimli ve

diferansiyellenebilirdir. (Titchmarsh,1962).

Teorem 4.2.4. Her A € C igin

—u'(x) + q@x)u(z) = Iu(z), ze€[-1,0) (4.2.10)
u(0) = axa(+0,)) — xa(+0, ) (4.2.11)
W(0) = xa(+0,)) (4.2.12)

baslangig-deger probleminin bir tek xi(z, A) ¢Oziimii bulunur ve bu ¢éziim her bir

x € [—1,0) degeri igin A degiskeninin tam fonksiyonudur.

Ispat. Bu teoremin ispati (Titchmarsh,1962) kaynagindan bir sonug olaral elde edilir.
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4.3. Temel Coziimler ile Esdeger Olan Integral Denklemler

Onceki boliimde ®;(x,\) ve xi(z,\) (i = 1,2) fonksiyonlarmmn X\ kompleks
parametresine gore bitiin kompleks diizlemde analitik fonksiyon olduklar: ispat
lanmist1. Bu boliimde yardimer baslangic problemlerinin esdeger olduklar: integral
ve integral - diferansiyel denklemler bulunacak ve ilerde her yerde A = s? gosterim

inden yararlanilacaktir.

Teorem 4.3.1. ¥V o € C igin, A = s* olmak tzere (4.2.1)-(4.2.3) baslangig deger

probleminin ¢oziimiu

u(z) = ésin s(x+1) + é /: sin s(z — y)u(y)q(y)dy (4.3.1)
u'(r) = coss(r+1)+ /j cos s(z — y)u(y)q(y)dy (4.3.2)

integral denklemlerini saglar.

Ispat. (4.2.1) denklemi
u 4+ M= q(z)u (4.3.3)

seklinde yazilabilir. Bu denklemi ¢ozmek i¢in denklem homojen lineer diferansiyel

denklem gibi kabul edilerek,
w4+ =0

denkleminin ¢oziimlerinden hareket edilir. Son yazdigimiz denklemin genel ¢éziimi,
u(z, \) = ¢1(N) cos(VAz) + c2(\) sin(VAz)

bigiminde yazlabilir. Bu nedenle (4.3.3) denklemine sabitlerin degisimi yontemi

uygulayarak bu denklemin ¢oziimiini
w(z, A) = e1(N) cos(VAz) + (A sin(VAz) (4.3.4)

bigiminde arayacagiz. c¢;(z,\) , ca(x,\) fonksiyonlarmi Oyle secmeye calisacagiz
ki, (4.3.4) fonksiyonu (4.1.2) — (4.1.5) smnir gegis sartlarii da saglasm. Bu yeni

bilinmeyen fonksiyonlar1 bulmak i¢in iki tane denklem kurulacaktir. Bu
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denklemlerden bir tanesinde ¢;(z) = ¢1(z, A), ca(x) = co(x, \) fonksiyonlarimi Gyle
sececegiz ki

¢, (z) cos sz + cy(x) sin sz = 0 (4.3.5)

esitligi saglansin. (4.3.4) esitliginin her iki yaninda x’ e gore tiirevi alinirsa,
U (1) = —scy(z) sin sz — s¢,(z) cos sz + ¢y(x) sin sz 4 sco(x) cos sz

elde edilir. (burada sadelik i¢in u(x, \) yerine u(z) yazilmistir.) (4.3.5) esitligi

bu son buldugumuz ifadede yerine yazilirsa,

u'(x) = —scy(x) sin sz + sca(x) cos s (4.3.6)
elde edilir. Tekrar z’ e gore tiirev alinirsa,
U (x) = —sc, (x) sin sz — s2¢y(z) cos sz + scy(x) cos sz — scy(x) sinsz (4.3.7)
esitligi bulunur. (4.3.6) ve (4.3.4) esitlikleri (4.3.3) de yerine yazilirsa,

—sc, () sin sz + sc,y(z) cos sz = q(z)u (4.3.8)

esitligi elde edilir. Simdi (4.3.5)-(4.3.8) esitliklerini bir arada diisiinerek, ¢, (z) ve

cy(z) degiskenlerine gore lineer denklem sistemi gibi ¢ozersek s # 0 icin,

0 sin ST
, q(z)u scossx s
¢ () = _ Zsinse gloju (4.3.9)
COS ST sin sz 5
—SSINST SCOS ST
bulunur. Bu esitlik integrallenirse,
[
c(x) = s sin sy q(y) u(y)dy + c1(N) (4.3.10)
-1
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elde edilir. Benzer sekilde,

COS ST 0
) —ssinsz q(z)u
Cy(x) = _ o5z glz)u (4.3.11)
COS ST sin sx 5
—ssinsxr  scos sx

bulunur. Son esitlik integrallenirse,

1 xX
co@) =~ [ cossyq(y) uly)dy + c2(A) (4.3.12)

-1

bulunur. Burada her X igin ¢;(A) ve c¢2(A) keyfi sabitlerdir. Buldugumuz (4.3.10)
ve (4.3.12) ifadeleri (4.3.4) de yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1 xT
u(r) = — —cossx / sin sy q(y) u(y)dy + c1(X) cos sx

S -1

1 x
+ —sinsz / cos sy q(y) u(y)dy + c1 () sin sz

s -1
elde edilir. Son ifade diizenlenirse,

u(z,\) = ! /r sins(z —y) q(y) u(y)dy + c1 () cos sz

S Ja
+ () sinsz (4.3.13)

bulunur. Benzer yontemle (4.3.10) ve (4.3.12) esitlikleri (4.3.6)" de yerlerine

yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

u'(z) = /95 cos s(x —y) q(y) u(y)dy — sc1 () sin sz
+ sca(A)cos sx (4.3.14)

bulunur. Bu durumda (4.3.4) denklemi (4.3.13) integral denklemine indirgenmis
olur. O halde (4.3.13) ve (4.3.14) ifadeleri (4.2.2)-(4.2.3) baslangig sartlarinda

33



yerine yazilirsa,

A —c(A)sins =0
c1(X) coss — co(A)sin s (4.3.15)
scy(A)sins + sca(N) coss =1

lineer denklem sistemi bulunur. ¢;(A) ve c¢3(A) sabitlerini bulmak i¢in bu lineer

denklem sistemini ¢ozelim. O halde

aN) = sin s (4.3.16)

VI VAR =

(A = Cos § (4.3.17)

elde edilir. Bu ¢; ve ¢y degerleri (4.3.13) integral denkleminde yerine yazilirsa ve

diizenlenirse,

u(z) = 1sin s(x+ 1)+ 1 /z sins(z —y) u(y) q(y)dy (4.3.18)

S s J_

integral denklemi elde edilir.
Boylece (4.2.1)-(4.2.3) ile verilen baslangi¢ deger problemi (4.3.18) integral
denklemine indirgenmis olur.
Ayni sekilde ¢; ve ¢y degerleri (4.3.6) integral denkleminde yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa (4.3.2) esitliginin de saglandig kolayca gosterilebilir.

Sonug 4.3.2. ®1(x, \) fonksiyonu asagidaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri saglar.

T

Oy(z,\) = 1sin s(x+1)+ 1/ sins(z —y)P1(y, N)q(y)dy  (4.3.19)

S S J_1
x

®y(z,\) = coss(z—+1)+ / cos s(z — y)P1(y, \)q(y)dy (4.3.20)

-1

Ispat. Once (4.3.19) esitligini ispat edelim. ®;(z, \) fonksiyonu [—1,0) araliginda
(4.2.1) denklemini sagladig igin,

a(y)@1(y, ) = By (y, A) + AD1(y, \)
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esitligi saglanir. Buradan,

/ " sin s(z — y)®1 (9, Na(y)dy = / “sins( — ) (@) (5 A) + AP (5, A)dy

-1 -1

- )\/ sins(z — y)P1(y, A\)dy

-1

+ / sin s(z — y)® (y, \)dy (4.3.21)

-1

esitlikleri bulunur. Sonuncu integral ifadeye iki kere ard arda kismi integrasyon

uygulanirsa ve (4.2.1)-(4.2.3) probleminin
D (=1,A) =0 ve @ (-1,N)=1

baslangi¢ degerlerinden yararlanilip gerekli dizenlemeler yapilirsa,

x

[ sinste = )8 Naw)dy = sinsle — BN+ [ consle ) 0y

—1 —1
= —sins(z + 1)@ (=1, \) + scoss(z — )Py (y, V)|,
- 32/ sin s(z — y)®1(y, \)dy
-1

= —sins(z+ 1)+ sPy(x, N

— 52/ sin s(z — y)®1(y, \)dy

-1

esitligi bulunur. Bu son esitlik (4.3.21)" de yerine yazilirsa,

/x sins(z —y)Pi(y, Naly)dy = A /$ sins(z — y)®1(y, A)dy

-1 -1
—sins(z + 1) + s®y(x,\) — 32/ sin s(x — y)®1(y, \)dy

-1

elde dilir. Buradan;

/ﬂﬁ sin s(x — y)®1(y, \)q(y)dy = —sins(z + 1) + s®y(x, \)

-1
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esitligi elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Oy (x,\) = 1sin s(x+1)+ ! /I sin s(z — y)P1(y, N)q(y)dy (4.3.22)

S S J_1

esitligi bulunur. Boylece (4.3.19) esitligi ispatlanmis olur. Bu esitligin her iki

tarafinda z’ e gore tiirev alinirsa (4.3.20) esitliginin de saglandigi kolayca ispatlanabilir.

Teorem 4.3.3. ¥V x € C igin, A\ = s* olmak tlizere (4.2.4)-(4.2.6) baslangig deger

probleminin ¢oztimleri

! 1 ’
u(z,\) = CDl(—O,/\)cossx—i-g ad (=0,\) — &1(—0,\)| sin sz

- %/Ox sins(z — y)q(y)uly, \)dy (4.3.23)
u'(x,\) = —s®(—0,\)sinsz + [ad)(—0,\) — ®1(—0, \)] cos sz
+ /0 cos s(z — y)q(y)uly, A)dy (4.3.24)

integral denklemlerini saglar.
Ispat. Ispat Teorem 4.3.1’ in ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug 4.3.4. ®y(x, \) fonksiyonu asagidaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri saglar.

/ 1 /
Oy(z,A) = Dy(—0,A)cos sz + B ad,(—=0,A) — &,(—0, )\)] sin sz

+ %/: sins(z — y)q(y)P2(y, A)dy (4.3.25)
Dy(xz,\) = —sP)(—0,\)sinsz 4 [ad)(—0,\) — ®;(—0, \)] cos sz
+ [ conste = )aln)@ato. Vi (4:3.26)

Ispat. Sonu¢ 4.3.2’ nin  ispatina benzer sekilde yapilr.

Teorem 4.3.5. ¥ x € C igin, A = s* olmak tizere (4.2.7)-(4.2.9) baslangig deger

probleminin ¢oziimleri

u(z,\) = %sin s(r—1) + %/ sins(z — y)q(y)u(y, \)dy — (4.3.27)
W2\ = coss(@—1)+ / cos s(x — y)g(y)uly, \)dy (4.3.28)
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integral denklemlerini saglar.
Ispat. Teorem 4.3.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug 4.3.6. x2(z, \) fonksiyonu asagidaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri saglar.

xa2(x,\) = 1sin s(r—1)+ 1/ sins(z — y)q(y)x2(y, \)dy  (4.3.29)

S S

Xo(x,A) = coss(z—1)+ / cos s(z — y)q(y)xa(y, \)dy (4.3.30)

ispat: Sonu¢ 4.3.2" nin ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 4.3.7. ¥ x € C igin, A = s? olmak tizere (4.2.10)-(4.2.12) baslangi¢ deger

probleminin ¢oziimleri,

/ 1
w(z,\) = [ax2(+0,A) — x5(+0, A)] cos sz + B X2(+0, A) sin sx
1 0
+ g/ sins(z — y)q(y)u(y, \)dy (4.3.31)

u(x,N) = xa(40,\) cos sz — s[axa(+0, ) — xo(+0, N)] sin sz

+ / cos s(x — y)q(y)u(y, \)dy (4.3.32)

integral denkelemlerini saglar.
Ispat. Teorem 4.3.1’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Sonug 4.3.8. x1(z, \) fonksiyonu asagidaki integral ve integral-diferansiyel denklem

leri saglar.

/ 1
x1(z,A) = [ax2(+0,X) — x5(4+0, )] cos sz + B x2(40, \) sin sz
1[0
4 [ st = vty iy (13.33)

X1z, ) = xa2(40,\) cos sz — s[axa(+0,\) — xo(+0, \)] sin sz

+ / cos s(z — y)q(y)x1(y, A)dy (4.3.34)

Ispat. Sonu¢ 4.3.2’ nin ispatina benzer sekilde yapilir.
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4.4. O(z,\) ve x(z,)\) Temel Coziimlerinin Asimptotik Davranislar:

Bu kesimde ®;(z,\) ve x;(z,A) (i = 1,2) temel ¢oztimlerinin 6nceki boliimde
ispatladigimiz esdeger oldugu integral denklemleri kullanarak , bunlarin A parametre

sine gore |A\| — oo igin asimptotik formiilleri elde edilecektir.

Teorem 4.4.1. X\ = s*, Ims = t olmak iizere, ®;(x, \) fonksiyonu igin —1 < z < 0

araliginda
1
®y(z,\) = O (ﬂ et|(’”+1)> ;A — o0 (4.4.1)
s
i (z,\) = O (et | |IA] — o0 (4.4.2)

asimptotik esitlikleri saglanir.
I spat.

F(z,\) = e @D @, (2, )) (4.4.3)

ile gosterrelim. ®;(z, A) igin daha énce gostermis oldugumuz sonug (4.3.19) integral

denklemini tistteki esitlikte yerine yazarsak

1 1 [
F(z,\) = eIt {— sins(x + 1)+ — / sin s(z — y)®1(y, N)q(y)dy

S S J_1

elde edilir.

1
F(z,\) = —Sins(x+1)e—|t|(x+1)
S
1o »
- 5/ sin s(a — y)g(y) @1 (y, Ne "1 Vdy (4.4.4)
-1

bulunur. Simdi komleks analizden iyi bilinen

|sin z| < €™ ve |cosz| < elf™
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esitsizliklerinden yararlanarak,

|F(z,\)] < ﬁeﬂ(ﬂ?ﬁ-l)e—ltl(gﬁ-l)
S

I x . w
|8| / ‘ SIH[S(ZU - y)]l |Q(y)‘ u (y, )\)‘e|t|(y+1)€7|t\( +1) y
—1 l

1 x
= Sl [ )P Ve ay)

|s| —1
1 x
= il [ laF V) (1.45)
elde ederiz.
Fy:= max |F(x,\)| = max / lg(y)|dy
z€[—1,0) z€[—1,0)

ile tanimlayalim. Bu durumda,

Fy )| < |—i|[1+ / e @)IIF (v, Mldy]

-1

F() < é[l pr Fl()\)éh}

Fl(/\)<1 —ﬂ> < L (4.4.6)

5]

esitsizligini elde ederiz. |s| > 2¢; oldugu durumda

2
B\ <~
||
elde edilir. O halde
1 e (241) 1
|F(z,\)] < —M=le ) ®y(z,\)] < =M
|| |s|
1
— [P1(z, )] < e elfl@+)
s

yazilabilir. Elde ettigimiz bu son esitsizlikten,

Qi(z,\) = O ie‘“(“”l) , A —
5]
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asimptotik esitligi elde edilir. Boylece istenilen asimptotik esitligin saglandig:

gosterildi. Simdi (4.4.2) asimptotik esitligini ispatlayalim. Daha o6nce,

xT

®y(z,\) = coss(z+1)+ / cos s(x — y)P1(y, N)q(y)dy

-1

oldugu gosterilmisti. Simdi bu integral denklemi gézoniine alarak istenilen asimptotik

esitligin saglandigim gosterelim. Kompleks analizden bilinen
| sin s(z 4 1)| < ell@tD)
esitsizligi geregi
sins(z+1) =0 ( e'tK‘”H)) (4.4.7)

asimptotik esitligi saglanir.

Yukarida ispat edilmis (4.4.1) asimptotik esitligi gézoniine alimirsa ve

0
= d
G = max /_1|Q(y)| y

ile tanimlanirsa,

x 1 T
'/ Coss(x—y)q(y)q)l(y,)\)dy’ < H/ 1= g (y) |y
1

< g Mt

|
< Maell@t)

bulunur. Buradan,

/x cos s(z — y)q(y) @1 (y, N)dy = O ( e'tl(’”+1)) (4.4.8)

-1

elde edilir. (4.4.7)-(4.4.8) ifadeleri ®(z,\)’in sagladig1 integral denklemde yerine
yazilirsa,

Py (x,\) =0 ( e‘”(x“))
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asimptotik esitligi elde edilir.

Teorem 4.4.2. X = s*, Ims = t olmak tizere, ®;(x, \) fonksiyonu icin —1 < z < 0

araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanir.

1 1
Oy(xz,\) = B sins(z+1)+ O (W eltl(”l)) , (A — (4.4.9)
/ 1
O, (z,\) = coss(z+1)+0 (H etl(”‘"ﬂ)) : IA| — oo (4.4.10)

Ispat. (Titcmarch (1962))

Teorem 4.4.3. X = s?, Ims = t olmak tizere, ®y(x, \) fonksiyonu igin 0 < z < 1

araliginda asagidaki asimptotik esitlikler saglanir.

Dy(z,A) = O (=) A — oo (4.4.11)

Dy(z,\) = O(Js| 1) | |A| — o0 (4.4.12)
fspat.

’ ]. /
Oy(x,\) = @, (—0,\) cos sz + B [a@l(—o,)\) - @1(—0,)\)] sin sz

1

+ ; /Ox sins(z — y)q(y) P2y, A)dy

integral denkleminin her iki tarafim e~ ®+1) jle carpalim ve
Fy(x,\) = e @) @, (2, )) (4.4.13)
ile gosterelim. Boylece

/ 1 !
B(z,)) = e M@ (—0,\) cos sz + - [afbl(—o, A) — @, (-0, ,\)] sin sz e~ @+
s

1 x
+ —/ sin s(z — 4)q(y) Do (y, ) e 1@ ay (4.4.14)
0

S
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elde edilir. (4.4.1) ve (4.4.2) asimptotik esitlikleri dikkate alimirsa,

|[@1(=0, )]

A
=

|
Q

(-0, 0] < My el

esitlikleri bulunur. Bu son iki esitsizlikte bulunan degerler (4.4.12) esitliginde yerine

yazilirsa ve

|sin 2| < ™ ve |cosz| < ell™
ifadelerinden yararlanilirsa,
|Fo(z, \)| < My €t|€t|m6—|t(x+1)+|1_| (a M, + ]‘V[|) |t] pltle o~ [t (z+1)
. s

x
+ ﬁ/ @) ()] [Py, \)[ell@rD el gy
S

= Mot ’(a My + ) / DIF(y, N)|dy  (4.4.15)

elde edilir. Simdi

Sj

1
= max |Fy(z,\)| |, q:= max/ lq(y)

z€[0,1] [0,1]

gosterimlerinden yararlanirsak

RO < Mg—i—é (a M, + ﬁ) |1’ A\
Fy(\) (1 - %) < M +é (a My + T ) (4.4.16)

esitsizliklerini elde ederiz. Bu esitsizlikte |s| > 2¢, olarak alirsak;

yazilabilir. Yani; F5(\) smirhidir. O halde;

2 M
sl |s|
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olarak secersek ;

|Fy(z,0)] < M= |e M @y, \)| < M

@5z, A)] < Ml

bulunur. Elde ettigimiz bu son esitsizlikten,
Oy(z,N) = O (elt‘(”l)), |A| — o0

asimptotik esitligi elde edilir. Boylece istenilen ilk asimptotik esitligin saglandigi

gosterildi. Simdi (4.4.10) asimptotik esitligini ispatlayalim. Daha &nce,

Dy(z,)) = —sP)(—0,\)sin sz + [ad](—0,\) — 1(—0, \)] cos sz

+ /Ow cos s(x — y)q(y)P2(y, A\)dy

oldugunu gostermistik. Simdi bu integral denklemi goézoniine alarak bir onceki
yaptigimiz ispatla benzer adimlar1 uygulayarak istenilen asimptotik esitligin

saglandigini gosterelim. Daha onceden bilindigi gibi

1 1
O, (—0,\) =0 (—elt> ,yani | ®(=0,\)| < M;— €l

5] 5]
ve

P (—0,\) =0 ( e'”) . yani O (—=0,\)] < M, el

esitlikleri saglanir (yeteri kadar biiylik M; > 0 ve My > 0 icin ). Bu ifadelerden ve

Oy (z, A)'min asimptotik esitliginden yararlamilarak,

|q)’2(x’)\)e*|tl(m+1)| < |8‘M2€\t|e\t|xef|t|(x+1) + |:OJM2 + %1 eltl ltlz oIt (+1)

]
+ / @9 g () | Ml oD =1+ gy
0
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elde edilir. Buradan

M
’FQ((E,)\)’ < ‘S|M2 + |:04M2 + —1:| +M3Q2

||
1 M M.
< s |:M2 + — <05M2 + —1) + ﬂ}
|s] ] ||
elde edilir. O halde siras: ile
||

| Py (, Ae Y]
5]

<M

— Y

@4 (x, A)| < M]s|elle+D)
esitsizliklerini elde ederiz. Buradan
CI)/Q(:E, )\) =0 (|S|€|t|(ar+1))

asimptotik esitligi elde edilir. Ispat bitti.

Teorem 4.4.4. A\ = s s = o +it, Ims = t olmak tizere, ®(z, \) fonksiyonu igin

0 <z <1 araliginda

1
$y(xz,A) = cosscos(sx)+ O (H elt(”l)) , A — (4.4.17)

Dy(z,\) = —s cosssin(sz)+ O ( e't‘(m“)) , A — (4.4.18)

asimptotik esitlikleri saglanir.
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Ispat. Tk olarak (4.4.17) asimptotik esitligini ispatlayalim. Bunun igin ®5(z, A)'nin

daha once buldugumuz

’ ]_ /
Oy(z,A) = Dy(—0,)cossz+ B ad,(—0,\) — &,(—0, )\)] sin sz

1

+ " /Ow sins(z — y)q(y) P2y, A)dy

integral denkleminin sag tarafindaki terimlerin asimptotik esitleri ayr1 ayr

degerlendirilmesi gerekir. Teorem 4.4.2'deki (4.4.9) ve (4.4.10) esitliklerinden,

1 1
q)l(_oa )\> = g sin s + O <W€|t>

(I),1(_07>\) = coss+ O (i etl)

5]

asimptotik ifadeleri elde edilir. Buradan

1
@) (—0,\)cossx = cossx [coss + O <— e'tl)]

5]

1
= cosscossr+ O (ﬂ et|) O ( 6\tl(ﬂv))
s

1
= cosscosst + O <ﬂ etl(”l)) (4.4.19)
s

ve

1 /
B sin sx [0@1(—0, A) — &4(—0, )\)}

1 1 1 1
= Zsinsz |acoss+a | — ) — Zsins— O — €l
s |s] s |s[?

o 1 1 1 1
_—— cosssinst +— O — ef)O (em) — —sinssinsy — - [ — €l
s s || 52 s \|s]?
1 1 1 1
= Liosssinsr + 2 O —ell@tD) ) - Zginssinsy — - O [ — @D
s s || s2 s |s|2

(4.4.20)

esitlikleri bulunur. Simdi {istte ®y(x, ) icin yazdigimiz integral denklemdeki

integral ifade degerlendirilecektir. ®5(x, A) i¢in daha 6nce buldugumuz (4.4.11)
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asimptotik esitlik geregi,

|y (z, \)| < Melle+D

olacak sekilde x ve A’ dan bagimsiz M > 0 sabiti mevcuttur. Bu durumda,

: / sms(x—y)q(y)%(y,»dy' < / [sins(z — )] la(y)] [Ba(y, A)|dy
0 0
< %/ " el g(y)] Ml gy
0
1 1
< ML / l9(y)ldy
|5| 0

yazilir. g := max,ejo ] fol lg(y)|dy ile tammlanirsa,

1

: 1
_/ sin s(z — y)q(y)P2(y, )\)dy‘ < ngﬂe“'(‘”“)
s Jo s

esitsizligi bulunur. Buradan asimptotik esitlik tanimi geregi,

! /099 sin s(z — y)q(y)Pa(y, \)dy = O (i et|(:""+1)) (4.4.21)

s 5]

bulunur. (4.4.19)- (4.4.21) asimptotik ifadeleri ®o(z, A) integral denkleminde yazilir

ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,

1 1
Py(x,\) = cosscossz+ O (ﬂ e't(“l)) + L cosssinsz + < O <ﬂe|t|(x+1))
s s s s

— lsinssin ST — E @) (% e|t|($+1)) +0 (i eltl(w+1))

52 s s|? ||
1 L. . L sy
= CcosscossST+ — |acoss — —sins| sinsr + O |—’e
5 s s
asimptotik esitligi bulunur. Buradan ®9(z,\) = cosscossz + O (ﬁ e|t|(x+1)>
asimptotik esitliginin saglandig1 ispatlanda.

(4.4.18) asimptotik esitligi de benzer sekilde ispatlanir.
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Teorem 4.45. X\ = s?, Ims = t olmak iizere, x»(z, \) fonksiyonu i¢in 0 < z < 1

araliginda

1 1
xa2(x,\) = gsin s(x—1)4+0 (— etl(l’”)) , |A| — o0 (4.4.22)

[

/ 1
Xa(T,A) = coss(z—1)+0 (— etl(l_’”)) , A — o (4.4.23)

5]

asimptotik esitlikleri saglanir.
Ispat. Ispati Teorem 4.4.3'un ispatina tamamen benzer bi¢imde yapilir.

Teorem 4.4.6. X = s?, Ims = t olmak iizere, xi(z, \) fonksiyonu i¢in —1 < z < 0

araliginda
L o=
x1(z,A\) = cosscos(sx)+ O 5l e , (A — o0 (4.4.24)
X, (z,\) = scosssin(sz)+ O ( elld=2)) "IN — oo (4.4.25)

asimptotik esitlikleri saglanir.

Ispat. Ispat1 Teorem 4.4.3'un ispatina tamamen benzer bicimde yapilr.

4.5. Karakteristik Fonksiyonun Kurulmasi

Ilk 6nce (4.1.1) diferansiyel denkleminin iki tane ¢oziimiinii

Bz, )) = Oy(x,\),z € [-1,0) (@) = x1(z,\),z € [—1,0) (45.1)
Dy(x,\),z € (0,1] x2(x, ),z € (0,1]

bigiminde tammlayalim. Simdi (4.1.1)-(4.1.5) problemimize 6zgii olan asagidaki

tanum verelim.

Tanwm 4.5.1. Asagidaki esitliklerle tanimh A(z) fonksiyonuna (4.1.1)-(4.1.5)

problemiminin karakteristik fonksiyonu diyecegiz.

A(aj) _ _(I)2(17)‘) Xl(_L)‘) (452>
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Teorem 4.5.2. A(z) karakteristik fonksiyonunun her bir sifir yeri (4.1.1)-(4.1.5)

probleminin 6zdegeridir.

Ispat. A = Ay noktasmm A(zx) karakteristik fonksiyonunun bir sifir yeri oldugunu
kabul edelim, yani

Alz) = —®y(1, Ao) x1(—1, Ao) _0 (4.5.3)

oldugunu kabul edelim.

up(z) = A O(x, \o) + B x(z, \o) (4.5.4)

bigiminde bir ug(x) fonksiyonu tanmmlayalim. A ve B katsayilarim dyle segecegiz
ki, up(z) fonksiyonu (4.1.1)-(4.1.5) probleminin 6zfonksiyonu olsun. ®(x, \g) ve
x(x, Ag) fonksiyonlarimin tammindan yararlanarak kolayca gosterebiliriz ki, V A, B
icin uo(z) fonksiyonu (4.1.4)-(4.1.5) gecis sartlarimi saglar. Simdi (4.5.4) ifadesini
(4.1.2)-(4.1.3) periyodik simir sartlarinda yerine yazarsak A ve B degiskenlerine gore

asagidaki lineer denklem sistemini elde ederiz.

A(P(—=1,20) — ©(1, X)) + B (x(—1,20) — x(1, X)) =0
A(Q'(=1,00) — @'(1, M) + B (X' (=1, 20) = X' (1, X)) =0

(4.5.5)

O(z,\) ve x(z, A) fonksiyonlarimn (4.5.1) deki ifadesinden ve de ®;(z, A) , xi(x, A)
fonksiyonlarinin tanimidan yararlanirsak (4.5.5) lineer denklem sistemi asagidaki

bigimde yazilabilir.

_(PQ(la )‘O)A + Xl(_17 )‘O)B =0
(1= ®5(1,20)) A+ (=14 X1(1,20)) B=0

(4.5.6)

Bu lineer denklem sisteminin determinanti A(\g) = 0 oldugu i¢in, en az bir (Ag, By) #

(0,0) ¢oztimi bulunur. O halde

up(x) = Ag ®(x, \o) + By x(, \o) (4.5.7)
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fonksiyonu (4.1.2)-(4.1.3) periyodik sinir sartlarini da saglar. Bu fonksiyonun (4.1.1)
denklemini A = )¢ igin sagladigi apaciktir. Dolaywsiyla (4.5.7) ile tammli wug(z)
fonksiyonu A = )¢ igin yazilmis (4.1.1)-(4.1.5)probleminin bir ¢6ztimii oluyor, yani

A = )\ 6zdegerine uygun 6zfonksiyondur. Ispat bitti.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu Yiiksek Lisans Tez calismamizda bugiine kadar literatiirde incelenmemis yeni
tipten bir Sturm-Liouville probleminin bazi spektral problemleri incelenmistir.
Arastirdigimiz problemin klasik Periyodik Sturm-Liouville probleminden bir kag
ayirict ozelligi bulunmaktadir.

e Arastirdigimiz problem ortak sinir noktasi bulunan iki tane ayrik sonlu aralikta
tanimlanmistir.

o Ayrik araliklarin ortak simir noktasinda iki tane ek sart verilmistir (boyle sartlar
literatiirde gecis sartlari, impulsive sartlar, iletisim sartlar1 vs olarak

adlandirilmaktadir).

Bu tipten sinir deger problemleri somut fizik problemlerinin degiskenlerine ayirma
yontemi ile ¢oztimlerinde ortaya cikmaktadir. Bu nedenle tezde bulunmus sonuclar
ister teorik matematik isterse de uygulamali matematik acisindan Onem

arz etmektedir.

Ayrica tez calismamizda uygulanan yontemler daha genel problemlere de
uygulanabilir. Bu nedenle tez calismamizdaki sonuclar daha da genellestirilebilir

niteliktedir.
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