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ÖNSÖZ 
 

Fuzzy sayı dizilerinde hemen hemen lacunary istatistiksel yakınsaklıkla ilgili farklı çalışmalar 
yapılmış ve hala günümüzde bu konularla ilgili çalışmalar devam etmektedir. Yapılan bu tez çalışmasında 
fuzzy sayı dizilerinde hemen hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakınsaklık 
kavramları verilip bunların aralarındaki ilişkiler ifade edilmiştir. Ayrıca aynı kavramlar fuzzy fark dizileri 
için de verilerek benzer kapsama bağıntıları elde edilmiştir.  
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ÖZET 
Dummy 

 Hemen Hemen Lacunary İstatistiksel Yakınsaklık  
 

Seher İLBASAN 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

FIRAT ÜNİVERSİTESİ 
Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 
      

Haziran 2021,   Sayfa:  xii  + 32 
 

 
Reel sayı dizilerinde istatistiksel yakınsaklık ve kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramları pek çok 
matematikçi tarafından çalışılmıştır. Bu kavramlara Orlicz fonksiyonu ve lacunary dizilerinin de 
eklenmesiyle konu daha da zenginleşerek önemli bir çalışma alanı ortaya çıkmıştır. İki ana bölümden oluşan 
çalışmanın ilk kısmında bir M Orlicz fonksiyonu ve bir ߠ = (݇௥) lacunary dizisi kullanılarak fuzzy sayı 
dizilerinin bazı genişletilmiş dizi sınıfları tanımlanmıştır. Bir fuzzy sayı dizisinin bir Orlicz fonksiyonuna 
göre kuvvetli hemen hemen lacunary yakınsak olması durumunda elde edilecek sonuçlar yazılmıştır.  İkinci 
kısımda ise ∆௠ −genelleştirilmiş fark operatörünün de kullanılmasıyla daha geniş anlamda fuzzy sayı 
dizilerinin genelleştirilmiş bazı dizi sınıfları elde edilmiştir. Her iki bölümde de M, ߠ ve m ye özel değerler 
verilerek daha önceden tanımlanmış olan bazı dizi sınıfları elde edilmiştir. 

 
 

Anahtar Kelimeler: İstatistiksel yakınsaklık, Fuzzy sayı dizisi, Orlicz fonksiyonu, Lacunary dizisi, Fark 
dizisi 
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ABSTRACT 
dummy 

Almost Lacunary Statistical Convergence 
 

Seher İLBASAN 
 

Master's Thesis 
 

FIRAT UNIVERSITY 
Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Department of Mathematics 
      

June 2021,   Pages:  xii  + 32 
 

 
The concepts of statistical convergence and strong Cesaro summability were studied by many 
mathematicians. This concept has become even richer by adding Orlicz function and lacunary sequence and 
so an important field of study emerged. In the first part of thesis which consist two main part, some extended 
sequence classes are defined by using an Orlicz function M and lacunary sequence ߠ = (݇௥). Some results 
are obtained in case a seqeunce of fuzzy numbers is strong almost lacunary convergent with respect to an 
Orlicz function. In the second part of thesis, some generalized sequence classes are obtained by using 
generalized difference operator ∆௠. In both parts, some sequence classes which were known previously are 
obtained in special cases of M, ߠ and m. 

 

 
Keywords: Statistical convergence, Fuzzy sequence, Orlicz function, Lacunary sequence, Difference 
sequence   
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SİMGELER VE KISALTMALAR 

Simgeler 

A  : A fuzzy kümesinin α-kesim kümesi 
 K kümesinin doğal yoğunluğu : (ܭ)ߜ
∆௠   : m-yinci dereceden genelleştirilmiş fark operatörü 
M : Orlicz fonksiyonu 
θ : Lacunary dizisi 
 
 
Kısaltmalar 
h.h.k. : Hemen hemen her k  
st : İstatistiksel yakınsama 
 
 
 



1. GİRİŞ  

İstatistiksel yakınsaklık kavramı esasen klasik yakınsaklığın bir genelleştirilmesi şeklinde olup bu 

kavrama ilk defa 1951 yılında Fast [1] ve 1959 yılında Schoenberg [2] ’in çalışmasında 

rastlanmaktadır. İstatistiksel yakınsaklık teorisi ve uygulamaları matematiğin farklı alanlarında 

çalışan pek çok matematikçinin ilgisini çekmiş ve günümüzde hala yoğun olarak çalışılmaktadır. 

Teori 1988 yılında Connor [3] tarafından toplanabilme teorisiyle de ilişkilendirilmiş ve bu iki 

kavram arasında bazı önemli bağıntılar verilmiştir. Daha sonraları Çakallı [4] tarafından topolojik 

gruplara ve Caserta [5] tarafından fonksiyon uzaylarına uygulanmıştır. 

Fuzzy küme kavramının temeli Zadeh [6] ’in 1960 larda yaptığı çalışmalara dayanmaktadır. 

Klasik kümeler gerçek dünyadaki matematiksel metotlara tam olarak yetmemesi bu kavramın 

ortaya çıkmasında etkili olmuştur. Klasik kümelere bir elemanın kümeye ait olup olmaması 

gibi sadece iki seçenek varken fuzzy kümelerde bu durum [0,1] aralığına genişletilerek sadece 

iki değerden oluşan sistem sonsuz değerli bir sisteme dönüşmüş ve klasik kümelerde bazı 

durumlarda oluşabilecek belirsizlik yeni sistemle formülleştirilmiştir. Klasik kümelerde 

herhangi bir eleman kümeye ya üyedir yada değildir, fakat fuzzy kümelerde hassasiyet 

artırıldığından dolayı elemanın kümeye üyeliğinin derecesinden bahsedilmekte olup klasik 

kümelere nazaran daha uygun ve gerçekçi bir yaklaşım metodudur. Bu sebeple Zadeh [6] ’in 

1965 de yaptığı çalışmadan itibaren gerek mühendislik alanlarında gerekse matematiğin tüm 

dallarında en çok çalışılan konulardan biri olmuştur. 1986 yılında Matloka [7] fuzzy sayı 

dizilerini ve bu dizilerin yakınsaklığını tanımlarken 1989 de Nanda [8] bu dizilerin 

sınırlılığından da bahsetmiş ve yakınsaklıkla aralarında bazı bağıntılar vermiştir. Nuray ve 

Savaş [9] istatistiksel yakınsaklık tanımını fuzzy sayı dizilerine uygulayarak bu alanda çalışan 

matematikçiler için çok önemli bir adım atmıştır. Daha sonra fuzzy sayı dizilerinin toplanabilme 

ile ilişkisi Kwon [10] tarafından çalışıldı. Fuzzy sayı dizilerine Çolak vd. [11], Altınok vd. [12], 

Altinok [13], Aytar  [14] ve Et vd. [15] gibi bir çok matematikçi tarafından çalışılmıştır.  

1981 yılında Kızmaz [16] reel sayı dizileri için fark dizisini tanımlamış ve bazı fark dizi uzaylarını 

tanımlayarak bu uzayların BK uzayı olduklarını göstermiştir. Daha sonra Kızmaz [16] ın 

tanımladığı fark dizi uzayları Et ve Çolak [17] tarafından m-yinci dereceden genelleştirilerek yeni 

genelleştirilmiş fark dizi uzayları elde edilmiş ve bunlar için de benzer özellikler verilmiştir.  

Lacunary dizilerine literatürde ilk defa Freedman v.d. [18] nin makalesinde rastlanmaktadır. Daha 

sonradan Fridy ve Orhan [19] tarafından lacunary istatistiksel yakınsaklık tanımı verilmiştir. Bu 

konu o zamandan beri pek çok konuyla ilişkilendirilmiştir. 2009 yılına gelindiğinde Gökhan v.d. 

[20] fuzzy sayı dizilerinde yapılmış olan hemen hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen 

hemen lacunary yakınsaklık tanımlarını vermiş ve bunların arasındaki kapsama bağıntılarını 
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incelemiştir. Ayrıca, Altınok ve Çolak [21] tarafından aynı kavramlar genelleştirilmiş fark 

operatörü kullanılarak daha genel sonuçlar ve farklı bağıntılar elde edilmiştir. Bu çalışmanın amacı 

Gökhan v.d. [20] ile Altınok ve Çolak [21] tarafından fuzzy sayı dizilerinde yapılmış olan hemen 

hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakınsaklık kavramlarını bir araya 

getirerek bu kavramların aralarındaki önemli ilişkilere yer vermektir. 
 

 
 

 



2. ÖN BİLGİLER 

Bu bölümde tezin ana bölümlerinde kullanılacak konulardan olan istatistiksel yakınsaklık ve 

fuzzy sayı dizileriyle ilgili temel tanımlar yer almaktadır. 

 

Tanım 2.1.  S N   olmak üzere bir  S   kümesinin doğal (asimptotik ) yoğunluğu  

   1lim :
n

S k n k S
n




    

şeklinde tanımlanır. Yukarıda verilen limitteki   :k n k S    ifadesi  S   kümesinin  n   den 

büyük olmayan elemanlarının sayısını göstermektedir. [22]. 

 

Örnek  2.2.   ܣ = {2,4,6, … ,2݊, … } şeklinde tanımlı bir A kümesinin doğal yoğunluğu 

(ܣ)ߜ = 1/2 dir. Çünkü doğal sayılar kümesi olan N nin eleman sayısının n olduğu kabul edilirse 

bu durumda çift sayıların (ve tek sayıların) toplam sayısı n/2 olacağından doğal yoğunluk  

lim
௡→ஶ

݊/2
݊

=
1
2

 

biçiminde basit bir limit işlemiyle ½ olarak bulunabilir. 

 

Tanım 2.3. A kümesi sıfır yoğunluklu herhangi bir küme olsun. Eğer kompleks terimli bir  

 kx x   dizisinin terimleri herhangi bir S özeliğini A kümesinin haricinde tüm k  indisleri için 

sağlıyorsa, verilen  kx  kompleks terimli dizisi hemen hemen her k  için S özeliğini sağlıyor denir 

ve bu durum kısaca . .h h k  biçiminde yazılır [19]. 

İstatistiksel yakınsaklık kavramının temeli doğal yoğunluk kavramına dayalı olduğundan 

tanım şu şekildedir. 

 

Tanım 2.4.  Terimleri kompleks sayılardan oluşan bir  kx x  dizisini göz önüne alalım. 

Eğer her  0   ve  . .h h k   için  kx      eşitsizliği sağlanacak biçimde bir    sayısı varsa 

veya aynı şey demek olan 

 1lim : 0kn
k n x

n
 


     

limiti mevcutsa veya bu durumda  kx x   dizisi   sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve bu 

yakınsama çeşidi kısaca st-limx=  şeklinde gösterilir. İstatistiksel yakınsak dizilerin uzayı  ߛ

genellikle S ile gösterilir. 
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Teorem 2.5. Eğer  kx x  dizisi yakınsak ise istatistiksel yakınsaktır. Yani  lim kx    

ise  lim kst x     dir [23]. 

Yukarıdaki teoremin tersi, yani “istatistiksel yakınsak bir dizinin klasik anlamda yakınsak olacağı” 

ifadesine her zaman doğru diyemeyiz. Gerçekten  kx x  dizisi aşağıdaki gibi tanımlansın. 

2

2

1,  ise ( 1, 2,...)
0,  isek

k m m
x

k m
  

 


 

Her  0    için  

 : kk n x n    

olduğundan gerekli limit işlemi yapıldığında eşitsizliğin solunda verilen kümenin doğal 

yoğunluğunun sıfır olduğu görülecektir. Buradan verilen dizinin sıfıra istatistiksel yakınsak yani  

lim 0st x    olduğu anlaşılır. Diğer yandan  kx x  dizisinin yakınsak olduğunu 

söyleyemeyiz. Çünkü dizinin yakınsayabileceği herhangi bir sayı yoktur. Eğer öyle bir s sayısı 

olsaydı s nin ε komşuluğunun dışında mutlaka diziye ait sonlu tane terim bulunması gerekirdi. 

Bununla birlikte yukarda tanımlanan   kx x   dizisi istatistiksel yakınsak bir dizi olduğu halde 

sınırlı da değildir. 

Diğer taraftan, ݔ = (−1,1, −1,1, −1,1 … ) dizisi sınırlı bir dizi olmasına rağmen istatistiksel 

yakınsak bir dizi değildir. Çünkü istatistiksel yakınsaklığın tanımı gereği bir sayının istatistiksel 

limit olabilmesi için tanımdaki limit hesaplamaları yapıldığında doğal yoğunluğun sıfır olması 

gerekir. Halbuki burada dizinin terimleri göz önüne alındığında ne 1 ne de -1 sayısının istatistiksel 

limit olamayacağı açıktır. Bu sayıların dışında bir sayının da istatistiksel limit olamayacağı kolayca 

görülebilir. Bu örnekten yola çıkarak sınırlı diziler uzayı    ile istatistiksel yakınsak dizilerin 

uzayı olan S birbirlerini kapsamazlar, fakat bu iki dizi uzayının arakesiti boş değildir. 

 

Teorem 2.6. Eğer bir  kx x  dizisi istatistiksel yakınsak ise limiti sadece bir tanedir 

[23]. 

 

Teorem 2.7.  1 2lim , limst x st y       ve  c   bir reel sayı olsun. Bu taktirde 

 i)   1lim kst cx c    

 ii)    1 2lim k kst x y        dir [23]. 

Yukarıda verilen teoremin bir sonucu olarak istatistiksel yakınsak dizilerin uzayı olan S nin bir 
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vektör uzay olduğu anlaşılır. 

 

Tanım 2.8. Kompleks terimli bir   kx x   dizisini verilsin ve 0   sayısını alalım. Eğer 

h.h.k. için 
0k kx x     olacak şekilde ߝ sayısına bağlı bir 0k N  sayısı bulunabiliyorsa yani;  

 0

1lim : 0k kn
k n x x

n



     

limiti mevcutsa  kx x  dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [23]. 

 

Tanım 2.9.  p ∈ ܴା olsun. Eğer, 

                                                         lim
௡→ஶ

ଵ
௡

∑ ௞ݔ| − ௣௡|ߛ
௞ୀଵ = 0 

sağlanacak biçimde bir ߛ sayısı varsa , o zaman  ݔ =  dizisi kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir (௞ݔ)

denir.  

Bu şekildeki dizilerden oluşan uzay kısaca ௉ܹ  ile gösterilecektir. Yani, 

                            ௣ܹ = ቄݔ = :(௞ݔ) lim
௡→ஶ

ଵ
௡

∑ ௞ݔ| − ௣௡|ߛ
௞ୀଵ = 0,   ç݅݊ቅ݅ ߛ ݎܾ݅ ݖܽ ݊݁

dir [3]. 

 

Teorem 2.10. Kompleks terimli bir ( )kx x   dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir ancak ve 

ancak ( )kx x  istatistiksel yakınsaktır [23]. 

 

Tanım 2.11. Pozitif tamsayılar kümesi olan Z+ kümesinde bir ( )rk   artan dizisini göz 

önüne alalım. 0 0k   şartı sağlanacak şekilde eğer r→∞ için limit alındığında 1r r rh k k   →∞ 

oluyorsa ( )rk   dizisine lacunary dizisi denir. ( )rk   dizisinin seçimine göre oluşan aralıklar 

 1 ,r r rI k k  biçiminde gösterilecektir [18]. 

 

Tanım 2.12.  Herhangi bir ( )rk   lacunary dizisi için 
 

1lim 0
r

kr k Ir

x L
h



 
   

 
  

 
limiti sağlanacak biçimde bir L sayısı mevcutsa  kx  dizisi L sayısına kuvvetli lacunary yakınsaktır 

denir. N  ile tüm kuvvetli lacunary yakınsak dizilerin kümesi gösterilecektir [18]. 
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Tanım 2.13.  Herhangi bir ( )rk   lacunary dizisi verilsin. Eğer her ε>0 için  

 

 1lim : 0r kr
r

k I x L
h




     

limiti sağlanırsa  kx dizisi L sayısına lacunary istatistiksel yakınsaktır denir [19]. 

 
Tanım 2.14.   Kompleks terimli bir  kx  dizisi verilsin ve Δ fark operatörü 1k kx x x     

şeklinde tanımlanmak üzere  
    :kl x x l      

    :kc x x c     

dizi uzayları 11
x x x


    normu ile birer BK uzayıdır. [16] m N ve 1 1

1
m m m

k kx x x 
      

olmak üzere  ml   ve  mc   uzayları birer BK uzayıdırlar. [17] 
 

Tanım 2.15. i) M(0)=0, ii) Her x>0 için M(x)>0, iii) x→∞ için M(x)→∞, iv) M sürekli, 

azalmayan ve konveks, şartlarını sağlayan M:[0,∞)→[0,∞) fonksiyonuna bir Orlicz fonksiyonu 

denir [24] 

 

Aşağıda Zadeh [1] tarafından tanımlanan bazı tanımları verelim. 

 

Tanım 2.16. Herhangi bir X  kümesi ve bu kümenin bir A alt kümesi verilsin. Bu taktirde  

 
1,  ise
0,  iseA

x A
f x

x A


  
 

şeklinde tanımlanan  :Af X R   fonksiyonuna  A  kümesinin karakteristik fonksiyonu denir. 

Buna göre  X   in bir  A  alt kümesini karakteristik fonksiyon yardımıyla 

  : 1AA x X f x    

şeklinde tanımlayabiliriz. 

Bu tanıma göre herhangi bir ݔ ∈ ܺ elemanı verildiğinde ݔ ∈  olup olmadığı karakteristik ܣ

fonksiyonu yardımıyla kolaylıkla anlaşılabilmektedir.   

 

Tanım 2.17.   herhangi bir küme olarak verilsin.   kümesindeki bir A kümesinin bir 

fuzzy küme olabilmesi için,  : 0,1AX    şeklinde bir karakteristik fonksiyonun mevcut 

olması gerekir. Bu fonksiyon, x ler A kümesinin elemanı olduğunda    0,1 ,AX x   ve A 

kümesinin elemanı olmadığında   0AX x    biçiminde tanımlanır. Eğer bir karakteristik 
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fonksiyon burada olduğu gibi tanımlanmışsa bu fonksiyona üyelik fonksiyonu denilir. 

Bir A fuzzy kümesi yukarıda verilen XA üyelik fonksiyonunun tanımından faydalanılarak 

    : 0,1AA x X x    

şeklinde de tanımlanabilir. 

Şimdi de fuzzy sayının tanımında kullanılacak olan bazı tanımları vermeye başlayalım. 

 

Tanım 2.18. Eğer  0 1X x   olacak şekilde bir  0x   sayısı varsa A  fuzzy kümesine 

normal fuzzy küme denir. 

 

Tanım 2.19. A   bir fuzzy küme olsun ve   0,1   verilsin.  A  fuzzy kümesinin     

kesimi  A   ile gösterilir ve  

  : AA x X x      

şeklinde tanımlanır. Özel olarak 0-kesim kümesi    : 0Acl x R X x    şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.20. Bir A fuzzy kümesi verilsin.  

    supp : 0AA x X x    

şeklinde tanımlanan kümeye A fuzzy kümesinin support’u yada desteği denir. Bu küme üyelik 

derecesi sıfır olmayan bütün noktalardan oluşan bir kümedir. 

 

Tanım 2.21.  Bir  A  fuzzy kümesi verilsin. Eğer her  0,1  için A  kümesi konveks 

ise A fuzzy kümesi konvekstir.  

Şimdi de bu tanıma denk olan farklı bir konvekslik tanımını verelim. 

 

Tanım 2.22. Bir  A  fuzzy kümesi verilsin. Eğer her   0,1   ve her  1 2,x x    için 

       1 2 1 21 min ,A A AX x x X x X x     

eşitsizliği sağlanıyorsa A ya konveks fuzzy kümedir denir. 

 

Tanım 2.23. ([7]) Eğer bir  : 0,1X R  fonksiyonu aşağıda verilen dört şartı sağlarsa 

bir X fonksiyonuna bir fuzzy sayı denir. 

i)  X   normaldir, 

ii)  X   fuzzy konvekstir, 
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iii)    0 : 0X x R X x     kümesinin kapanışı olan   : 0Acl x R X x   kümesi 

kompakttır, 

iv)  X  üst-yarı-süreklidir. 

 

Bütün reel fuzzy sayılar kümesi kısaca  L R  sembolüyle gösterilecektir. 

 

Tanım 2.24. ([8])   L R  kümesi üzerinde bir A fuzzy kümesini göz önüne alalım. Eğer 

A fuzzy kümesindeki her X fuzzy sayısı için ܺ ≤   sıralama bağıntısı sağlanacak biçimde bir s  ݏ

fuzzy sayısı mevcut ise A fuzzy kümesine üstten sınırlı bir küme denir. Buradaki s fuzzy sayısına 

A  fuzzy kümesinin bir üst sınırı denir. Eğer  A  kümesinin her  t  üst sınırı için ݏ ≤  ise  s  fuzzy ݐ

sayısına  A  kümesinin en küçük üst sınırı (supremumu) denir. A fuzzy kümesinin alttan sınırlılılığı 

ve infimum tanımları da yukarıda verilen üstten sınırlılık tanımına benzer biçimde yapılabilir. 

 

Tanım 2.25. ܮ(ܴ௡) fuzzy sayılar kümesinde verilen bir  kX X  fuzzy sayısı dizisini 

alalım. Eğer  kX X  fuzzy sayısı dizisinin tüm terimleri alttan ve üstten en az birer tane fuzzy 

sayı tarafından sınırlandırılmış ise  kX X   fuzzy sayı dizisine sınırlı bir dizi denir. Bu şekilde 

verilen tüm  kX X  dizilerinin kümesi kısaca  F  ile sembolize edilecektir. 

 

 X   ve  Y   gibi iki fuzzy sayısı arasındaki uzaklığı hesaplamak için  

   
   

0 1

:

, sup ,H

d L R L R R

d X Y d X Y 

 

 


 

metriği kullanılacaktır. Burada  dH   Hausdorff metriğidir ve 

   , max ,Hd X Y X Y X Y
        

şeklinde tanımlanır.   L R  uzayı yukarıda verilen d  metriğine göre tamdır [25]. Bu metrik,  R  

üzerindeki mutlak değer metriğine indirgenir. 

 

Tanım 2.26. Bir  kX X  fuzzy sayı dizisi, doğal sayılar kümesini fuzzy sayılar 

kümesine dönüştüren bir fonksiyondur. Buna göre bir  kX X  fuzzy dizisinin her bir terimi 

aslında birer fuzzy sayıdan başka bir şey değildir [7]. 
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Tanım 2.27.  ܮ(ܴ௡) fuzzy sayılar kümesinde herhangi bir 0X  fuzzy sayısını göz önüne 

alalım.  ve 0   sayısı verilsin. 0X  ın     komşuluğu  0,d X X   eşitsizliği sağlanacak 

biçimdeki X  sayılarından oluşan bir kümedir. Buna göre  0 ,K X   kümesi ile herhangi bir 0X  

fuzzy sayısının    komşuluğundan bahsedilecektir [7]. 

 

Tanım 2.28. ܮ(ܴ௡) fuzzy sayılar kümesinde herhangi bir  kX X   bir fuzzy sayı 

dizisini göz önüne alalım. Her  0    sayısı için ve ݇ > ݇଴ doğal sayıları için   0,kd X X   

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir  ݇଴ sayısı bulunabiliyorsa bu taktirde  kX  fuzzy dizisine 

yakınsak bir dizi denir ve bu dizinin yakınsadığı sayı yani limiti de 0X  fuzzy sayısıdır denir [7]. 

Bütün yakınsak fuzzy sayı dizilerinin kümesini   c F   ile göstereceğiz. 

 

Örnek 2.29.  kX X  fuzzy sayı dizisi 

 
2 2 2 2

2 2
4 2 4 2

2 2

, ,3  ise
, 3,  ise

0, diğer durumlarda

k k k
k k k

k k k
k k k k

x x
X x x x

 
 

 
 

    
      



 

biçiminde tanımlanmış bir dizi olarak verilsin.  kX X  dizisinin limitinin gerekli aritmetik 

işlemlerden sonra aşağıdaki gibi üçgensel bir fuzzy sayı olduğu kolayca görülebilir. 

 
 
 0

2, 2,3 ise
4, 3, 4 ise

0, diğer durumlarda

x x
X x x x

  
   



 

 

Tanım 2.30. Her  0    için  0,N k k   sağlandığında   ,k md X X   eşitsizliği 

sağlanacak biçimde bir  0k N  sayısı bulunabiliyorsa  kX X   fuzzy sayı dizisine bir Cauchy 

dizisi denir. 

Yakınsak her fuzzy sayı dizisi tıpkı reel sayı dizilerinde olduğu gibi bir fuzzy Cauchy dizisidir [7]. 

 

Tanım 2.31. ([9])  ܮ(ܴ௡) fuzzy sayılar kümesinde herhangi bir  kX X   fuzzy sayı 

dizisi verilsin. Eğer her  0   sayısı için  
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 0
1lim : ( , ) 0kn

k n d X X
n

    

limiti sağlanacak biçimde bir  0X   fuzzy sayısı varsa  kX X   fuzzy dizisi 0X  sayısına 

istatistiksel yakınsaktır denir ve bu yakınsama kısaca 0( ) lim kS F X X    veya  

  0kX X S F   yazılır. 

 

 

 



3. HEMEN HEMEN LACUNARY İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

Bu bölümde Gökhan vd. [20] tarafından tanımlanmış olan መܵℱ(ܯ, ,݌ ෝݓ ,(ߠ ℱ(ܯ, ,݌  ,(ߠ

ෝ଴ݓ
ℱ(ܯ, ,݌ ෝஶݓ ݁ݒ  (ߠ

ℱ(ܯ, ,݌  .dizi sınıfları ve bazı kapsama bağıntıları verilecektir (ߠ

 

Tanım 3.1. Herhangi bir ߠ = (݇௥) lacunary dizisi, bir M Orlicz fonksiyonu ve bir ݌ =

(௞݌) > 0 dizisi verilsin. Eğer her ߝ > 0 için 

lim
௥→ஶ

ℎ௥
ିଵ ቚቄ݇ ∈ :௥ܫ ቂܯ ቀௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)

ఘ
ቁቃ

௣ೖ
≥ ቅቚߝ = 0, m’ye göre düzgün 

limiti mevcutsa bir ܺ = (ܺ௞) fuzzy sayı dizisi M orlicz  fonksiyonuna göre ܺ଴ fuzzy sayısına 

hemen hemen lacunary istatiksel yakınsaktır denir. 

Burada 

(ݔ)௞௠ݐ =
ܺ݉ + ܺ݉ + 1 + ⋯ + ܺ݉ + ݇

݇ + 1
=

1
݇ + 1

෍ ௠ା௜ݔ  ′dir.
௞

௜ୀ଴

 

 

Tüm hemen hemen lacunary istatistiksel yakınsak fuzzy dizilerinin kümesi መܵℱ(ܯ, ,݌  ile (ߠ

gösterilecektir. Bu durumda   ܺ௞ → ܺ଴൫ መܵℱ(ܯ, ,݌ ߠ  .൯   yazılacaktır(ߠ = (2௥) , (ݔ)ܯ =  ve her ݔ

݇ ∈ ܰ için ݌௞=1 durumunda መܵℱ(ܯ, ,݌ ,ܯ)yerine sırasıyla  መܵℱ (ߠ  .yazılacaktır (ߠ)ve መܵℱ (݌

 

Tanım 3.2. ߠ = (݇௥)  bir lucanary dizisi,  ܯ bir Orlicz fonksiyonu ve bir ݌ = (௞݌) > 0 

dizisi verilsin. Buna göre aşağıdaki dizi sınıflarını tanımlayalım: 

ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ൞
ܺ = (ܺ௞): lim

௥→ஶ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

= 0,
௞∈ூೝ

mᇱye göre düzgün bazı ρ > 0

ൢ  , 

ෝ଴ݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ቐܺ = (ܺ௞): lim

௥→ஶ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

= 0, ቑ  , 

ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ቐܺ = (ܺ௞): ݌ݑݏ

௥,௠

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

< ∞, ቑ  , 

Burada 

0ത(ݐ) = ൜ ݐ      ,1 = (0,0,0, … ,0)
0,      ݀, ݀                         

dır. 

Eğer ܺ ∈ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  orlicz fonksiyonuna göre X dizisi kuvvetli hemen hemen ܯ  ise (ߠ

lacunary yakınsaktır denir. Bu durumda  ܺ௞ → ܺ଴ ቀݓෝ ℱ(ܯ, ,݌  .ቁ yazılır(ߠ
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,ܯ  ᇱnin özel durumlarına göre yukarıdaki dizi sınıflarından aşağıdaki dizi sınıflarını݌ ݁ݒ ߠ

elde ederiz.  

(i) ߠ = (2௥) durumunda ݓෝ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝݓ ℱ(ܯ, ෝ଴ݓ    ,(݌
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝ଴ݓ

ℱ(ܯ, ෝஶݓ ve (݌
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ =

ෝஶݓ 
ℱ(ܯ,  (݌

(ii) (ݔ)ܯ = ෝݓ durumunda  ݔ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝݓ ℱ(݌, ෝ଴ݓ    ,(ߠ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝ଴ݓ

ℱ(݌, ෝஶݓ ve (ߠ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ =

ෝஶݓ 
ℱ(݌,  (ߠ

(iii) her ݇ ∈ ܰ için ݌௞ = 1 durumunda ݓෝ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝݓ ℱ(ܯ, ෝ଴ݓ    ,(ߠ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝ଴ݓ

ℱ(ܯ,  ve (ߠ

ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝஶݓ 

ℱ(݌,  (ߠ

(iv) her ݇ ∈ ܰ için ݌௞ = 1 durumunda ݓෝ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝݓ ℱ( ߠ), ෝ଴ݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝ଴ݓ

ℱ( ߠ) ve 

ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ = ෝஶݓ 

ℱ( ߠ) 

 

Teorem 3.3. (݌௞) dizisi sınırlı olsun. Bu takdirde ݓෝ଴
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ ⊂ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ ⊂

ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ,݌  .dir’(ߠ

İspat. Öncelikle kabul edelim ki  ܺ ∈ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  ;olsun bu taktirde (ߠ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ2
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

≤
ܦ
ℎ௥

෍
1

2௣௞ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

+
ܦ
ℎ௥

෍
1

2௣௞ ቈܯ ቆ
݀(ܺ଴, 0ത)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

≤
ܦ
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

+ ݔܽ݉ܦ ൝1, ݌ݑݏ ቈܯ ቆ
݀(ܺ଴, 0ത)

ߩ
ቇ቉

ு

ൡ
௞∈ூೝ

 , 

 

elde edilir. Burada  ݌ݑݏ௞ ௞݌  = ܦ ve  ܪ = max(1, 2ுିଵ) dır.  

Buna göre ܺ ∈ ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ,݌  .olduğu görülür (ߠ

 

ෝ଴ݓ
ℱ(ܯ, ,݌ (ߠ ⊂ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌   .kapsaması aşikardır (ߠ

 

Teorem 3.4. (݌௞) dizisi sınırlı olsun. Bu durumda ݓෝ ℱ(ܯ, ,݌ ,(ߠ ෝ଴ݓ
ℱ(ܯ, ,݌ ,(ߠ ෝஶݓ

ℱ(ܯ, ,݌  (ߠ

ve መܵℱ(ܯ, ,݌   .dizi kuvvetleri toplama ve skaler çarpım işlemleri altında kapalıdır (ߠ

 

Teorem 3.5.  ܯଵ ve ܯଶ  Orlicz fonksiyonu olsun Bu durumda  

(i)     ݓෝ଴
ℱ(ܯଵ, ,݌ (ߠ ∩ ෝ଴ݓ

ℱ(ܯଶ , ,݌ (ߠ ⊂ ෝ଴ݓ
ℱ(ܯଵ + ,ଶܯ ,݌  ,(ߠ

(ii)    ݓෞℱ(ܯଵ, ,݌ (ߠ ∩ ෝݓ ℱ(ܯଶ , ,݌ (ߠ ⊂ ෝݓ ℱ(ܯଵ + ଶܯ , ,݌  ,(ߠ
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(iii) ݓෝஶ
ℱ(ܯଵ, ,݌ (ߠ ∩ ෝஶݓ

ℱ(ܯଶ , ,݌ (ߠ ⊂ ෝஶݓ
ℱ(ܯଵ + ଶܯ , ,݌  .(ߠ

 

Teorem 3.6.  Her her ݇ ∈ ܰ için 0 < ௞݌ ≤ ௞ olsun  ve ቀ௤ೖݍ
௣ೖ

ቁ sınırlı olsun. Bu durumda 

ෝݓ ℱ(ܯ, ,ݍ (ߠ ⊆ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  .dir   (ߠ

 

Teorem 3.7.   ߠ = (݇௥) dizisi 1 < lim ݅݊ ௥݂ݍ௥ ≤ lim ௥ݍ௥݌ݑݏ < ∞   şartını sağlayan bir 

lacunary dizisi  olsun. Bu durumda ܯ  herhangi bir Orlicz fonksiyonu olmak üzere ݓෝ ℱ(ܯ, (݌ =

ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  .dir (ߠ

İspat.  Farz edelim ki lim ݅݊ ௥݂ݍ௥ > 1 olsun. Buna göre her bir ݎ ≥ 1 doğal sayısı için ݍ௥ =
௞௥

௞௥ିଵ
≥ 1 +  .sayısı mevcuttur ߜ eşitsizliği sağlanacak biçimde pozitif bir ߜ

Bu takdirde ݔ ∈ ෝݓ ℱ(ܯ,  için (݌

௥ܣ  =
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

                                                                                             
௞∈ூೝ

 

=
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

−
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

                         
௞ೝషభ

௞ୀଵ

௞ೝ

௞ୀଵ

 

            =
݇௥

ℎ௥
ቌ݇௥

ିଵ ෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ
௞ೝ

௞ୀଵ

ቍ −
݇௥ିଵ

ℎ௥
ቌ݇௥ିଵ

ିଵ ෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ
௞ೝషభ

௞ୀଵ

ቍ , 

yazılabilir.  

 

ℎ௥ = ݇௥ − ݇௥ିଵ , olduğundan ௞ೝ
௛ೝ

≤ ଵାఋ
ఋ

  ve ௞ೝషభ
௛ೝ

≤ ଵ
ఋ
 olur. 

݇௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ௞ೝ

௞ୀଵ
ve   ݇௥ିଵ

ିଵ ෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ௞ೝషభ

௞ୀଵ
 

terimlerinin ikisi de m’ye göre düzgün olarak sıfıra yakınsar ve böylece ݎ → ∞  iken m’ye göre 

düzgün olarak ܣ௥  → 0 olur. Buna göre ݓෝ ℱ(ܯ, (݌ ⊂ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  .olur  (ߠ

Şimdide kabul edelim ki lim ௥ݍ௥݌ݑݏ < ∞ olsun. Bu taktirde her bir ݎ ≥ 1 doğal sayısı için 

௥ݍ < ܺ .sayısının varlığından bahsedilebilir  ߚ sağlanacak biçimde pozitif bir ߚ ∈ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌  ve (ߠ

ߝ > 0 olsun. Her ݆ ≥ ܴ için 

 

௝ܣ =
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

< ߝ
௞∈ூೕ

 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde pozitif bir R sayısı mevcuttur. 
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Buna ilaveten her  j  pozitif tamsayısı için yukarıda verilen eşitsizlikten ܭ ≤ ௝ܣ  sağlanacak biçimde 

pozitif bir k doğal sayısı vardır. Ayrıca  R<r ve ݇௥ିଵ < ݊ ≤ ݇௥  şartları sağlanacak biçimde bir n 

bir tamsayı mevcut olsun. Bu takdirde  

 

1
݊

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ௡

௞ୀଵ

≤
1

݇௥ିଵ
෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞ೝ

௞ୀଵ

= 
1

݇௥ିଵ
 ቐ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

+
௞∈ூభ

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

+ ⋯
௞∈ூమ

+ ෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

ቑ < ܭ
݇ோ

݇௥ିଵ
+  .dir ߚ ߝ

 

ݎ → ∞   iken  ݇௥ିଵ → ∞ olduğundan ଵ
௡

∑ ቂܯ ቀௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)
ఘ

ቁቃ
௣ೖ

→ 0௡
௞ୀଵ  olur ve dolayısıyla 

ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌ ⊃ (ߠ ෝݓ ℱ(ܯ,  .dir (݌

 

Teorem 3.8.  Eğer lim݌௞ > 0 ve  ܯ  Orlicz fonksiyonuna göre X fuzzy sayı dizisi  ܺ଴’a 

kuvvetli hemen hemen lacunary yakınsak ise, Yani ܺ௞ → ܺ଴ ቀ ݓෝ ℱ(ܯ, ,݌   .ቁ ise ܺ଴ tektir(ߠ

 

İspat.   lim݌௞ = ݏ > 0   olsun ve kabul edelim ki  

ܺ௞ → ܺଵ ቀݓෝ ℱ(ܯ, ,݌ ቁ, ܺ௞(ߠ → ܺ଴ ቀݓෝ ℱ(ܯ, ,݌  ቁ olsun. Bu takdirde m’ye göre düzgün(ߠ

olarak 

lim
௥

ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ଵߩ

ቇ቉
௣ೖ

= 0
௞∈ூೝ

  

ve 

lim
௥

ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺଵ)
ଶߩ

ቇ቉
௣ೖ

= 0,
௞∈ூೝ

 

 

limitleri mevcut olacak şekilde ߩଵ ve ߩଶ sayıları mevcuttur. 

ߩ = ,ଵߩ2) ݔܽ݉ ௞݌ଶ) olsun Bu taktirde sup௞ߩ2 = ve D  ܪ = max(1, 2ுିଵ)  olmak üzere  

ݎ) → ∞) iken 
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ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(ܺ଴, ܺଵ)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூೝ

≤
ܦ
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ଵߩ
ቇ቉

௣ೖ

+
ܦ
ℎ௥௞∈ூೝ

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺଵ)

ଶߩ
ቇ቉

௣ೖ

→ 0
௞∈ூೝ

 

 

 elde edilir. Buna göre 

 

lim
௥

ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(ܺ଴, ܺଵ)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

= 0
௞∈ூೝ

 

 

olur. Ayrıca açık bir şekilde   

 

lim
௞

ቈܯ ቆ
݀(ܺ଴, ܺଵ)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

= ቈܯ ቆ
݀(ܺ଴, ܺଵ)

ߩ
ቇ቉

௦

,  

 

olduğundan son iki eşitlikten ቂܯ ቀௗ(௑బ,௑భ)
ఘ

ቁቃ
௦
= 0 elde edilir. Böylece ܺ଴ = ܺଵ olur. 

 

Teorem 3.9. ߠ = (݇௥) bir lacuary dizisi ve ܯ  bir orlicz fonksiyonu olsun Bu durumda 

ෝஶݓ
ℱ(ܯ, ෝ݉ஶ = (ߠ

ℱ ෝஶݓ ve (ܯ)
ℱ( ߠ) = ℓஶ

ℱ  dur. Burada 

 

ෝ݉ஶ
ℱ (ܯ) = ቊܺ = (ܺ௞): sup

௞,௠
ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)
ߩ

ቇ቉ < ∞, ߩ ଓݖܾܽ > 0ቋ  

dır. 

 

İspat.      ܺ ∈ ෝஶݓ
ℱ(ܯ,  olsun Bu taktirde her bir m, r için (ߠ

 

1
ℎଵ

ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ
ቇ቉ ≤

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ
ቇ቉ ≤ ଵܭ

௞∈ூೝ

 

 

eşitsizlikleri sağlanacak biçimde pozitif bir ܭଵ sabiti vardır ve böylece ܺ ∈ ෝ݉ஶ
ℱ  .bulunur (ܯ)

Tersine, ܺ ∈ ෝ݉ஶ
ℱ ܯ olsun bu taktirde herbir k, m için (ܯ) ቀௗ(௧ೖ೘(௑),଴ഥ)

ఘ
ቁ ≤  ଶ eşitsizliğiܭ

sağlanacak biçimde pozitif bir ܭଶ sabiti mevcuttur ve dolayısıyla her bir k ve m sayıları için  
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1
ℎ௥

෍ ܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ 0ത)

ߩ
ቇ ≤

ଶܭ

ℎ௥௞∈ூೝ

෍ 1 ≤ ଶܭ
௞∈ூೝ

  

 

olur. Buna göre ܺ ∈ ෝஶݓ
ℱ(ܯ,   .olur. Diğerleride benzer şekilde yapılabilir (ߠ

 

Teorem 3.10.  ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde  

(i) Eğer ܺ௞ → ܺ଴ ቀݓෝ ℱ(ߠ)ቁ ⟹ ܺ௞ → ܺ଴ ቀ መܵℱ(ߠ)ቁ ve 

(ii)   ܺ ∈ ℓஶ
ℱ ௞ܺ  ݁ݒ   → ܺ଴ ቀ መܵℱ(ߠ)ቁ  ise ܺ௞ → ܺ଴ ቀݓෝ ℱ(ߠ)ቁ dır. 

İspatı aşikardır. 

 

Teorem 3.11.  ߠ = (݇௥) dizisi 1 < lim݅݊ ௥݂ݍ௥ ≤ lim݌ݑݏ௥ݍ௥ < ∞  şartını sağlayan bir  

lacunary dizisi olsun Bu taktirde  
መܵℱ = መܵ ℱ(ߠ)   dır. 

İspat. Eğer lim݅݊ ௥݂ݍ௥ > 1 ise çok büyük pozitif r sayıları için     ݍ௥ ≥ 1 +  eşitsizliği   ߜ

sağlanacak biçimde pozitif  ߜ sayısı  mevcuttur. ℎ௥  teriminin tanımından 

   
݇௥

ℎ௥
≤

1 + ߜ
ߜ

  olur.      

eşitsizliği yazılabilir. Şimdi de  ܺ ∈ መܵ ℱ  olduğunu kabul edelim. Bu kabulümüze göre her ε > 0  

sayısı, her m ve çok büyük pozitif  r  sayıları için 

 

݇௥
ିଵ|{݇ ≤ ݇௥: ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥ |{ߝ  ≥ ݇௥

ିଵ|{݇ ∈ :௥ܫ ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥         |{ߝ

                              ≥
ߜ

1 + ߜ
∙

1
ℎ௥

|{݇ ∈ :௥ܫ ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥  |{ߝ

 

yazılabilir. Böylece     ܺ ∈ መܵ ℱ(ߠ) olur. 

 

Kabul edelim ki   limsup௥ݍ௥ < ∞    olsun. limsup tanımına göre her r için   ݍ<ߚ௥   eşitsizliği 

sağlanacak biçimde pozitif bir ߚ   sayısının varlığından bahsedilebilir.     ܺ ∈ መܵℱ(ߠ) olsun ve m nin  

݉ ≥ 1 şeklindeki her bir değeri için 

௥ܰ௠ = |{݇ ∈ :௥ܫ ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥  |{ߝ

 

kümesini alalım. Buna göre her ݎ > ݉ ଴ ve herbirݎ ≥ 1 için 

 

௥ܰ௠

ℎ௥
< ଴ݎ olacak şekilde bir   ߝ ∈ ܰ  vardır. 
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ܭ = max{ ௥ܰ௠: 1 ≤ ݎ ≤ ଴} olsun ve ݇௥ିଵݎ < ݊ ≤ ݇௥   eşitsizliği sağlanacak biçimde pozitif bir n 

tamsayısını seçmiş olalım. Bu taktirde gerekli cebirsel işlemlerden sonra 

 
1
݊

|{݇ ≤ ݊: ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥ |{ߝ ≤
1

݇௥ିଵ
|{݇ ≤ ݇௥: ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥                                                |{ߝ  

                              =
1

݇௥ିଵ
൛ ଵܰ௠ + ଶܰ௠ + ଷܰ௠ + ⋯ + ௥ܰబ௠ + ܰ(௥బశభ)௠ + ⋯ + ௥ܰ௠ൟ   

≤
ܭ

݇௥ିଵ
଴ݎ +     ߚߝ

  

 

ifadeleri yazılabilir ki böylece ispat tamamlanır. 

 

Teorem 3.12.   ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi,  ܯ  bir orlicz fonksiyonu ve  

0 < ℎ = inf௞݌௞ ≤ ௞݌ ≤ sup௞݌௞ = ෝݓ olsun. Bu taktirde ܪ ℱ(ܯ, ܲ, (ߠ ⊂ መܵℱ(ߠ) dır. 

 

İspat. İspat aşağıdaki eşitsizlikten çıkar 

 

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

≥
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ஹఢ

௞∈ூೝ

                  

≥
1
ℎ௥

෍ min൫[ܯ(ߝଵ)]௛ , ଵߝ    ு൯[(ଵߝ)ܯ] =
ߝ
ߩ

                   
௞∈ூೝ

ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ஹఢ

 

                 =
1
ℎ௥

|{݇ ∈ ௥ܫ : ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥ |{ߝ ∙ min൫[ܯ(ߝଵ)]௛ ,  ு൯[(ଵߝ)ܯ]

 

Teorem 3.13. ߠ =  (݇௥)  bir lacunary dizisi, ܯ bir orlicz fonksiyonu, 

 ܺ = (ܺ௞) sınırlı bir fuzzy sayı dizisi ve 0 < ℎ = inf௞݌௞ ≤ ௞݌ ≤ sup௞݌௞ = ܪ < ∞ olsun. 

Bu taktirde  መܵℱ(ߠ) ⊂ ෝݓ ℱ(ܯ, ܲ,   .dır (ߠ

 

İspat. ܺ ∈ ℓஶ 
ℱ  olduğunu farz edelim ve ܺ௞ → ܺ଴ ቀ መܵℱ(ߠ)ቁ olsun. Kabulümüze göre X 

dizisinin  ℓஶ 
ℱ  nin elemanı olması sebebiyle her k, m için ݀(ݐ௞௠(ܺ), ܺ଴) ≤ ܶ  eşitsizliği sağlanacak 

biçimde bir T>0 sayısı mevcuttur. Buna göre ߝ > 0 sayısı için 
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ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூೝ

 

= ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ஹఢ

+ ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ஹఢ

           

 ≤ ℎ௥
ିଵ ෍ ݔܽ݉ ቊ൤ܯ ൬

ܶ
ߩ

൰൨
௛

, ൤ܯ ൬
ܶ
ߩ

൰൨
ு

ቋ
௞∈ூೝ

ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ஹఢ

+ ℎ௥
ିଵ ෍ ൤ܯ ൬

ߝ
ߩ

൰൨
௣ೖ

,
௞∈ூೝ

ௗ(௧ೖ೘(௑),௑బ)ழఢ

 

≤ max{[(ܭ)ܯ]௛ , ு} ℎ௥[(ܭ)ܯ]
ିଵ 

|{݇ ∈ :௥ܫ ,(ܺ)௞௠ݐ)݀ ܺ଴) ≥ |{ߝ + max൫[ܯ(ߝଵ)]௛ , ,௛൯[(ଵߝ)ܯ]
ܶ
ߩ

= ,ܭ
ߝ
ߩ

=  ଵߝ

elde edilir Böylece ܺ ∈ ෝݓ ℱ(ܯ, ,݌   .bulunur(ߠ

 

 

 



4. FUZZY FARK DİZİLERİ İÇİN HEMEN HEMEN LACUNARY 

İSTATİSTİKSEL YAKINSAKLIK 

Bu bölümde Altınok ve Çolak [21] tarafından tanımlanmış olan መܵఏ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ  ,(݌

ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝ଴(∆௠ݓ ,(ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝஶ(∆௠ݓ ve (ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌  dizi sınıfları ve bazı kapsama (ߠ

bağlantıları verilecektir. 

 

Tanım 4.1. ܺ = (ܺ௞) bir fuzzy sayı dizisi olsun. Bu taktirde {∆௠ܺ௞: ݇ ∈ ܰ} genelleştirilmiş 

fark dizisi sınırlı bir diziyse ܺ = (ܺ௞) dizisine ∆௠- sınırlı bir dizidir denir. 

Eğer ߝ > 0 ve her ݇ > ݇଴ doğal sayıları için ݀(∆௠ܺ௞ , ܺ଴) >  eşitsizliği sağlanacak biçimde ߝ

ε ye bağlı pozitif bir ݇଴ tamsayısı varsa (ܺ௞) fuzzy sayı dizisi ܺ଴ fuzzy sayısına ∆௠- yakınsaktır 

denir.ℓஶ(∆௠ , ve  ܿ(∆௠  (ܨ ,  sırasıyla tüm ∆௠- sınırlı ve ∆௠-  yakınsak fuzzy sayı dizilerinin (ܨ

sınıfını gösterecektir. 

 

Tanım 4.2.  ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi, ܯ bir Orlicz fonksiyonu ve (݌௞)>0 bir reel dizi 

olarak verilsin. ܺ = (ܺ௞) bir fuzzy sayı dizisi olmak üzere ߝ > 0 için 

 

lim
௥→ஶ

ℎ௥
ିଵ ฬ൜݇ ∈ :௥ܫ ቂܯ ቀௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)

௣
ቁቃ

௣ೖ
≥ ൠฬߝ =  göre düzgün ݁ݕ′݅,0

 

limiti mevcutsa ܺ = (ܺ௞) fuzzy sayı dizisi’ne ܺ଴ fuzyy sayısına hemen hemen lacunary 

∆ெ(௣)
௠ −istatistiksel yakınsaktır denir. 

Bütün hemen hemen lacunary ∆ெ(௣)
௠ −istatistiksel yakınsak fuzzy sayı dizilerin kümesi 

መܵఏ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ile gösterilecektir. Bu durumda ܺ௞ (݌ → ܺ଴ ቀ መܵఏ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ߠ.ቁ yazılır(݌ = (2௥) ve 

(ݔ)ܯ = ݇ her ݔ ∈ ܰ için ݌ = ௞ durumunda መܵఏ(∆௠݌ , ,ܨ ,ܯ yerine መܵఏ(∆௠ (݌ ,  .yazılacaktır (ܨ

 

Tanım 4.3. ܯ bir orlicz fonksiyonu ve (݌௞)>0 herhangi bir reel dizi olarak verilsin. Bu 

durumda aşağıdaki dizi sınıflarını tanımlıyoruz: 

ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ൞
ܺ = (ܺ௞) ∈ :(ܨ)ݓ  lim

௥→ஶ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

= 0,
௞∈ூೝ

ߩ ଓݖܾܽ > 0 ݅ç݅݊ ݅ᇱ݃݁ݕö݁ݎ ݀ü݃ݖü݊ 

ൢ, 

 

ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ൞
ܺ = (ܺ௞) ∈ :(ܨ)ݓ  lim

௥→ஶ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

= 0,
௞∈ூೝ

ߩ ଓݖܾܽ > 0 ݅ç݅݊ ݅ᇱ݃݁ݕö݁ݎ ݀ü݃ݖü݊ 

ൢ, 
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ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ൞
ܺ = (ܺ௞) ∈ :(ܨ)ݓ  ݌ݑݏ

௥,௜

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

< ∞,
௞∈ூೝ

ߩ ଓݖܾܽ  > 0 ݅ç݅݊ 

ൢ 

Burada 

0ത(ݐ) = ൜ 1, ݐ = (0,0,0, … ,0)
0,                  ݀. ݀       ൠ 

dır. Eğer ܺ ∈ ෝ (∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌  orlicz fonksiyonuna göre kuvvetli hemen ܯ ,ise ܺ fuzzy sayı dizisi (ߠ

hemen lacunary ∆(௣)
௠  –Cesaro yakınsaktır. Bu durumda ܺ௞ → ܺ଴ ൫ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌  .൯ yazılır(ߠ

      Yukarıdaki dizi kümelerinden ܯ, ,ߠ  durumlarına göre aşağıdaki dizi kümeleri ݈݁ݖᇱ݊݅݊ ö݉ ݁ݒ ݌

elde edilir. 

 

(i) ߠ = (2௥) durumunda , ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝ(∆௠ݓ =(ߠ , ,ܨ ,ܯ   ,(݌

ෝ଴(∆௠ݓ  , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ෝஶ(∆௠ݓ ve (݌ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  (݌

 

(ii) (ݔ)ܯ = ෝ(∆௠ݓ , , durumunda ݔ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ,ܨෝ(∆௠ݓ ,݌   ,(ߠ

ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,݌ ෝஶ(∆௠ݓ  ve (ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,݌  ,(ߠ

 

(iii) Her ݇ ∈ ܰ için ݌௞ = ෝ(∆௠ݓ , , durumunda ݌ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝ(∆௠ݓ =(ߠ , ,ܨ ,ܯ  ,(ߠ

ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ෝஶ(∆௠ݓ ve (ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  ,(ߠ

 

(iv) (ݔ)ܯ = ௞݌ ve ݔ = ෝ(∆௠ݓ , durumunda ݌ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝ(∆௠ݓ =(ߠ , ,ܨ   ,(ߠ

ෝ଴(∆௠ݓ  , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝ଴(∆௠ݓ , ,ܨ ෝஶ(∆௠ݓ ve (ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ  (ߠ

 

Teorem 4.4. ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ෝ଴(∆௠ݓ ,(ߠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ,(ߠ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ve መܵఏ(∆௠ (ߠ , ,ܨ ,ܯ  (݌

dizi kümeleri toplama ve skalerle çarpma işlemleri altında kapalıdır. 

İspat. İspatı sadece ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌  .için yapacağız. Diğerleri benzer şekilde yapılır (ߠ

ߙ ∈ [0,1], ܿ ∈ ܴ,  ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ݌ olsun ve (ߠ = |ܿ|.  ଵ seçelim. Bu kabul ve݌

seçimlerimize göre  

 

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(ܿ∆௠ܺ௞ା௜ , ܿܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

=  
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
|ܿ|݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

  
௞∈ூೝ

=  
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ଵߩ
ቇ቉

௣ೖ

→ 0, ݎ → ∞,
௞∈ூೝ
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yakınsaması elde edilir. Buradaki yakınsama ݅ ’ye göre düzgündür. Böylece ܿܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌  (ߠ

dır. 

Şimdi  ܺ , ܻ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌ ݌ olsun ve (ߠ =  azalmayan, konveks ve ∆௠ lineer ܯ ଵ alalımߩ2

olduğundan 

 

            
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀൫ ∆௠(ܺ௞ା௜ + ௞ܻା௜ , ܺ଴ + ଴ܻ)൯

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

                                                                                        

≤  
1
ℎ௥

෍
1

2௣௞ ቈܯ ቆ
݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ଵߩ
+

݀( ∆௠
௞ܻା௜ , ଴ܻ)

ଵߩ
ቇ቉

௣ೖ

                            
௞∈ூೝ

 

      ≤  
ܦ
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ଵߩ
ቇ቉

௣ೖ

+
ܦ
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀( ∆௠

௞ܻା௜ , ଴ܻ)
ଵߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூೝ௞∈ூೝ

 

elde edilir. 

Burada 0 < ௞݌ ≤ ௞݌௞݌ݑݏ = ܦ ve ܪ = ,1)ݔܽ݉ 2ுିଵ) dır. Böylece ܺ + ܻ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,݌  .dır (ߠ

Bu da ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.5. ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,݌ ෝ଴(∆௠ݓ  ,(ߠ , ,ܨ ,݌ ෝஶ(∆௠ݓ  ve (ߠ , ,ܨ ,݌  uzayları (ߠ

 

,ܺ)∆ߜ ܻ) = ෍ ݀(ܺ௞ , ௞ܻ) + ݌ݑݏ
௥,௜

൭ℎିݎଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ∆௠
௞ܻା௜)]௣ೖ

௞∈ூ௥

൱

ଵ
௄௠

௞ୀଵ

 

 

metriğiyle tam metrik uzaydır. Burada ܭ = ,1)ݔܽ݉  .௞) dır݌௞݌ݑݏ

İspat. Sadece ݓෝஶ(∆௠ , ,ܨ ,݌  .için ispat yapacaz.Diğerleri benzerdir (ߠ

(ܺ௦) dizisi ݓෝஶ(∆௠ , ,ܨ ,݌ ݏ da bir Cauchy dizisi olsun. Burada herbir’(ߠ ∈ ܰ için  

ܺ௦ = (ܺ௜
௦)௜ = (ܺଵ

௦ , ܺଶ
௦ , … ) ∈ ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,݌  olur. Bu taktirde (ߠ

 

௦ܺ)∆ߜ    , ܺ௧) =  ෍  ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞

௧ ) + ݌ݑݏ
௥,௜

൭ℎିݎଵ ෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜
௦ , ∆௠ܺ௞ା௜

௧ ൯൧௣ೖ

௞∈ூ௥

൱

ଵ
௄

→ 0      
௠

௞ୀଵ

 

 

olur. Bu nedenle herbir ݅ ∈ ܰ için ݏ, ݐ → ∞ iken  

   

෍ ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞

௧ ) → 0 ve
௠

௞ୀଵ
ℎିݎଵ ෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜

௦ , ∆௠ܺ௞ା௜
௧ ൯൧௣ೖ

௞∈ூ௥

→ 0                                      

 

olur. Böylece herbir sabit ݆ ∈ ܰ için ∑ ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞

௧ ) → 0 ௠
௞ୀଵ  ve ݀൫∆௠

௝ܺ
௦ , ∆௠

௝ܺ
௧൯ → 0 olur. 
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݀൫ ௝ܺା௠
௦ , ௝ܺା௠

௧ ൯ ≤ ݀൫∆௠
௝ܺ
௦ , ∆௠

௝ܺ
௧൯ + ቀ݉

0 ቁ ݀൫ ௝ܺ
௦ , ௝ܺ

௧൯ + ⋯ + ቀ ݉
݉ − 1ቁ ݀൫ ௝ܺା௠ିଵ

௦ , ௝ܺା௠ିଵ
௧ ൯ 

 

eşitsizliğinden herbir ݆ ∈ ܰ için ݏ, ݐ → ∞ iken ݀൫ ௝ܺ
௦ , ௝ܺ

௧൯ → 0 elde edilir. Bu nedenle  

൫ ௝ܺ
௦൯

௦
= ൫ ௝ܺ

ଵ, ௝ܺ
ଶ, … ൯, ܮ(ܴ௡) de bir Cauchy dizisidir. ܮ(ܴ௡) tam olduğundan yakınsaktır herbir 

݆ ∈ ܰ için ; 

lim
௦ ௝ܺ

௦ = ௝ܺ 

Diyelim. (ܺ௦) dizisi Cauchy dizisi olduğundan herbir ߝ > 0 için  

௦ܺ)∆ߜ                                         , ܺ௧) < ,ݏ ݎℎ݁)         ߝ ݐ ≥ ݊଴) için 

 

olacak şekilde ݊଴ = ݊଴(ߝ) vardır. Böylece herbir ݎ, ݅ ∈ ܰ için  

 

෍ ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞

௧ ) < ߝ
௠

௞ୀଵ

   ve  ℎିݎଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜
௦ , ∆௠ܺ௞ାଵ

௧ )]௣ೖ <
௞∈ூ௥

௄ߝ , 

 

,ݏ ݐ ≥ ݊଴ elde edilir. Buradan da  her ݎ ∈ ܰ ve ݏ ≥ ݊଴ için  

 

lim
௧

෍ ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞

௧ ) = ෍ ݀(ܺ௞
௦ , ܺ௞) <           ߝ

௠

௜ୀଵ

௠

௜ୀଵ

 

ve 

lim
௧

ℎିݎଵ ෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜
௦ , ∆௠ܺ௞ା௜

௧ ൯൧௣ೖ = ℎିݎଵ ෍ [݀(, ∆௠ܺ௞ା௜
௦ , ∆௠ܺ௞ା௜)]௣ೖ <

௞∈ூ௥௞∈ூ௥

௄ߝ  

 

bulunur. Bu da her ݏ ≥ ݊଴ için  ߜ∆(ܺ௦ , ܺ) < ݏ olmasını yani ߝ2 → ∞ iken  ܺ௦ → ܺ olmasını 

gerektirir. ܦ = ,1)ݔܽ݉ 2ுିଵ) olmak üzere 

 

ℎିݎଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)]௣ೖ

௞∈ூ௥

≤ ℎିݎଵ ൝ ෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜
௡బ , 0ത൯ + ݀൫∆௠ܺ௞ା௜

௡బ , ∆௠ܺ௞ା௜൯൧
௣ೖ

௞∈ூ௥

ൡ 

                                                                 

≤
ܦ
ℎݎ

෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜
௡బ , 0ത൯൧

௞∈ூ௥

௣ೖ
+

ܦ
ℎݎ

෍ ൣ݀൫∆௠ܺ௞ା௜
௡బ , ∆௠ܺ௞ା௜൯൧

௞∈ூ௥

௣ೖ
, 

 

olduğundan ܺ ∈ ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ,݌ ෝஶ(∆௠ݓ elde edilir. Bu nedenle (ߠ , ,ܨ ,݌  .bir tam metrik uzayıdır (ߠ



23 

Teorem 4.6. 0 < ௞݌ ≤ ௞ olmak üzere ቀ௤ೖݍ
௣ೖ

ቁ dizisinin sınırlı olduğunu kabul edelim. Buna 

göre  ݓෝ(∆௠ , ,ܯ ,ݍ ,ܨ (ߠ ⊆ ෝ(∆௠ݓ , ,ܯ ,݌ ,ܨ  .dır (ߠ

İspat. ܺ = (ܺ௄) ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܯ ,ݍ ,ܨ lar ve herbir k için 0’ߣ olsun. Bazı (ߠ < ߣ < ௞ߣ  ≤ 1 

şartları sağlanacak şekilde  

 

௞ݐ = ቈܯ ቆ
݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

 

ve 

௞ߣ = ൬
௞݌

௞ݍ
൰ 

 

alalım. (ݑ௞) ve (ݒ௞) dizilerini aşağıdaki gibi tanımlayalım: 

 

௞ݑ = ൜ ௞ݐ ௞ݐ   , ≥ 1
௞ݐ       ,0 < 1    ve   ݒ௞ = ൜0,    ݐ௞ ≥ 1

௞ݐ , ௞ݐ < 1 

 

Açıktır ki her ݇ ∈ ܰ için ݐ௞ = ௞ݑ + ௞ݐ ௞ veݒ
ఒೖ = ௞ݑ

ఒೖ + ௞ݒ
ఒೖ olur. Buradan ݑ௞

ఒೖ ≤ ௞ݑ ≤ ௞ݐ  ve ݒ௞
ఒೖ ≤

௞ݒ
ఒ  olur.Bu nedenle 

 

ℎିݎଵ ෍ ௞ݐ
ఒೖ =

௞∈ூ௥

ℎିݎଵ ෍ ௞ݑ) + ௞)ఒೖݒ

௞∈ூ௥

 

                                                                      ≤ ℎିݎଵ ∑ ௞ݐ + ℎିݎଵ ∑ ௞ݒ
ఒ

௞∈ூ௥௞∈ூ௥  

 

yazılabilir.ߣ < 1 olduğundan herbir r için Hölder eşitsizliğinden 

  

ℎିݎଵ ෍ ௞ݒ
ఒೖ

௞∈ூ௥

≤ ෍ (ℎିݎଵݒ௞)ఒ(ℎିݎଵ)ଵିఒ

௞∈ூ௥

 

                                                                         ≤ ෍ ቆ൫(ℎିݎଵݒ௞)ఒ൯
ଵ
ఒቇ

ఒ

൭ ෍ ൫(ℎିݎଵ)ଵିఒ൯
ଵ

ଵିఒ

௞∈ூ௥

൱
ଵିఒ

௞∈ூ௥

 

              =  ൭ℎିݎଵ ෍ ௞ݒ
௞∈ூ௥

൱
ఒ

  

elde edilir. Buna göre 

ℎିݎଵ ෍ ௞ݐ
ఒೖ ≤

௞∈ூ௥

ℎିݎଵ ෍ ௞ݐ + ൭ℎିݎଵ ෍ ௞ݐ
௞∈ூ௥

൱
ఒ

௞∈ூ௥
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olup böylece ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,ݍ  .elde edilir (ߠ

 

Teorem 4.7. ߠ = (݇௥) dizisi limin ௥݂ݍ௥ > 1 olacak şekilde  bir lacunary dizisi olsun. 

Herhangi bir ܯ orlicz fonksiyonu için ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ (݌ ⊂ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌  .dır’ (ߠ

İspat. Kabul edelim ki limin ௥݂ݍ௥ > 1 olsun. Bu taktirde her ݎ ≥ 1 için ݍ௥ = ௞ೝ
௞ೝషభ

≥ 1 +

ߜ  olacak şekilde ߜ > 0 mevcuttur. Buna göre ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  olduğundan (݌

 

௥ܣ =
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

                                                                                       
௞∈ூ௥

 

=
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

−
௞ೝ

௞ୀଵ

1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ
௞ೝషభ

௞ୀଵ

                  

=
݇௥

ℎ௥
ቌ݇௥

ିଵ ෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ
௞ೝ

௞ୀଵ

ቍ          

−
݇௥ିଵ

ℎ௥
ቌ݇௥ିଵ

ିଵ ෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ
௞ೝషభ

௞ୀଵ

ቍ                            

yazılabilir. ℎ௥ = ݇௥ − ݇௥ିଵ olduğundan 

 
௞ೝ
௛ೝ

≤ ଵାఋ
ఋ

 ve ௞ೝషభ
௛ೝ

≤ ଵ
ఋ
 

elde edilir. 

݇௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

    
௞ೝ

௞ୀଵ

   

ve 

                  ݇௥ିଵ
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

  
௞ೝషభ

௞ୀଵ

 

 

terimlerinin her ikiside ݅ ye göre düzgün olarak sıfıra yakınsar. Böylece ݅’ye göre düzgün 

olarak ܣ௥ → 0 olur. 

 

Teorem 4.8. ߠ = (݇௥) dizisi limsu݌௥ݍ௥ < ∞  şartını sağlayan bir lacunary dizisi olsun 

herhangi bir ܯ orlicz fonksiyonu için ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ ⊂ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  .elde edilir  (݌

İspat. Farz edelim ki limsu݌௥ݍ௥ < ∞ şartı sağlansın ve her ݎ ≥ 1 tamsayısı için ݍ௥ <  ܤ

olacak şekilde ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܯ ,݌ ,ܨ ߝ ve (ߠ > 0 verilsin.Bu taktirde her ݆ ≥ ܴ için  
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௝ܣ =
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೕ

<  ߝ

olacak şekilde ܴ > 0 mevcuttur. 

Ayrıca ݆  nin her pozitif tamsayısı değeri için  ݇ ≥ ௝ܣ  eşitsizliği sağlanacak biçimde 

pozitif ݇ sayısı bulunabilir. ݇௥ିଵ < ݊ < ݇௥  ve ݎ > ܴ olacak şekilde ݊ tamsayısını alalım. Bu 

taktirde  

 

1
݊

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

≤
1

݇௥ିଵ

௡

௞ୀଵ

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

                           
௞ೝ

௞ୀଵ

 

=
1

݇௥ିଵ
ቐ෍ ቈܯ ቆ

݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

௞∈ூభ

+ ෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூమ

  + ⋯           

+ ෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

ቑ  

=
݇ଵ

݇௥ିଵ
ଵܣ +

݇ଶ − ݇ଵ

݇௥ିଵ
ଶܣ + ⋯ +

݇ோ − ݇ோିଵ

݇௥ିଵ
ோܣ + ⋯ +

݇௥ − ݇௥ିଵ

݇௥ିଵ
௥ܣ  

≤ ቆ݌ݑݏ
௝ஹଵ

௝ቇܣ
݇ோ

݇௥ିଵ
+ ቆ݌ݑݏ

௝ஹோ
௝ቇܣ

݇௥ − ݇ோ

݇௥ିଵ
                                            

         < ܭ
݇ோ

݇௥ିଵ
+                                                                                              ܤߝ

 

yazılabilir.݊ → ∞ için ݇௥ିଵ → ∞ olduğundan   

 

  
1
݊

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ௡

௞ୀଵ

→ 0       

 

ve dolayısıyla ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  .olur (݌

 

Teorem 4.7 ve Teorem 4.8 ’den aşağıdaki sonuç çıkar . 

 

Teorem 4.9. ߠ = (݇௥) dizisi 1 <limin ௥݂ݍ௥ ≤ limsu݌௥ݍ௥ < ∞ şartını sağlayan bir 

lacunary dizisi olsun. Herhangi bir ܯ orlicz fonksiyonu için ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ = ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ  (݌

dir. 
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Teorem 4.10. limin ௞݂݌௞ > 0 olsun. Eğer ܺ = (ܺ௞) dizisi bir ܯ Orlicz fonksiyonuna göre 

ܺ଴ fuzzy sayısına kuvvetli hemen hemen lacunary ∆(௣)
௠ −Cesaro yakınsak ise ܺ଴ tektir. 

İspat. limin ௞݂݌௞ = ݏ > 0 olsun ve ܺ௞ → ܺ଴൫ ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌  ൯ ve(ߠ

  ܺ௞ → ܺଵ൫ ݓෝ(∆௠ , ,ܨ ,ܯ ,݌   ൯ olduğunu kabul edelim. Bu taktirde(ߠ

 

lim
௥

ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ଵߩ

ቇ቉
௣ೖୀ଴

௞∈ூೝ

 

ve 

lim
௥

ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺଵ)
ଶߩ

ቇ቉
௣ೖ

= 0  
௞∈ூೝ

, (݅ ye göre düzgün) 

 

olacak şekilde ߩଵ ve ߩଶ sayıları vardır. 

ߩ = max(2ߩଵ, ௞݌௞݌ଶ) sayıları olsun.Bu taktirde suߩ2 = ܦ ve ܪ =max(1, 2ுିଵ) olmak üzere  

 

ℎିݎଵ ෍ ቈܯ
݀(ܺ଴, ܺଵ)

ߩ
቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

≤
ܦ
ℎݎ

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ଵߩ
ቇ቉

௣ೖ

  
௞∈ூೝ

 

                                                                              +
ܦ
ℎݎ

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺଵ)

ଶߩ
ቇ቉

௣ೖ

→ 0 
௞∈ூೝ

ݎ) → ∞) 

 

elde edilir. Böylece  

lim
௥

ℎିݎଵ ෍ ቈܯ
݀(ܺ଴, ܺଵ)

ߩ
቉

௣ೖ

௞∈ூೝ

= 0 

 

olur ki bu da ܺ଴ = ܺଵ demektir. Buna göre limit tektir. 

 

Teorem 4.11.  ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi ve ܯ bir orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde 

ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ ℓஶ(∆௠=(ߠ ,  .olur (ܨ

İspat. ܺ ∈ ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ   olsun. Bu taktirde (ߠ

 
1
ℎଵ

൫݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)൯ ≤
1
ℎ௥

෍[݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)]
௞∈ூೝ

≤  ଵ   ൫∀௜,௥ için൯ܭ

 

olacak şekilde ܭଵ > 0 sabiti vardır.Böylece ܺ ∈ ℓஶ(∆௠ , ܺ dır.Tersine (ܨ ∈ ℓஶ(∆௠ ,  olsun.Bu (ܨ

taktirde her ݆ için ݀൫∆௥
௝ܺ, 0ത൯ ≤ ଶܭ ଶ olacak şekilde birܭ > 0 sabiti vardır ve böylece 
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1
ℎ௥

෍[݀(∆௠ܺ௞ା௜ , 0ത)]
௞∈ூೝ

≤
ଶܭ

ℎ௥
෍ 1 ≤ ,݇∀)      ଶܭ ݅)
௞∈ூೝ

 

 

olur.Buna göre ܺ ∈ ෝஶ(∆௠ݓ , ,ܨ  .dır (ߠ

 

Teorem 4.12. ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun.Bu taktirde 

(i) ܺ = (ܺ௞) dizisi ܺ଴’a kuvvetli hemen hemen ∆௠-lacunary yakınsak ise ܺ଴’a hemen 

hemen lacunary ∆௠-istatistiksel yakınsaktır. 

(ii) Bir ܺ = (ܺ௞) dizisi ∆௠-sınırlı ve ܺ଴’a hemen hemen lacunary ∆௠-istatistiksel yakınsak 

ise ܺ଴’a kuvvetli hemen hemen ∆௠-lacunary yakınsaktır. 

İspat. (i) ߝ > 0 ve ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ  , ,ܨ ݌ olsun.Bu durumda herhangi (ߠ > 0 için  

 

෍[݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)]௣       ≥ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)]௣

௞∈ூೝ
ௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)ஹఌ 

௞∈ூೝ

 

                                                 ≥ ݇}|௣ߝ ∈ :௥ܫ ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥  ,|{ߝ

 

yazılabilir. Böylece ܺ ∈ መܵఏ(∆௠ ,  .elde edilir (ܨ

 

(ii) ܺ = (ܺ௞) dizisinin ∆௠- sınırlı ve ܺ଴’a hemen hemen lacunary ∆௠-istatistiksel yakınsak 

olduğunu kabul edelim.Bu taktirde ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≤  ܭ  eşitsizliği sağlanacak biçimde bir ܭ

pozitif sayısı mevcuttur.ߝ > 0 verilsin ve her ݅ ve ఌܰ den büyük r doğal sayıları için ఌܰ sayısını 

 

ℎ௥
ିଵ ቤቊ݇ ∈ ௥ܫ : ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥ ቀఌ

ଶ
ቁ

భ
೛ቋቤ < ఌ

ଶ௄೛  

 

eşitsizliğini sağlayacak biçimde seçelim ve 

௥௜ܧ                            = ൝݇ ∈ :௥ܫ ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥ ቀ
ߝ
2

ቁ
ଵ
௣ൡ      

 

kümesini oluşturalım Her  ݅ ve ݎ > ఌܰ için 

 

 ℎ௥
ିଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)]௣ = ℎିݎଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)]௣ +

௞∈ூ௥
௞∉ாೝ೔ 

௞∈ூ௥

 ℎିݎଵ ෍ [݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)]௣

௞∈ூ௥
௞∈ாೝ೔ 
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                                                            ≤ ℎିݎଵ ቀ ௛ೝ
ഄ

ଶ௄೛ቁ +௣ܭ ఌ
ଶ௛ೝ

ℎ௥=ߝ  

 

yazılabilir. Bu taktirde ܺ, ܺ଴′a kuvvetli hemen hemen ∆௠- lacunary yakınsaktır.   

 

Teorem 4.13. ߠ = (݇௥) dizisi limin ௥݂ݍ௥ > 1 şartı sağlayan bir lacunary dizisi olsun. Bu 

taktirde መܵ(∆௠ , (ܨ ⊂ መܵఏ(∆௠ ,  .dir (ܨ

İspat. Eğer  lim௥infݍ௥ > 1 ise yeterince büyük ݎ sayıları için 1 + ߜ ≤ ௥ݍ  eşitsizliği 

sağlanacak biçimde pozitif bir ߜ sayısı mevcuttur. ℎ௥ teriminin tanımından dolayı ௞ೝ
௛ೝ

≤ ଵାఋ
ఋ

 elde 

edilir. ܺ ∈ መܵ(∆௠ , ߝ olsun. Bu taktirde her ݅,her (ܨ > 0 ve yeterince büyük ݎ’ler için   

 

 ݇௥
ିଵ|{݇ ∈ ௥ܫ : ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥ |{ߝ ≥ ݇௥

ିଵ|{݇ ∈ :௥ܫ ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥  |{ߝ

                                                                 ≥ ఋ
ଵାఋ

∙ ଵ
௛ೝ

݇௥
ିଵ|{݇ ∈ :௥ܫ ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥   |{ߝ

 

yazılabilir. Böylece ܺ ∈ መܵఏ(∆௠ ,  .elde edilir (ܨ

 

Teorem 4.14. ߠ = (݇௥) dizisi limݍ݌ݑݏ௥ < ∞ şartı sağlayan bir lacunary dizisi olsun .Bu 

taktirde መܵఏ(∆௠ , (ܨ ⊂ መܵ(∆௠ ,  .dir (ܨ

İspat. Kabul edelim ki limsu݌௥ݍ௥  < ∞ olsun. Bu taktirde her ݎ için  ݍ௥ <  sağlanacak ߚ

biçimde pozitif bir ߚ sayısının varlığını söylenebilir. ܺ ∈ መܵఏ(∆௠ , ݅ olsun ve herbir (ܨ ≥ 1 için 
ேೝ೔
௛ೝ

< ଴ݎ olacak şekilde bir ߝ ∈ ܰ mevcuttur.          ܭ = }ݔܽ݉ ௥ܰ௜: 1 ≤ ݎ ≤ ଴} olsun ve ݇௥ିଵݎ < ݊ ≤

݇௥  olacak şekilde ݊ seçelim.Bu taktirde herbir ݅ ≥ 1 için 

 

  ଵ
௡

|{݇ ≤ ݊: ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥ |{ߝ ≤ ଵ
௞ೝషభ

|{݇ ≤ ݇: ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥     |{ߝ

                                                        =
1

݇௥ିଵ
൛ ଵܰ௜ + ଶܰ௜ + ଷܰ௜ +∙∙∙ + ௥ܰ଴௜ + ܰ(௥଴ାଵ)௜ +∙∙∙ + ௥ܰ௜ൟ 

 ≤
ܭ

݇௥ିଵ
଴ݎ +                     ߚߝ

             

 

elde edilir ki buda ispatı tamamlar. 

 

Teorem 4.15. ߠ = (݇௥) dizisi 1 < ݈݅݉݅݊ ௥݂ݍ௥ ≤ su݌௥ݍ௥ < ∞  şartını sağlayan bir lacunary 

dizisi olsun. Bu taktirde መܵ(∆௠ , (ܨ = መܵఏ(∆௠ ,  .dir (ܨ

İspat. Teorem 4.13 ve Teorem 4.14’den çıkar. 
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Teorem 4.16.  ߠ = (݇௥) bir lacunary dizisi olsun, ܯ bir Orlicz fonksiyonu ve  

   0 < ℎ=inf݌௞
௞

≤ ௞݌ ≤ sup݌௞
௞

= ෝ(∆௠ݓ  olsun. Bu taktirde  ܪ , ,ܨ ,ܯ ,݌ (ߠ ⊂ መܵఏ(∆௠ ,  .dır (ܨ

İspat. İspat aşağıdaki eşitsizlikten çıkar. 

 

        
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

     =
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)ஹఌ 

௞∈ூೝ

 

+
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)ழఌ 

 

≥
1
ℎ௥

෍ ቈܯ ቆ
݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)

ߩ
ቇ቉

௣ೖ

௞∈ூೝ
ௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)ஹఌ 

 

                 ≥
1
ℎ௥

෍ ݉݅݊൫[ܯ(ߝଵ)]௛ , ு൯[(ଵߝ)ܯ]
௞∈ூೝ

ௗ(∆೘௑ೖశ೔,௑బ)ஹఌ 

, ଵߝ =
ߝ
ߩ

 

                                 =
1
ℎ௥

|{݇ ∈ :௥ܫ ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥ |{ߝ ∙  ݉݅݊൫[ܯ(ߝଵ)]௛ ,  ு൯[(ଵߝ)ܯ]

 

Teorem 4.17. ߠ = (݇௥)  bir lacunary dizisi, ܯ bir Orlicz fonksiyonu ܺ = (ܺ௞) dizisi ∆௠- 

sınırlı fuzzy sayı dizisi ve  0 < ℎ=inf݌௞
௞

≤ ௞݌ ≤ sup݌௞
௞

= ܪ < ∞  olsun. Bu taktirde መܵఏ(∆௠ , (ܨ ⊂ 

ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌  .dır (ߠ

İspat. ℓஶ(∆௠ , dizi sınıfı içinde bir (ܺ௞) fuzzy sayı dizisini göz önüne alalım ve ܺ௞ (ܨ →

ܺ଴ ቀ መܵఏ  (∆௠ , ቁ yakınsaması gerçekleşsin. Bu taktirde  ݀(∆௠ܺ௞(ܨ , ܺ଴) ≤ ܶ eşitsizliği sağlanacak 

biçimde pozitif bir ܶ sayısının mevcut olduğu söylenebilir. Şimdi de ߝ > 0 verilsin. Bu taktirde 

 

 ℎ௥
ିଵ    ෍ ቈܯ ቆ

݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

+ቇ቉
௣ೖ

= ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

ଵ௞∈ூೝ

       

                                                                                            + ℎ௥
ିଵ ෍ ቈܯ ቆ

݀( ∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴)
ߩ

ቇ቉
௣ೖ

  
ଶ

                                  

                                                                   ≤ ෍ ݔܽ݉ ቊ൤ܯ ൬
ܶ
ߩ

൰൨
௛

, ܯ ൤ܯ ൬
ܶ
ߩ

൰൨
ு

ቋ
ଵ

 

                                                               + ℎ௥
ିଵ ෍ ൤ܯ ൬

ߝ
ߩ

൰൨
௣ೖ

                           
ଶ

 

 

                          ≤max{[(ܭ)ܯ]௛ , ு}ℎ௥[(ܭ)ܯ]
ିଵ|{݇ ∈ ௥ܫ : ݀(∆௠ܺ௞ା௜ , ܺ଴) ≥  |{ߝ
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                          +max{[ܯ(ߝଵ)]௛ , ்   ,{ு[(ଵߝ)ܯ]
ఘ

= ,ܭ ఌ
ఘ

=     ଵߝ

yazılabilir. Böylece  ܺ ∈ ෝ(∆௠ݓ , ,ܨ ,ܯ ,݌  .elde edilir (ߠ

 

 



5. SONUÇLAR 

Bu tez çalışmasında Gökhan v.d. [20] tarafından çalışılmış olan hemen hemen lacunary 
istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakınsaklık kavramlarıyla Altınok ve Çolak [21] 
tarafından yapılmış olan genelleştirilmiş fuzzy fark fuzzy sayı dizilerinde hemen hemen lacunary 
yakınsaklık kavramıyla ilgili kapsama bağıntıları verilmiş ve aralarındaki ilişkiler incelenmiştir. 
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