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ONSOZ

Fuzzy say1 dizilerinde hemen hemen lacunary istatistiksel yakinsaklikla ilgili farkli caligmalar
yapilmis ve hala gliniimiizde bu konularla ilgili ¢alismalar devam etmektedir. Yapilan bu tez ¢alismasinda
fuzzy say1 dizilerinde hemen hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakinsaklik
kavramlar1 verilip bunlarm aralardaki iligkiler ifade edilmistir. Ayrica ayn1 kavramlar fuzzy fark dizileri
icin de verilerek benzer kapsama bagimtilari elde edilmistir.
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OZET

Hemen Hemen Lacunary Istatistiksel Yakinsaklik
Seher ILBASAN
Yiiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Haziran 2021, Sayfa: xii + 32

Reel say1r dizilerinde istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilme kavramlar1 pek cok
matematik¢i tarafindan calisilmigtir. Bu kavramlara Orlicz fonksiyonu ve lacunary dizilerinin de
eklenmesiyle konu daha da zenginleserek énemli bir calisma alami ortaya ¢ikmustir. Iki ana béliimden olusan
galigmanin ilk kisminda bir M Orlicz fonksiyonu ve bir 8 = (k,.) lacunary dizisi kullanilarak fuzzy sayi
dizilerinin baz1 genisletilmis dizi smiflar1 tamimlanmustir. Bir fuzzy sayr dizisinin bir Orlicz fonksiyonuna
gore kuvvetli hemen hemen lacunary yakisak olmasi durumunda elde edilecek sonuglar yazilmstir. ikinci
kisimda ise A™ —genellestirilmis fark operatoriiniin de kullanilmasiyla daha genis anlamda fuzzy sayi
dizilerinin genellestirilmis bazi dizi siniflar1 elde edilmistir. Her iki bélimde de M, 8 ve m ye 6zel degerler
verilerek daha 6nceden tanimlanmig olan baz1 dizi siniflar1 elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Fuzzy say1 dizisi, Orlicz fonksiyonu, Lacunary dizisi, Fark

dizisi
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ABSTRACT

Almost Lacunary Statistical Convergence
Seher ILBASAN

Master's Thesis

FIRAT UNIVERSITY
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

June 2021, Pages: xii + 32

The concepts of statistical convergence and strong Cesaro summability were studied by many
mathematicians. This concept has become even richer by adding Orlicz function and lacunary sequence and
so an important field of study emerged. In the first part of thesis which consist two main part, some extended
sequence classes are defined by using an Orlicz function M and lacunary sequence 6 = (k,.). Some results
are obtained in case a seqeunce of fuzzy numbers is strong almost lacunary convergent with respect to an
Orlicz function. In the second part of thesis, some generalized sequence classes are obtained by using
generalized difference operator A™. In both parts, some sequence classes which were known previously are
obtained in special cases of M, 6 and m.

Keywords: Statistical convergence, Fuzzy sequence, Orlicz function, Lacunary sequence, Difference
sequence
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

A : A fuzzy kiimesinin a-kesim kiimesi

6(K) : K kiimesinin dogal yogunlugu

A™ : m-yinci dereceden genellestirilmis fark operatorii
M : Orlicz fonksiyonu

0 : Lacunary dizisi

Kisaltmalar
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1. GiRis

Istatistiksel yakinsaklik kavrami esasen klasik yakinsakligin bir genellestirilmesi seklinde olup bu
kavrama ilk defa 1951 yilinda Fast [1] ve 1959 yilinda Schoenberg [2] ’in ¢alismasinda
rastlanmaktadir. Istatistiksel yakisaklik teorisi ve uygulamalari matematigin farkli alanlarinda
calisan pek ¢ok matematik¢inin ilgisini ¢ekmis ve giiniimiizde hala yogun olarak c¢aligilmaktadir.
Teori 1988 yilinda Connor [3] tarafindan toplanabilme teorisiyle de iliskilendirilmis ve bu iki
kavram arasinda bazi 6nemli bagintilar verilmistir. Daha sonralar1 Cakall1 [4] tarafindan topolojik
gruplara ve Caserta [5] tarafindan fonksiyon uzaylarina uygulanmustir.

Fuzzy kiime kavraminin temeli Zadeh [6] ’in 1960 larda yaptig1 ¢aligmalara dayanmaktadir.
Klasik kiimeler gercek diinyadaki matematiksel metotlara tam olarak yetmemesi bu kavramin
ortaya ¢ikmasinda etkili olmustur. Klasik kiimelere bir elemanin kiimeye ait olup olmamasi
gibi sadece iki segenek varken fuzzy kiimelerde bu durum [0,1] araligina genisletilerek sadece
iki degerden olusan sistem sonsuz degerli bir sisteme doniismiis ve klasik kiimelerde bazi
durumlarda olusabilecek belirsizlik yeni sistemle formiillestirilmistir. Klasik kiimelerde
herhangi bir eleman kiimeye ya liyedir yada degildir, fakat fuzzy kiimelerde hassasiyet
artirildigindan dolay1 elemanin kiimeye iiyeliginin derecesinden bahsedilmekte olup klasik
kiimelere nazaran daha uygun ve gercekei bir yaklasim metodudur. Bu sebeple Zadeh [6] ’in
1965 de yaptig1 ¢alismadan itibaren gerek miihendislik alanlarinda gerekse matematigin tiim
dallarinda en ¢ok calisilan konulardan biri olmustur. 1986 yilinda Matloka [7] fuzzy say1
dizilerini ve bu dizilerin yakinsakligini tanimlarken 1989 de Nanda [8] bu dizilerin
sinirliligindan da bahsetmis ve yakinsaklikla aralarinda bazi bagmtilar vermistir. Nuray ve
Savas [9] istatistiksel yakinsaklik tanimini fuzzy say1 dizilerine uygulayarak bu alanda ¢alisan
matematikgiler icin ¢ok dnemli bir adim atmistir. Daha sonra fuzzy say1 dizilerinin toplanabilme
ile iligkisi Kwon [10] tarafindan g¢alisildi. Fuzzy say1 dizilerine Colak vd. [11], Altinok vd. [12],
Altinok [13], Aytar [14] ve Et vd. [15] gibi bir ¢ok matematik¢i tarafindan ¢aligilmistir.

1981 yilinda Kizmaz [16] reel say1 dizileri i¢in fark dizisini tanimlamis ve bazi fark dizi uzaylarini
tanimlayarak bu uzaylarm BK uzay1 olduklarmni gostermistir. Daha sonra Kizmaz [16] 1n
tanimladigi fark dizi uzaylar1 Et ve Colak [17] tarafindan m-yinci dereceden genellestirilerek yeni
genellestirilmis fark dizi uzaylari elde edilmis ve bunlar i¢in de benzer 6zellikler verilmistir.
Lacunary dizilerine literatiirde ilk defa Freedman v.d. [ 18] nin makalesinde rastlanmaktadir. Daha
sonradan Fridy ve Orhan [19] tarafindan lacunary istatistiksel yakinsaklik tanimi verilmistir. Bu
konu o zamandan beri pek ¢ok konuyla iligskilendirilmistir. 2009 yilina gelindiginde Gokhan v.d.
[20] fuzzy say1 dizilerinde yapilmis olan hemen hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen

hemen lacunary yakinsaklik tanimlarmi vermis ve bunlarin arasindaki kapsama bagintilarimi



incelemistir. Ayrica, Altinok ve Colak [21] tarafindan aymi kavramlar genellestirilmis fark
operatdrii kullanilarak daha genel sonuglar ve farkli bagintilar elde edilmistir. Bu ¢alismanin amaci
Gokhan v.d. [20] ile Altinok ve Colak [21] tarafindan fuzzy say1 dizilerinde yapilmis olan hemen
hemen lacunary istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakinsaklik kavramlarini bir araya

getirerek bu kavramlarin aralarindaki 6nemli iligkilere yer vermektir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde tezin ana bdliimlerinde kullanilacak konulardan olan istatistiksel yakinsaklik ve

fuzzy say1 dizileriyle ilgili temel tanimlar yer almaktadir.

Tamm 2.1. SCN olmak lizere bir S kiimesinin dogal (asimptotik ) yogunlugu

5(8)= 1imi|{k <n: keS|

n—o pn
seklinde tanimlanir. Yukarida verilen limitteki |{k <n:ke S}| ifadesi S kiimesinin » den

biiyiik olmayan elemanlarinin sayisini gostermektedir. [22].

Ornek 2.2. A={246,..,2n,..} seklinde tamml bir A kiimesinin dogal yogunlugu
8(A) = 1/2 dir. Clinkii dogal sayilar kiimesi olan N nin eleman sayisinin n oldugu kabul edilirse

bu durumda ¢ift sayilarin (ve tek sayilarin) toplam sayisi n/2 olacagindan dogal yogunluk

oon/2 1
lim —=—
noco no 2

bi¢iminde basit bir limit iglemiyle %2 olarak bulunabilir.

Tamm 2.3. A kiimesi sifir yogunluklu herhangi bir kiime olsun. Eger kompleks terimli bir
XxX= (xk) dizisinin terimleri herhangi bir S 6zeligini A kiimesinin haricinde tim & indisleri igin
sagliyorsa, verilen (xk) kompleks terimli dizisi hemen hemen her k i¢in S 6zeligini sagliyor denir

ve bu durum kisaca A.h.k bigiminde yazilir [19].
Istatistiksel yakinsaklik kavramimin temeli dogal yogunluk kavramma dayali oldugundan

tanim su sekildedir.

Tamm 2.4. Terimleri kompleks sayilardan olusan bir x = (xk) dizisini gdz Oniine alalim.

Eger her £>0 ve hhk igin |xk —}/| <& esitsizligi saglanacak bigimde bir ¥ sayis1 varsa

veya ayni sey demek olan

liml{kﬁn : |xk—;/|28}‘:0

n—0 n

limiti mevcutsa veya bu durumda Xx = (xk) dizisi ¥ sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu

yakinsama cesidi kisaca st-limx=y seklinde gosterilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay:

genellikle S ile gosterilir.



Teorem 2.5. Eger x = (xk) dizisi yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir. Yani limx, =y

ise st—limx, =y dir [23].
Yukaridaki teoremin tersi, yani “istatistiksel yakinsak bir dizinin klasik anlamda yakinsak olacag1”
ifadesine her zaman dogru diyemeyiz. Gergekten X = (xk) dizisi asagidaki gibi tanmimlansin.

I, k=m*ise (m=12,..)

xk = 2 .

0, k=m" ise

Her £ >0 igin

‘{kSn : |xk|23}‘£\/z

oldugundan gerekli limit islemi yapildiginda esitsizligin solunda verilen kiimenin dogal

yogunlugunun sifir oldugu goriilecektir. Buradan verilen dizinin sifira istatistiksel yakinsak yani
st—limx=0  oldugu anlagilir. Diger yandan Xx= (xk) dizisinin yakinsak oldugunu

sOyleyemeyiz. Ciinkil dizinin yakinsayabilecegi herhangi bir say1 yoktur. Eger oyle bir s sayisi

olsaydi s nin &€ komsulugunun disinda mutlaka diziye ait sonlu tane terim bulunmasi gerekirdi.
Bununla birlikte yukarda tanimlanan x=(x, ) dizisi istatistiksel yakinsak bir dizi oldugu halde

siirli da degildir.

Diger taraftan, x = (—1,1,—1,1,—1,1...) dizisi simirli bir dizi olmasmna ragmen istatistiksel
yakinsak bir dizi degildir. Ciinkii istatistiksel yakinsakligin tanim1 geregi bir saymin istatistiksel
limit olabilmesi igin tanimdaki limit hesaplamalar1 yapildiginda dogal yogunlugun sifir olmasi
gerekir. Halbuki burada dizinin terimleri gz 6niine alindiginda ne 1 ne de -1 sayisinin istatistiksel
limit olamayacagi agiktir. Bu sayilarin disinda bir saymin da istatistiksel limit olamayacagi kolayca

goriilebilir. Bu 6rnekten yola ¢ikarak smirl diziler uzayr ¢ ile istatistiksel yakinsak dizilerin

uzayi olan S birbirlerini kapsamazlar, fakat bu iki dizi uzaymin arakesiti bos degildir.

Teorem 2.6. Eger bir X = (xk) dizisi istatistiksel yakinsak ise limiti sadece bir tanedir

Teorem 2.7. st—limx=y,st—limy=y, ve ¢ birreel say1 olsun. Bu taktirde
i) st—limex, =cy,
ii)y st—lim(x, +y, )=y +7, dir[23].

Yukarida verilen teoremin bir sonucu olarak istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 olan S nin bir



vektor uzay oldugu anlagilir.

Tamm 2.8. Kompleks terimli bir x = (xk) dizisini verilsin ve &€ > 0 sayisini alalim. Eger

h.h.k. i¢in ‘xk - X ‘ <& olacak sekilde ¢ sayisina bagl bir k, € N sayisi bulunabiliyorsa yani;

liml{kﬁn : ‘xk—xko‘Ze}‘zo

n—o0 n

limiti mevcutsa X = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [23].

Tamm 2.9. p € R* olsun. Eger,
. 1
lim =3l —yIP =0
saglanacak bigimde bir y sayis1 varsa , o zaman x = (Xx;) dizisi kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
denir.

Bu sekildeki dizilerden olusan uzay kisaca Wy ile gosterilecektir. Yani,
W, = {x = (xy): Tlli_rgizzl:llxk —vy|P =0,enazbiry icin}

dir [3].

Teorem 2.10. Kompleks terimli bir x = (x, ) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir ancak ve

ancak x = (x,) istatistiksel yakinsaktir [23].

Tamm 2.11. Pozitif tamsayilar kiimesi olan Z" kiimesinde bir 6 =(k,) artan dizisini goz
onitine alalm. &, =0 sart1 saglanacak sekilde eger r—oco igin limit alindiginda 7, =k, —k, _, —o
oluyorsa 6@ =(k.) dizisine lacunary dizisi denir. @ =(k.) dizisinin se¢imine gore olusan araliklar

I, =(k,_,,k, ] bigiminde gosterilecektir [18].

Tamm 2.12. Herhangi bir 8 =(k,) lacunary dizisi i¢in
. 1
lim —Z|xk —L| =0
F—m hr oy

limiti saglanacak bigimde bir L sayist mevcutsa (x, ) dizisi L sayisia kuvvetli lacunary yakinsaktir

denir. N, ile tiim kuvvetli lacunary yakinsak dizilerin kiimesi gosterilecektir [18].



Tamm 2.13. Herhangi bir 8 =(k,) lacunary dizisi verilsin. Eger her £>0 igin

lim— {kel :|x - 1]=&]=0

r—w f

limiti saglanirsa (x, ) dizisi L sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir [19].

Tamm 2.14. Kompleks terimli bir (x, ) dizisi verilsin ve A fark operatorii Ax =x, —x;_,

seklinde tanimlanmak iizere
[, (A) ={(xk):Axelw}
c(A) = {(xk) 1 Ax ec}
dizi uzaylari ||x||] = |x] | + ||Ax||oo normu ile birer BK uzayidir. [16] meNve A"x=A""x, —A" 'x,_,

olmak tizere [, (Am) ve c(A'") uzaylar1 birer BK uzayidirlar. [17]

Tamm 2.15. i) M(0)=0, ii) Her x>0 i¢in M(x)>0, iii) x—o0 i¢in M(x)—o0, iv) M siirekli,
azalmayan ve konveks, sartlarmi saglayan M:[0,00)—[0,00) fonksiyonuna bir Orlicz fonksiyonu

denir [24]
Asagida Zadeh [1] tarafindan tanimlanan bazi tanimlar1 verelim.

Tamm 2.16. Herhangi bir X kiimesi ve bu kiimenin bir A alt kiimesi verilsin. Bu taktirde

1, xeAise

AERN

seklinde tanimlanan f, : X — R fonksiyonuna A kiimesinin karakteristik fonksiyonu denir.

x ¢ Aise

Buna gére X inbir A alt kiimesini karakteristik fonksiyon yardimiyla
A:{xeX : fA(x)zl}
seklinde tanimlayabiliriz.

Bu tanmima gore herhangi bir x € X elemam verildiginde x € A olup olmadig1 karakteristik

fonksiyonu yardimiyla kolaylikla anlasilabilmektedir.

Tamm 2.17. ¥ herhangi bir kiime olarak verilsin. ¥ kiimesindeki bir A kiimesinin bir

fuzzy kiime olabilmesi i¢in, X, : ¥ —)[0,1] seklinde bir karakteristik fonksiyonun mevcut
olmasi gerekir. Bu fonksiyon, x ler A kiimesinin elemani oldugunda X, (x) 6(0,1], ve A

kiimesinin elemani olmadiginda X (x)=0 biciminde tanimlanir. Eger bir karakteristik



fonksiyon burada oldugu gibi tammlanmigsa bu fonksiyona iiyelik fonksiyonu denilir.

Bir A fuzzy kiimesi yukarida verilen X, iiyelik fonksiyonunun tanimindan faydalanilarak
A={xex : XA(x)e(O,l]}

seklinde de tanimlanabilir.

Simdi de fuzzy sayimnin taniminda kullanilacak olan bazi tanimlar1 vermeye baglayalim.

Tamm 2.18. Eger X (xo) =1 olacak sekilde bir X, € y sayisl varsa A fuzzy kiimesine

normal fuzzy kiime denir.

Tamm 2.19. 4 bir fuzzy kiime olsun ve & € (O,l] verilsin. A fuzzy kiimesinin o —
kesimi A” ile gosterilir ve
A° :{xe;( ; XA(x)Za}

seklinde tanimlamir. Ozel olarak 0-kesim kiimesi ¢/ {x eR: X, (x) > O} seklinde tanimlanir.

Tamm 2.20. Bir A fuzzy kiimesi verilsin.
supp(4) ={x ex: X, (x)> O}
seklinde tanimlanan kiimeye A fuzzy kiimesinin support’u yada destegi denir. Bu kiime iiyelik

derecesi sifir olmayan biitiin noktalardan olusan bir kiimedir.

Tamm 2.21. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her ¢ € (0,1] igin A% kiimesi konveks

ise A fuzzy kiimesi konvekstir.

Simdi de bu tanima denk olan farkli bir konvekslik tanimini verelim.

Tamm 2.22. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her A E[O,l] veher x,x, € y i¢in
X, (Ax,+(1-2)x,) 2min{ X, (x), X, (x,)}

esitsizligi saglaniyorsa A ya konveks fuzzy kiimedir denir.

Tamm 2.23. ([7]) Egerbir X : R— [0, 1] fonksiyonu asagida verilen dort sart1 saglarsa
bir X fonksiyonuna bir fuzzy sayi denir.
i) X normaldir,

ii) X fuzzy konvekstir,



i) X° ={x €ER : X(x) > O} kiimesinin kapanis1 olan cl{x eR: X, (x) >O} kiimesi
kompakttir,

iv) X dst-yari-siireklidir.

Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesi kisaca L(R) semboliiyle gosterilecektir.

Tamm 2.24. ([8]) L(R) kiimesi iizerinde bir A fuzzy kiimesini goz Oniine alalim. Eger

A fuzzy kiimesindeki her X fuzzy sayisi i¢in X < s siralama bagintis1 saglanacak bi¢imde bir s
fuzzy sayis1 mevcut ise 4 fuzzy kiimesine iistten sinirli bir kiime denir. Buradaki s fuzzy sayisina
A fuzzy kiimesinin bir iist sinr1 denir. Eger A kiimesinin her t iist siur1igin s < tise s fuzzy

sayisina A kiimesinin en kiigiik iist sinir1 (supremumu) denir. A fuzzy kiimesinin alttan sinirlililig

ve infimum tanimlar1 da yukarida verilen tistten smirlilik tanimina benzer bi¢imde yapilabilir.

Tamm 2.25. L(R") fuzzy sayilar kiimesinde verilen bir X = (X k) fuzzy sayisi dizisini
alalim. Eger X = (X k) fuzzy sayisi dizisinin tiim terimleri alttan ve iistten en az birer tane fuzzy
say1 tarafindan simrlandirilmis ise X = (X k) fuzzy say1 dizisine smirl1 bir dizi denir. Bu sekilde

verilen tiim X = (X k) dizilerinin kiimesi kisaca £, (F ) ile sembolize edilecektir.

X ve Y gibiiki fuzzy sayis1 arasindaki uzakligi hesaplamak i¢in
d:L(R)xL(R)>R
J(X,Y)zsup dH(X“,Y“)

0<e<l

metrigi kullanilacaktir. Burada dx Hausdorff metrigidir ve

X -1

d, (X°,7")= max(‘f‘ _y*

|

seklinde tamimlanir. L (R) uzay1 yukarida verilen d metrigine gore tamdir [25]. Bu metrik, R

iizerindeki mutlak deger metrigine indirgenir.

Tamm 2.26. Bir X =(X k) fuzzy say1 dizisi, dogal sayilar kiimesini fuzzy sayilar

kiimesine doniistiiren bir fonksiyondur. Buna gore bir X = (X k) fuzzy dizisinin her bir terimi

aslinda birer fuzzy sayidan bagka bir sey degildir [7].



Tamm 2.27. L(R™) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X, fuzzy sayisini goz oniine
alalim. ve & >0 sayst verilsin. X, m &- komsulugu d (X ,XO) <& esitsizligi saglanacak

bigimdeki X sayilarindan olusan bir kiimedir. Buna gore K (XO,S) kiimesi ile herhangi bir X

fuzzy sayisimin ¢ — komsulugundan bahsedilecektir [7].

Tamm 2.28. L(R™) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X =(X k) bir fuzzy sayi
dizisini goz oniine alalim. Her & >0 sayis1 igin ve k > ko dogal sayilar1 icin d (X k,XO) <&

esitsizligi saglanacak bigimde bir k, sayisi bulunabiliyorsa bu taktirde (X k) fuzzy dizisine

yakinsak bir dizi denir ve bu dizinin yakinsadig1 say1 yani limiti de X, fuzzy sayisidir denir [7].

Biitiin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini C(F ) ile gosterecegiz.

Ornek 2.29. X = (Xk) fuzzy say1 dizisi

k 2-2k 2k=2 1
Pl -+ <o xe[T,3] ise

k+2
— k 4k+2 4k+2 | 5
X (x)=q-5x+42 xe[3,42]se
0, diger durumlarda

biciminde tanimlanmus bir dizi olarak verilsin. X =(X k) dizisinin limitinin gerekli aritmetik

islemlerden sonra asagidaki gibi liggensel bir fuzzy say1 oldugu kolayca goriilebilir.

x-2, xe[2,3] ise
X,(x)=1{-x+4, xe[3,4] ise

0, diger durumlarda

Tamm 2.30. Her &£>0 igin N<k,k, saglandiginda d(X,,X,)<¢ esitsizligi

saglanacak bigimde bir k, € N sayisi bulunabiliyorsa X = (X k) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Yakinsak her fuzzy sayi1 dizisi tipki reel say1 dizilerinde oldugu gibi bir fuzzy Cauchy dizisidir [7].

Tamm 2.31. ([9]) L(R™) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X = (Xk) fuzzy sayi

dizisi verilsin. Eger her & > 0 sayisi i¢in



liml‘{kgn L d(X,, X)) 2e)|=0
mn

limiti saglanacak bi¢imde bir X, fuzzy saysi varsa X =(X k) fuzzy dizisi X, sayisina
istatistiksel ~yakinsaktir denir ve bu yakinsama kisaca S(F)-limX, =X, veya

X, > X, (S(F)) yazilir.
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3. HEMEN HEMEN LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolimde Gokhan vd. [20] tarafindan tanimlanmis olan S¥(M,p,0), w¥(M,p,0),

wg (M, p,8) ve wh(M,p,8) dizi simflari ve bazi kapsama bagntilar1 verilecektir.

Tamm 3.1. Herhangi bir 6 = (k,-) lacunary dizisi, bir M Orlicz fonksiyonu ve bir p =
(pi) > 0 dizisi verilsin. Eger her € > 0 i¢in

lim h;! |{k € L. [M (M)]pk > £}| = 0, m’ye gore diizgiin

r—oo P
limiti mevcutsa bir X = (X)) fuzzy say1 dizisi M orlicz fonksiyonuna gore X, fuzzy sayisina
hemen hemen lacunary istatiksel yakinsaktir denir.

Burada

Xm+Xm+1+ - +Xm+k
tiem () = =1 1me+l "dir.

k+1

Tiim hemen hemen lacunary istatistiksel yakinsak fuzzy dizilerinin kiimesi $¥ (M, p, 8) ile
gosterilecektir. Bu durumda  X; — Xo(ST(M,p,0)) yazlacaktir. 8 = (27) , M(x) = x ve her

k € N igin py=1 durumunda $¥ (M, p, 8) yerine sirasiyla $¥ (M, p) ve $¥ (6) yazilacaktir.

Tamm 3.2. 0 = (k,) bir lucanary dizisi, M bir Orlicz fonksiyonu ve bir p = (py) > 0

dizisi verilsin. Buna gore asagidaki dizi siniflarini tammlayalim:

d(trem (X), Xo)\17*
y X = (1) l‘m—Z[ ((km() 0))] o
w (M:pve): T'_>°° kEI p )
m'ye gore diizgiin bazi p > 0
d(te, (X),0
T M o MR
" kel
d(te, (X),0
WE(M,p,0) =X = (Xp): suph 2[ (M) <oo, ¢,
T kel,
Burada
=~ _ (1, t=(0,0,0,..,0)
O(t)‘{o, d,d
dir.

Eger X € w¥(M,p,0) ise M orlicz fonksiyonuna gére X dizisi kuvvetli hemen hemen

lacunary yakinsaktir denir. Bu durumda X, — X, (W? (M, p, 9)) yazilir.



M, 6 ve p'nin 6zel durumlarina gore yukaridaki dizi siniflarindan asagidaki dizi siniflarmi
elde ederiz.
(i) 8 = (27) durumunda w* (M, p,0) = WX (M,p), W (M,p,0) = Wi (M,p) ve WL (M,p,0) =
we, (M, p)
(ii) M (x) = x durumunda w* (M, p,0) = w* (p,0), Wi M,p,0) = Wi (p,0) ve WL (M,p,0) =
we, (p,6)
(iii) her k € N i¢in py = 1 durumunda w¥(M,p,8) = wF(M,0), Wi (M,p,0) = Wi (M,0) ve
we,(M,p,6) = W (p,0)
(iv) her k € N icin py =1 durumunda w*(M,p,0) = w¥(6), W (M,p,0) = wi(8) ve
W, (M, p,0) = Wwi(6)

Teorem 3.3. (py) dizisi smrli olsun. Bu takdirde wJ (M,p,0) c w*(M,p,8) c
WwE(M, p, 0)dir.
Ispat. Oncelikle kabul edelim ki X € w¥ (M, p, 0) olsun bu taktirde;

1 d(tem (X), 0)\ |7
h_Z[M< 2p )]

" kel,
D 1 d(tem (XD, Xo)\ |
stz ()

kel,

D 1 d(X,,0)\]"*
w1 ()

kel,

Pk = H
<23 (I oo (22|

" kel,

elde edilir. Burada supy py = H ve D = max(1,2771) dur.
Buna gore X € W (M, p, 0) oldugu goriilir.

wy (M, p,8) c w¥ (M, p, 0) kapsamasi asikardr.

Teorem 3.4. (p,,) dizisi smirl olsun. Bu durumda w¥ (M, p,8), w3 (M,p,8), wE(M,p,6)

ve $¥ (M, p, 6) dizi kuvvetleri toplama ve skaler ¢arpim islemleri altinda kapalidir.

Teorem 3.5. M; ve M, Orlicz fonksiyonu olsun Bu durumda
(1) 17‘7(5;(1\41! p! 9) n 17‘7(5)E(1WZ! p! 9) c 17‘7(5)E(1Wl + MZ: p: 9);
(i) W (My,p,0) NW" (My,p,0) © W (My + M, p,0),
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(iii) WL (M, p, 0) N WL (M,, p, 0) € WL (M, + My, p, 6).

Teorem 3.6. Her her k € N i¢in 0 < p;, < g, olsun ve (Zk) siirli olsun. Bu durumda
k

wr(M,q,0) c wF(M,p,0) dir.

Teorem 3.7. 6 = (k,) dizisi 1 < liminf,q, <limsup,q, < o  sartim1 saglayan bir
lacunary dizisi olsun. Bu durumda M herhangi bir Orlicz fonksiyonu olmak iizere w¥ (M, p) =
w¥ (M, p,0) dir.

Ispat. Farz edelim ki lim inf,.q, > 1 olsun. Buna gore her bir r > 1 dogal says1 igin g, =

k’:i 12 1 + ¢ esitsizligi saglanacak bicimde pozitif bir § sayis1 mevcuttur.
Bu takdirde x € w¥ (M, p) i¢in
Z [ (d(tkm(X) Xo))]
r h " kel P
Z [ (d(tkm(X) Xo))] 1 Z [ (d(tkm(X) Xo))]
h p h, =l p
z[@%m%w” *k ihwmmmﬁﬁ
= p
yazilabilir.

— ve——=<= olur
5 hr 5

kE [@%mmyww M[G%m&w*
p p

terimlerinin ikisi de m’ye gore diizgiin olarak sifira yakinsar ve bdylece r — oo iken m’ye gore

hy = ky — ky—y, oldugundan ﬁ <

diizgiin olarak A, — 0 olur. Buna gore w¥ (M, p) c w* (M, p,6) olur.
Simdide kabul edelim ki lim sup,.q, < oo olsun. Bu taktirde her bir r = 1 dogal sayis1 igin
g, < B saglanacak bigimde pozitif bir # sayisin varhgindan bahsedilebilir. X € w¥ (M, p, 6) ve

€ > 0 olsun. Her j = R i¢in

bt pheee

kel

esitsizligi saglanacak sekilde pozitif bir R sayis1 mevcuttur.

13



Buna ilaveten her j pozitif tamsayisi i¢in yukarida verilen esitsizlikten K < A; saglanacak bigimde
pozitif bir k dogal sayis1 vardir. Ayrica R<r ve k,_; < n < k, sartlar1 saglanacak bigimde bir n

bir tamsay1 mevcut olsun. Bu takdirde

1 2 [M (d(tkm(X),xo))]”k
n k=1 P

"Z[ (d(tkmoo xo))]
{ (At (0, xo>)]"k Z[ <d<tkm<x> xo))]”k+
P P

KEI,

e o

kel,

d(tgm (X).Xo)

Pk
. )] — 0 olur ve dolayisiyla

r—>o iken k,_; » o oldugundan % e [M(

wF(M,p,0) c wF(M,p) dir.

Teorem 3.8. Eger limp, > 0 ve M Orlicz fonksiyonuna gore X fuzzy say1 dizisi X,’a

kuvvetli hemen hemen lacunary yakinsak ise, Yani X, = X, ( wF (M, p, 9)) ise X, tektir.

Ispat. limp, =s > 0 olsun ve kabul edelim ki

X = Xy (W?(M, D, 9)), Xe = Xo (W?(M, D, 9)) olsun. Bu takdirde m’ye gore diizgiin

olarak
d (tem (X), Xo)
im i [<—)] —0
ve
d(tem (X)), X1)
N k) g

limitleri mevcut olacak sekilde p; ve p, sayilart mevcuttur.
p =max (2p4,2p,) olsun Bu taktirde sup,py, = H ve D = max(1,271) olmak iizere

(r > o0) iken

14



d(XO!Xl) Pk
w3 [ ()
D d(tm (XD, X)\|* d (i (X, XD\ ]7*
< 2 (T e (P o

kEI

elde edilir. Buna gore

o (522

kel,

olur. Ayrica acik bir sekilde

ip ()< [ (22
k p p

S
oldugundan son iki esitlikten [M (@)} = 0 elde edilir. Bylece Xo = X; olur.

Teorem 3.9. 6 = (k,) bir lacuary dizisi ve M bir orlicz fonksiyonu olsun Bu durumda

wE(M,0)=mL M) ve wE(6) = ¢ dur. Burada

e (M) = {X = (Xi):sup [M <w>

k,m

< oo, bazip > 0}

dir.

Ispat. X € wL (M, 0) olsun Bu taktirde her bir m, r igin

(e

kEI

1 d(tm (X),0)
h M( )]

esitsizlikleri saglanacak bigimde pozitif bir K; sabiti vardir ve bylece X € g, (M) bulunur.

d(tem(X).0)

Tersine, X € Mm% (M) olsun bu taktirde herbir k, m icin M ( .

) < Ky esitsizligi

saglanacak bigimde pozitif bir K, sabiti mevcuttur ve dolayisiyla her bir k ve m sayilari igin

15



1 d(tkm (X): (_)) KZ
EE”«#)SEE 1<K,

kel, kel,
olur. Buna gére X € W& (M, 6) olur. Digerleride benzer sekilde yapilabilir.

Teorem 3.10. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun. Bu taktirde
(i) Egeer X > Xo (#7(8)) = X;c - X, (37(6)) ve
(i) X €¢L ve X, — X, (5‘?(9)) ise X, - X, (W?(G)) dur.

Ispat1 asikardir.

Teorem 3.11. 0 = (k,) dizisi 1 < liminf,q, < limsup,q, < oo sarti saglayan bir
lacunary dizisi olsun Bu taktirde
$* =87(6) dur.
Ispat. Eger liminf,.q, > 1 ise ¢ok biiyiik pozitif r sayilar1 icin g, > 1+ 8 esitsizligi
saglanacak bigimde pozitif § sayis1 mevcuttur. h, teriminin tanimindan

ke _1+38

— lur.
n= o olur

esitsizligi yazilabilir. Simdi de X € §¥ oldugunu kabul edelim. Bu kabuliimiize gore her &£ > 0

sayisi, her m ve ¢ok bliylik pozitif r sayilari igin

kN {k < ki d(tem (X), Xo) = e}l = ki t|{k € I: d(tem (X), Xo) = €}l

6 1
> — : >
> g i |k € e A (%), X0) = )

yazilabilir. Boylece X € $¥(0) olur.

Kabul edelim ki limsup,q,, < o olsun. limsup tanimina gore her r i¢cin [>q, esitsizligi
saglanacak bi¢imde pozitif bir # sayisinin varhgindan bahsedilebilir. X € $¥(6) olsun ve m nin
m > 1 seklindeki her bir degeri i¢in

Nym = |{k € [: d(tkm(X)'XO) 2 g}l

kiimesini alalim. Buna gore her r > 1 ve herbir m > 1 i¢in

Nem

h,

< & olacak sekilde bir ry € N vardir.
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K = max{N;,,: 1 <r <1y} olsun ve k,_; <n <k, esitsizligi saglanacak bigimde pozitif bir n

tamsayisini segmis olalim. Bu taktirde gerekli cebirsel islemlerden sonra

1 1
” [{k < n:d(tiem (X), Xo) Z €}l < X

r-1

[{k < ki d(trm (XD, Xo) = €}l

1
k-1

{Nim + Nam + Nap + =+ Ny + Ng, ym + ++ + Ny }

< 1o+ &P

k-1

ifadeleri yazilabilir ki boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.12. 0 = (k,.) bir lacunary dizisi, M bir orlicz fonksiyonu ve
0 < h = infypy < P < supxpx = H olsun. Bu taktirde w¥ (M, P, 8) c §¥(8) du.

Ispat. Ispat asagidaki esitsizlikten ¢ikar

1 d(tem GO, XONPX 1 d(tem 0, Xo)\I7*
h_Z[M< p )] = hy Z [M< p )]

" kel, kel
d(tgm(X).Xo)ze
1 . h H €
>— Z min([M(e)]", [M(e)]?) & =—
hy kel, P
d(tgm(X).Xo)ze

= 1k € 1At (00, X0) = €)1 - min([M (), [MCe)]Y)

Teorem 3.13. 6 = (k,) bir lacunary dizisi, M bir orlicz fonksiyonu,
X = (X;) sinurh bir fuzzy say1 dizisi ve 0 < h = infypy < pi < supypr = H < o olsun.

Bu taktirde S (0) c w¥(M, P, 0) dir.
Ispat. X € % oldugunu farz edelim ve X; — X, (5‘? (9)) olsun. Kabuliimiize gore X

dizisinin £, nin elemani olmasi sebebiyle her k, m i¢in d(t;, (X),Xo) < T esitsizligi saglanacak

bicimde bir T>0 sayis1 mevcuttur. Buna gore € > 0 sayis1 i¢in
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. d(tgm (XD, X\ "
r 2[M< P )]

kel,
d(trem (X)), Xo)\IP* d(trm (X)), Xo)\IP*
— pot Z [M( (tkm (X) 0))] +hot Z [M( (tkm (X) 0))]
kel, p kel, P
d(tgm(X),Xo)z€ d(tgm(X),Xo)z€
1" \" £\ Pk
swit D maxfuE]L G pe > WG
kel p p kel P
d(trem(X).Xo)ze d(tgm(X),Xo)<e

< max{[M(K)]", [M(K)]"} h;!

&

| m

[{k € I: d(tm (X), Xo) = €} + max([M(g))]", [M(sl)]h),g =K,

elde edilir Boylece X € w” (M, p, 6)bulunur.
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4. Fuzzy FARK DiziLERi ICiN HEMEN HEMEN LACUNARY
ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu bolimde Altmok ve Colak [21] tarafindan tanimlanmis olan Sy(A™,F,M,p),
w(A™, F,M,p,0), wo(A™, F,M,p,0) ve Wy(A™, F,M,p,0) dizi siiflar1 ve bazi kapsama

baglantilar1 verilecektir.

Tamm 4.1. X = (X},) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Bu taktirde {A™X},: k € N} genellestirilmis
fark dizisi smirl bir diziyse X = (Xj) dizisine A™- sinirl bir dizidir denir.

Eger € > 0 ve her k > kg dogal sayilari icin d(A™ X}, X,) > € esitsizligi saglanacak bicimde
€ ye bagl pozitif bir k, tamsayis1 varsa (X) fuzzy say1 dizisi X, fuzzy sayisina A™- yakinsaktir
denir.f, (A™,F) ve c(A™,F) sirasiyla tim A™- sinirli ve A™- yakinsak fuzzy sayi dizilerinin

smifin1 gdsterecektir.

Tamm 4.2. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi, M bir Orlicz fonksiyonu ve (pj)>0 bir reel dizi

olarak verilsin. X = (X},) bir fuzzy say1 dizisi olmak iizere € > 0 i¢in

lim h;1

T—>00

p

{k € I, [M (w)]pk > s}‘ = 0,i"ye gore diizgiin

limiti mevcutsa X = (X)) fuzzy say1 dizisi'ne X, fuzyy sayisma hemen hemen lacunary
Ay —istatistiksel yakinsaktir denir.

Biitiin hemen hemen lacunary AM(p) —istatistiksel yakinsak fuzzy say1 dizilerin kiimesi
Sg(A™,F, M, p) ile gosterilecektir. Bu durumda X, — X, (5‘9 (A™,F, M,p)) yazilir.6 = (27) ve

M(x) = x her k € N igin p = py durumunda Sp(A™, F, M, p) yerine Sy (A™, F) yazilacaktr.

Tamm 4.3. M bir orlicz fonksiyonu ve (p,)>0 herhangi bir reel dizi olarak verilsin. Bu
durumda asagidaki dizi siniflarini tanimliyoruz:
d(A™ X, ., X
R X =X € wF): hm—Z[ A& Xicri» Xo) ] =0,
W(AmlFlMlpl 9) = 1"—)00 kEI ]
bazip > 0 icini'yegore duzgun

X = (X)) € w(F): hm—Z[ (M)] =0,

kEL, ’
bazi p > 0 icini'yegore dlizgin

WO(AmlFlMlpl 9) =



Pk
<

)

1 d(A™Xy4:,0)
~ X = (X) € w(F):su —Z[M(—
Woo(Am:F:M;p;e): § r'iphrkel ,0

bazip > 0icin

Burada

b0 -[3=02%9)

dir. Eger X € w (A™, F, M, p, 6) ise X fuzzy say1 dizisi, M orlicz fonksiyonuna gore kuvvetli hemen
hemen lacunary A,y —Cesaro yakinsaktir. Bu durumda X; > X, (w(A™, F,M,p, 8)) yazilir.

Yukaridaki dizi kiimelerinden M, 6, p ve m'nin 6zel durumlarina gore asagidaki dizi kiimeleri

elde edilir.

(1) 6 = (2") durumunda , w(A™, F, M, p, 8)= w(A™,F, M, p),
WO(AmlFlMlpl 9) = WO(AmlFlMlp) ve Woo(AmlFlMlpl 9) = WOO(AmIFlMlp)

(i) M(x) = x durumunda , , w(A™, F,M,p,0) = w(A™F,p,0),
WO(AmlFlMl p; 9) - WO(AmlFlpl 9) ve Woo(AmlFlMlpl 0) — WCX)(AmlFlpl 9)!

(iii) Her k € N igin p, = p durumunda , , w(A™,F,M,p,0)=w(A™,F,M,8),
WO(AmlFlMlpl 9) = WO(AmlFlMl 0) ve WOO(AmJFlMlpJ 9) = WOO(AmlFlMl 9)9

(iv)  M(x) = x ve py = p durumunda , w(A™, F,M,p,0)=w(A™F,0),
WO(AmlFlMlpl 9) = WO(AmlFl 9) ve Woo(AmlFlMlpl 9) = 1/"'7OO(AW1!F‘J 9)

Teorem 4.4. W(A™,F,M,p,0), Wy (A™, F,M,p,8), w(A™ F,M,p,8) ve Sg(A™, F,M,p)
dizi kiimeleri toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri altinda kapalidir.
Ispat. Ispat1 sadece W(A™, F, M, p, 6) igin yapacagiz. Digerleri benzer sekilde yapilir.
a€[0,1],ceR, Xew(A™F,M,p,0) olsun ve p=|c|l.p; segelim. Bu kabul ve

secimlerimize gore

1 d(cA™ Xy, X\ 1 |cld(A™ X1, Xo) ||
2 () R L e ()

" kel, kel,

m . Pk
LY (A )
h; P1

kel,
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yakinsamasi elde edilir. Buradaki yakinsama i’ye gore diizgiindiir. Béylece cX € w(A™, F, M, p, 0)
dir.
Simdi X,Y € w(A™,F,M,p,0) olsun ve p = 2p; alalim M azalmayan, konveks ve A™ lineer

oldugundan

1 d( A™ Kiai + Yierss Xo + Y))\ |
fZW( H

" kel, P
1 1 d(A™ X, X))  d(A™Y,. ., Yo)\]|P¥
< h—ZZW[M< ( k+i 0)+ ( k+i 0))]
rkEIr P1 P1
3 hB Z [M <d(Aka+i,X0))]pk . hB 2 [M <d(AmYk+i,Yo))rk
rkEIr P1 T kel, P1
elde edilir.

Burada 0 < py, < supypx = H ve D = max(1, 2H71) dir. Béylece X + Y € w(A™, F,p, 0) du.

Bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.5. wW(A™, F,p,0), Wo(A™ F,p,0) ve We(A™ F,p,0) uzaylar

1

m K
Sr(X,)Y) = Z d(Xy,Yy) + sup (hr_l 2 [d(AkaH:AmYkH)]pk)
i

k=1 kelr

metrigiyle tam metrik uzaydir. Burada K = max(1, supypy) dir.
Ispat. Sadece W, (A™, F,p, 0) icin ispat yapacaz.Digerleri benzerdir.
(X%) dizisi W, (A™, F, p, 6)’da bir Cauchy dizisi olsun. Burada herbir s € N i¢gin
X5 =X7); = (X{,X3,...) € We,(A™, F,p, 0) olur. Bu taktirde

1
m K
82 (X5, Xt) = § d(X§, XE) + sup (hr-l § [d(AmXé+i.Amxﬁ+i)]”") >0
i

k=1 kelr

olur. Bu nedenle herbir i € N i¢in s,t — oo iken

m
Z (X5, XL) - 0 ve hr? Z [d(amxg,, amxE, )P = 0

k=1 kelr
olur. Béylece herbir sabit j € N igin 21t d(X3, XE) - 0 ve d(AmX-S,AmX]-t) - 0 olur.
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d( ]+m'th+m) < d(AmX'S'Aijt) + (T(;l)d(XjS'X't) +t ( )d( j+m—1» ]+m 1)

esitsizliginden herbir j € N i¢in s,t — oo iken d(X]-S,X -t) — 0 elde edilir. Bu nedenle

(x 7 )S = (X; ]1, X ]2, . ), LCR™) de bir Cauchy dizisidir. L(R™) tam oldugundan yakinsaktir herbir

j €N igin ;
lim X = X;
Diyelim. (X*) dizisi Cauchy dizisi oldugundan herbir £ > 0 igin
Sp(X5, X)) < ¢ (her s, t = ny) icin

olacak sekilde ny = ny(e) vardir. Boylece herbir 7,i € N igin

m
Z d(X5,XE) <& ve hr? Z [d(A™XS, ,, AmXE, [Pk < &K,
k=1

kelr

s, t = ng elde edilir. Buradan da her r € N ve s = ny i¢in

m m
1i§nz dXg, XE) = Z dXg X)) < ¢
i=1 i=1
ve
lign hr? 2 [d(AmXi:H'AmXIgH)]pk =hr=t Z [dCA™ X i) A Xy )IPe < X

kelr kelr

bulunur. Bu da her s = n, i¢in §,(X*,X) < 2¢ olmasmni yani s - oo iken X° — X olmasimi

gerektirir. D = max(1, 2771) olmak iizere

hr~ Z [d(A™X}44,0)]Pk < hr™? {Z [d(amx72,,0) + d(amx}e, Am X, )|

kelr kelr

D P D Pk
< @m0+ ) [ A )]
kelr

kelr

oldugundan X € w.,(A™, F,p, 0) elde edilir. Bu nedenle W, (A™, F, p, ) bir tam metrik uzayidir.
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Teorem 4.6. 0 < p, < gy olmak lizere (Z—k) dizisinin sinirl oldugunu kabul edelim. Buna
k

gore w(A™,M,q,F,0) € w(A™,M,p,F,0) dir.
Ispat. X = (Xy) € w(A™, M, q,F,0) olsun. Baz1 A’lar ve herbir ki¢in 0 <A1 < 1, <1

sartlar1 saglanacak sekilde

- [M <d(Aka+i:Xo))]pk
p

Pk
=)
k Ak

alalm. (uy) ve (vy) dizilerini asagidaki gibi tammlayalim:

veE

u_{tk, te =1 _{0, te =1
KT, te<l YO URT g, o<1

Aciktirki her k € N igin t;, = uy, + vy ve t,’}k = u,’}" + v,?k olur. Buradan u,’}" <u <ty ve v,?" <

v} olur.Bu nedenle

hr—1 Z t,’:" =hr-1 Z (uy + vp)

kelr kelr

< hT‘_l Zke]r tk + hr_l Zkelr 17%

yazilabilir.A < 1 oldugundan herbir r i¢in Holder esitsizliginden

hr1 Z v,?" < Z (hr~ v ) (hr—1)1—4

kelr kelr
1 A 1 1-1
<Y (wr-ro0) (¥ (aryesy)
kelr kelr
A
= (hr‘1 Z vk>
kelr

elde edilir. Buna gore

A
hr=1 Z tik <hr1 Z ty + (hr‘1 Z tk>

kelr kelr kelr
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olup boylece X € w(A™, F, M, q, 6) elde edilir.

Teorem 4.7. 6 = (k,) dizisi liminf,q, > 1 olacak sekilde bir lacunary dizisi olsun.
Herhangi bir M orlicz fonksiyonu i¢in w(A™, F,M,p) € w(A™, F,M,p,0) *dur.

Ispat. Kabul edelim ki liminf.q, > 1 olsun. Bu taktirde her r > 1 i¢in q, =

r—1

ker
>
- 1+

& olacak sekilde & > 0 mevcuttur. Buna gore X € w(A™, F, M, p) oldugundan

A =15y <d(Amxk+i.Xo))"”‘
h,
kelr
kr
1 A" X0, XO\ P 1 dam Xk+l,X0)
o N
- d(A™ X i, Xo)\ P
r -1 k+ir 20
(s (e
k=1
ey d(am Xkﬂ.Xo)
i3 (e )

yazilabilir. h, = k,- — k,_; oldugundan

m<ilvettt<y
elde edilir.
kr m Pk
k! 2 [M <d(A Xk+i'X0))]
k=1 p
ve

o g ()

terimlerinin her ikiside i ye gore diizgiin olarak sifira yakinsar. Boylece i’ye gore diizgiin

olarak A, — 0 olur.

Teorem 4.8. 0 = (k,) dizisi limsup,.q,, < o sartin1 saglayan bir lacunary dizisi olsun
herhangi bir M orlicz fonksiyonu i¢in w(A™, F, M, p,0) c w(A™,F,M,p) elde edilir.
Ispat. Farz edelim ki limsup,.q, < oo sart1 saglansm ve her r > 1 tamsayis1 i¢in q, < B

olacak sekilde X € wW(A™, M, p, F,0) ve € > 0 verilsin.Bu taktirde her j = R igin

24



Dk
<e¢

4 = hlz [M <d(AmX:+i:X0))

r
kEIj

olacak sekilde R > 0 mevcuttur.
Ayrica j nin her pozitif tamsayis1 de@eri i¢in k = A; esitsizligi saglanacak bigimde
pozitif k sayist bulunabilir. k,._; < n <k, ve r > R olacak sekilde n tamsayisini alalim. Bu

taktirde

1% dA(A™ X i Xo)\ ¥
S (et

Ky
1 Z [M <d(Aka+i,Xo))]pk
k=1 ker—1 k=1 p

1 A(A™X,s s, Xo)\ TP d(A™Xperi, X\ |
G sy

kel kE€l,
N 2 [M <d(Aka+i.Xo)>]pk
kel p
ky ky — ky kr — kr_1 ky — k1
=—M4 + Ayt ot ———— A+t —————A
ket dpog kpy T ey T
k k, — k
< <supA]-)—R + <suij>r—R
jz1 ky—q j=R ky_q
k
<K R + &B
k1

yazilabilir.n — oo i¢in k,_; — oo oldugundan

n
12 [M <d(Aka+i:X0))]pk o
n p
k=1

ve dolayisiyla X € w(A™, F, M, p) olur.
Teorem 4.7 ve Teorem 4.8 *den agagidaki sonug ¢ikar .
Teorem 4.9. 6 = (k,) dizisi 1 <liminf,q, < limsup,q, < o sartii saglayan bir

lacunary dizisi olsun. Herhangi bir M orlicz fonksiyonu i¢in w(A™, F,M,p,0) = w(A™,F,M,p)
dir.
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Teorem 4.10. liminfy,p; > 0 olsun. Eger X = (X;.) dizisi bir M Orlicz fonksiyonuna gore

X, fuzzy sayisina kuvvetli hemen hemen lacunary AE’;,) —Cesaro yakinsak ise X, tektir.
ispat. liminfi,p, = s > 0 olsun ve X, - Xo( W(A™, F, M, p,0)) ve
X - X, (W(A™, F, M, p,0)) oldugunu kabul edelim. Bu taktirde

d(A™ X, Xo)\]P<=°
lim A1 Z [M( ( k+i 0))]
r P1

kel,

veE

d(A™Xppi, XD\
lim h;t Z [M <w)] =0 , (i ye gore diizgiin)
" kel, P2

olacak sekilde p; ve p, sayilar1 vardir.

p = max(2py, 2p,) sayilar1 olsun.Bu taktirde sup,px = H ve D =max(1, 2#71) olmak iizere

Dk m . Dk
et Z [Md(X(;Xl)] y %Z [M <d(A );kﬂ,xo))]

kEIr ke]r
m . X Pk
+22|:M d(A Xk+ll 1) ] —)O(T—)OO)
oS P2

elde edilir. Boylece

d(X,, X,)]P*
lim hr—1 2 [MM] =0
r p

kel
olur ki bu da Xy, = X; demektir. Buna gore limit tektir.
Teorem 4.11. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi ve M bir orlicz fonksiyonu olsun. Bu taktirde

We (A™, F,0)=f,,(A™, F) olur.
Ispat. X € W, (A™, F, 0) olsun. Bu taktirde

1 _ 1 _
(A" Xy1,0)) < o= > [AB™ Xy, D] < Ky (Vi in)
1

" kel,

olacak sekilde K; > 0 sabiti vardir.Boylece X € €4, (A™, F) dir.Tersine X € £,,(A™, F) olsun.Bu
taktirde her j igin d(ATX]-, (_)) < K, olacak sekilde bir K, > 0 sabiti vardir ve boylece
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> A K D S22 D 1S Ky (WD

hr kel, " kel,
olur.Buna gore X € W, (A™, F, ) dir.

Teorem 4.12. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun.Bu taktirde
(1) X = (X)) dizisi X, a kuvvetli hemen hemen A™-lacunary yakinsak ise X,’a hemen
hemen lacunary A™-istatistiksel yakinsaktir.
(i) Bir X = (Xj) dizisi A™-sinirli ve X;’a hemen hemen lacunary A™-istatistiksel yakinsak

ise Xy a kuvvetli hemen hemen A™-lacunary yakinsaktir.

Ispat. (i) e > 0 ve X € W(A™, F, 6) olsun.Bu durumda herhangi p > 0 igin

PN IS ) N N COX0 P )
KEIL- kel
d(A™X e 41,X0)2€E

= gpl{k € IT': d(Aka+i,X0) = S}l,
yazilabilir. Boylece X € Sg(A™, F) elde edilir.

(il) X = (X)) dizisinin A™- siirli ve X, a hemen hemen lacunary A™-istatistiksel yakinsak
oldugunu kabul edelim.Bu taktirde d(A™X;,;,Xo) < K esitsizligi saglanacak bi¢imde bir K

pozitif sayis1 mevcuttur.e > 0 verilsin ve her i ve N, den biiyiik r dogal sayilar1 i¢in N, sayisini

&
< —
2KP

h;t

1
{k € L:d(A™ Xypi, Xo) = (g)p}

esitsizligini saglayacak bigimde segelim ve
1

e
kiimesini olusturalim Her i ve r > N, i¢in

hyt § [d(A™Xje1i, Xo)]P = hr™! § [d(A™Xye1i, Xo)]P + hr~t § [d(A™ X 1i, Xo)]P
kelr kelr kE€lr
K&E; KEE,;
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- 2KP 2h,. T

yazilabilir. Bu taktirde X, X,,'a kuvvetli hemen hemen A™- lacunary yakinsaktir.

Teorem 4.13. 6 = (k,) dizisi liminf,.q,, > 1 sart1 saglayan bir lacunary dizisi olsun. Bu
taktirde S(A™, F) c Sg(A™, F) dir.
Ispat. Eger lim,infg, > 1 ise yeterince biiyiik v sayilari i¢in 1+ & < q, esitsizligi

saglanacak bigimde pozitif bir § sayis1t mevcuttur. A, teriminin tanimindan dolay1 % < % elde

r

edilir. X € S(A™, F) olsun. Bu taktirde her i,her € > 0 ve yeterince biiyiik 7’ler igin

kU {k € L d(A™ Xy v i, Xo) = e}l = kU {k € L: d(A™ X,y 1, Xo) = €}
5 1
= m.h_rkrll{k € L1 d(A™ X1, Xo) = €}l

yazilabilir. Boylece X € Sg(A™, F) elde edilir.

Teorem 4.14. 0 = (k,.) dizisi limsupgq, < oo sart1 saglayan bir lacunary dizisi olsun .Bu
taktirde Sp (A™, F) < S$(A™, F) dir.
Ispat. Kabul edelim ki limsup,q, < oo olsun. Bu taktirde her r i¢in g, < f8 saglanacak

bigimde pozitif bir § sayisinin varhgmi soylenebilir. X € Sg(A™, F) olsun ve herbir i > 1 igin

% < ¢ olacak sekilde bir ry € N mevcuttur. K =max{N,;:1 <r <rp}olsunvek,_; <n <

r

k, olacak sekilde n secelim.Bu taktirde herbir i > 1 i¢in

L1l < n:d(0™Xyeh, Xo) = &}l < Ik < ki d(A™ Xy, Xo) 2 )]

1
ky—1

{Nyi + Nai + Nai = +Neoi + Nrosnyi + +Npi}

<

To + gﬁ
ky—1

elde edilir ki buda ispat1 tamamlar.

Teorem 4.15. 0 = (k,) dizisi 1 < liminf,.q, < sup,q, < o sartmi saglayan bir lacunary
dizisi olsun. Bu taktirde S(A™, F) = Sy (A™, F) dir.
Ispat. Teorem 4.13 ve Teorem 4.14’den ¢ikar.
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Teorem 4.16. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi olsun, M bir Orlicz fonksiyonu ve
0 < h=infp, < p; < suppy = H olsun. Bu taktirde W(A™,F,M,p,8) c Sg(A™, F) du.
K k

Ispat. Ispat asagidaki esitsizlikten cikar.

d(A™ X1, Xo) 1 A Xiri Xo)\ |
hZ[( p )] he 2 [M< p )]

kel, kel
A(A™X g4 Xo)zeE
1 [ (A Xt XD\ ]PF
+h_ M( ( k+i 0))
r kel, -
A(A™MX k41, X0)<€
1 [ (d(A™ X1, Xo)\]PX
Zh— M( ( k+i 0))
r kel,
A(A™X g4, Xo)2¢
1 y h H €
> Z min([M(eD]", [M(e)]?), &1 = =
hr kel p
A(A™X 41, Xo)2¢

= (k€ A Ko, %) 2 )] min(IM ()], M Ce)1)

Teorem 4.17. 6 = (k,.) bir lacunary dizisi, M bir Orlicz fonksiyonu X = (X},) dizisi A™-
smirli fuzzy say1 dizisi ve 0 < h=infp,, < pj, < suppx = H < oo olsun. Bu taktirde Sg(A™, F) c
K k

w(A™, F,M,p,0) dir.
Ispat. £,,(A™, F) dizi siifi iginde bir (X)) fuzzy say1 dizisini géz dniine alalim ve X, —

Xo (5‘9 (A™ F )) yakinsamasi ger¢eklessin. Bu taktirde d(A™X,X,) < T esitsizligi saglanacak

bicimde pozitif bir T sayisinin mevcut oldugu sdylenebilir. Simdi de € > 0 verilsin. Bu taktirde

. m . Pk
o 3 (D g [ ()
e
<2, G (]}
4 h?lzz [ (;)r"
<max{[M(K)]", [M(K)]"}h; [ {k € L2 d(A™ Xiri, Xo) 2 €}l
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+max{[M(eD)]", [M(eD)]™}, S =K =&

yazilabilir. Boylece X € w(A™,F, M, p, 6) elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda Gokhan v.d. [20] tarafindan calisilmis olan hemen hemen lacunary
istatistiksel ve kuvvetli hemen hemen lacunary yakinsaklik kavramlariyla Altinok ve Colak [21]
tarafindan yapilmis olan genellestirilmis fuzzy fark fuzzy say1 dizilerinde hemen hemen lacunary
yakinsaklik kavramiyla ilgili kapsama bagintilar1 verilmis ve aralarindaki iligkiler incelenmistir.
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