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ONSOZ

Bu tez ¢alismasi, Pamukkale Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisti Matematik Anabilim

Dal1 Yiiksek Lisans programinda yapilmistir.

Toplanabilme metotlar1 igerisinde Cesaro ve Riesz Toplanabilme Metotlarinin

Denkligi konusu iizerinde durulmustur.

Bu ¢alisma konusunu bana veren, ¢aligmalarim boyunca yakin ilgi ve yardimlarini
esirgemeyen hocam Prof.Dr.M.Ali SARIGOL’e ve Pamukkale Universitesi Fen-Edebiyat

Fakiiltesi Matematik boliimiindeki tiim dgretim elemam kardeglerime tesekkiir ederim.

Feridun MENGI
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OZET

Bu tez li¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boltimde, ikinci ve (gilincli boliimlerde kullanacagimiz temel tamim ve

teoremler ifade edildi.

Ikinci béliimde belli toplanabilme metodu ile tanimlanan bazi dizi uzaylarimn lineer

ve topolojik 6zellikleri verildi.

Ugtincii bsliimde lC,ll , Ve l]V »P,|, toplanabilme metotlarimin denk olmasi i¢in gerekli

ve yeter sartlar detayl1 olarak incelendi.

v



ABSTRACT

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, some definitions and theorems that will be used in the other
chapters are stated.

In the second chapter, properties of linear and topological of some sequence spaces

defined by certain summability methods are given.

In the third chapter, necessary and sufficient conditions for the summability methods

Cl , Ve |N ,D,|, are examined in detail.



BIRINCi BOLUM

Bu bsliimde bundan sonraki boliimlerde kullanacagimiz temel tanim ve
teoremleri verecegiz.

TANIM 1.1: X # & bir ciimle ve C'de kompleks sayilar cismini gostersin.
Eger;

+: XxX—>X

aCxX-o5X
fonksiyonlar1 asagidaki Ozellikleri sagliyorsa X ciimlesine C {izerinde

kompleks lineer uzay denir. V x,y,z € Xve VAvep €C;

Dx+y=y+x

2)x + (y+z) = (xty) +z

3) x +0 =0 + x = x olacak sekilde 8 €X vardur.
4) x + (-x) = 0 olacak sekilde -x € X vardir.

5) A (x+y) =Ax + Ay

6) (A + W)x = Ax +ux

7) M(px) = (Ap)x

8)l.x=x
TANIM 1.2 : Bir kompleks (veya reel) X lineer uzay: ile || . || X — R
fonksiyonu verilsin. Asagidaki sartlar saglamiyorsa ( X, || . || ) ikilisine bir

normlu lineer uzay denir.

Dx][=0<x=0

2N ax |l = - [l

Dlx+yli=lxl+yll



TANIM 1.3 : Normlu bir X lineer uzaymda her Cauchy dizisi yakinsaksa yani,
VneEN i¢in xp €X olmak lizere

|%p-Xm | —0 (0, m—>o)

oldugundan || x, - x || = 0 (n — o) olacak sekilde bir x €X varsa X uzayina
tamdir denir.

Tam normlanmig bir lineer uzaya da " Banach Uzay1" denir.
TANIM 1.4 : X, Y iki lineer uzay olsun. Biitiin A , p skalerleri ve V x; , x5 €
X olmak tizere
A (Ax) 1 xp) =A A (XD +HRA(X)

seklinde tanimlanan A : X — Y fonksiyonuna bir lineer doniistim denir.

TANIM 1.5 : X ve Y iki normlu uzay ve A : X — Y lineer doniisiimii verilmis
olsun. Eger Vx €X i¢in

A I<M. x|

olacak sekilde bir M sayisi varsa, A'ya sinirli Lineer dontigiim ad1 verilir. /2/

TANIM 1.6 : Bir X lineer uzay: {lizerinde bir p : X — R fonksiyonu

Dp@x)=[A| p(x)
DpEty)<pX) +p(¥)

sartlarin1 sagliyorsa p-ye bir yarinormu denir. /4/



TANIM 1.7 : X bir lineer uzay, || . || : X — R ve p > 0 verilmis olsun.
Asagidaki sartlar saglaniyorsa (X, ||.||, p ) Uglistine bir p-normlu uzay denir. /2/

Dx]|=0ex=0
2) | ax (=[P [l x]|
A x+yl[ <]+l

TANIM 1.8 : Bos olmayan bir X ctimlesi ve X'in alt cimlelerinin bir T siufi

verilmis olsun. Eger,
Ti:d€TveX ET
To: T'deki herhangi sayidaki ciimlelerin birlesimi T'dedir.
T3 : T'deki sonlu sayidaki ctimlelerin arakesitleri yine T'dedir.

sartlar1 saglaniyorsa T'ye bir topoloji ve ( X, T ) ¢iftine de bir topolojik uzay
denir. /4/

TANIM 1.9 : X bir topolojik uzay, S'de X'in bir alt uzay1 olsun. S, hi¢bir yerde
yogun olmayan ciimlelerin bir bilesimi olarak ifade edilebiliyorsa birinci
kategoridendir denir. /6/

Birinci kategoriden olmayan kiimeye de ikinci kategoridendir denir.

TANIM 1.10 : X bir topolojik uzay ve f : X—R fonksiyonu verilmis olsun.
Hert€R f-! (-o0,t) kiimesi yani {x| x€ X, f(x)<t}kiimesi X'de agik ise f'ye X

lizerinde {istten yar siireklilik denir.

VteR icin £-1( t, ), X 'de agik ise f “ye alttan yarisiireklidir denir. /4/



TEOREM 1.1 : X ikinci kategoriden p-normlu bir uzay olsun. Alttan
yarisiirekli g-yar1 normlarinin bir{q} ailesi F olsun. Ayrica bir xeX ve VqeF
icin

q(x) <M(x) <o
saglansin. Bu takdirde VxeX ve VqeF igin
q(x) < M Ix[[V/p

olacak sekilde bir M sayist mevcuttur. Burada M sayisi x ve q dan
bagimsizdir./4/

TANIM 1.11 : F reel veya kompleks sayilarin bir cismi ve v,n=0,1,2,...... icin
apy € F olmak iizere bir T= (a, ;) sonsuz matrisi ve (sp) dizisi verilmig olsun.
Bu takdirde n=0,1,2,..... i¢in

th=2 any Sy (1.1)

seklinde tanimlanan (t,) dizisine, (s,) dizisinin T doniigim dizisi denir. T"ye de
diziden-diziye bir doniislim adi verilir. Bu doniistimiin var olmast icin (1,1)

deki sonsuz serinin her n igin yakinsak olmasi gerekir. /6/

TANIM 1.12 : Bir T = (a,,), m,n = 0,1,2,....... matrisi verilmis olsun. Eger T
matrisi yakinsak her diziyi yakinsak diziye doniistiirliyor ve aym1 zamanda
limiti koruyorsa, T matrisi regiilerdir denir./5/



TANIM 1.13 : Kismi toplamlar dizisi (s,) olan bir >a,, serisi verilmis olsun.

Y., serisinin veya (s, ) dizisinin

1
——+—1, vsn
anv= "

0 .,v)nm

ile verilen T = (a,, ) matrisi yardimiyla elde edilen

(o) =(

dizisine (s,) dizisinin Cesaro Ortalamasi adi verilir ve kisaca (C,1) ile
gosterilir.
Cesaro ortalamasinin da regtiler oldugu bilinmektedir.

TANIM 1.14 : Hepsi birden sifir olmayan non-negatif reel sayilarin bir (p,)

dizisi verilmis olsun. p,> 0 igin

P,=pot+p1t.eee +py —> © (n—>x) Pi=p,=0
olmak tizere
1 n
t, = 2 Dy Sy P00 L (1.2)
P, v=0

seklinde tanimlanan (t,,) dizisine Riesz Ortalamasi ya da Riesz Doniigtimii denir
ve kisaca (N , pn)seklinde gosterilir. Bu ortalama da Vn i¢in p,= 1 alinarak

(C,1) ortalamaya gegilebilir. /6/



Bu doniigtime karsilik gelen matris elemanlar:

e

p
P—v ,Vv<n
a = < n
nv
0 ,v)n
seklinde oldugu agiktir.

TEOREM 1.2 : (]V , p,,) ortalamasinin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart

n—oo i¢in P,—o0 olmasidir. /1/

TANIM 1.15 : (o), (sy) dizisinin Ceséro ortalamasi olmak tizere k >1 i¢in
[eo]
> oklo, apql¥<0 L (1.3)

n=0

ise, X, serisine k-indisine gére mutlak (C,1) toplanabilir veya kisaca |C,1|j
toplanabilir denir. /3/

Ozel olarak k=1 almirsa |C, 1], metodu |C,1| metoduna indirgenir.

Diger taraftan (t,), (noy,) dizisinin (C,1) ortalamasim gostermek iizere
t'h= n( o, - &ty-1)oldugundan (1,3) sart

o |ty k
> —— <o
n=1 n

sartina doniigtir. /3/



TANIM 1.16 : P ve Q iki toplanabilme metodu olmak {izere eger P metodu
tarafindan toplanabilen her seri aym zamanda Q metodu tarafindan da
toplanabiliyorsa Q metodu P metodundan daha kuvvetlidir denir ve P=Q
seklinde ifade edilir. Ayrica her bir metot digerinden daha kuvvetli ise bu
takdirde P ve Q metotlarina denk metotlar denir ve P <> Q seklinde gosterilir.
16/

1 1
TANIM 1.17 (Holder Esitsizligi) : p>1,——+——=1,a, ay,.., a; > 0

p q
ve by,by,....by > 0 olsun.

Bu takdirde

1 n Up n lp
Sach < (Sat) (Sn)
k=1

k=1
dir. /4/

TANIM 1.18 (Minkowski Egitsizligi) : p » 1, ay, ay,..., a5 > 0 ve by,by,....by > 0
olsun. Bu takdirde '

dir./4/



IKINCi BOLUM

Bu bolimde toplanabilme metotlar1 yardimi ile tanimlanan bazi
uzaylarin lineer ve topolojik dzelliklerini inceleyecegiz.

Once Sarigél'e ait olan agagidaki lemmay: ifade ve ispat edelim.

LEMMA 2.1 : Kabul edelim ki k >0, p,>0 ve P, = pyt p+.....tpy—>0(n—>w0)
olsun. Bu takdirde her v > 1 igin sadece k'ya bagl fakat (p,) dizisinden

bagimsiz olan ve

e o]
s @1
Pv—l n=v PnPn—I Pn—l
esitsizligini saglayacak sekilde pozitif M ve N sabitleri vardir.
(1-x"%)

1-
g6z Oniine alalim. Bu fonsiyonun stirekli ve pozitif oldugu agiktir. Ayrica

ISPAT : f(x) = seklinde tanimlanan f: [0,1) - R fonksiyonunu

Lim f (x) = %

x—>1

dir. Dolayisiyla bu aralikta simrlidir. Yani Vex [0,1) igin
M<fx) <N (2.2)

olacak sekilde M ve N sabitleri vardir. Simdi (2.2) de

B ) Pn )
—|In=l| _|q_Z£n :
x—( P, j —(l Pn) koyalim. Bu takdirde

x'* = (l - p—") olacagindan
B,



_ P B
Pn(Pnk - Pnk~1)

olur. Boylece (2.2) den dolay:

Pn Pnk
M <
By (B - BE)
ve
1 1
- 20
P B}
esitsizligi nedeniyle
k
by l)n })nk - R,k_l

1 1
VENEL DY
BL RS T R(EI-RL)BLEL

(Pn “-Pn= Pn-l)

1 1
<N.|———-—5
(R,"_, P,,"j
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yani

M(+_ijs Pnk.SN.(a lkj
Pn—l P, P'P—] Pn—l F

n n n n

elde edilir. Buradan da

P» S 1
MZ_—F Z"‘P_}TSN-Z(PT_FJ

- n=v + np* p-1 n=y

cikar. Boylece

3NN R
BE R TR

n=y

esitligi g6zoniine alinarak, son esitsizlikte m — o i¢in limite gegilirse, v=1,2,...i¢in

k —ZPPIC _Pl

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

TANIM 2.1: k >1 olmak {iizere sirasiyla |C,1 ve I]V , pnl P toplanabilen
serilerin kiimesini |Cy i VC’N pik ile gosterelim.
Buna gore,

i

Ve

]17 p’ ;{x = (x;): 2.x; serisi |V, p,|, toplanabilirdir. }
i

oldugu agiktir.
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LEMMA 2.2: k > 1 olsun. Bu takdirde |Cy[y ve N p‘k sirastyla

£ VE
2.0, } 2.3)

Il = {Ixol" +Zn

n(n+1) )
o (p )\ © Vk
i e SO B

normlarina gére normlu lineer uzaylardir.

ISPAT : Bu uzaylarin dizilerin bilinen toplama ve skalarla ¢arpma islemlerine
gore lineer uzay olduklar agiktir. Simdi.

I I :ICik >R k=1)
fonksiyonunun bir norm fonksiyonu oldugunu gosterelim.

x€|Cylx ve AeR olmak lizere
(1) x=0< x| =0

. W Vk
@{lxolk+2nk_l ( A Zz X; } =0

n=1

k S 1 P
<:>[x0| =0 ve an Im;z.xik =0

n=1
n
©x,=0 ve V, igin X i.x;=0 dir. Dolayisiyla
n=1
n=1= 1.x1=0 = x1=0
n=2 = 1.X1+X2=0 = X2=0

.......................................................

bulunur. Béylece x=0< |[x|; =0 oldugu goriliir.
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L S

n.(n+l) o

k }l/k

(i) 1A x| = {lzxol" +yn*

n=1

n

PRE

n(n+l) =)

X }1/1«

n=1

{Izl Jeof + 1A 3o

zlx

=w%x+iﬂ'

n=1

n(n+1)

= ] Dxdh

(iii) Minkowski esitsizligini g6zontine alarak

k—

7
Ix +x|l; = |x0+yolk+zn i D) 2 Zz (x; +
= =)
k n k
=0+ 30l +Z " (n+1)Zl Tnin

i)

k-1

2 Vk

£ Vk

+1)Z i

© Vk
={(ao +bo)* + D (a, +bn)"}
n=1

) ) nT n ; k
5‘(lxo|+|yo|) +§ n(n+1)21: i n.(n+1)z i
— M — " by ~
L a By é ke

A

V"

1k
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IA
ngk
:Q:v

N—~
S
+
N
ngk
SN
~— S
S

k1 p) Vk £ 1) Vk
PR nk 2 P nt Z,
= Y ——Di.x + + ) =< »
|x0| ,,Z; n.(n+1) ;l * |y°| S |n.(n+1) ;l Y
=lIxl+lylh
elde edilir. Su halde || . || fonksiyonu | C; | lineer uzay: tizerinde bir normdur.

Yukaridaki yontem izlenerek || x |}»’nin }N P’k lineer uzay: iizerinde bir norm

oldugu kolayca gosterilebilir.

LEMMA 2.3 : |Cy | » I]Vp(kuzaylan k>1 olmak iizere sirastyla || {|; ve || |b

normlarma goére tamdir. Yani bu uzaylar Banach uzaylaridir.

ISPAT : [C; |y 'nin ||.|); normuna gore tam oldufunu gosterelim. Bunun igin
IC1 |k uzayindaki her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gostermemiz yeterlidir.
(x8) € |Cy | bir Cauchy dizisi olsun. Bu takdirde

|xS-xt]; - O (st>w )
diger bir ifade € > 0 verildiginde

[xS-xtl; <e (st>1,)
kalir.
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Demek ki st > ty igin
e d) l n

= IS - Xty = [ixeS - xR ¥ Z kel je X i (xS -t KV <
n=1 n.(n+l) 71

dir. Buradanda 1=0,1,2,....... icin

xS -x%t] - 0 (s,t = 0)

bulunur. Bu ise herbir i i¢in (x])5=o dizisinin IR veya C de bir Cauchy olmas

demektir. IR veya C nin tam olmasi nedeni ile
X - X; elR (s—w )
olacak sekilde x; mevcuttur. Yani
1xS-%xi] » 0 (s—>®)

yazilabilir.

Diger taraftan, s,t>t, i¢in

N 1 n
oS - %+ T nkel | T i (xS - xR ]1K
n=1 n.(n+l) =1
N 1 n
n=1 n.(n+1) =1
=|xS-xt[<e

kalir.
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t lizerinden limit alinirsa

N 1 n
[%S-%K+X nkl|— ¥ jxs-xKkilk <e
n=1 n.(nt+1) =1

elde edilir. Simdi de N— < yapilirsa;
o 1 n
[xoS-XK+Z nk-lp— % jxsS-xkilk <e ... 2.5)
=1 n.(n+]) =1
yani

[xS-x]|l <e (>1)

bulunur. Demekki xS — x (s — o) dir. $Simdi de x € |C|y oldugunu
gorelim;

s>t, i¢in (2,5) den

o 1 n
Lokl — ¥ ixs-x)K <o
n=1 n.(n+l) =1

olup, dolayisiyla (xS - x) € |Cy|, dir. Béylece |Cy|,'nin lineer uzay olma &zelligi

ve
Xx=(x-x5)+x8

esitligi dikkate alinarak x € |Cy| oldugu agikga gériiliir. Bu da ispati tamamlar.
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ILBOLUM

Bu bolimde [C,1], ve Wplk toplanabilme metotlarmdan birinin

digerinden daha kuvvetli olmas: igin Bor / 1,2 / tarafindan verilen yeter
sartlar1 ve daha sonrada aynmi sonuglarin saglanmasi i¢in gerek ve yeter olan
Sarig6l /7/ tarafindan elde edilen sartlar igeren teoremleri inceleyecegiz.

Asagida sirasiyla iki teorem Bor / 1,2 / 'a aittir.
TEOREM 3.1: (pp)
() npy=0(Pp)

(i) Pn=0(npp)

sartlar1 saglanacak sekilde pozitif reel sayilarmn bir dizisi olsun.

Bu takdirde C,1[x = |N,p,|, (k = 1)dir.

ISPAT: ). a, serisinin Riesz ortalamasim T, yani

1 n 1 n
Tn= 2 pySy= 2 (Pp-Pyq)ay
Pn v=0 Php v=0
dersek
Pn n Pn n
Tp-Tp-1 =———— X Py.j ay=—— X vay Py (v
Pp - Pp-1 v=1 Pnp-Pp1 v=l

elde edilir.
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Abel kismi toplamasindan
n-1
Ty -Tn1=-Pn Pn-Pp1)! 2 (v vlpyt
n-in-1=-Pnlln-Fn-1 Pvly

v=1

n-1
+pn P - Pp-1)! 2 Pytyvl+@tl) pyty (@Pp)-l

v=l1

=Tp1+Th2+Tn3

yazilabilir. Minkowski esitsizliginden dolay1 teoremin ispati i¢in r=1,2,3 igin

T,

— 1
Z; nr

n=1

{0

g6stermek yeterlidir. Holder esitsizligini uygularsak, (i) nedeniyle
mil ( P ]k_l }k

n=2 pn
m+1 n—1 n—1 k-1
_ Pn k 1
02 5 Lk x{ > va}

n-1 v=1 n—-1 y=1

T

n,l

& m+l y n—1 +1
SZ})”I;‘IC_I {zv b, tv

n=2 =1 V

=0 t —
W2py ] 2 5 p—

n=v+1

—oy S Py Jk
JOPI-

Z 1
=0(1) X — /"
v=1

=0 (1) (m— )
bulunur. Benzer iglemler yapilarak
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‘=0) m-ow)

]:1,2 tv

m+] P)k*l k L
- =0(1 —

‘=0 (m—> )

- Rq k-1
5[ L]

elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

L5

“o1
“oom Y=,
v=1 n

Benzer ispat metodu kullanilarak agagidaki teoremin ispati kolayca

verilebilir.
TEOREM 3.2:  (Pn)
(i np,=0(P,)
(i) P,=0(np,)
sartlarimi saglayacak sekilde pozitif reel sayilarin bir dizisi olsun. Bu takdirde

N, 2|, =1 CLI &2 1) dir.

Simdi de yukaridaki teoremlerin tersini veren teoremleri inceleyelim.

TEOREM 3.3: Eger |C,1 k = |Zv,pn|kise bu takdirde np, =0 (P, ) (k=1)'dir.

Bu teoremin ispatin1 gegmeden 6nce asagidaki uyarilan yapalim;
Bu teoremde sorulmas: gereken soru teorem 2.1'in (ii) sartinin saglamp

saglanmadigidir. Bunu gérmek i¢in (p, ) dizisini
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,n=2k
pe=1 K +1 (k=012,....)

1 ,n=2k+1
seklinde tanimlayalim. Bu takdirde

n

n n 1
Z(;sz +§p2k+l Zk+1 +(n+1)

P,

2n+l = =k=0
2n+1 2n+1 2n+1
Py _l_
il 2 (=)
ve benzer sekilde
l+i+ +—1—+
P, 2 T el "_9 A
= o 0]
2n 2n 2

olur. Dolayisiyla Pp#0(npy) dir. Ote yandan bu sectigimiz 6zel (py) dizisi igin
> Xk serisinin W , pnlortalamasml Ty ve (nxp) dizisinin (C,1) ortalamasini da

ty ile gosterirsek

n—1 n—-1
To-Tot= -Pn PePrt)” 2, (D) V' pyty + P PaPut)? D Pyvlty
v=1 v=1

+ n(nrt1) py ty (0P
=Tni+Tpa+Thng3

olur. Minkowski esitsizligi nedeniyle, |C,llx = W , Pnlk Onermesinin

dogrulugu i¢in,
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k
(o (r=1,2,3)

©(p k-1
I

n=1 Pn
nin ispatlanmas: yeterlidir. Ancak  r=1,3 i¢in np,, =0(Py) sart1 altinda

© P k-1
Z(—”J 17,

n=1\Pn

k
{ o

oldugu bilindigine gére (Bor[1])

© k-1
Z(ﬁ] |Tn,2‘k (o0

n=1\Pn

nin saglandigini géstermek yeterlidir. Simdi

m+] k-1 m+1 k-1
A T - —L,
Z(p ] n,Z‘ Z )

n=2\tn n=2\t'n

= 1 ¢
pn(Pn Pn—l)— ZPV v z‘v

v=1

mz+l Pk P—l pk
n=2 pr]: p;l Pk Pk

(.1
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1 1 q 1 1 p
dir. + =1=>q-——=1 ve =l-——=p-l= ——
p q p q p q
oldugundan
n=1 p P (n=l p P 1, P,
s {5 g2
[v=1 v ‘V’ v=1 ¥ v=1 7V | I
elde edilir. Su halde
m+I(P)kl 1 nl
z b, n—-2 Z {})n—l ; V}

P,
yazilabilir. Bununla birlikte _vl — 1 (v > « ) oldugundan

Y’LZ (P)( Z—J 2571

olup dolayisiyla
() Tl oo 240 8,
n=2 pn y=1 n=v+1 Pn })n—l

11
=0 (1) Z—It\ 1 (P_l—?j

n

=0(1) Z—lt —

=0(1) szl; [

=0(1) (m—>x)
bulunur. Béylece Teorem (3.1) in (ii) sart1 gerekli degildir.
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TEOREM 3.2 nin ispati :

(Upx) ve (th(x)) dizileri, x=), xi serisinin swrastyla (C,1) ve (]_V_ , p,,)
ortalamalar1 olsun. Bu takdirde

Sy n 1

n v
Up(x) =2, ——= 2 —— 2. X
v=0 n+l v=0 n+1 i=0

[ xo+(xo+X1)+...+(Xo+X]+...+%p) ]

n+l
1
=—— [ (@+1)xo+nxy +...+%xq |
n+l
I n
=—— ) (ntl-v) %y
n+1 v=0
ve n21icin
Up(X) = Up(X) - Up-1(X) (Up(X) = Up(x) =Xp )
1 n I n-1
= 2 ([@l-v)xy- 2 (n-v) xy
ntl v=0 n v=0
Xp 1 n-l 1 n-l
=+ 2. (tl-v)xy- 2. (nv) xy

ntl n+l v=0 n v=0
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Xp 1 n-1 n-1

- [0.2 @1v)xy-@D) X (-v)xy]
n+l n(n+1) v=0 v=0
Xn 1 n-1

- + YV Xy

ntl n(n+l) v=0

n
= 2V Xy

n(n+1) v=0

elde edilir. Benzer gekilde

tn(x)_ va vz_zpv Z'x

n v=0 n

T n-l
= % —Z'Pv-l xv+ Pn sn:|
n L v=0
1 ~1
= ? -—ZPV 1 X, +P Zx }
n v=0 v=0
=%—|: ZP x,+ P, Zx}
v=0

;u|H

{ ZP x,+ P, Zx +Px0]

v=0
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- 3{ BB, + P,,xo}
I)n v=l
1 »n
=——[Z<a-a,l)xv} (P+=0)
})n v=(0
ven 2 1 icin
Tp(x) =tp(X) - th-1(X) (Tox)=t5(x) =xg)
1 n 1 n-1
= 2z (Pn’Pv~l)Xv" 2 (Pn-I'PV-l) Xy
Pn V=0 Pn..l V::O
Pn Xn 1 n-1 1 nl
= + Z(Pn*Pv-I)XV" Z(Pn-l'Pv—l) Xy
Py Pp v=0 Py.1 v=0
Pu Xn 1 n-1 n-1
= + [Pn—lZ (Pn'PV-I)Xv -Py Z(Pn-l 'Pv-l) Xv]
Pn PpPy-1 v=0 v=0
Pn Xp 1 n-1
= + ) Pn Pv-1 Xy
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Pn n-1
=—"+ [Pn-l Xn"'z Py.1 %y ]
Pn Pp-1 v=0
Pn n
=— > Py.1 %y (ToX)=%0)
PyPp1 v=0

elde edilir. Boylece 2. x{ serisinin lc, 1] kK ve IJV , Pn’k toplanabilirligi sirastyla

0
Y. nk-l |1U[n(x)|k
n=1

ve

. k-1
HET o

n=1Nn

serilerinin yakinsakliklarina indirgenmis olur.
Simdi kabul edelim ki | C,1 [x=> |V, p,,| I olsun. Yani

o0

k-1
<( P
Zl’lk“1 | Uy, (%) K <o oldugunda Z(;"-) IT W (x)lk < o0 olsun. Her n igin

n=1 n_—_l n

Pn n
Th ¥)= ——— z Py-1 xy
Py Ppp  v=1

seklinde tanimlanan Ty, : | Cy [k — C doniislimiinii g6z 6niine alalim. Bu bir
sinirh lineer fonksiyoneldir. Gergekten lineerligi agiktir. Smurliligi icin ise
her bir n i¢in

| xy [ <2 vk | x|
oldugundan
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P
IP P -1 v=l - PPVI—-I ; B
< z 2P |x||
-1 v=l
M,
=Mp . [I]
elde edilir.

Simdi,

p P Uk
n ) k
W,(x) = {Z(—] 17,0) }
i=1 \ P;
seklinde tanimlanan Wy, : | C, [x = C doniislimiinii gézoniine alalim.
oe ZveVx igin Wy (ax)=la. Wy X)

esitliginin saglandig: agiktir. Ayrica, T; nin lineerliginden

E—1 1k
Wa(xty) = {Z (5) IY:(x+y)l"}

i=1

o f p Yl 1k
{Z(p—’,] lz;(x)+:f;-(y>|"}

i=1
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F 1/k
k-1 k
(4] oo+ (2)
| T LT
Z j @+5) T

yazilabilir.

Minkowski esitsizliinden de

1k

" Ve T,
Wn(x+y)s[21 o,/ } + {Z lbi’k]
i= i=1

n( p Vo] L R Vk
i . k ki ‘ k
32 et |+ [3(2) o |

=W,X) + W,  bulunur.

Su halde Wy, | C1 | tizerinde bir yari-normdur. Ote yandan Tp'in sinirh
ve lineer olmasi nedeniyle siirekli olup dolayisiyla sonlu sayidaki siirekli
fonksiyonlarin toplami olarak her bir n igin Wy, de stireklidir.

Boylece Wy : | C1 [ — C 'nin siirekli bir yarinorm oldugunu gosterdik. Ote
yandan |C1 |k Banach uzay1 oldugundan ikinci kategoridendir. Bununla birlikde,

©( p k-1 Vi
Sup W(x) = [Z(p—’) I]} (x)‘k } < ®
n

=1\

olmasi nedeniyle V,, ve Vx e|Cqlkigin

Sup Wp(x) <M(x) <
n
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esitliini saglayacak sekilde x'e bagh bir M(x) sabiti vardir. Boylece, teorem
1.1 g6zoniine almarak, her xe| Cq |k igin

i=1\Fi

o p i1 Vk
Sup Wn(x) = {Z(;") e } <H. [,
n

olacak sekilde x'den bagimsiz bir H sabiti mevcuttur.

Su halde her x i¢in

i

k-1

k
] 50" < HE
Di

5

esitsizligi bir H sabiti i¢in saglamr. $imdi 6zel olarak x=(xy) dizisini xy=-1,
Xy+1 =-1,%{=0( i#v, i#v+1) seklinde tanimlarsak

0 , v)n
1
Un(X) = o1 R v=n ...(3.2)
1
" n(n+1) vin

Ve
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(
0 , v)n
To(x) = 4 ‘;v" . ve=n (3.3)
20 v{n
| BP
elde edilir.

Boylece segilen bu 6zel dizi igin (3.2) den dolay1

k k i 1] 1 i ¢
”X”l =,xol +n=1n +1) izllxi

n(n

_(_1’_)""1_!_+ S 1
v+1 v+1 P n(n+1)k

yazabiliriz. Diger taraftan

=(p k-1
5L

k
T,(x)| < H* |}

oldugundan
k-1 k-1
| P, k v 1 °° 1
S et e[ e
;(p,,] Lol sH {w—l it n(n+1)k}
bulunur (3.3) den dolay: da

k-1 k k-1 k

e (Y (p, - P,,) (p,,pv)

Tl =2 (2] + Sn| | el
/@) (p] (P) P [p,, PP,

o0
by k Pn
=7 tp Z

b n=v+1 PnPnk—l

k-1
| P,
5[L)

dir.



Lemma 2.1 den dolay1 her v igin

k k-1
ol i)
P, P, v+1 v+l Dk

olup dolayisiyla

N+1
:p—vsH"{ * }
P, v+1

elde edilir. Bu ise

vpy =0 (Py)

demektir. Bu da teoremin ispatin1 tamamlar.

TEOREM 3.4: |V, p, |k = | C, 1 ise bu takdirde Py, = 0 (n py ) dir. (k 21)

Uyarn: Teorem 3.2 deki (i) sart1 yani npp = 0 (Pp) sart1 saglamak zorunda

degildir. Bunu gostermek i¢in (py) dizilerini

PL , n=4k (k=0]2,...)

Pn~
1, nzat
seklinde tanimlayalim.

Simdi 48<v < 40F1 .1 jcin

1 & iy 1 c 4ip4i
= {Z P,

L

ip,
Py 2
i=4% 414" Pz
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ve
Pia=po+p1+ ... + pai
=1+204+1+1+21+,. . +2i
=(20+21 4+, +20)+(1+1+1+...+1)
1-2i+1
=+ (4t 1-i-1)
1-2

=4i42i+ -1

oldugundan

1
=0(1)7(2“+‘-1+v-n-1)

1
=0(1)-v—(2““+v-n-2)

2n+1 n 2
—0(1)[ L vJ

olur. Ote yandan
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40 <v<antl |y esitsizliginden
A4

iz%w(l) L)
i=1 1

elde edilir.

Simdi Y. x;, serisinin yukarida tammladigimiz 6zel diziye karsilik gelen (ﬁ , p,,)

ortalamasini ve ( n X, ) dizisinin (C,1) ortalamasim t, ile gosterirsek

n—1

n-1
P > Boar L Y (+)AT, -

n n-1

—— AT
n+1 v=1 pv n+l v=1 (n+1)pn !

nP

n

=11+ 2 +1t3
yazilabilir. Ispatlamak istiyoruz ki r=1,2,3 i¢in

o 1
2 —— |t K<
n=1 n
dur.

Ancak bu serinin r=1,3 igin yakinsak oldugu Bor /2/ un ¢alismalarinda agiktir.
O halde serinin sadece r=2 i¢in yakinsak olduunu gostermeliyiz. Simdi
Holder esitsizliginden

nil 1 P25 U k

Z —n—ltn’z‘ =nz=:27 mvgl(v+l) AT, 4
m+1 1 1 n—1 V+l k

Sn=2 n {n+l vz=:1 y VIAT""II}

m+l 1 n—1 k
=0(1) 2, i 2. v|AT, ||
2

v=1
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n=2 h° y=1 \ Pv
m+1 k-1 & m+1 1
=0 (1) v(—") AT, 2 5
p=1 \Pv n=v+l N
m+1 k-1 m+1
k 1 1
=0(1) v(——L] AT, _[* > ( ——)
v=1 \Pv n=y+1 \ 7 1 n
k-1
=0(1) Z[ J AT,_i]
y=1\ Pv
=0(1) (m »>x)

Zira ) xi  seri ‘N , pn| k  toplanabilir oldugunu biliyoruz. Boéylece
l]—\f , pnl k =1C, 1k (k=1) elde edilir. Fakat np,, = 0(Pp) sart1 saglanmaz.

Zira

4np4n 4n2n
= —> 0 (n >w)
p4n n4on+lp

dir.
Bu ise uyarimizin ispatini tamamlar.
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Teorem 3.4 'iin ispati: Burada uzun uzun ispat yapmaya gerek yoktur.Ciinki
teorem 3.3 de (py) dizisi ile (1)=(1,1,1...) dizisinin rolleri degistirilerek iddianin
dogrulugu hemen gorilir.

Boylece teorem 3.1 , teorem 3.2 , teorem 3.3 ve 3.4 dikkate alinarak
asagidaki temel sonug verilebilir.

SONUC 3.5: k> 1 igin | C,1 [ ve |, Pn| k toplanabilme metotlarnin denk
olmasi igin gerek ve yeter sart

Pp=0(npy) ve npy=0(Pp)

olmasidir.
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