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Bu doktora tezi bes ana béliimden olusmaktadir. Ilk boéliimde, toplanabilme ve
dizi uzaylan teorileri kisaca tanitilmistir. Ikinci boliimde, literatiir 6zetlenmistir,
temel tanmim, kavram ve yardime teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliim materyal
ve yontem icin ayrilmistir. Tezin orijinal olan doérdiincii boliimiinde ise, ilk olarak
4-boyutlu binomial matris tanimlanmisg ve bu matrisin r.s > 0 i¢cin RH-regiiler oldugu
gosterilmigtir. Daha sonra yeni tamimlanan matrisin klasik ¢ift dizi
uzaylarindaki etki alanlari1 olarak bazi yeni binomial ¢ift dizi uzaylari inga edilmis, bu
uzaylarin gegitli cebirsel ve topolojik 6zellikleri ele alinmig, bu uzaylardan bazilarinin
a-, 5(9)- ve y-dualleri hesaplanmig ve son olarak yeni tanimlanan uzaylardan klasik
dizi uzaylarina ve tersine birtakim matris doniistimleri karakterize edilmistir. Beginci
boliimde; tezde elde edilen sonuglar ve okuyucular i¢in baz ilgili agik problemler

ifade edilmigtir.
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This thesis consists of five main chapters. In the first chapter, summability and
sequence spaces theories are briefly acquainted. In the second chapter, the literature
is summarized and basic definitions, concepts and lemmas are given. The third
chapter is devoted to material and method. The fourth section of the thesis is the
original. In this part, firstly the 4-dimensional binomial matrix is defined and it is
shown that this matrix is RH-regular for r.s > 0. Then, some new binomial double
sequence spaces are constructed as the domains of the newly defined matrix on the
classical double sequence spaces, some algebraic and topological properties of these
spaces are investigated. In addition, a-, 5(¢)- and y-duals of some of these spaces
were determined and finally, some matrix transformations from newly defined spaces
to classical sequence spaces and vice versa were characterized. In the fifth chapter,

results of this thesis and some related open problems are stated for readers.

2021, vi+57 pages

KEYWORDS: Summability Theory, Double Sequence Spaces, 4-Dimensional
Binomial Matrix, RH-Regularity, Matrix Domain, Dual Spaces, Matrix

Transformations.

i



ICINDEKILER

OZET . . e e e e e i
ABSTRACT . . . e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e ii
ONSOZ . . iv
SIMGE ve KISALTMALAR . . .. ... .. ... ... ... v
CIZELGE LISTESI . . .. . . . . . i i i i vi
1. GIRIS . . . . e 1
2. LITERATUR OZETLERI ve GENEL BILGILER . ... .. .. 3
2.1. Literatiir Ozetleri . . . . . . . . . . . . ... ... 3
2.2. Temel Tanim ve Kavramlar . . . . . ... . ... ... ... ..... 5)
2.3. (Cift Dizilerde Yakinsaklik Cesitleri ve Baz1 Cift Dizi Uzaylar1 . . . . . 8
24. Gift Seriler . . . . . ..o 11
2.5. Cift Dizi Uzaylarinin a-, 3(¢)- ve y-Dualleri . . . . . .. . . ... .. 14
2.6. Cift Diziler I¢in Hemen Hemen Yakinsaklik Kavrami . . . . .. ... 15
2.7. Yardimci Teoremler . . . . . . . . . . ... ... 16
3. MATERYAL ve YONTEM ... ... ............... 23
3.1. Materyal . . . . . . . 23
3.2 Yontem . .o 23
4. BULGULAR ve TARTISMA . ... ... .. .. . 0. 24
4.1.  4-Boyutlu Binomial Matris B"™*) . . . . . .. ... 24
4.2. Bazi Yeni Binomial Cift Dizi Uzaylart . . . .. ... ... ... ... 27
4.3. Dual Uzaylar . . . . . . ... ... 38
4.4. Matris Dontigtimleri . . . . . .. ..o 45
5. SONUG ve ONERILER . . ..................... 52
5.1. Sonuclar. . . . . . .. 52
5.2. Omeriler . . . . . . . . 53
KAYNAKLAR . . . . s e s s 54
OZGECMIS . ... ... 57

iii



ONSOZ

Doktora 6grenimim boyunca oldugu gibi tez ¢aligmamin da her asamasinda her
tirlit destegini ve emegini esirgemeyen; kiymetli zamanini, fikirlerini ve bilgilerini
benimle paylasan; gosterdigi sonsuz anlayis ve ilgiyle beni yonlendiren danigman

hocam Saym Doc. Dr. Serkan DEMIRIZ’e tesekkiirlerimi sunarim.

Hayatimin her aninda benden degerli sefkat, merhamet ve yardimlarini esirgemeyen
sevgili anneme, babama, kardegime ve her zaman yanimda olan egime, sabirlarindan
ve calismama miisaade etmelerinden dolayr ¢cocuklarim Fatma Begiim, Ahmet ve

Zeynep Beril’e tegekkiir ederim.

SEZER ERDEM
Mayis 2021

iv



CSy

¥-lim

D = (dij)
B™s)
(W:A)

>kl Ukl

wy

SUPg

SIMGE ve KISALTMALAR

: Reel sayilarin ctimlesi

: Dogal sayilarin ciimlesi

: Kompleks sayilarin ctimlesi

: Reel veya kompleks terimli biitiin ¢ift dizilerin uzay1
: Sinirh ¢ift dizilerin uzay:

: Pringsheim anlaminda yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

: Regiiler yakinsak ¢ift dizilerin uzay1

: Siirli ve Pringsheim anlaminda yakinsak ¢ift dizilerin uzay1
: Hemen hemen yakinsak ¢ift dizilerin uzayi

: Sifira hemen hemen yakinsak cift dizilerin uzay1

: Mutlak yakinsak seri olugturan cift dizilerin uzay:

: Mutlak g-toplanabilir ¢ift dizilerin uzay1 (0 < ¢ < 00)
: Sinirh seri olugturan cift dizilerin uzay1

: ¥-yakinsak seri olugturan cift dizilerin uzay1

. Qift dizinin ¥-yakinsakliga gore limiti

: Reel veya kompleks terimli 4-boyutlu sonsuz matris

: 4-boyutlu binomial matris

: U uzaymdan A uzayma tamimli 4-boyutlu matrislerin sinifi
: U uzaymin a-duali

: U uzaymin 3(9)-duali

: U uzayimin y-duali

D2 he0 2l Uki

: 4-boyutlu D matrisinin W uzaymdaki v-etki alan
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1. GIRIS

Augustin Louis Cauchy, 1821 yilinda yayimlanan Analyse Algébrique isimli
calismasinda yakinsak bir dizinin aritmetik ortalamasinin da yakinsak ve dizi ile ayni
limite sahip oldugunu gostererek toplanabilme teorisinin temelini atan ilk
matematikgilerden biri olmugtur (Cauchy, 1821). Klasik toplanabilme teorisi, seriler
ya da diziler i¢in yakinsaklik kavraminin genellestirilmesi ile ilgilenir. Burada amag,
6zel sonsuz matrisler yardimiyla tanimlanan bir doéniigiim marifetiyle yakinsak

olmayan seriler ya da diziler i¢in bir limit tayin etmektir.

Dizi uzaylar1 kurami, 6zellikle fonksiyonel analizde olmak tizere birgok uygulamasi
bulunan toplanabilme teorisinin temel uygulama alanlarindan biridir. Dizi uzaylar
iizerine yapilan caligmalar her zaman biiyiik ilgi gérmigtiir ve bu caligmalar
matematik analiz ve fonksiyonel analizde 6nemli bir yere sahiptir. Cesaro, Holder,
Norlund, Riezs ve Euler gibi iinlii matematikciler toplanabilme ve dizi uzaylar:
teorilerinin gelisimine 6nemli katkilarda bulunmuslardir. Son yillarda, aragtirmacilar
tarafindan yapilan giincel ¢alismalar, dizi uzaylar ile ilgili konularin oldukga ilgi
gekici oldugunu gostermigtir. Dizi uzaylar teorisinin ve hatta daha da 6zel olarak
sonsuz matrislerin dizi uzaylar tizerindeki etki alanlarinin, topolojik vektor uzaylari,
toplanabilme teorisi ve fonksiyonlar teorisi gibi matematigin pek c¢ok alanina
uygulamalart bulunur. Bunun yaninda, yakinsama problemleri konuyu cebirden

¢ok analizin bir parcasi yapmistir.

Dizi uzay1 insa etmenin birka¢ yolu olmasina ragmen, sonsuz bir matrisin etki
alanindan yararlanmak diigiincesi bircok énemli aragtirmanin temel konusu olmustur.
Ozel olarak secilmis sonsuz bir matrisin etki alani olarak yeni bir dizi uzay: insa
etmek, bu yeni dizi uzaymin diger dizi uzaylar1 arasindaki yerini belirlemek, uzayin
cebirsel ve topolojik 6zelliklerini incelemek, -, f- ve v-duallerini hesaplamak ve
boyle uzaylarin birinden bir digerine matris dontigiimleri karakterize etmek 6nemli

ve kullanigh bir aragtirma alani olarak goriilmektedir.

Tek dizilerle ilgili yapilmis hemen her ¢aligma, ¢ift diziler tizerinde de tecriibe edilmeye

calisilmis ve bunlarla ilgili pek cok nitelikli yaymn yapilmistir. Ornegin; 2-boyutlu



Euler matrisinin etki alanlar1 olarak tanimlanan bazi dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin
birtakim 6zelliklerinin incelendigi birgok ¢aligma mevcuttur (bkz., 6rnegin, (Altay ve
Bagar, 2006; Altay ve Polat, 2006; Demiriz ve Cakan, 2010; Kara ve Bagarir, 2011)).
Daha sonra, 4-boyutlu Euler matrisi ve bu matrisin bazi klasik ¢ift dizi uzaylarindaki
etki alanlar1 Talebi (2017) ve Yesilkayagil ve Bagar (2018) tarafindan galigilmigtir.
Bisgin, 2-boyutlu Euler matrisinden daha genel olan binomial matrisi kullanarak
yeni dizi uzaylar: elde etmig ve bu uzaylarla ilgili gesitli gahigmalar yapmigtir (bkz.,

ornegin, (Bisgin, 2016a,b, 2018)).

Yukarida bahsedilen c¢aligmalarda izlenen yoldan hareketle, bu doktora tez
caligmasinda ilk olarak 4-boyutlu Euler matrisinden daha genel olan 4-boyutlu
binomial matris tanimlanmig ve bu matrisin r.s > 0 i¢in RH-regiiler oldugu
gosterilmigtir. Daha sonra yeni tamimlanan matrisin M,, C,, Cyp, C,, £, (0 <
q < 00), Cy ve Cy, klasik cift dizi uzaylar1 tizerindeki etki alanlar1 olarak sirasiyla
By, B™, By, By, By*(0 < g < oo), By® ve B}’ yeni binomial cift dizi uzaylari
inga edilmis, bunlarla ilgili birtakim sonuclar ve kapsama bagintilar1 verilmistir.
Ustelik, bu uzaylardan bir kismimnin a-, 3()- ve y-dualleri hesaplanmig ve son olarak

yeni tanimlanan uzaylardan klasik dizi uzaylarina ve tersine bazi matris siniflar

karakterize edilmistir.



2. LITERATUR OZETLERI ve GENEL BiLGILER

Bu boliimde, bu tezin arasgtirma alanini ilgilendiren calismalar incelenmis,
calismamizda yararlanacagimiz genel bilgilere, temel tanim, kavram ve yardimci

teoremlere yer verilmistir.

2.1. Literatiir Ozetleri

Cift diziler icin yakinsaklik kavrami, Alman matematik¢i Alfred Pringsheim
tarafindan verilmigtir (Pringsheim, 1897). Ancak, Pringsheim anlaminda yakimsak
bir dizinin sinirli olmasinin gerekmemesi, bu tanimin eksikligi olarak goriilmiistiir.
Hardy (1904) tarafindan verilen regiiler yakinsaklik tanimi, Pringsheim anlaminda
yakinsakligin yaninda ayni zamanda ¢ift dizinin satir ve siitunlarinin yakinsakligini
da gerektirdiginden bu eksikligi gidermigtir. Jardas ve Sarapa (1991), iki tek dizinin
koordinatsal carpimi bigiminde yazilan ¢ift dizilerin toplanabilmesi konusunu inceledi.
Méricz (1991), tek dizilerin ¢ ve ¢y uzaylarinin kargiligi olan, Pringsheim anlaminda
yakinsak, Pringsheim anlaminda sifira yakinsak ve regiiler yakinsak c¢ift dizilerin
sirastyla Cp, Cp, ve C, uzaylarinin bazi ézelliklerini inceledi. Boos ve ark. (1997), ¢ift
diziler icin e-, be- ve c- yakinsaklik kavramlarini tanimlayip bu yakinsaklik tiplerinin

baz1 topolojik ozelliklerini belirlediler.

Tek diziler i¢gin hemen hemen yakinsaklik kavrami Lorentz (1948) tarafindan ortaya
konuldu. Mursaleen (2010), hemen hemen yakinsak dizilerin f ile gosterilen uzayinin
belirli ozelliklerini inceledi. Daha sonra bir¢ok matematik¢i de bazi 6zel sonsuz
matrislerin f uzay1 tizerindeki etki alanlarmi inceledi (bkz., 6rnegin, (Basar ve
Kiriggi, 2011; Biggin, 2018; Demiriz ve ark., 2020)). Cift diziler i¢in hemen hemen
yakinsaklik kavrami ise Méricz ve Rhoades (1988) tarafindan verildi ve daha sonra
bu konu bircok arastirmaci tarafindan calisildi (bkz., 6rnegin, (Cunjalo, 2007; Erdem
ve Demiriz, 2021; Mursaleen, 2004; Tug, 2018a,b)). Ayrica, hemen hemen yakisak
cift dizilerin C; uzaymin baz topolojik ozellikleri Yesilkayagil ve Bagar (2016b)

tarafindan incelendi.

Hemen hemen regiiler 4-boyutlu matris simifinin karakterizasyonu Mursaleen ve

Savag (2003) tarafindan verildi. Ayrica, Mursaleen (2004) ve Mursaleen ve Edely
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(2004), yine 4-boyutlu matrisler i¢in hemen hemen kuvvetli regiilerlik kogullarini
ve hemen hemen kuvvetli regiiler matrisler yardimiyla ¢ift diziler i¢in M-cekirdek
kavramim verdiler. Tripaty ve Sarma (2009), Orlicz fonksiyonu yardimiyla vektor
degerli baz ¢ift dizi uzaylarini tanimladilar ve bunlarin birtakim topolojik 6zelliklerini
incelediler. Savag ve Patterson (2011), Modulus fonksiyonu yardimiyla tiretilen yeni

¢ift dizi uzaylar1 tamimladilar ve bu uzaylar arasindaki iligkileri incelediler.

Zeltser (2001), doktora tezinde c¢ift dizilerin hem topolojik yapisim hem de
toplanabilme teorisini galigti. Daha sonra Altay ve Bagar (2005), ¥ € {p,bp,7}
olmak tizere kismi toplamlar sirasiyla M, M, (t), Cy ve L, uzaylarinda olan BS,
BS(t), CSy ve BY cift seri uzaylarimi tamimladilar, bu uzaylarin bazi cebirsel ve
topolojik ozelliklerini incelediler ve BS, CSy, ve BV seri uzaylarmin a-duallerini,
CS,, CSy, ve CS, uzaylarinin da S(d)-duallerini hesapladilar. Ayrica, CS,, CSy), ve
CS, seri uzaylarindan bazi dizi uzaylarina matris siniflarimin karakterizasyonlarini
verdiler. Bagar ve Sever (2009), 1 < ¢ < oo olmak iizere mutlak g¢-toplanabilir
cift dizilerin uzay1 olan £, Banach uzayini insa edip ayrintili bir bigimde incelediler
ve bu uzaym baz topolojik ozelliklerini ¢aligtilar. Ayrica, £, uzaymin o-, 5(0)-
ve y-duallerini hesapladilar. Daha sonra Bagar (2012) ve Mursaleen ve Mohiuddine
(2014) tarafindan toplanabilme teorisi, ¢ift diziler ve baglantili baglklarla ilgili temel

sonuclar ayrintili olarak incelendi.

Cift diziler ic¢in etki alani1 ¢aligmalar1 toplanabilme teorisinde yeni sayilabilecek
boyuttadir. Mursaleen ve Bagar (2014), birinci mertebeden Cesaro ortalamalari
M.y, Cp, Cpo, Cip, Cr ve L, uzaylarinda olan cift dizilerin uzaylarini tanimladilar ve
bu uzaylarin baz1 6zelliklerini ¢alistilar. Bu ¢aligma 4-boyutlu sonsuz bir matrisin

etki alaninin ¢ift dizi uzaylarinda ilk kez kullanilmasi bakimindan oldukg¢a 6nemlidir.

Son zamanlarda 4-boyutlu tiggen matrislerin bilinen ¢ift dizi uzaylar: tizerindeki etki
alanlar1 olarak yeni ¢ift dizi uzaylarinin elde edildigi birtakim kapsamli ve 6énemli
calismalar yapilmigtir. Yazarlar bu ¢aligmalarda genel hatlariyla, elde edilen yeni
c¢ift dizi uzaylarinin bazi cebirsel ve topolojik 6zelliklerini incelemenin yani sira, bu
uzaylarin diger klasik ¢ift dizi uzaylar arasindaki yerini belirlemek amaciyla bazi

kapsama bagintilari elde etme, dualleri hesaplama ve bu uzaylar ile diger bilinen
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uzaylar arasindaki 4-boyutlu matris dontiigiimlerini karakterize etme problemlerini
ele almiglardir. Bu kapsamda son yillarda yayimlanan ¢aligmalardan bazilari, bu
calismalarda kullanilan 6zel 4-boyutlu sonsuz matrisler ve elde edilen uzaylar1 da

gosterecek sekilde Cizelge 2.1°de listelenmigtir.

Cizelge 2.1: D ile gosterilen bazi 4-boyutlu licgen matrislerin ¥ uzaylar1 tizerindeki ¥p
etki alanlar

B v vp bkz.
A(l,-1,1,-1) Mé’ C%’” Cr M”(CA)(’AC;)”EA()’ C)p(A) Demiriz ve Duyar (2015)
Ty ~q T v ~q
R Ls RY(Ly) Yesilkayagil ve Bagar (2017)
Mua CO[)7 Cp /\fluv (NZOpv?p
C Cy.Cop Lo C..Cop. £y Mursaleen ve Bagar (2014)
E(r,s) Ly, My £ dl Talebi (2017)
Muacb 7C B(Mu)7B(Cb )7B(C ) o
B(r,s,t, ps p P Tug (2017
(r,s,t,u) Cr. Ly B(C,), B(L,) ug ( )
B(r, s, t,u) Cs,Cy, B(Cy),B(Cy,) Tug (2018a)
z Mou;Cop, Cp | B(Mu), B(Crp), B(Cp) ;
B Cr. L B(C)), B(L,) Tug ve ark. (2020)
o L, *(L,) Demiriz ve Erdem (2020)
* Muucbp (I)*(Mu)7 q)*(cbp) ..
i) ¢, Cr B*(C,),0*(Cr) Erdem ve Demiriz (2020)
i Cs.Cy, O*(Cy),2*(Cy,) Erdem ve Demiriz (2021)

Burada A(1,—1,1,—1), R C, E(r,s), B(r,s,t,u), B ve ® ile sirasiyla 4-boyutlu
fark, Riesz, Cesaro, Euler, genellegtirilmis fark, dizisel band ve Euler-totient

matrisleri kastedilmektedir.

2.2. Temel Tanim ve Kavramlar

Bu kisimda daha sonraki boliimlere hazirlik olmasi igin gerekli goriilen temel tanim,

kavram ve yardimci teoremlere yer verilmistir.

Tanim 2.2.1. ¥ bogtan farkli bir kiime ve K bir cisim olsun. Eger her u, v,y € ¥
ve A\, 1 € K icin
+: U XV -

(u,v) —u+v

S Kx U = U



(A, v) — v

olarak tanimlanan fonksiyonlar,

u+v=v-+u,

(utv)+y=u+(v+y),

Her u € ¥ igin u 4+ 6 = 6 + u = wu olacak sekilde bir 6 € ¥ vardir,

Her v € ¥ i¢in u + (—u) = (—u) + u = 6 olacak sekilde bir (—u) € ¥ vardir,

AMu+v) = u+ A,
(Ap)u = Apu),

lu = u,

)
)
)
)
L5) (A + p)u = A+ pu,
)
)
)

esitliklerini saglarsa W kiimesine, K cismi tizerinde bir lineer uzay denir (Maddox,

1970).

Tanim 2.2.2. U, C cismi iizerinde bir lineer uzay ve @ # A C ¥ olsun. Bu
durumda; her u,v € A ve her A\, u € C i¢in A\u + uv € A olmasi halinde A ’ya, ¥
uzayimin bir lineer alt uzay1 denir (Maddox, 1970).

Tanim 2.2.3. ¥ ve A ayn1 K cismi tizerinde iki lineer uzay olsun. Her u, v € ¥ ve
her A\, u € K igin,
T(Au+ pv) = XT'(u) + pT'(v)

esitligi saglanir ise, T : W — A’e bir lineer doniigtim adi verilir (Maddox, 1970).

Tanim 2.2.4. ¥, K cismi tizerinde bir lineer uzay ve || - || : ¥ — R* olsun. Eger

Vu,v € ¥ ve VA € K igin,

(@) ol =0,

() Nl = [Afull,

(@id)  flu+ vl < flull + V],
sartlar saglanirsa || - || fonksiyonuna ¥ tizerinde bir yari-norm ve (U, || - ||) ikilisine
de yar-normlu lineer uzay denir. Eger, ayn1 zamanda ||ul| = 0 = u = 0 sart1 da



saglaniyorsa o zaman || - || fonksiyonuna W {izerinde bir norm ve (¥, || - ||) ikilisine

de normlu lineer uzay denir (Maddox, 1970).

Tamm 2.2.5. ¥, K cismi tizerinde bir lineer uzay, || - || : ¥ — RT ve ¢ > 0 olsun.

Eger; Yu,v € ¥ ve VX € K igin,

@) ull=0=u=0,
(@) [Pall = A ul],
(@) flu A vl < fluff + {1,

sartlar1 saglamrsa (W, || - ||, ¢) tglusiine bir g-normlu lineer uzay denir (Maddox,

1970).

Tanim 2.2.6. Normlu bir ¥ uzayinda bir (u;) dizisi verilsin. Eger, her ¢ > 0 sayist
i¢in 7, j > n oldukea, ||u; — u;|| < € olacak sekilde bir 1 sayis1 mevcutsa, (u;) dizisine

bir Cauchy dizisi denir (Kreyszig, 1980).

Tanim 2.2.7. ¥ bir normlu uzay ve (u;) de bu uzayda bir dizi olsun. Eger, ¥ uzay1
lim; , ||u; — u|| = 0 olacak sekilde bir u eleman igeriyorsa, (u;) dizisi yakimsaktir

denir ve bu durumda u, (u;) dizisinin limiti olarak adlandirihir (Kreyszig, 1980).

Tanim 2.2.8. Eger (U, || - ||) normlu uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, yani

U normlu uzay: tam ise bu uzaya Banach uzay1 denir (Maddox, 1970).

Tanim 2.2.9. ¥ ve A ayni cisim iizerinde tanimli lineer uzaylar olsun. ¥ uzayindan
A uzayma tanimli bir 7' izomorfizmi, lineer uzayin iki cebirsel iglemini koruyan

birebir ve 6rten bir doniistimdiir. Bu yiizden, her u,v € ¥ ve her A skaleri i¢in

Tu+v)=Tw)+T(v) ve T(Iu)=\T(u)

saglanir, yani 1" : ¥ — A birebir, 6rten bir lineer doniigimdiir. Normlu uzaylar igin
izomorfizm ise normu koruyan, yani her v € V¥ i¢in ||Tu|| = ||u| sartin1 saglayan
bir lineer uzay izomorfizmidir. Eger T : ¥ — A bir izomorfizm ise ¥ ve A normlu

uzaylarina izomorfik uzaylar denir (Maddox, 1970).



2.3. Cift Dizilerde Yakinsaklik Cesitleri ve Baz1 Cift Dizi Uzaylar:

Tanim 2.3.1. N = {0,1,2...} dogal sayilar kiimesi ve ¥ bogtan farkli bir kiime

olsun. Bu durumda,

f: NxN—=>W

(4,7) = f(i,7) = wy

bi¢iminde tanimlanan f fonksiyonuna ¢ift indisli dizi ya da kisaca c¢ift dizi denir.
U = R oldugunda f’ye reel degerli ¢ift dizi, ¥ = C oldugunda f’ye kompleks degerli
cift dizi denir. Bir u = (u;;) ¢ift dizisinin terimleri, bir sonsuz matrisin terimleri gibi

diigtiniilebilir. Ornegin; bir u = (u;;) dizisi

Upp Up1r Up2 -+ Upy
Up U11 Ur2 --- Uy
Ugp U1 U2 -+ Ugj
Ujo Uil U2 Uyj

olarak ifade edilebilir. Kompleks terimli biitiin ¢ift dizilerin kiimesi
Q.= {u: (UU> :uij € (C, VZ,j S N}

ile temsil edilir. Bu kiime, ¢ift dizilerde tanimlanan koordinatsal toplama ve skalerle
carpma iglemleri ile bir lineer uzaydir. ) uzaymin herhangi bir lineer alt uzayina

¢ift dizi uzay1 denir.

Tanim 2.3.2. sup; joy |ug;| < 0o sartin saglayan bir u = (u;;) cift dizisine smirh

¢ift dizi denir ve butiin simirh ¢ift dizilerin kiimesi

M, = {u = (uyg) € Q= Jullo = sup Juyy| < OO}

7,7EN



bigiminde verilir (Mdricz ve Rhoades, 1988). M, kiimesinin |ul|s normu ile bir

Banach uzay1 oldugu Moéricz (1991) tarafindan gosterilmigtir.

Tek dizilerden farkli olarak ¢ift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami
tanimlanmigtir. Bunlardan en ¢ok kullanilanlar Pringsheim anlaminda yakinsaklik
ve regiiler yakinsaklik kavramlaridir. Simdi ¢ift diziler i¢in tanimlanan bu yakinsaklik

kavramlarindan bahsedelim:

Tanim 2.3.3. Verilen her € > 0 sayist i¢in ¢, j > n. oldugunda |u;; — L| < ¢ olacak
sekilde bir n. dogal sayisi bulunabiliyorsa bu durumda v = (u;;) € € dizisine,
L € C sayisina Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir. Burada; L sayisina u ¢ift
dizisinin Pringsheim limiti, boyle yakinsak dizilere de kisaca p-yakinsak dizi denir

ve p — lim; j_, u;; = L biciminde gosterilir (Pringsheim, 1897).

Pringsheim anlaminda yakinsak dizilerin kiimesi
Cp={u=(u;) €Q : ILeC,Ve > 0,3n. € N,Vi,j > n. > |u;; — L| <€}

bi¢iminde verilir ve bu kiime, c¢ift dizilerde tanimlanan koordinatsal toplama ve

skalerle carpma iglemleri ile bir lineer uzay tegkil eder. Ayrica C, lineer uzayinin
— 1 g
= Jim, (s o

yari-normu ile bir tam yari-normlu uzay oldugu Méricz (1991) tarafindan gosterilmistir.

Tek diziler i¢in bilinenin aksine, p-yakinsak bir ¢ift dizinin sinirli olmasi gerekmez.

Ornegin; u = (u;;) dizisi

i, i€N, j=0,
uj=9yJ , JEN, i=0,
0 , 4,5 €N\{0},

olarak tanmmlandiginda, p — lim;; .o u;; = 0 olmasina ragmen sup; oy |ui| = o0

oldugu goriiliir, o halde u € C,\M,, olur.



Tanim 2.3.4. Pringsheim anlaminda yakinsak ve ayni zamanda sinirli olan biitiin

cift dizilerin kiimesi

Cop 1= {u = (wij) € Cp ¢ |ulloo = sup |uy| < oo} =C,NM,

i,jEN

olarak tamimlanir.

Tanim 2.3.5. Pringsheim anlaminda bir L noktasina yakinsak olmasinin yaninda
Vj € Nigin lim; o w;; limiti ile Vi € Nigin lim;_, o u;; limiti de bulunan bir (u;;) €
dizisine L noktasina regiiler yakinsaktir denir. Eger u = (u;;) € (2 regiiler yakinsak

ise lim; lim; w;; ve lim; lim; w;; limitleri mevcuttur ve

limlimw;; = limlimwu;; = p — lim w;;
(2 ] ] 1 2,]— 00

esitligi mevcuttur. Regiiler yakinsak biitiin ¢ift dizilerin kiimesi
CT = {U = (UZ]) € Cp . VZ,] eN 1(;1n (uij)i, (uij)j (& C}

olarak verilir (Hardy, 1904). Burada c ile yakimsak tek dizilerin uzayi, (u;;); € c ile
de dizinin ¢ indisine gore yakinsak olmasi1 kastedilmektedir. Regiiler yakinsak bir
cift dizi simurhdir. Gy, ve C, kitmelerinin ||.||oo normu ile birer Banach uzay1 oldugu

Moéricz (1991) tarafindan gosterilmistir.

¥ herhangi bir yakinsaklik tiirii olmak iizere; v¥-yakinsak bir w ¢ift dizisinin limiti

U — lim; j_,00 w5 ile, ¥-yakinsak cift dizilerin uzay1 da Cy ile gosterilir.

Tanim 2.3.6. Mutlak ¢-toplanabilir biitiin ¢ift dizilerin kiimesi
Eq::{u:(uij)eﬂ:Z|uij]q<oo}, (1§q<OO)
i,
olarak ifade edilir. Bu kiime

1

i
ully = (Z\Uij\q>
i’j
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normu ile bir Banach uzayidir (Basar ve Sever, 2009).

2.4. (ift Seriler

Bu kisimda ¢ift seri tanimi verilerek Altay ve Bagar (2005) tarafindan tanimlanmig
ve sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi ¢ift seri uzaylar1 ve bunlarin birtakim

ozelliklerinden bahsedilecektir.

Tamm 2.4.1. Bir u = (w;;) cift dizisi i¢in S = (sg) ¢ift dizisi, her k,1 € N i¢in
koo
Sk =)D Uij
i=0 j=0

olarak tanimlansim. Bu durumda; ((ug), (sk)) ikilisine bir ¢ift seri, S = (sy;) dizisine

serinin kismi toplamlar dizisi ve u,; dizisine de serinin genel terimi denir.

olmasi durumunda ((uy), (sk)) serisine ¥—yakinsaktir denir ve bu durumda serinin

J—toplami L sayisidir.

u;; genel terimli ve L toplaml seri

YD) ui =1L

i=0 j=0

bi¢iminde yazilir. Ayrica; genel terimi u;; olan seri, yakinsak da olsa iraksak da olsa

ii%‘

i=0 j=0

ile ifade edilir.

11



0 oo o oo S . . o
o0 2jep Wij Ve 20720 2% wij serilerine siral seriler denir ve sirali serilerin toplamlar

ayn1 olmayabilir. Ornegin; u = (u;;) ift dizisi

1 , i=j+1,j€N,
9 Z:j_LJEN?

0 , diger durumlarda,

bi¢iminde tanimlandiginda acik olarak

DD ==l ve > > wy=1

=0 j=0 j=0i=0
oldugu gortlir.

[o¢] (0.0) Cp o (o, ¢]
Tanim 2.4.2. 3772, 5272 |u;| serisinin yakimsak olmasi durumunda 5% 322 ug;

serisine mutlak yakinsak seri denir.

Agik olarak, Zeltser (2002) tarafindan tanmimlanan, mutlak yakinsak seri tegkil eden
cift dizilerin
Eu = {U = (U’U) e Z |UU| < OO}
.3

uzayl, L, uzaymimn g = 1 i¢in 6zel halidir.

Tamim 2.4.3. 3272, 3222 u;; serisinin (k,1)’inci kismi toplamlar dizisi sg; = Zf:o 22:0 Uij

olmak tizere, sinirh seri olusturan ¢ift dizilerin kiimesi

BS = {u = (u;j) € Q sup |sp| < oo}

k€N

bi¢giminde ifade edilir. Ayrica; bu kiime

iiuﬁ

i=0 j=0

[ullss = sup (2.4.1)

)

normu ile bir Banach uzayidir ve BS uzay1 M, uzayimna lineer olarak izomorftur

(Altay ve Basar, 2005).
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Tanim 2.4.4. ¥ € {p,bp,r} olmak tzere, ¥-yakinsak seri olugturan ¢ift dizilerin

uzayl

CS@ = {u = (u”) e (Skl) = (iium) S Cﬂ}

i=0 j=0

olarak tamimlanir.

Bu durumda; CS, kiimesi,

ulles, = lim ( sup [sp|
M—o0 kl>M
yari-normu ile bir tam yari-normlu lineer uzaydir.

Ayrica; CSy, ve CS, kiimeleri de (2.4.1) normu ile birer Banach uzayidir ve
CS, CCSy, CCS,

kapsama bagintisi gegerlidir (Altay ve Bagar, 2005).

Tamm 2.4.5. U ve A iki ¢ift dizi uzay1, D = (di;;) 4-boyutlu sonsuz bir matris ve

9, herhangi bir yakinsaklik tiirii olsun. Her £,[ € N i¢in «'nun D-déniigimu

Du = {(Du)g }rpen =0 — Z driijuij (2.4.2)

ij
olmak tizere; eger her v € W igin, Du mevcut ve A uzayinda ise bu durumda D
dontisiimiine ¥ uzaymndan A uzayma tamimli ¥-tipi bir matris dontisiimii denir ve
bu durum D : ¥ — A bi¢iminde gosterilir. ¥ uzayindan A uzayina tanimli biitiin
4-boyutlu matrislerin smifi (U : A) ile temsil edilir. Burada; D € (¥ : A) olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul (2.4.2) esitliginin sag tarafindaki serinin her k,1 € N i¢in

V-yakinsak olmasi yani Dy = (dkij)ijen € WA ye her u € ¥ icin Du € A olmasidir.

Tanim 2.4.6. D = (dyy;), 4-boyutlu sonsuz bir matris olsun. Bu taktirde; D-doniisiimi

A ¢ift dizi uzayinda yatan biittin ¢ift dizilerin

A =Ly e Qi vk, 1 € Nigin (Du)y = (19 - delijuij) eA}  (243)
k,leN

ij

13



kiimesine D matrisinin A uzayindaki v-etki alani denir.

Tanim 2.4.7. Cy C (Cy)p olmasi durumunda 4-boyutlu D matrisine Cy-konservatif

matris denir. Ayrica her bir u € Cy igin

U —limDu=19— lim (Du)y =9 — lm uy
=00 k,l—o0

olmasi1 halinde Cy-konservatif D matrisi Cy-regiiler adini alir.

Tanim 2.4.8. D = (dj;;) 4-boyutlu bir matris ve k,1,4,j € N olmak tzere; i > k
veya j > | veya her ikisi de gergeklestiginde dy;; = 0 oluyorsa bu durumda D

matrisine iiggensel matris denir (Adams, 1933).

Tamm 2.4.9. Her k,1 € N igin dyy # 0 olan D = (dyy;;) ticgensel matrisine tiggen
matris denir. 4-boyutlu tiggen bir matrisin bir tek tersi vardir ve tersi de iiggen bir

matristir (Cooke, 1950).

2.5. Qift Dizi Uzaylarmn a-, §(9)- ve y-Dualleri

U herhangi bir ¢ift dizi uzay1 olmak tizere; bu uzayin a-, 5(19)- ve v dualleri sirasiyla

v = {t = (tl]) € Q) : her (Ul]) cev icin Z |tljulj| < o0 },
2
SO {t = (tiy) €Q: her (uy) €V igin J—) tiuy mevcut},
.3
Kl
U7 o= {t = (tl]) € Q: her (U”) e v icin  sup Z tijulj < OO}
k,leN i,5=0

biciminde tanimlanir. ¥ ve A herhangi iki cift dizi uzay1 olmak iizere, ¥ C WA
ve W* C U7 kapsamalar1 gegerlidir. Ayrica, eger ¥ C A ise A C ¥* kapsamasi
gecerlidir.
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2.6. Cift Diziler icin Hemen Hemen Yakinsaklik Kavrami

Tek diziler icin, bilinen yakinsakliktan daha genel olan hemen hemen yakinsaklik
kavrami Lorentz (1948) tarafindan verildi ve daha sonra bu kavram Moricz ve

Rhoades (1988) tarafindan ¢ift dizilere genigletildi.

Tanim 2.6.1.
1 k+ol+o
— lim su ui; — Ll =0 (k vel ye gore dliizgiin
P lim sup | ijzl i~ (k velyeg giin)

esitligini saglayan bir L sayisinin bulunmas: halinde, kompleks terimli bir u = (u;;)
dizisine L degerine hemen hemen yakinsaktir denir (Moricz ve Rhoades, 1988). Bu
taktirde; L degerine u dizisinin fs-limiti denir. Hemen hemen yakinsak biitiin ¢ift

dizilerin kiimesi

Cr = {u:(uij)EQ L eC>

k+ol
1 +ol+o

D> iy —

e+ 1) +1) 5=

p— lim sup
0,0/ 20 k150

=0,k ve [ ye gore diizgiin }

bi¢iminde verilir. L = 0 olmasi durumunda u dizisine, sifira hemen hemen yakinsaktir

denir ve boyle ¢ift dizilerin kiimesi de Cy, ile temsil edilir. Cy ve Cy, kiimeleri

1 k+o l+o
u = su U;
H HCf Q,g’,k,ll)EN (Q + 1 Q + 1 ;f JX‘; i

normu ile birer Banach uzayidir.

p-yakinsak bir ¢ift dizi hemen hemen yakinsak olmayabilir ancak sinirli ve yakinsak
cift dizi ayn1 zamanda hemen hemen yakinsaktir. Ustelik, hemen hemen yakmsak
her ¢ift dizi smurhdir. Yani; ¢, C C; C M, kapsamalar kesin olarak saglanir
(Mursaleen, 2004).

Méricz ve Rhoades (1988), hemen hemen yakinsak ¢ift dizileri bp-yakinsak cift

dizilere doniistiiren 4-boyutlu matrislerin 6zelliklerini incelediler. Tek diziler igin
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hemen hemen konservatif ve hemen hemen regiiler matris simflar1 King (1966)
tarafindan, hemen hemen Cy-konservatif ve hemen hemen Cy-regiiler 4-boyutlu matris
siiflar1 da Zeltser ve ark. (2009) tarafindan karakterize edildi. Mursaleen (2004),
4-boyutlu matrisler i¢in hemen hemen kuvvetli regiilerlik kavramini, "Hemen hemen
yakinsak her ¢ift diziyi hemen hemen yakinsak bir ¢ift diziye, tistelik limiti koruyarak
dontigtiiren 4-boyutlu matrise hemen hemen kuvvetli regiiler matris denir" bi¢iminde

ortaya koydu.

Tanim 2.6.2. ¢-yakinsak her ¢ift diziyi hemen hemen yakinsak bir c¢ift diziye
dontigtiiren 4-boyutlu bir D = (djy;;) matrisine hemen hemen Cy-konservatif matris

denir ve bu durum D € (Cy : Cy) ile gosterilir (Zeltser ve ark., 2009).

Tanim 2.6.3. Hemen hemen Cy-konservatif 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisine;
limiti korumasi halinde, yani her u = (u;;) € Cy ¢ift dizisi icin ¥ —limu = fo—lim Du
esitliginin saglanmasi halinde hemen hemen Cy-regiiler matris denir (Zeltser ve ark.,

2009).

2.7. Yardimci Teoremler

Bu kisimda, ilerleyen boltimlerde gerekli olacak bazi temel yardimci teoremler

verilecektir.

Lemma 2.7.1. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (Cp, : Cy) smifinda olmasi igin

gerek ve yeter kosgul

sup Z |djiis| < 00, (2.7.1)

k,leN ij

Hdij ceCs9-— klllm dklij = dz‘j; (\V/’L,j S N) (272)
J—00

dLeC>9— k,lllinoo%:dk”j = L mevcut, (2.7.3)

Jdip e N> 9 — klllm Z |dklioj — dioj| =0, (274)
J—00 7

yoeNaﬁ—gg;%]@mwﬂ%J:o (2.7.5)

sartlarimin saglanmasidir (Zeltser ve ark., 2009).
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Lemma 2.7.2. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (C, : Cy) smifinda olmasi igin

gerek ve yeter kogul (2.7.1)-(2.7.3) sartlariyla birlikte

Vi € N, 3jp € N vardir 6yle ki j > jo ve Vk,l € N icgin di;; =0, (2.7.6)
Vj € N, 3ip € N vardir 6yle ki ¢ > ip ve Vk,l € Nicin dy;; =0 (2.7.7)
sartlarinin saglanmasidir (Zeltser ve ark., 2009).

Lemma 2.7.3. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (C, : Cy) smifinda olmasi igin

gerek ve yeter kogul (2.7.1)-(2.7.3) sartlariyla birlikte

Jjo € N> 9 — k}liinoozijdklijo = T, (2.7.8)

Jip e N9 — k,lziinoo%: ditioj = Yiy (2.7.9)

sartlarinin saglanmasidir (Zeltser ve ark., 2009).

Lemma 2.7.4. 4-boyutlu bir D = (djy;;) matrisinin (Cy, : M,,) smifinda olmasi icin
gerek ve yeter kogul (2.7.1) sartinin saglanmasidir (Tug, 2017).

Lemma 2.7.5. 4-boyutlu bir D = (djy;;) matrisinin (M, : Cyp) smifinda olmasi igin

gerek ve yeter kogul (2.7.1), (2.7.2) sartlariyla birlikte

3d;; € C 3 bp — k’lgnooz \dii; — dij| = 0, (2.7.10)
ij |
Her bir i € N i¢in bp — k,lligloojz:%dkhj mevcut, (2.7.11)
k
Her bir j € N i¢in bp — k}liinoo ; driij mevecut, (2.7.12)
Z |driij|  yakimsaktir (2.7.13)
irj

sartlarinin saglanmasidir (Cakan ve ark., 2006).

Lemma 2.7.6. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (M, : M,) smifinda olmas:
icin gerek ve yeter kogul (2.7.1) sartinin saglanmasidir (Yesilkayagil ve Bagar, 2016¢).
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Lemma 2.7.7. 4-boyutlu bir D = (djy;;) matrisinin (M, : C,) smifinda olmasi igin
gerek ve yeter kogul (2.7.2), (2.7.6) ve (2.7.7) sartlariin saglanmasidir (Yegilkayagil
ve Bagar, 2016a).

Lemma 2.7.8. (a) 0 < ¢ < 1 olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (d;;)

matrisinin (£, : M,,) smifinda olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

sup |dyi;| < 00 (2.7.14)
k,l,ijEN

sartinin saglanmasidir.

(b) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (£, : M,,)

sinifinda olmasi icin gerek ve yeter kogul

sup » ldklz‘j|q/ < oo (2.7.15)

k,leN ij

sartinin saglanmasidir (Yegilkayagil ve Bagar, 2017). Burada, ¢’ ile ¢ nun

konjugesi kastedilmektedir, yani % + % =1 dir.

Lemma 2.7.9. 0 < ¢ < 1vel < ¢ < oo olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir

D = (dy;;) matrisinin (£, : £,,) smifinda olmasi icin gerek ve yeter kogul

sup > |dgij|" < o0 (2.7.16)
i,jEN k,l

sartinin saglanmasidir (Yegilkayagil ve Bagar, 2017).

Lemma 2.7.10. (a) 0 < ¢ < 1 olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (dj;;)
matrisinin (£, : Cpp) simfinda olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (2.7.14) sartiyla

birlikte bir (a;;) € Q i¢in
bp — klllgloo driij = aij (2.7.17)

sartinin saglanmasidir.
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(b) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (£, :
Cpp) siufinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.15) ve (2.7.17) sartlarinin
saglanmasidir (Yesilkayagil ve Bagar, 2017).

Lemma 2.7.11. (a) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (Cy : Cp,) sinifinda olmasi
i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.1) ve (2.7.17) sartlariyla birlikte

JLeC> bp-— k}l@m;dkhj =L, (2.7.18)

Jip N>  bp— k,lziinoozj: |dktio; — digj] =0, Vj €N, (2.7.19)

Hj() eN> bp = k,lllinoo; |dkli,j0 —= di,jol =0, Vi e N, (2720)

bp — lim >3 | Aoidi;] =0, (2.7.21)
) (&) 3 ]

bp — klligl >N | Avodiiil =0 (2.7.22)
’ oo i j

sartlarinin saglanmasidir. Burada; Aqjodgy; = diij — driiv1,; ve Dordgij =

diiij — dii j+1 olarak tanimlanir.

(b) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin kuvvetli regiiler olmasi icin, yani (C; :
Cip)reg smnifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.1) ve (2.7.17)-(2.7.22)
sartlarimim her ¢,j € N i¢in d;; = 0 ve L = 1 i¢in saglanmasidir (Moricz ve

Rhoades, 1988).

Lemma 2.7.12. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (C; : M,,) sinifinda olmasi
icin gerek ve yeter kogul (2.7.1) sart1 ile birlikte

Dy € (€)™ (2.7.23)

sartinin saglanmasidir (Tug, 2018a).

Lemma 2.7.13. (a) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen Cp,-konservatif

olmasi icin, yani (Cy, : Cy) smufinda olmasi igin gerek ve yeter kogul (2.7.1)
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sartiyla birlikte

VZ,j S N, Eldw eC> bp— lim O'(i,j, 0, Q,,k‘,l) = dij
0,0’ —00

yakinsamasi k,l € N ye gore diizgiindir, (2.7.24)
JLeCobp— lim > o(i,j, 00, k1) =1L

0,0'—00 i
yakinsamasi k,l € N ye gore diizgiindir, (2.7.25)

VJ c N, Eldz] S C > bp - hm Z |0<i7j7 o, Qlakal) - dl]| - 0
0,0/ =00
yakinsamasi k, [l € N ye gore diizgiindir, (2.7.26)
Vi € N,3dy; € Cabp— lim > |o(i,j, 0,0, k1) —dij| =0
0,0’ =00 =
j

yakinsamasi k, [l € N ye gore diizgiindiir (2.7.27)

k+g l+9/ drnnij

sartlarinin saglanmasidir.  Burada; o(i, j, 0, 0, k, 1) = >, % >0 )

olarak tanimlanmigtir.

(b) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen (C,-) regiiler olmasi igin,
yani (Cpp : Cf)rey sinifinda olmast icin gerek ve yeter kosul (2.7.1) ve (2.7.24)-(2.7.27)
sartlarimi her 4,5 € N i¢in d;; = 0 ve L = 1 i¢in saglanmasidir (Zeltser ve

ark., 2009).

Lemma 2.7.14. 4-boyutlu bir D = (dj;;;) matrisinin hemen hemen kuvvetli regiiler
olmast i¢in, yani (Cs : Cy),ey sinifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul D matrisinin

hemen hemen (C,-) regiiler olmasi ve

lim Y% [Ao(i, g, 0,0, k1) =0
i g

0,0’ —00 =

yakinsamasi k,l € N ye gore diizgiindir, (2.7.28)
l}m Z Z |A010-<Z.7j7 9, 0,7 k; l>| =0

0.0/ =00 T 5

yakinsamasi k,l € N ye gore diizgiindiir (2.7.29)

sartlarinin saglanmasidir. Burada;

Aloa(iaja o, 9,7 k)” = O-(i7j7 0, 9/7 kvl) - O-(Z + ]-aj7 0, Qla kv l)
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ve

AOla(i7j7 0, g/7 ka l) = 0-<i7j7 0, Ql7 ka l) - O-(Z.hj + 17 o, Qla k? l)
olarak tanimlanmigtir (Mursaleen, 2004).

Lemma 2.7.15. (a) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen C,-konservatif
olmasi icin, yani (C, : Cy) smufinda olmas: icin gerek ve yeter kosul (2.7.1),

(2.7.24) ve (2.7.25) sartlariyla birlikte

JjoeN3bp— lim > o(i,jo, 0 0, k1) =z

0,0 —
yakisamasi k,[ € N ye gore diizgiindiir, (2.7.30)
Jig e N3 bp— lim > o(io, 5, 0,0, k1) = i
0,0/ —00 <=
j
yakinsamasi k, [ € N ye gore diizgiindir (2.7.31)

sartlarinin saglanmasidir.

(b) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen C,-regiiler olmas i¢in, yani
(Cy : Cf)reg sinifinda olmast icin gerek ve yeter kogul (2.7.1), (2.7.24), (2.7.25),
(2.7.30) and (2.7.31) sartlarinn her ¢,j € Nigin d;; = z;, = y;, =0ve L =1

i¢in saglanmasidir (Zeltser ve ark., 2009).

Lemma 2.7.16. (a) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen C,-konservatif

olmasi i¢in, yani (C, : Cy) smifinda olmas: icin gerek ve yeter kogul (2.7.1),

(2.7.6), (2.7.7), (2.7.24) ve (2.7.25) sartlarmin saglanmasidir.

(b) 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin hemen hemen C,-regiiler olmasi i¢in, yani
(Cp : Cf)reg siifinda olmasi icin gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.6), (2.7.7),
(2.7.24) ve (2.7.25) sartlarmm her 7,5 € N icin dj; = 0 ve L = 1 i¢in

saglanmasidir (Zeltser ve ark., 2009).
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Lemma 2.7.17. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (M, : Cy) sinifinda olmasi

icin gerek ve yeter kogul (2.7.1) sart1 ile birlikte

VZ,j c N, Eldw eC»> f2 — klllm dklij = dij7 (2732)
J—00
Vk, 1,7 €N, IM e N>  0o(i,j,0,0,k 1) =0, Vo,0,i>M, (2.7.33)
Vk,l,i e NJAN e N> 0(i,,0,0,k,1) =0, Vo,0,7>N (2.7.34)
sartlarmin saglanmasidir (Yegilkayagil ve Bagar, 2016a).

Lemma 2.7.18. (a) 0 < ¢ < 1 olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (d;;)
matrisinin (£, : Cs) smifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.14) ve

(2.7.32) sartlarinin saglanmasidir.

(b) 1 < g < oo olsun. Bu durumda; 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (£, : Cy)
smifinda olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.32) sartiyla birlikte

sup Y |dii;|" < 00 (2.7.35)

k,leN i,

sartinin saglanmasidir (Tug, 2018b).

Cahgmanin bundan sonraki kisminda ¥ € {p, bp,r} oldugu kabul edilecektir.
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3. MATERYAL ve YONTEM
Bu boliimde, calismamizda kullanilan materyal ve yontemlerden bahsedilmigtir.
3.1. Materyal

Bu doktora tez caligmasinda; KAYNAKLAR bélimiinde bilgileri agik olarak yazil
olan, ulusal ve uluslararasi matematik dergilerinde yayimlanmig bilimsel makalelerden,

kitaplardan ve doktora tezlerinden yararlanilmigtir.

3.2. Yontem

Calismamizda, 4-boyutlu sonsuz bir matrisin bilinen klasik ¢ift dizi uzaylar: iizerindeki

etki alanlar1 olarak yeni ¢ift dizi uzaylar elde etme yontemi kullanilmigtir.



4. BULGULAR ve TARTISMA

Caligmanin dort alt bagliktan olugsan bu boliimiinde, ilk olarak 4-boyutlu binomial
matris tanimlanmig ve bu matrisin r.s > 0 icin RH-regiiler oldugu gosterilmistir.
Daha sonra yeni tanimlanan matrisin klasik ¢ift dizi uzaylar: tizerindeki etki alanlar:
kullanilarak yeni binomial ¢ift dizi uzaylar: insa edilmisg ve bu uzaylarin bazi cebirsel
ve topolojik 6zellikleri galisilmig, ayrica bu uzaylarla bilinen bazi ¢ift dizi uzaylar
arasindaki kapsama bagintilar: incelenmistir. Daha sonra, bu uzaylardan bazilarinin
a-, f(9)- ve y-dualleri hesaplanmig ve son olarak yeni tanimlanan uzaylardan klasik

dizi uzaylarina ve tersine birtakim matris doniigtimleri karakterize edilmigtir.

4.1. 4-Boyutlu Binomial Matris B

r ve s sifirdan farkh reel sayilar ve r + s # 0 olmak iizere, B" = (by;:,) 4-boyutlu

binomial matrisini, k,[,%,j birer dogal say1 olmak tizere

1 k ! ktj—i, l+i—j ) )
g () () osiskosise

o (4.1.1)

, diger durumlarda,

olarak tanimlayalim. Bu durumda; 4-boyutlu binomial matrisin bir iiggen matris
oldugu, tanmmindan agikga goriiliir. Ayrica, verilen bir v = (u;;) cift dizisinin

B9 _doniisiim dizisi her k,1 € N icin

1 MOk (1 o
= (r.s) S k+j—i l+i—j,,
Ykl = (B u)kl T (r + s)FH 2 <Z> ( ) ST (4.1.2)

i.j=0 J

olarak verilir. Caligmanin bundan sonraki kisminda aksi belirtilmedikce v = (u;)
ve v = (v;;) cift dizilerinin (4.1.2) esitligi ile bagh olduklari, r, s ve r 4+ s nin de
sifirdan farkl reel sayilar olduklar: kabul edilecektir. Onemli bir noktaya deginmek
gerekirse, Talebi (2017) ve Yesilkayagil ve Bagar (2018) galigmalarinda incelenen
E(r,s) = (ep;;) 4-boyutlu Euler matrisi, (4.1.1) bagmtisi ile tamimladigimiz B(rs)

4-boyutlu binomial matrisin r + s = 1 icin 6zel halidir. Dolayisiyla, bu calismada



elde edilen sonuglar, Talebi (2017) ve Yesilkayagil ve Basar (2018) ¢aligmalarindaki

sonuclardan daha geneldir.

I = (6415) 4-boyutlu birim matris, yani

1, (k1) = (i,9),
Oktij =

0 , diger durumlarda

olmak tizere,
. T,8 T,8
5klij 4 Z bklmn'cmnij
m,n

egitligi kullanilarak 4-boyutlu binomial matrisin { B}~ = (¢j2.) tersi her k, 1,4, j

dogal sayis1 i¢in

(—1)k+=(+d) <k> <l> shlipl=k=i(p L )1 0<i<k0<j<I,

T7S .
Cklij *—

0 , diger durumlarda,
biciminde verilir.

Tanim 4.1.1. Sinirh p-yakinsak her ¢ift diziyi p-yakinsak bir ¢ift diziye tstelik ayni
limitle déniigtiiren 4-boyutlu bir D matrisine RH-regiiler matris denir (Hamilton,

1936; Robison, 1926).

25



Lemma 4.1.2. 4-boyutlu ii¢gen bir D = (dj;;) matrisinin RH-regiiler olmasi igin

gerek ve yeter kosgul

RH, : Herbir 4,j€N igin p— kllim dii; = 0,
J—00

RHQ P — lim deh’j:l,
%,

k,l—=o00 <=
RHsy : VjeN > p— lim > |du;| =0,
A—=o0 &
RH, : YieN > p-— klllglooz]: |driij| = 0,
RH; Z |dyii;| < M olacak sekilde M ve N pozitif tam sayilar1 mevcuttur,
ij>N

sartlarinin saglanmasidir (Hamilton, 1936; Robison, 1926).

Teorem 4.1.3. (4.1.1) bagmtisi ile tammlanan B"*) = (b};:) 4-boyutlu binomial

matrisi 7.s > 0 i¢in RH-regtilerdir.

k

%

Ispat. r.s > 0 olsun. Bu durumda; k — oo i¢in — (

L ) sk=irt — 0 ve | — oo icin

ﬁ (;) "5 — 0 oldugundan, her bir i, j € N ve k,I — oo i¢in by, — 0 oldugu

gortliur ve boylece RHp saglanir. Ayrica;

T?s —

1 AV AA

.3 1,j=0

esitligi gbz Onlinde tutuldugunda RH, nin saglandigr goriiliir.

_ 1 U\ iy K\ ki
Z|bklw| - (T—|—S)k+l <]>T S ;(7’)8 r

1 l I—i 4
D] (J)T M

oldugundan RHj saglanir ve benzer yolla RH, sartinin da saglandigy goriilir. (4.1.3)

esitliginden ve her k, 1,4, j € N icin B™*) matrisinin terimlerinin pozitifliginden RH;
saglanir ve boylece r.s > 0 icin B™*) 4-boyutlu binomial matrisin RH-regiilerligi

goriilmis olur.

Tezin bundan sonraki kisminda r.s > 0 oldugu kabul edilecektir.
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4.2. Baz Yeni Binomial Cift Dizi Uzaylar:

Bu kisimda, B"™*) 4-boyutlu binomial matrisin M., C,, Cyp, Cr, L,, C; ve Cy, cift
dizi uzaylar: tizerindeki etki alanlar: olarak sirasiyla B2, B™* Bbp s Brys By, ;S ve

reg’

B, By (1<qg< ), Bf VerE)

B}’ kiimeleri tanimlandi. Daha sonra, BL7, By, B,

kiimelerinin birer Banach uzay1, By* (0 < ¢ < 1) kiimesinin bir tam g-normlu uzay
ve B™® kiimesinin de bir tam yari-normlu uzay oldugu gosterildi ve son olarak yeni

tanimlanan uzaylar ilgilendiren baz1 kapsama bagintilari ile boliim sonlandirildi.

: s, RS T,S T,S T,S
Simdi; BL?, B, By, B, By®, B;® ve By’ kiimelerini sirasiyla

By = {u = (uig) € 2+ sup (BT u)y| < 00}7

k,IEN

B = { (wij) :dLeC,p— kllim ’(B(T’S)u)kl — L’ = O} ,

=00

By = {u=( Q: B"u € G},

By, = {u=(uy)eQ:B™uec},

B = {u = (uy) € Q) ‘(B(’"’S)u)kl‘q < oo} (0 < ¢ < o0),
kol

;’S = {u:(uij)EQ:EILE(CB

k+ol
1 +ol+o

—hmsu BTy —L =0,k ve [ ye gore diizgiin ,
o= {U:(Uz‘j)EQi
1 k+ol+o s
—hmsu (rs 1 =0,k ve [l ye gore diizgiin

olarak tamimlayalim. Bu durumda, BLS, B™*, Bz, By®, B;® ve B kiimeleri

bp ) ~rego

(2.4.3) gosterimi ile sirasiyla BYS = (M) gersy, B™ = (Cp)B(T,s,»), B, = (Cip) o,
By = (Cr)pes, By = (Ly)pes, By = (Cr)pes ve By = (Cp,)pers bigiminde
yeniden yazilabilir. Ayrica, U herhangi bir ¢ift dizi uzay: olmak iizere, Uy etki

alan1 binomial ¢ift dizi uzay1 olarak adlandirilir.
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Teorem 4.2.1. B, B, ve B]7 kiimeleri, ift dizilerde tanimhi koordinatsal toplama

ve skalerle carpma iglemleri ile birer lineer uzay ve
lullsze = 1B ullo = sup |(BTu)y| (4.2.1)
k,lEN

normu ile birer Banach uzayidir. Ustelik; BL?, B, ve B]: uzaylarn sirasiyla M,

Cyp ve C, uzaylarina lineer olarak norm izomorfturlar.

Ispat. Benzer ifadelerin tekrarndan ka¢inmak icin teoremi yalmzca B’ kiimesi igin

ispatlayacagiz.

Oncelikle B%* kiimesinin lineer uzay oldugunu gosterelim. Bunun igin, u,y € B3

dizilerini ve A, u € C skalerlerini alalim. Bu durumda;
sup ’(B(“S)u)kl’ <M ve sup ’(B(’“s)y)kl’ <N

k,lEN k,lEN

esitsizliklerini saglayan M ve N pozitif reel sayilar1 mevcuttur. Béylece;

k
sup [{ BT (2w + = su k=i e
k,leII)\IH ( 'uw}kl‘ k,lepN (r + s)k+ JX:O< < ) (Auij + pyi)

k et ]
= su I =iy,
FieN 7‘+8k+lmzo< ><> ’
1% k+ —1 l+z
(r—i—s)’”l =0

{
J
k ktj—i, l+i—j
YT
i,J

< sup
k,IEN
M l k+j—1 l+z _]
_|_
(GRS Z( )(z) v
< Il sup — Z (k;) ( ) kg iy
k,JEN (7’—1—8 Ry
+ ‘M’ sup Z k: k+j A l+z gy
k,lEN 7“—?—8’““”0 i

< |AM + |p|N
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esitsizliginden \u + py € BL’ oldugu goriiliir ve bu durumda B’ bir lineer uzaydir.

Simdi de, B%® uzaymin (4.2.1) normu ile bir normlu uzay oldugunu ispatlayalim.
(i) Mutlak deger ozelliginden ve r.s > 0 i¢in 4-boyutlu binomial matris pozitif terimli

oldugundan;

1

ktj—i, l+i—j
(T_|_Sk:+l Zo( )(])8 T
1,3

1 o .
LS () (1),
’L_]O J

1 o
& VEk,l € Nigin o ) A=l Z < ) (]) sFHI=ipl iy, =

4,J=0

|ullgrs =0 & sup =0

k ZEN

& Vk,l € Nigin =0

& Vi,j € Nigin u;; =0
elde edilir ve buradan da, |lu|/gzs = 0 < u = 0 oldugu goriiliir.

(ii) Her u € By ve A € C igin || Aul|grs = |A||Jul|grs esitliginin dogrulugu aciktir.

(iii) u,y € BY? alahm. Bu durumda;

[u+yl

k k+j—1 l+7,
@s:mmr+ﬂﬂz( (1) st )

k,JEN i7=0

k e+ |
= su Il iy,
k,lEII)\I T + 8 k+l z]ZO ( ) ( ) ’

1

+ k’-‘rj 7 l—H ]
s 25, (1) (5 47

[

J

k ktj—i, l+i—j
7’+3k+lﬂz:o< ><>S ' o

< s
k,leN
1 l k+j—i, . l+i—j
' <r+sk+zzo<><g> R
7]
<

1 AVIA
su > d—ipltigy,
e | (r £ s)F o 0( )(]) !

1 N (1N s s
+  su +]72Tl+7,f] »
pien | (r + s)F Z ( )(]) i

1,7=0
= lullszs + 1yl sz

oldugu gortliir.
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O halde, BZ? lineer uzay1 tizerinde tamml ||.||srs fonksiyonu norm aksiyomlarini

sagladigindan (B%?, ||.||rs) ikilisi bir normlu lineer uzaydir.

Simdi de, B uzaymin bir Banach uzay: oldugunu gosterelim. Bunun igin; m sabit
bir dogal say1 olmak fizere, B7® uzaymdan keyfi bir u(™ = {u,(;ln)} Cauchy dizisi

alalim. Bu durumda; her € > 0 i¢in m,n > N oldugunda

Jutm) — it

= sup ‘(B(Tvs)u(m)>

B hieN Ko (B(T’S)u(n))

‘<6
Kl

olacak gekilde bir N € N dogal sayis1 mevcuttur. O halde, sabit her (k,1) € N x N
ikilisi i¢in

’(B(T’S)u(m)) — (B(T’S)u(”))kl’ <€ (4.2.2)

kl

yazilabilir ki bu da {(B(Tﬂs)u(m)%l}meN dizisinin M, uzayinda bir Cauchy dizisi
oldugunu gosterir. Ustelik M, bir Banach uzay1 oldugundan bu Cauchy dizisi
yakinsaktir. Bu durumda; (B(""s)u(m))kl — (B(T’S)u)kl (m — o0) olsun ve s6z
konusu limit noktalar: kullanilarak {(B (”’S)u) kl} dizisi tanimlansin. (4.2.2) ifadesinde

n — oo i¢in limit alindiginda her k,[ € N i¢in
(r,s),,(m))  _ (B(rs)
‘(B u )kl (B u)kl‘ <€ (4.2.3)

ifadesi elde edilir. Ayrica, sabit her m € N igin {(B(’"’s)u(m)>kl} € M, oldugu
bilindiginden supy, ;cy ’(B (T’S)u(m))kl‘ < M olacak bigimde bir M pozitif reel sayisi

mevcuttur. Buradan da;

‘ (B(T‘ys)u) < ’ (B(T,S)u(m))

iE - (Ba) (50, <

kl

bagintis1 elde edilir ve bu bagint1 iizerinde k£, € N i¢in supremum alindiginda
{(B(“)u) kl} € M, ve dolayisiyla u € BL’ oldugu kolayca goriiliir. Sonug olarak;
{u,(;ln)} dizisi, BY’ uzaymnda keyfi bir Cauchy dizisi oldugundan B[’ bir Banach

uzayidir.

Ispatin son bolimiinde, BY® uzayimin M, uzayma lineer olarak norm izomorf oldugunu

gosterecegiz. Bunun ic¢in; bu uzaylarin birinden digerine birebir, orten, lineer ve
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Simdi, bir T

normu koruyan bir déniigtimiiniin mevcut oldugunu gosterecegiz.

dontigiimii

T:BY — M,

u Tu:{<B(T’s)u>kl}

olarak tanimlansin. Her u,y € BY’ ve A\, u € C igin

0wt ) = { (B Ot ), = M{(BOw) o+ 0 {(B7), )

esitliginden 7' dontigiimiiniin lineerligi goriiliir.

Ustelik,
[ l 1 l Fol—j ) i
Uoo 7=0 (r+s)! (j) ST Up;
5U00+TUI0 1,0 1 1\ (1 1dj—igdlti—g,,
r+s Zi:O,j:O (rts)1H (z j S r Uij
Tu= ' : =0
kY k—ii,, . k,l 1 k l k+j—i d+i—j,,
Zl =0 r+s)k (z) T Ui ZiZO,jZO (r+s)FFl (Z) (]) S r Uij

esitligi, ancak her 4, 7 € Nicin u;; = 0 olmasi ile miimkiin olacagindan, 7" doniisiimiintin

gekirdeginin sifir vektoriinden ibaret oldugu anlasilir ki bu da 7' déntigiimiin birebir

olmas: demektir.

Herhangi bir v = (v) € M, dizisi yardimiyla her &, € N igin v = (uy;) dizisini

Uk =

{(B") vy

kil
> (—1)Er) <k> <l> SR (4 s) (4.2.4)

1,j=0
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bi¢iminde tanimlayalim. Bu durumda,

lullgzs = 1B"ulls

kel
_—> R A ghti=ipbtiogy,
kieN |52 (r+s)M i ) \J 1

= Sup Z(Sklijyij

k,leN i,5=0

= sup [uf = [[pfloo < 00

)

ifadesinden v € B2’ oldugu ve dolayisiyla 7" dontisiimtniin ortenligi ve ayrica normu

korudugu kolayca gortilmiig olur.
Teorem 4.2.2. M, C B? kesin kapsamas1 mevcuttur.

Ispat. Herhangi bir u = (u;;) € M, cift dizisini alahm. Bu durumda; ||ul|e =
SUp; jen lu;;| < M olacak gekilde bir M pozitif reel sayis1 mevcuttur. Boylece;

1 ketj—i, l+i—j
| Zo( )(J) T
[2¥)}

u s =
fullags = sup

< su shi=iplHi=i| .
- k,lepN{ (r+ s)k+t ;0< ) (]) 4
< sup lu | su Gi—ipltij
< sl 3 () ()

= |lulloo

esitsizliginden u € BL? oldugu ve dolayisiyla M,, C B%? oldugu gortliir.

imdi kapsamanin kesinligini gosterelim. Her 7,7 € N icin w;; = (757277")”] enel
p gmi g 3 ¢ j e 8
terimi ile tanimlanan u = (u;;) ¢ift dizisini gz 6niine alalm. Bu durumda, r.s > 0

oldugu akilda tutularak

o p)itd
ulle = sup w
i,jEN rtst
i J
= sup (1—|—S> <1+r> (4.2.5)
i,jEN r S
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esitliginden u = (uy;) ¢ M, oldugu goriiliir. Diger taraftan, u dizisinin B("*)-déniigiim

dizisi

1 k o (—s— )it

(r,8) — k+j—i l+i—j\ 2 ')
(B zokz T4_SkHZ§;)< ) (])8 " rigi

k | L /1 L .

_ _ ) —J( e _ )]

r+skz<> o r>(r+s)ljz%<j>r (=s=7)

= (=1 (rig)k <ris>l (4.2.6)

olarak elde edilir. Boylece, r.s > 0 oldugundan ve (4.2.6) bagintisindan

ol = sup | (B) |
* k,lEN kl

( : Y( ; y
r+S r+S

k,lEN

< 00 (4.2.7)

ifadesi ve buradan da u € Bl oldugu gortulmiig olur. O halde; v € B — M,

oldugundan M, C B’ kesin kapsamas: gegerlidir.

Teorem 4.2.3. B"* kiimesi,

|ul|grs = hm [sup ‘(B(T’S)u)kl”
k>

yari-normu ile bir tam yari-normlu uzaydir. Ayrica; B™* ¢ift dizi uzay1 C, uzayma

lineer olarak izomorftur.

Ispat. Teorem 4.2.1'nin ispatina benzer olarak yapilabileceginden teoremin ispati

verilmeyecektir.
Teorem 4.2.4. Cp, C B™* kapsamasi mevcuttur.

fspat. p — lim; j oo u;; = L olacak bicimde bir u = (u;;) € Cp, dizisini alalim.
4-boyutlu binomial matris RH-regiiler oldugundan, v = (v3;) = (B™®u)y olmak
tizere p — limy ;oo Vi = L bulunur. Yani; v dizisi C, uzayma ve dolayisiyla u dizisi

B"® uzayma aittir. Boylece; Cp, C B™® oldugu goriilir.
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Teorem 4.2.5. B kiimesi ¢ift dizilerde tammh koordinatsal toplama ve skalerle

carpma iglemleri ile bir lineer uzaydir ve asagidaki ifadeler gecerlidir:

(i) 0 < ¢ <1 olmasi durumunda, Bj* uzay

k,l
’ 1 KN (0N i ivieg
Z(r+s)k+l<i> <j>8 T g

1,

q

(4.2.8)

lulligrs = 1B"ull, =
k.l

g-normu ile bir tam g—normlu uzaydir. Ustelik; B;* uzayr L, uzayma lineer

olarak ¢-norm izomorftur.

(if) 1 < ¢ < oo olmasi durumunda, B}* uzay

k,l
: 1 k U\ kvjiivieg
Z(T+S)k+l <2> <j>s Ty

0\ g
(2% )

(4.2.9)

lullsys = 1B"ull, = (Z

k.l

normu ile bir Banach uzayidir. Ustelik; B;* uzay1 L, uzayma lineer olarak

norm izomorftur.

Ispat. (i) ifadesinin ispat1 benzer sekilde yapilabileceginden ve gereksiz tekrardan

kaginmak i¢in teorem yalmiz (ii) i¢in ispatlanacaktir.

1 < ¢ < oo igin; By® kiimesinin (4.2.9) normu ile bir normlu lineer uzay oldugu ve 37
uzaymin £, uzayima lineer olarak norm izomorf oldugu Teorem 4.2.1’in ispatindakine

benzer yoldan gosterilebilir.

B}* uzaymin Banach uzay1 oldugunu gostermek icin Boss (2000) galigmasinda Sonug
6.3.41’in (b) bolimiinde gegen '(X, o) ve (Y, <) yari-normlu uzaylar ve T': (X, 0) —
(Y,<) déniigiimt de bir izometrik izomorfizm olsun. O hélde, (X, o) uzaymm tam
olmast igin gerek ve yeter kosul; (Y, ) uzaymin tam olmasidir. Ozel olarak, (X, o)
uzaymin bir Banach uzay olmas igin gerek ve yeter kogul; (Y, ¢) uzayimin bir Banach
uzay olmasidir' ifadesinden yararlanacagiz. By* uzaymdan £, uzayma Tu = B (rs)y
olarak tanimlanan 7 doniisiimii bir izometrik izomorfizmdir. Ustelik; Basar ve
Sever (2009) galigmasindaki Teorem 2.1 den £, uzaymn bir Banach uzay1 oldugu

bilinmektedir. O halde; Bj* uzay1 da bir Banach uzayidir.
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Teorem 4.2.6. 1 < g < oo igin £, C B* kesin kapsamasi mevcuttur.

Ispat. Herhangi bir u = (uy;) € £, dizisini goz oniine alahm. Bu durumda; (4.1.2)

bagintis1 ve Holder esitsizligi yardimiyla

k,l
1 k l k+j—i, . l+i—
Z (1 + 5)k+ ( ) (]) g
k.l
Z l k+] % l+1 j’u ’q
(r + s)k+t j W
k,l q-1
k )
% Z ( ) ( ) k+j—i l+z j)
r (r 4 s)k+t j
k|l
. Z l k—l—j i l+z J|U, |q
-~ (r + S)k+l j

(r+s>’f§<lz>s T+SZZ< )S] ) J)ql

N T AV A W
- S (1) () aaw

]

q

lvul? =

IN

bagintist elde edilir. (4.2.10) bagmtisinin her iki yaninda k,[ tizerinden toplam

alindiginda
kel
’ 1 k\ (1 o
7 < k+j—1i,l+i—71,, 19
%‘Vkl‘ - ; (%: (r + s)k+ <z> (.7) ST )
iy X & 1 E\ (1 o
= U4 q . _ Sk+szrl+zf]
Sl (X (5 () )
& > 1 k R | l .
= u;i [ ) sEi ( > ri=igl
Sl (S ()4 S )
& > [k s \F/r\t& (1 r \!/s\’
— g - 2
;M SO0 )

T+s2OOOO

> g

1,7=0

bagintisi ve bu bagint1 yardimiyla da

1/q
(r+s)?
ol < ()




esitsizligi elde edilir. Boylece; v € L, ve dolayisiyla u € Bj* oldugu goriiliir.

Kapsamanin kesinligini gostermek igin v = (u;;) = ((—1)") dizisini goz oniine
alalim. Bu durumda,

00,00
Z ‘(_ z-H‘ = 00

i,j=0
oldugundan u dizisi £, uzaymda degildir. Diger taraftan, bu dizinin B9)_doniisiim

dizisi
(r,s) — ketj—i l4i—j(_1YitJ
(B u)kl B r+3k+lz< )(])S T (1)
2,7=0
() e
) sy
7"+s)kz () (7"+3)l]z:%) j
- (s—r)k r—s)l
P r+s r—+ s
(s—r)k (r—s)l
r+s r+s

bulunur ki bu da (B (”’S)u> dizisinin £, uzaynda, dolayisiyla u dizisinin B} * uzaynda

|
M =

N

olarak elde edilir. r.s > 0 i¢in |2

q
< 0

0,00

2

k=

oldugu anlamina gelir ve boylece ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.7. 1 < q¢ < ¢ < oo olsun. Bu durumda; Bp*® C B kapsamasi

mevcuttur.

ve Sever (2009) galismasindan, 1 < ¢ < ¢; < oo i¢in £, C qu oldugu bilindiginden
By e Ly, ve dolayisiyla u € By* elde edilir. O halde, By® C Bj* kapsamasi

gorilir.

Teorem 4.2.8. B}’ ve By’ kiimeleri,

1 k’+Ql+Q
ullgms =  su B 4.2.11
Iy = s oy 2 0 (B, | 2
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normu ile birer Banach uzayidir. Ustelik; By® ve B} uzaylar, sirasiyla Cy ve Cy,

uzaylarina lineer olarak norm izomorftur.

Ispat. B kiimesi igin benzer ifadeleri tekrarlamamak adina ispat yalniz B}* kiimesi

i¢in verilecektir.

B}® kiimesinin normlu lineer uzay oldugu Teorem 4.2.1° in ispatindakine benzer
yolla gosterilebilir. T' : B;’S — Cr,u— v ="Tu= By olarak tanimlanan T
dontigiimiiniin lineerligi aciktir. 7w = 6 esitligi, ancak her 4,7 € N icin u;; = 0

olmasiyla, yani u = 6 olmasiyla miimkiindiir. O halde; T" déniigiimi birebirdir.

Her v € Cy icin u = (uy) dizisi,

k,l
’ ok l . . L
U = Z (_1)k+l7(z+]) < > < ) Skflfzrlfkf%r + 3)Z+]Vij

%,j=0

olarak tanimlandiginda

1 k+ol+0 (e
ul|lgrs = sup B
H ||Bf 0.0 kIEN (Q+ 1)(Q/ + 1) Z:Zk ]Z::l ( )z]
1 k+ol+o
= sup viil = [|[v]|e
o e T 2 2| = e

esitliginden 7" dontistimiiniin 6rtenligi ve normu korudugu goriiliir. Sonug olarak, B;’S
uzay1 Cy uzayina lineer olarak norm izomorftur. O halde, Boss (2000) ¢alismasindaki

Sonug 6.3.41'in (b) kismindan, B}” uzay1 bir Banach uzayidir.

Teorem 4.2.9. M, C B}’ kesin kapsamasi mevcuttur.
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Ispat. Herhangi bir u € M, cift dizisini alahm. Bu durumda;

1 k4o 140 )
u T8 = Sup (B ne )
| HBf o0 kien | (0 +1)(¢ +1) zzk ]Zl
1 k+ol+o i
7,5
S Q;I;I:l)eN ( ( Z Z Z wamn |Umn|
Y& sl 1=k ] =] m=0n=0
k+ol+o i
< sup |u su bi,
o m,n£N| mn|g,g’,k,ll)€N (Q+1 ;g ]z:lmZOnz‘:) v
= |ull

esitsizliginden u dizisinin B}" dizi uzaymda oldugu gériiliir.

.. . . e
Kapsamanin kesinligini gostermek igin v = (uy) = % ¢ift dizisini goz oniine

alalim. Bu durumda; Teorem 4.2.2’nin ispatindan u dizisinin M, uzayimin elemani
k !
olmadig fakat bu dizinin B"*)-déniisiim dizisi olan (B"*)u), = (—1)+* (i) (i)

dizisinin M, uzayinin elemani oldugu bilinmektedir. Bununla birlikte; r.s > 0 i¢in

<0 ve 1< - <0

T+ S T+ S

_1<_

esitsizliklerinden

(o) sy
p_kllgnoo(B u)kl_p_klllinoo (_r—i—s) <_r—|—s> =0

oldugu goriiliir. O halde, By € C, olur. Buradan; B"*)u € M, NC, = Cy, C Cs
olur ki bu da u € B}” olmasi demektir. Biitiin bu sylenenlerin 1s18mnda; u dizisinin
B;’S — M, fark kiimesinin elemani oldugu ve buradan da kapsamanin kesinligi

goriiliir.

4.3. Dual Uzaylar

Bir ¢ift dizi uzaymnin a- ve y-dualleri bir tek olmasina ragmen J-yakinsakliga bagh
olarak, 5(1)-duali birden fazla olabilir. Yeni tanimlanan binomial ¢ift dizi uzaylari

ve bu uzaylarin bu kisimda hesaplanan dualleri Cizelge 4.2 de listelenmigtir.
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Cizelge 4.2: Binomial ¢ift dizi uzaylar1 ve bu kisimda hesaplanan dualleri

B B [ By [ By [ By(0<q<1)[B*l<g<c)]| By
a, B(p), Bp),y [ BW) | BW).v | BW) | «,B(bp),y B(bp),y a,B(bp)

Teorem 4.3.1. ¥ € {ng, B;’S} olmak tizere U = L,,.

Ispat. Benzer ifadelerin tekrarindan kacinmak amaciyla ispat yalmz BL? dizi uzay1

i¢in verilecektir.

Bunun igin, ¢t = (ty) € (B2 — L, ¢ift dizisini alalim. Bu durumda a-dual
tanimindan, her v = (u) € BL icin 3oy [tuw| < oo esitsizligi gecerlidir. Simdi;

Zeltser (2002) caligmasindaki gibi, her k, 1,4, j € N icin, e = (ef}) ¢ift dizisini

kl: 1 ) (k7l):(/l/’j)7
py 0 , diger durumlarda,

olarak tanimlayalim ve buradan da e = >7, ekl (koordinatsal toplam) biciminde
ifade edilen e dizisini ele alahm. Bu durumda; e € BY® oldugu kolayca goriilir.

Diger taraftan, te =t ve t ¢ L, oldugundan,

Z tre] = Z |th| = o0
Kl Kl

ve buradan da t ¢ (B%*)" ifadesine ulagilhr fakat bu ifade, baglangigtaki t = () €

(B-5)* — L, kabulimiiz ile ¢eligir. Dolaywsiyla, (B25)® C £, kapsamasi mevcuttur.

Tersine; t = (ty) € Ly, ve u = (uy) € BL? ¢ift dizilerini alalm. Bu durumda, (4.1.2)

esitliginden v = (vi) € M, cift dizisi ve buradan da supy, oy [vai| < 7 olacak sekilde
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n € RT sayist mevcuttur. O halde; (4.2.4) ifadesi dikkate alindiginda

Sl = 3 [l Z (= 1)FH=G) <k> <l> SRtk (e gyt
k.l k.l i,j=0 ¢ J
< %l: |tk rksl ‘Zo ( > <]> (=) (r + 8) (=) (r + 8)7| |vyg]
< w Tl e ol W IERERRD of A [ R

0

= 772 |11l
k,l

esitsizliginden t = (ty) € (B2)” oldugu kolayca gortlir. Boylece, £, C (B%)”

kapsamasi gecerlidir ve bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 4.3.2. YT kimesi

k [ . , o
T = {t = (tij) € Q:sup > (2) (]) sEImip ki 4 g)itigy,

4,JEN 1

.

olarak tamimlansin. Bu durumda; 0 < ¢ < 1 igin (BZ’S> uzaymin a-duali T

kiimesidir.

Ispat. Her k1,4, € N icin 4-boyutlu G™* = (9pis;) matrisi

o k [ ) . o
(—1)kH=(+d) ( ) ( ) sET Rl (e Y 0< i<k, 0<j <],
G J

gklzg :

, diger durumlarda,

olarak tammmlandiginda, (4.2.4) bagmtis1 kullanilarak her k,[ € N i¢in

k,l
tuuy = tu Z (_1)k+l—(z+3) < > < > Sk_l_z’f‘l_k_](r—i- S)H_]Vij

i,j=0 t)\J
kit (kN (1 ‘ : "
_ Z {(_1>k+l(1+3) < > < > Skflfzrlfkfjw, + 5>Z+]tkl} Vij
i,j=0 L J
= (GT’SV>M (431)
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ifadesi elde edilir. Bu durumda, (4.3.1) bagmtismmdan "u € Bj* oldugunda tu =
(trug) € L, olmas: i¢in gerek ve yeter kosul v € L, oldugunda G™v € L,
olmasidir" ¢ift gerektirmesine ulagilir. Boylece, t = (tx) € (Bg’s)a olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul G™* € (L, : £,) olmasidir. O halde, Lemma 2.7.9, ¢; = 1 i¢in dikkate

k l . . o
sup Z (z ) (]) sFip =R (o g) I,

1,JEN k.l

alindiginda

< 0

oldugu gorilir. Bu ise, 0 < ¢ < 1 i¢in (BS’S) uzayinin a-dualinin T kiimesi olmasi

anlamina gelir.

Simdi de, yeni tammladigimiz binomial ¢ift dizi uzaylarinin §(¢)- ve y-duallerini

hesaplamada kullamlacak @y (k € {1,2,...,22}) kiimelerini

~
|
—~
~
<
~—
m
@)

- sup Z‘X(k,l,l,],m,n)‘ < OO},

k,leN i,j

~
Il
—~
~
<
~—
m
®)

. Hdl] eC>9— klllm X(k‘,l,i,j,m,n) = dz’j; VZ,] S N},
J—00

~
Il
—~
~
<
~—
m
®)

:dLeC> ﬁ_k,lllinoo%:x<k’ljz’j’m7n) =1L }?

~
Il
—~
~
<
~—
m
®)

:Elj(] € N = ﬂ_k,llgnoozl:‘x(k’l’%jo’m’n) _dijo’ :0}7

~
I
—~
~
<
~—
m
®)

: 320 eN>3Y— k,llgnoozj:yx<k7l’m7j’m’n) _dioj‘ = 0}7

Vi eN,3jo € N3 x(k,1,4,5,m,n) =0,Yj > jo, ¥k, I eN},

~
I
—~
~
<
~—
m
®)

:Vj € N, Jig € N> y(k,1,i,j,m,n) = 0,¥i > ig, ¥k, | eN},

~
I
—~
~
<
~—
m
®)

: El,](] eN> ﬁ_k}lgloo;X(k7l’Z7j0’m,n) = Jijo},

~
I
—~
~
<
~—
m
2

:dip e N> ﬁ_k,lgnoo%:X(k’l’io’j’m’") :yi0}7

~
I
—~
~
<

Wi =

g
I
—~
~
I |
—
S
<.
N—
M
@)

;) €Q:3d; €C3 bp—k}lgnoo%:|x(/€,l,l>Jam,n) —diy| = o},
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W12

w13

W14

W15

W16
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S,
<.

S
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S
<.

m
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m
)

M
@)

Mm
2

m
e

m
=

m
=

!
:Vie Nabp— lim Y x(k,l,i,5,m,n) mevcuttur},
k,l—)ooj:()
k
:VjeNsbp— lim Y x(k,,i,j,m,n) mevcuttur},
k,l—o0 =0

Y Ix(k, g, jomyn) yakmsaktlr},

1,J

sup |x(k,l,7,5,m,n)| < oo},
ki €N

: Elaz-j cQ> bp— klllm X(l{?,l,i,j,m,n) = ai]}’
J—00

L sup » |X(k:,l,i,j,m,n)|ql < oo} :

k,leN i

:3dy; € C3bp — lim x(k, 1,4, 5,m,n) = dij},
Jl—00

:dLeC> bp—kllim Zx(hl,@j;m»”) = L},
Jl—00 o

(tij)EQiaj()ENB

bp — klllinm; Ix(k, L i, jo,m,n) —d;j,| =0, Vie N},

{t:(tij)GQZHiQGNB

bp - k,llgnooz]: |X(kalai07j7man) - dioj| = 07 v] € N}v

) i g

|

kl—o00 =
(2

t= (tl]) e Q: bp — lim ZZ ‘A10X<k7l7iajam>n)’ = O}
J

olarak tanimlayalim. Burada;

k

I
X(k, L, jomyn) = 370 % (1)) ( : ) <n> ST (4 ) T

bi¢imindedir.

m=i n=j
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Teorem 4.3.3. Asagidaki ifadeler gegerlidir:

. r.s\B0)

(1) (Bbp > = 02:1 Wk-

(ii) (B”’s)ﬁ(ﬂ) =3_, @ N g N 7.

i) (B2)"” = M, @i N s N oo

reg k=1
(iV) (Bg’;)ﬂ(bp) = W1 N (] ﬂ};;lo (v
(v) (B2)*®) = @y N wg N ooy
. r.s) B )
(bp)

vii) 0 < ¢ <1 olsun. Bu durumda, (B* g = w4 N wW15.
q

B(bp)
) = w15 () wie.

(viii) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda, (Bg’s

Ispat. (i)t = (t) € Qveu = (uy) € B, cift dizilerini alalim. Bu durumda; (4.1.2)
bagintisindan v = (vg) € Cp, oldugu goriiliir. Buradan, 4-boyutlu O™ = (oZ’lsij)

matrisi her k,1,i, 5 € N

X(k7l’i7j7m7n) ) 0§i§k70§j§l7
OZi‘j

0 , diger durumlarda,

bigiminde tanimlandiginda, (4.2.4) esitliginden her k,1 € N igin

k.l
o= ) it

ij—O
Z t. i 1)i+j—(m+n) ( i ) (]> i—j—m j—i—n( + )m-‘rn
= i S r r-—s Vmn
2,7=0 ’ m,n=0 m n
k,l k l ] ] o
= S S X (7) () e s i
2,7=0 \ m=t n=j ? J
= (OT’SV)M (432)

ifadesi elde edelir. Boylece, (4.3.2) ifadesinden "u = (uy) € By oldugunda tu =

(tug) € CSy olmast igin gerek ve yeter kogul v = (1) € Cp, oldugunda z = (zy) €
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0
Cy olmasidir' ¢ift gerektirmesi elde edilir. O halde, t = (ty) € (BZ;)M ) olmasi igin
gerek ve yeter kogul O™ € (Cy, : Cy) olmasidir ve ispat, Lemma 2.7.1 yardimiyla

tamamlanmig olur.

Teoremin diger kisimlarinin ispatlari, sirasiyla Lemma 2.7.2, Lemma 2.7.3, Lemma
2.7.5, Lemma 2.7.7, Lemma 2.7.11 ve Lemma 2.7.10 goz 6ntinde bulundurularak (i)

kisminin ispatina benzer sekilde yapilabilir.
Teorem 4.3.4. Asagidaki ifadeler gegerlidir:

(i) (B}*)' ==incCSy.

(ii) (B%)" = ;.

(iii) (Bjy) ==

(vi) 0 < ¢ <1 olsun. Bu durumda, (BQS)V = wiy.
(v) 1< g < oo olsun. Bu durumda, (32,5)7 = wi§.

Ispat. (i)t = (1) € Q ve u = (uy) € B}” ift dizileri verilmis olsun. Bu durumda,
(4.1.2) bagimtisindan v = (vy) = B™*u € C; olur. O™ = (o};ﬁj) 4-boyutlu matrisi

Teorem 4.3.3 te oldugu gibi tammlandiginda (4.2.4) ifadesinden, her k,[ € N igin

k|l
o= ) it

4,7=0
k|l i o ; i N

= Z tii Z (—1)H—]-(m+n) < ) ( )Sz—]—mr]—z—n(r + S>m+nymn
2,7=0 ! m,n=0 m n

1,j=0 \ m=in=j

— (OT’SVMI

= % {Xk: i(—l)’”*”*("“) (m> <n> ST (4 S)Hjtmn} Vij

esitligi elde edelir. Bu durumda; yukaridaki egitlikten "u = (uy) € B;’S oldugunda
tu € BS olmasi igin gerek ve yeter kosul v € C; oldugunda z € M, olmasidir’
¢ift gerektirmesine ulagihir. O halde; t € (B;’Sy olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
O"* € (Cy : M,,) olmasidir. Biitiin bu séylenenlerden hareketle, Lemma 2.7.12 goz
ontinde bulunduruldugunda (B}’s)ﬁ/ = w1 NCSy oldugu goriiliir.
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Teoremin diger kisimlarinin ispatlari, sirasiyla Lemma 2.7.6, Lemma 2.7.4 ve Lemma

2.7.8 yardimiyla (i) kisminin ispatina benzer sekilde yapilabilir.

4.4. Matris Doniigsiimleri

Tez calismamizin bu kisminda, yeni tanimlanan binomial ¢ift dizi uzaylarindan
klasik cift dizi uzaylarina ve tersine birtakim 4-boyutlu matris simiflar1 karakterize

edilmistir.
Teorem 4.4.1. 4-boyutlu D = (dy;;) ve H = (hyy;;) matrislerinin terimleri arasinda

> SO (4 8) H dy,  (4.4.1)
J

hrij = ii(—l)aﬂ’_(”j) (a)(

a=i b—j ¢

bagintist mevecut olsun. Bu durumda; ¥,A € {M,,C,,Csp,C,} olmak tizere, D €

B(9)

(Upre : A) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her k,l € N igin Dy € (Vgea)” ve

H € (U : A) olmasidir.

Ispat. D € (Ut : A) olsun. Bu durumda, v = B"9yu € ¥ olacak bicimde, her
u € Vgee cift dizisi icin Du meveut ve A dizi uzayindadir. Bu da, her k&, € N i¢in
Dy € (¥p0.0)”™ oldugu anlamma gelir. Ayrica, (4.2.4) ifadesinden her k,I € N

icin
k.l k.l &) o i AN .
2 :dklijuij _ 2 :dklij 2 : (_1)z+]—(a+b) ( ) (b> Sl_J_aT]_l_bU’ + S)a+byab
— — a
2%) ,J a,b=0

ki [ ki o anN (b ‘ ‘ o
= > | X (=pm e ( ) ( > S (r - 5) | v

i Lab=ij N

esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki yaninda k,! — oo i¢in ¥-limit alinarak Du =
Hv bulunur. Dolayisiyla, v € ¥ oldugunda Hv € A ve béylece H € (U : A) oldugu

goriiliir.

Tersine; her k,1 € N icin Dy € (Vp00))” ™ ve H € (¥ : A) olsun ve u = (wij) €
U 59 Gift dizisini alalim. Bu durumda, Du mevcuttur ve (4.2.4) bagintis: yardimiyla

i diiijus; serisinin, (Du)g?n] dikdoértgen kismi toplamlarindan, her k,I,m,n € N
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icin

(Du)y™ =3 duiyuis
i

Ty T o fa b ) ) o
_ Z [ Z (_1>a+b7(z+J) (Z> <J> Saibﬂrbiaij(?"—I—S)Pr]dklab vij
1,7 | a,b=i,j

(4.4.2)

esitligi elde edilir. Simdi, her k,l € N igin (4.4.2) esitliginin her iki yaninda m,n —

oo i¢in ¥-limit alindiginda
> diijui; =Y hyigvi
i,J 1,3

ifadesi elde edilir ki, bu da Du = Hv olmasi demektir. O halde, 4-boyutlu D matrisi
(Ve @ A) sifindadir.

Sonug 4.4.2. D = (dy;), 4-boyutlu bir matris olmak tizere agagidaki ifadeler
gecerlidir:

(i) D € (B : Cy) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.1)-(2.7.3), (2.7.6) ve (2.7.7)

sartlariin dy;; yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.

(ii) D € (Bg; : Cﬁ) olmasi icin gerek ve yeter kogul (2.7.1)-(2.7.5) sartlarimin dj;;

yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.

(iii) D € (Bg; ; /\/lu) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.1) sartmn dy;; yerine

Iy matrisi ile saglanmasidir.

(iv) D € (BT’S : Cg) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (2.7.1)-(2.7.3), (2.7.8) ve (2.7.9)

reg

sartlarinin dy;; yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.

(v) D € (B : Cyp) olmast igin gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.2) ve (2.7.10)-(2.7.13)

sartlarimin dy;; yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.

(vi) D € (B3 :C,) olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.2), (2.7.6) ve (2.7.7)

sartlarimin dy;; yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.
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Teorem 4.4.3. (i) 0 < ¢ < 1 olsun. Bu durumda, 4-boyutlu bir D = (dj;;)

matrisinin (B7° : M,) smifinda olmas igin gerek ve yeter kosul
Dy € (B)*)°) (4.4.3)
ve

sup
k,,i,5€N

< oo (4.4.4)

b . . "
ZZ DA (a> ( ) ST (0 4 ) diga

a=1i b=j

sartlarinin saglanmasidir.

(if) 1 < g < coolsun. Bu durumda, 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (B;° : M,,)
smifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (4.4.3) sartiyla birlikte

!

q

sup Z

k,leN i.j

< o0

OO0 . b . . .
ZZ(_l)a—i—b—(H—]) <CZL) ( ) Sa_b_l’f’b_a_](r—{— 3>Z+]dklab

a=i b=j J

(4.4.5)

sartinin saglanmasidir.

Ispat. 0 < ¢ <1 olmasi durumu icin, teoremin ispati ikinci kismimn ispatina benzer

sekilde yapilabileceginden, teorem yalniz 1 < g < oo icin ispatlanacaktir.

(i) 1 < g <ocove D e (B : M,) olsun. Bu durumda, her u € By* cift dizisi
icin Du mevcut ve M, uzayinda olur ki bu da Dy, € (B“)B(’” oldugunu gosterir.
(4.2.4) bagmtis1 akilda tutularak, >, ; drjus; serisinin (m,n)’inci dikdortgen kismi

toplamindan, her k,I,m,n € N igin

(D“)gln’n} = Z jetijUij
ij=0
L 0 (0N (I i jmict ,
= Z dklz] ZZ H—] (a+Db) < > < )Sl—j—a,,,,j—l— (T+S)a+ Vab
i,j=0 a=0b=0 a/ \b

_ Z [ZZ )atb=(+9) <a> (?) Sa—b—irb—a—j(r+8)i+jdklab] Vig

1,7=0 [a=t b=j ¢
(4.4.6)
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esitligi elde edilir. 4-boyutlu H = (hy;;) matrisi hy; =

>3y () (é

> sa_b_irb_a_j(r —+ S)i+jdklab , 0<:< ka 0< ] < l7
a=t b=j ¢ J

0 , diger durumlarda

olarak tammlanirsa, (4.4.6) esitliginin her iki yaninda m,n — oo igin Y—limit
alindiginda, Du = Hv esitligi elde edilir. Dolaysiyla, "D € (Bj* : M,) olmasi
icin gerek ve yeter kogul H € (£, : M,,) olmasidir’ ¢ift gerektirmesine ulagilir ve

Lemma 2.7.8 yardimiyla, (4.4.5) sartinin saglandigi kolayca goriliir.

Diger taraftan, (4.4.3) ve (4.4.5) sartlar1 saglansin ve (4.1.2) bagintist yardimiyla
v € L, olacak sekilde bir u € B} cift dizisi secelim. (4.4.3) sart1 saglandigindan Du

mevcuttur. Ayrica, (4.2.4) bagmtisi kullanilarak her k, [, @, < igin

@ @ [@ s o b . . b
> dijuig = ) [Z > (=1 <a) ( > sPTP O (1 8) P dpgap | vig

i.j=0 i,j=0 | a=i b—j vt/ \J

esitligi ve bu esitligin her iki yaninda w, ¢ — oo i¢in ¥—limit alinmasiyla
Z dklijuij = Z hklijVij
2% 2

ifadesi elde edilir ki bu da Du = Hv esitliginin mevcut oldugu anlamina gelir.
Dahasi, (4.4.5) sart1 saglandigindan H matrisi (£, : M,) smifindadir ve boylece
D € (By® : M,) oldugu goriiliir.

Ispatlar1, Teorem 4.4.3 in ispatina benzer sekilde yapilabileceginden Teorem 4.4.4,

4.4.5 ve 4.4.6 ispatsiz olarak verilecektir.

Teorem 4.4.4. (i) 0 < ¢ < 1 olsun. Bu durumda, 4-boyutlu bir D = (d;;)

matrisinin (B;° : Cp,) smifinda olmast icin gerek ve yeter kosul (4.4.3) ve

(4.4.4) sartlariyla birlikte en az bir («y;) € Q ¢ift dizisi igin

00 o0 . b . . .
bp_klziinoozz:(—l)aer_W <j> <.7> s (e 8) gy = vy (44.7)
’ a=t b=j
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sartinin saglanmasidir.

(ii) 1 < ¢ < oo olsun. Bu durumda, 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (B7* : Cyp)
siifinda olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (4.4.3), (4.4.5) ve (4.4.7) sartlarinin

saglanmasidir.

Teorem 4.4.5. 0 < ¢ < 1vel < ¢ < o olsun. Bu durumda, 4-boyutlu bir
D = (dr;) matrisinin (B}® : L,,) siifinda olmasi igin gerek ve yeter kosul (4.4.3)
sartiyla birlikte

sup Z

i,JEN K,

00 0o q1
S (- 1)rto i) <@> <b> i () g < 0o

a=1i b=j

sartinin saglanmasidir.

Teorem 4.4.6. 4-boyutlu bir D = (dj;;) matrisinin (87" : M,) smifinda olmas
i¢cin gerek ve yeter kosul

Dy € (B}*)7) (4.4.8)

ve

sup Z

k,leN i,

%0 %0 o b . . o
ZZ(_l)a—i—b—(z-‘r]) <a) < > Sa—b—zrb—a—](r+S>z+]dklab < 00

a=i b=j t J

sartlarinin saglanmasidir.

Sonug 4.4.7. D = (dj;;), 4-boyutlu bir matris olmak iizere agagidaki ifadeler
gecerlidir:

(i) D € (B;’S : Cbp) olmas1 igin gerek ve yeter kosul (2.7.1) ve (2.7.17)-(2.7.22)

sartlarimin dy;; yerine hy;; matrisi ile saglanmasidir.

(ii) D € (B;’S : Cf) olmas i¢in gerek ve yeter kosul (2.7.1) ve (2.7.24)-(2.7.29)

reg

sartlarinin d;; = 0 ve L = 1 i¢in dyy;; yerine hy,; matrisi ile saglanmasidir.

Lemma 4.4.8. D = (dj;;) herhangi bir 4-boyutlu matris ve B = (by;;) de 4-boyutlu
bir tiggen matris olsun. Bu durumda, D = (dy;;) € (¥ : Ap) olmasi icin gerek ve

yeter kogul BD € (U : A) olmasidir (Yesilkayagil ve Basar, 2017).
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Simdi, her k,1,,j € N igin 4-boyutlu G = (gj;;) matrisini
kil
Grtis = D Bimnmnis
m,n=0

olarak tanimlayalim ve agagidaki sonucu verelim:

Sonug 4.4.9. D = (dy;), 4-boyutlu bir matris olmak tizere agagidaki ifadeler
gecerlidir:

(i) D € (C,: (Cy)pers) olmast igin gerek ve yeter kosul (2.7.1)-(2.7.3), (2.7.6) ve

(2.7.7) sartlarmin dy;; yerine gy;; matrisi ile saglanmasidir.

(ii) D € (Cpp : (Cy) i) olmast igin gerek ve yeter kosul (2.7.1)-(2.7.5) sartlarmimn

dii; yerine gpy;; matrisi ile saglanmasidir.

(iii) D € (C, : (Cy) ) olmast igin gerek ve yeter kogul (2.7.1)-(2.7.3), (2.7.8) ve

(2.7.9) sartlarmin dy;; yerine gy;; matrisi ile saglanmasidir.

(iv) 0 < ¢ <1 olmak tizere, D € (Eq : BZ;) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.14)

ve (2.7.17) sartlarinimn dy;; yerine gg;; matrisi ile saglanmasidir.

(v) 1< g < oo olmak tizere, D € <£q : Bz,;f) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.15)

ve (2.7.17) sartlarinin dy;; yerine gy;; matrisi ile saglanmasidir.

(vi) 0 < ¢ <1 olmak iizere, D € (L, : BL?) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.14)

sartinin dy;; yerine gp;; matrisi ile saglanmasidir.

(vii) 1 < ¢ < oo olmak iizere, D € (L, : BL®) olmasi igin gerek ve yeter kogul

(2.7.15) sartinin dyy;; yerine gy;; matrisi ile saglanmasidir.

(viii) D € (./\/lu ; B;;) olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.2), (2.7.10)-(2.7.13)

sartlarimin dy;; yerine gi;; matrisi ile saglanmasidir.

(ix) D € (M, : B"®) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (2.7.2), (2.7.6) ve (2.7.7)

sartlariin dy;; yerine gp;;; matrisi ile saglanmasidir.

(x) D € (Cy, : BYY) olmast icin gerek ve yeter kogul (2.7.1) sartinin dy;; yerine gy,

matrisi ile saglanmasidir.
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(xi) D € (Cbp : B}’S) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.24)-(2.7.27)

sartlariin dy;; yerine gi;;; matrisi ile saglanmasidir.

(xii) D € (CT : B;’s) olmasi igin gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.24), (2.7.25),

(2.7.30) ve (2.7.31) sartlarmin dy;; yerine gg;; matrisi ile saglanmasidir.

(xiii) D € (C,:B}*) olmast igin gerek ve yeter kosul (2.7.1), (2.7.6), (2.7.7),

(2.7.24) ve (2.7.25) sartlarinm dy;; yerine gg;; matrisi ile saglanmasidir.

(xiv) D € (Mu : B}’s) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.1) ve (2.7.32)-(2.7.34)

sartlarimin dy;; yerine gi;; matrisi ile saglanmasidir.

xv) 0 < ¢ < 1 olmak tzere, D € (L, :B7’) olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
q f

(2.7.14) ve (2.7.32) sartlarinin dy;; yerine gy;;; matrisi ile saglanmasidir.

xvi) 1 < g < oo olmak tizere, D € (L, : B%®) olmas1 i¢in gerek ve yeter kogul
q f

(2.7.32) ve (2.7.35) sartlarinin dy;; yerine gi;;; matrisi ile saglanmasidir.

(xvii) D € (Cf : B;’s> olmasi i¢in gerek ve yeter kogul (2.7.1) ve (2.7.24)-(2.7.29)
g

TE,

sartlarmin d;; = 0 ve L = 1 i¢in djy;; yerine gg;; matrisi ile saglanmasidir.

51



5. SONUC ve ONERILER

0 <7, s <1 olmak tizere, E(r,s) = (ey);;) 4-boyutlu Euler matrisi

<k> <l> =) =) 0<i<k, 0<5 <],
] J

Cklij *=

0 , diger durumlarda,

bigiminde tamimlamr. Talebi (2017), yukarida acik olarak ifade edilen 4-boyutlu
Euler matrisinin 1 < p < oo i¢in £, ve M, dizi uzaylar iizerindeki etki alanlar
olarak sirasiyla £ ve £37 ¢ift dizi uzaylari elde edip bu uzaylarin baz1 6zelliklerini

inceledikten sonra yine bu uzaylarla ilgili baz1 kapsama bagintilarini verdi.

Daha sonra Yesilkayagil ve Bagar (2018), 4-boyutlu Euler matrisinin yine 0 < r, s <
1 i¢in RH-regtiler oldugunu gosterip bu matrisin ve 0 < p < 1 i¢in &) ¢ift dizi
uzaymin bazi o6zelliklerini incelediler. Ayrica, bu uzaym a-, G(bp)- ve y-duallerini
hesaplayip (€)° : M), (£)° : Cyp) ve 1 < g < oo olmak iizere (€)° : L,) matris

siniflarini karakterize ettiler.

Kisa bir 6zet olarak, bu tez calismasimda B 4-boyutlu binomial matris tanimlandi
ve bu matrisin M,,, C,, Cyp, C;, L, Cs ve Cy, ¢ift dizi uzaylar iizerindeki etki alanlar
olarak By, B™*, By”, By, By®, By ve B}’ binomial ift dizi uzaylar inga edildi,
bu uzaylarin birtakim cebirsel ve topolojik 6zellikleri incelendi ve yeni tanimlanan
bu uzaylarla ilgili baz1 kapsama bagintilar1 verildi. Ayrica, bu uzaylarin bazilarimim

a-, B(1)- ve y-dualleri hesaplandi ve son olarak yeni tanmimlanan binomial ¢ift dizi

uzaylari ile ilgili baz1 matris siniflar1 karakterize edildi.

r+ s = 1 6zel durumu icin, B™) 4-boyutlu binomial matrisi, E(r,s) 4-boyutlu
Euler matrisine indirgenir. Bundan dolay1, bu ¢alismada elde edilen sonuglar Talebi

(2017) ve Yesilkayagil ve Bagar (2018) galigmalarindaki sonuglardan daha geneldir.

5.1. Sonuclar

Sonug 5.1.1. 4-boyutlu binomial matris tamimlandi ve bu matrisin r.s > 0 icin

RH-regiiler oldugu gosterildi.



Sonug 5.1.2. By, B™, B,", By, By®, B;® ve By’ yeni binomial cift dizi uzaylari

taniumlandi.

Sonug 5.1.3. BY, B,”, By ve By (1 < ¢ < 00) uzaylarinimn birer Banach uzayn,
B"* uzaymm bir tam yar-normlu uzay ve By* (0 < ¢ < 1) uzaymin da bir tam

g-normlu uzay oldugu gosterildi.

Sonug 5.1.4. M., C,, Cyp, C,, Ly, Cy ve Cy, uzaylarmmn sirasiyla By, B, By,

By, By®, By ve By’ uzaylarna lineer olarak izomorf olduklar: gosterildi.

Sonug 5.1.5. M,, C B, Gy, C B, 1 <g<ooigin L, CB*, 1 <q¢g<q <0

igin By® C Bl;® ve M, C B}® kapsamalar1 gosterildi.

Sonug 5.1.6. B’ uzaymin a-, 5(p)-, B(bp)- ve y-dualleri, B™® ve B[} uzaylarmin

reg

B(¥)-duali, By uzaymin 3(¢J) ve vy-dualleri, By*(0 < ¢ < 1) ve B}® uzaylarmin a-,

B(bp)- ve y-dualleri ve By*(1 < ¢ < 0o) uzaymin §(bp)- ve y-dualleri hesapland.

Sonug 5.1.7. V. A € {M,,C,,C.C,, L,,Cy} olmak tizere (W ges) : A) ve (U : Ages))

4-boyutlu matris siniflarindan bazilar1 karakterize edildi.

5.2. Oneriler

Okuyuculara fikir vermesi bakimindan, bu doktora tez ¢alismasina paralel olarak ya
da bu calismanin devami niteliginde ilk akla gelen, ¢calisilabilecek acik problemlerden
bazilari; bagka bir 4-boyutlu iiggen matrisin klasik ¢ift dizi uzaylarindaki etki alanlari,
bu caligmada incelenen uzaylarin paranormlu karsiliklar1 ya da bilinen cift dizi

uzaylar1 arasinda karakterize edilmemis matris dontigiimleri olarak diigtintilebilir.
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