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Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm giri̧s k¬sm¬na ayr¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde konuyla ilgili temel tan¬m ve teoremler yer alm¬̧st¬r.

Üçüncü bölüm iki k¬s¬mdan oluşmaktad¬r. ·Ilk k¬s¬mda N kümesinde tan¬ml¬ayr¬k Sturm-
Liouville denklemi verilip bu denklemin farkl¬ formlarda yaz¬l¬̧s¬ elde edilmi̧stir. ·Ikinci
k¬s¬mda impalsif ayr¬k Sturm-Liouville problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Öncelikle denklemin temel
çözümleri ve Jost çözümü bulunmuş olup bu çözümlerin özellikleri incelenmi̧stir. Daha
sonra ele al¬nan problemin saç¬l¬m çözümleri ve özellikleri araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca bu prob-
lemin saç¬l¬m fonksiyonu ve özellikleri elde edilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, impalsif ayr¬k Sturm-Liouville problemi için özel bir örnek ele al¬n-
m¬̧st¬r. Bu örne¼gin Jost çözümü, saç¬l¬m fonksiyonu ve özde¼gerler kümesi elde edilmi̧stir.

Son bölümde önceki bölümlerde bulunan sonuçlar¬n de¼gerlendirilmesi yap¬lm¬̧st¬r.
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This thesis consists of �ve chapters.

The �rst chapter is devoted to the introduction.

The second chapter includes the fundamental de�nitions and the theorems which are
related to the topic.

The third chapter consists of two sections. In the �rst section, the Sturm-Liouville equation
which is discrete and de�ned in N is given, and notations in di¤erent forms are obtained
for the equation. In the second section, the impulsive discrete Sturm-Liouville problem
is handled. To do this, �rstly, the fundamental solutions and the Jost solution of the
equation are obtained, and the properties of these solutions are examined to handle the
problem. Then, scattering solutions and properties of the problem are researched. In
addition to this, the scattering function of the problem and its properties are obtained.

In the fourth chapter, a speci�c example is considered for impulsive discrete Sturm-
Liouville problem, and the Jost solution, scattering function and set of eigenvalues of
the example are obtained.

In the �nal chapter, the results obtained in the previous chapters are evaluated.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

N Do¼gal say¬lar kümesi

Z Tam say¬lar kümesi

R Reel say¬lar kümesi

R+ Pozitif reel say¬lar kümesi

C Kompleks say¬lar kümesi

C+ fz 2 C : Im z > 0g

C+ fz 2 C : Im z � 0g

S-L Sturm-Liouville denklemi

·ISDP ·Impalsif s¬n¬r de¼ger problemi

Re(�) � say¬s¬n¬n gerçek k¬sm¬

Im(�) � say¬s¬n¬n sanal k¬sm¬

W [y; u] y ve u çözümlerinin Wronskiyeni

o (1) Sonsuz küçük de¼gerler

� ·Ileri fark operatörü

r Geri fark operatörü

�d Özde¼gerler kümesi

l1 (N) N kümesinde mutlak de¼gerce toplanabilir dizilerin uzay¬

l2 (N) N kümesinde karesi toplanabilir dizilerin uzay¬

L2 (0;1) (0;1) aral¬¼g¬nda karesi integrallenebilir fonksiyonlar¬n uzay¬

vi



1. G·IR·IŞ

Saç¬l¬m problemleri ve bu problemlerin analizleri matematiksel �zikte etkili araşt¬rma

konular¬aras¬ndad¬r. Saç¬l¬m problemlerinin spektral analizleri �zi¼gin ço¼gu dal¬nda

kullan¬lmaktad¬r. Çünkü klasik saç¬l¬m teorisi Newton mekani¼ginin bir dal¬d¬r.

Bunun sonucunda, böyle problemler matematiksel �zikte önemli rol oynar ve do¼gal

bilimlerde birçok kullan¬m alanlar¬vard¬r. Bu problemleri içeren çal¬̧smalar ilk ola-

rak sürekli Schrödinger denklemi için yap¬lm¬̧st¬r (Agronovich 1963), (Chadon ve

Sabatier 1997). L2 (0;1) uzay¬nda

�y" + q(x)y = �2y; x 2 [0;1) (1.1)

diferensiyel denklemi

y (0) = 0 (1.2)

s¬n¬r koşuluyla tan¬mlanan Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi ve bu problemin

spektral özellikleri 1986 y¬l¬nda Marchenko taraf¬ndan detayl¬bir şekilde incelen-

mi̧stir. Burada � spektral parametre ve q reel de¼gerli fonksiyon olup

1Z
0

xjq(x)jdx <1 (1.3)

koşulunu sa¼glar. Bu problemi araşt¬rd¬ktan sonra, Marchenko (1.1) denkleminin

Jost fonksiyonunu

e(�) := e(0; �) = 1 +

1Z
0

K(0; t)ei�tdt; � 2 C+ := f� 2 C : Im� � 0g

şeklinde ele alm¬̧st¬r. Di¼ger yandan e(�) Jost fonksiyonunun, (1.3) koşulu alt¬nda

aç¬k üst yar¬düzlemde sonlu say¬da s¬f¬r¬oldu¼gunu göstermi̧stir. Jost fonksiyonun

i�k; k =1,2,3,...,n s¬f¬rlar¬için, i�k�lar¬n modüllerinin 0 < �1 < �2 < :::: < �n koşulu

ile s¬raland¬¼g¬verilmi̧stir. Ayr¬ca L2(0;1) uzay¬ndaki Jost çözümünün � = i�k için

normlar¬da m�1
k ile gösterilmi̧stir.
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(1.1)-(1.2) probleminin saç¬l¬m fonksiyonu

S(�) :=
e(�)

e(�)
; � 2 Rn f0g (1.4)

tan¬mlanm¬̧st¬r. � 2 R için Jost fonksiyonun aç¬k üst düzlemdeki s¬f¬rlar¬, m�1
k

normlar¬ndan ve saç¬l¬m fonksiyonundan oluşan kümeye bu problemin saç¬l¬m verisi

denir.

q potansiyel fonksiyonu verildi¼ginde saç¬l¬m verisinin bulunmas¬ ve özelliklerinin

ö¼grenilmesi saç¬l¬m teorisinin düz problemidir ve tersine saç¬l¬m verisi verildi¼ginde

q potansiyel fonksiyonun bulunmas¬ise saç¬l¬m teorisinin ters problemidir. Litera-

türde sürekli ve ayr¬k durumlarda Sturm-Liouville, Schrödinger ve Dirac denklemleri

için düz ve ters saç¬l¬m problemlerine sahip olan birçok inceleme mevcuttur (Agra-

novich ve Marchenko 1963), (Gasymov ve Levitan 1966).

l2 (N) uzay¬nda

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn; n 2 N (1.5)

ayr¬k Sturm-Liouville denklemi

y0 = 0

s¬n¬r koşulu ile verilsin. � spektral parametre, fangn2N[f0g ve fbngn2N reel terimli

diziler ve her n 2 N [ f0g için an 6= 0 olmak üzere (1.5) denklemiX
n2N

n (j1� anj+ jbnj) <1 (1.6)

koşulunu sa¼glar. Guseinov 1976 y¬l¬nda, (1.6) s¬n¬r koşulu taraf¬ndan ve her n 2 Z

için an > 0 olmak şart¬yla (1.5) denklemini yar¬eksen ve tüm eksende inceleyip spek-

tral özelliklerinin varl¬¼g¬n¬ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca bu denklem için saç¬l¬m teorisinin

ters problemini elde etmi̧stir. 2001 y¬l¬nda Bairamov ve Krall ayn¬denklemi yar¬ek-

sende fang ve fbng kompleks terimli diziler olmak şart¬yla detayl¬bir şekilde araşt¬r-

m¬̧slar ve önemli spektral özellikler elde etmi̧slerdir. Ayr¬ca Adivar ve Bairamov

2001-2003 y¬llar¬nda (1.6) koşulunu gerçekleyen her n 2 Z için fang ve fbng kompleks

terimli diziler olmak üzere (1.5) denklemi ile ili̧skili fark operatörünü incelemi̧slerdir.
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Di¼ger taraftan, son zamanlarda impalsif denklemler �zikte, mühendislikte, ekolo-

jide, biyolojik sistemde, biyoteknoloji ve daha birçok alandaki impalsif problem-

lerin modellemesinde geli̧sim kaydetmi̧stir. ·Impalsif diferensiyel denklem problemi

(Lakshmikantham 1989), (Samoilenko ve Perestyuk 1995) çal¬̧smalar¬nda detayl¬bir

şekilde ele al¬nm¬̧st¬r. Ayr¬ca literatürde impalsif koşul; arayüz (interface) koşulu,

s¬çrama (jump) koşulu, geçi̧s (transmission) koşulu ve nokta etkileşimi (point inter-

action) koşulu olarak da adland¬r¬lmaktad¬r. ·Impalsif koşullarla çeşitli s¬n¬r de¼ger

problemlerin spektral teorisi (Albeverio 2002), (Mukhtarov ve Tunç 2004) ve (Ugurlu

ve Bairamov 2014) çal¬̧smalar¬nda incelenmi̧stir.

Klasik Gelfand-Levitan-Marchenko saç¬l¬m teorisi ile birlikte Lax-Phillips (1967),

Sz.-Nagy-Foiaş (1970) ve Pavlov (1975a,b - 1977) taraf¬ndan geli̧stirilmi̧s farkl¬bir

saç¬l¬m teorisi de literatürde kullan¬lmaktad¬r (Allahverdiev 2005a,b - 2006), (Phillips

1959). Bu teori özellikle de dissipatif ve akreditif operatörlerin spektral analizinin

incelenmesinde uygulanmaktad¬r. Baz¬operatörler (örne¼gin self-adjoint operatörler)

için bu saç¬l¬m teorileri birbirine çok yak¬nd¬r. Biz bu tezde impalsif ayr¬k Sturm-

Liouville denklemi için klasik saç¬l¬m teorisini ö¼grenece¼giz.

Literatürde ayr¬k Sturm-Liouville denklemlerinin saç¬l¬m teorisine ili̧skin çok say¬da

çal¬̧smalar bulunmaktad¬r. Ancak impalsif ayr¬k Sturm-Liouville denkleminin saç¬l¬m

teorisine ili̧skin araşt¬rma bulunmamaktad¬r. Ayr¬k Sturm-Liouville denklemini

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn; n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g (1.7)

y0 = 0 (1.8)

s¬n¬r koşulu ve

ym0+1 = 
1ym0�1

ym0+2 � ym0+1 = 
2 (ym0�1 � ym0�2) ; 
1
2 6= 0; 
1; 
2 2 R
(1.9)

impalsif koşullar ile ele alal¬m. Burada � spektral parametre, fangn2N[f0g ve fbngn2N
reel terimli diziler olup X

n2N

n (j1� anj+ jbnj) <1 (1.10)

koşulunu sa¼glar.
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Bu tezde fangn2N[f0g, fbngn2N reel terimli diziler ve her n 2 N [ f0g için an 6= 0

olmak üzere, l2 (N) uzay¬nda (1.10) koşulu alt¬nda (1.7)-(1.9) ·ISDP �nin; saç¬l¬m

çözümlerini, bu saç¬l¬m çözümlerini kullanarak Jost çözümünü, saç¬l¬m fonksiyonu

ve özelliklerini inceleyece¼giz. Ayr¬ca (1.7)-(1.9) �un özel durumunu içeren ·ISDP için

farkl¬bir örnek sunup, bu örne¼gin Jost çözümünü ve saç¬l¬m fonksiyonunu araşt¬r¬p

özde¼gerler kümesini belirleyece¼giz.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 2.1 X boştan farkl¬bir küme olmak üzere bu küme için ifade edilen

+ : X �X ! X

ve

� : |�X ! X

i̧slemlerine göre aşa¼g¬daki özellikler gerçekleniyorsa X kümesi, | cismi üzerinde bir

vektör uzay olarak adland¬r¬l¬r.

(a) 8 r, s 2 X için r + s 2 X �tir.

1. 8 r, s 2 X için r + s = s+ r:

2. 8 r, s, t 2 X için r + (s+ t) = (r + s) + t:

3. 8 r 2 X için r + 0 = r olacak biçimde bir 0 2 X vard¬r.

4. 8 r 2 X için r + (�r) = 0 olacak biçimde bir (�r) 2 X vard¬r.

(b) 8 r 2 X vektörü ve 8 � 2 | sabiti için �r 2 X �tir.

5. 8 � 2 | ve 8 r; s 2 X için � (r + s) = �r + �s:

6. 8 �; � 2 | ve 8 r 2 X için (�+ �) r = �r + �r:

7. 8 �; � 2 | ve 8 r 2 X için � (�r) = (��) r:

8. 8 r 2 X için 1r = r olacak biçimde bir 1 2 X vard¬r.

Ayr¬ca | = R iken X �e bir reel vektör uzay¬, | = C iken X �e kompleks vektör uzay¬

denir (Kreyszig 1978).
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Tan¬m 2.2 X vektör uzay¬n¬n bir fx1; x2; :::; xng alt kümesi verilsin. �1; �2; :::; �n
skalerler olmak üzere,

nX
i=1

�ixi = 0

eşitli¼gi, ancak ve ancak, �1 = �2 = � � � = �n = 0 olmas¬halinde gerçekleniyorsa

fx1; x2; :::; xng kümesi lineer ba¼g¬ms¬zd¬r, aksi halde lineer ba¼g¬ml¬d¬r, denir (Sabun-

cuo¼glu 2011).

Tan¬m 2.3 X vektör uzay¬olmak üzere

k�k : X ! R+ [ f0g

fonksiyonu tan¬mlans¬n. Her r; s 2 X ve � sabiti için

1. krk � 0

2. krk = 0, r = 0

3. k�rk = j�j krk

4. kr + sk � krk+ ksk

koşullar¬n¬gerçekleyen k�k reel de¼gerli fonksiyonuna X üzerinde bir normdur, denir.

(X; k�k) çifti de normlu uzay olarak adland¬r¬l¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.4 Her Cauchy dizisi yak¬nsak olan normlu uzaylara Banach uzay¬denir.

Yani, bir Banach uzay tam olan bir normlu uzayd¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.5 Vektör uzay ve normlu uzay üzerindeki dönüşümler operatör olarak

adland¬r¬l¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.6 Bir T operatörünün, D(T ) tan¬m kümesi ve de¼ger kümesi ayn¬cisim

üzerinde bir vektör uzay¬olsun. Her x; y 2 D(T ) ve � sabiti için

6



1. T (x+ y) = Tx+ Ty

2. T (�x) = �Tx

özellikleri gerçekleniyorsa T operatörüne lineerdir, denir. Aç¬kça görüldü¼gü gibi

yukar¬da verilen ifadeler � sabit say¬s¬için,

T (�x+ �y) = �T (x) + �T (y)

ile eşde¼gerdir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.7 X kompleks vektör uzay ve T de X �den Y �ye bir lineer operatör olsun.

� 2 C için Tx = �x olacak biçimde X uzay¬nda s¬f¬rdan farkl¬en az bir x çözümü

varsa � de¼gerine T operatörünün bir özde¼geri denir (Lusternik ve Sobolev 1974).

Tan¬m 2.8 X bir | cismi üzerinde vektör uzay olsun.

h�; �i : X �X ! |

fonksiyonu her r; s; t 2 X ve � 2 | için

1. hr + s; ti = hr; ti+ hs; ti

2. h�r; si = � hr; si

3. hr; si = hs; ri

4. hr; ri � 0

5. hr; ri = 0, r = 0

özelliklerini sa¼gl¬yorsa h�; �i fonksiyonuna X için bir iç çarp¬m ve (X; h�; �i) çiftine bir

iç çarp¬m uzay¬denir (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.9 (X; h�; �i) iç çarp¬m uzay¬

kxk =
p
hx; xi

normuna göre tam ise bu uzaya Hilbert uzay¬denir (Kreyszig 1978).
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Tan¬m 2.10 l1 (N) :=

(
a = fangn2N :

1X
n=1

janj <1
)
biçiminde tan¬mlan¬r. l1 (N)

uzay¬Banach uzay¬olup bu uzayda norm, a = fangn2N 2 l1 (N) olmak üzere

kak :=
1X
n=1

janj

ile tan¬mlan¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.11 l2 (N) :=

(
a = fangn2N :

1X
n=1

janj2 <1
)
biçiminde tan¬mlan¬r. l2 (N)

uzay¬bir Hilbert uzay¬d¬r ve bu uzayda iç çarp¬m ve norm s¬ras¬yla a = fangn2N ,

b = fbngn2N 2 l2 (N) olmak üzere

ha; bi : =
1X
n=1

anbn

kak : =

 1X
n=1

janj2
! 1

2

ile tan¬mlan¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.12 L2 (0;1) :=

8<:f :
1Z
0

jf (x)j2 dx <1

9=; biçiminde tan¬mlan¬r. L2 (0;1)
uzay¬bir Hilbert uzay¬d¬r ve bu uzayda iç çarp¬m ve norm s¬ras¬yla f; g 2 L2 (0;1)

olmak üzere

hf; gi : =

1Z
0

f (x) g (x)dx

kfk : =

0@ 1Z
0

jf (x)j2 dx

1A 1
2

ile tan¬mlan¬r (Kreyszig 1978).

Tan¬m 2.13 A ; R �nin yo¼gun bir alt kümesi ve f A üzerinde reel de¼gerli bir

fonksiyon olmak üzere a 2 A olsun.

lim
x!a

f (x) = f (a)
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oldu¼gunda f fonksiyonunun a noktas¬nda sürekli oldu¼gu söylenir. E¼ger f her a 2 A

için sürekli ise f �ye A �da süreklidir denir (Balc¬2012).

Teorem 2.1 (Weierstrass Testi)
1X
n=1

fn; A üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar¬n bir

serisi olsun. Her x 2 A için jfn (x)j � mn ve
1X
n=1

mn < 1 ise
1X
n=1

fn (x) serisi A

üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r (Balc¬2012).

Tan¬m 2.14 A herhangi bir küme olmak üzere

I (A) :=

8<: 1 ; A gerçeklenir

0 ; aksi halde

ile tan¬mlanan I (A) fonksiyonuna A kümesinin gösterge fonksiyonu denir.

Teorem 2.2 Aşa¼g¬da verilen özellikler sa¼glan¬r:

1) anm � 0 ise
1X
m=1

1X
n=1

anm =
1X
n=1

1X
m=1

anm ,

2)
1X
n=1

1X
m=1

anm;
1X
m=1

1X
n=1

anm serilerinden biri mutlak yak¬nsak ise

1X
m=1

1X
n=1

anm =
1X
n=1

1X
m=1

anm dir (Apostol 1960).

Tan¬m 2.15 Kompleks de¼gi̧skeni z olan bir f fonksiyonunun türevi, hem herhangi

bir z0 noktas¬nda ve hem de z0 �¬n bir komşulu¼gunda bulunan her z noktas¬nda varsa,

bu durumda f �ye z0 noktas¬nda analitiktir denir (Özk¬n 1989).
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3. ·IMPALS·IF AYRIK STURM-LIOUVILLE PROBLEM·IN·IN SAÇILIM

TEOR·IS·I

Bu bölümde ilk olarak ayr¬k Sturm-Liouville denklemini ele alaca¼g¬z. Sonra impalsif

ayr¬k Sturm-Liouville denkleminin saç¬l¬m teorisini inceleyece¼giz.

3.1 Ayr¬k Sturm-Liouville denklemi

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn; n 2 N

fark denklemi y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla verilsin. Burada � spektral parametre, fangn2N[f0g,

fbngn2N reel terimli diziler ve her n 2 N [ f0g için an 6= 0 d¬r.

qn = an�1+ an+ bn ve �yn := yn+1� yn ileri fark operatörüyle yukar¬daki denklem,

�(an�1�yn�1) + (qn � �) yn = 0; n 2 N

S-L denkleminin ayr¬k analo¼gu formunda yaz¬labilir.

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = �yn; a0 = 1; n 2 f1; 2; 3; :::g

denklemi y0 = 0 s¬n¬r koşuluyla verilsin. Burada � spektral parametre, fangn2N[f0g,

fbngn2N reel terimli diziler ve her n 2 N [ f0g için an 6= 0 d¬r.

n = 1 için; b1y1 + a1y2 = �y1

n = 2 için; a1y1 + b2y2 + a2y3 = �y2

n = 3 için;

:

:

:

a2y2 + b3y3 + a3y4 = �y1

:

:

:

10



olmak üzere denklem,0BBBBBBBBBBBB@

b1 a1 0 0 0 :::

a1 b2 a2 0 0 :::

0 a2 b3 a3 0 :::

::: ::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: ::: :::

::: ::: ::: ::: ::: :::

1CCCCCCCCCCCCA
:

0BBBBBBBBBBBB@

y1

y2

y3

:

:

:

1CCCCCCCCCCCCA
= � :

0BBBBBBBBBBBB@

y1

y2

y3

:

:

:

1CCCCCCCCCCCCA
matris formunda yaz¬labilir.

3.2 ·Impalsif ayr¬k Sturm-Liouville problemi

l2 (N) uzay¬nda (1.7)-(1.9) ·ISDP �yi � = 2 cos z spektral parametresiyle

an�1yn�1 + bnyn + anyn+1 = 2 cos zyn; n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g (3.1)

y0 = 0 (3.2)

s¬n¬r koşulu ve

ym0+1 = 
1ym0�1

�ym0+1 = 
2rym0�1 ; 
1
2 6= 0; 
1; 
2 2 R
(3.3)

impalsif koşullar¬ ile birlikte alal¬m. Burada, r geri fark operatörü olmak üzere

ryn := yn � yn�1 şeklinde tan¬mlan¬r. (3.1) de fangn2N[f0g, fbngn2N reel terimli

diziler olup X
n2N

n (j1� anj+ jbnj) <1 (3.4)

koşulunu gerçekler. Ayr¬ca her n 2 N [ f0g için an 6= 0 d¬r.

3.2.1 Temel çözümler

�+ :=

�
z 2 C : z = � + i�; � > 0;��

2
� � � 3�

2

�
ve � := �+ [

�
��
2
;
3�

2

�
şeklinde iki tane yar¬şerit tan¬mlayal¬m.

11



Tan¬m 3.1 (3.1)-(3.2) probleminin y = fyn (z)g ve u = fun (z)g olarak verilen

herhangi iki çözümü olsun. Bu çözümlerin Wronskiyeni

W [y; u]n : = an fyn (z)un+1 (z)� yn+1 (z)un (z)g (3.5)

: = an [yn+1 (z)�un (z)��yn (z)un+1 (z)]

: = an�1 [yn�1 (z)run (z)��yn�1 (z)un�1 (z)]

olarak tan¬mlan¬r.

Sonuç 3.1 (3.5) ile tan¬m¬verilen Wronskiyen n de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat. (3.1)-(3.2) probleminin herhangi iki çözümü n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g

için y = fyn (z)g ve u = fun (z)g olsun. ·Ileri fark operatörü � olmak üzere,

�
�
W [y; u]n�1

�
= W [y; u]n �W [y; u]n�1

= an fyn (z)un+1 (z)� yn+1 (z)un (z)g

�an�1 fyn�1 (z)un (z)� yn (z)un�1 (z)g

= yn (z) fan�1un�1 (z) + anun+1 (z)g

�un (z) fan�1yn�1 (z) + anyn+1 (z)g

= (z � bn) (yn (z)un (z)� yn (z)un (z)) = 0

bulunur. Dolay¬s¬yla W [y; u] = k (k sabit) d¬r.

Sonuç 3.2 (3.1)-(3.2) probleminin iki çözümü n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g için

y = fyn (z)g ve u = fun (z)g olsun. Bu iki çözümün lineer ba¼g¬ms¬z olmas¬ için

gerek ve yeter şart W [y; u] 6= 0 olmal¬d¬r.

·Ispat. y = fyn (z)g ve u = fun (z)g bu problemin herhangi iki çözümü olmak üzere

): W [y; u] = 0 olsun. Her n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g için (3.5) eşitli¼ginden,

yn+1
yn

=
un+1
un

) yn = kun; k 6= 0 d¬r.

Yani y = yn ve u = un çözümleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

12



(: Her n 2 N n fm0 � 1;m0;m0 + 1g için y = yn ve u = un çözümleri lineer ba¼g¬ml¬

olsun, yani yn = kun; k 6= 0 d¬r. Bu durumda (3.5) �ten,

W [y; u] = an fkun (z)un+1 (z)� kun+1 (z)un (z)g = 0 d¬r.

Tan¬m 3.2 Her z 2 � ve n = 0; 1; :::;m0 � 1 için (3.1) denkleminin

y0 (z) = 0; y1 (z) = 1

ve

y0 (z) =
1

a0
; y1 (z) = 0

başlang¬ç koşullar¬n¬gerçekleyen temel çözümleri s¬ras¬yla fPn (z)g ve fQn (z)g ola-

rak verilir.

Şimdi s¬ras¬yla fPn (z)g ve fQn (z)g çözümlerinin gösterimlerini elde edelim.

(3.1) denkleminin

P0 (z) = 0; P1 (z) = 1

koşullar¬alt¬nda Pn (z) çözümünü bulal¬m.

n = 1 için ; P2 (z) =
�� b1
a1

n = 2 için ; P3 (z) = P2 (z)
(�� b2)
a2

� a1
a2
=
(�� b1) (�� b2)

a1a2
� a1
a2

n = 3 için ; P4 (z) = P3 (z)
(�� b3)
a3

� P2 (z)
a2
a3

=
(�� b1) (�� b2) (�� b3)

a1a2a3
� a1
a2

(�� b3)
a3

� a2
a3

(�� b1)
a1

n = 4 için ; P5 (z) = P4 (z)
(�� b4)
a4

� P3 (z)
a3
a4

=
(�� b1) (�� b2) (�� b3) (�� b4)

a1a2a3a4
� a1
a2

(�� b3) (�� b4)
a3a4

�
a2
a3

(�� b1) (�� b4)
a1a4

� a3
a4

(�� b1) (�� b2)
a1a2

+
a1a3
a2a4

...
...
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olmak üzere

Pn (z) = 1+
n�1X
k=1

1

ak

kX
j=1

(�� dj � dj+1 � bj)Pj (z) ; d1 := 0; dj := aj�1; j = 2; 3; ::: ;

n = 1; 2; ::: şeklinde ifade edilir.

Pn (z) fonksiyonu n: dereceden � �n¬n polinomlar¬d¬r. Ayr¬ca Pn (z) çift fonksiyondur

yani Pn (�z) = Pn (z) dir.

(3.1) denkleminin

Q0 (z) =
1

a0
; Q1 (z) = 0

koşullar¬alt¬nda Qn (z) çözümünü bulal¬m.

n = 1 için ; Q2 (z) = �
1

a1

n = 2 için ; Q3 (z) = Q2 (z)
(�� b2)
a2

= � 1
a1

(�� b2)
a2

n = 3 için ; Q4 (z) = Q3 (z)
(�� b3)
a3

�Q2 (z)
a2
a3

= � (�� b2) (�� b3)
a1a2a3

+
a2
a1a3

n = 4 için ; Q5 (z) = Q4 (z)
(�� b4)
a4

�Q3 (z)
a3
a4

= � (�� b2) (�� b3) (�� b4)
a1a2a3a4

+
a2
a1a3

(�� b4)
a4

+
a3
a4

(�� b2)
a1a2

...
...

olmak üzere

Qn (z) =
1

Pn�1(z)

�
Pn(z)Qn�1 (z)�

1

an�1

�
; n = 2; 3; :::

şeklinde ifade edilir.

Qn (z) fonksiyonu (n� 1) : dereceden � �n¬n polinomlar¬d¬r. Ayr¬ca Qn (z) çift

fonksiyondur yani Qn (�z) = Qn (z) dir.
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Teorem 3.1

W [Pn(z); Qn (z)] = �1; z 2 C

sa¼glan¬r.

·Ispat. Wronskiyen n de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan n = 0 al¬nmas¬yla,

W [Pn(z); Qn (z)] = a0 fP0 (z)Q1 (z)� P1 (z)Q0 (z)g = �1; z 2 C

bulunur.

fPn (z)g ve fQn (z)g fonksiyonlar¬z �nin tam fonksiyonlar¬d¬r.

3.2.2 Jost çözümü ve özellikleri

Tan¬m 3.3 fangn2N[f0g, fbngn2N reel terimli dizilerin sa¼glad¬¼g¬(3.4) koşulu alt¬nda

(3.1) ayr¬k Sturm-Liouville probleminin her z 2 � için

lim
n!1

e�inzen (z) = 1

koşulunu gerçekleyen çözümüne Jost çözümü denir ve e (z) := fen (z)g ile gösterilir.

Teorem 3.2 (3.4) şart¬yla (3.1) ayr¬k Sturm-Liouville probleminin, z 2 � için

en (z) Jost çözümü

en (z) = �ne
inz

 
1 +

1X
m=1

Anme
imz

!
; n = m0 + 1;m0 + 2; ::: (3.6)

şeklindedir. Burada �n ve Anm dizileri fangn2N[f0g ve fbngn2N reel terimli dizileri

cinsinden ifade edilir.

·Ispat. z 2 � olmak üzere (3.6) ifadesi çözüm oldu¼gundan (3.1) denkleminde yerine

yaz¬l¬rsa

an�1en�1 + bnen + anen+1 =
�
eiz + e�iz

�
en

ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

einz
�
an�1�n�1e

�iz + bn�n � �n
�
eiz + e�iz

�
+ an�n+1e

iz
�

+ei(n�1)zan�1�n�1

1X
m=1

An�1;me
imz + ei(n+1)zan�n+1

 
1 +

1X
m=1

An+1;me
imz

!

= einz�n
�
eiz + e�iz � bn

� 1X
m=1

Anme
imz
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bulunur. Buradan

an�1�n�1 = �n;

An1 � An�1;1 = bn;

An2 � An�1;2 = a2n � 1 + bnAn1;

An�1;m+2 � An;m+2 = �a2nAn+1;m � 1 + bnAn;m+1 + Anm; m = 1; 2; :::

denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerden ise �n ve Anm dizileri tek olarak aşa¼g¬daki biçimde bulunurlar.

�n =

( 1Y
k=n

ak

)�1
;

An1 = �
1X

k=n+1

bk;

An2 =
1X

k=n+1

(�
1� a2k

�
+ bk

1X
p=k+1

bp

)
;

An;m+2 = An+1;m +
1X

k=n+1

��
1� a2k

�
Ak+1;m � bkAk;m+1

	
; m = 1; 2; ::: .

�n ve Anm dizileri (3.4) koşulu alt¬nda yak¬nsakt¬r.

Lemma 3.1

jAnmj � c
1X

k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

eşitsizli¼gi gerçeklenir. Burada c > 0 olmak üzere sabit bir say¬ve
�
m
2

�
ise m

2
nin tam

k¬sm¬d¬r.

·Ispat. m verilmi̧s bir do¼gal say¬ olmak üzere Teorem 3.2 �nin ispat¬ndaki Anm

katsay¬lar¬n¬n kullan¬lmas¬yla n do¼gal say¬s¬üzerinden tümevar¬m yöntemiyle ispat¬

yap¬l¬r.

Lemma 3.1 kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuçlar verilebilir.
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Sonuç 3.3 Anm dizisi her n ve her m için s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat.

jAnmj � c

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

� c
1X
k=n

(j1� akj+ jbkj)

� c
1X
k=1

k (j1� akj+ jbkj) <1

elde edilir. Böylelikle Anm dizisi her n ve her m için s¬n¬rl¬d¬r.

Sonuç 3.4 Anm dizisi her m için n de¼gi̧skenine ve her n için m de¼gi̧skenine göre

l1 (N) uzay¬na aittir.

·Ispat. ·Ilk olarak Anm dizisinin n de¼gi̧skenine göre l1 (N) uzay¬ndan oldu¼gunu

gösterelim. Bunun için

jAnmj � c
1X

k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

eşitsizli¼ginde I gösterge fonksiyonundan ve Teorem 2.2 �den yararlanal¬m.

m = 2p; p = 1; 2; :::; olsun, böylelikle
1X
n=1

jAnmj � c
1X
n=1

1X
k=n+p

(j1� akj+ jbkj)

= c
1X
n=1

1X
k=1

I (k � n+ p) (j1� akj+ jbkj)

= c
1X
n=1

1X
k=p+1

I (k � n+ p) (j1� akj+ jbkj)

= c
1X

k=p+1

(j1� akj+ jbkj)
1X
n=1

I (n � k � p)

= c

1X
k=p+1

(j1� akj+ jbkj)
k�pX
n=1

1

= c

1X
k=p+1

(j1� akj+ jbkj) (k � p)

� c
1X
k=1

k (j1� akj+ jbkj) <1
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eşitsizli¼gi elde edilir. Ayr¬ca m = 2p + 1; p = 1; 2; :::; tek say¬lar¬ içinde ispat

ayn¬d¬r. Bu durumda n de¼gi̧skenine göre Anm 2 l1 (N) dir. Şimdiyse Anm dizisinin

m de¼gi̧skenine göre l1 (N) uzay¬ndan oldu¼gunu gösterelim.
1X
m=1

jAnmj � c

1X
m=1

1X
k=n+[m2 ]

(j1� akj+ jbkj)

= c
1X
m=1

1X
k=1

I
�
k � n+

hm
2

i�
(j1� akj+ jbkj)

= c

1X
m=1

1X
k=n+1

I
�
k � n+

hm
2

i�
(j1� akj+ jbkj)

= c
1X

k=n+1

(j1� akj+ jbkj)
1X
m=1

I
�hm
2
� k � n

i�
= c

1X
k=n+1

(j1� akj+ jbkj)
k�nX
m=1

1

= c
1X

k=n+1

(j1� akj+ jbkj) (k � n)

= c
1X
k=1

k (j1� akj+ jbkj) <1

eşitsizli¼gi elde edilir. Böylelikle m de¼gi̧skenine göre Anm 2 l1 (N) dir.

Sonuç 3.5 en (z) Jost çözümü z �ye göre C+ üzerinde analitik, C+ üzerinde sürekli

ve her z 2 C+ için en (z) = en (z + 2�) dir.

·Ispat. Öncelikle en (z) Jost çözümünün analitikli¼gine bakal¬m.

en (z) = �ne
inz

 
1 +

1X
m=1

Anme
imz

!

eşitli¼ginin düzgün yak¬nsak oldu¼gunu göstermeliyiz. Bunun için
1X
m=1

Anme
imz ifadesinin

z �ye göre C+ de düzgün yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz yeterlidir.�����
1X
m=1

Anme
imz

����� �
1X
m=1

jAnmj
��eimz��

�
1X
m=1

jAnmj e�m Im z

�
1X
m=1

jAnmj <1
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oldu¼gundan
1X
m=1

Anme
imz; z 2 C+ için düzgün yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla z �ye göre

türev mevcuttur.Yani,

_en (z) = �nine
inz + �ni

 1X
m=1

(m+ n)Anme
i(m+n)z

!

oldu¼gunda C+ üzerinde z �ye göre analitiktir.

Süreklilik tan¬m¬ndan z 2 C+ ve z0 2 C+ için,

lim
z!z0

en (z) = lim
z!z0

(
�ne

inz

 
1 +

1X
m=1

Anme
imz

!)
= en (z0)

yaz¬l¬r. Böylelikle key� bir z0 2 C+ noktas¬nda Jost çözümünün sürekli oldu¼gu

görülür.

Üstel fonksiyonun tan¬m¬ndan her z 2 C+ için

ein(z+2�) = einzein2�

= einz [cos (2�n) + i sin (2�n)]

= einz

olur. Bu ise Jost çözümünün 2� periyotlu oldu¼gunu gösterir, yani en (z) = en (z + 2�)

sa¼glan¬r.

Teorem 3.3 en (z) Jost çözümü (3.4) koşulu alt¬nda aşa¼g¬da verilen asimptotik

eşitlikleri sa¼glar:

1: en (z) = einz [1 + o (1)] ; z 2 C+; n!1

2: en (z) = �ne
inz [1 + o (1)] ; n 2 N; z = � + i� ; � !1:

·Ispat. 1. (3.6) Jost çözümü eşitli¼ginden

en (z) e
�inz = �n + �n

1X
m=1

Anme
imz (3.7)
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elde edilir. Buradan her m = 1; 2; ::: için������n + �n
1X
m=1

Anme
imz

����� � j�nj+ j�nj
1X
m=1

��Anmeimz��
= j�nj+ j�nj

1X
m=1

jAnmj e�m Im z

� j�nj+ j�nj
1X
m=1

jAnmj ; z 2 C+

eşitsizli¼gi yaz¬l¬r. Di¼ger taraftan (3.4) koşulundan ak ! 1; k !1 olup n!1 için

�n =

( 1Y
k=n

ak

)�1
! 1 gerçeklenir. Ayr¬ca Anm 2 l1 (N) oldu¼gundan

lim
n!1

1X
m=1

jAnmj = 0

bulunur. O halde,

�n + �n

1X
m=1

Anme
imz = 1 + o (1) ; z 2 C+; n!1

sa¼glan¬r. Bu eşitlik (3.7) denkleminde dikkate al¬nd¬¼g¬nda

en (z) = e
inz [1 + o (1)] ; z 2 C+; n!1

elde edilir.

2. (3.6) Jost çözümü eşitli¼ginden

en (z) e
�inz

�n
� 1 =

1X
m=1

Anme
imz (3.8)

yaz¬l¬r. Buradan her m = 1; 2; ::: için�����
1X
m=1

Anme
imz

����� �
1X
m=1

��Anmeimz��
=

1X
m=1

jAnmj e�m� ; z = � + i�

elde edilir. � !1 için e�m� ! 0 sa¼glan¬r. Anm 2 l1 (N) oldu¼gundan
1X
m=1

Anme
imz = o (1) ; � !1
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gerçeklenir. Bu eşitlik (3.8) denkleminde dikkate al¬nd¬¼g¬nda

en (z) = �ne
inz [1 + o (1)] ; n 2 N; z = � + i� ; � !1

olup ispat tamamlan¬r.

Lemma 3.2 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n [0; �] için

W [en (z) ; en (�z)] = �2i sin z

gerçeklenir.

·Ispat. Sonuç 3.1 �den Wronskiyenin n de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu biliyoruz.

Böylece

W [en (z) ; en (�z)] = lim
n!1

W [en (z) ; en (�z)]

yaz¬labilir. Tan¬m 3.3 �te verilen eşitli¼gin ve (3.4) koşulunun kullan¬lmas¬yla

W [en (z) ; en (�z)] = lim
n!1

fan [en (z) en+1 (�z)� en+1 (z) en (�z)]g

= lim
n!1

an
�
e�izen (z) e

�inzen+1 (�z) ei(n+1)z
�

� lim
n!1

an
�
eizen+1 (z) e

�i(n+1)zen (�z) einz
�

= e�iz � eiz

= �2i sin z

elde edilir.

Teorem 3.4 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n [0; �] için en (�z) = en (z) gerçeklenir.

·Ispat. an ve bn reel de¼gerli diziler oldu¼gundan Teorem 3.2 �nin ispat¬nda verilen �n

ve Anm katsay¬lar¬da reel de¼gerli olur. Böylelikle

en (z) = �ne
�inz

 
1 +

1X
m=1

Anme
�imz

!
= en (�z)

elde edilir.
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3.2.3 Saç¬l¬m çözümleri ve saç¬l¬m fonksiyonu

Şimdi en (z) ; Pn (z) ve Qn (z) çözümlerini kullanarak

En (z) :=

8<: � (z)Pn (z) + � (z)Qn (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

en (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::
; z 2 � (3.9)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyonun (3.1) denkleminin çözümü oldu¼gu aç¬k-

t¬r.

(3.3) impalsif koşullar¬ndan,

Em0�1 (z) =
1


1
Em0+1 (z)

rEm0�1 (z) =
1


2
�Em0+1 (z)

ve

1


1
em0+1 (z) = � (z)Pm0�1 (z) + � (z)Qm0�1

(z)

1


2
�em0+1 (z) = � (z)rPm0�1 (z) + � (z)rQm0�1

(z)

yaz¬labilir.

Buradan � (z) ve � (z) katsay¬lar¬n¬bulal¬m:

1


1
em0+1 (z) = � (z)Pm0�1 (z) + � (z)Qm0�1

(z) (3.10)

1


2
[em0+2 (z)� em0+1 (z)] = � (z) [Pm0�1 (z)� Pm0�2 (z)]

+� (z)
�
Qm0�1

(z)�Qm0�2
(z)
�

ifade edilir. Bu iki eşitli¼gin taraf tarafa toplanmas¬yla,

1


1
em0+1 (z)�

1


2
[em0+2 (z)� em0+1 (z)] = � (z)Pm0�2 (z) (3.11)

+� (z)Qm0�2
(z)

elde edilir. (3.10) ve (3.11) da gerekli i̧slemlerin yap¬lmas¬yla,

�� (z)
�
�Pm0�1 (z)Qm0�2

(z) + Pm0�2 (z)Qm0�1
(z)
�
=

1


1
em0+1 (z)

�
�rQm0�1

(z)
�

+
1


2
Qm0�1

(z) [�em0+1 (z)]
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olup Tan¬m 3.1 ve Teorem 3.1 �in kullan¬lmas¬yla

� (z) =
am0�2


1
2

�

1�em0+1 (z)Qm0�1

(z)� 
2em0+1 (z)rQm0�1
(z)
�

(3.12)

z 2 C+ için bulunur.

Benzer i̧slemlerin yap¬lmas¬yla � (z) katsay¬s¬ise

� (z) = �am0�2


1
2
[
1�em0+1 (z)Pm0�1 (z)� 
2em0+1 (z)rPm0�1 (z)] (3.13)

z 2 C+ için şeklinde elde edilir.

E (z) = fEn (z)g fonksiyonu (3.1)-(3.3) ·ISDP �nin Jost çözümü olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 3.4 (3.9) eşitli¼ginde verilen En (z) Jost çözümünde n = 0 al¬nmas¬yla elde

edilen

E0 (z) :=
� (z)

a0

fonksiyonuna (3.1)-(3.3) impalsif ayr¬k Sturm-Liouville probleminin Jost fonksiyonu

denir.

Şimdi (3.1)-(3.3) ·ISDP �nin F (z) = fFn (z)g olmak üzere

Fn (z) :=

8<: Pn (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

� (z) en (z) + d (z) en (�z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n [0; �] için tan¬mlanan çözümünü ele alal¬m.

(3.3) impalsif koşullar¬ndan,

Fm0�1 (z) =
1


1
Fm0+1 (z)

rFm0�1 (z) =
1


2
�Fm0+1 (z)

yaz¬labilir.

Buradan � (z) ve d (z) katsay¬lar¬n¬elde edelim:


1Pm0�1 (z) = � (z) em0+1 (z) + d (z) em0+1 (�z) (3.14)
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2Pm0�1 (z)� 
2Pm0�2 (z) = � (z) [em0+2 (z)� em0+1 (z)]

+d (z) [em0+2 (�z)� em0+1 (�z)]

ifade edilir. Bu iki eşitli¼gin taraf tarafa toplanmas¬yla,

(
1 + 
2)Pm0�1 (z)� 
2Pm0�2 (z) = � (z) em0+2 (z) + d (z) em0+2 (�z) (3.15)

elde edilir. (3.14) ve (3.15) �te gerekli i̧slemlerin yap¬lmas¬yla,

� (z) [em0+1 (z) em0+2 (�z)� em0+1 (�z) em0+2 (z)] = 
1Pm0�1 (z)�em0+1 (�z)

�
2em0+1 (�z)rPm0�1 (z)

olup Tan¬m 3.1 ve Lemma 3.2 �nin kullan¬lmas¬yla

� (z) = �
am0+1
2i sin z

[
1�em0+1 (�z)Pm0�1 (z)� 
2em0+1 (�z)rPm0�1 (z)] (3.16)

olarak bulunur.

Benzer i̧slemlerin yap¬lmas¬yla d (z) katsay¬s¬ise

d (z) =
am0+1
2i sin z

[
1�em0+1 (z)Pm0�1 (z)� 
2em0+1 (z)rPm0�1 (z)] (3.17)

şeklinde elde edilir.

Sonuç 3.6 Pn (z) = Pn (�z) oldu¼gundan z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n [0; �] için

d (z) = � (�z) = � (z)

eşitli¼gi kolayca bulunur.

Lemma 3.3 E (z) ve F (z) çözümlerinin Wronskiyeni z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n [0; �] için

W [E (z) ; F (z)] =

8<: � (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1
am0+1
am0�2


1
2� (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

şeklindedir.
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·Ispat. fEn (z)g ve fFn (z)g çözümlerinin Wronskiyeni n = 0; 1; :::;m0 � 1 için

W [E (z) ; F (z)] = a0 [E0 (z)F1 (z)� E1 (z)F0 (z)]

= a0[(� (z)P0 (z) + � (z)Q0 (z))P1 (z)

� (� (z)P1 (z) + � (z)Q1 (z))P0 (z)]

bulunur.

P0 (z) = 0; P1 (z) = 1; Q0 (z) =
1
a0
ve Q1 (z) = 0 oldu¼gundan,

W [E (z) ; F (z)] = � (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

elde edilir.

Benzer şekilde fEn (z)g ve fFn (z)g çözümlerinin Wronskiyeni n = m0+1;m0+2; :::

için

W [E (z) ; F (z)] = am0+1em0+1 (z) [� (z) em0+2 (z) + d (z) em0+2 (�z)]

�am0+1em0+2 (z) [� (z) em0+1 (z) + d (z) em0+1 (�z)]

yaz¬l¬r.

(3.13) �te verilen � (z) ve (3.17) �de verilen d (z) �nin kullan¬lmas¬yla

W [E (z) ; F (z)] =
am0+1
am0�2


1
2� (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

bulunur ve böylece ispat tamamlan¬r.

Tan¬m 3.5 fangn2N[f0g, fbngn2N reel terimli dizilerin sa¼glad¬¼g¬(3.4) koşulu alt¬nda

(3.1) ayr¬k Sturm-Liouville probleminin her z 2 C+ için

lim
n!1

einz ben (z) = 1; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

koşulunu gerçekleyen çözümüne s¬n¬rs¬z çözüm denir ve ben (z) ile gösterilir.
Lemma 3.4 Her z 2 � n f0; �g için

W [en (z) ; ben (z)] = �2i sin z
gerçeklenir.
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·Ispat. Sonuç 3.1 �den Wronskiyenin n de¼gi̧skeninden ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu biliyoruz.

Böylelikle

W [en (z) ; ben (z)] = lim
n!1

W [en (z) ; ben (z)]
yaz¬labilir. (3.4) koşulu alt¬nda, Tan¬m 3.3 ve Tan¬m 3.4 �te verilen eşitliklerin

kullan¬lmas¬yla

W [en (z) ; ben (z)] = lim
n!1

fan [en (z)den+1 (z)� en+1 (z) ben (z)]g
= lim

n!1
an
�
e�izen (z) e

�inzden+1 (z) ei(n+1)z�
� lim
n!1

an
�
eizen+1 (z) e

�i(n+1)z ben (z) einz�
= e�iz � eiz

= �2i sin z

bulunur.

(3.1)-(3.3) ·ISDP �nin her z 2 � için G (z) = fGn (z)g çözümünü aşa¼g¬daki şekilde

ele alal¬m:

Gn (z) :=

8<: Pn (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

q (z) en (z) + k (z) ben (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

(3.3) impalsif koşullar¬ndan,

Gm0�1 (z) =
1


1
Gm0+1 (z)

rGm0�1 (z) =
1


2
�Gm0+1 (z)

yaz¬l¬r.

Buradan q (z) ve k (z) katsay¬lar¬n¬bulal¬m:


1Pm0�1 (z) = q (z) em0+1 (z) + k (z)\em0+1 (z) (3.18)


2Pm0�1 (z)� 
2Pm0�2 (z) = q (z) [em0+2 (z)� em0+1 (z)]

+k (z)
�
\em0+2 (z)�\em0+1 (z)

�
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ifade edilir. Bu iki eşitli¼gin taraf tarafa toplanmas¬yla,

(
1 + 
2)Pm0�1 (z)� 
2Pm0�2 (z) = q (z) em0+2 (z) + k (z)\em0+2 (z) (3.19)

bulunur. (3.18) ve (3.19) �da gerekli i̧slemlerin yap¬lmas¬yla,

q (z)
�
em0+1 (z)\em0+2 (z)� em0+2 (z)\em0+1 (z)

�
= 
1Pm0�1 (z)�\em0+1 (z)

�
2\em0+1 (z)rPm0�1 (z)

olup Tan¬m 3.1 ve Lemma 3.4 �ün kullan¬lmas¬yla

q (z) = �
am0+1
2i sin z

�

1�\em0+1 (z)Pm0�1 (z)� 
2\em0+1 (z)rPm0�1 (z)

�
(3.20)

elde edilir.

Benzer i̧slemlerin yap¬lmas¬yla k (z) katsay¬s¬ise

k (z) =
am0+1
2i sin z

[
1�em0+1 (z)Pm0�1 (z)� 
2em0+1 (z)rPm0�1 (z)] (3.21)

olarak bulunur.

G (z) fonksiyonu (3.1)-(3.3) ·ISDP �nin s¬n¬rs¬z çözümüdür.

Ayr¬ca E (z), F (z) ve G (z) çözümlerinin katsay¬lar¬ndan yararlan¬larak aşa¼g¬daki

sonuç verilir.

Sonuç 3.7 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için

k (z) = d (z) = c (z) = �
am0+1
1
2
am0�22i sin z

� (z) (3.22)

eşitli¼gi elde edilir.

Lemma 3.5 E (z) ve G (z) çözümlerinin Wronskiyeni z 2 � için

W [E (z) ; G (z)] =

8<: � (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1
am0+1
am0�2


1
2� (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

şeklindedir.
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·Ispat. fEn (z)g ve fGn (z)g çözümlerinin Wronskiyeni n = 0; 1; :::;m0 � 1 için

W [E (z) ; G (z)] = a0 [E0 (z)G1 (z)� E1 (z)G0 (z)]

= a0[(� (z)P0 (z) + � (z)Q0 (z))P1 (z)

� (� (z)P1 (z) + � (z)Q1 (z))P0 (z)]

bulunur.

P0 (z) = 0; P1 (z) = 1; Q0 (z) =
1
a0
ve Q1 (z) = 0 oldu¼gundan,

W [E (z) ; G (z)] = � (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

elde edilir.

Benzer şekilde fEn (z)g ve fGn (z)g çözümlerinin Wronskiyeni n = m0+1;m0+2; :::

için

W [E (z) ; G (z)] = am0+1em0+1 (z)
h
q (z) em0+2 (z) + k (z)

\em0+2 (z)
i

�am0+1em0+2 (z)
h
q (z) em0+1 (z) + k (z)

\em0+1 (z)
i

yaz¬l¬r.

(3.13) �te verilen � (z) ve (3.21) �de verilen k (z) �nin kullan¬lmas¬yla

W [E (z) ; G (z)] =
am0+1
am0�2


1
2� (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

bulunur.

Teorem 3.5 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için � (z) 6= 0 sa¼glan¬r.

·Ispat. En az bir z0 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g say¬s¬için

� (z0) = 0

oldu¼gunu kabul edelim.

(3.22) denkleminden � (z0) = 0 oldu¼gundan d (z0) = c (z0) = 0 bulunur. Böylece

her n 2 N [ f0g için Fn (z0) = 0 olur ve bu çözüm (3.1)-(3.3) ·ISDP �nin aşikar

çözümüdür. Bu ise Fn çözümünün sadece n = 0 için aşikar çözüm olmas¬yla çeli̧sir

(F0 = 0). O halde her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için � (z) 6= 0 olmal¬d¬r.
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Teorem 3.6 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için

En (�z) = En (z)

sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.1)-(3.3) ·ISDP �nin (3.9) �da verilen Jost çözümünde

En (�z) =

8<: � (�z)Pn (�z) + � (�z)Qn (�z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

en (�z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

yaz¬l¬r. (3.12) ve (3.13) �te s¬ras¬yla verilen � (z), � (z) katsay¬lar¬n¬n kullan¬lmas¬

ve Pn(z), Qn (z) fonksiyonlar¬n¬n çift olmas¬ndan

En (�z) =

8<: � (z)Pn (z) + � (z)Qn (z) ; n = 0; 1; :::;m0 � 1

en (z) ; n = m0 + 1;m0 + 2; :::

= En (z)

gerçeklenir.

Bu teoremden yararlan¬larak aşa¼g¬daki sonuç verilir.

Sonuç 3.8 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için E0 (�z) = E0 (z) gerçeklenir.

S-L denklemi için (1.4) �te tan¬mlanan saç¬l¬m fonksiyonuna benzer olarak aşa¼g¬daki

tan¬m verilir.

Tan¬m 3.6 Her z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g için

S (z) :=
� (z)

� (z)
(3.23)

şeklinde tan¬mlanan S fonksiyonu (3.1)-(3.3) impalsif ayr¬k Sturm-Liouville prob-

leminin saç¬l¬m fonksiyonu olarak adland¬r¬l¬r.

(3.9) �dan

E0 (z) = � (z)P0 (z) + � (z)Q0 (z) =
� (z)

a0
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ve

E0 (�z) =
� (�z)
a0

bulunur.

(3.23) eşitli¼gi ve son denklemden saç¬l¬m fonksiyonu

S (z) =
E0 (z) a0
E0 (z) a0

=
E0 (z)

E0 (z)
=
E0 (�z)
E0 (z)

=
� (�z)
� (z)

ifade edilir.

Ayr¬ca (3.13) �te verilen � (z) �nin tan¬m¬ndan saç¬l¬m fonksiyonu

S (z) =

1�em0+1 (�z)Pm0�1 (�z)� 
2em0+1 (�z)rPm0�1 (�z)


1�em0+1 (z)Pm0�1 (z)� 
2em0+1 (z)rPm0�1 (z)
(3.24)

biçiminde yaz¬labilir.

Lemma 3.6

lim
z!0

S (z) = S (0) = 1; z 2
�
��
2
;
3�

2

�
n f0; �g

sa¼glan¬r.

·Ispat. (3.24) eşitli¼ginde tan¬m¬olan saç¬l¬m fonksiyonu için

lim
z!0

S (z) =

1�em0+1 (0)Pm0�1 (0)� 
2em0+1 (0)rPm0�1 (0)


1�em0+1 (0)Pm0�1 (0)� 
2em0+1 (0)rPm0�1 (0)

= 1

oldu¼gu kolayl¬kla elde edilir.

Teorem 3.7 Saç¬l¬m fonksiyonu z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g olmak üzere

S (�z) = S�1 (z) = S (z)

sa¼glar.

·Ispat. Saç¬l¬m fonksiyonun tan¬m¬ndan S (�z) = E0(z)
E0(�z) ve S (z) =

E0(�z)
E0(z)

yaz¬l¬r.

Ayr¬ca E0 (z) = E0 (�z) ve E0 (z) = E0 (�z) oldu¼gundan

S (�z) = S�1 (z) = S (z)

bulunur.
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Teorem 3.8

jS (z)j = 1; z 2
�
��
2
;
3�

2

�
n f0; �g

gerçeklenir.

·Ispat. Saç¬l¬m fonksiyonun tan¬m¬kullan¬larak

jS (z)j =

���E0 (z)���
jE0 (z)j

=
jE0 (z)j
jE0 (z)j

= 1

sa¼glan¬r.

(3.1)-(3.3) impalsif ayr¬k Sturm-Liouville probleminin özde¼gerler kümesini �d ile

gösterelim.

Teorem 3.9

�d = f� 2 C : � = 2 cos z; z 2 �+; � (z) = 0 g

sa¼glan¬r.

·Ispat. Özde¼gerlerin tan¬m¬ndan, En (z) Jost çözümü l2 (N) uzay¬ndan olmal¬d¬r.

(3.9) �dan En (z) Jost çözününün ilk k¬sm¬n �nin sonlu de¼gerlerini içerdi¼ginden

� (z)Pn (z) + � (z)Qn (z) 2 l2 (N)

olur ve En (z) Jost çözümünün ikinci k¬sm¬olan en (z) ise l2 (N) uzay¬n¬n eleman¬d¬r.

O halde En (z) 2 l2 (N) �dir. Di¼ger taraftan (3.2) s¬n¬r koşulu sa¼glamal¬d¬r. Sonuç

olarak Q0 (z) fonksiyonun katsay¬s¬s¬f¬r olmal¬d¬r yani � (z) = 0 �d¬r.
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4. ·IMPALS·IF AYRIK STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I ·IÇ·INÖRNEK

Bu bölümde, (3.1)-(3.3) impalsif ayr¬k Sturm-Liouville probleminin özel örne¼gini ele

alaca¼g¬z. Bölüm 3 �te buldu¼gumuz sonuçlar¬ kullanarak, bu örnekteki problemin

Jost çözümünü, saç¬l¬m fonksiyonunu ve özde¼gerlerini bulaca¼g¬z.

Örnek 4.1 ·Impalsif ayr¬k Sturm-Liouville problemini

yn�1 + yn+1 = 2 cos zyn; n 2 N n f2; 3; 4g (4.1)

denklemi

y0 = 0 (4.2)

s¬n¬r koşulu ve

y4 = 
1y2

�y4 = 
2ry2 ; 
1
2 6= 0; 
1; 
2 2 R
(4.3)

impalsif koşullar¬ile ele alal¬m.

(4.1) denkleminden m0 = 3(impalsif nokta), fangn2N[f0g = 1 ve fbngn2N = 0 oldu¼gu

aç¬kt¬r.

Öncelikle (4.1) denkleminin çözümlerini bulal¬m. fPn (z)g ve fQn (z)g fonksiyonlar¬

n = 0; 1; 2 için

P0 (z) = 0; P1 (z) = 1

Q0 (z) = 1; Q1 (z) = 0

başlang¬ç koşullar¬yla (4.1) denkleminin temel çözümleridir. Ayr¬ca bu problem için

en (z) = e
inz oldu¼gu kolayca görülür.

fPn (z)g ve fQn (z)g çözümlerini (4.1) �te n = 1 için yazarsak

P2 (z) = �; Q2 (z) = �1

elde edilir.
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Ayr¬ca (3.9) �dan

En (z) =

8<: � (z)�� � (z) ; n = 0; 1; 2

einz ; n = 4; 5; :::
; z 2 �

olup (4.1)-(4.3) ·ISDP �nin Jost çözümüdür.

� = 2 cos z ve m0 = 3 olmak üzere (3.13) eşitli¼ginden

� (z) = � 1


1
2
[
1�e4 (z)P2 (z)� 
2e4 (z)rP2 (z)] (4.4)

= � 1


1
2
[
1 (e5 (z)� e4 (z))P2 (z)� 
2e4 (z) (P2 (z)� P1 (z))]

=

�
�(e

5iz � e4iz) (eiz + e�iz)

2

+
e4iz (eiz + e�iz � 1)


1

�

= e3iz
�
e2iz � eiz + 1


1
� e

3iz � e2iz + eiz � 1

2

�
şeklinde elde edilir.

Benzer i̧slemlerin yap¬lmas¬yla (3.12) �den � (z) katsay¬s¬

� (z) = e3iz
�
eiz � 1

1

� e
2iz � eiz

2

�
olarak bulunur.

(4.4) �ten yararlan¬larak (4.1)-(4.3) ·ISDP �nin saç¬l¬m fonksiyonu z 2
�
��
2
; 3�
2

�
n f0; �g

için

S (z) =
� (z)

� (z)

= e�6iz
�

2 (e

�2iz � e�iz + 1)� 
1 (e�3iz � e�2iz + e�iz � 1)

2 (e

2iz � eiz + 1)� 
1 (e3iz � e2iz + eiz � 1)

�
elde edilir.

(4.1)-(4.3) ·ISDP �nin özde¼gerlerinin kümesini

�d = f� 2 C : � = 2 cos z; z 2 �+; � (z) = 0 g
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ele alal¬m.

� (z) = 0 ve � = 2 cos z oldu¼gundan (4.4) eşitli¼ginden,

e2iz � eiz + 1

1

� e
3iz � e2iz + eiz � 1


2
= 0

veya
e3iz � e2iz + eiz � 1
e2iz � eiz + 1 =


2

1

yaz¬labilir.


2 = a
1 için son denklemin kullan¬lmas¬yla

e3iz � (a+ 1) e2iz + (a+ 1) eiz � (a+ 1) = 0 (4.5)

bulunur.

1. Durum: a = 1 için (4.5) denkleminin çözülmesiyle

eiz ' 1:5437 (4.6)

eiz ' 0:22816� i1:11514 (4.7)

eiz ' 0:22816 + i1:11514 (4.8)

bulunur. (4.6), (4.7) ve (4.8) denklemlerinin kökleri �+ �da olmad¬¼g¬ndan

(4.1)-(4.3) ·ISDP �nin özde¼gerleri mevcut de¼gildir.

2. Durum: a = 2 için (4.5) denklemininin çözülmesiyle

eiz ' 2:2599

eiz ' 0:37004� i1:09112

eiz ' 0:37004 + i1:09112

bulunur. Benzer şekilde, bu son üç denklemin kökleri�+ �da de¼gildir. Dolay¬s¬yla

(4.1)-(4.3) ·ISDP �nin özde¼gerleri mevcut de¼gildir.

Ayr¬ca (4.5) �ten a 6= �1 oldu¼gu aç¬kt¬r, yani 
2 6= �
1 dir.
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5. SONUÇ

·Impalsif ayr¬k Sturm-Liouville denkleminin saç¬l¬m teorisi için yap¬lan bu tez çal¬̧s-

mas¬nda, öncelikle kaynakçada verilen kaynaklar arac¬l¬¼g¬yla saç¬l¬m teorisi için temel

kavramlardan bahsedilmi̧s olup çeşitli makaleler kullan¬lm¬̧st¬r. Bu tezin üçüncü ve

dördüncü bölümlerinde 2003 y¬l¬nda Ad¬var taraf¬ndan bas¬lan doktora tezi ve 2017

y¬l¬nda Bairamov, Aygar ve Karsl¬o¼glu taraf¬ndan bas¬lan makale temel al¬nm¬̧st¬r.

Tezin üçüncü bölümünde Bairamov, Aygar ve Karsl¬o¼glu taraf¬ndan 2017 y¬l¬nda

yay¬nlanan "·Impalsif ayr¬k Schrödinger denklemlerinin spekturumu ve saç¬l¬m ana-

lizi" başl¬kl¬makalesi detayl¬ bir biçimde incelenmi̧stir. Yani N kümesinde ayr¬k

Sturm-Liouville denkleminin temel çözümleri, Jost çözümü ve özellikleri bulunmuş-

tur. Sonras¬nda ise impalsif ayr¬k Sturm-Liouville probleminin saç¬l¬m çözümleri,

Jost çözümü, Jost fonksiyonu, saç¬l¬m fonksiyonu ve özellikleri elde edilmi̧stir.

Tezin dördüncü bölümünde ise impalsif ayr¬k Sturm-Liouville problemi için farkl¬

bir örnek verilmi̧stir. Bu tezin üçüncü bölümünden buldu¼gumuz bilgilerden yarar-

lanarak ele al¬nan bu problem için Jost çözümü, saç¬l¬m fonksiyonu ve özde¼gerler

kümesi detayl¬ca araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Sonuç olarak, son zamanlarda birçok alanda geli̧sim kaydeden impalsif problemler

için bu tezde incelenen impalsif ayr¬k Sturm-Liouville denklemi önemli bir kaynak

olacakt¬r. Ayr¬ca bu tez çal¬̧smas¬ndan ve bu alan için bulunan çeşitli kaynaklar-

dan yararlan¬larak ayr¬k durumda impalsif koşullarla Dirac denklemlerinin saç¬l¬m

teorisi incelenebilir. Hem de ileride impalsif ayr¬k dissipatif Sturm-Liouville ve di¼ger

operatörlerin spektral analizi Lax-Phillips, Sz.-Nagy-Foiaş ve Pavlov saç¬l¬m teorisi

yard¬m¬ile de ö¼grenilecektir.
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