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Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde konuyla ilgili temel tanim ve teoremler yer almistir.

Uctincii boliim iki kisimdan olusmaktadir. 11k kissmda N kiimesinde tanimli ayrik Sturm-
Liouville denklemi verilip bu denklemin farkli formlarda yazilisi elde edilmistir. Ikinci
kisimda impalsif ayrik Sturm-Liouville problemi ele alinmistir. Oncelikle denklemin temel
¢oziimleri ve Jost ¢oziimii bulunmug olup bu ¢oziimlerin ozellikleri incelenmigtir. Daha
sonra ele alinan problemin sagilim ¢oziimleri ve 6zellikleri aragtirilmigtir. Ayrica bu prob-
lemin sagilim fonksiyonu ve 6zellikleri elde edilmigtir.

Doérdiincii boliimde, impalsif ayrik Sturm-Liouville problemi i¢in 6zel bir érnek ele alin-
migtir. Bu 6rnegin Jost ¢oziimii, sagilim fonksiyonu ve 6zdegerler kiimesi elde edilmistir.

Son boliimde 6nceki boliimlerde bulunan sonuglarin degerlendirilmesi yapilmigtar.
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ABSTRACT

Master Thesis

SCATTERING THEORY OF IMPULSIVE DISCRETE STURM-LIOUVILLE
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Supervisor: Prof. Dr. Elgiz BAYRAM

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter includes the fundamental definitions and the theorems which are
related to the topic.

The third chapter consists of two sections. In the first section, the Sturm-Liouville equation
which is discrete and defined in N is given, and notations in different forms are obtained
for the equation. In the second section, the impulsive discrete Sturm-Liouville problem
is handled. To do this, firstly, the fundamental solutions and the Jost solution of the
equation are obtained, and the properties of these solutions are examined to handle the
problem. Then, scattering solutions and properties of the problem are researched. In
addition to this, the scattering function of the problem and its properties are obtained.

In the fourth chapter, a specific example is considered for impulsive discrete Sturm-
Liouville problem, and the Jost solution, scattering function and set of eigenvalues of
the example are obtained.

In the final chapter, the results obtained in the previous chapters are evaluated.

April 2021, 39 pages
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SIMGELER DiZiNi

N Dogal sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R+ Pozitif reel sayilar kiimesi

C Kompleks sayilar kiimesi

Cy {z€C:Imz > 0}

C, {z€C:Imz >0}

S-L Sturm-Liouville denklemi

ISDP Impalsif sinir deger problemi

Re(A) A sayisinin gercek kismi

Im(\) A sayisinin sanal kismi

Wly,ul vy ve u ¢dziimlerinin Wronskiyeni

o(1) Sonsuz kiigiik degerler

A Ileri fark operatorii

\Y% Geri fark operatorii

04 Ozdegerler kiimesi

' (N) N kiimesinde mutlak degerce toplanabilir dizilerin uzay1
1% (N) N kiimesinde karesi toplanabilir dizilerin uzay1

Ly (0,00) (0,00) araliginda karesi integrallenebilir fonksiyonlarin uzay:

vi



1. GIRIiS

Sagilim problemleri ve bu problemlerin analizleri matematiksel fizikte etkili aragtirma
konular1 arasindadir. Sacilim problemlerinin spektral analizleri fizigin cogu dalinda
kullanilmaktadir. Ciinkii klasik sacilim teorisi Newton mekaniginin bir dahdir.
Bunun sonucunda, boyle problemler matematiksel fizikte énemli rol oynar ve dogal
bilimlerde bir¢ok kullanim alanlar1 vardir. Bu problemleri igeren caligmalar ilk ola-
rak siirekli Schrodinger denklemi igin yapilmigtir (Agronovich 1963), (Chadon ve
Sabatier 1997). Ly (0, 00) uzayinda

—y +q(x)y =Ny, x€]0,00) (1.1)

diferensiyel denklemi
y(0) =0 (1.2)

sinir koguluyla tanimlanan Sturm-Liouville sinir deger problemi ve bu problemin
spektral ozellikleri 1986 yilinda Marchenko tarafindan detayl bir gekilde incelen-

mistir. Burada A spektral parametre ve g reel degerli fonksiyon olup

o

/a:|q(x)|dx < 00 (1.3)

0
kogulunu saglar. Bu problemi aragtirdiktan sonra, Marchenko (1.1) denkleminin

Jost fonksiyonunu
e(N) :=e(0,\) =1+ /K(O,t)e“‘tdt, AeC,:={\eC:Im\>0}
0

seklinde ele almigtir. Diger yandan e(\) Jost fonksiyonunun, (1.3) kosulu altinda
acik iist yar1 diizlemde sonlu sayida sifir1 oldugunu gostermistir. Jost fonksiyonun
Mg, k =1,2,3,...,n sifirlart igin, ¢\ larin modiillerinin 0 < A\; < A\g < .... < A, kosulu
ile siralandigr verilmigtir. Ayrica Lo(0, 00) uzaymdaki Jost ¢oziimiiniin A = i)y igin

normlari da m,;l ile gosterilmistir.



(1.1)-(1.2) probleminin sagilim fonksiyonu

S(\) = % A € R\ {0} (1.4)

tanimlanmigtir. A € R igin Jost fonksiyonun agik iist diizlemdeki sifirlari, m,;l
normlarindan ve sagilim fonksiyonundan olugan kiimeye bu problemin sac¢ilim verisi
denir.

q potansiyel fonksiyonu verildiginde sacilim verisinin bulunmasi ve 6zelliklerinin
ogrenilmesi sacilim teorisinin diiz problemidir ve tersine sagilim verisi verildiginde
q potansiyel fonksiyonun bulunmasi ise sac¢ilim teorisinin ters problemidir. Litera-
tirde stirekli ve ayrik durumlarda Sturm-Liouville, Schrédinger ve Dirac denklemleri
i¢in diiz ve ters sagilm problemlerine sahip olan birgok inceleme mevcuttur (Agra-

novich ve Marchenko 1963), (Gasymov ve Levitan 1966).

I? (N) uzaymda

n-1Yn—1 + bnyn + anYnt1 = )\yna n €N (15)

ayrik Sturm-Liouville denklemi
Yo =10

siur kogulu ile verilsin. A spektral parametre, {an}, cnogoy Ve {0n},en Teel terimli

diziler ve her n € NU {0} i¢in a,, # 0 olmak iizere (1.5) denklemi

> n (|1 = an| + [ba]) < 00 (1.6)

neN

kosulunu saglar. Guseinov 1976 yilinda, (1.6) sinir kogulu tarafindan ve her n € Z
i¢in a,, > 0 olmak sartiyla (1.5) denklemini yar1 eksen ve tiim eksende inceleyip spek-
tral ozelliklerinin varhigini ispatlamigtir. Ayrica bu denklem i¢in sagilim teorisinin
ters problemini elde etmigtir. 2001 yilinda Bairamov ve Krall ayni1 denklemi yar1 ek-
sende {a, } ve {b,} kompleks terimli diziler olmak gartiyla detayl bir sekilde aragtir-
miglar ve onemli spektral 6zellikler elde etmiglerdir. Ayrica Adivar ve Bairamov
2001-2003 yillarinda (1.6) kogulunu gergekleyen her n € Z igin {a, } ve {b,} kompleks

terimli diziler olmak iizere (1.5) denklemi ile iligkili fark operatoriinii incelemislerdir.
2



Diger taraftan, son zamanlarda impalsif denklemler fizikte, miihendislikte, ekolo-
jide, biyolojik sistemde, biyoteknoloji ve daha bir¢ok alandaki impalsif problem-
lerin modellemesinde gelisim kaydetmistir. Impalsif diferensiyel denklem problemi
(Lakshmikantham 1989), (Samoilenko ve Perestyuk 1995) ¢alismalarinda detayl bir
sekilde ele alimmigtir. Ayrica literatiirde impalsif kosul; arayiiz (interface) kosulu,
sicrama (jump) kosulu, gegis (transmission) kosulu ve nokta etkilegimi (point inter-
action) kosulu olarak da adlandirlmaktadir. Impalsif kosullarla cesitli sinir deger
problemlerin spektral teorisi (Albeverio 2002), (Mukhtarov ve Tung 2004) ve (Ugurlu

ve Bairamov 2014) ¢aligmalarinda incelenmistir.

Klasik Gelfand-Levitan-Marchenko sagilim teorisi ile birlikte Lax-Phillips (1967),
Sz.-Nagy-Foiag (1970) ve Pavlov (1975a,b - 1977) tarafindan geligtirilmis farkli bir
sacilim teorisi de literatiirde kullanilmaktadir (Allahverdiev 2005a,b - 2006), (Phillips
1959). Bu teori ozellikle de dissipatif ve akreditif operatorlerin spektral analizinin
incelenmesinde uygulanmaktadir. Bazi operatorler (6rnegin self-adjoint operatorler)
icin bu sagilim teorileri birbirine ¢ok yakindir. Biz bu tezde impalsif ayrik Sturm-

Liouville denklemi i¢in klasik sacilim teorisini 6grenecegiz.

Literatiirde ayrik Sturm-Liouville denklemlerinin sacilim teorisine iligkin ¢ok sayida
¢aligmalar bulunmaktadir. Ancak impalsif ayrik Sturm-Liouville denkleminin sagilim

teorisine iligkin aragtirma bulunmamaktadir. Ayrik Sturm-Liouville denklemini
Up—1Yn—1 + bnyn + apYni1 = )‘yna neN \{mO - 17 mo, Mo + 1} (17)

Yo =0 (1.8)

sinir kosulu ve

Ymo+1 = V1Ymo—1 (1.9)

Ymo+2 — Ymo+1 = V2 (Umo—1 — Umo—2) 3 V1V2 # 0, 71,72 €R

impalsif kogullar ile ele alahm. Burada A spektral parametre, {a,},,cuqo; Ve {0n}en

reel terimli diziler olup

> n (|1 = an| + |ba]) < 00 (1.10)

neN
kosulunu saglar.



Bu tezde {an},cnyqoy: 100}y reel terimli diziler ve her n € N'U {0} i¢in a, # 0
olmak iizere, [? (N) uzaymda (1.10) kosulu altinda (1.7)-(1.9) ISDP ’'nin; sagilim
¢oziimlerini, bu sacilim ¢oziimlerini kullanarak Jost ¢oziimiinii, sagilim fonksiyonu
ve ozelliklerini inceleyecegiz. Ayrica (1.7)-(1.9) "un 6zel durumunu igeren ISDP igin
farkli bir 6rnek sunup, bu 6rnegin Jost ¢oziimiinii ve sagilim fonksiyonunu aragtirip

ozdegerler kiimesini belirleyecegiz.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmim 2.1 X bostan farkli bir kiime olmak iizere bu kiime icin ifade edilen
+: X xX—-X

ve

kxX—X

islemlerine gore agsagidaki ozellikler gercekleniyorsa X kiimesi, k cismi tizerinde bir

vektor uzay olarak adlandirilir.

(a) Vr,s € Xiginr+se X tir.

1. VryseXicinr+s=s+r.

2. Vr,s,teXigin r+(s+1t)=(r+s)+t.

3. Vre X icinr+ 0 = r olacak bicimde bir 0 € X vardir.

4. Vr e X igin r + (—r) = 0 olacak bi¢imde bir (—r) € X vardir.
(b) V r € X vektorii ve V « € k sabiti igin ar € X ’tir.

5. VaekveVrse X igna(r+s)=ar+ as.

6. Va,fekveVreXicn (a+f)r=ar+ fr.

7. Va,fekveVreXigna(fr)=(af)r.

8. Vr e X icin 1r = r olacak bicimde bir 1 € X vardir.

Ayricak = R iken X ’e bir reel vektor uzayi, k = C iken X ’e kompleks vektor uzay1
denir (Kreyszig 1978).



Tanim 2.2 X vektor uzayimin bir {xy, zs, ..., z,} alt kiimesi verilsin. ay, ao, ..., ay,

skalerler olmak {izere,
n
E QT = 0
i=1

esitligi, ancak ve ancak, a; = ay = - -+ = a,, = 0 olmas:1 halinde gercekleniyorsa
{1, 29, ..., x, } kilmesi lineer bagimsizdir, aksi halde lineer bagimhdir, denir (Sabun-

cuoglu 2011).
Tanim 2.3 X vektor uzayr olmak {izere
I - X —RTu{o}

fonksiyonu tanimlansin. Her r; s € X ve « sabiti i¢in

L r =0

2. |Irl=0&r=0

3. (] = la [|r]

4 |lr+ sl < el + sl

kosullarim gergekleyen ||| reel degerli fonksiyonuna X iizerinde bir normdur, denir.

(X, |I]) cifti de normlu uzay olarak adlandirihr (Kreyszig 1978).

Tanim 2.4 Her Cauchy dizisi yakinsak olan normlu uzaylara Banach uzay: denir.
Yani, bir Banach uzay tam olan bir normlu uzaydir (Kreyszig 1978).

Tanmim 2.5 Vektor uzay ve normlu uzay iizerindeki doniisiimler operator olarak

adlandirihr (Kreyszig 1978).

Tanim 2.6 Bir 7" operatoriiniin, D(7") tamm kiimesi ve deger kiimesi ayni cisim

tizerinde bir vektor uzay: olsun. Her z, y € D(T') ve « sabiti igin



I T(x4+y)=Tx+Ty
2. T(ax)=aTx

ozellikleri gercekleniyorsa T operatoriine lineerdir, denir. Agikca goriildiigii gibi

yukarida verilen ifadeler S sabit sayisi icin,
T (ax + fy) = oT (x) + T (y)
ile egdegerdir (Kreyszig 1978).
Tanim 2.7 X kompleks vektor uzay ve T'de X ’den Y ’ye bir lineer operator olsun.

A € C icin Tx = Az olacak bigimde X uzayinda sifirdan farkh en az bir z ¢oziimii

varsa A degerine 1" operatdriiniin bir 6zdegeri denir (Lusternik ve Sobolev 1974).
Tanim 2.8 X bir k cismi iizerinde vektor uzay olsun.
(): X xX—-k
fonksiyonu her r, s, t € X ve a € k i¢in
L (r+s,t) =(rt)+ (s,t)

2. (ar,s) =a(r,s)

3. (r,s) = (s,r)
4. (r,ry >0
5. (rry=0&7r=20
ozelliklerini saghyorsa (-, -) fonksiyonuna X igin bir i¢ garpim ve (X, (-, -)) ¢iftine bir
i¢ carpim uzay1 denir (Kreyszig 1978).
Tanim 2.9 (X, (-,)) i¢ carpim uzay1
]l = v/, z)

normuna gore tam ise bu uzaya Hilbert uzayi denir (Kreyszig 1978).
7



Tamim 2.10 ' (N) := {a = {an}pen Z la,| < 0o ¢ bigiminde tanimlamr. ! (N)
n=1
uzay1 Banach uzay1 olup bu uzayda norm, a = {a,}, . € ' (N) olmak iizere

lall == la|
n=1
ile tammlanir (Kreyszig 1978).
Tanmm 2.11 ?(N) := < a = {a,},y Z la,)? < oo} bigiminde tanimlanir. {2 (N)

n=1
uzay1 bir Hilbert uzayidir ve bu uzayda i¢ ¢arpim ve norm sirasiyla a = {a,}

b= {b,},cy € 1* (N) olmak tizere

<a7b> : :ianE
n=1

o 3
2
lall = = (Zlanl)
n=1

ile tanimlanir (Kreyszig 1978).

neN

Tanim 2.12 Ly (0,00) := ¢ f: /]f (z)|* dz < oo p bigiminde tanimlanr. L, (0, 00)
0

uzay1 bir Hilbert uzayidir ve bu uzayda i¢ carpim ve norm sirasiyla f, g € Lo (0, 00)

olmak tizere

(frg) : = / f ()3 @)dz

1

1l = / f (@) de
0

ile tammlanir (Kreyszig 1978).

Tanim 2.13 A , R 'nin yogun bir alt kiimesi ve f A iizerinde reel degerli bir

fonksiyon olmak tizere a € A olsun.

lim f () = f (a)

r—a
8



oldugunda f fonksiyonunun a noktasinda siirekli oldugu soylenir. Eger f her a € A

icin siirekli ise f 'ye A ’da siireklidir denir (Balc1 2012).

Teorem 2.1 (Weierstrass Testi) Z fn, A iizerinde tamimli fonksiyonlarin bir

n=1
e o] o
serisi olsun. Her z € A i¢in |f, (z)] < m, ve Zmn < o0 ise an (x) serisi A
n=1 n=1

tizerinde diizgiin yakisaktir (Balc1 2012).

Tanim 2.14 A herhangi bir kiime olmak {izere

1 , A gerceklenir
0 , aksi halde

I(A):=

ile tamimlanan I (A) fonksiyonuna A kiimesinin gosterge fonksiyonu denir.

Teorem 2.2 Asagida verilen ozellikler saglanir:

1) anmzoiseiiaaniianm7

m=1 n=1 n=1m=1
2) i i A, i f: @nm serilerinden biri mutlak yakinsak ise
n=1 m=1 m=1 n=1
i i Anm = i i Anm  dir (Apostol 1960).
m=1 n=1 n=1m=1

Tanim 2.15 Kompleks degiskeni z olan bir f fonksiyonunun tiirevi, hem herhangi
bir zp noktasinda ve hem de 2y 'in bir komsulugunda bulunan her z noktasinda varsa,

bu durumda f ’ye 2o noktasinda analitiktir denir (Ozkin 1989).



3. IMPALSIF AYRIK STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ SACILIM
TEORISI

Bu boliimde ilk olarak ayrik Sturm-Liouville denklemini ele alacagiz. Sonra impalsif

ayrik Sturm-Liouville denkleminin sacilim teorisini inceleyecegiz.

3.1 Ayrik Sturm-Liouville denklemi

Ap—1Yn—1 + bnyn + @pYnt1 = )‘yrm necN

fark denklemi yo = 0 siur koguluyla verilsin. Burada A spektral parametre, {a,},,cn g0y

{bn},,cn Teel terimli diziler ve her n € NU {0} i¢in a, # 0 dur.
Gn = An_1 + ap + b, ve Ay, := yni1 — y, ileri fark operatoriiyle yukaridaki denklem,
A(an-1AYn-1) + (g —A) Yo =0, n €N
S-L denkleminin ayrik analogu formunda yazilabilir.
Un-1Yn—1 + bnYn + @Yns1 = Ny, ao =1, ne{1,2,3,...}

denklemi yo = 0 s koguluyla verilsin. Burada A spektral parametre, {a,},,cnuiops

{bn},,cn reel terimli diziler ve her n € NU {0} i¢in a, # 0 dur.

n = 1 icin; by + a1y = Ay
n=2 igin; a1y + b2y2 + agys = )\yQ
n=3i¢in;  agyz + b3y + asys = A\yx

10



olmak {tizere denklem,

bl aq 0 0 0
aq b2 a9 0 0
0 Q9 b3 as 0

matris formunda yazilabilir.

3.2 impalsif ayrik Sturm-Liouville problemi

12 (N) uzaymda (1.7)-(1.9) ISDP ’yi A = 2cos z spektral parametresiyle

Un—-1Yn—1 + bp¥n + anlYni1 = 2cos zy,, n € N\ {mg—1,mg,mo + 1}

Yo =10

sinir kosulu ve

Ymo+1 = V1Ymo—1

U1
Y2
Y3

Y1
Y2
Y3

Aymo+1 = PYZVymofl v Y172 7& 07 Y1) V2 eR

(3.1)

(3.2)

(3.3)

impalsif kogullar1 ile birlikte alalim. Burada, V geri fark operatorii olmak iizere

Vyn = Yn — Yp—1 seklinde tammlamr. (3.1) de {an},cnupr {Ontnen reel terimli

diziler olup

Zn(|1 — ay| + |bn]) < o0

neN

kogulunu gercekler. Ayrica her n € NU {0} igin a,, # 0 dir.

3.2.1 Temel ¢oziimler

N[N

H+::{z€C:z:n+iC,C>O,— <n<

seklinde iki tane yari serit tanimlayalim.
11
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Tanim 3.1 (3.1)-(3.2) probleminin y = {y,(2)} ve v = {u, ()} olarak verilen

herhangi iki ¢oziimii olsun. Bu ¢oziimlerin Wronskiyeni

Wy, u]n b= {Yn (2) Ungr (2) = Ynsa (2) un (2) } (3.5)
= n [Ynt1 (2) Aty (2) — Ay, (2) w1 (2)]

= ap-1 [yn—l (z) Vuy (Z) — Ayn1 (Z) Up—1 (Z)]

olarak tamimlanir.

Sonug 3.1 (3.5) ile tanim verilen Wronskiyen n degiskeninden bagimsizdir.

Ispat. (3.1)-(3.2) probleminin herhangi iki ¢oziimii n € N \ {mg — 1,mq, mo + 1}

igin y = {y, (2)} ve u = {u, (2)} olsun. Ileri fark operatorii A olmak iizere,

AW lyul, ) = Wiyul, - Wiy, ,
= @ {Yn (2) Un41 (2) = Ynt1 (2) un (2)}
—tn—1{Yn—1(2) Un (2) = 0 (2) un—1 (2)}
= Yo (2) {@n1tn1 (2) + antinsa (2)}

— i, (2) {@n-1Yn—1 (2) + Gn¥ns1 (2)}
= (2= b3) (Wn (2) un (2) = Yn (2) un (2)) = 0

bulunur. Dolayisiyla W [y, u] = k (k sabit) dir. m

Sonug 3.2 (3.1)-(3.2) probleminin iki ¢oziimii n € N \ {my — 1, mg, mg + 1} igin
y = {yn (2)} ve u = {u, ()} olsun. Bu iki ¢tziimiin lineer bagimsiz olmasi igin

gerek ve yeter sart W [y, u] # 0 olmahdur.

Ispat. y = {9, (2)} ve u = {u, (2)} bu problemin herhangi iki ¢éziimii olmak iizere

=: W y,u] = 0 olsun. Her n € N\ {my — 1,mg, mo + 1} icin (3.5) esitliginden,

Yn+1 _ Up+1 =y, = /{;um k 7& 0 dir.

Yn Un

Yani y = vy,, ve u = u,, ¢coziimleri lineer bagimhdir.

12



<:Hern € N\ {mg—1,mg, mo + 1} i¢gin y = y,, ve u = u,, ¢oziimleri lineer bagiml
olsun, yani y,, = ku,,k # 0 dir. Bu durumda (3.5) ’ten,
W [y, u| = ap {kuy, (2) Uns1 (2) — kg1 (2) up (2)} =0 dir. m

Tanim 3.2 Her z € [Iven =0,1,...,mo — 1 i¢in (3.1) denkleminin

v (2) =0, nn(z)=1

ve

1
Yo(2)=—, 4 (2)=0
Qo
baglangi¢ kogullarini gergekleyen temel ¢oziimleri sirasiyla { P, (2)} ve {@,, (2)} ola-

rak verilir.

Simdi sirasiyla {P, (2)} ve {Q,, (2)} ¢oziimlerinin gosterimlerini elde edelim.

(3.1) denkleminin
P()(Z):O, Pl(Z):l

kosullar1 altinda P, (2) ¢oziimiinii bulalim.

A—b

n = ligin, Py(z)=
a1

n = 2icin p3(2)2p2(z)w_ﬂ:(A—bl)(k—bz)_@
p) az 102 a9

(A —b3)

as as

n = 3icin, Py(z)= Ps(z)

()\—bl) ()\—bg) ()\—bg) aq ()\—bg) %()\—bl)

Q10203 a2 as as a1

_p3(z)%

n = 4igin, Ps(z)=Ps(2) - -
4 4

()\—bl)()‘—b2)()‘_b3)()‘—b4)_ﬂ()\—b:a)()‘—bﬁ

1090304 (e5) 304
%()\—bl)()\—lu) _%()\—bl)()\—bg) +(116L3
N as a1Qy4 ay a1Qa9 Aoy

13



olmak fizere

n—1 k
1 .
Pn(Z) :1+Za—k2(/\—d]—dj+1—bj)Pj(2), d1 = 0, dj =aj-1, J :2,3,... 5
k=1 j=1

n = 1,2, ... seklinde ifade edilir.

P, (z) fonksiyonu n. dereceden A 'min polinomlaridir. Ayrica P, (2) ¢ift fonksiyondur

yani P, (—z) = P, (z) dir.

(3.1) denkleminin

1
Qo(z)=—, Qi(2)=0
Qo
kosullar1 altinda @, (z) ¢oziimiinii bulalim.
1
n o= ligin, Qu(z)=——
3]

n = 2igin, Qsz(z)=Q2(2) (A—b2):_l()\—b2)

as ay  Qaz
n = 3icin Q4(2):Q3(’2)%_Q2(2)Z_§

_()\—bg)()\—bg)+ (05}

a10a2as3 ajas
no= didn, Qi) =i P gy

()\—bg)()\—bg)()\—b4)+ a9 ()\—b4)+a3()\—b2)

1020304 ajas ay ay4 a10a9

olmak fizere

seklinde ifade edilir.

Q. (z) fonksiyonu (n —1). dereceden A 'min polinomlaridir. Ayrica @, (z) cift
fonksiyondur yani @, (—z) = Q, (z) dir.

14



Teorem 3.1
W P.(2),@n (2)] = -1, z€C

saglanir.

Ispat. Wronskiyen n degiskeninden bagimsiz oldugundan n = 0 alinmasiyla,

W P.(2),Qn (2)] = ag{FPo (2) Q1 (2) = P1(2) Qo (2)} = -1, 2€C

bulunur. =

{P, (2)} ve {Q, (2)} fonksiyonlar1 z 'nin tam fonksiyonlaridir.
3.2.2 Jost ¢Oziimii ve 6zellikleri

Tamm 3.3 {a,},cnuq0ys {0n}nen reel terimli dizilerin sagladigy (3.4) kosulu altinda

(3.1) ayrik Sturm-Liouville probleminin her z € II igin

lim e "¢, (z) =1

n—oo

kogulunu gercekleyen ¢oztimiine Jost ¢oziimii denir ve e (z) := {e, (z)} ile gosterilir.

Teorem 3.2 (3.4) sartiyla (3.1) ayrik Sturm-Liouville probleminin, 2z € II i¢in

en (2) Jost ¢oziimii

en (2) = p, " <1 + Z Anmeimz> , n=mqg+1,mg+2,... (3.6)
m=1

seklindedir. Burada p,, ve Ay, dizileri {a,},cnuqoy ve {bn}, oy reel terimli dizileri

cinsinden ifade edilir.

Ispat. z € TI olmak iizere (3.6) ifadesi ¢oziim oldugundan (3.1) denkleminde yerine
yazilirsa

Un-1€n-1+ bpen + anensr = (¥ +e7%) e,
ve gerekli iglemler yapilirsa

€ a’n—llun—le_iz + b'ﬂ:u’n — My (eiz + 6_iz) + anun+1ei2]

+€i(n_1)zan—1:unfl Z An—l,meimz + ei(n+1)zan#n+1 <1 * Z An+17meimz>

m=1 m=1

00

o nz 1z —1z mz

= e un(e +e —bn)g A€
m=1

15



bulunur. Buradan

an—1Hp—1 = Hnp,
Anl - An—l,l = bna
An2 - An—1,2 - ai -1+ bnAnb

Anfl,m+2 - An,m+2 = _aiAnJrl,m —1 + bnAn,m+1 + Amn7 m = 17 27

denklemleri elde edilir.

Bu denklemlerden ise yu,, ve A,,, dizileri tek olarak asagidaki bigimde bulunurlar.

-~ -1
Ky = {Hak} )
k=n

Ay = = ) b
k=n+1
Ay = Y {(1—a§)+bk > b,,},
k=n+1 p=k+1

An,m+2 = An—i—l,m + Z {(1 F ai) Ak+1,m - bkAk,m+1} , m=1,2,....
k=n+1

f,, ve Anp dizileri (3.4) kosulu altinda yakinsaktir. m

Lemma 3.1

oo

Al e > (11— a] + i)
k:n-i-[%}

esitsizligi gerceklenir. Burada ¢ > 0 olmak iizere sabit bir say1 ve [%] ise 7 nin tam

kismuidir.

Ispat. m verilmis bir dogal say1 olmak iizere Teorem 3.2 ’nin ispatindaki A,
katsayilarinin kullanilmasiyla n dogal sayisi {izerinden tiimevarim yontemiyle ispati

yapilir. m

Lemma 3.1 kullanilarak asagidaki sonuclar verilebilir.
16



Sonug 3.3 A, dizisi her n ve her m i¢in sinirhdir.

ispat.
k:n+[%]
< o) (11— ai] + |bi])
k=n

< CZ/{Z<|1 —ak| + |bk|) < o0
k=1

elde edilir. Boylelikle A, dizisi her n ve her m i¢in simirhdir. m

Sonug 3.4 A, dizisi her m i¢in n degiskenine ve her n icin m degiskenine gore

I* (N) uzayma aittir.

Ispat. 1Ilk olarak A,,, dizisinin n degiskenine gore I' (N) uzaymmdan oldugunu

gosterelim. Bunun igin

o

[Auml e > (11— an] + i)

k:n—i—[%}
egitsizliginde I gosterge fonksiyonundan ve Teorem 2.2 ’den yararlanalim.
m = 2p, p=1,2,..., olsun, boylelikle

D [ Aun| < CZ Z (I = ax| + |bx])
n=1

- ¢ Z[ kE>n+p) (|1 —ag|+ |bk|)

1 k=1

Z I(E>n4+p) (|1 —ag|+ |bk])

Il
@)
e

k=p+1
=y, (|1—ak|+|bk|)21(n§k‘—p)
k=p+1 n=1
[e's) k—p
=S (lmal ) S
k=p+1 n=1
= ¢ > (1—al+bl) (k=p)
k=p+1
< e k(11— ap| + [bl)
k=1

17



egitsizligi elde edilir. Ayrica m = 2p + 1, p = 1,2, ..., tek sayilar icinde ispat
aynmdir. Bu durumda n degiskenine gore A,,, € I} (N) dir. Simdiyse A,,, dizisinin

m degiskenine gore ! (N) uzayindan oldugunu gosterelim.

> Al < CZ Z (11 — ag| + |bg))
m=1

m=1 k—n+ %]

m=1 k=1
= e} 3 r(kz e [2]) 01— al+ )
m=1 k=n+1
= e (-al+ ) Y1 ([ <k -n])
k=n+1 m=1
00 k—n
=c Z (|1 — ag| + |b&|) 1
k=n+1 m=1
= ¢ Y (L= aul+ oel) (k= n)
k=n-+1

= CZk’(‘l — CLkl + ‘bk|) < o0
k=1
esitsizligi elde edilir. Boylelikle m degiskenine gore A, € I (N) dir. =

Sonug 3.5 e, (2) Jost ¢oziimii z ’ye gore C, iizerinde analitik, C, iizerinde siirekli

ve her z € C, igin e, (2) = e, (z + 27) dir.

Ispat. Oncelikle e, (2) Jost ¢oziimiiniin analitikligine bakalim.
%@:Ww0+zmmm>
m=1

egitliginin diizgiin yakinsak oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in Z A,me™ ifadesinin
m=1
z ye gore C, de diizgiin yakinsak oldugunu gostermemiz yeterlidir.

0o [e's)
2 Anmezmz S 2 : ‘Anm‘ ‘elmz‘
m=1 m=1

o0
< Z |Anm| e—mlmz
m=1

< Z | Apm| < 00
m=1
18



oo
oldugundan Z Apme™ 2 € Cy icin diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla z 'ye gore
m=1
tiirev mevcuttur. Yani,

én (Z) = Mnineinz + :U’nz (Z (m + n) Anmei(ern)Z)
m=1

oldugunda C, iizerinde z 'ye gore analitiktir.

Stireklilik tanimindan z € C, ve 2z, € C, icin,

i en ) zzzz{ﬂn@ ( + 2 Aume )}

= en(20)

yazilir. Boylelikle keyfi bir zy € C, noktasinda Jost ¢oziimiiniin siirekli oldugu
goriiliir.

Ustel fonksiyonun tanimindan her z € C, icin
6in(z—l—27r) il 6inzein27r
= ¢ [cos (27n) + isin (27n)]

inz
—= (&

olur. Bu ise Jost ¢oziimiiniin 27 periyotlu oldugunu gosterir, yani e, (2) = e, (z + 27)

saglanir. m

Teorem 3.3 ¢, (z) Jost ¢oziimii (3.4) kosulu altinda agagida verilen asimptotik

esitlikleri saglar:

1. e,(2) = e™[1+0(1)], 2€Cy, n— 0

2. e, (2) = pe™14+0(1)], neN, z=¢E+ir, T— oo
Ispat. 1. (3.6) Jost ¢oziimii esitliginden

en (2) €™ = p, + 1, Z Apme™? (3.7)

m=1

19



elde edilir. Buradan her m = 1,2, ... i¢in

P+ b DA€™ < ] ] D | Apme™|
m=1 m=1
= |Mn| + |:un| Z |Anm| e—mImZ
m=1
m=1

esitsizligi yazilir. Diger taraftan (3.4) kogulundan ay, — 1, k& — oo olup n — oo igin

i, —1
[y = {H ak} — 1 gergeklenir. Ayrica A, € I* (N) oldugundan
k=n

lim Z |Apm| =0
m=1
bulunur. O halde,

“n+UnZAnmeimZ:1+0(1)a ZG@_H n—0o0

m=1

saglanir. Bu esitlik (3.7) denkleminde dikkate alindiginda
en(2) =€e™[1+0(1)], 2€Cy, n—
elde edilir.

2. (3.6) Jost ¢oziimii egitliginden

—inz

)™ 3" Ape™ (3.8)
o —~

yazilir. Buradan her m = 1,2, ... i¢in

0o 0o

imz imz
>~ Aume < ) [Aume™
m=1 m=1

o0
= Z |Apm| €™, z=E&+1iT
m=1

elde edilir. 7 — oo igin e™™" — 0 saglamir. A,,, € I' (N) oldugundan

ZAnmeimz =o0(l), 7— 0
m=1

20



gergeklenir. Bu egitlik (3.8) denkleminde dikkate alindiginda
en (2) = ™ [1+0(1)], neEN, z=E(+ir, 7— 0
olup ispat tamamlanir. m

Lemma 3.2 Her z € [—%, %]\ [0, 7] i¢in

Wien (2),e,(—2)] = —2isinz
gerceklenir.

Ispat. Sonuc 3.1 'den Wronskiyenin n degiskeninden bagimsiz oldugunu biliyoruz.

Boylece
Wilen(2),en(—=2)] = lim Wle, (2),e,(—2)]

n—oo

yazilabilir. Tanim 3.3 ’te verilen esitligin ve (3.4) kogulunun kullanilmasiyla

Wien(2),en(=2)] = lim {an[en(2)eni1(=2) — eny1(2) en (—2)]}

n—oo

= lim a, [e e, (2) e e (—2) TTD?]

n—o0

— lim a, [¢%epi1 (2) eHnt1)z

inz]
n—oo

en(—2)e
—iz iz

= € — €

= —21sinz

elde edilir. m

Teorem 3.4 Her z € [—Z,32]\ [0, 7] i¢in e, (—2) = e, (z) gergeklenir.

Ispat. a, ve b, reel degerli diziler oldugundan Teorem 3.2 ’nin ispatinda verilen ,,

ve A,., katsayilar: da reel degerli olur. Boylelikle

[e.e]
en(2) = ppe ™ (1 + Anmeimz>
m=1

= en(—2)

elde edilir. m
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3.2.3 Sacgilim c¢oéziimleri ve sagilim fonksiyonu

Simdi e, (2), P, (2) ve @, (z) ¢oziimlerini kullanarak

a(2)P,(2)+B(2)Qn(2) , n=0,1,...mg—1

D EICIACRRIO LA T R,
en (2) , n=mg+1,mg+2,...

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun (3.1) denkleminin ¢tziimii oldugu agik-

tir.

(3.3) impalsif kogullarindan,

Em0_1<2’) = %Emo-i-l(z)
VBt (2) = ~ABpn (2)
V2
ve
ﬁfmﬂw>=<u@amma+ﬂ@@m4@
%Awﬁma = () VPt () + B (2)VQ, ()
2
yazilabilir.

Buradan « (z) ve 5 (z) katsayilarim bulalim:

%%mmaza@ﬂaouw+ﬁwﬂaoma (3.10)
%kmuuwwmﬂwn=<uamwuw—awxﬁ

+6 (Z) [Qm(rl (Z) - Qmofz (Z>]

ifade edilir. Bu iki egitligin taraf tarafa toplanmasiyla,

L i1 (1) = [emosz (2) — emosr (2)] = @ (2) Pga(2)  (3.11)

71 Vo
+6(2) Q.. (2)

elde edilir. (3.10) ve (3.11) da gerekli iglemlerin yapilmasiyla,
1
—0(2) [~ Pig-1(2) Quyz (2) + Prng—2(2) Q- (2)] = o (2) [-VQ,,- (2)]

1

10, (2) [l (2)]
Yo
22



olup Tanim 3.1 ve Teorem 3.1 ’'in kullanilmasiyla

al(z) = ,;”7 (118011 (2) Qo 1 (2) = Yoot (2)VQ, L ()] (3.12)

z € C, icin bulunur.

Benzer iglemlerin yapilmasiyla [ (z) katsayisi ise

B(z) = —azfyj V1Amp 41 (2) Prng—1(2) = V2mo1 (2) V Ping—1 (2)] (3.13)

z € C, icin seklinde elde edilir.
E (2) = {E, (2)} fonksiyonu (3.1)-(3.3) ISDP "nin Jost ¢oziimii olarak adlandirilir.

Tanim 3.4 (3.9) esitliginde verilen E, (2) Jost ¢oziimiinde n = 0 alinmasiyla elde

edilen
B(2)

Ey (2) == ”

fonksiyonuna (3.1)-(3.3) impalsif ayrik Sturm-Liouville probleminin Jost fonksiyonu

denir.

Simdi (3.1)-(3.3) ISDP ’nin F (z) = {F}, (2)} olmak iizere

P, (2) , n=0,1,...my—1
F, (z) =
d(2)en(2)+d(2)en(—=2) , n=mo+1,mg+2,...
z € [=%,2]\ [0, 7] i¢in tammlanan ¢bziimiinii ele alahm.

(3.3) impalsif kogullarindan,

Fing—1 (Z) = — e+ (Z)
Y1
1
VFne-1(2) = —AFp41(2)
V2

yazilabilir.
Buradan 6 (2) ve d (z) katsayilarim elde edelim:

V1Fmg-1(2) = 0(2) emg 11 (2) + d (2) €mo11 (—2) (3.14)
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VoPmo—1(2) = 72Pmo—2(2) = 0(2) [emora (2) = €mot1 (2)]

+d (2) [emg+2 (—2) = €mgr1 (—2)]
ifade edilir. Bu iki esitligin taraf tarafa toplanmasiyla,
(V1 +72) Png—1(2) = 72Pmo—2 (2) = 0 (2) €mg12 (2) + d (2) €mep2 (—2)  (3.15)

elde edilir. (3.14) ve (3.15) ’te gerekli iglemlerin yapilmasiyla,

0 (Z) [6m0+1 (Z) €mo+2 (_Z) — €mo+1 (_Z) Emo+2 (2)] = ’YIPmofl (Z) A€m0+1 (_Z)

—Y26mo+1 (_Z) vPmo—l (Z)
olup Tanim 3.1 ve Lemma 3.2 'nin kullanilmasiyla

5(2) = — 5 [y Aemy 1 (~2) Prog-1 (2) — Ta€mgs1 (—2) Voot (2)]  (3.16)

2isin z

olarak bulunur.

Benzer iglemlerin yapilmasiyla d (z) katsayisi ise

a

4(2) = 3 [, Abmgys (2) Py 1. (2) = Yabmoss () VPrg 1 ()] (3.17)

seklinde elde edilir.

Sonug 3.6 P, (z) = P, (—z) oldugundan z € [—%,3%] \ [0, 7] i¢in

27 2

esitligi kolayca bulunur.

Lemma 3.3 E (z) ve F (z) ¢bziimlerinin Wronskiyeni z € [—3,2%]\ [0, 7] i¢in

272
B(2) , n=0,1,...mg—1
WIEG.FEI=1 o,
a 271726(2) ’ n:m0+17m0+27'-'
’IYLO*
seklindedir.
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Ispat. {E, (2)} ve {F, (2)} ¢oziimlerinin Wronskiyeni n = 0,1, ..., mo — 1 icin

WIE (2), F(2)] = aolEo(2) F1(2) = E1 (2) Fo (2)]
= aof(a(2) R (2) + 6 (2) @, (2)) P1(2)
—(a(2) P (2) + 6 (2) Q1 (2)) B (2)]

bulunur.

Po(2)=0,P(2)=1,Q,(2) = % ve @, (z) = 0 oldugundan,

WIE(2),F(2)]=p8(z), n=0,1,...mog—1

elde edilir.
Benzer sekilde {E,, (2)} ve {F, ()} ¢vziimlerinin Wronskiyeni n = mg+1,mo+2, ...
icin
WIE (2), F(2)] = apynemort (2) [0 (2) emora (2) + d(2) emgya (—2)]
— 0y 1 Emot2 (2) [0 (2) €mg 41 (2) +d (2) emo 11 (=2)]

yazilir.

(3.13) ’te verilen (3 (z) ve (3.17) ’de verilen d (z) 'nin kullamlmasiyla

a 1
44 [E (Z) ) F (2)] e 71726 (Z)a n=my + 17m0 + 27

mo—2

bulunur ve boylece ispat tamamlanir. =

Tanm 3.5 {a,},cnuq0y0 {0n}nen reel terimli dizilerin sagladigy (3.4) kosulu altinda

(3.1) ayrik Sturm-Liouville probleminin her z € C, icin

7}1320 e (2) =1, n=mo+1,mg+2,..
kosulunu gergekleyen ¢oziimiine sinirsiz ¢oziim denir ve €, (2) ile gosterilir.
Lemma 3.4 Her z € IT \ {0, 7} i¢in

Wen (2), 6, (2)] = —2isinz

gerceklenir.
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Ispat. Sonug 3.1 ’den Wronskiyenin n degiskeninden bagimsiz oldugunu biliyoruz.

Boylelikle
Wien (2),€n (2)] = lim W e, (2) , €, ()]

n—oo

yazilabilir. (3.4) kosulu altinda, Tamim 3.3 ve Tamim 3.4 ’te verilen esitliklerin

kullanilmasiyla
Wien(2),en(2)] = lim {ay [en (2) i1 (2) = enta (2) & (2)]}
_ T}EEO tn [e—izen (2) e ™6 (2) ei(n+1)z]
_,}EEO an [6iz€n+1 (2) etz (2) emz]
I
= —2isinz

bulunur. =

(3.1)-(3.3) ISDP ’'nin her z € II i¢in G (2) = {G,, ()} ¢oziimiinii agagidaki sekilde

ele alalim:

P, (2) ., n=0,1,...my—1
Gn(2) =
q(2)e, (2)+Ek(2)é(2) , n=mo+1,mg+2,...

(3.3) impalsif kogullarindan,

1
Gmo—1<z) - _Gmo+1<z)
Y1
1
VGpe-1(2) = —AGn11(2)
Yo

yazilir.

Buradan ¢ (2) ve k (z) katsayilarimi bulalim:

—

Y1 Pmo-1(2) = q(2) emg11 (2) + K (2) €mor1 (2) (3.18)

YoPmo-1(2) = VaPmo—2(2) = q(2) [emer2 (2) — €mer1 (2)]
+k (2) [Emgra (2) = Emo1 (2)]
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ifade edilir. Bu iki egitligin taraf tarafa toplanmasiyla,

(71 +Y2) Prng—1 (2) = 72Pmo—2 (2) = 4 (2) €mgs2 (2) + K (2) Emer2 (2)  (3.19)

bulunur. (3.18) ve (3.19) ’da gerekli iglemlerin yapilmasiyla,

— —

q(2) [emo+1 (2) Emgr2 (2) = €mg+2 (2) Emg+1 (2)] = 11 Pmg—1 (2) Ao (2)

—Y28mo+1 (2) Vg1 (2)

olup Tanim 3.1 ve Lemma 3.4 ’tin kullanilmasiyla

a

0(2) = =52 [, MG (2) P (2) = afmard (2) PPy 1 (2)] (3.20)

elde edilir.

Benzer iglemlerin yapilmasiyla k (z) katsayisi ise

a

k(2) = 57 [118€mg 11 (2) Prng-1 (2) = Vaemo1 (2) VPimg-1 (2)] (3.21)

~ 24sinz
olarak bulunur.

G (2) fonksiyonu (3.1)-(3.3) ISDP 'nin smirsiz ¢oziimiidiir.

Ayrica E (z), F (z) ve G (z) ¢oziimlerinin katsayilarindan yararlamlarak asagidaki

sonug verilir.

Sonug 3.7 Her z € [—%Z,%]\ {0, 7} i¢in

B am0+1 Y172

a,, ,2isinz
mq

(2) (3.22)

esitligi elde edilir.

Lemma 3.5 FE (2) ve G (z) ¢oziimlerinin Wronskiyeni z € II i¢in

B(z , n=0,1,....mg—1
WIE(z),G(2)] = )

Cmg+1

Y1728 (2) , n=mo+1,mo+2,..

am072

seklindedir.
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Ispat. {E, (2)} ve {G, (2)} ¢oziimlerinin Wronskiyeni n = 0,1, ..., mg — 1 icin

WIE(2),G(2)] = aolEo(2) Gi(2) — E1(2) Go ()]
= aof(a(2) R (2) + 5 (2) @, (2)) P1(2)
— (@ (2) P1(2) + 6 (2) Q1 (2)) Fo (2)]
bulunur.

Po(2)=0,P(2)=1,Q,(2) = % ve @, (z) = 0 oldugundan,

WIE(2),G(2)]=p8(2), n=0,1,...mog—1

elde edilir.
Benzer sekilde {E,, (2)} ve {G,, (2)} ¢oziimlerinin Wronskiyeni n = mqg+1,mo+2, ...

icin
WIE(2),G ()] = upnemrt (2) [4(2) emosa () + F () emora (2)]
g enmt2 (2) [0 (2) Empsn (2) + K (2) e ()
yazilir.

(3.13) ’te verilen (5 (z) ve (3.21) ’de verilen k (2) 'nin kullanmilmasiyla

a 1
W[E(Z)7G<Z)] - a = 71726(2)7 n:m0+1am0+27‘~

mg—2

bulunur. =

Teorem 3.5 Her z € [—Z,27]\ {0, 7} icin 8 (2) # 0 saglanr.

Ispat. En az bir z € [-Z, 2]\ {0, 7} say1s1 icin

B (z) =0

oldugunu kabul edelim.

(3.22) denkleminden 5 (zp) = 0 oldugundan d(zp) = ¢(z) = 0 bulunur. Boylece
her n € NU {0} i¢in F, (%) = 0 olur ve bu ¢oziim (3.1)-(3.3) ISDP ’nin agikar
¢oziimidiir. Bu ise F;, ¢oziimiiniin sadece n = 0 igin agikar ¢oziim olmasiyla celigir

(Fo =0). O halde her z € [-Z, 2]\ {0, 7} icin 3 (2) # 0 olmahdir. =

27 2
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Teorem 3.6 Her z € [-%,%7]\ {0, 7} icin

E,(=2) = E, (2)

saglanir.

Ispat. (3.1)-(3.3) ISDP ’'nin (3.9) ’da verilen Jost ¢oziimiinde

a(=2)P(=2)+P(—2)Qun(—2) , n=01..,my—1

en (—2) , n=mg+1,mg+2,..

E,(-2)=

yazilir. (3.12) ve (3.13) ’te sirasiyla verilen «(2), 5 (z) katsayilarmm kullanmlmas

ve P,(z), @, (2) fonksiyonlarinin ¢ift olmasindan

a(2)P,(2)+6(2)Qn(2) , mn=0,1,...,mg—1

E,(-2) =
en (2) , n=mgo+1,mg+2,..

= E,(2)
gerceklenir. m

Bu teoremden yararlanilarak asagidaki sonug verilir.

Sonug 3.8 Her z € [—Z, 28]\ {0, 7} i¢in Ey (—z) = Ep (z) gergeklenir.

S-L denklemi i¢in (1.4) 'te tanimlanan sa¢ihm fonksiyonuna benzer olarak agagidaki

tamm verilir.

Tamm 3.6 Her z € [—2, 2]\ {0, 7} i¢in

S(z) = (3.23)

seklinde tamimlanan S fonksiyonu (3.1)-(3.3) impalsif ayrik Sturm-Liouville prob-

leminin sagilim fonksiyonu olarak adlandirilir.

(3.9) "dan

=

—
N

~—

Eo(2) = a(2) Py (2) +5(2) Qo (2) =
29
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ve

bulunur.

(3.23) esitligi ve son denklemden sagilim fonksiyonu

Eo(2)ag _ Eo(2)  Eo(=2)  B(=2)
Ey(z)ag  Eo(2)  Eo(2) B ()

S(z) =

ifade edilir.

Ayrica (3.13) ’te verilen 5 (z) 'nin tanimindan sagilim fonksiyonu

_ 1Bmot1 (=2) Prng1 (=2) = 79mot1 (=2) Vg1 (=2)

S(z) (3.24)
71A6m0+1 (Z) Pmo—l (Z) — Y2€mo+1 (Z) meo—l (Z>
bigiminde yazilabilir.
Lemma 3.6
3
imS(z)=S0)=1, ze |—= |\ {0,x}
z—0 272
saglanir.
Ispat. (3.24) esitliginde tanimi olan sacilim fonksiyonu icin
lim S (2) _ V1 A€y 1 (0) Prp—1 (0) — Y2€mo+1 (0) V Pry-1 (0)
20 V18€mg+1 (0) Prg—1 (0) = 2€mg+1 (0) V Fng—1 (0)
=1
oldugu kolaylikla elde edilir. m
Teorem 3.7 Sagihm fonksiyonu z € [—%, 25|\ {0, 7} olmak tizere
S(~2)=57"(2) = 5(2)
saglar.
Ispat. Sacilim fonksiyonun tanimindan S (—z) = EE#(_ZQ) ve S (z) = % yazilir.

Ayrica Ey (z) = Ey (—z) ve Ey (2) = Eg (—2) oldugundan

bulunur. =
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Teorem 3.8

gerceklenir.

Ispat. Sacilim fonksiyonun tanimi kullanilarak

BE me

5= Em@ T R

=1

saglanir. m

(3.1)-(3.3) impalsif ayrik Sturm-Liouville probleminin 6zdegerler kiimesini o, ile

gosterelim.
Teorem 3.9
oa={Ae€C:Ax=2cosz, z€Il,, f(2)=0}

saglanir.

Ispat. Ozdegerlerin tammindan, £, (z) Jost ¢oziimii 12 (N) uzaymdan olmaldir.

(3.9) ’dan E, () Jost ¢oziiniiniin ilk kism1 7 'nin sonlu degerlerini igerdiginden

a(2) Po(2) + B (2) Qu (2) € I*(N)

olur ve E, (z) Jost ¢oziimiiniin ikinci kism olan e,, (2) ise I? (N) uzayimnin elemanidir.
O halde E, (z) € I*(N) ’dir. Diger taraftan (3.2) sir kogulu saglamahdir. Sonug

olarak @ (z) fonksiyonun katsayisi sifir olmahdir yani §(z) =0 'dir. m
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4. IMPALSIF AYRIK STURM-LIOUVILLE PROBLEMI iCIN ORNEK

Bu béliimde, (3.1)-(3.3) impalsif ayrik Sturm-Liouville probleminin &zel 6rnegini ele
alacagiz. Bolum 3 ’te buldugumuz sonugclari kullanarak, bu 6rnekteki problemin

Jost ¢oziimiinii, sagilim fonksiyonunu ve 6zdegerlerini bulacagiz.

Ornek 4.1 Impalsif ayrik Sturm-Liouville problemini

Yn—1 +yn+1 = ZCOSZy’m neN \{27374} (41)
denklemi
Yo =10 (4.2)
sinir kosulu ve
Ya = M1Y2 (4.3)

Ays =7Vys 5 1172 #0, 71,7, €R

impalsif kogullar ile ele alalim.

(4.1) denkleminden mo = 3(impalsif nokta), {a,},cyugo; = 1 Ve {bn},cy = 0 oldugu
aciktir.
Oncelikle (4.1) denkleminin ¢oziimlerini bulahm. {P, ()} ve {Q,, ()} fonksiyonlar:
n=20,1,2 icin

Py(2)=0, Pi(z)=1

Qo(z)=1, Q1(2)=0

baslangi¢ kosullariyla (4.1) denkleminin temel ¢oziimleridir. Ayrica bu problem i¢in

en (2) = €™ oldugu kolayca goriiliir.
{P, (2)} ve {Q, (2)} ¢vziimlerini (4.1) ’te n = 1 i¢in yazarsak
P(z) =X @2(2)=-1

elde edilir.
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Ayrica (3.9) 'dan

a(z)A—=p0p(z) , n=0,1,2
E,(z) = (=) ' B2 , z€ell
e , n=4,5,...

olup (4.1)-(4.3) ISDP ’nin Jost ¢oziimiidiir.

A = 2cos z ve mg = 3 olmak iizere (3.13) esitliginden

bl = _’Y1172 (1184 (2) P2 (2) = 7264 (2) VP ()] (4.4)
- _71172 [71 (€5 (2) —eq (2)) Pa(2) — vqe4 (2) (P2 (2) — P1 (2))]

|:_ (e5iz il 64iz) (eiz + efiz) A 64z'z (eiz a4 671'2 _ 1):|
o 71

M |:62iz o eiz + 1 e3iz _ eQiz + eiz _ 1:|
= € —

71 V2
seklinde elde edilir.

Benzer iglemlerin yapilmasiyla (3.12) ’den « (z) katsayis

olarak bulunur.

(4.4) ten yararlamlarak (4.1)-(4.3) ISDP ’nin sagihm fonksiyonu z € [—%,27] \ {0, 7}

icin

S(z) =

Cein |72 (€727 — e 4 1) — y, (€737 — 72 4 e — 1)
e . . : ‘ '
Yo (e2zz — etz + 1) -7 <€3ZZ _ 6212 + el — 1)

elde edilir.
(4.1)-(4.3) ISDP ’nin 6zdegerlerinin kiimesini

ca={NeC:Ax=2cosz, z€Il,, B(2)=0}
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ele alalim.

B (z) =0 ve A = 2cos z oldugundan (4.4) esitliginden,

621z — el + 1 631,2 . €2zz + et — 1

=0
71 V2
veya ' '
63zz _ 627,,2 + eiz -1 _ Yo
62iz — ez +1 o o)
yazilabilir.
v, = ary; i¢in son denklemin kullanilmasiyla
e —(a+1)e* 4+ (a+1)e” —(a+1)=0 (4.5)
bulunur.
1. Durum: a =1 igin (4.5) denkleminin ¢oziilmesiyle
e® ~ 1.5437 (4.6)
e ~0.22816 —i1.11514 (4.7)
' ~0.22816 +41.11514 (4.8)

bulunur. (4.6), (4.7) ve (4.8) denklemlerinin kokleri IT; ’da olmadigindan
(4.1)-(4.3) ISDP 'nin ézdegerleri mevcut degildir.

2. Durum: a = 2 i¢in (4.5) denklemininin ¢tziilmesiyle

e 2.2599

12

e ~ 0.37004 —i1.09112

2

e ~ 0.37004 +i1.09112

bulunur. Benzer sekilde, bu son ti¢ denklemin kokleri I1, 'da degildir. Dolayisiyla
(4.1)-(4.3) ISDP 'nin 6zdegerleri mevcut degildir.

Ayrica (4.5) 'ten a # —1 oldugu agiktir, yani v, # —v, dir.
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5. SONUC

Impalsif ayrik Sturm-Liouville denkleminin sacilim teorisi icin yapilan bu tez cals-
masinda, oncelikle kaynakcada verilen kaynaklar araciligiyla sacilim teorisi i¢in temel
kavramlardan bahsedilmis olup ¢esitli makaleler kullanilmigtir. Bu tezin iigiincii ve
dordiincii boltimlerinde 2003 yilinda Adivar tarafindan basilan doktora tezi ve 2017

yilinda Bairamov, Aygar ve Karslioglu tarafindan basilan makale temel alinmigtar.

Tezin iigiincii boliimiinde Bairamov, Aygar ve Karshoglu tarafindan 2017 yilinda
yayinlanan "Impalsif ayrik Schrédinger denklemlerinin spekturumu ve sacihm ana-
lizi" baglikli makalesi detayli bir bigimde incelenmistir. Yani N kiimesinde ayrik
Sturm-Liouville denkleminin temel ¢oziimleri, Jost ¢oziimii ve 6zellikleri bulunmus-
tur. Sonrasinda ise impalsif ayrik Sturm-Liouville probleminin sagilim ¢oziimleri,

Jost ¢oziimii, Jost fonksiyonu, sagilim fonksiyonu ve ozellikleri elde edilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde ise impalsif ayrik Sturm-Liouville problemi igin farkh
bir ornek verilmistir. Bu tezin iiciincii boliimiinden buldugumuz bilgilerden yarar-
lanarak ele alinan bu problem igin Jost ¢oziimii, sagilim fonksiyonu ve 6zdegerler

kiimesi detaylica aragtirilmistir.

Sonug olarak, son zamanlarda birgok alanda gelisim kaydeden impalsif problemler
icin bu tezde incelenen impalsif ayrik Sturm-Liouville denklemi ¢nemli bir kaynak
olacaktir. Ayrica bu tez galigmasindan ve bu alan i¢in bulunan gesitli kaynaklar-
dan yararlanilarak ayrik durumda impalsif kogullarla Dirac denklemlerinin sa¢ilim
teorisi incelenebilir. Hem de ileride impalsif ayrik dissipatif Sturm-Liouville ve diger
operatorlerin spektral analizi Lax-Phillips, Sz.-Nagy-Foiag ve Pavlov sagilim teorisi

yardimi ile de 6grenilecektir.
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