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OZET

KLASIK VE *-KALKULUSE GORE BIKOMPLEKS DIZI UZAYLARI
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Doktora, Ocak/2021
Danisman: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

Alt1 boliimden olusan bu tez ¢alismasinin amaci; bikompleks sayilar kullanilarak
tanimlanan dizi uzaylarinda bazi topolojik ve geometrik Ozellikleri vermek ve
Newtonyen olmayan kalkiiliise gore bikompleks sayilari insa ederek yine ilgili dizi
uzaylarinda topolojik ve geometrik problemlere temel olusturacak bazi sonuglari elde
etmektir.

Tezin birinci bdliimiinde, bikompleks sayilarin ve dizi uzaylarmin kisa bir
tarih¢cesine deginilmis, son zamanlarda yapilan bilimsel ¢calismalardan bahsedilmis ve
tez konusu tanitilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, sonraki boéliimlerde gerekli olan bazi temel tanim,
teorem ve sonuglar verilmistir.

Tezin iigiincii boliimiinde, bikompleks sayilar ve bu sayilarin reel degerli Oklid
normu kullanilarak bikompleks dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bu uzaylarin tamlik
ozelliginin saglandigi ispatlanmistir. Buna bagli olarak hem topolojik hem cebirsel bir
Ozellik olan bikompleks sayilar cebiri iizerindeki Banach modiil yapisinin
incelenmesinin yani sira solidlik, ayrilabilirlik gibi baz1 diger topolojik 6zellikler ve
kesin konvekslik, diizgiin konvekslik gibi baz1 geometrik 6zellikler arastirilmustir.

Tezin dordiincii boliimiinde, yine bikompleks sayilar ve bu sayilarin hiperbolik
degerli k-normu kullanilarak bikompleks dizi uzaylari insa edilmis ve bu uzaylarin
tizerlerindeki hiperbolik degerli normlara gore tamlik ozelliginin saglandigi
ispatlanmistir. Bikompleks sayilar cebiri tizerindeki Banach modiil yapisi bikompleks
cebirler kullanilarak hiperbolik degerli norma gore tanimlanmis ve bu yapi hiperbolik
degerli norma gore bikompleks sayilar bikompleks cebiri tizerinde Banach bikompleks
modiil diye isimlendirilmistir. Onceki béliimdeki tiim problemler hiperbolik degerli
norma gore yeniden olusturulmus ve ¢oziilmiistiir.

Tezin besinci bolimiinde, Newtonyen olmayan bikompleks kurulumun temeli
olarak, hem bikompleks sayilarin hem de Newtonyen olmayan kompleks sayilarin bir
genellestirilmesi olan Newtonyen olmayan bikompleks sayilar tanimlanmis ve
Newtonyen olmayan bikompleks sayilar kiimesinin bir quasi-Banach cebiri oldugu
gosterilmistir. Ayrica *-bikompleks dizilerden olusan Lebesgue dizi uzaylari insa
edilmis ve bu uzaylarin tizerindeki Newtonyen olmayan reel degerli *-normuna gore
Newtonyen olmayan tamlik 6zellikleri incelenmistir.

Tezin son boliimiinde, tezden elde edilen sonuglar siralanmis ve ¢esitli 6nerilere
yer verilmistir.

Anahtar Sozciikler: Bikompleks sayi, dizi uzaylari, topolojik 6zellik, geometrik
ozellik, topolojik dual, Newtonyen olmayan kalkiiliis.



ABSTRACT

BICOMPLEX SEQUENCE SPACES AND THEIR SOME PROPERTIES
ACCORDING TO CLASSICAL AND *-CALCULUS

Nilay DEGIRMEN
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Ph.D., January/2021

Supervisor: Prof. Dr. Birsen SAGIR DUYAR

The aim of this thesis consisting six parts is to give some topological and
geometric properties in some sequence spaces defined using bicomplex numbers and
to obtain some results that will form the basis of topological and geometric problems
in related sequence spaces by constructing bicomplex numbers in the sense of non-
Newtonian calculus.

In the first part of the thesis, a brief historical background of bicomplex numbers
and sequence spaces is given, recent scientific studies are mentioned and the topic of
the thesis is introduced.

In the second part of the thesis, some basic definitions, theorems and results
which are needed in the further parts are given.

In the third part of the thesis, by using bicomplex numbers and the real valued
Euclid norm of these numbers, bicomplex sequence spaces are defined and it has been
proved that these spaces hold the completeness property. Accordingly, in addition to
the examination of the Banach module structure on the algebra of bicomplex numbers,
which is both topological and algebraic properties, some of other topological
properties such as solidity, seperability and some geometric properties such as strictly
convexity, uniformly convexity are investigated.

In the fourth part of the thesis, by using bicomplex numbers and the hyperbolic
valued k-norm of these numbers, bicomplex sequence spaces are establihed and it has
been proved that these spaces hold the completeness property with respect to the
hyperbolic valued norm on them. Also, Banach modules on the algebra of bicomplex
numbers with respect to the hyperbolic valued norm are defined in bicomplex setting
by using bicomplex algebras and it is called a Banach bicomplex module on the
bicomplex algebra of bicomplex numbers with respect to hyperbolic valued norm. All
problems in the previous part have been reconstructed and solved with respect to the
hyperbolic valued norm.

In the fifth part of the thesis, as the basis of the non-Newtonian bicomplex
setting, non-Newtonian bicomplex numbers are defined as a generalization of both
bicomplex numbers and non-Newtonian complex numbers and it has been showed that
the set of non-Newtonian bicomplex numbers is a quasi-Banach algebra. Also,
Lebesgue sequence spaces of *-bicomplex numbers are constructed and it has been
examined that these spaces hold the completeness property with respect to the non-
Newtonian real valued *-norm on them.

In the last part of the thesis, the results which are obtained from the thesis are
listed and some proposals are discussed.

Keywords: Bicomplex number, sequence spaces, topological property, geometric
property, topological dual, non-Newtonian calculus.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

: Dogal sayilar kiimesi
: Reel sayilar kiimesi
: Kompleks sayilar kiimesi

. i sanal birimine gore kompleks sayilar kiimesi

. ] sanal birimine gore kompleks sayilar kiimesi

: Bikompleks sayilar kiimesi

: Hiperbolik sayilar kiimesi

: Bos kiime

: Alef sifir, dogal sayilar kiimesinin kardinalitesi

: Bikompleks sayilar kiimesindeki Oklid normu

: p—Norm

: Hiperbolik degerli modiil

: Hiperbolik degerli metrik

: Hiperbolik degerli norm

: Hiperbolik degerli p —norm

. D —smurli BC —lineer operatdrlerin kiimesi

: X in D—topolojik duali

: Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi

: Newtonyen olmayan pozitif reel sayilar kiimesi
: Newtonyen olmayan kompleks sayilar kiimesi

: Newtonyen olmayan bikompleks sayilar kiimesi

: (C( N ) deki Newtonyen olmayan reel degerli metrik

. BC ( N ) tizerindeki Newtonyen olmayan reel degerli metrik

: <C( N ) deki Newtonyen olmayan reel degerli norm

: BC ( N ) deki Newtonyen olmayan reel degerli norm

: Kompleks terimli tiim dizilerin uzay1
. A kiimesinin gerdigi uzay
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1. GIRiS

Tarihi 1800’li yillara dayanan bikompleks sayilar, 6zel cebir gelistirme
arayisinda yaptigi ¢alismalar sonucunda Segre (1892) tarafindan tanimlanmistir. Ayni
calismada, Segre (1892) bikompleks sayilar kiimesinin 4-boyutlu Oklid uzayina
gomiilebilir oldugu gdstermis, idempotent elemanlar ile bikompleks sayilarin
idempotent gosterimini elde etmistir. Bikompleks sayilarla ilgili gelismelerin en ¢ok
kaydedildigi yillar 1928-1940 yillaridir. Hem 1843 yilinda William Hamilton
tarafindan tanimlanan kuaterniyonlar hem de bikompleks sayilar kiimesi kompleks
sayilar kiimesinin bir genellemesidir. Kuaterniyonlar degismeli olmayan bir bolim
cebiri olustururken, bikompleks sayilar, sifir bolene sahip olan degismeli bir halka
olusturur. Bikompleks sayilar, kuaterniyon cebirinin alt cebirlerinden biridir. Ayrica
hiperkompleks sayilar ve kuaterniyonlar teorisi alanlarinda bikompleks sayilarin
kullanildig: ¢aligmalara rastlanmaktadir.

Bikompleks sayilar kiimesine en biiyiik katkiy1 saglayan ve bu alandaki en
temel kitab1 hazirlayan Price (1991) bikompleks sayilari analiz yoniiyle ele almis ve
bikompleks degiskenli holomorfik fonksiyonlar teorisini gelistirmistir. Rochon ve
Shapiro (2004) bikompleks sayilar i¢in eslenik ve modiil kavramlarini tanimlamistir.
Alpay et al. (2014) bikompleks skalerli fonksiyonel analizin temellerini atmistir.

Oldukga yeni bir konu olan BC deki fonksiyonel analiz yalnizca matematiksel
bakis agisi ile ilgili degil, ayn1 zamanda fizik ve miithendislikte de 6nemli uygulamalara
sahiptir. Fonksiyonel analiz ¢alismalarinin ortaya ¢ikmasi ile birlikte bikompleks
sayilarin 6nemi daha da artmigtir. Luna-Elizarraras et al. (2014) D —modiil ve BC —
modiilleri, bu modiiller tizerindeki lineer fonksiyonelleri ve bu modiiller i¢in Hahn-
Banach teoremlerini ¢calismigtir. Kumar ve Singh (2015) bikompleks Hilbert uzaylar
tizerindeki bikompleks lineer operatorleri incelemistir. Kumar et al. (2016) agirlikli
Hardy uzayinin bikompleks versiyonunu ele almis ve klasikte saglanan ozellikleri
bikompleks duruma genellestirmistir. Kumar ve Saini (2016), Kumar et al. (2011)
tarafindan tanimlanan topolojik bikompleks modiilleri gelistirmis, bu modiiller
tizerinde bikompleks konvekslik, hiperbolik degerli yarinorm ve hiperbolik degerli
Minkowski fonksiyonel kavramlarim1 ele almis ve bu kavramlarin o6zelliklerini
aragtirmugtir. Saini et al. (2020), Luna-Elizarraras et al. (2014) tarafindan yapilan
calismay1 daha genel haliyle topolojik hiperbolik ve topolojik bikompleks modiiller

icin sunmustur. Ayrica Saini et al. (2020) ayn1 ¢alismasinda diizglin sinirlilik prensibi,



acik doniisiim teoremi, ters doniisiim teoremi, kapali grafik teoremi ve Hahn-Banach
ayirma teoreminin bikompleks versiyonlarini ifade etmis ve ispatlamistir.
Giliniimlizde yogun bir sekilde calisilmakta olan dizi uzaylar1 matematigin

bircok alaninda merkezi bir rol oynar. En popiiler dizi uzaylar1 kompleks degerli

mutlak toplanabilir dizilerden olusan |, uzaylaridir ve faydali pek ¢ok uygulamalar

vardir. Ayrica bu uzaylar ¢ok zengin topolojik ve geometrik Ozelliklere sahip
oldugundan arastirmacilar bu uzaylari kullanmaya, burada elde edilen sonuglarin farkli
dizi uzaylarindaki karsiliklarin1 arastirarak yeni problemler ¢ézmeye ve Onemli
sonuglar elde etmeye yonelirler.

Dizi uzaylar1 ve bu uzaylarin topolojik ve geometrik yapist ile ilgili son
zamanlarda yapilan ¢alismalar, Carothers (2005), Savas vd. (2009), Basar (2012),
Altun (2012), Kara (2013), Duyar ve Ogur (2013) ve Banas and Mursaleen (2014) dir.

1967-1970 yillar1 arasinda Grossman and Katz (1972) klasik hesap tarzina bir
alternatif olarak yeni bir hesap tarzi (kalkiiliis) inga ettiler. Ilerleyen yillarda Grossman
bu yapilart genisleterek geometrik, kuadratik ve harmonik hesap siniflarini elde
etmistir (Grossman, 1979; Grossman, 1983). Daha sonra da bigeometrik, biharmonik
ve bikuadratik kalkiiliisti tanimlay1p klasik kalkiiliisten farkli olan her kalkiiliis i¢in
Newtonyen olmayan kalkiiliis (non-Newtonian) adini kullanmiglardir. Klasik hesapta
kullanilan tiim kavramlarin Newtonyen olmayan hesap sinifinin her bir {iyesi i¢inde
karsilig1 vardir. Bu ise bize giinliik hayatta karsilasilan baz1 problemlere bakis agisin
gelistirme adina yeni fikirler verecektir.

Newtonyen olmayan kalkiiliis fen bilimleri, mithendislik, matematik gibi gesitli
alanlarda miikkemmel uygulamalara sahiptir. Uzerinde ¢alisilan alanlardan birkag1 faiz
oranlari, ekonomide esneklik teorisi, kanin akigkanligi, bilgi teknolojisi, biyoloji,
diferansiyel denklemler, fonksiyonel analiz, dinamik sistemler, fraktallar, finans,
yaklasim teorisi ve olasilik teorisidir.

Cakmak ve Basar (2012) Newtonyen olmayan kalkiiliise gore reel dizi uzaylari
tizerinde; Tekin ve Basar (2013) ise Newtonyen olmayan kompleks cismi
tanimlayarak bu cisim lizerinde bazi dizi uzaylarini tanimlamis ve bu uzaylar iizerinde
bazi sonuglar elde etmistir. Cakmak ve Basar (2014) Newtonyen olmayan kalkiiliise
gore kompleks sayilarin ve fonksiyonlarin bazi karakteristik 6zelliklerini arastirmistir.
Kadak (2015) *—kalkiiliise gore kompleks cisim iizerinde bazi dizi uzaylarini ve

duallerini tanimlamig ve Hilbert uzaylarini ¢alisgmistir. Duyar vd. (2015) Newtonyen



olmayan reel eksende bazi temel topolojik ve cebirsel ozellikleri g¢alismistir.
Newtonyen olmayan kalkiiliise gore son zamanlarda yapilan diger caligmalar
(Duyar ve Erdogan, 2016; Duyar ve Ogur, 2017; Gilingor, 2020; Kirisci, 2017; Ogur
ve Demir, 2019) dur.

Bu tezin ana amact; bikompleks analizin gelisimine katkida bulunmaktir.
Literatiire bakildiginda, BC —modiil ve Banach BC —modiil yapilarinin hiperbolik
degerli norma gore olduk¢a yakin bir zamanda incelenen bikompleks cebirler
kullanilarak tanimlanmadig1 gézlenmistir. Bu durum, bikompleks skalerli fonksiyonel
analiz icin yeni bir ¢aligma alani yaratmistir. Yine literatiirde, bikompleks sayilarin
Newtonyen olmayan kalkiiliise gore karakterize edilmemis olmasi hem bikompleks
analizi hem de Newtonyen olmayan kalkiiliisii kapsayan Newtonyen olmayan
bikompleks analizi olusturmamizi saglamistir. Farkedilen bu iki eksiklik tezimizin
¢ikis noktasi olmustur.

Bu tezde, bikompleks sayilar ve Newtonyen olmayan bikompleks sayilar
kullanilarak reel, hiperbolik ve Newtonyen olmayan reel degerli normlara gore yeni
dizi uzaylar1 insa edilmis ve bu uzaylarin kapsama 6zellikleri, topolojik 6zellikleri ve

geometrik 6zellikleri incelenmistir.



2. GENEL BILGIiLER

Bu boliimde, literatiirde var olan ve tigiincii, dérdiincii ve besinci boliimler i¢in

gerekli bazi tanim ve teoremler verilmistir.
2.1. Temel Kavramlar

Tanim 2.1.1. A, F cismi iizerinde bir cebir ve M, ' cismi {izerinde bir lineer
uzay olsun. Bir AxM — M, (a,m) >am (MxA—M, (m,a)—>ma) doniisiimii
asagidaki  Ozellikleri  saglarsa M lineer uzayma bir sol (sag)
A- modil, AxM - M, (a,m) >am (MxA—M, (ma)—>ma) doniisimiine de

modiil carpimi denir.

(i) Her bir sabitlenmis ae A i¢in m—>am (m—>ma) doniisimi M

uzerinde lineerdir.

(i) Her bir sabitlenmis meM i¢in a—am (a—ma) donisimi A
tizerinde lineerdir.

(iii) Her a,a,cA ve her meM igin a(am)=(aa,)m
((ma,)a, =m(a,a,)) dir.

M , hem sol A— modiil hem de sag A— modiil ise M lineer uzayina bir A—

bimodiil yada A—modiil denir. Burada modiil garpimi her a,b € A veher me M igin

a(mb) =(am)b seklindedir (Bonsall and Duncan, 1973).

Tanim 2.1.2. A, F cismi tizerinde bir normlu cebir ve M, [F cismi tizerinde bir
normlu lineer uzay olsun. Eger M bir sol (sag) A— modiil veher ac A veher me M

igin [lam||< K |lal||m| (|ma]|< K |m]]a]) olacak sekilde pozitif bir K sabiti varsa M

lineer uzayina bir normlu sol (sag) A—modiil denir. M , hem normlu sol A-modiil
hem de normlu sag A—modiil ise M lineer uzayina bir normlu A—bimodiil ya da

normlu A—modiil denir.

Bir normlu sol (sag) A—modiil bir normlu lineer uzay olarak tam ise bu modiile
bir Banach sol (sag) A—modiil denir. M , hem Banach sol A-modiil hem de Banach
sag A—modiil ise M lineer uzayina bir Banach A—bimodiil ya da Banach A-modiil
denir (Bonsall and Duncan, 1973).



Tanim 2.1.3. X bir dizi uzay1 ve

X ={(s,) ew:her neN igin |s,| <|t,| olacak sekilde (t,)e X vardir}

olsun. Eger X < X ise X dizi uzayina solid ya da normal uzay denir (Basar, 2012).
Tamm 2.14. X bir dizi uzay, A={(s))ew:s, €{0,1},vneN} ve
M, =sp{A} olsun. Eger M X < X ise X dizi uzayma monoton uzay denir (Banas
and Mursaleen, 2014).
Tamm 2.1.5. X bir Banach dizi uzay1 olsun. Eger ¢ — ¢ (n— ) iken her
leN igin " ¢, (n— ) oluyorsa X dizi uzayma BK —uzay denir (Banas and
Mursaleen, 2014).

Tamm 2.1.6. X bir dizi uzay: ve 7:={f|f :N— N birebir ve érten} olsun.

Eger (s,)e X ve ocer ikens, = (Sa(n)) e X oluyorsa X dizi uzayma simetrik uzay
denir (Banas and Mursaleen, 2014).

Tanim 2.1.7. X bir topolojik uzay olsun. Eger X uzaymin X de yogun olan

sayilabilir bir alt kiimesi varsa X uzayina ayrilabilir uzay denir (Moore, 1964).

Tanim 2.1.8. X bir lineer uzay ve C < X olsun. Eger her x,yeC ve her
A€[0,1] i¢in (1-2)x+AyeC oluyorsa C kiimesine konveks kiime denir

(Agarwal, et al., 2009).

Tamm 2.1.9. X bir Banach uzay ve S, ={xe X :|x|=1} olsun. Eger x#y
olan her x,yeS, ve her 2€(0,1) igin [(1-4)x+2y|<1 ise X kiimesine kesin
konveks kiime denir (Agarwal, et al., 2009).

Tamm 2.1.10. X bir Banach uzay olsun. Eger her ¢ €(0,2] igin x| <1, |y| <1

X+y

ve ¢ <||x—Yl|| oldugunda <1-5 olacak sekilde 6 =5(&)>0 sayisi varsa X

kiimesine diizgiin konveks kiime denir (Agarwal, et al., 2009).
Onerme 2.1.11. X bir Banach uzay olsun. O halde asagidaki ifadeler denktir:

(i) X kesin konvekstir.



(i) 1< p<oo olanher peR, x#y olan her x,y e X ve her 21&(0,1) i¢in
[ax+@=2)y|" <Ax|" +@-2)|y|" esitsizligi saglanir (Agarwal, et al., 2009).

Teorem 2.1.12. Her diizgiin konveks Banach uzay kesin konvekstir (Agarwal,
et al., 2009).

Tanim 2.1.13. X, F cismi tizerinde bir lineer uzay olsun. 0 < p <1 olmak iizere

eger bir [|]|: X >R doniisiimii asagidaki sartlan saglarsa X iizerinde bir p—norm
diye isimlendirilir. X lineer uzaymna da ||| p—normuna gére p—normlu uzay denir.
()  Her xeX igin ||x[|>0 dur.
(i)  [x]=0 ise x=0 d.
(i) Her xeX,ueF igin [|x||=[x" ||| dir.
(iv)  Her x,yeX igin [|x+y[|<[|x]||+[|y]| dir (Kéthe, 1983).

Bir tam p—normlu uzaya bir p—Banach uzay denir (Jarchow, 1981).

Bu kesimin devaminda, gelecek boliimlerde kullanilacak olan bazi esitsizlikler
verilmistir (Agarwal, et al., 2009; Maddox, 1988; Yeh, 2006).

. 1 1
(i) (Young Esitsizligi) 1< p<g<ow Ve B+a:1 olsun. O halde her
a,beR" i¢in
P phd
ap<d 2 2.1)
P q

dir. Eger a® =b? ise esitlik saglanir.
. .. e 11
(i) (Reel Holder Esitsizligi) 1< p<o, —+—=1 olan her p,geR ve
P q
me{1,2,..,n} olmak iizere her s,,t, € R i¢in

glsmtmlS[glsml"j%@tmrj% 22)

dir.



(iif) Her pe(0,1) ve her a,beR" igin
(a+b)® <af +b° (2.3)

esitsizligi gerceklenir. Esitlik a ve b sayilarindan en az birinin sifir olmasi durumunda

saglanir.

(iv)  Her pe[2,») ve a,beR" igin

(a2 +b2)% <2 % (a2 4?) (24)
esitsizligi gerceklenir.
(v) Her s,teC igin
s+t _ s, i o5
1+|s+t| 1+|s| 1+[

dir.

(vi) 1< p<o, %+é:1 olan her p,qeR ve me{1,2,..,n} olmak

tizere her s_,t €C igin

m=1 m=1

n n }/ n }/
Stl<( sl (Sl ) @9
m=1
dir.
(vii) l<p<o olanher peR ve m e{l, 2,...,n} olmak tizere her

Sy t, €C igin

(Zn]Sm +tm|pj% S(i|sm|pj%+(§|tm|pj% @2.7)

m=1 m=1
dir.
(viil) 2< p<oo olanher peR ve her s,t e C igin
s+t +js—t" <272 (3" +[t°) 2.8)
dir.



(ixX) 1<p<w olanherpeR, 0<A<1 ve s=t olan her s,t e C igin
[As+(1-2)t" <Als|" +(1- )|t (2.9)
dir.
(X) O<p<lolanher peR veher s,teC igin
|s+t|” <|s|” +[t|° (2.10)
dir. Esitligin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli sart S=0 veya t =0 olmasidir.
2.2. Bikompleks Sayilar

Tanim 2.2.1. Bikompleks sayilar kiimesi, i ve | birbirinden bagimsiz sanal

birimler ve i = j* =1, ij = ji olmak iizere
{z=2,+]z,:2,7,€C(i)}

ile tanimlanir ve BC ile gosterilir z, =a+ib, z, =c+1id, a,b,c,d e R olmak {izere

ze BC bikompleks sayis1 icin z=a+bi+cj+dij gosterimi de kullanilir

(Price, 1991).

Teorem 2.2.2. BC bikompleks sayilar kiimesi her 2=z, + jz,, w=Ww, + jw, Ve
her 1 € R igin
Z+W=(Z,+ Jz,)+ (W + jw, ) = (z,+w, ) + j(z, +W,),
Az=2(2,+jz,)= Az, + jAz,,
ZxW=2W=(2,+ jz,) (W, + jw,) = (Z,W, = Z,W, ) + j(Z,W, + Z,W, ),

BC >R,z [ +|z,[

||'||B<C BC

ile tanimli toplama, skalerle ¢arpma, ¢arpma iglemleri ve ||.||]BC normuna gore bir

Banach cebiridir (Price, 1991). Ayrica BC, {izerindeki toplama, skalerle ¢arpma ve

carpma islemlerine gore bir BC —modiildiir.

Tanim 2.2.3. Hiperbolik sayilar kiimesi k*=1 ve k=ij olmak iizere

{X +ky:x,ye R} ile tamimlanir ve D ile gosterilir (Alpay, et al., 2014).



Tanim 2.2.4. Herhangi bir z=27+ jz, e BC igin 2_1,2_2 kompleks sayilari
2,2, € (C(i) kompleks sayilarinin kompleks eslenikleri olmak iizere ii¢ tip eslenik

vardir. Bu eslenikler

"=7,+]jz,,
2" = Z,— jz,,
z" = Z— jzz

ile tammhidir (Alpay, et al., 2014).
Tanim 2.2.5. Bikompleks sayilar kiimesinde ii¢ tip modiil vardir. Bu modiiller
|z||2 =22 =7} +7; e C(i),
|7 = 22" = (|zl|2 —|zz|2)+ j(ZiR(zl.Z)) eC(j),

2 = 22" = (& + [z )+ k(-

(
—_—
N

_
N
N
~—
N —
m
S

ile tamimhidir (Alpay, et al., 2014).

Onerme 2.2.6. Her z,w e BC ve her 1 € C igin asagidaki ifadeler gergeklenir:

@ 2wl <l + Wl ve [22],. = |22, dir

@) [zl ~Iwlye| <27 . dir

i) Jou,. <v2|2,.[wl,. dir. Burada esitlik hali z=w=21 icin
gerceklenir (Price, 1991).

Teorem 22.7. dy :BCxBC —[0,), (z,W) > dy. (z,W) =|z-w|,. ile

tanimli d,. fonksiyonu BC iizerinde bir metrik ve dolayisiyla (BC,dy.) bir metrik
uzaydir (Price, 1991).

Tanim 2.2.8. Eger z,we BC ve zw=1 ise z ve W elemanlarina birbirlerinin

carpimsal tersi denir. Bir ¢arpimsal terse sahip bir elemana terslenebilir eleman denir.

1+1j 1-ij
TJ ve TJ terslenebilir olmayan elemanlardir (Price, 1991).

Teorem 2.2.9. z=12,+ jz, e BC elemaninin terslenebilir olmasi igin gerekli ve

yeterli sart |Z|i #0 olmasi, yani 27 + 2> # 0 olmasidir (Price, 1991).



Tanim 2.2.10. z,we BC olmak iizere z=wn olacak sekilde bir tek 7 € BC

varsa z tanimlidir ve L n dir (Price, 1991).
w w

Teorem 2.2.11. z boliimiiniin tanimli olmast igin gerekli ve yeterli sart W
w

elemaninin terslenebilir olmasidir. Eger W terslenebilir ve w™, w elemaninin tersi ise

T2
Z _w dir. Ayrica W elemaninin tersi 1 wt= W—Z dir (Price, 1991).
w W |W|

Not 2.2.12. e :“T” ve e, :1_TI olsun. ee, =0, e #0, e, #0 oldugundan

e,,e, € BC birer sifir bdlen olup BC bir bolme halkas1 ve bir cisim degildir (Price,
1991).

Teorem 2.2.13. e, ve e, sayilar1 bikompleks sayilar i¢in bir idempotent taban
olusturur ve béylece her z=27,+ jz, e BC saywsi, B, =2,—iz,, B, =17,+iz, e C(i)
olmak tizere z = fe + .6, seklinde tek tiirlii yazilir. Bu gosterime z bikompleks

sayisinin idempotent gosterimi denir (Price, 1991).

Tanim 2.2.14. a =x+ky herhangi bir hiperbolik say1 olsun. O halde
a, =X+Y, a, =X—-yeR olmak iizere a =€, +a,, esitligi vardir. Eger o >0 ve
a, >0 ise a sayisina pozitif hiperbolik say1 denir ve pozitif hiperbolik sayilar kiimesi
D* ile gosterilir, yani D" ={a =& +a,e,: &, >0,a,>0} dir. ki o ve B
hiperbolik sayisi i¢in, eger f—aeD’ (yada f—-aeD’ - {0}) ise a=p (ya da
afﬂ ) ile gosterilir. o, a,,6,5,€R olmak lizere a=eq +6,0,,

B=pe+pe el icin

a<p & o, <pvea,<p,,
a<pfoa+f o sp Vvea,<p,,
7L

a<pea <P vea,<p
bagintilart mevcuttur. < bagmtis1 yansimali, ters simetrik ve gecisli oldugundan D

tizerinde bir kismi siralama bagintisidir (Luna-Elizarraras, et al., 2015).
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Teorem 2.2.15. Her «, B,y,6 €D ve z,w e BC i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i)

z
w

k B |W|k

(ii)

|2+ w|, <[z, +w], , |zw|, =|z|, [w|, ve |w#0 olmak iizere

= ﬂ dir.

7= e +pe, olmak iizere 2|, =|B.|e,+|Be, ve

1 .
[zl =75 VIAL +[A]" dir

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)

ve

dir.

(x)

dir.

(i)

Eger a €D ise |0£|k =a ve |0£Z|k :a|Z|k dir.

Eger a-jﬂ ve 0=y (0—+<;/) ise 057/-5,8}/ (ay—fﬂj/) dir.

Eger afﬂ ve 0<y veya Of7 ise ay/f,B;/ dir.

Eger a< (afﬂ) ise a+y=<pf+y (a+}/§,6’+7/)d1r.

Eger a<f ve y<6 (}/—55) ise a+y=<p+o6 (a+7fﬂ+5)dlr.
Eger a<f ve f=y (,Bf;/) ise a=y (afy)dlr.

z=pe +f,e,, W=ye +7,6, olmak iizere

(,Ble1+ﬂzez)+(71e1+72e2)=(,B1+71)e1+(,82 +72)e2

(,B1e1 +ﬂ262)(7161 +72e2) = (ﬂ1 +71)e1 (182 +72)e2

Z=pe + e, W=y +7,6, V& 7,7, #0 olmak lizere

B+ B8, _ éel +&

€,
76 t7.6, 7 V2

z=pe+ e, W=y +7,6, olsun. O halde z=w ise g =y ve

B, =y, dir (Luna-Elizarraras, et al., 2015).
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Tamm 2.2.16. Inz=In|z|+iarg(z) ile tanimlanan ¢ok degerli Inz

fonksiyonuna kompleks logaritma denir. z=re" iistel ifadesi kullanilirsa

Inz=Inr+i (6’+ 2n7r), n=0,£1+2,... alternatif tanim1 elde edilir (Zill and
Shanahan, 2009).

Tanim 2.2.17. Bir W =w, + jw, e BC bikompleks sayis1 i¢in Euler formiilii
eV =e" (COS W, + jsin W2) seklindedir. Burada €" ve w,, " bikompleks sayisinin
sirastyla kompleks modiili ve kompleks argiimanidir. W = y,e +y,e, idempotent

gdsterimi kullamlirsa €” = e’e, +e’2e, yazilir (Luna-Elizarraras, et al., 2015).

Tanim 2.2.17 de gecen bir bikompleks sayinin kompleks argiimaninin tanimina

(Luna-Elizarraras, et al., 2015) kaynagindan ulasilabilir.

Tanom  2.2.18. Bir W bikompleks  sayisi  terslenebilir  ise
InwW = '”HWH”arg[WL + jarg;W sayisina W bikompleks sayisinin bikompleks
logaritmasinin ~ esas  degeri,  keyfi m ve n tamsayilar1  i¢in
In, ., (W) =In,, [\/V|I + j(argiW + 272'n) sayisina W bikompleks sayisinin bikompleks
logaritmasinin (m, n) —dali ve Ln(W)= {Inm,n (W) :mne Z} ifadesine W
bikompleks sayisinin bikompleks logaritmasi denir. Ln (W) bir kiimedir, bir
fonksiyon  degildir. W =ye +y,6, idempotent gosterimi  kullanilirsa

Ln(W)=Ln(y)e,+Ln(y,)e, yazilir. Ayrica iki terslenebilir W, ve W, saysi igin

Ln(WW,) = Ln(W,)+Ln(W,) dir (Luna-Elizarrarés, et al., 2015).

Tanim 2.2.19. s:N —BC, n— s, ile tamimli S fonksiyonuna BC bikompleks

sayilar kiimesinde bir dizi denir (Price, 1991).

Tamim 2.2.20. Eger herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her n>n,(¢) igin

Sn—S*H <& olacak sekilde bir ny(g)eN varsa (s,)cBC dizisi S €BC
BC

noktasina yakinsar denir.
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Eger herhangi bir & >0 verildiginde her m,n>n, (&) i¢in |s, —s,|,. <& olacak
sekilde bir n,(¢)eN varsa (s,)=BC dizisine BC kiimesinde bir Cauchy dizisi
denir (Price, 1991).

Teorem 2221. S:N—>BC, s=(s,) dizisi verilsin. Her neN igin

Sy =y + 2y, =W, 8 + W, 8, V& § =17, + jZ, =W,e +W,e, olsun. Eger lims =¢

n—o0
ise
limz, =z, limz, =z, (2.11)
nN—o0 n—ow
ve
limw, =w, limw, =W, (2.12)
n—oo n—o0

dir. Ayrica (2.11) veya (2.12) limitleri varsa rI]im s, limiti vardir ve degeri & dir
(Price, 1991).

Teorem 2.2.22. Bikompleks sayilar kiimesindeki diziler i¢in asagidaki ifadeler

dogrudur:

(1) Yakinsak dizilerin limiti tektir.
(i) Her Cauchy dizisi yakinsaktir.
(iii) Her yakinsak dizi Cauchy dizisidir.

(iv) lims, =s"ve limt, =t ise lim(s, +t,)=s"+t" dr.
n—oo n—o n—o

(v) lims,=s" ve limt, =t" ise lim(s;t,)=st" dur.
n—oo n—o0 n—oo

(vi) lims, =s",her neN icin t, ve t terslenebilir elemanlar olmak iizere
n—

: s LSS
limt, =t ise I|m—”:t—* dr.

n—o n—o t
n

(viiy  AeR ve limt =t" ise lim(At,)=At" dir (Price, 1991, Alpay, et al.,

nN—oo n—oo

2014; Luna — Elizarraras, et al., 2015).
Tanim 2.2.23. Herhangi bir (¢, ) = BC dizisi igin

o0

D=6+t (2.13)

k=1

13



sonsuz toplamina bikompleks sayilar kiimesinde bir sonsuz seri denir. Her n € N igin

S, = >_¢, seklinde bir (s,) dizisi tanimlansin. Bu durumda (2.13) serisinin yakinsak
k=1

olmasi lims, limitinin var olmasi anlamina gelir. Eger bu limit yoksa, seri iraksaktir.
n—oo

Eger r|]im S, =¢" ise, ¢ bikompleks sayisina serinin toplami denir ve Z{ =<
—>®0 K1

yazilir (Price, 1991).
Lemma 2.2.24. (2.13) serisinde her ke N i¢in £, =, + j¢,, olsun. O halde

(2.13) serisinin " =¢, + j¢, bikompleks sayisina yakinsak olmasi i¢in gerekli ve

yeterli sart Zé’lk ve ZQ’ ,« kompleks terimli serilerinin yakinsak ve toplamlarinin
k=1 k=1

sirastyla &, ve &, olmasidir (Price, 1991).

Lemma 2.2.25. (2.13) serisinde her ke N i¢cin ¢, =¢,e +¢,8, olsun. Bu

durumda Zé’k :Zé’lkel +Zé’2ke2 olur ve (2.13) serisinin yakinsak olmasi igin
k=1

k=1 k=1
gerekli ve yeterli sart i{lk ve i@k kompleks terimli serilerinin yakinsak
k=1 k=1
olmasidir (Luna-Elizarraras, et al., 2015).
2.3. Bikompleks Skalerli Temel Fonksiyonel Analiz Kavramlari

Tanim 2.3.1. X bir BC—-modil olsun. Eger bir ||||D :X > D" déniisiimii

asagidaki sartlari saglarsa X {izerinde bir hiperbolik degerli norm ya da D —norm diye

isimlendirilir.
(i) X[, =0 olmast igin gerekli ve yeterli sart X =0 olmasidir.
(ii) Her xe X, ueBC igin |ux|, =|x|, x|, dir.
(i) Her x,ye X icin |x+y||, <|x|, +|}y[, dir (Alpay, etal., 2014).
Tanim 2.3.2. X bir BC—modil, (x,) = BC ve x, € X olsun. Eger her 0<¢
igin her n=n, oldugunda [X,— X[}, <& olacak sekilde bir n,(¢)eN varsa (x,)

dizisi hiperbolik degerli ||||]D normuna gore X, noktasina yakinsar denir.
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Eger her O<¢ igin her n,m=n, oldugunda X, =, ”]D-jé‘ olacak sekilde bir
no(e)eN varsa (x,) dizisi hiperbolik degerli ||, normuna gére Cauchy dizisidir
denir.
Eger X de hiperbolik degerli ||||D normuna gore her Cauchy dizisi hiperbolik degerli
||.||]]D normuna gore bir X, € X noktasmna yakinsar ise X hiperbolik degerli ||||D
normuna gore tamdir denir (Alpay, et al., 2014).

Ornek 2.3.3. ||k :BC —> D" doniisiimii asagidaki li¢ ozelligi sagladigindan BC

BC —modiilii iizerinde bir hiperbolik degerli norm tanimlar.

(1) |Z|k =0 olmast i¢in gerekli ve yeterli sart Z=0 olmasidir.
(ii) Her z,weBC igin [zw| =|z| ||, dur.
(iii) |z+w| <|z], +[w], dir.

Ayrica BC, ||k hiperbolik degerli normuna gore tamdir (Luna-Elizarraras, et al.,

2015).
Tanim 2.3.4. AcD olsun. Her a€ A ig¢in a<a olacak sekilde aeD
bulunabilmesi a hiperbolik sayisinin A kiimesi igin bir ) —iist sinir, ¢ <a olacak

sekilde a €D bulunabilmesi ise  hiperbolik sayisinin A kiimesi i¢in bir D —alt

sinir olmasi anlamina gelir.

Eger A kiimesi lstten D) —smirli bir kiime ise A nin en kiigiik D —iist sinirma A

kiimesinin DD —supremumu denir ve sup, A ile gosterilir.

Eger A kiimesi alttan D) —smirli bir kilme ise A nin en biiyiikk D —alt sinirina A

kiimesinin D —infimumu denir ve inf, A ile gosterilir.

Burada, en kii¢iik D —iist sinir tim D — tist sinirlar karsilastirilabilir olmasa da her «

D—tst smirt i¢in  sup, A<ea, en bilyik D-alt smir tim D-alt sinirlar

karsilastirilabilir olmasa da her @ D) —alt sinir1 igin a<inf; A olmasi anlamina gelir.
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Ayrica A ={a, : ae +ae, € A} ve A, ={a, : ae +a,., € A} olmak iizere efer A
kiimesi tistten D —sinirli ise
sup, A=sup Ae, +sup Ae,, (2.14)
alttan I — sinurli ise
inf, A=inf Ae +inf Ag, (2.15)
dir (Luna-Elizarraras, et al., 2015).
Teorem 2.3.5. I —supremum ve D —infimum i¢in asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) Eger A ve B kiimesi alttan ) —sinirli ise A+ B kiimesi de alttan D —

sirhdir ve inf; (A+B)=inf; A+inf, B dir.

(ii) Eger A ve B kiimesi tistten ) —sinirliise A+ B kiimesi de tistten D —

sirhidir ve sup, (A+B)=sup, A+sup, B dir.

(iii) Eger AL Bc D" ve A ve B kiimesi alttan ) —sinirli ise AB kiimesi
de alttan I —sinirhidir ve inf, (AB)=inf, Aiinf, B dir.

(iv) Eger AABc D" ve A ve B kiimesi tstten ) —smirh ise A.B kiimesi
de iistten D —sinirhdir ve supy (AB)=sup, Asup, B dir (Luna-Elizarrarés, et al.,
2015).

Tanim 2.3.6. X bostan farkli bir kiime ve d;, : X x X — I bir fonksiyon olsun.
Eger her x,y,z e X i¢in asagidaki ifadeler saglanirsa d, fonksiyonuna X iizerinde
hiperbolik degerli ya da D —degerli metrik, (X , dm,) ikilisine de hiperbolik degerli ya
da D —degerli metrik uzay denir.

(i) 0<d,(x,y) dir ve d;(x,y)=0 olmas igin gerekli ve yeterli sart
X =Y olmasidir.

(i) dy (x,y)=d;(y,x) dir.

(iii) dy (%,2)=dy (%, y)+d; (y,z) dir (Kumar and Saini, 2016).

Tanim 2.3.7. X ve Y iki BC—-modiill ve T : X =Y bir doniisiim olsun. Eger
her x,ye X ve her 2eBC igin T(Ax+Yy)=AT(x)+T(y) ise T déniisiimiine bir
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BC —lineer operatdr denir. Tiim BC —lineer operatorlerin olusturdugu kiime
Lyc (X,Y) ile gosterilir. Y =BC olmasi durumunda T déniisiimiine bir BC — lineer
fonksiyonel denir (Alpay, et al., 2014).

Tanim 2.3.8. X ve Y iki BC—modil, T: X —Y bir BC —lineer operator, X

ve Y sirastyla ””m) . Ve ”'”HJ),Y hiperbolik degerli normlara sahip olsun. Eger her X € X
icin ||'|'X||]D’Y 'fA”X”D,x olacak sekilde A € D" varsa T operatoriine 1D — sinirhidir denir.

Tim D —smirlh BC — lineer operatérlerin kiimesi By ( X ,Y) ile gosterilir (Alpay, et

al., 2014).
Teorem 2.3.9. BC —lineer operatdrlerin ve D —sinirli BC — lineer operatorlerin

kiimesi birer BC —modiildiir (Alpay, et al., 2014).
Teorem 2.3.10. X ve Y iki BC—modil, T : X =Y bir BC —lineer operator,

X ve Y sirasiyla ”'”m,x ve ”'”HJ),Y hiperbolik degerli normlara sahip olsun. Bu durumda

T —inf, {A eD” :||TX||]D]Y fA.”X”D]X , VX e X} = ||T||D dontsimic. D —smirh BC—

lineer operatorlerin BC-modiilii iizerinde bir hiperbolik degerli norm tanimlar
(Alpay, et al., 2014).
Teorem 2.3.11. X ve Y iki BC—modil, T : X =Y bir BC —lineer operator,

X veY sirasiyla ||.||]D’X ve ||.||D’Y hiperbolik degerli normlara sahip olsun. Bu durumda

asagidaki esitlikler gecerlidir:

Tw,
0 T, =sup, {””W””m w2 {z=2,+j5,eBC: 7} +7] = O}} dir.
D, X
(ii) T, ZSUPD{”TW”M i, :1} dir (Alpay, et al., 2014).

Tanim 2.3.12. A, BC {izerinde bir modiil olsun. Eger her x,y,ze A ve her

A € BC i¢in asagidaki sartlar saglanirsa A modiiliine bikompleks cebir denir.
(i) X(y+12)=Xy+xz,
(ii) (x+y)z=xz+yz,

(iii) x(yz)=(xy)z,
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(iv)  A(xy)=(Ax)y=x(Ay) (Kumar, et al., 2016).

Ornek 2.3.13. BC BC-modiilii {izerinde tanimli toplama, carpma ve

bikompleks skalerle carpma islemlerine gore bir bikompleks cebirdir.

Tanim 2.3.14. A bir bikompleks cebir ve bir hiperbolik degerli ||||]D , hormuna
gore hiperbolik degerli normlu uzay olsun . Eger A bir Banach modiilii ve her X,y € A

igin |[xy[l, <[[X[l, |¥[, ifadesi saglamrsa A cebirine bir D—normlu bikompleks Banach

cebiri denir (Kumar, et al., 2016).

Ornek 2.3.16. BC bikompleks cebiri hiperbolik degerli ||k normuna gore tam

oldugundan ve istenen esitsizligi sagladigindan BC D —normlu bikompleks Banach

cebiridir.

2.4. Newtonyen Olmayan Reel Sayilar Cismi ve Baz1 Ozellikleri

Aritmetik, evreni reel sayilarin bir alt kiimesi olan tam sirali bir cisimdir.
Aritmetik sistem ise bu cisim iizerinde tanimli cebirsel islemlerle elde edilen yapiya
denir. Sonsuz ¢oklukta aritmetik bulunmaktadir. Bunlardan biri klasik aritmetik olarak
adlandirilan reel sayr sistemidir. Aritmetik sistemleri olusturmaya yarayan iireteg
(dogurucu) fonksiyonu, tanim kiimesi reel sayilar kiimesi ve deger kiimesi reel
sayilarin bir alt kiimesi olan birebir ve drten bir déniisiimdiir. Ornegin; | 6zdeslik

fonksiyonu ve exp (yani e*) fonksiyonu birer iiretegtir.

Gorintii kiimesi A olan bir « tireteci diistiniilsiin. o —aritmetik ile islemleri ve

siralama bagintis1 asagida verilen aritmetik sistem ifade edilir.

a —toplama y+z=ala™(y)+a(z)}
a —gikarma yéz:a{a’l(y)—ofl(Z)}
o —carpma y>?z=a{a_l(y)xa‘l(z)}

a—bélme(z;tO:a(O)j y/z=a{a‘1(y)/a‘1(z)}

a —stralama y<zeal(y)<a™(2)

18



I 0Ozdeslik fonksiyonu klasik aritmetigi, exp fonksiyonu ise geometrik
aritmetigi tiretir. Her bir tireteg tek bir aritmetik iiretir, tersine her bir aritmetik de tek

bir lireteg tarafindan tiretilir.
0<X olan sayilar o —pozitif, x<0 olan sayilar a —negatif sayilardir. o —sifir
sayisi 0=a (0) ile, ax—bir sayist ise l=a (1) ile gosterilir. o —tamsayilar, 0

sayisina ardisik olarak 1 sayisinin « —toplamasiyla ve 0 sayisindan ardisik olarak 1

sayisinin o —c¢ikarmasiyla elde edilir. « —tamsayilar;
...,a(—2),a(—l),a(O),a(l),a(Z),...

seklindedir. o —aritmetigine gore her bir N tamsayisi h:a(n) ile gosterilir

(Grossman and Katz, 1972; Grossman, 1979).

Tanim 2.4.1. {a (X) IXe R} kiimesine Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi

denir ve R, ile gosterilir (Cakmak ve Basar, 2012).

Tanim 2.4.2. R, Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi iizerinde toplama

islemi

+:R, xR, >R, (x,y) > x+y=a{a™(x)+a™(y)}
fonksiyonu ile, garpma islemi ise

<R, xR, >R, (X, y)—>x%Y=a{a_1(X)Xa_l(y)}

fonksiyonu ile tanimlhidir. R, Newtonyen olmayan reel sayilar kiimesi iizerindeki

siralama bagmtisi da X,y € R, olmak tizere

x<y e at(x)<a™(y)

ile tanimlidir (Cakmak ve Basar, 2012).

Teorem 2.4.3. (Ra , JIr,>l<, Sj bir tam sirali cisimdir (Cakmak ve Basar, 2012).
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Bu tezde, ¢ —bdlme icin X,yeR_ ve y# 0=« (0) olmak tzere ﬁa gosterimi
kullanilacaktir.

Tanim 2.4.4. Bir xeR_ sayisimin o — Karesi X2 =xxX ile, o —karekokii,

a—karesi X sayisina esit olan o —negatif olmayan sayr olarak, yani
x/;:a{«/al(x)} ile, p. Newtonyen olmayan iissii Xb:a{[al(x)]p} ile, q.

Newtonyen olmayan kokii ise 5/; =a { Yot (X)} ile tanimlanir (Grossman and Katz,

1972; Cakmak ve Basar, 2012).

Tanim 2.4.5. Bir x e R, sayisinin  —mutlak degeri

X ,0<x
|x|a:ixi: 0 ,x=0
0—x,x<0

ile tanimlanir ve bu deger a(‘a‘l (X)D ifadesine esittir (Grossman and Katz, 1972;
Cakmak ve Basar, 2012).

Onerme 2.4.6. a,b € R, olmak iizere asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) axb| =|a x|b| dir.
(i) (Newtonyen olmayan tiggen esitsizligi) a+b é|a|a-i-|b|a dir.
Giiy [, —Jb|.| <[fa-b| dir.
. T P A
(iv) ——— St ——— dir.
1+la+bl  1+[a] ~ 1+[p|,

20



(v) (Newtonyen olmayan Minkowski esitsizligi) ke{1,2,...,n} igin

(')éak,bk ve p,1 den biiyik bir dogal sayr olmak {izere

0 . p ] © o © )
p o z (ak +bkj Si/a z a’ +i/a z b.” dir (Cakmak ve Basar, 2012).
k=1

k=L k=1
Tanim 2.4.7. X bostan farkli herhangi bir kiime ve d_ : X x X — R asagida

verilen Newtonyen olmayan metrik aksiyomlarini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda d, fonksiyonuna X iizerinde bir Newtonyen olmayan metrik (& —metrik)

ve (X , da) ikilisine de bir Newtonyen olmayan metrik uzay (o —metrik uzay) denir.

NM1) Her x,ye X igin 0<d, (x,y) dir.

NM2) x,ye X olmak iizere d, (X, y) =0 olmasi icin gerekli ve yeterli sart
X =Yy olmasidir.

NM3) Her x,y e X i¢in d,(x,y)=d,(y,x) dir.
NM4) Her x,y,zeX igin d,(xy)<d,(xz)+d,(zy) dir (Cakmak ve
Basar, 2012).

Teorem 2.4.8. d,:R, xR, >R , (x,y)—>d, (x,y)= x—y| ile tanimli d,

a

fonksiyonu R, iizerinde bir Newtonyen olmayan metriktir. Bdylece (R,,d,) bir

Newtonyen olmayan metrik uzaydir (Cakmak ve Basar, 2012).

Tamm 2.4.9. (X,®,,0, ), R, cismi iizerinde bir lineer uzay ve ||||a X->R,

asagida verilen Newtonyen olmayan norm aksiyomlarini saglayan bir fonksiyon olsun.

Bu durumda || fonksiyonuna X iizerinde bir Newtonyen olmayan norm ( & —norm)

ve (X ||||a) ikilisine de bir Newtonyen olmayan normlu uzay ( & —normlu uzay) denir.

NN1)  Her xe X icin O<[x|, dir.

NN2) Xxe X olmak iizere ||X||a =0 olmast icin gerekli ve yeterli sart X =0,

olmasidir.
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NN3)  Her xe X veher AeR, igin |40, x| =|4| =[] dir.

NN4)  Her x,y e X igin [[x®, y||a§||x||air||y||a dir.
X lizerinde bir Newtonyen olmayan ||||a normu her x,ye X igin
da(x, y):||x OM y||a ile tanimhi d_ metrigini iretir ve bu metrige Newtonyen

olmayan normdan indirgenen Newtonyen olmayan metrik denir.

Tanim 2.4.10. (X ,d, ) Newtonyen olmayan metrik uzayinda bir (Xn) dizisi ve
bir X noktasi verilsin. Eger herhangi bir O<e say1st verildiginde her n>n, (6‘) igin
d, (X, X)<& olacak sekilde bir ny (¢) e N bulunabiliyorsa (x,) dizisine Newtonyen

olmayan yakinsaktir (@ —yakinsaktir) denir ve , limx, =X veya n— oo igin X, —>X

ile gosterilir.

Eger herhangi bir 0<¢ sayisi verildiginde her m,n>n, () igin d, (x,,X, )< olacak
sekilde bir ny(¢)eN bulunabiliyorsa (x,) dizisine Newtonyen olmayan Cauchy
dizisi (a—Cauchy dizisi) denir.

Eger bir (X,d,) Newtonyen olmayan metrik uzaymndaki her Newtonyen olmayan

Cauchy dizisi X uzayinda Newtonyen olmayan yakinsak ise (X,d,) uzayma

Newtonyen olmayan tam uzay ( « —tam metrik uzay) denir (Cakmak ve Basar, 2012).

olmak {lizere

a

Teorem 2.4.11. d,:R, xR, >R, (x,y)—>d,(xy)=|x-y

(Ra .d, ) Newtonyen olmayan metrik uzay1r Newtonyen olmayan tam metrik uzaydir

(Cakmak ve Basar, 2012).

Teorem 2.4.12. i) X c R’ olsun. Eger her xe X i¢in x<M ise ve her

8505(0) igin iM¥Xi%g olacak sekilde bir Xe X varsa X kiimesinin o—

supremumu M dir denir ve “sup X ile gosterilir.

i X,Y= ve X cY olsun. Bu durumda “sup X ve “supY sayilari vardir
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ve “sup X < “supY esitsizligi gerceklenir (Kirisci, 2017).

Tezin besinci boliimiinde, “sup yerine SUp ifadesi kullanilacaktir.

Tanim 2.4.13.

0

B IE: NET T R W
n=1

sonsuz toplamma Newtonyen olmayan reel say1 serisi ya da «—seri denir. Eger

m
a, Newtonyen olmayan reel say1 serisi ise, S, =, > a, genel terimli (S,)
n=1

M s

a n

1

n

dizisine Y a, serisinin kismi toplamlar dizisi denir.
n=1

Eger (S,,) a—yakinsak ise “nz—:la" serisine « — yakinsaktir denir. Eger “limS_ =S

m—o0

ise Zlan =S yazilr.
n=

Eger “limS_ limiti yoksa ya da éoo(: lim a(x)) veya %oo(:lima(x))

m—oo X—>—00 X—0o0

degerlerine esitise , Y a, serisine « —iraksaktir denir (Duyar ve Erdogan, 2016).
n=1

Tezin besinci béliimiinde, Y, yerine > simgesi kullanilacaktir.

Lemma 2.4.14. o — yakinsaklikla ilgili asagidaki ifadeler dogrudur:

(i) " i 1, serisi a—yakinsak degildir.
n=ln

(i) " i a, serisi o —yakinsak ise “lima, =0 di.
n=1 n—oo

(iii) L2a ve >b, serileri o —yakinsak ise az(anirbnj serisi de o —
n=1 n=1 n=1
yakinsaktir.
(iv) “nz=:1a” serisi a —yakinsak ise 4 € R, olmak iizere QZ(ﬂ,xan) serisi

n=1

de o — yakinsaktir.
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(v) Her neN igin |bn|mSan olsun. Eger azlan serisi o —yakinsak ise
n='

" Zlbn serisi de o — yakinsaktir.
n=:

(vi) w2 L, serisi p >1i¢in o —yakinsak, p <1 i¢in & —1raksaktir (Duyar
n=l .p
n

ve Erdogan, 2016).

Onerme 2.4.15. a,b>0 olsun. Bu durumda 1< p <o igin (a—“’a) <alb? - dir
2 2

(Glingor, 2020).

A L
Onerme 2.4.15 den 1< p<oo igin (a+b) SZ( ]x(aerbpj esitsizliginin
gerceklendigi kolayca goriiliir.
2.5. *—Kalkiiliis

Grossman (1972) iki irete¢ fonksiyonu kullanarak yeni bir aritmetik
gelistirmistir. Aritmetiklerin tamamini i¢ine alan bu yap1 Newtonyen olmayan hesap

tarzi olarak isimlendirilmistir.
Bu yapida ilk boliimde bahsedilen o —iiretecinin 06zelliklerinin tiimiinii

saglayan, cebirsel islemler i¢in -f-, ;, X Ve / notasyonlar1 kullanilan bir £ — iireteci

secilir. Aritmetik yapilar birbiriyle izomorf olduklarindan « —aritmetik ile elde edilen

tiim yapilar g — aritmetik i¢inde gecerlidir.

Bu kesimden itibaren a ve S keyfi se¢ilmis tliretegler, * ise aritmetiklerin siralt

ikilisi («a—aritmetik, B —aritmetik) olarak alinacak ve asagidaki gosterimler

kullanilacaktir.
o —aritmetik S — aritmetik
Evren A B
Toplama + i
Cikarma - _
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Carpma x x
Bolme / /

Siralama < <

*—kalkiiliiste o —aritmetik girdiler iizerinde, g — aritmetik ¢iktilar (degerler)
iizerinde kullanilir. Ozellikle girdi ve cikt1 degisimleri sirasiyla o —aritmetik ve g —

aritmetik ile ol¢iiliir. *—Kkalkiiliiste operatorler, girdileri A kiimesinde, ¢iktilar1 B

kiimesinde olan fonksiyonlara uygulanir.

Tanim 2.5.1. o —aritmetikten S —aritmetige tanimlanan izomorfizma

doniistimii agagidaki 6zellikleri saglayan bir tek ¢ (iota) fonksiyonudur.

(i) ¢ fonksiyonu birebirdir.
(i) 1 fonksiyonu A kiimesinden B kiimesine tamimli Orten bir
fonksiyondur.

(iii) Her u,v e A i¢in

veherue Ave A—{O} icin

dir. Ayrica u,v € A olmak iizere

uév<:>z(u)éz(v)

bagintist gecerlidir.

Bu 6zellikleri saglayan ¢ fonksiyonu, her X e A igin l(X) = ,B{Ot_l(X)} olarak

tek tlrli tanimlidir ve her n tamsayisi i¢in z(nj =n dir (Grossman and Katz, 1972).
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2.6. Newtonyen Olmayan Kompleks Cisim

Tamm 26.1. R, ve R, tam swali kimeler olmak uzere,

a(a):ée(Ra,{;,k,/,{j ve ﬂ(b)zbe(Rﬁ,;,;,;,y,;j, o ve § aritmetik

sistemlerinden secilmis elemanlar olsun. Bu durumda (é, bj sirali ikilisine *—nokta

denir. Tim *—noktalarin kiimesi Newtonyen olmayan kompleks sayilar kiimesi diye

adlandirilir ve C(N) ile gdsterilir, yani

C(N)::{z* :(a,bj:éeRa,beRﬂ}
dir (Tekin ve Basar, 2013).

Tanim 2.6.2. (C(N) Newtonyen olmayan kompleks sayilar kiimesi

lizerinde Zl* = (av bnl), 22* = (az , sz olmak iizere toplama islemi

®,:C(N)xC(N)—>C(N),

(22, ) > @2 =(a{a1+a2},,B{b1+b2})=(é14}éz,614}b'2)

fonksiyonu ile, ¢arpma islemi ise
®1:(C(N)><(C(N)—>(C(N),
(z7.2,) > 2/ ®,2, =(a{aa,-bb,}, A{ab, +ha,})
fonksiyonu ile tanimlanir (Tekin ve Basar, 2013).
Teorem 2.6.3. (C(N),®,,®, ) bir cisimdir (Tekin ve Basar, 2013).
Not 2.6.4. Her 7, € C(N) i¢in 2, ®,z, =z, ®, 2, =0 olacak sekildeki z,
Newtonyen olmayan kompleks sayisina z, Newtonyen olmayan kompleks sayisinin

toplama islemine gére tersi denir ve ©,z," ile gosterilir.
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Tanim 2.6.5. Herhangi iki Zfz(a.i,bnlj,Zz*z(az,b"zje@(N) noktalar1

arasmdaki d; *—uzakligi

*

d, :C(N)xC(N)—>R

fonksiyonu ile tanimlanir (Tekin ve Basar, 2013).

Tanim 2.6.6. Herhangi bir z° € C(N) elemaninin *—normu dl*(Z*,O*) olarak

*

tanimlanir ve |"|.|"|1 ile gosterilir. Yani Z = (a, bj ve 0= (O, Oj olmak tlizere

7 =, (2,0) -J[{a;oﬂ 4(5;@ - gV
dir (Tekin ve Basar, 2013).

Teorem 2.6.7. C(N) iizerindeki [|z°|,, normu her z,z,"e C(N) igin

dl*(zl*,z;):nzl*(al z;lnl1 ile tammli d,” metrigini iretir ve ((C(N),dl*) bir tam

metrik uzaydir (Tekin ve Basar, 2013).
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3. |||,. NORMUNA GORE BIKOMPLEKS DiZi UZAYLARI

Bu boéliimde, birinci kesimde, sonraki boliimler i¢in gerekli olan Holder ve

Minkowski gibi bazi Onemli esitsizliklerin bikompleks anlamda gegerliligi
arastirilmistir. ikinci kesimde, bikompleks sayilar kiimesi iizerinde ||||B - hormuna gore
bikompleks dizi uzaylar1 tanimlanmis ve bu uzaylarin tamlik 6zelligi incelenmistir.

Ayrica bu uzaylarin BC—modiil yapisi ve iizerlerinde tanimlanan norma gore Banach

BC-modiil yapist irdelenmistir. Ugiincii kesimde, ikinci kesimde tanimlanan ve
tamlik 6zelligi ispatlanan ||.||]K(C normuna gore bikompleks dizi uzaylarinin solid uzay,

monoton uzay, BK —uzay, simetrik uzay ve ayrilabilir uzay olma gibi bazi topolojik
ozellikleri tartisilmistir. Dordiincti kesimde ise, konvekslik, kesin konvekslik ve
diizgiin konvekslik gibi baz1 geometrik 6zelliklerin bikompleks dizi uzaylart igin

saglanip saglanmadig ispatlanmistir.

3.1 ||, Normuna Gére Baz Bikompleks Esitsizlikler

Bu kesimde, reel ve kompleks sayilar icin bilinen bazi esitsizlikler Oklid

normuna gore bikompleks sayilara genellestirilmis ve ispatlanmistir.

Lemma 3.1.1. Her s,t € BC igin

Is+the _ lshee , Mtlsc
Lrlstt]ye  Lls]ye 2+l

BC BC

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: f:R- {—1} ->R, f (X) = Ll fonksiyonu  tanimlansin.  Her
X+

xeR—{-1}i¢in f'(x)= i 1X)2 oldugundan f fonksiyonu artandir. Bylece her
+

s,te BC icin saglanan ||S +t||]B(C < ”S”m + ”t”m esitsizligi
f (”S +t||m) <f (”S”IBC + ”t”m) esitsizligini gerektirir. Bu durumda

s+ the  _ Islsc +1tl
Lrls+tle ~ Llslse +ltlsc

I [t
Lol +lthse ~ 2+lslsc + el

BC BC



B PR
Ltllslye 1+l

BC
ifadesinden istenen elde edilir.

Lemma 3.1.2. (||||B(C Normuna Gore Bikompleks Holder Esitsizligi) 1< p <oo
1 1 ) . ,
ve —+==1 olacak sekildeki her p,qeR ve ke{l2,..,n} olmak iizere her

P q
S, t, € BC i¢in

n n }/p n %
St <2 Sl | (S

esitsizligi gerceklenir.
. 1 1 .
Ispat: 1< p<oo ve =+==1 olacak sekilde p,qeR ve ke{1,2,..,n} olmak
P q

tizere S,,t, € BC alinsin. Eger her K € {1,2,...,n} icin ”Sk”m =0 veya ”tk”m =0 ise
n n D }/p n q % -

St =V2( Sl | (Slhlie | =0 oo ek sagan. |5, <0 v
=1 =1 =1

n p
t o 0 olacak sekilde ki, k, € {l, 2,..., n} oldugu kabul edilirse [;”sk ||];(cj #0

kz

Y
ve [i”tk”;(c] "0 olur. Boylece am e g M e
k=1

($pr.)” ﬁ[gntkn;;@j |

reel sayilar i¢in gecerli Young esitsizligi geregi

”Sk“lB(C”tk“]B(C <1 ”sk”;r.c +l ”tk"](;c

: }/p n % B p n b q n ]
(Siske) (S )" " 2Iske ZRE

yazilir. Buradan terim terim toplama ile

n
25l Itlsc
k=1 <=+==1

Sask) (s "

29

of} =




" o
ez, yani 35 . It (znsknmj "(z”tkn;;cj " elde edilir. Bu esitsizlik
k=1

reel Holder esitsizliginden de yazilabilirdi. Béylece Onerme 2.2.6 iii) kullanilarak

n n n }/P n %
Stk < SIS Lelble <2 Sl | (S

esitsizligi elde edilir.
Lemma 3.1.3. (|||,. Normuna Gére Bikompleks Minkowski Esitsizligi)

1< p<oo olanher peR ve ke{l2,..,n} olmak iizere her s,,t, € BC icin

(St (St )" oS

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: 1< p<ow olanher peR, k e{1,2,...,n} ve s.,t. € BC olsun. Bir q reel

P : olarak segilirse; L + e =1 olur. Bu durumda reel Holder esitsizligi geregi
P- P q

sayl1st

n B n }/p n _ %
S lcls i s Sl | (Sl v
k=1 k=1 k=1

" Hofo PRV
Shlels + <SS+l

esitsizlikleri ve bu esitsizliklerin toplanmast ile de Onerme 2.2.6 i) kullanilarak

n n
;”Sk +1, "];c = ;”Sk [l s+t ”n:cl
n
= Z(”Sk e + ”BC)”Sk e

n
2. ol IISk e+ 2 lse I+t

! leskllm let IIMJ p]@nsk s j%

yazilir. Burada ( p —l) g = p oldugu kullanilirsa
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2l e [@”Sk”gc | (S, m[gnsk )

esitsizligi ve dolayisiyla

n 17% n % n }/P n }/P
(St (Sl < Bl o S

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma3.1.4. 0< p<1olan her peR veher s,t e BC i¢in

s+t <lsllc + [t

esitsizligi gerceklenir.

Ispat: Onerme 2.2.6 i) ve (2.3) esitsizligi kullanilarak

s +tlec < (sl +thac)” <lsloc + It

olup istenen esitsizlik elde edilir.

Lemma 3.15. Her s,teBC igin [s+t2 +[s—t]. =2(|s|f. +[t[2. ) esitigi
gerceklenir.

Ispat: Her s=s, + js,,t =t + jt, e BC igin

s+t =[5+ is)+ (6 + it )] = (s +t)+ i (s + )L [+t s+
BC BC

ve

2

Is—t[,. = H(Sl +Js,) = (4 + jtz)H;c = H(Sl —t)+ (s, -, )H;c =[s, _t1|2 +[s, -t

|2
dir. Buradan

s+t + st = (|51 [ +s, +t2|2)+(|51 ~t[ +s, _t2|2)

(I +tl +ls =)+ (Is. +t[ +ls, -t
2

=2(ls [+t )+ 2(|s [+
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= 2(|sl|2 +|sz|2)+ 2(|t1|2 +|t2|2)
=2(Isl5. +ItlE. )
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Lemma 3.1.6. 2< p<oo olanher peR ve her s,t € BC i¢in
I+t +ls =5, <2 (]2 +[els. )
esitsizligi gerceklenir.
Ispat: (Castillo and Rafeiro, 2016) ¢alismasindaki Lemma 3.67 nin ispatindaki

t reel sayisi I||S ”M olarak alinirsa; her s,t e BC ve 2< p<oo olanher peR igin
~Hiec

o %
(Is el +ls=t. )* < (ls+th. s~ )

dir. Ayrica Lemma 3.1.5 den

b % %
(Is +t +ls -t ) * = (2(lsfe +IHE)) * =2 (I, + 2. )

oldugu biliniyor. O halde reel Holder esitsizligi geregi 2 + p-2 =1 i¢in
p p

A (p-2) P4
Islfc +1el. =< (sl +lel. ) a2 (ISl + e )
ve boylece

VR, +IE ) 7 <2 e s+l -2 )

p p
Sllsc + It

(p-1)
dir. Buradan ([s+t[7 +s—t|]. )%’ 2" (sl + 2. )%’ elde edilir. Sonug olarak
2<p<ow olan her pelR ve her s,teBC icin

||S +t|| +||S —t||1;(C <2t (”S”;«c +||t||1;c) esitsizligi gergeklenir.

BC
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3.2. ||, Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylar

Bu kesimde, ilk olarak reel degerli |, normu kullanilarak bikompleks terimli

dizilerden olusan | (]BC) ve 0<p<oo igin | (BC) kiimeleri tanimlanmistir. Bu

kiimelerin birer bikompleks dizi uzay1 oldugu gosterilmis, tamlik 6zelligi incelenmis

ve Banach BC —modiil olup olmadiklar tartigilmistir.

Tanim 3.2.1. Terimleri bikompleks sayilar olan tiim dizilerin kiimesi ve bu

kiimenin alt kiimeleri olan simirli ve p— toplanabilir dizilerin kiimesi;

w(BC):={¢ =(&,):¢, eBC, vk eN},
,(BC):= {g =(¢,) e w(BC):sup{|, [}, -k e N} < oo} ,

(&) <w(BO): YL, <oo} (0< p <o iin)

=)
8
—
™
Il

ile tanimlanir.

Tanim 3.2.2. W(BC) kiimesi iizerinde her s=(s,), t=(t ) ew(BC) ve her

a € C icin toplama islemi

+:W(BC)xw(BC) - w(BC),(s,t) > s+t=(s, +t,)
ile, kompleks skalerle carpma islemi

:Cxw(BC)—> w(BC),(a,s) >a-s=as=(as,)
ile, carpma islemi
x:W(BC)xw(BC)— w(BC),(s,t) > sxt=st=(s,t,)

ile, bikompleks skalerle carpma islemi ise

. BCxw(BC)— w(BC),(4,5) > A-s=15=(41s,)
ile tanimlidir.

Teorem 3.2.3. wW(BC) kiimesi iizerinde tamimli toplama ve kompleks skalerle

carpma islemine gore bir kompleks vektor uzayidir.
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Ispat: 1lk olarak w(BC) kiimesinin toplama islemine goére bir degismeli grup
oldugu gbsterilsin. Her z=(z,)=(z, + jz,,), W=(W, ) = (W, + jw,, ) e W(BC) i¢in
2+W=(7,)+(W,) =2+ jz, + W, + jw, =((z, + W, )+ j(Z,, +W,,)) € W(BC)

oldugundan kapalilik ozelligi saglanir. Her

2=(2,)= (20 + JZ5n ), W=(W,) = (W, + Wy, ), t=(t,) = (L, + Jt,y ) € W(BC) igin

Z+W

Z,)+ )t

(
((z +W, )+t
(

i((z5 + W, +t2n))
§ (25 + (W +15,) ))

+
)z +(w+t)

n

t=( :
( )+
( Z,, +(W, +tln))
(o) + (W) +(t)

oldugundan birlesme 6zelligi saglanir. Her z = (Zn) = (Z1n + jz,, ) € W(BC) i¢in

z+0=(z,)+0=(z, + jz,,)+(0+ jO)
(2,,+0)+ j(z,,+0)

:(Zln)+ j(ZZH):(Zn)zz

ve

0+2=0+(z,)=(0+jO)+(z, + jz,,)

(0+2z,)+j(0+2,)

(Zln)+ j(ZZn):(Zn): z
oldugundan 0  dizisi W(B(C) kiimesi i¢in  birim  elemandir. Her

2=(2,)=(2, + i2,,) eW(BC) igin W=-2=((=2,)+ j(~2,)) icin

Z+W=(Zn)+(Wn):(Zln+jzzn)+((_zln)+j(_z ))
:(zln+( Z, ))+]( +(-z )) 0+j0=0

ve
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oldugundan W(IB%(C) kiimesinde her elemanin toplamaya gore tersi vardir. Ayrica her
2=(z,)=(2yy + j2,,), W=(W, ) = (W, + jW,, ) e W(BC) i¢in

Z+W:(Zn)+(wn):(zln + szn)+(W1n + jwzn)

= (W, + Wy )+ (24 + 2,0 ) = (W, ) +(2,) =W+2
oldugundan W(IB(C) kiimesi toplama igslemine gore degismeli bir gruptur.

Diger yandan her z=12,+ jz,, w=W, + jw, e W(BC) ve her y,v e C igin

p(Z+W) =y +ig, ) (2, jZZH + jw,, )

(#n +itty ) (210 + (2,0 +W,,))

(1t +ittyy ) (2 + 1n)+j(,LLln+Iﬂ2n)(22n+W2n)

[,uln+l,a2n o+ (g it )W, ]

[ (i + 1k ) 2oy + (S + 105 ) Wy |

= (1t +iptyn ) 21y + § (11 +i 115 ) 25 |
+[(,uln+i,u2n)wln+j(yln+i,u2n)W2n]

= (luln + i/u2n)(zln + jZZn)+(lu1n ah i:u2n)(w1n + jWZn)
= UZ+ W,

,u+v ((,u,l+iluz)+ vl+|v2 ) Zln+122n
((,ul+|,u2)
(e +ia)+ (v +1v,)) 2+ § (4 +ia,) + (v, +11,)) 25,
[(,Ui“ﬂz v1+|v2)21n]

+J[ ﬂ1+|y2)22n+(v1+iv2)22n]
=[ (i) 20+ (44 +i1t,) 2, |

+[(v1 +iv, )z, + j (v, + ivz)ZZn]

=(py+i,) (2 + j2,0 )+ (Vi +v, ) (2 + §2,1)
=uz+vz,

+ (v, +1v,)) (2 + 22
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(,ul+i,uz)((vl+iv2)zln + j(vl+iv2)22n)
(;Ll+i,u2)((vl+iv2)(zln + jZZn))

#(v2)

ve
12 =12y, + iz, ) = (12, + 112, ) = (2, + 2,y ) = 2
esitlikleri saglandigindan W(IB(C) bir vektor uzayidir.

Teorem 3.24. w(BC) kiimesi toplama ve bikompleks skalerle carpma

islemlerine gore bir BC —modiildiir.

Ispat: w(BC) kiimesinin toplama ve skalerle garpma islemine gore bir vektor

uzayt oldugu Teorem 3.2.3 de gosterilmisti. Simdi bikompleks skalerle carpma

islemine gore gerekli Ozellikler ispatlansin. Her z=27+ jz, =(7, + jz,,),

W=W, + jw, = (W, + jw,, ) e W(BC) ve her u=+ ju,, v=v,+ jv, e BC igin

(tty + 00 ) (21 + 200 ) + (W, + W)
(i + 3100 ) (2 + Woy )+ § (2 + Wy )

(£t + Stz ) (210 + 1n)Jr J (i + 120 ) (250 + Woy )
[t + btz 2+ (st + 1) W]
+J[04n+Jum)én+(ﬂm+iﬂm)wm]

=[(ttn + $tt20 ) T + T (ft1 + T 1120 ) 2o |

[ (g + Gt )Wy + § (1 + i ) Wy |

= (luln + jﬂZn)(Zln + jZZn)+(luln + j/”Zn)(Wln + jWZn)
= HZ+ pW,

u(z+w)

,U"‘V ((ﬂl"‘ Ju, Vit Jvz))( jzzn)
M+ 1, + v, + JVZ))(Zln + JZZn)

)+(
( )+(
(4 + 1)+ (vi+ §v2)) 2+ 5 (1 + )+ (v + ) 2oy
( )

)%

(2

(
:[ o+ )2, + V1+JV2 1n]+j[ M"'jﬂz) (V1+jV2) ]
_[ o+ i)z +J(:“1+J:u2 2n:| [V1+JV2)Zln+J(V1+JV2) 2n:|

2
(/“ﬁ"' Jﬂz) JZZn) (V1+ Jvz)( 1n Jzzn)
= Uz +v1
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ve

(210 + J230)
(Zln+ JZZn
( ﬂl‘*‘]ﬂz v+ v, )Zln+ ( M+Jﬂz)(vl+jvz))22n

)(vi+Jv,)
) )
I )
((v1+jv2) 1n)+] (n+ i) (v1+jv2)22n)
(v iv2)
((vi+ iv2)

(M‘*‘J,uz +JV2)
(ﬂ.ﬁ']ﬂz vi+ v, )

:(M+Jﬂ2)
= /vﬁ"']ﬂz) it vy) 7, + (V1+JV2) Zn)
= :u"_L"'J/Jz) +JV2 (Z Jzzn))

=u(vz)

esitlikleri saglandigindan W(BC) bir sol BC —modiildiir. Ayrica BC, iizerindeki

carpma islemine gore degismeli oldugu i¢in ayni zamanda bir sag BC —modiildiir.

Sonug olarak W(]BC) kiimesi bir BC —modiildiir.

Teorem 3.25. 0<p<g<o icin | (BC)cl,(BC) kapsamasi gerceklenir.

1< p<qg< i¢in bu kapsama kesindir.

Ispat: Herhangi bir ¢ =({,)el (BC) dizisi almsmn. Bu durumda
i”é’n ||];(C <o olup her n>n, igin ||§n ||]B{C <1 olacak sekilde bir ny(¢)eN vardur.
n=1

Buradan 0<q-p oldugundan her n>n, igin |, ”;;p <1l yazilir. Boylece

gq-p
BC

M:mwmQH Nallse oS

,1} alinirsa;

0 0 B o0 0
S el = SIS Wokhe <M I =M <o
n=. n=. n=! n=.

olup I, (BC) <1, (BC) kapsamasi elde edilir.
Simdi 1< p<q<oo igin kapsamanin kesin oldugu gésterilsin. Bunun igin her

neN i¢in ¢, = jif genel terimli ¢ =(¢,) dizisi tammlansm. Bu durumda
p

Shel -3 {iy] L

n=1
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ve %>1 oldugundan i”{n ”1(;%@ serisi yakimsak olup ¢ =(¢,)€l,(BC) dir. Diger
n=1

yandan

n=1

St -3 oo ] | -5

ve Z— serisi 1raksak oldugundan Z”{ || serisi raksak olup ¢ =(¢,) ¢!, (BC)

n=1
dir. Sonug olarak 1< p<q<w igin |,(BC)cl, (BC) kapsamasi kesindir. Boylece

ispat tamamlanir.

Teorem 3.26. 0<p<ow igin I (BC)cl, (BC) kapsamasi gergeklenir.

1< p<oo i¢in bu kapsama kesindir.

Ispat:  Herhangi bir ¢ =(¢,)el,(BC) dizisi almsin. Bu durumda

i”g”n |5 <o olup her n>n, igin [|{,[,. <1 olacak sekilde bir ny(&)eN vardir.
n=1

BC' "

Burada M = max {|¢,],..[<.| .1 atnsa; sup{J¢, [, ine N} <M <o
olup I, (BC) |, (BC) kapsamasi elde edilir.

Simdi 1< p <o igin kapsamanin kesin oldugu gosterilsin. Bunun igin her n € N
icin ¢, = j% genel terimli ¢ =(¢,) dizisi tammlansm. Bu durumda

.1
sup{||¢yll.. :neN =sup{ j— :neN}:sup{— neN} 1
{ BC } n%) , %)

oldugundan ¢ =(¢,)el, (BC) dir. Diger yandan i||§n||1;<c =i% ve i% serisi
n=1 n=1 n=1

wraksak oldugundan i”{ n||];(C serisi iraksak olup ¢ =(¢,,) €1, (BC) dir. Sonug olarak
n=1

1< p<oo jgin | (BC) <, (BC) kapsamasi kesindir. Boylece ispat tamamlanur.
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Teorem 3.2.7. Her ke N igin g, >0 olmak iizere yakinsak bir z,uk serisi
k=L

verilsin. O halde her s=(s, ), t=(t, ) e w(BC) igin
d w(BC)xw(BC)— [0,),

R T

w(]BC

ile tammli d, ., fonksiyonu W(BC) iizerinde bir metrik belirtir ve dolaystyla

( (BC),d B(C)) bir metrik uzaydir.

Ispat: Bikompleks sayilar kiimesinin ||.||B(C normuna gore bir normlu uzay oldugu
kullanilarak dW(BC) fonksiyonunun w(BC) iizerinde metrik aksiyomlarim sagladig
gosterilsin. Her s=(s,), t=(t,)ew(BC) ve her keN igin s —t,.20 ve

4 €(0,0) oldugundan Oyuc) (5:1) 20 dir. Ayrica her s = (s¢) t=(t)ew(BC)

i¢in
S s —t] S [t =si|
d o (St)=) g ——"—=>» y ———2c—=d t,s
e (S = 2 e B T s, e ()
olur. Yine
d ( OQiﬂk ”k t”JB(C =0<:>;Uk ”k k“IBC —OVKEN
" 1+ s =t [l 1+ s =t [l
MO TkeN ”Sk — k”B(C
—— - —0,VkeN —t =0,VkeN
1+||Sk _tk”B@ < A ”Sk k”B(C =
<5, =t ,VkeNe s=t
dir.
Simdi de her s=(s), t=(t;), u=(u,)ew(BC) icin

dW(BC)(S U)<d, e (s:t)+d, (80) (t,u) esitsizliginin saglandigi gosterilsin. Lemma

3.1.1 geregi her ne N igin
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Z ”Sk Uy ”]B(C _ Z H(Sk —h ) + (t ~ U )HB@

k
“1+|(s, -t )+ (t —u,

l+ ”Sk Uy ”]B(C H]B(C
3 ﬂk[ (s =t b —ul, J
S5 e el
olup
”S Uy ||IB(C < ”(Sk _tk )”]B(C ” ||]E(C
_— —_— 3.
I T B YL ey Y ey iy

esitsizligi elde edilir. Her k € N i¢in

s — e It It =i,

< fher th < fhe M <y
Tt[s —uyl,c " 4 1t[s ~t ] pr 1+t —uy],. k

Hy

ve Z M, serisi yakinsak oldugundan karsilastirma testi geregi
k=1

0

< ”Sk Uy ”]B%(C < ”Sk k ”]B(C —Uy ”]B(C
2.t 2. P l+||t

k=1 1+||Sk uk”]B(c k=1 1+||Sk k”]B(C k=1 uk”BC

serileri de yakinsaktir. Boylece (3.1) esitsizliginde N —oo icin limit alinirsa

Oocy (:U) < dyue) (/1) +dy e (t,U) elde edilir. Bdylece d,, ) fonksiyonu w(BC)

w(BC

tizerinde bir metrik ve (W(]BC) , dW(B(C)) bir metrik uzaydir.

Teorem 3.2.8. |, (BC) kiimesi bir bikompleks dizi uzay1dur.

ispat: 1, (BC)cw(BC) oldugu tammdan agiktir. Herhangi iki
s=(s.),t=(t)el, (BC) dizisi ve herhangi bir o€ C—{0} sayisi alinsimn. Bu
durumda sl<u§||sk||m <o Ve skuR[])||tk||BC <o yazihr. (BC,||,.) bir normlu uzay
oldugundan Onerme 2.2.6 i) geregi
i‘jﬁ?”sk e < ig£(||3k||m +t )= igg”sk [ +i‘:£”tk“m <®
ve

suplas, | =[alsupls, ;. <=
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olup s+tel (BC) ve asel, (BC) elde edilir, =0 igin ispat agiktir. Bu ise

l, (BC) kiimesinin W(BC) vektor uzayinin bir alt uzayi oldugunu gosterir.

Teorem 3.29. |, (BC) kiimesi w(BC) BC-modiliinin bir BC-
altmodiiliidiir.

Ispat: 1, (BC) uzaymm w(BC) vektdr uzaymnin bir alt uzay1 oldugu Teorem
3.2.8 de gosterilmisti. Ayrica her 2 e BC—{0} ve s=(s,)el, (BC) igin Onerme
2.2.6 iii) geregi

sup {125, [, :n e N} <sup {V2[[4]. s,
= 2|2}, sup s, o 10 € N} <0

:neN} 2

olup Asel, (BC) dir, =0 igin ispat agiktir. Béylece |, (BC), w(BC) BC-

modiiliiniin bir BC — altmodiilidiir.

Teorem 3.2.10. Her s=(s, ),t=(t,) €l (BC) i¢in

d, se i1, (BC)x1, (BC)—[0,00),

(S’t) - dlw(BC) (S’t) = SkliE”Sk -t ”]B(C

1 (BC) -

ile tammli d, ., fonksiyonu I, (BC) iizerinde bir metrik belirtir ve dolayisiyla
(1. (BC),d, sc)) bir metrik uzaydur. Ustelik (I, (BC),d, ) bir tam metrik
uzaydr.

Ispat: Her s=(s,),t=(t)el,(BC) ve her keN igin |s —t/..>0

oldugundan d, . (s,t)=0 ve

dlw(lB(C) (S’t) = SkliR?”Sk _tk”]B(C - Skleij ”tk — S ||]E%<C - dlx(lB(C) (t’ S)

dir. Yine

Ay (sc) (1) =0 <= sup|s, —t,[,. =0
keN

1,(BC BC
& s, ~t ], =0.vk e N
<5 =t,,VkeN

< s=t
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olur. Diger yandan her s=(s,),t =(t,),u=(u,) e W(BC) i¢in Onerme 2.2.6 i) geregi

dw(JB<C) (S’ U) - skL:E ”sk — Uy ”1}3(: - igg H(Sk —4 ) + (tk ~ U )H]B<C
= i‘:g(”sk ~tfloe + It~ Ul )
= SUp”Sk —t ||]B(C +Sup”tk — Uy ”mz(c
keN keN

=y ac) (8:1) + Ay (1)
saglanir. Boylece d|w(m) fonksiyonu | (BC) tizerinde metrik aksiyomlarini
gercekler, yani (Iw (BC),d, (BC)) bir metrik uzaydir.

Simdi, | (BC) dizi uzayinin d,w(]B{C) metrigine gore tam oldugu gosterilsin.

Sy = (SL“ )k . olmak iizere (S, ) dizisi, |, (BC) uzaymda herhangi bir Cauchy dizisi

olsun. O zaman herhangi bir &>0 sayist verildiginde her m,r>n,(&) i¢in

S¢ — Sk

dlw(lBtC) (Sm:S; ) = Sklejlg Lo <€ olacak sekilde bir n, (¢)eN vardir. Bu durumda
sabitlenmis herhangi bir kK e N ve her m,r 2 n, (6‘) icin

s st

<& (3.3)

BC
olur. Buradan (s[‘) dizisinin bikompleks sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugu
sOylenir. (BC, ””IB C) uzayinin tamligindan bu dizi bir s, € BC noktasina yakinsar. Bu
noktalardan olusan bir § = (S;) = (S: 1 SyyeenShs ) dizisi tanimlansin. (3.3)

esitsizliginde I — oo igin limit alinirsa; her m=n, (6‘) i¢in
|s¢ =il <& (3.4)
elde edilir. Buradan da her m>n,(z) igin d, ;. (s,,s")=sup|sf -] <& olur.
” keN

Bu ise (Sn ) cl, (IB(C) Cauchy dizisinin s” dizisine yakinsadigin gosterir. Ayrica her
meN igin (SL“ )k . €L, (BC) oldugundan her k €N igin HSE‘HM <t,, olacak sekilde

t, €(0,0) vardir. Bdylece (3.4) kullanilirsa her k € N ve her m>n, (¢) i¢in Onerme

2.2.6 1) geregi
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e R e
HSKHBC S~ Sk BC S BC e+,

*

olup 8" = (SE) = (Sl*, ST S:,...) el, (IB%C) dir. Sonug olarak (Iw (BC), dlw(m)) bir tam

metrik uzaydir.

Sonug 3.2.11. | (BC) bikompleks dizi uzay; her s=(s,)€l, (BC) i¢in

S

(o) = SUP sl
ile taniml ||||I (5¢) fonksiyonuna gore bir normlu uzay ve dolayisiyla Banach uzaydir.

Teorem 3.2.12. | (BC), ||.||I%(m) normuna gore Banach BC — modiildiir.

Ispat: Teorem 3.2.9 in ispatindaki (3.2) esitsizliginden her 1€ BC ve her
sel, (BC) icin [4s], (e < V2|2l |

S

esitsizligi yazilir. Boylece | (IB%(C)

I, (BC)

BC — modiilii normlu BC —modiildiir. Diger yandan | (]BC) : ””Iw (5c) Mormuna gore

bir Banach uzay oldugu igin | (BC) I normuna gore Banach BC — modiildiir.

9

1,(BC)
Teorem 3.2.13. 0< p <o igin | (BC) bir bikompleks dizi uzayidir.
Ispat: | (BC)cw(BC) oldugu tanimdan agiktir. Simdi I, (BC) kiimesinin
W(]BC) vektdor uzaymin bir alt uzayr oldugu gostermek i¢in herhangi iki

s=(s,). t=(t) el (BC) dizisi ve herhangi bir « € C sayis1 alinsm. Bu durumda

© 0
kz_llllsk . <o ve kz—;”tk”I;(C < oo dur.

Onerme 2.2.6 i) sikkindan elde edilen

”Sk +1 ||IB(C S ”Sk ||]B<C +||tk ||]B%(C < 2max {”Sk ”B(C ’”tk“BC}

esitsizligi kullanilirsa

p
Is. + P <2 (max s, e . )
=27 max sl Jtl2. )

<2 (s IE. +Iu )
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olur. Buradan
S sl <32 (sl i) =2 Sl SR <
k=1 k=1 k=1 k=1
s . S p .. . .
elde edilir. Boylece Z:”Sk +1, ”m serisi yakinsaktir, yani s+tel (IBC) dir.
k=1

Diger yandan a =0 i¢in asel (BC) oldugu agiktir. Simdi aeC-{0}

oldugu kabul edilsin. Bu durumda Onerme 2.2.6 i) geregi

- p ~ p p p c p
2 lloslsc = 2.l Isellec =l 2_lsillze <
k=1 k=1 k=1

olur.Buise asel, (BC) anlamina gelir. Bdylece I, (BC) kiimesinin W(BC) vektdr

uzayinin bir alt uzay1 oldugu soylenir.

Teorem 3.2.14. 0< p<o i¢in | (BC) kiimesi, w(BC) BC—modiiliiniin bir

BC — altmodiiliidiir.
Ispat: 0< p<oo igin | (BC) kiimesinin W(BC) vektdr uzaymmn bir alt uzay
oldugu Teorem 3.2.13 de gésterilmisti. Ayrica her s=(s,), t=(t,)e I, (BC) ve

AeBC- {O} icin Onerme 2.2.6 iii) geregi 0 < p <1 olmak iizere

S s e < (V2) Wl

(3.5)
o
() . B
<0
ve 1< p <o olmak lizere
« Jo
Sk (ST v
o 7 (3.6)
()l S |
<o
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esitsizlikleri gergeklenir, 4 =0 igin ispat agiktir. Buise Asel, (BC) anlamina gelir.

Boylece 0<p<oo igin | (BC) kiimesi, w(BC) BC-modilinin bir BC-

altmodiiltidiir.
Teorem 3.2.15. Her s =(s, ), t=(t,) l,(BC) igin

dy ey o (BC)xl,(BC)—[0,),

2. lls. _tk”];(c’ O<p<l
k=1

(1) > dy (ae)(s:1) =

o Jo
(Sh-tl | azpee
k=1

ile tanimli d, ., fonksiyonu |,(BC) iizerinde bir metrik belirtir ve dolayisiyla

(Ip (BC).d, (ag ) bir metrik uzaydir. Ustelik (I »(BC). 0, 5, ) bir tam metrik uzaydr.

Ispat: 11k olarak Ip(IB%(C) dizi uzayr 1< p<oo durumunda ele alinsin. Her

s=(s.). t=(t)e I, (BC) ve her keN igin ||Sk —t, ”Bc >0 oldugundan
d (ae) (s,t)>0 ve

RIS DR A T S

dir. Yine

o o
600 (8 =05 Tl -t | -0 St -

< ls -t |f. =0.vkeN < s —t,]|,. =0,Vk e N
s, =t,VkeNes=t

olur. Diger yandan her s=(s,), t=(t,), u=(u,)e I, (BC) igin ||.||]B§(C normuna gore

bikompleks Minkowski esitsizliginden
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00 (30~ Zhe tk”ﬁcj%:@\(sk )+ n)\\;c]%
(3o -wb.) (Sl -wr. )
d

elde edilir. Boylece d, ;. fonksiyonu |,(BC) iizerinde bir metrik ve

(Ip (BC), dlp(m)) bir metrik uzaydir.

Simdi (Ip (BC)’d|p(m)) metrik uzaymin tam oldugu gosterilsin. s = (SE‘)

keN

olmak iizere (s, ) dizisi, I, (BC) uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman

herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her m,r >n, (&) igin

= o
dlpmm(smlsr):(;HS&“ =S ;CJ <e 3.7)

olacak sekilde bir n, (6‘) €N vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir k e N ve

her m,r >ny(¢) igin Hs;“ — Sy

e <€ olur. Buradan (S&“) dizisinin bikompleks sayilar

kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir. (IB%C, e ) uzayinin tamligindan bu dizi

bir s; e BC noktasina yakmsar. Bu noktalardan olusan bir § = (S: ) = (SI /Srevr St )

dizisi tanimlansin. Her neN ve her m,anO(g) icin (3.7) geregi

n p
p L
[E HS,T—S,: Bcj <& oldugundan r — oo igin limit alinirsa; her ne N ve her
k=1

" Y
- x|P Ce e
mZnO(g) i¢in (E HSE’—SKHBCJ <& dur. Burada n—o i¢in limit alinirsa
k=1

. - [P 7
A, (scy (S ):(ZHSQ‘—SKHMJ <¢ elde edilir. Bu ise (s,)<l,(BC) Cauchy
P}
dizisinin s” dizisine yakisadigim gosterir. Ayrica her me N igin (s:‘ )keN el, (BC)

oldugundan ZHSL" H];C <oo dur. Ayrica her m>n, (&) icin Onerme 2.2.6 i) sikkindan
k=1
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*||P ~lam (*_ m)P
HSkH]BC_ Sk TS S BC
s( "
BC

(2 max{

_9p m * m
=2° max{Js7 ;. s -s!
p

BC

elde edilir. Boylece karsilastirma testi geregi ZHSE H;(c serisi yakinsak ve dolayisiyla
k=1

+Hs; —g

B
sl )
e

p *
p m m
<2 (Hsk HIB(C +Hsk — S

S*:(3:)2(81*,3;,...,8:,...)eIp(IB%(C) dir. Sonug olarak (IP(BC)’de(BC)) bir tam

metrik uzaydir.

Simdi de |, (BC) dizi uzayi1 O<p<1 durumunda ele almsm. Her
s=(s¢). t=(t)e I, (BC) ve her keN igin |s,—t ||]BC >0 oldugundan

dy 5y (5:1)=0 ve

S t)zénsk k”B(C Z”t — 5 ”B(C 1,(BC) (t S)

dir. Yine

d =0 Z”Sk k”IBC

< st . =0, vk eN
< s ~t ], =0, VkeN
< s, =t,vVkeN

& s=t

olur. Diger yandan her s=(s,), t=(t, ), u=(u, )¢ I (BC) i¢in Lemma 3.1.4 den

»(BC) Z”S k ”];(C = iu(sk — Uy )+ (uk _tk )H];C
< ;H(Sk N H];c + ZH uk HB(C

= dlp(JB%C) (S' )+dlp(B<C) (u’t)
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elde edilir. Boylece d fonksiyonu IP(B(C) iizerinde bir metrik ve

1,(5¢)

(Ip (BC), d, (Bc)) bir metrik uzaydir.

Simdi (Ip (IB%(C),de(M)) metrik uzaymin tam oldugu gosterilsin. s_= (s,f‘ )keN

olmak tizere (Sm) dizisi, I (IBC) uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman

herhangi bir & > 0 sayis1 verildiginde her m,r > n, (8) igin

P p
BC <€ (38)

dlp(JBtC) (Sm’sr) = ;HSIT _Sl:

olacak sekilde bir ny (&) e N vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir k e N ve

her m,r >ny(¢) igin HSL“ — Sy

4o <€ olur. Buradan (SL“) dizisinin bikompleks sayilar
kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir. (]B(C, e ) uzaymin tamligindan bu dizi

bir s; € BC noktasina yakimsar. Bu noktalardan olusan bir S = (S:) = (SI \SyreinSps )

<gP

n
L . .. p
dizisi tanimlansm. Her ne Nve her m,r >n,(¢) i¢in (3.8) geregi ZHS,T -5 e
ka1

oldugundan r—oo igin limit alinirsa; her neN ve her mz2=n, (8) icin

>

*||P .. .. ..
SI'(”—SKH <¢&” dur. Burada n—oo i¢in limit alinirsa; her m>ny(&) icin
BC

A, ac) (sm87)= i

s -5, <& eldeedilir. Buise (s, ) < I, (BC) Cauchy dizisinin

s' dizisine yakinsadigini gosterir. Ayrica her meN igin (s:‘)k . el,(BC)

oldugundan ZHSE‘ H;c <oo dur. Boylece her m=n, (8) igin Onerme 2.2.6 i) ve
k=1

Lemma 3.1.4 geregi

p

se +(s, —s)

* p
Jsclec =
BC BC

p
m * m
(ol +ls: -sv1..)

p

m||P * m
<[l * s = ¢
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olup karsilagtirma testinden ZHSE H;C serisi  yakinsak ve  dolayisiyla
k=1

3*2(3:):(SI,S;,---,S;1---)€|p(BC) dir. Sonug olarak (|p(BC),d|p(Bc)) bir tam
metrik uzaydir.

Sonug¢ 3.2.16. O0< p<1 olmak iizere Ip(]B(C) bikompleks dizi uzay1; her

s=(s ) el,(BC) igin

0
H|S|HIp(IB(C) = Z”Sk ”];(C
k=1

ile tanimhi H||H|p (80) fonksiyonuna gore bir p—normlu uzay ve p—Banach uzayidir,

bir normlu uzay degildir.
Tanim 3.2.17. A F cismi iizerinde bir normlu cebir, M,F cismi iizerinde bir

p —normlu uzay olsun. Eger M bir sol (sag) A— modiil ve her ac A ve her me M

igin [Jam|< K [ja]” |m]| (H|ma|” < KH|m|H||a||p) olacak sekilde pozitif bir K sabiti varsa

M lineer uzayina bir p —normlu sol (sag) A— modiil denir. M lineer uzayi hem p—
normlu sol A— modiil hem de p—normlu sag A— modiil ise M ye bir p—normlu

A— bimodiil yada p—normlu A— modiil denir.

Bir p—normlu sol (sag) A— modiil bir p—normlu uzay olarak tam ise bu modiile bir
p —Banach sol (sag) A— modiil denir. M , hem p—Banach sol A— modiil hem de
p —Banach sag A— modiil ise M lineer uzayina bir p—Banach A— bimodiil ya da

p —Banach A— modiil denir.

Teorem 3.2.18. 0< p <1 igin | (BC) p-normlu uzayi,

'”‘Ip(]B%(C) p —normuna

gore p—Banach BC —modiildiir.

Ispat: 0< p <1 olmasi durumunda I, (]B(C) uzay1 i¢in Teorem 3.2.14 de elde

edilen  (3.5)  esitsizliginden  her AeBC ve sel (BC) icin

HMS”LP(M)S(x/z)p||/1||§CH|S|HIp(BC) esitsizligi yazilir. Boylece | (BC), p-normlu
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uzay1 p—normlu BC —modiildiir. Diger yandan | (IB(C), H||H| (5¢) p —normuna gore
p

bir p-Banach uzay oldugu i¢in IP(IBB(C), HHH| - p—normuna gore P —Banach

)
BC — moduldiir.

Sonu¢ 3.2.19. 1< p<wolmak iizere | (BC) bikompleks dizi uzayi; her

s=(s,)e Ip(]BC) icin

- Jo
o ey~ Sl

ile tanimh ||||I (80) fonksiyonuna gore bir normlu uzay ve Banach uzaydir.
P

Teorem 3.2.20. 1< p<oo i¢in Ip(IB%(C) normlu uzayi,

'||Ip(]BC) normuna gore

Banach BC — modiildiir.

Ispat: 1< p<oo icin I, (IBC) uzayr Teorem 3.2.14 de elde edilen (3.6)
esitsizliginden her 21 BC ve sel (BC) igin ”’15”|D(BC) < \/EH/IHBC ||S||IP(M) esitsizligi
yazilir. Béylece |, (IB(C) normlu uzayr normlu BC —modiildiir. Diger yandan
I, (IB%C), ”'”lp(Bc) normuna gore bir Banach uzay oldugu igin I (IB(C) : ||.|||p(m) normuna
gore Banach BC — modiildiir.

Bu kesimin devaminda, hiperbolik degerli ||||B ~ normu kullanilarak bikompleks

terimli dizilerden olusan ¢(BC) ve c,(BC) kiimeleri tanimlanmis ve tamlik
ozellikleri incelenmistir.

Tanim 3.2.21. Terimleri bikompleks sayilar olan yakinsak ve sifir dizilerin
kiimesi;
c(BC):= {g =(¢,)ew(BC):(<,), |||, normuna gore I" € BC noktasina yakmsar},
G, (BC):={¢ =(¢,) e W(BC):(¢,), |}, normuna gére 0 noktasma yakmsar}

ile tanimlanir.

Teorem 3.2.22. ¢(BC) ve c,(BC) kiimeleri birer bikompleks dizi uzayidir.
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Ispat: ¢(BC)cw(BC) ve c,(BC)cw(BC) oldugu tanimdan agiktir. flk
olarak C(IB%(C) kiimesinin W(BC) vektor uzaymnin bir alt uzayr oldugu gosterilsin.
Herhangi iki s=(s,),t =(t, ) e c(BC) dizisi ve herhangi bir a € C sayis1 alinsin. Bu
durumda lims =17 ve limt =1, olacak sekilde l,,I; bikompleks sayilar1 ve

dolay1styla herhangi bir & >0 verildiginde her k >k, (&) oldugunda

. g
Hsk -l BC E

ve her k >k, (&) oldugunda
Htk —|; BC <§

olacak sekilde K, (£),k,(¢)eN vardir. ky(g)=max{k (¢).k,(¢)} secilirse; her

k >k, (&) i¢in Onerme 2.2.6 i) den

H(sk +t,)=(I; +'§)Hm =H(sk 1)+ (8 1) 9
SH(S“_II) C+H(tk_|;) BC
££+£=e

272

yazilir. Buradan l!im(sk +t.) =1, +1, elde edilir. Bu ise s+t ec(BC) anlamina gelir.

Diger yandan o =0 i¢in aSe C(IB(C) oldugu agiktir. Simdi o € C— {O} oldugu

kabul edilsin. O halde herhangi bir & >0 verildiginde her k >k, (&) oldugunda

I* &
Hsk e <H

olacak sekilde Kk, (&)eN vardir. Bu durumda her k >k, (&) icin Onerme 2.2.6 i) den

. . . £
H(a . sk)—(a 1 )HM = Ha.(sk ~I; )HM = |cz|Hsk —I; HM < |a|m =¢
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yazilir. Buradan Lim as, = al, elde edilir. Buise as e C(IB(C) anlamina gelir. Boylece

c (IBC) kiimesi W(IB%(C) vektor uzayinim bir alt uzayidir. Buispatta I, =1, =0 almirsa;

Co (IB(C) kiimesinin de W(IB%(C) vektor uzayinin bir alt uzay1 oldugu elde edilir.
Teorem 3.2.23. C(IBC) ve C, (BC) dizi uzaylar d,w(m) fonksiyonuna gore birer
tam metrik uzaydir.
Ispat: s, = (s,f‘ )k . olmak {izere (Sm) dizisi, ¢ (BC) uzaymda herhangi bir

Cauchy dizisi olsun. O zaman herhangi bir & >0 sayis1 verildiginde her m,r >n, (&)

igin d, (e (SmsS;) = SkuR[I)HSE‘ ~Se|lue <§ olacak sekilde bir ny(¢)eN vardir. Bu

durumda sabitlenmis herhangi bir k € N ve her m,r >n,(¢) icin

<& (3.9)

m r
Hsk ~ S BC 3

olur. Buradan (s;") dizisinin bikompleks sayilar kiimesinde bir Cauchy dizisi oldugu

sOylenir. (BC, ||||H33 c ) uzayinin tamligindan bu dizi bir s, € BC noktasina yakinsar. Bu

noktalardan olusan bir § = (S: ) = (SI S yeenn S:,...) dizisi tanimlansin. (3.9)

esitsizliginde I — oo i¢in limit alinirsa; her m > n, (8) icin HSL“ _S:Hm S% elde edilir.

Buradan da her m>n;(&) igin d, (m)(sm,s*) :supHslT —s;H <& olur. Bu ise
o keN BC

(s,)<=c(BC) Cauchy dizisinin = (S:) € W(B(C) dizisine yakinsadigini gosterir.

Diger yandan (sf“ )k L€ c(BC) oldugundan bir Cauchy dizisidir ve herhangi bir

>0 sayist verildiginde her Kk,1>k,(&) igin

S¢ —S/°

<% olacak sekilde
BC 3

ko (¢) €N vardir. Bu durumda herhangi bir & >0 sayisi verildiginde her k,1 >k, (&)

i¢in Onerme 2.2.6 i) geregi

S =S =[s s +s s +sP =i,

E & &

<5+ R

+
BC

S — S

+

BC
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olup s = (S:) dizisi BC uzayinda bir Cauchy dizisidir. (IB%C,”.”M) uzayinin
tamligindan bu dizi BC uzayinda yakinsaktir, yani s = (S:) € C(BC) olur. Sonug
olarak ¢(BC) dizi uzay: dlw(m) fonksiyonuna goére bir tam metrik uzaydir. Benzer

sekilde ¢, (IB(C) dizi uzay1 da d,w (BC) fonksiyonuna gore bir tam metrik uzaydir.

Sonug 3.2.24. C(IB%(C) ve C, (IB%(C) dizi uzaylari, ||.||Im(m) normuna gore birer

Banach uzayidir.

3.3. ||,. Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylarmin Bazi Topolojik

Ozellikleri

Bu kesimde, ikinci boliimiin birinci kesiminde tanimi verilen solid uzay,
monoton uzay, BK —uzay, simetrik uzay kavramlarindan yola ¢ikilarak bikompleks

solid, bikompleks monoton, bikompleks BK —uzay ve bikompleks simetrik uzay

kavramlari tammlanmus, 1,(BC) ve O<p<o igin I (BC) bikompleks dizi

uzaylarinin gerekli sartlara sahip olup olmadiklari elde edilmistir.

Tanim 3.3.1. X bir bikompleks dizi uzay1 ve

X = {(sn) e w(BC):her neNigin s, .. <|It.|,. olacak sekilde (t,)e X vardlr}

BC
olsun. Eger X c X ise X dizi uzayina bikompleks solid ya da bikompleks normal

uzay denir.

Tanim 3.3.2. X bir bikompleks dizi uzayl,
A={(s,)ew(BC):s, {0,1},Vvne N} ve M, =sp{A} olsun. Eger M X < X ise
X dizi uzayma bikompleks monoton uzay denir.

Tamm 3.3.3. X bir Banach bikompleks dizi uzayr olsun. Eger ¢ — ¢

(n— o) iken her 1 e N igin ¢ — ¢, (n— ) oluyorsa X dizi uzayina bikompleks

BK —uzay denir.
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Tamm 3.3.4. X bir dizi uzay: ve 7:={f|f :N— N birebir ve orten} olsun.
Eger (s,)e X ve oer iken s, :<sg(n))e X oluyorsa X dizi uzayina bikompleks
simetrik uzay denir.

Teorem 3.3.5. |, (BC) bir solid (normal) uzaydur.

Ispat: Herhangi bir (s, ) e, (BC) alinsin. O halde her ne N igin |5, .. <[t
olacak sekilde (tn)elw (B(C) vardir. Bu durumda SUp{”tn”B@ :neN} sonlu

oldugundan Sup{”sn |sine N} sonlu olup (s,)el,(BC) elde edilir. Bdylece
|, (BC) <1, (BC) olup I, (BC) solid uzaydir.
Teorem 3.3.6. |, (BC) bir monoton uzaydir.

Ispat: Herhangi bir (¢,)e Ml (BC) alnsm. O halde ({,)=(s,t,) olacak

sekilde (s,)eM, ve (t,)el, (BC) dizileri vardir. Bu durumda SUp{”tn”M ‘ne N}

0

sonludur ve {Sn ‘ne N} kiimesi sonlu oldugundan SUP{HSn”M ‘ne N} say1s1 sonludur.

Dolayistyla Onerme 2.2.6 iii) ile elde edilen

sup{||sntn||m ‘Ne N} < sup{ﬁ”sn”M t.]se e N}

=~2sup{[s,|,. :n e N}sup{|t,[,. :n e N}

esitligi geregi sup{”sn ‘ne N} sonludur. Buise (¢, ) €l, (BC) oldugunu gdsterir.

tn ||]B<C

Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.7. | (BC) bir BK —uzaydir.

Ispat: n—>o igin ¢™ — ¢ olacak sekilde herhangi bir (g”(”))elw(IB(C)

alinsin. Bu durumda herhangi bir ¢ >0 verildiginde her n > n, igin Hé’ ") _ 4 <&

1,(BC)

olacak sekilde n, € N vardir. Bu durumda herhangi bir & >0 verildiginde her n>n,

iin sup{Hg,(”)—gHB(c:I eN}<g olur. Buradan herhangi bir & >0 verildiginde her
nx>n, ve her leN igin H{,(n)—é'lum<g yazilir. Bu ise her 1eN igin (;”,(n))
(
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bikompleks say1 dizisinin ¢, bikompleks sayisina yakinsadigini gosterir. Boylece

koordinat fonksiyonlarinin siirekliligi elde edilir.

Teorem 3.3.8. |, (BC) bir simetrik uzaydur.

Ispat: Herhangi bir (s,)el, (BC) ve o ez almsin. Bu durumda 0:N— N

birebir drten bir doniisiim oldugundan {Hsa(n)

ine N} ={[ls, . :n € N} dir. Buradan

SUD{Hsa(n) o neN } = SUF){”Sn”]B(C ‘ne N} esitligi yazilir. Dolayistyla

Sup{||sn||BC:neN} sonlu oldugundan sup{”sa(n)u :neN} sonludur. O halde

BC

(Sa(n)) el (BC) dir. Bdylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.9. 0< p<oo igin |, (IB(C) bir solid (normal) uzaydir.

Ispat: Herhangi bir (s,) el (INB(C) alinsn. O halde her ne N igin |s, ”Bc < ”tn”m
olacak sekilde (t,)el (BC) vardir. Buradan her ne N igin [|s [}, <|t.[}. yazilir.

p

BC Serisli

Boylece Z.O:”tn”];(C serisi yakinsak oldugundan karsilagtirma tesi geregi i”sn ||
n=1 n=1

yakinsak olup (s,)el (BC) elde edilir. Boylece Ip(Ié%C)clp(BC) olup I (BC)

solid uzaydir.

Teorem 3.3.10. 0< p <o igin | (BC) bir monoton uzaydur.
Ispat: Herhangi bir (£,)eMl (BC) alnsin. O halde (¢,)=(s,t,) olacak

sekilde (s,)eM, ve (t,)el (BC) dizileri vardir. Bu durumda i”tn”;(c serisi
n=1

yakinsak ve {Sn ‘neN } kiimesi sonlu oldugu igin Sup{”Sn”]B“C ‘ne N} ve dolayistyla

Sup{||sn||];<C ‘ne N} sayist sonludur. Buradan Onerme 2.2.6 iii) geregi

Isitlle <V2lsu 2 It < V2sups, . 0 e N 2
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olup karsilastirma testi  geregi Z”Sntn”]; o serisi yakimsaktir. Bu ise
=1
(¢,)=(s,t,) €l,(BC) oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanur.
Teorem 3.3.11. 1< p<o igin |, (BC) bir BK —uzaydr.

Ispat: N — o0 igin ¢ ™ ¢ olacak sekilde herhangi bir (é’ (")) el (BC) alisin.

< ¢ olacak

Bu durumda herhangi bir & >0 verildiginde her n>n, igin Hg(”) <] .

p

sekilde n,(¢)e N vardir. Bu durumda herhangi bir & >0 verildiginde her n > n, igin
|| ~(n P G - o s
ZH;,( )—Q’IHM < & olur. Buradan herhangi bir & >0 verildiginde her n>n, ve
=1 :

her 1N igin Hg,(")—g,

P P (n _ ;
L <Enve dolayisiyla Hg” o — HM < ¢ yazilir. Bu ise her
leN igin ({l(")) bikompleks say1 dizisinin ¢, bikompleks sayisina yakinsadigini
gosterir. Boylece koordinat fonksiyonlarinin siirekliligi elde edilir.

Teorem 3.3.12. 0< p <o igin |, (IBC) bir simetrik uzaydir.

Ispat: Herhangi bir (s,)e Ip(IB(C) ve o ez almsin. Bu durumda o:N—> N

birebir Orten bir doniisim oldugundan {Hsa(n)

i eN} :{”Sn”mgc n eN} ve

ine N} = {||sn |o.ine N} dir. Buradan g”sg(n)

p
IB(

o0
=
BC nilec

n-1

dolayisiyla {HS(’(")

serisi de

esitligi yazilir. Dolayisiyla i”sn”]; . serisi yakinsak oldugundan i S"(")H;(c
n=1 n=1

yakmsaktir. O halde (Sa(n)) el (BC) dir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.3.13. | (BC) ayrilabilir uzay degildir.

Ispat: s=(s,), terimleri 0 veya | olan bir dizi ise (s,)el,(BC) olur.
E={s=(s,):(s,) dizisinin terimleri 0 veya j} olsun. Z* pozitif tam sayilar

kiimesinin alt kiimelerinin kiimesine A denilirse; A kiimesinin kuvveti Z* nin
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kuvvetinden, yani &, dan biiyiiktir. Dolayisiyla A ile Z* denk olamaz, yani A
sayilabilir degildir.

Simdi A ile E kiimesinin denk oldugu gosterilsin. Her neN igin

0O,neA .
S, =1 . olmak iizere f:A—>E, A—>f(A)=(s,) fonksiyonu
j,neZ" -A

tamimlansin. f fonksiyonunun birebir oldugunu gostermek i¢in herhangi iki A,B € A
alinsin ve f(A) = f(B) oldugu kabul edilsin. f(A)=(s,) ve f(B)=(t,) denilirse;
her ne N icin s, =t olur. O zaman tanim geregi A =B olmak zorundadir, ¢linkii bir
N, € A igin n, ¢ B olsayd1 X, =0 ve t, = | olurdu. Bu ise her ne N igin s =t
kabulii ile ¢elisirdi. Dolayisiyla A= B dir. Simdiise f fonksiyonunun 6rten oldugunu
gostermek i¢in herhangi bir (S,)€E alnsm. (s,) dizisinin 0 olan terimlerinin
indislerinin olusturdugu kiimeye | denilirse; 1 € A ve f(I) =(Sn) olur. Buradan f

fonksiyonunun orten oldugu elde edilir. Boylece aralarinda birebir 6rten bir fonksiyon

bulunabildigi i¢in A ile E denktir ve kuvvetleri esittir. Bu halde E kiimesinin kuvveti

de N, dan biyiiktir. Dolayisiyla E ile Z* kiimeleri de denk olamaz, yani E

sayilabilir degildir.
Simdi birbirinden farkli iki S :(Sn),t :(tn)e E dizisi alinsin. Bu durumda

dlw(M)(S,t) =sup{||sn _tn||1B<c ‘ne N} =1 olmak zorundadir. Herhangi bir s€ E igin

B (S, %) acik yuvari ele alinirsa;

B(s,%j _ {t 1, (BC):d, o) (5:1) < %} _{tel, (BC):d, e (5:) =0} = s}

oldugundan U B(S,%): E ve s#t igin B(s,%)ﬂ B(t,%j:® dir. Dolayisiyla E

seE

kiimesi ayrik acik yuvarlarin sayilabilir olmayan sonsuz birlesimi olarak yazilabilir.

Simdi M kiimesi | (BC) uzaymin her yerde yogun bir alt kiimesi, yani
M =1, (BC) olsun. Budurumda her s € E igin s el (BC) oldugundan s =(s,)e M

dir. Burada kapanis tanmimi kullanilirsa her £>0 igin B(S,g)ﬂM = oldugu
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soylenir. Bu ifade ¢ :% i¢in de dogrudur. B(S,%j ={s} oldugundan seM olmak
zorundadir. Bu durumda E < M elde edilir. E kiimesi sayilabilir olmadigindan M

kiimesi de sayilabilir degildir. Dolayisiyla | (]BC) uzayinin her yerde yogun olan
higbir alt kiimesi sayilabilir olamaz. Sonug olarak | (IB(C) ayrilabilir degildir. Boylece

ispat tamamlanir.

Teorem 3.3.14. 2< p<oo igin | (BC) aynlabilir uzaydur.

Ispat: 2< p <o igin I, (]B%(C) uzayinin ayrilabilir uzay oldugunun gosterilmesi

icin her yerde yogun olan sayilabilir bir alt kiimesi bulunmalidir. Bu kiimenin,

S ={z:a+ibeC:a,beQ} olmak lizere

M={¢el (BC):¢=(¢,)=(¢08,0C,,0,0,.), ¢, =ae +be,, a,b €S,1=1,2,...n}

kiimesi oldugu iddia edilsin. Bir

f:8%xS%%x..xS? > M,

(al’bl’a21b2,-..,an,bn)_>
f (a17b1,az,b2,...,an,bn) :(3161+blez,azel+b2e2,...,anel +bnezlo’o’m)

fonksiyonu tanimlansin. f fonksiyonunun birebir oldugunu gostermek i¢in herhangi
iki (c’:li,bl,az,bz,...,an,bn),(Cl,dl,cz,d2,...,cn,dn)eSZ><52><...><S2 alinsm  ve
f(a,b,a,,b,,....a,b,)=f(c,d,c,d,,...c,d,) oldugu kabul edilsin. Bu durumda
(ae +he,,ae +be,..,ae +be,00,.)=(ce +de,ce +de,..,ce +de,00,..) ve
dolayistyla her 1 €{1,2,...,n} i¢in ae, +hbe, =ce, +de, olur. Bu ise Teorem 2.2.15
xi) geregi her 1e{1,2,...,n} i¢in a =c, ve b =d, esitliklerini gerektirir. O zaman
(a,b,a,.b,,....,a,,b,)=(c,.d;,c,,d,,...c,.d,) olmak zorundadur.

Simdi ise f fonksiyonunun oOrten oldugunu gostermek i¢in herhangi bir
(ag +be,,ae +be,,...,ae +be,,00,..)eM almsin. Her le{l2,..,n} igin
a,b €S oldugundan (ai,bl,az,bz,...,{;ln,bn)eSZ><SZ><...><S2 icin
f(a.b.a,.b,...a,b)=(ae +be, ae +he,, ... ae+be,00,..)  olup f
fonksiyonu ortendir. Béylece S?xS®x...xS? ile M kiimeleri denktir. S kiimesi
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sayilabilir oldugundan S*" yani S*xS”x...xS” kiimesinin de sayilabilir oldugu

biliniyor. Bu durumda M kiimesi sayilabilirdir.

Simdi de lep(IB%(C) oldugu ispatlansin. Bunun i¢in herhangi bir

4 :(C; n)e Ip(BC) almsin. Bu durumda Zw:”g’ n”];)«c serisi yakinsaktir ve dolayisiyla
n=1

R, = z ||§ |||];(C olmak iizere N — o igin R, — 0 dir. Buradan her ¢ >0 igin her

I=n+1

n>n, oldugunda |R, 0||]BC Z”{,”M Z”alel""beZ”]mc _p olacak sekilde

I=n+1 I=n+1

N, (e) e N dogal sayisinin var oldugu sdylenir.

Diger yandan her 1 €{12,...n} icin &b eC=S oldugundan her & >0 igin
B(a.,e)NS=J ve B(b,e)NS#D dur. Yani her £>0 i¢in ¢ e€B(a,&) ve

d eB(b,&) olacak sekilde c,,d, €S vardir. Buradan da her &>0 igin

|a, - I|< ve |b —d |< yazilabilir. O halde

I A N P
2la-al <X
1=1 1=1 P 2 )

ve
Ny p
2. |b—d, " < .
= 2

dir. Boylece w = (Cle1 +d.e,,Ce +dy8,,....C, 6 +d, &,0,0, ) eM igin Onerme

2.2.15ii) ve (2.4) esitsizligi geregi

1€ =Wl e leé ~Wulloe

=D -ville+ 3 vl

n=ny+1
Ny
p p
- Z”gn _l//n”m«r: + Z ||§n||B<c
n=1 n=ny+1
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o
D) AR
n=

Mo

(a,6,+b,&,)—(c,e,+d,8, )H};C +R,

n=1

0 (a,—c,)e +(b, —dn)eZH;(C +R,

1 & P P
_§;(|an_cn| +|b,—d,| )+Rn0
1 Mo b 1 Ny 0
==Y la,—¢c,|"+=> |b,—-d,|" +R,
23 23 ’
1P 1gb &P
<SS —4=—+—
22 22 2
= gp
olup ||4’—W||I o) <€ elde edilir. Boylece M kiimesi IP(IB(C) nin her yerde yogun
say1labilir bir alt kiimesidir. O halde 2< p < igin |, (BC) ayrilabilirdir.
34. ||,. Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylarmn Bazi Geometrik

Ozellikleri

Bu kesimde, bikompleks sayilar kiimesinin, 0 < p <o i¢in |, (BC) ve |, (BC)

kiimelerinin {i¢ii de birer geometrik 6zellik olan konvekslik, kesin konvekslik ve

diizgiin konvekslik sartlarini saglayip saglamadiklar1 gosterilmistir.
Teorem 3.4.1. BC ve W(BC) kiimeleri konvekstir.

Ispat:  C  kompleks sayilar kiimesi konveks oldugundan her

s=s,+js, t=t + jt, e BC ve her 2€[0,1] i¢in

As+(1-A)t=A(s,+ js,)+(1-2)(t,+ jt,)
=(As,+(1-2)t,)+ j(4s, +(1-A)t,)
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ve A8, +(1-2)t,4s,+(1-1)t,eC olup As+(1-21)teBC dir. Dolayisiyla BC
bikompleks sayilar kiimesi konvekstir.
Her s :(Sn): S+ Js; =(si + jSZn)’t :(tn):t1+ jt, =(t, + jth)E W(BC) ve

her A E[O,l] icin

As+(1-2)t=A(s,+ js,)+(1-2) (L, + jt, )
= (s, +(1- /1)t1)+1(ﬂbs2 -A)t,)
=(4(sw) +J(ﬂ )+ (1-2)(t,,))

)
]

2)(t))
:(/131“+ A, )+ (/182 +(1-2)t,,)

ve As, +(1-A)t,,4s, +(1-4)t,, €C  oldugundan As+ (1-2)tew(BC) dir.
Dolayisiyla W(BC) bikompleks sayilar kiimesi konvekstir. Bylece ispat tamamlanr.

Teorem 3.4.2. BC kiimesi diizgiin ve kesin konvekstir.

Ispat: s,teBC, £€(0,2], |s],. <1 [s],. <1 ve e<|s-t|,. olsun. O halde

Lemma 3.1.5 geregi
s+t = 2(Islic + e )—ls—the < 4-¢

ve boylece

S+t

2

el el o]

2%
olur. Burada 5(5)=1—|:1—(g]} alinirsa; BC  kiimesi diizgiin konveks ve

dolayisiyla Teorem 2.1.12 geregi kesin konvekstir.

Lemma 3.4.3. 1<p<w olan her peR, her 1€(0,1) ve s=t olan her

s,t e BC igin
|25+ (1= 2)t];, <2[se. +(1-2) It

esitsizligi gerceklenir.
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Ispat: Onerme 2.1.11 ve Torem 3.4.2 geregi ispat agiktir.

Teorem 3.4.4. 0< p < igin |, (BC) ve I, (BC) kiimeleri konvekstir.
Ispat: s=(s,),t=(t,) el (BC) ve 1€[0,1] olsun. Bu durumda i”sn”;C ve
n=1

D |tulls. serileri yakinsaktir. Boylece Lemma 2.2.6 i) sikkindan elde edilen
=1

p
(VAN e (e

< (z max |25, (1= A)t,

stn +(1- ),

o)
e

= 2" max{ 2, [, |1~ 2)t,
p
]B(C)

serisinin yakinsakligi

n

<2° (s, . +[a-2)t

ifadesi ve kargilagtirma testi kullanilirsa ZHlsn +(1-2)t, ];C
n=1

elde edilir. O halde As+(1-4)tel (BC) olup O<p<o igin | (BC) kiimesi

konvekstir.
Simdi de s=(s.),t=(t)el,(BC) ve 4e[01] olsun. Bu durumda

sup{|s, |, :ne N} ve sup{[t,|l,. :n €N} sayilari sonludur. Boylece

sup{”ﬂusn +(1-2)t,

Line N} < sup{ﬂ.||sn||m +(1-A)|t |l :ne N}
= Asup{[s,[,c :n e N} +(1-2)sup{t,|,. :n e N}

B

esitsizliginden As+(1-A)tel (BC) elde edilir. Boylece |, (BC) kiimesi

konvekstir.

Teorem 3.4.5. 1< p<o igin |, (BC) kiimesi kesin konvekstir.

Ispat: s=(s,), t=(t,) €S, ), s#t ve 1€(0,1) olsun. O halde Lemma 3.4.3

geregi
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|As+(1-2)t

o = 2l + (-2t
<> [Als e+ -2l ]
=3 fs L+ 1-2) DL
= A1 ey + (- D ey =1
olup 1< p< igin |, (BC) kiimesi kesin konvekstir.
Ornek 3.4.6. |,,(BC) kiimesi kesin konveks degildir.

Coziim: s=(s,)=(1j,0,0,...) ve t=(t,)=(-1j,0,0,..) olsun. Bu durumda

I8l ) =1t sy =1 ve her 2 €(0.1) igin

|2s+(1-2)t =sup{||/1sn +(1—2)tn||BC:neN}

1, (BC)

=sup{(24-1,j,0,0,...)|,. :ne N}

=sup{24-1,1} =1

BC

dir. Buise |, (BC) kiimesinin kesin konveks olmadigin1 gosterir.
Ornek 3.4.7. 1,(BC) kiimesi kesin konveks degildir.
Coziim: s=(s,)=(i,0,0,...) ve t=(t,)=(0,-i,0,0,..) olsun. Bu durumda

||S|||1(B<c) - ||t|||l(m) =1 ve her 1€(0.1) igin

|As+(1-2)t

W(BC) HZ:;”/ISH +(1-2)t, ||]B(C

- ”’““BC + ”(l_ i)(_i)“m
=A+(1-2)=1

dir. Buise I, (BC) kiimesi kesin konveks olmadigini gosterir.

Teorem 3.4.8. 2< p < igin |, (BC) kiimesi diizgiin konvekstir.
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Ispat:s=(s,).t=(t ) e l, (BC), ¢<(0, 2], ”S”Ip(BC) <1, ||t|||p(M) <1 ve

£<|ls=t], ) olsun. O halde Lemma3.1.6 geregi

”S +t”::(xmc) +||S _t”Ii(]B(C) - Z;; ”sn +1, ”]gc + Zl: ”Sn _tn”]g(c
n= n=.

=2
n=1
227 ([l +ls 12 )

n

-2 e+ Sk
n=1 n=1

=27 (Isff e+l )£ 2°

(I +t 5+l .12 )

IN

elde edilir. Buradan

”S +t||IZ(IB(C) <2° _”S_t“::(ﬂaa(c) <2°-¢f
ve dolayisiyla

S+t

2

1 p }/p & P }/p
=| =[s+t <|1-] £
] 5]

&

P
yazilir. & (8)=l—|:1—(§j :l alinirsa; 2< p<oo igin |, (BC) kiimesinin diizgiin

konveks oldugu elde edilir.

Ornek 3.4.9. |, (BC) kiimesi diizgiin konveks degildir.

Coziim: s=(s,)=(i,],i,0,0,...) ve t=(t,)=(i, j,—i,0,0,...) olsun. Bu durumda

1,(BC)

t

S

=1,

1,(BC)

Is—t

I (BC) — Sup{”Sn _tﬂ“BC -ne N}
= sup{H(O, 0,2i,0,0,...)|, :ne N}
=sup{0,2} =2

ve £<|s —t|||x(m) =2 dir. Diger yandan
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S+t

2

S, +t
:sup{ n :neN}
1,(BC) 2 BC

sup{](i. 5.0.0....J)f =2

<1-6 olacak sekilde bir 6(¢)>0 bulunamaz. Bu ise

1.(BC)

t
oldugundan Hs%

. (BC) kiimesinin kesin konveks olmadigim gosterir.
Ornek 3.4.10. 1, (BC) kiimesi diizgiin konveks degildir.

Coziim: s=(s,)=(i,0,0,...) ve t=(t,)=(0,-},0,0,...) olsun. Bu durumda

||S|||1(B<c) E ”t”h(Bc) =1,

s =th,ec) = ZIIS s = lillac =1l =2

ve £<|s —t|||1(m) =2 dir. Diger yandan

S+t _3 |5 S, +1, HI Y ] Y
2 L(BC)  n=l BC 2 BC 2 BC
5 S+t . . .
oldugundan ||—— <1-6 olacak sekilde bir 6(&)>0 bulunamaz. Bu ise
(B0)

l,(BC) kiimesi diizgiin konveks olmadigini gosterir.
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4. HIPERBOLIK DEGERLi || NORMUNA  GORE
BIKOMPLEKS DiZi UZAYLARI

Bu boliimde, birinci kesimde, bir bikompleks saymin bikompleks kuvveti

tanimlanarak basta Holder ve Minkowski esitsizlikleri olmak tizere kompleks sayilarin

modiiliinii iceren bazi esitsizliklerin bikompleks anlamda hiperbolik degerli ||k

normuna gére gegerliligi arastirilmistir. ikinci kesimde, ||, normuna gére bikompleks

k
dizi uzaylar1 tanimlanip bu uzaylarin metrik ve norm yapisi incelenmis ve tamlik

ozelligi irdelenmistir. Ayrica bu uzaylarin hiperbolik degerli ||||D normuna gore D—

normlu Banach bikompleks BC —modiil olup olmadiklar1 arastirilmistir. Ugiincii

kesimde, solid uzay, monoton uzay, BK —uzay ve simetrik uzay kavramlari hiperbolik
degerli ||k normuna gore yeniden tanimlanip ||k normuna gore bikompleks dizi
uzaylarinda bu 6zelliklerin saglanip saglanmadig: tartisilmistir. Dordiincii kesimde,
Kumar ve Saini (2016) tarafindan verilen BC —konveks kiime tanimina dayanilarak
BC —kesin konveks ve BC —diizglin konveks kiime kavramlari tanimlanmis ve ||k
normuna gore bikompleks dizi uzaylarmin BC —konveks, BC —kesin konveks ve
BC —diizgiin konveks kiime olup olmadiklari ispatlanmistir. Besinci ve son kesimde

ise, D —topolojik dual kavrami tanimlanmig ve buna gore bikompleks dizi uzaylarinin

D —topolojik dualleri bulunmustur.

4.1. Hiperbolik Degerli || Normuna Gére Bazi Bikompleks Esitsizlikler

Bu kesimde, ilk olarak bir kompleks saymin kompleks kuvveti tanimindan yola

c¢ikilarak bir bikompleks sayinin bikompleks kuvveti tanimlanmagtir.

Tanim 4.1.1. z,aeBC ve z#0 olsun. O halde z” bikompleks kuvveti
z% =e”™ ile tammlanir. Lnz bikompleks logaritmasi ¢ok degerli oldugundan z“
sonsuz degerli bir kiimedir. Lnz yerine, bikompleks logaritmanin esas degeri Inz
kullanilarak z* bikompleks kuvvetine tek bir deger karsilik getirilebilir. Bikompleks

alnz

kuvvetin bu 6zel degerine z* nin esas degeri denir. O halde z“ =e ile tanimlh

fonksiyona z* bikompleks kuvvetin esas degeri denir.

Not 412. z,aeBC ve z#0 olsun. Bu durumda oa=a€ +a.e, Ve

Z=186 +12,6, i¢in



7% — eaan _ e(aleﬁazez)(L“(21)91+L“(Zz)ez)
_ eozan(21)<=,1+052Ln(22)e2

aln(z;) a,ln(z,)

=e e +e e,

a; a
=12"e +15%€,
ve 0zel olarak o € R ise z* =z'e +z;e, dir.

Bu kesimin devaminda, ikinci bdliimiin birinci kesiminde verilen kompleks
sayilar1 ve kompleks sayilarin modiiliinii iceren bazi esitsizlikler hiperbolik degerli ||k

normuna gore bikompleks sayilara genellestirilmistir.

Lemma 4.1.3. Her s,t € BC i¢in

oot I I
1+|s+t|k ~1+|s|k 1+|t|k

esitsizligi gerceklenir.
Ispat: s,,t,,s,,t, € C olmak iizere S =S¢, +5,6,, t =t +1,€, icin Teorem 2.2.15

iX), ii), X) siklar1 ve (2.5) esitsizligi geregi

s+t [(srt)e+(s+b)el,  |s+tle+ls, e
L+t 1+[(s,+t)e +(s, +1,)e,| & +e, +[s +t|e +[s, +t,]e,

|s, +t,]e, +[s, +1,]e, |s, +1,] |s, +1,|
l+ 2
1+|s +t1|)e +(1+|s +t2|) 1+|sl+t1| 1+]s, +t,|

Yo (s, B,
1+|5 l+|t1| 1+s,| 1+[t,] )

1t It
[1+|s 1+|s j (1+|t| 1+|t|

_ [s]e +[s.|e, lt|e +]t]e,
(1+]s)) e, +(1+]s,))e,  (1+[t])e +(1+]t,])e,
[s.]e.+[s e, t]e +]t,|e,

e +e, +ls|e +[s,le, e +e, +[t]e +[t,]e,

~ |s.€ +5,8, ], [te, +1,8,|,

B 1+|s,e + sze2|k

.

= +
Ltlsf L+t

1+[te +te, |k
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st I, f

|
O st S el 1]

esitsizligi gerceklenir.

s It
1+|s|k ~ 1+|t+u|k

Lemma 4.1.4. Her s,t,ueBC igin |s| <[t+u| iken

esitsizligi gerceklenir.

Ispat:  s,t,uU,S,,t,,u, e C  olmak {izere S=Sg +5,6,t=te +te, ve
u=ue +u,e, i¢in |S|k < |t + u|k oldugundan < bagmtisinin tanimi geregi |Sl| < |tl + ul|
ve [s,|<|t, +U,| yazilir. Bdylece Teorem 2.2.15 ii), X) siklar1 ve Teorem 3.1.1 in
ispatindaki f fonksiyonunun artanlig1 geregi

sl __ [sle+[sle
L+[s|, (1+]s)])e, +(1+]s,])e,
Bl
1+|s| = 1+]s,|
. It, +u,| It, +u,|
~ 2
T+t +uy| 1+t +u,|

It +u,|e, +[t, +u,|e,
(1+]t, +uy])e, +(1+]t, +u,|)e,

~ |t+u|k

L+ft+u),
esitsizliginden istenen elde edilir.

Lemma 4.1.5 (Hiperbolik Degerli ||k Normuna Gore Holder Egsitsizligi).
1 1 o .
l<p<oo ve E+E =1 olacak sekildeki her p,qeR ve me{12,...,n} olmak iizere

her s,,t, € BC i¢in

Sioad 23 ) (B0

m=1 m=1

esitsizligi gerceklenir.
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. 1 1
Ispat: 1l<p<o Ve 6+a:1 olacak sekildeki her p,geR ve

me{l,2,..,n}, s, =S..€ +5,,6, t, =t..e +t e, olmak iizere her s ,t e€BC igin

Teorem 2.2.15 i), ii), ix) siklar1, (2.6) esitsizligi ve Not 4.1.2 geregi
z 5.8, = z 5., [t = z 5008, + S, [t 08,
:Zn:(|sml|el+|sm2|e2)(|tm1|el+|tm2|e2)
—Z(Ismlltmle +[ €2
Sl Jo e 3l e

(S ) () ]

: (im Sl ]

m=1

() Per (g ) [@W%eﬁ(gtmr)%%}
-| mzn:|sml|pjel+[zn:|5mz|pj62} _£i|tml|qjel+(mzn_;|tm2|qje2}%
_ Zn:(|3m1| & +|Smo|” ez)j (nl(|tm1| & +[tno' ))%

m=1

(Sse st [Sle otole) )

m=1

:Zn:|smle+s e, j (n &+t e )%

m=! 1

(3] (St

m=1

NN

n n }/ n }/
olup Z|Sm'[m|k §(Z|Sm|5j p [thﬁ] q esitsizligi gergeklenir.
m=1 m=1

m=1

Lemma 4.1.6 (Hiperbolik Degerli || Normuna Gore Minkowski Esitsizligi).

1<p<o olanher peR ve me{1,2,...,n} olmak iizere her s ,t, € BC igin
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(Seeoet) " <(Se) " [$0)

esitsizligi gerceklenir.
Ispat: 1< p<o olan her peR ve
me{l,2,..,n}, s, =S..€ +5,,8, t, =t..& +t e, olmak iizere her s ,t €BC igin

Teorem 2.2.15 ix), ii) siklars, Not 4.1.2 ve (2.7) esitsizligi geregi

[Zn:|sm+tm| J (Z| (S + 528 ) + (1€ + 1,8, )| j%

m=1
b
:Zn:‘s +t., e+s ,+t, z‘f p
m=1
. o
= Z(|sml+tm1|e1+|sm2+tm2|e2)pJ

m=1

m=1

’ [i|sm+tml| Jo Sl J }%’

m

" Yo
- Z( T A R e ez)J

(St e St e
(S )" ()
{(zu] Sl j%]
() e () e
(S ) e[St ) ]

(S (Bt e

(S o (e

A
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s
|sm1|pel+|sm2|pe2)} p{ ]
; ¥ oo T
Sl tdes) | ¢ Sl ke

m=1

n n
Jo Jo
=| |5y + Sz ) +(Z|tmlel+tm2e2|f)

m=1

(3] (5]

olup (Z|S +1 |kj [Z|S |k) (Zr[ |kj esitsizligi gergeklenir.

I
1 l—l
H

Lemma 4.1.7. Her p<(0,1) ve her s,t e BC igin [s+t|; <|s|; +]t|, esitsizligi
gerceklenir. Ayrica |S+t|5 = |S|E +|t|f olmast icin gerekli ve yeterli sart
S=sg +5.e,, t=te +t,e, olmak ilizere s=0,t=0,s =t,=0 veya t =s,=0
olmasidir.

Ispat: Her pe(0,1) ve her s,teBC igin S=sg +S,e,, t=te +t,e, olmak

tizere Teorem 2.2.15 ix), ii) siklari, Not 4.1.2 ve (2.10) esitsizligi geregi

|s+t]]) =|(si8, +5,8,) + (t1e1+t2e2)\f

=(s,+ )el+(sz+t2)e2‘:
:(|sl+tl|el+|sz+t2|e2)p
=[s,+t| e +[s, +1,| e,
5(|sl|p+|tl|p)el+(|sz|p+|t2|p)e2
= (5" e +ls:|" e )+ ([t e+l e,
=(|sl|el+|sz|e2)p+(|tl|el+|t2|e2)p
=[sl; +Itl

olup [s+t|} <|s|; +[t]; esitsizligi gergeklenir.

Diger yandan Teorem 2.2.15 xi) ve (2.10) esitsizliginde esitlik olma

durumundan
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s+tly =Isfy +[t} <[5, +tl e +ls, vt & = (|5 +[t]" e+ (|sal + Il e,
ols +t)" =ls|" +[t]" ve s, +t,|" =s,|” +[t,|"
< (s,=0veyat, =0)ve(s,=0veyat,=0)
<5 =5=0veyat =t,=0veyas =t,=0veyat =s,=0
oldugundan |S +t|E = |S|E +|t|f olmast i¢in  gerekli ve yeterli sart

$s=0,t=0,s =t, =0 veya t, =s, =0 olmasidir.
Lemma4.1.8. 2< p<o olanher peR ve her s,t e BC i¢in
st} +]s—t}y <2 (|sf, +1t)
esitsizligi gerceklenir.

Ispat: 2<p<w olan her peR ve her s,teBC igin S=sg +5,6, Ve

t=te +t,e, olmak iizere Teorem 2.2.15 ix), ii) siklar1, Not 4.1.2 ve (2.8) esitsizligi

geregi
s+l +[s—t], =|(s,+1,)e,+(s, +1, e‘ +[(s,—t,)e, +(s, tz)ez‘f
= (Is.+t & s+t &, )+ (js.~t] e +[s, ] e,
= (Is. + " +[s. ~t)" )+ (Js, + | +1s. ~t.|" e,

<27 (|s" +1t)" )e, +2pl(|s| +lt] e,
=272 (s e +ls.l )+l + It " )
=27 ([ e, +[sc[e.)” + (] +fole:) |
=27 (Jo¢ -+l
olup |S+t|5 +|S—t|5§2p_l(|s|5 +|t||f) esitsizligi gergeklenir.
Lemma4.1.9. 1< p<w olanher peR, 0<4<1 olanher 2 D" ve her
s,t e BC i¢in
|As+(1- )t < As]; +(1- )t}
esitsizligi gerceklenir.
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Ispat: 1< p<o olanher peR, 0<A<1olanher 1D ve her s,t e BC igin

p
p-1

q= alinirsa; Teorem 2.2.15 i), iii) siklar1 ve Lemma 4.1.5 geregi

[as+(1- )t <(4]s], +(2-2)[], )"

(7, - R, )

([ ) oo o)

fﬁ(ﬂ%’ls|k)p+(<”>%’ f]’ [(E%H(”)%)qmp

| (et -2y )|

= Als], + (1= Al

olup Teorem 22.15 viii) geregi |[As+(1-2)t| <A[s|] +(1-A)tf] esitsizligi
gerceklenir.

Lemma 4.1.10. 1< p<o olan her peR, 0<A<1 olan her 2D ve s#t

olan her s,t e BC igin
|As+(1-2)t|" fi|s|5 +(1=-2)|t]]

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: 1< p<w olan her peR, 0<A<1 olan her 1eD" ve s=t olan her
s,teBC i¢cin A=4¢ +48,, S=se +5s,e,, t=te +t,e, olmak lizere Teorem 2.2.15
ix), ii), xi) siklar1 ve (2.9) esitsizligi geregi

[As+ (1= 2)t]; = Alsl¢ + (1= )l
S |(Ae+ 4,8, ) (58 +5,8, )+ (1- (e, + 48, ) ) (e + e, )‘:
= (A8, + 2,8, )[5i8 + 5,8 |, +(1- (A8 + 48, ) Jtie +1,8, ],
S+ -2 e+, +(1-2)y[ e,
= (ﬂ1|51|p +(1_/11)|t1|p)el +(/12 5. +(1=2)lt,|" )ez
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&g+ (1= )] =As)"+ (1= 2

ve [4,8, + (1= At = 4,13, +(1- 4, It,)"
< (4, =0veya4 =1veyas =t,) ve (4, =0veya 1, =1veyas, =t,)
<s=tyadai=0yadai=1yadal=e yadaal=e,

yada (A=4g ves =t ) yada (1=27e, ves,=t,)

yada (1=4e +e, ves =t ) yada (1=e,+4e, ves, =t,)

elde edilir. Ancak s#t ve 0<A4<1 oldugundan yukaridaki dokuz ihtimalin higbiri
saglanmaz. Boylece MS +(1- i)t‘i <4 ls|; +(1-A)ft|; esitsizligi gergeklenir.
Lemma4.1.11. 1< p<wx olanher peR ve her s,t e BC igin

s+t _[sl +Itl
2 | - 2

esitsizligi gergeklenir.

Ispat: 1< p<w olanher peR ve her s,t e BC i¢in Lemma 4.1.9 geregi

1
A== igin
2 ¢

p
:ls+[1—1jt
12 2

o LeT
<l (13 ok -
k

sl

X esitsizligi gergeklenir.

elde edilir. Boylece

k

4.2. Hiperbolik Degerli || Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylar:

Bu kesimde, ilk olarak ikinci bolimiun birinci kesiminde A cebiri, M lineer
uzay1 ve reel degerli norm igin verilen A—modiil, normlu A—modiil ve Banach A-
modiil tanimlar1 A cebirinin bikompleks cebir, M uzayinin bir modiil ve normun
hiperbolik degerli olma durumuna genellestirilmistir.

Tanim 4.2.1. A bir bikompleks cebir ve M, BC iizerinde bir modiil olsun. Bir
AxM —> M, (a,m)—>am (M xA— M, (m,a)—> ma) doniisiimii asagidaki

ozellikleri saglarsa M  modiliine bir sol (sag) bikompleks A-modiil,
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AxM - M, (a,m)—>am (MxA—>M, (m,a)—>ma) doniisimiine de bikompleks
modiil ¢arpimi denir.

(i) Her bir sabitlenmis ae A i¢in m—am (m— ma) donisimi M

uzerinde lineerdir.

(i) Her bir sabitlenmis meM i¢in a—am (a— ma) donisimi A
tizerinde lineerdir.

(iii) Her a,a, €A ve her meM icin
a,(a,m)=(aa,)m ((ma,)a, =m(aa,)) dir.
M, hem sol bikompleks A—modiill hem de sag bikompleks A—modiil ise M
modiiline bir bikompleks A—bimodiil ya da bikompleks A-—modiil denir. Burada
bikompleks modiil ¢arpimi her a,be A ve her meM i¢in a(mb)=(am)b
seklindedir. Ayrica M bir bikompleks A—modiil, N, M nin BC {izerinde bir

altmodiilii ve her ne N ve her a€ A i¢in an,nae N oluyorsa N altmodiiline M

nin bir bikompleks A—altmodiilii denir.

Tanim 4.2.2. A bir D —normlu bikompleks cebir ve M bir hiperbolik degerli

|, normuna gdre hiperbolik degerli normlu uzay olsun. Eger M bir sol (sag)

bikompleks A—modiil ve her aecA, meM icin

for, , <K [l [l (Imel, < K[l [l ) olacak sekilde sifirdan fark

pozitif hiperbolik bir K sabiti varsa M hiperbolik degerli normlu lineer uzayina bir
D —normlu sol (sag) bikompleks A-—modiil denir. M, hem D- normlu sol
bikompleks A—modiil hem de D—normlu sag bikompleks A-—modil ise M

hiperbolik degerli normlu lineer uzayina bir ID —normlu bikompleks A—bimodiil ya

da D —normlu bikompleks A—modiil denir.

Bir D —normlu sol (sag) bikompleks A—modiil bir ) —normlu lineer uzay olarak tam
ise bu modiile bir D —normlu Banach sol (sag) bikompleks A—modiil denir. M , hem
D —normlu Banach sol bikompleks A—modiil hem de I)—normlu Banach sag
bikompleks A—modiil ise M lineer uzayma bir D —normlu Banach bikompleks A—

bimodiil ya da ) —normlu Banach bikompleks A—modiil denir.
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Tanim 4.2.3. X bir BC-modiil olsun. 0< p<1 olmak fiizere eger bir
IHl, : X > D" doniisiimii asagidaki sartlar saglarsa X iizerinde bir hiperbolik degerli
p—norm ya da p, —norm diye isimlendirilir. X BC —modiiline de hiperbolik
degerli |||, p—normuna gére hiperbolik degerli p—normlu uzay yada p, —normlu
uzay denir.

(i) IX]|, =0 ise x=0 dur.

(i) Her xeX,ueBC icin ||ux|| =|u|, |||, dir.

(i) Her xye X isin xyl, <], +]v], dir

X bir BC-modiil, (x,)cBC ve X, € X olsun. Eger her O—jg icin her n>n,

oldugunda ||x —XOHLng olacak sekilde bir ny(&)eN varsa (x,) dizisi HHHD Pp —

n

normuna gore X, noktasina yakinsar denir.

Eger her 0<¢ igin her n,m=n, oldugunda |Xn—Xm|HDf8 olacak sekilde bir

n,(¢)eN varsa (x,) dizisi H||HD pp —normuna goére Cauchy dizisidir denir.

Eger X de H||HD p, — normuna gore her Cauchy dizisi H||H]D p, —normuna gore bir

X, € X noktasina yakinsar ise X HHHD p, —normuna gore tamdir denir.

Tamim 4.2.4. A bir D—normlu bikompleks cebir ve M bir [|[|. = p,-
normuna gore P, —normlu uzay olsun. Eger M bir sol (sag) bikompleks A—modiil
ve her acA,meM icin [jam[|, <K|al,[Im], (||ma||DYM <K |m[,, ||a||];A)

olacak sekilde sifirdan farkli pozitif hiperbolik bir K sabiti varsa M p, —normlu
uzayina bir p, —normlu sol (sag) bikompleks A—modiil denir. M , hem p, —normlu
sol A—modiil hem de p, —normlu sag A—modil ise M p, —normlu uzayina bir

pp —normlu A—bimodiil ya da p, —normlu A—modiil denir.

Bir p, —normlu sol (sag) bikompleks A—modiil bir p, —normlu uzay olarak tam ise

bu modiile bir p, —normlu Banach sol (sag) bikompleks A—modiil denir. M , hem
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pp —normlu Banach sol bikompleks A-—modiil hem de p, —normlu Banach sag
bikompleks A—-modil ise M p,—normlu uzayina bir p,—normlu Banach

bikompleks A—bimodiil ya da p, —normlu Banach bikompleks A—modiil denir.

Tamm 4.2.5. X bir I —normlu bikompleks BC —modiil ve (X ), X de bir dizi

X_Zn:é]xl

tek (¢,)=BC dizisi varsa (x) dizisine X BC-modiliiniin D — Schauder bazi

=0 olacak sekilde bir

olsun. Eger her x € X ig¢in X =Z§,X| ,yani lim
=1 n—o0 D.X

denir.
Bu kesimin devaminda, hiperbolik degerli ||k normu kullanilarak bikompleks

terimli dizilerden olusan 1¥ (IB%(C) ve 0< p<oo igin I'; (IB(C) kiimeleri tanimlanmastir.

Bu kiimelerin birer BC —modiil oldugu gosterilmis ve bu kesimin basinda verilen

yapilara uyup uymadiklari arastirtlmistir.
Tanim 4.2.6. Hiperbolik degerli ||k normu kullanilarak 1¥ (IB%(C) ve 0<p<oo

igin I (BC) kiimeleri;

1 (BC):

{; =(¢,) ew(BC):sup, {|cjn|k ‘ne N} sonludur},

5 (BC):

{4 =(6,) ew(BC): Y IC ! yakmsaknr} (0<p<igin)

ile tanimlanir.

Burada, ¢, =¢,,6,+¢,,8, Ve &.;,¢,, € C olmak iizere Teorem 2.2.15 ii) ve (2.14)
esitligi geregi

sup, {|¢,, :n e Nj =sup, {|¢,8 + ¢8|, 1N e N}
= Supy, {|§n1|e1 +|é/n2|e2 ‘ne N}
=sup{|¢,,]:neN}e +sup{|¢,,[:neNle,

oldugundan

£ =(¢,)els(BC) < sup{|S,|:neN} <o, sup{|,,|:ne N} <o

dur. Yine Teorem 2.2.15 ii), Not 4.1.2 ve Lemma 2.2.25 geregi
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Z|§n|5 = Z|§nlel + §n292|5
n=1

n
0
0

Z |§n1|el+|§n2|ez)p

=1
=1
=1

>

(
nz:(|é/nl|p el +|é/n2|p ez)
=[z|:m|*’jel+[§|:nz|"jez

n=1

oldugundan

£ =(4) el (BC) & Y Jenl” <o Yl <0

dur.

Teorem 4.2.7. 0<p<(Q<oo i¢in I:j (BC)c I(;‘ (BC) kapsamasi gergeklenir.

1< p << igin bu kapsama kesindir.

Ispat: Herhangi bir ¢ =(¢,) el (BC) dizisi alinsin. Bu durumda i|§n|§ serisi
=1

yakinsak olup her n>n, i¢in |g" n|k fl olacak sekilde bir ny(&)eN vardir. Buradan

gq-p
k

0<q-p oldugundan her n=n, igin |§ n| jl yazilir.  Boylece
q-p
k

M =sup, [ G

-

,l} alinirsa; Teorem 2.2.15 iv) geregi

YRS VAN AELD '
olup 15 (BC) <l (BC) kapsamas elde edilir.
Simdi 1< p<q<oo igin kapsamanm kesin oldugu gsterilsin. Bunun igin her
neN i¢in ¢, =jel Jr#e2 genel terimli ¢ =(¢,) dizisi tamimlansim. Bu

durumda Teorem 2.2.15 ii), Not 4.1.2 ve Lemma 2.2.25 geregi
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0 1 0
ve ﬂ>1 icin Z— serisi yakinsak oldugundan Z|§’n|: serisi yakinsak olup
p 1

n=1 n%

¢ =(¢,)els(BC) dir. Diger yandan

o0

;Ial:’ =2

n=1

1y
/> o

)

(5252

ve il serisi 1raksak oldugundan i|§n|5 serisi iraksak olup ¢ =(¢,) ¢ I',j (BC) dir.

o1 N n-1
Sonug olarak 1< p<q <o igin | (BC) < I (BC) kapsamasi kesindir. Boylece ispat

tamamlanir.

Teorem 4.28. 0<p<oo igin IE(IBC)CIOE(IBS(C) kapsamas1 gergeklenir.

1< p < ig¢in bu kapsama kesindir.

Ispat: Herhangi bir £ =(¢,) e I:j (BC) dizisi alinsin. Bu durumda i|§n|5 serisi
n=1

yakinsak olup her n>n; igin |, n|k -+<1 olacak sekilde bir ny(¢)eN vardir. Burada

M =sup, {|§1|k ,|§2|k ..... - ; ,1} alinirsa;

supy {|¢,], :n e Nj<sup, {|§1|k NSal oo

Col 2 =M
olup 15 (BC) <1 (BC) kapsamasi elde edilir.
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Simdi 1< p < oo i¢in kapsamanin kesin oldugu gosterilsin. Bunun i¢in her n € N

—-e, genel terimli ¢ =(¢,) dizisi tanimlansm. Bu durumda

sup; {|¢, ], :neN}supD{ e, :neN}
k

_supm{ e, neN}

1

:sup{7 neN}elJrsup{ 7 neN}

icin &, = % %)

Teorem 2.2.15 ii) ve (2.14) esitligi geregi

BEPO
/o n

|
il isAk

ve S,up{i neN}<oo oldugundan ¢ =(¢,)els(BC) dir. Diger yandan

iy

Z|§ |k _(Z j [i Je ve i% serisi iraksak oldugundan Z|§ i serisi
l

=1 n n=1
iraksak olup ¢ =(¢,)¢l;(BC) dir. Sonug olarak 1< p <o icin I (BC)c I (BC)

kapsamasi kesindir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.2.9. Her neN i¢in 0= g, olmak iizere yakinsak bir Z,un serisi

n=1

verilsin. O halde her s=(s,), t=(t,) e w(BC) igin

dy W(BC) * (BC)XW(BC)_)HD+( )_) D, w(BC) Zﬂn | |

1+|s
ile tanimh d w(zc) Tonksiyonu w(BC) iizerinde bir hiperbolik degerli metrik belirtir

ve dolayisiyla (W(IB%(C) d

' D,w(BC

) bir hiperbolik degerli metrik uzaydir.

Ispat: Bikompleks sayilar kiimesinin ||k normuna gore bir hiperbolik degerli
normlu uzay oldugu biliniyor. Bu bilgi kullanilarak d; w(zcy fonksiyonunun w(BC)

tizerinde hiperbolik degerli metrik aksiyomlarimi sagladigi gosterilsin.  Her
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s=(s,),t=(t,)ew(BC) ve her neN i¢in 0<|s,—t,| ve 0=, oldugundan

ol

d eD" dir. Ayrica her s=(s,), t=(t,) e w(BC) i¢in

D,w(BC)
= |Sn _tn| = |tn _Sn|
Bosgee) (1) = Z;‘ﬂ” 1+]s, —t:| ) Z;‘ﬂ” 1+]t, —s:| = (2)
n=. n= K

olur. Yine Teorem 2.2.15 ii), ix), X) Ve Xi) geregi

s, -t
dD,W(B )( OQZﬂnﬁ:
nlk
 u @ =0,vheN
n 1+|Sn _tn|k
0<ﬂnxV”€NM =0,VheN
1+|Sn _tn|k
|Sn1_tnl| ) |S“2 ”2| e, =0,vneN
l+|Sn1—tn1| 1+|S”2 n2|
|Sn1_tnl| |Sn2 n2| =0,VneN

1+|s; —to] 1+|sn2 t|
&S, =t.,8,=1t,VnheN
& S8 +5S,.,6 =t e +t.e,VnelN
< s, =t,VneN
& s=t

dir. Simdi de her s=(s,), t=(t,), u=(u,)ew(BC) i¢in
dy ey (S:U) =y ac (s.t)+ Ay (mc) (t,u) esitsizliginin  saglandign  gosterilsin.

Lemma 4.1.3 geregi her ne N i¢in

Zﬂm1+| | _ZH:,U ‘(Sm _tm)+(tm_um)‘k

Sp—Uyl, = ‘(s —t )+(tm_um)‘k
n —
|Sm tm|k |tm _um|k
< + 4.1
~E“m[1+|sm_tm|k Lot —u,), “.0)

dir. Ayrica her me N igin
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|S _tm|k |t _um|k

m m m
m = My Hn = My Hy = Hn
1+[sp —tol, 1+[t, — Uy, 1+[s |
ve i 4, serisi yakinsak oldugundan karsilastirma testi geregi
m=1
St &, MomUnl & [Se Ul
Zﬂ”‘ T+[s, —to|. Zﬂ”‘ L+ [t, —u,l’ ;ﬂm 1+]sy — Uy,

serileri de yakinsaktir. Bdylece (4.1) esitsizliginde n-—oc i¢in limit alinirsa

d S,U) <y ne) (Si1) + 0y yae) (LU) elde edilir. Boylece d, . fonksiyonu

D,w(BC) (

w(BC) iizerinde bir hiperbolik degerli metrik ve (W(BC),d bir hiperbolik

m),w(mac))

degerli metrik uzaydir.

Teorem 4.2.10. |:)(IB§(C) kiimesi, w(BC) BC-modiilinin bir BC-

altmodiiliidiir.

Ispat:  1¥(BC)cw(BC) oldugu tammdan agikti. Herhangi iki
s=(s,)=(5u& +5,,8,), t=(t,)=(t..e, +t..e,) €lX (BC) dizisi ve herhangi bir
a eBC-{0} bikompleks sayisi alinsm. Bu durumda Supm{|sn|k:neN} ve

sup,, {|tn|k ‘ne N} sonludur. Boylece Teorem 2.2.15 ix), ii) ve (2.14) esitligi geregi

sup, {[s, +t,], :n e N} =supD{

(Sm€y +508, )+t +1,58, )| e N}

=supy {[S,, + & +[s,, +1,,]e, ;ne N}

=sup{Js,, +t,|:neN}e +sup{s,, +t,,|:neN}e,

5(sup{|snl|:n eN}+sup{|tnl|:neN})el
+(sup{|sn2|:neN}+sup{|tn2|:neN})e2

:(sup{|snl|:neN}el+sup{|sn2|:neN}e2)
+(sup{[t,,|: ne N}e, +sup{ft,,|:ne Nle,)

=sup{Js,,|e, +|s,,|e, :n e N} +sup{lt, e +[t,,|e, :ne N}

=supy {Js,|, :n e N} +sup, {[t,|, :ne N}

ve Teorem 2.2.15 i) ve Teorem 2.3.5 iv) geregi

sup, {|0‘-3n|k ‘ne N} =sup, {|a|k |s,| ine N} =|a], sup, {|sn|k ‘ne N}
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olup s+tel’(BC) ve asel (BC) elde edilir, & =0 ispat agiktir. Bu ise 1¢ (BC)

kiimesinin w(BC) BC —modiiliiniin bir BC —altmodiilii oldugunu gdsterir.
Teorem 4.2.11. Her s=(s,),t=(t,) € ¥ (BC) igin

d 15 (BC)xI (BC) > D", (s,t) > d, , . (5,t) = sup, {Is—t,|, :ne N}

D,I%(BC) *

ile tanimli d | X (5) fonksiyonu I¥ (BC) iizerinde bir hiperbolik degerli metrik belirtir
ve dolayisiyla (l; (BC), dumk ® C)) bir hiperbolik degerli metrik uzaydir. Ustelik
(I; (IBC) : dD,Ii (BC)) bir tam hiperbolik degerli metrik uzaydir.

Ispat: Her s=(s)), t=(t,)el*(BC) ve her neN i¢in 0<|s —t|

oldugundan 0< dm,ﬂ(m) (s,t) ve

dy ey (S:) =SUP, {/s, —t,], :ne N} =supy {|t,—s,|, :neN} =d; e (65)
dir. Yine D — supremum tanimi ve Ornek 2.3.3 i) geregi

dy s (8:1) =0 & sup, {ls,—t,], :neNj=0

< ls, -t =0, vneN

s, =t,vneN

& s=t
olur. Diger yandan her s=(s,), t=(t,), u=(u,)ew(BC) icin Teorem 2.2.15 i) ve
Teorem 2.3.5 ii) geregi

dy e e =sup, {[s, —U,|, :n eN}
(Sn _t - n)

—t,| + |t ~u,| ineNy}

:neN}

lD)

IA

|s

up |
ups {s,
{ —t,|. neN}+supD{|t |:neN}

(S’ ) J1¥(BC) (t,U)
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saglanir. Boylece dm,li(m) fonksiyonu ¥ (BC) iizerinde hiperbolik degerli metrik

bir hiperbolik degerli metrik

aksiyomlarim gercekler, yani (li (IBS(C),lek(BC))

uzaydir.

Simdi I} (BC) BC —modiiliiniin dﬂv.li (B metrigine gére tam oldugu gosterilsin.

)

S, :(s:')neN olmak iizere (s, ) dizisi, IX (BC) BC —modiiliinde dm,uk(m) metrigine

gore herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman herhangi bir 0< ¢ sayist verildiginde
+

her m,r>ny (&) igin d .. (Sy,S ):sup{

m?!*~r

Sn =S,

 ne N}<g olacak sekilde bir
+

N, (&) eN vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir ne N ve her m,r >n, ()

i¢in

Sh =S

e (4.2)

olur. Buradan (Sr:“) dizisinin bikompleks sayilar kiimesinde hiperbolik degerli ||k
normuna gore bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir. BC, ||k normuna gore tam
oldugundan bu dizi bikompleks sayilar kiimesinde hiperbolik degerli ||k normuna gore
bir S: € BC noktasina yakinsar. Bu noktalardan olugan bir S = (S:) = (SI , S; i S,* , )

dizisi tanimlansin. (4.2) esitsizliginde r — oo i¢in limit almirsa; her m>n, (¢) icin

5; =S,

R¢€ (4.3)

elde edilir, Buradan da her m=>n,(¢) i¢in

S1 =S,

dD,.;(M)(Sm7S*)=SUP{ k:neN}gg olur. Bu ise (s,)cI¥(BC) Cauchy

dizisinin s” dizisine yakinsadigini gosterir. Ayrica her m e N i¢in (Sr']“ )n . € 1 (IB(C)

S

oldugundan her ne N ig¢in St olacak sekilde t, D" —{0} vardir. Béylece

m

(4.3) kullanilirsa her n e Nve her m>n, (&) igin

m
n

* * m
S.| =[S, —Sy| +|s

<
K~

<&+t
k k ~ m
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*

olup Teorem 2.2.15 viii) geregi S = (S:) = (SI, Syyenr S ) el (]B(C) dir. Sonug olarak

(I; (IBC) d bir tam hiperbolik degerli metrik uzaydir.

,1¥(BC) )

Sonug 4.2.12. 1 (BC) BC —modiilii; her s=(s,) el (BC) icin

s

o (o) = SUPp {[5,, N e N}

ile taniml ||||]D 1 fonksiyonuna gore bir hiperbolik degerli normlu uzay ve bu norma

5 (BC)

gore Banach uzaydir.

Teorem 4.2.13. 1¥ (BC) hiperbolik degerli normlu uzayz, hiperbolik

'”m,&(m)

degerli normuna goére D—normlu Banach bikompleks BC — modiildiir.
Ispat: 1% (BC) uzay1 bir BC —modiil oldugundan BC bikompleks cebiri i¢in

bikompleks BC —modiil tanimindaki sartlar1 saglayacagi aciktir. Her 1 € BC —{0} ve

s=(s,)el¥(BC) igin Teorem 2.2.15 ii) ve Teorem 2.3.5 iv) geregi

=

b1k (sc) = SUPo {|4s,], :neN}
=supy {|4], |s,|, :ne N}
=14], supy {[s,], :ne N}
=[], ]s)

D,I%(BC)

olur, =0 igin ispat aciktir. Boylece 1¥(BC) hiperbolik degerli normlu uzayr D-
normlu bikompleks BC —modiildiir. Diger yandan If(BC), ||'||11»,|5(ch) hiperbolik
degerli normuna gore bir Banach uzay oldugu i¢in 1¥ (BC) ”'”D,Lt (BC) hiperbolik degerli
normuna gére D—normlu Banach bikompleks BC —modiildiir.

Teorem 4.2.14. 0< p<o igin I§(BC) kiimesi w(BC) BC —modiiliiniin bir

BC — altmodiiliidiir.
Ispat: 15 (BC)<=w(BC) oldugu tammdan agiktir. Simdi 15 (BC) kiimesinin

w(BC) BC-modiiliiniin bir BC —altmodiilii oldugu gostermek igin herhangi iki
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s=(s,), t=(t,)el;(BC) dizisi ve herhangi bir € BC sayis1 alinsin. Bu durumda
i|sn|f ve i|tn|f serileri yakinsaktir.
= o=
Teorem 2.2.15 i) ve viii) ile elde edilen
50 +tul, <150l *[tal, < 25upy {ls,l, [t |
ve
o +tal? 227 (5P {lsul ol ) =27 sums {2t} <27 (507 +1 )

esitsizlikleri geregi yine Teorem 2.2.15 viii) den
Sl <32 () k) =2 s+ Sl

elde edilir. Boylece karsilagtirma testi geregi Z|Sn +tn||f serisi yakinsaktir, yani
n=1

S+te IE(B(C) dir.

Diger yandan a =0 igin aself(BC) oldugu agiktir. Simdi a € BC—{0}

oldugu kabul edilsin. Bu durumda Teorem 2.2.15 ii) geregi
a5l =Sl s kel Sk

olur. Buise as ely(BC) anlamma gelir. Boylece |5 (BC) kiimesinin w(BC) BC -

modiiliiniin bir BC — altmodiilii oldugu elde edilir.

Teorem 4.2.15. Her s=(s,),t =(t,) el (BC) icin

d, 550, 15 (BC)x15 (BC) - D",
Ss,-t,f, 0<p<1
k=1
(st)—> dy (IB(C)(S t)=
- o
(z|sn t|kj 1<p<w
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ile tammli d , (80) fonksiyonu I'; (BC) tizerinde bir hiperbolik degerli metrik belirtir
ve dolayisiyla (I',j(IB%C),d]DIk (M)) bir hiperbolik degerli metrik uzaydir. Ustelik

(I'; (BC),d bir tam hiperbolik degerli metrik uzaydir.

D,lg(m;(c))
Ispat: Ilk  olarak l<p<ow durumunu incelensin. Her

s=(s,), t=(t,)els(BC) ve her neN igin 0<|s,~t,[, oldugundan

k

0= dy ) (s,t) ve

- e 0
dm,|§(B<c)(S’t)=[Z|Sn_tn|5] =(Z|tn_sn||fj =dm,|;(m)(t’s)

n=1 n=1

dir. Yine Ornek 2.3.3 geregi

; v
dDYIE(BC)(s,t):Oc(Z_;bn—tn|Ej -0 35, -t =0

ols, -t =0,vneNe|s, -t | =0,vneN
s, =t,VneNo s=t

olur. Diger yandan her s=(s,),t =(t,),u=(u,)el;(BC) i¢in Lemma 4.1.6 geregi

elde edilir. Boylece dm,ﬁ(maﬁc) fonksiyonu |';(B(C) tizerinde bir hiperbolik degerli

metrik ve (15 (BC),d, , .., | bir hiperbolik degerli metrik uzaydr

Simdi (I:j(IB%(C) d ) hiperbolik degerli metrik uzaymmn tam oldugu

' UDI5(BC)

gosterilsin, Sm:(SrT)nEN olmak iizere (s,) dizisi, I5(BC) BC—modiilinde
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hiperbolik degerli d_ (8) metrigine gore herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman

herhangi bir 0< ¢ saysi verildiginde her m,r >n, (&) igin
+

Sn = Ss

G Y
%,lwsm,sr):[z . ] < (4.4)

n=1
olacak sekilde bir n;(¢)eN vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir ne N ve

her m,r >n,(¢) icin

Sn =Ss

<& olur. Buradan (sy') dizisinin bikompleks sayilar

kiimesinde hiperbolik degerli ||k normuna gore bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir.
BC, ||k normuna gore tam oldugundan bu dizi bikompleks sayilar kiimesinde

hiperbolik degerli ||k normuna gore bir s, € BC noktasina yakinsar. Bu noktalardan

olusan bir S*=(S:)=(SI,SZ,...,S:,...) dizisi tanimlansin. Her neN ve her

n p
m,r>n, (&) icin (4.4) geregi (Z‘S,m -s :j pid oldugundan r —oo igin limit
1=1

n p
50 *|P
alimirsa; her ne N ve her m>n, (&) icin (E ‘sl”‘ - ‘k] <& dur. Burada n —
-1

o Jo
igin limit alinirsa dmlk(m)(sm’s*)z(Z‘slm_SI*‘EJ <& elde edilir. Bu ise

1=1

(s,) <1y (BC) Cauchy dizisinin hiperbolik degerli d_, (s Metrigine gore s dizisine

15 (BC)

yakinsadigini gosterir. Ayrica her me N i¢in (Sr:" )n € IE (IB(C) oldugundan Z‘Slm‘f
1=1

serisi yakinsaktir. Béylece her m>n,(¢) i¢in Teorem 2.2.15 i) ve D —supremum

tanimi1 geregi

s"+(s -5")

p
J
N p

<(2sum {57l s =51,

:2psupm{ g s,*—sl”“:}

k
p
k

*p
sl =
k

p *
< (‘s,’”‘ s s
k ~ k

S

p *
=P (‘s{“‘ +sy =T
k
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olup Teorem 2.2.15 viii) ve karsilastirma testi geregi
§ = (s:) :(sf,s;,...,sl*,...) € |:§ (BC) dir. Sonug olarak (Ig (BC)’dm,ug(m)) bir tam
hiperbolik degerli metrik uzaydir.

Simdi de 0< p <1 durumu ele alsin. Her s=(s,), t=(t,)el;(BC) ve her

neN igin 0<[s,~t,| oldugundan 0<d, . .. (s.t) ve

dm,lg(B )( ) Z| t|k Z|t —S |k - 111) (Brc)(t's)

dir. Yine Ornek 2.3.3 geregi

0

dm),lg(]mc) (S’t) =0< Z|Sn _tn|5 =0

n=1
<ls,—t,|; =0,vneN
< ls,—t,| =0, vneN
s, =t,VneN

< s=t

olur. Diger yandan her s=(s,), t=(t,), u=(u,)els(BC) i¢in Lemma 4.1.7 den

d]D),I';(JBC) (S,'[) - Z|Sn _tn||f

elde edilir. Boylece dmlk(m) fonksiyonu If(BC) tizerinde bir hiperbolik degerli

metrik ve (I’f (BC), dm,lg > C)) bir hiperbolik degerli metrik uzaydir.

Simdi (Ig(BC)’dm; (EC)) hiperbolik degerli metrik uzaymm tam oldugu

gosterilsin. S, :(Sr:n )n . olmak iizere (s,) dizisi, I (BC) BC —modiiliinde
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hiperbolik degerli d metrlgme gore herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman

herhangi bir 0< ¢ saysi verildiginde her m,r >n, (&) igin
+

d]D)I( )(Sm’sr) Z rr]n

n=1

r|P p
ol $€ (4.5)

olacak sekilde bir n;(¢)eN vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir ne N ve

her m,r >n,(¢) icin

' € olur. Buradan (S:‘) dizisinin bikompleks sayilar
%

kiimesinde hiperbolik degerli ||k normuna gore bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir.
BC, ||k normuna gore tam oldugundan bu dizi bikompleks sayilar kiimesinde

hiperbolik degerli ||k normuna gore bir s, € BC noktasina yakinsar. Bu noktalardan

olusan bir S*=(S:)=(SI,S;,...,S:,...) dizisi tanimlansin. Her neN ve her

m,r>n, (&) igi

p g T
y ) < &P oldugundan r — oo igin limit alinirsa;
+

n

. *|P .. .

her neN ve her m>n, (&) igin ) ‘S,m—sI ‘k < &P dur. Burada n—oo icin limit
1=1

) .. * - *|P . .
alimirsa; her m>n, (&) icin dm,|;(m)(sm’s ):Z_l:‘slm_sl ‘k < &P elde edilir. Bu ise

(s,) <15 (BC) Cauchy dizisinin hiperbolik degerli dmIE (8) metrigine gore s~ dizisine

yakinsadigini gosterir. Ayrica her m e N i¢in (S,:" )neN € Ig (BC) oldugundan i‘slm‘:
1=1

serisi yakinsaktir. Boylece her m > n, (&) i¢in Teorem 2.2.151i) ve Lemma 4.1.7 geregi

(SI*_SIm): =

olup karsilastirma testinden S*=(S) (S S ) ¥ (BC) dir. Sonug¢ olarak

s
e =2

p *
‘s,’“‘ +‘Sl -5
k

(I:f, (BC) ,d )) bir tam hiperbolik degerli metrik uzaydir.

DI (BC

Sonug 4.2.16. 0< p <1igin |5 (BC) BC—modiili; her s=(s,)el;(BC) i¢in

I = I

n=1
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ile tamiml1 hiperbolik degerli ||||D i (BC) fonksiyonuna gore bir hiperbolik degerli norm

degildir, hiperbolik degerli p—normdur ve dolayisiyla hiperbolik degerli p—Banach

uzaydir.
Ispat: 0<p<1 olmak iizere her 1eBC—-{0} ve s=(s,)el(BC) icin

Teorem 2.2.15 ii) geregi

||ﬂ“s||m>,|:;(]ﬂa<c) - Zlv’snuJ - Zl|/1|liJ |sn|lf
n= n=.

:|ﬂ“|li) Zl:|sn|f =|,1|E ”S”Mg(mac)
-

# 2, [l

15 (BC)

oldugundan I3 (BC) BC-modiili,

'”]D,I';(]B%C) normuna gore bir hiperbolik degerli

norm degildir, hiperbolik degerli p—normdur. Boylece Teorem 4.2.15 geregi I:j (BC)

hiperbolik degerli p—Banach uzaydir.

Teorem 4.2.17. 0< p<1 igin I5(BC) hiperbolik degerli p-normlu uzayi,

”'”nm;(m) hiperbolik degerli p—normuna gére D—normlu p—Banach bikompleks

BC — modiildiir.
Ispat: 0<p<1 igin I¥(BC) uzayr bir BC-modil oldugundan BC

bikompleks cebiri i¢in bikompleks BC —modiil tanimindaki sartlar1 saglayacagi
agiktir. Ayricaher 2 e BC—{0} ve s=(s,)el}(BC) igin Teorem 2.2.15 ii) geregi

||ﬂ’s”m,|";(mz(c) - Z;V‘thi) - Z;V‘Lf |Sn||i)
n= n=

:MLE) Z|Sn|5 :|/1||? ”S”m),l';(ms(c)

n=1
olur, A =0 igin ispat agiktir. Boylece Ig (BC) hiperbolik degerli p—normlu uzay1
hiperbolik degerli p-normlu bikompleks BC —modiildiir. Diger yandan If(BC),

”'”mg(m) hiperbolik degerli p-normuna gore bir p-—Banach uzay oldugu i¢in

Is (BC), ”'”m,l;(M) hiperbolik degerli p—normuna goére hiperbolik degerli p—normlu

p —Banach bikompleks BC — modiildiir.
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Sonug 4.2.18. 1< p <o igin 15 (BC) BC—modiilii; her s=(s,)el;(BC) igin

n=1

0 VP
”S”m,ﬂg,(m«c) - (Z|Sn|5j

ile taniml ””m i (BC fonksiyonuna gore bir hiperbolik degerli normlu uzay ve hiperbolik
P

)

degerli |, "

J5(zc) DOTMuna gore Banach uzaydir.

Teorem 4.2.19. 1< p <o igin I$(BC) hiperbolik degerli normlu uzay,

'”ma,lg(m)
hiperbolik degerli normuna gére D—normlu Banach bikompleks BC — modiildiir.
Ispat: 1<p<oo igin I§(BC) uzayr bir BC-modil oldugundan BC

bikompleks cebiri i¢cin bikompleks BC —modiil tanimindaki sartlar1 saglayacagi

agiktir. Ayrica her 2 e BC—{0} ve s=(s,)el}(BC) igin Teorem 2.2.15 ii) geregi

o h (e Jo
o= Sl ) =Sl

s
n=1 n=1
0V 0V
(14 S ) =1k (S
- |/At|k ”S“D,lg(m)

olur, 2=0 igin ispat agiktir. Boylece | (BC) hiperbolik degerli normlu uzay1 D—

normlu bikompleks BC —modiildiir. Diger yandan IE(IB%(C), hiperbolik

”'”H}),lg(m)
degerli normuna gore bir Banach uzay oldugu i¢in I; (BC), ||||ID I5(50) hiperbolik degerli
normuna gére D—normlu Banach bikompleks BC — modiildiir.

Bu kesimin devaminda, hiperbolik degerli ||k normu kullanilarak bikompleks

terimli dizilerden olusan c* (]B%(C) ve Cg (BC) kiimeleri tanimlanmis ve tamlik

ozellikleri incelenmistir.

Tanim 4.2.20. Hiperbolik degerli || normu kullanilarak c*(BC) ve ¢; (BC)

kiimeleri;
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¢ (BC):={¢ =(&,) e W(BC): (£, ),||, normuna gére I € BC noktasina yakinsar/,
cs (BC)={¢ =(&,) e w(BC):(<,), |}, normuna gére 0 noktasma yakinsar|

ile tanimlanir.

Teorem 4.2.21. ¢*(BC) ve ¢, (BC) kiimeleri, w(BC) BC —modiiliiniin birer
BC —altmodiiliidiir.

Ispat: c*(BC)c w(BC) ve Cs (BC) cw(BC) oldugu tammdan agiktir. flk
olarak c*(BC) kiimesinin w(BC) BC —modiiliniin bir BC —altmodiilii oldugu
gosterilsin. Herhangi iki s=(s,),t=(t,)ec"(BC) dizisi ve herhangi bir o e BC

say1s1 alinsin. Bu durumda herhangi bir 0< & verildiginde her n>n, (&) oldugunda
+

s —I7] <<
1T
ve her n>n, (&) oldugunda
* g
t —L| <=
k+ 2

olacak sekilde n,(&),n,(¢) dogal sayilari ve I, bikompleks sayilar vardr.

n, (&) =max{n, (£),n, (&)} secilirse; her n>n, (&) i¢in Teorem 2.2.15 i) geregi

£
2

=&

(s, +t,) = (I +1)

s—I*‘ +
n lk

(s, =1 )+(t, —I;)‘k <

yazilir. Buradan Teorem 2.2.15 viii) den (s,+t,) dizisinin hiperbolik degerli |,

* g
t—Iz‘ <=+
K n k+ 2

normuna gore |+, bikompleks sayisina yakinsadigi elde edilir. Bu ise
s+t ec(BC) anlammna gelir.

Diger yandan @ =0 i¢in as=0ec*(BC) oldugu agiktir. Simdi « € BC -{0}
ve a=ae +a,e, oldugu kabul edilsin. &, #0 ve a, =0 ise ““Hi #0 olup |a],
hiperbolik sayisi terslenebilirdir. O halde herhangi bir Of ¢ verildiginde her n>n, (¢)

oldugunda
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&
-~

I*

1
k+| |
k

S

n

olacak sekilde n, (¢) e N vardir. Bu durumda her n>n, (&) igin Teorem 2.2.15 i) ve

V) geregi

‘(asn)—(alf)‘k =‘a(sn _Il*)‘k =

&, <l
“Iod, -

yazilir. Buradan (as,) dizisinin hiperbolik degerli ||k normuna gore «l, bikompleks

sayisina yakinsadigi elde edilir. Bu ise os e c* (BC) anlamina gelir.

Sh = Sméy + 51,8, Ve I} =g, +15,€, olsun. @ #0 ve a, =0 ise |o]| #0 olup
|ev| reel sayisi terslenebilirdir. O halde herhangi bir 0 < &, verildiginde her n>n, (&)

oldugunda

&
<1

*
- |11
|0‘1|

S

nl

olacak sekilde n, (¢) e N vardir. Bu durumda her n>n, (&) igin Teorem 2.2.15 i) ve

v) geregi

‘(alsnl) _(all::l)‘ = ‘al (Snl - I:l)‘ =@

1

* &
S — In‘ < |a1|m =&
1

yazihr.  Bu ise  (as,)=((cu8 + 2,8, )(Su€ +5,08,)) = (S,8)  dizisinin
al; =(ae +a,e )('119 +1,e, ) ayl;,e, sayisina yakinsadig1 anlamina gelir. ¢, =0 ve
a, # 0 durumu da benzer sekilde ispatlanir.
Boylece c*(BC) kiimesi w(BC) BC-modiliiniin bir BC —altmodiiliidiir. Bu
ispatta I, =1, =0 alinirsa; c§ (BC) kiimesinin de w(BC) BC —modiiliiniin bir BC —
altmodiilii oldugu elde edilir.

Teorem 4.2.22. c*(BC) ve ¢, (BC) BC-modiilleri d; i (sc, fonksiyonuna

gore birer tam hiperbolik degerli metrik uzaydar.
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Ispat: sz(sm)nN olmak iizere (S,) dizisi, ¢*(BC) BC-modiilinde

n

herhangi bir Cauchy dizisi olsun. O zaman herhangi bir 0< & sayisi verildiginde her
./.

SR

mr>ny(e) iein o (SnS ) =sups | k:mﬂﬂjg olacak sekilde bir

N, (&) eN vardir. Bu durumda sabitlenmis herhangi bir ne N ve her m,r>n, ()
i¢in

&
k'jg (4.6)

s"—g'

n n

olur. Buradan (S:‘) dizisinin bikompleks sayilar kiimesinde hiperbolik degerli ||k
normuna gére bir Cauchy dizisi oldugu sdylenir. BC, || normuna gore tam
oldugundan bu dizi bikompleks sayilar kiimesinde hiperbolik degerli ||k normuna gore
bir S: € BC noktasina yakinsar. Bu noktalardan olusan bir s = (S:) = (SI , S; ey S:, )

dizisi tanimlansin. (4.6) esitsizliginde r — oo igin limit alimrsa; her m>n, (&) icin

s =S,

<% elde edilir Buradan da  her m> Ny (&) i¢in
3

S1 —S,

dDJ;(B@)(Sm’S*)ZSUp{ k:neN}gg olur. Bu ise (s,)cc*(BC) Cauchy

dizisinin s” dizisine yakinsadigim gosterir. Diger yandan (S”O)nNeCk (BC)

oldugundan hiperbolik degerli ||k normuna gore bir Cauchy dizisidir ve herhangi bir

My — Mo
Sn Sm K

<% olacak sekilde

O<e& sayist verildiginde her n,m>k,(&) igin
h *3

ko (¢) e N vardir. Bu durumda herhangi bir 0< & sayisi verildiginde her n,m >k, (&)
+

icin Teorem 2.2.15 1) geregi

Sy =Sn|, =[5 =S s =Sy s -, |
2[sa =S|, F[se =S| *|Sw —Snl,
E & &
<2442
+3 3 3

olup Teorem 2.2.15 viii) geregi s = (S:) dizisi BC uzayinda bir Cauchy dizisidir.

BC, ||k normuna gore tam oldugundan bu dizi bikompleks sayilar kiimesinde
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hiperbolik degerli ||k normuna gore yakinsaktir, yani S = (S:) eck (IBC) olur. Sonug

olarak (Ck (]BC) ,d bir tam hiperbolik degerli metrik uzaydir.

]D,ug(m%c))
Benzer sekilde c (BC) BC-modiilii de dml; (80) fonksiyonuna gore bir tam
hiperbolik degerli metrik uzaydir.
Sonug 4.2.23. ¢* (BC) Ve cj (BC) BC —modiilleri, hiperbolik degerli [, . s,
normuna gore birer ) —normlu Banach bikompleks BC —modiildiir.

4.3. Hiperbolik Degerli || Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylarmn

Baz1 Topolojik Ozellikleri

Bu kesimde, ilk olarak dizi uzaylari i¢in literatiirde var olan solid uzay, monoton

uzay, BK —uzay ve simetrik uzay kavramlar1 hiperbolik degerli ||k normuna gore

bikompleks dizi uzaylari i¢in yeniden tanimlanmustir.

Tanim 4.3.1. X hiperbolik degerli ||k normuna gore bir bikompleks dizi uzay1

ve

X ={(s,) e W(BC):her ne N igin [s,|, <[t,|, olacak sekilde (t,) e X vardir}

olsun. Eger X c X ise X dizi uzayina D—solid ya da D-normal uzay denir.

Tanim 4.3.2. X hiperbolik degerli ||k normuna gore bir bikompleks dizi uzayz,
A={(s,)ew(BC):s, €{0,1},vne N} ve M,=sp{A} olsun. Eger M X < X ise
X dizi uzayma D—monoton uzay denir.

Tanim 4.3.3. X hiperbolik degerli ||k normuna gore bir bikompleks dizi uzay1
ve [, , normuna gére D normlu Banach bikompleks BC —modiil olsun. Eger [,
normuna gore §(n) - (n—>00) iken her 1eN icin ||k normuna gore é’,(n) -

(n - oo) oluyorsa X dizi uzayma D—normlu BK —uzay denir.
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Tanim 4.3.4. X hiperbolik degerli ||k normuna gore bir bikompleks dizi uzay1

ve m:={f|f:N— N birebir ve érten} olsun. Eger (s,)eX ve oex iken

S, :(sa(n)) e X oluyorsa X dizi uzayma D-simetrik uzay denir.

Bu kesimin devaminda, 1f (BC) ve 0< p<oo icin Iﬁ (BC) bikompleks dizi

uzaylarmin D—solid uzay, D—monoton uzay, D—normlu BK —uzay ve D-simetrik

uzay olup olmadiklar1 incelenmistir.

Teorem 4.3.5. 1 (BC) bir D-solid (normal) uzaydr.

Ispat: Herhangi bir (s,)el! (]ﬁ%@)ahnsm. O halde her neN igin |s | <]t

olacak sekilde (t,) 1 (BC) vardir. Bu durumda sup,, {|t ‘neN } sonlu oldugundan

ol
supy {[s,|, :n e N} sonlu olup (s,) el (BC) elde edilir. Boylece I (faac)c ¥ (BC)

olup I¥(BC) D-solid uzaydur.
Teorem 4.3.6. I% (BC) bir D—monoton uzaydir.

Ispat: Herhangi bir (&,)eM,l¥(BC) alinsin. O halde (¢,)=(s,t,) olacak

sekilde (s,)eM, ve (t,)el(BC) dizleri vardir. Bu durumda supy {|t,|, :neN}
sonludur ve {s,:neN} kiimesi sonlu oldugundan sup,{s,|, :neN} hiperbolik

sayis1 sonludur. Dolayistyla Teorem 2.2.15 ii) ve Teorem 2.3.5 iv) ile elde edilen

sup, {|sntn|k ‘ne N}: sup, {|sn|k It| :ne N}

=sup, {|sn|k ‘ne N}sup]DJ {|tn|k ‘ne N}

esitligi geregi sup; {|s,t,|, :ne N} sonludur. Buise (¢, )€ ls (BC) oldugunu gosterir.
Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.7. 1¥ (BC) bir D—normlu BK —uzaydur.

Ispat: n—>o igin ¢™ — ¢ olacak sekilde herhangi bir ({ (”))eli (BC)

alimsin. Bu durumda herhangi bir Ofg verildiginde her n=n;, i¢in
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J¢"~¢

]D)IK(BC)—<8 olacak sekilde nyeN vardir. Bu durumda herhangi bir Ofg
1 (BC) +

verildiginde her n>n, i¢in sup, {‘g,(“) —g”l‘k 1 eN}jg olur. Buradan herhangi bir
Ofg verildiginde her n>n, ve her | e N i¢in ‘{,(") —g“,‘k < yazilir. Buise her | e N
icin (é’ ,(n)) bikompleks say1 dizisinin ¢, bikompleks sayisina yakinsadigini gosterir.
Boylece koordinat fonksiyonlarinin siirekliligi elde edilir.

Teorem 4.3.8. 1% (BC) bir D-simetrik uzaydr.

Ispat: Herhangi bir (Sn)e 1 (IB%(C) ve o e alinsin. Bu durumda o:N—> N

birebir drten bir ddniisiim oldugundan {‘Sa(n)‘k ‘ne N} = {|Sn|k ‘ne N} dir. Buradan

supy, {‘Sg(n) ne N} = supy, {|sn |k ‘ne N} esitligi yazilir. Dolayisiyla

supy, {|Sn|k ‘ne N} sonlu oldugundan sup, {‘Sa(n)

k:neN} sonludur. O halde

(Sa(n)) el! (BC) dir. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 4.3.9. 0< p <o igin I§(BC) bir D-solid (normal) uzaydr.

Ispat: Herhangi bir (s,)el; (]ﬁ@) alsm. O halde her neN igin |s,|, <[t,|,
olacak sekilde (t,)el;(BC) vardir. Buradan her neN igin |s |’ <|t,|7 yazilr.

Boylece Y_|t,|. serisi yakinsak oldugundan karsilastirma tesi geregi »_|s,|; serisi
=1 n=1

yakinsak olup (s,) <! (BC) elde edilir. Boylece I¥(BC)< I* (BC) olup I*(BC)

D—solid uzaydir.

Teorem 4.3.10. 0< p << igin I (BC) bir D—monoton uzaydir.
Ispat: Herhangi bir (£,)eM,l5(BC) alnsmn. O halde (¢,)=(s,t,) olacak
sekilde (s,)eM, ve (t,)els(BC) dizileri vardir. Bu durumda i|tn|5 serisi
n=1

yakinsak ve {s,:neN} kiimesi sonlu oldugu i¢in sup, {|Sn|k ‘ne N} ve dolayisiyla
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sup,, {|Sn|5 ‘ne N} hiperbolik sayis1 sonludur. Burada Teorem 2.2.15 ii), iv) ve D -

supremum tanimi kullanilirsa

D[t = 2fsil [t
n=1 n=1
< supy {|sn|lf n eN}|tn|E
n=1

=sup, {|sn|f ‘ne N}f]tnu’
n=1

ifadesi geregi i|sntn|f serisi yakinsaktir. Bu ise (¢, )=(s;t,)el5(BC) oldugunu
P
gosterir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 4.3.11. 1< p <oo igin | (BC) bir D—normlu BK —uzaydur.
Ispat: n—>ow igin ¢ — ¢ olacak sekilde herhangi bir (cf(”))elg(]BS(C)
alinsin. Bu durumda herhangi bir Ofs verildiginde her n=n, igin

(m _ . Co
Hé’ 4 HD 2c) <¢ olacak sekilde n, (¢)eN vardir. Bu durumda herhangi bir 0<e

verildiginde her n>n, icin (Z

1=1

(n) P %’ A
¢ —Cl‘k i olur. Buradan herhangi bir Ofg

verildiginde her n>n, ve her | e N icin ‘g“,(n) —g“,‘: fgp ve dolayistyla ‘é’,(") —g”l‘k <&

yazilir. Buise her | € N igin (( |(n)) bikompleks say1 dizisinin &, bikompleks sayisina
yakinsadigini gosterir. Bdylece koordinat fonksiyonlarmin siirekliligi elde edilir.
Teorem 4.3.12. 15 (BC) bir D— simetrik uzaydur.
Ispat: Herhangi bir (s,)el;(BC) ve oex almsin. Bu durumda o:N— N

ine N} = {|Sn|k ‘ne N} ve dolayisiyla

birebir orten bir donilislim oldugundan {‘sa(n)

|

p

) i|5n||f esitligi yazilir.
n=1

S

U(n)::neN}:{|sn|E:neN} dir. Buradan g‘sa(n)
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Dolayisiyla Z|Sn|f serisi yakinsak oldugundan Z
n=1

n=1

p
S"(“)‘k serisi de yakinsaktir. O

halde (sa(r1 )e Is (BC) dir. Bdylece ispat tamamlanr.

)

4.4. Hiperbolik Degerli || Normuna Gére Bikompleks Dizi Uzaylarmm
Baz1 Geometrik Ozellikleri

Bu kesimde, ilk olarak Banach uzaylar i¢in bilinen kesin konveks ve diizgiin
konveks kiime kavramlari, (Kumar and Saini, 2016) ¢alismasinda BC —modiiller igin
tanimlanan BC —konveks kiime tanimina dayanilarak bu boliimiin ikinci kesiminde

kurulan D—normlu Banach bikompleks BC — modiil yapilarina gore genisletilmistir.

Tanim 4.4.1. X bir BC—-modiill ve Bc X olsun. Eger her x,yeB ve
0<A<1olanher 2eD" i¢in Ax+(1-4)yeB ise B kiimesine bir BC —konveks
kiime denir (Kumar and Saini, 2016).

Tanim 4.42. X bir D-normlu Banach bikompleks BC—modiill ve
S, :{XE X ][], :1} olsun. Eger x#y olan her x,yeS, ve 0<A<1 olan her
AeD’ igin H(l—ﬂ)x+/ty”mx —+<1 ise X kiimesine bir BC —kesin konveks kiime
denir.

Tanim 4.4.3. X bir D—normlu Banach bikompleks BC —modiil olsun. Eger

0<£<2 olan her zeD" igin X, « <Ll =1 ve ex[x-y],, oldugunda

Xty

<1-5 olacak sekilde 6(&)e D —{0} hiperbolik sayist varsa X kiimesine

D, X

bir BC — diizgiin konveks kiime denir.

Bu kesimin devaminda, hiperbolik degerli ||.||m)'|k (

(sc) Dormuna gore 1X (BC),

hiperbolik degerli ||.||m|k(

sy hOrMuNa gore I;(BC) D-normlu Banach bikompleks

BC —modiillerinin konvekslik yapilar1 bikompleks anlamda incelenmistir. Boylece

yukarida yapilan tanimlarin anlamli oldugu da elde edilmistir.

Teorem 4.4.4. 0< p<oo igin |5 (BC) ve I (BC) BC - konvekstir.
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Ispat: x,y €l;(BC) ve 0< A <1 olmak iizere 2 D" olsun. O halde »’|x, |’

ve S|y,|} serileri yakisaktir.
o=
Eger 1< p<oo ise Teorem 2.2.15 i) ve ) —supremum tanimi geregi
)p
’
:(Zsupm {|/1xn|k J(1=-2)y, k})p
= 2" sup, {|/1xn|f J1=-2)y,

')
')

=2° (27 [} +