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OZET

Bu ¢aligma dort boliim halinde diizenlenmigtir.

Birinci béliimde lineer diferensiyel operatorler ilé ilgili temel tammlara ve
kuazipolinomlann sifir yerlerinin dagihimina ait bilgilere yer verilmigtir.

Tkinci bolimde bilinen metodlarla ikinci mertebeden parametreye bagl lineer
diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin parametreye gore asimptotigi incelenmistir.

Uglincii ve dordiincii bolim galigmamizin orijinal kismim olugturmaktadir. Bu
bolimlerde yiiksek mertebeden tirevinin katsayisi kompleks degerli, parcali-sabit
fonksiyon olan parametreye bagh ikinci mertebeden diferensiyel denklem igin bir
kag farkli 6zelligi bulunan fonksiyonel gok noktali sinir deger probleminin spektrumu
aragtirilmugtir.

Ugiincii boliimde 6nce kompleks diizlem dort tane seﬁére boliinmistir. Bu
sektorlerin her birinde diferensiyél denklemin ¢6ziimlerinin asimptotigi bulunmustur.
Daha sonra bu sektorlerin her biri iki sektére boliinerek elde edilen sekiz sektoriin her
birinde smur sartlarinda bulunan lineer fonksiyonellerin ve siir deger ifadelerinin
asimptotigi elde edilmigtir. Bu asimptotik formiillerden faydalanarak karakteristik
determinant asimptotik kuazipolinom geklinde ifade edilip 6zdegerler 1k1 dizi seklinde
diizenlenmis ve asimptotik formiiller bulunmustur.

Dérdiincti bolumde yiksek mertebeden tirevin katsayisimn aldigi deBerlerin
arglimentlerinin esit oldugu durum incelenmigtir. Bu halde kompleks diizlem iki yari-
dizleme bolinmis ve bﬁ yari-diizlemlerin her birinde Ggiinci bolimde oldugu gibi
~ karakteristik determinant kuazipolinom seklinde ifade edilmis ve bir dizi seklinde

diizenlenerek 6zdegerlerin asimptotigi bulunmustur.



SUMMARY

This study has been desinged in four parts.
In the first section it has been mentioned about the basic definitions of linear
differential operators and knowledge about the dispersion of quasi-polinoms on zero

places.

In the second section asymptotic according to the parameter of the solutions of
linear differential equation with respect to with the second order parameter with known

methods has been examined.

The third and the fourth sections have been formed the original sides of our study.
In these sections spectrum of functional poly-pointed boundary value problem which -
has some different properties for differential equation from second order connected
with the parameter whose coefficient of derivation from higher order is a complex

variable partial constant has been investigated.

In the third section, the complex plain has been divided into four sectors and in
each of these factors, the asymptotic of the solutions of the diferential equation has
been found. Dividing the each sector into two then eight sectors have been obtained. In
each of these eight obtained sectors, the asymptdtic of linear functional at boundary

conditions has been found.
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Using these asymptotic formulas, characteristic determinant has been written as
asymptotic quasi-polinom . Writing the eigenvalue in two sequences, the asymptotic

formulas have been found.

In the fourth section, the case of the argument of values of the coefficiency of the
derivation in higher-order has been examined. In such a case the complex plain has been
divided into two half-plains. As it is mentioned in the third section that in each of these
two half-plains, characteristic determinant has been stated -as quasi-polinom. Arranging

these quasi-polinom as a sequence, the asymptotic of eigenvalue has been obtained.
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GIRiS

Uygulamali Matematigin birgok énemli problemlerinde, simr sa}'tlannda sadece
koordinat degiskenine gére degil hem de zamana goére kismi tiirev bulunmaktadir. Bu
halde uygun spectral problemde 6zdeger parametresi sadece adi diferensiyel denklemde
degil, aynt zamanda sinir sartlarinda da meydana ¢ikiyor. Bu tipten birkag problem ilk
defa S. L. Sobolev’in (S. L. Soboley., Journal Prikladnoy Mekaniki I tekhnigeskoy
Fiziki, 1960, No:3, Sayfa 20-55) caligmasinda ele alinmistir. Son zamanlarda ise bu
tipten problemler C. T. Fulton’un, A. Schneider’in, J. Walter’in, S. Ya. Yakupob’un,
M. L. Rasulov’un, A A. Shkalikov’un vs. galigmalarinda incelenmistir.

Bu problemlerin esas 6zelligi, onlarin iyi bildigimiz fonksiyonel uzaylarda lineer
diferensiyel operator seklinde temsil edilememesidir. ’

Bizim galigmamizda da 6zdeZer parametresi hem diferensiyel denklemde hem de
sinir sartlarinda bulunmaktadir. Bununla birlikte, calismamizda ele aldigimiz problemin
birkag ayirici 6zelligi daha bulunmaktadir. Bunlardan birincisi; stnir sartlarinda soyut
lineer fonksiyoneller bulundugu i¢in aragtirdigimiz problem tamamen diferensiyel olan
sinir deger problemi degildir. Ikincisi; sinr sartlari aranan fonksiyonunun sadece sinir
noktalarindaki degerlerini degil aymt zamanda sonlu sayida i¢ noktadaki degerlerini de
igermektedir. Bu nedenlerden dolay: ele aldigimz siir sartlarmi  fonksiyonel ¢ok-
noktali siir sartlan diye adlandinyoruz. Ucﬁncﬁ farkhh Ozellik ise diferensi)}el
denklemde yitksek mertebeden tiirevin katsayisinin bir noktada siireksiz olmasi ve bu
sireksizlik noktasinda dogal siir sartlarina ilave olarak “gecis” sartlan dedigimiz ,

sartlarin verilmesidir.
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BOLUM 1
TEMEL TANIMLAR VE YARDIMCI TEOREMLER

Bu bolimde galismamizda kullanacagimiz temel tanimlar: ve yardimer énermeleri

vereeegiz,
L.1. Lineer Operatorler

Tanmun 1.1. £ ve F aym bir K-reel veya kompleks sayilar cismi iizerinde tanimls
iki lineer uzay olsun. DcE herhangi bir altciimle olmak iizere VxeD elemanma bir
yeF elemam kargihk getirilmigse bu doniigiime tamm bolgesi DcE olan E den F ye
doniigiim yapan operator denir. Eger bu operatorii A ile gosterirsek [ ciimlesine A
operatdriiniin tamim bolgesi denir ve D(A) ile gosterilir. i?’x e‘D(A) icin y=Ax seklinde
olan F nin biitiin y elemanlarmin ciimlesine A operatdriiniin degerler bé'léesi denir ve
R(A) ile gosterilir.

Egcr D(A) lincer altuzay isc ve Vi, x>eD(A), Va,, areK skalarlan igin

Alaxt+apx;)=ay Ax+ aAx;
esitligi saglantyorsa A operatériine lineer operatdr denir.

F=K reel veya kompleks sayilar uzayi oldugu durumda lineer operatore lineer
fonksiyonel denir.

Tanmm 1.1.2: E ve F lineer normlu uzaylar

A:D(A)cE—F

lineer bir operator ve xoe D(A) olsun. Ve>0 sayisina kargilik

[IX-x0][1:<8 oldugunda ||Ax-Ax||s<e

olacak sekilde bir 8>0 saysi varsa A operatériine xo noktasinda siireklidir denir.



Eger D(A)-IE ve A operatorii VxocD(A)E noktasmda siirckli olursa A

operatoriine E den F ye siireklidir denir.[1]

I.2.Sobolev Uzaylan

Herhangi bir sonlu [a,b] aralifinda Lebesgue anlamunda olgilebilir ve mutlak
degeri Lebesgue anlaminda integrallenebilir biitin fonksiyonlar uzayr L; [a,b] il.e
gosterilir. 1<q<cc olmak iizere [f(x)|*eLi[a,b] sartini saglayan biitiin f(x) fonksiyonlar

uzay! isc Ly[a,b] ilc gosterilir. Bu uzaydaki norm

b
||f||Lq[a,b]= (f|f(x)[“ dx)”q

sekliide tammlidir. k herhangi bir dogal say1 olmak iizere (k-1)-inci mertebeye kadar
siirekli tiirevleri bulunan, f*? tiirevi mutlak sirekli, {cL,[a,b] seklinde olan biitiin

Y

fonksiyonlar uzayma Sobolev uzayr denir ve Wq" (a,b) ile gostenlir. Sobolev

uzaylarindaki fonksiyonlarin normu
k
”'f“W,ﬂu.h] =”.f”1,,,[u,h] +”.f '“[,,l[(l.b] +... '+”f( )”L,,[a,h]

formiilii ile veya bu norma denk olan herhangi normla verilir. [4]

-

1.3. Lineer Diferansiyel Operatorlerin Ozdegerleri

Tamm L3.1: Sonlu bir [a,b] arahginda pe(x)20 ve po(x), Pi(X),...,Pa(X)
fonksiyonlar stirekli olmak tizere

Ky)= po(®)y™+ pi(x)y™ ™ +..+ pa(X)y . (13.1)

ifadesine lineer diferensiyel ifade ad1 verilir.



Tamum L3.2; Bir y fonksiyonunun [a,b] araliginin x=a ve x= b sir noktalarinda,
fonksiyonunun kéndisinin ve tiirevlerinin aldig: degerleri
y(a), ¥'(@), y'(a),..., """ (a)
ve
y(b), y'(0), y'(b),.... ¥ ()
seklinde gosterirsek o; ve B; (i=1,2,...,(n-1)) herhangi keyfi sabitler olmak iizere bu
degiskenlerin lineer birlegimi olan
L(y)=ctoy(a)+ouy'(a)+...+0m1 Y (a) +Boy(®)+B1y’ (0)+.. By " (@)  (13.2)
ifadesine simir-deger ifadesi denir. Ayrica;
L(y)=c, ceC (1.3.3)
-seklinde tanimlanan esitlige sinir sarti ad verilir.
Eger (1.3.3) sir sarti
L(y)=0 ‘ (1.3.4)
olarak tamimlanmigsa bu sinir gartina homojen sinir gart1 denir.
Tamm 3.3: /y), (1.3.1) esitligindeki lineer diferensiyel ifade ve Li(y), k=1,2,...m,
(1.3.2) seklinde tanimlanmig smir-deger ifadeleri olmak iizere
{ 1y)=po(x)y ™ +p1(x)y™™ +...+ pu(x)y=0 (13.6)

Li(y)=0, k=1,2,..,m : (1.3.6)

problemine homojen siur deger problemi denir.



Tanmm L.3.4: Tanum bolgesi g21 olmak iizere ve

DA)={ y €W [a,b] | Lx(y)=0, k = 1,m }cly[a,b], degerler bolgesi Lyfa,b] olan ve

Ly=po(x)y™+pi1(x)y™ " +...+pu(x)y

seklinde tammlanan

L: Ly[a,b]>L[a,b]
operatoriine Lg[a,b] uzayinda /y) diferensiyel ifadesinin ve (1.3.6) simr sartlarinin
iirettigi lineer diferensiyel operator adi verilir. Bu halde (1.3.5)-(1.3.6) smur deger
problemi

Ly=0 13.7)
operator denklemi seklinde yazlabilir. y=0 fonksiyonu daima (I.3.7) lineer diferensiyel
operatoruniin agikar ¢ozimudir.

Ly=po(x)y " +p1(x)y" " +...+pa(y)=0
diferensiyel denkleminin, n- tane '

yi(x) . yaX) ..., yuo(X)
lincer*bagimsiz ¢oézimii verildiginde, ¢i,ca,...,cq ler herhangi keyfi sabitler olmak lizerc
genel ¢oziimiinin

y(x)=C1y1(X)t cay2(X)t...+ Coyu(X) ‘ (1.3.8)
ol-dugunu lineer diferensiyel denklemler teorisinden biliyoruz.

Bu genel ¢6ziimii (1.3.6) siur gartlarinda yerine yazarsak c,cz,...c, degigkenlerine

gore



ol +e, L)+ +¢,1,(y,) =0
el,(y)+e,L,(y,)+..+¢,[,(¥,) =0

.................................................

cm[’m(yl) + c2 Lnt(yz)+"'+cml‘m(ym) =0

lincer denklemin sistemini clde ederiz. Bu sistemin ¢y,cy,....c, degigskenlerine gore

katsayilar matrisini A ile gosterelim

L) LG2) - L)
o [0 - L6

.......................................

Lm(y])Lm(YZ) Lm(Ym)

Bu matrisin rankimi r ile gdsterirsek r<min{m,n} olacag asikardir. Buna gore lineer
denklem sistemlerinin ¢oziimleri igin asagidaki sonuglan yazabiliriz.
Sonug 1.3.1: |
i) (1.3.5)-(1.3.6) homogen sinir deger probleminin (veya Ly=0 linccr
diferénsiyel operatdriniin) asikar olmayan ¢ozimiiniin bulunabilmesi igin gerek vé
yeter sart r<n olmasidir.
ii) m<n ise (I.3.5)-(1.3.6) homogen smnr deger probleminin (veya Ly=0 lineer
diferensiyel operatoriniin) daima agikar olmayan ¢oztimleri vardr.
iif) m=n ise (1.3.5)-(1.3.6) homogen sinir deger probleminin (veya Ly=0 lineer
diferensiyel operatoriiniin) asikar olmayan ¢oziimiiniin bulunmast i¢in gerek ve yeter
sart detA=0 olmasidur.
Tammm 1.3.5: L Diferensiyel operatoérii ve A kompleks sayisi verilmig olsun.
Eger Ly=Ay denkleminin hig olmazsa bir tanc y(x) #0, y(x)eD(L) ¢6zimi bulunursa

A sayisina L operatdriiniin 6zdegeri denir.



Tanim 1.3.4. geregince, A kompleks sayisimin L diferensiyel operatériin 6zdegeri

olmast i¢in gerek ve yeter sart

Iy)= Ly (1.3.9)
denkleminin
Li(y)=0, L(y)~0.,...,.Lu(y)=0 (1.3.10)

sinr gartlarim saglayan en az bir tane agikar olmayan ¢oziimiiniin bulunmasidir.

yi(%,A), y2(%,A),..., ¥a(X,A), 1.3.11)
fonksiyonlari (1.3.9) denkleminin n-tane lineer bagimsiz ¢6ziimleri olmak {izere, li.;leer
diferensiyel denklemlerin genel teorisinden biliy;oruz ki x degiskeninin her bir
degerinde (1.3.1 1) fonksiyonlari A parametresinin tam analitik fonsiyonlar olaqak]ar--
dir [7].

O halde sonug (1.3.1) geregi A sayisinin 6zdeger olmast igin gerek ve yeter sart

L) Lp(xd) ... Li(,(x4))

AQA) = Lz(yl(x’ﬂ')) L,(y,(x,2)) ... L,(y,(x,1))

L, (x4) L,0,xA4) .. L,0,(x4)
matrisinin r(A) rankinin n den kiigiik olmasidir. m=n olmast durumunda ise A saylsmlh
dzdeger olmas! igin gerek ve yeter sart |
detA(A)=0 ‘ (1.3.12)
olmasidir. Bu denkleme L operatériinii karakteristik denklemi denir. Vi(x,A),
i=1,2,...,n fonksiyonlari x degiskeninin her bir degirinde tam analitik foksiyonlar

oldugu i¢in A(A) matrisinin her bir elemam tam analitik fonksiyondur. Kompleks

6



analizlerden biliyoruz ki, tam analitik fonksiyonun en fazla sayilabilir sayida glﬁr yeri
bulunur ve sifir yerlerinin hig bir sonlu yigilma noktas: olamaz*' [10].
Buna gore (I.3.1) denklemini de dikkate alirsak agagidaki Onermeyi elde ederiz.
(")n.crme 1.3.1: Her bir lineer diferensiyel opcratér igin asagidaki iki siktan ancak
ve ancak biri miimkiindiir.
1) Her bir kompleks A sayist L lineer diferensiyel operatdriiniin 6zdegeridir.
2) L lineer diferensiyel operatoriiniin 6zdegerleri.en fazla sayilabilir sayidadir

ve Ozdegerlerinin hig bir sonlu yi8ilma noktasi olamaz. [6]

L4. Asimptotik Olarak Kuazipolinom Seklinde ifade Edilebilen Analitik
Fonksiyonlarin Sifir Yerlerinin Geo.metrik‘Dagxllml
Diferensiyel ve diferensiyel-fark denklemlerinin incelenmesinde ve ozellikle
¢ozumlerin istel fonksiyonlar seklindeki agilimlan arastirilirken bu denklemlerin
karakteristik fonksiyonlarinin  sifir  yerlerinin daglilml hakkindaki bilgilerden
faydalanidigin biliyoruz.
Bu karakteristik fonksiyonlar genel olarak

n

fx) =Y (MA+N)e" (L4.1)

1=0

seklinde elde edilir. Bu sekildeki tam fonksiyonlara eksponensiyel polinomlar veya

kuazipolinomlar denir. Kuazipolinomlarin sifir yerlerinin dagilimindan teorik ve

uygulamali matematigin bir ¢ok alanlarinda sik sik faydalanilmaktadir.



(1.4.1) seklindeki kuazipolinomun sifir yerlerinin dagilimim incelemek igin analitik
fonksiyonlann sifir yerleri hakkinda iyi bilinen Argtiment Prensibi ve Rouche teoremini
uygulayacagiz [10].

Teorem L4.1

Basit ve kapali olan C egrisinin i¢inde moremorf, iizerinde ise analitik olan f(z)

.....

silir noktalarinin sayst ile kutup noktalarinin sayist arasindaki fark, z degiskeni C

egrisi izerinde pozitif yonde bir kez tam devir ettiginde sﬁreKli olarak degisen Argf(z)
. e .. 1 e
fonksiyonunun degisiminin py ile garpimina egittir.

Ozel olarak Eger f(z) fonksiyonu basit, kapali C egrisinin iginde ve {izerinde

analitik ise f(z) fonksiyonunun C egrisi icindeki sifir yer]erinin sayist
1 r . .
EVgr Arg(f(2)) degerine esit olacaktir.

Simdi Argiiment Prensibinin bir ¢ok agidan faydah olan geometrik yorumunu

verelim.

Z degiskeni, C egrisi tizerinde pozitif yénde bir kez tam devir ettiginde o="f(z)
noktasinda bir C' efrisini ¢izer. ® noktasin koordinat baglangici etrafindaki tam
devirlerinin sayisiu v ile gosterirsek, pozitif yondeki bir tam devir sayist +1, negatif
yondeki bir tam devir sayisi -1 olarak kabul edilmek tizere

Vgr Arg(f(2)) =2nv

olacagindan (1.4.9) formiili



esitligi ile yazilabilir. Buna gore kapali, basit C egrisi iginde sonlu sayida kutup
noktalan harig, bu egrinin iginde ve iizerinde analitik ve C iizerinde sifirdan farkh f(z)
fonksiyonunun sifir noktast ve kutup noktalan sayilan arasindaki fark, z degiskeni C
efrisi Gzerinde pozitif yonde bir tam devir ettifinde m=f(z) noktasinin koordinat
baglangici etrafinda yaptigi tam devirlerin sayisina esittir. .

Ozel olarak, eger f(z) fonksiyonu C basit kapali erisinin iginde ve iizerinde
analitik, egri iizerinde sifirdan farkli ise f(z) fonksiyonunun C egrisi igindeki sifir
yerlerinin sayisi, z noktasi C (zerinde bir tam devir ettifinde w=f(z) noktasinin
koordinat baglangici etrafinda yaptig1 tam devirlerin sayisina e:sittir.

Argiiment Prensibinin 6nemli bir sonucu olarak elde edilen ve ileride
uygulayacagimiz Rouche teoremini verilim.

Sonug¢ 1.4.2

f(z) ve @(z) herhangi basit kapal bir C egrisinin {izerinde strekli, .iginde analitik
fonksiyonlar olmak Gizere bu egri {izerinde

lo(@)I<If(z)]
tir [10].

LS. Sifir Yerlerinin §-Komgulugunun Disinda Parametreye Bagh Analitik

Fonksiyonlarin Modiiliinﬁn‘ Deﬁerlendirilr;lesi
Yardimcr Onerme 1.5. R={x=(x;,Xs,...,X,) | aisx;<b;} ciimlesi n-boyuflu herhangi
bir dikdortgen ve S ise C kompleks diizleminin herhangi bir bolgesi olsun. F(zx)

fonksiyonu her iki degiskene gore siirekli olan ve VxeR igin z degiskenine gore S

9



bolgesinde analitik bir fonksiyon olmak iizere VxeR igin F(zx) fonksiyonunun S
bolgesi igindeki sifir yerlerinin sayisi N sabit sayisindan kiigiik olsun.
Eger VxeR igin z nin F(z,x) fonksiyonunun sifir yerinden uzaklig1 yeteri kadar
kiigtik 8>0 sayisindan kiigiik degilse bu durumda .
[F(z,x)| =ks
esitsizligini saglayan ve sadece 3 sayisina bagl olan ks>0 sayist bulunur.
ispat: VxeR noktast igin merkezleri F(z,x) fonksiyonunun sifir yerlerinde,
yarnigaplarn yeteri kadar kiigiik 5>0 olan yuvarlan S bélgesinden attlktgn sonra geride
kalan kismmu S; ile gosterelim. F(z,x) fonksiyonunun sifir yerlerinin sayist siurlt
oldugu i¢in Ss bdlgesi VxeR igin kapalt olacaktir. Sabit tutulan VxeR igin dyle bir
Cs>0 sayis1 bulunur ki Vze S igin
[F(z,x)| = Cs
csitsizligi saglanir ve bazi ze S5 elemanlari igin son egitsizlik esitlige donusiir. Boylece
C; = min|F(z,)
seklinde bir Cs(x) fonksiyonu tammlanabilir. Cs(x) fonksiyonu R de siirekli
olacagindan bu fonksiyop R de en kiigiik degerini alir. Yani 8yle bir xoeR elemani

vardir ki

l?sls? Cs(x) =Cs(x,) = k;

yazilabilir. Demek ki Ix,€R ve zpeS; bulunur ki
F(z0,%0)|=ks

olacagindan k;>0 sonucu elde edilir.
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L.6. Kuazipolinomlarin Stfir Yerleri
1.6.1. Reel Degiskenli Kuazipolinomlarm Sifir Yerleri
Yardimci 6nerme L6.1:

M; ve k; reel sabitler olmak iizere
¢('x,) = Mie/«'l.\'
2

fonksiyonunun o-1 den fazla koékii bulunamaz.
ispat: Bu ispati timevanm yontemi ile yapalim.
o=1 oldugunda 6nermenin dogrulugu agiktir.

o-1 igin dogru oldugunu kabul edelim.

~kyx

¢(x) ve ¢(x)= e @(x) polinomlarimin aym sayida reel koklerinin bulundugu

agiktir. Kabuliimiz geregince
$'(x) = A, (ky =k %4 4+ 4 (k, k)b *
polinomunun reel koklerinin sayisi -2 den biiyilk olamaz Buna gore de ¢(x)

polinomunun (veya ¢(x) in) o-1 den fazla kokii olamaz.

I.6.2.Kpmpleks Degiskenli Asimptotik Kuazipolinomlarm Sifir Yerleri
Bundan sonra, kompleks diizlemin sinirsiz D bolgesinde tammlanmis ve p—>o0
oldugunda f(p)—0 sartim saglayan her f{p) fonksiyonu ve VMeC kompléks sayisi igin
[M]=M+f(p) , p>x , peD
gosterimini kullanacagz.

Eger H(z) fonksiyonu z=0 ve z=co noktalar hari¢ her yerde analitik ve z-

11



kompleks diizleminin sanal ekseninin pozitif kismin igeren R bolgesinde bu fonksiyon

H(2) =[M,]e™ +[M,]e™ +..+[M_ ™" d6.1)
seklinde asimptotik olarak temsil edilebilirse H(z) fonksiyonuna asimptotik
Kuazipolinom diyecegiz.

Burada M;#0, Mo#0 , m;<m,<...<m, dir.

S.imdi asimptotik Kuazipolinomlarin koklerinin asimptotigi ile ilgili asagxdakf
teoremi verelim.

Teorem 1.6.2:

1) H(z) =[M,]e™ +..+[M_Je™* =0 (1.6.2)
denkleminin R bélgesinde sonsuz sayida

Zx  (Jzilglzl>...) kokleri bulunur ve bu kokler sanal ekseninin pozitif kismum
igeren eni sonlu bir h sayst kadar olan D(h) seridinde yérles‘irl_er ve bu kokler i¢in

2
m, —my

Zul= 2 (14 0() 163)

asimptotik formiili gegerlidir.

h ]
2) IxISE, YiSysy,  (z=xHy)

esitsizlikleri ile tanilanan her (ITi) dikdértgenin de icerdigi koklerin, N sayist igin

yeteri kadar bayik yy, y, sayilarina gore

1 1 ,
27 Mo =M )Y, =$) =0 s N so—(m, —m)(y, = y,) +0 (L6.4)
esitsizligi saglanir.

3) Eger (D) seridinden, merkezleri z, noktalarinda, yarigaplan yeteri kadar

12



kiigiik ve 8>0 olan yuvarlari atarsak geride kalan (( Dy(S)) ciimlesinde
IH(z)| =ks

esitsizligini saglayan ve sadece 8 ya bagl olan ks say1st bulunur.
Ispat: Bu teoremi énce daha basit olan
F(z)=Mpe™ +. . +M_e™ =0

denklemi i¢in ispat edelim M0 ve M0 oldugu igin F(z) fonksiyonu

o-1 ’
Me™* (14— M, exp[(m, —m,)z]) Rez=0
F(z) - e
M m,zl - M F— R O
| Mg > Moeplon -m)z)  Rezs
seklinde yazalim.

(L6.5)

(1.6.6)

(1.6.7)

h
Bu ifadeden agik bir gekilde goriiliiyor ki 6yle bir h>0 sayis: bulabiliriz ki |x|= 5

oldugunda F(z) #0 olur. Buna gore (1.6.6) denkleminin biitiin kékleri eni h olan

(Dy): |Rez|s§

Simdi kolayca ispat edebiliriz ki her bir
h .
(I1n): |X|S5, YISYysy2

dikdértgeninde (1.6.6) denkleminin koklerinin N say1s1

°

1 1
o, =m )y =3) =0 < N s —(m, =m)(y, - 3) 40

esitsizligini saglar. Gergekten
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F(2)={z]e®=X(x,y)HY(x.y) , Th=(T1,), (A(TT,), TT, nin simi)
g keyfi sabiti igin g>h olacak sekilde ve 0=argF(z) olmak {izere Teorem 1.4.1

geregince

£@
2711 f I( ")

h

oldugunu biliyoruz.

: , dF
F@ =lzle’® . dF(z) -lzfie®d0, = ((ZZ)) - id®
seklinde yazarsak
X(xay) = Cos® <. (xay)
Y(x,3) = Sin® } RS (7
olacagindan
1 I'(2) 1 dl'(2) 1 . ]
N=— - =— [id®@=— (dO -
o d Fo %20 ] Fz) "2 '@ =5, [4
h Hh nlx ng
L arctan( (16.8)
= Z”H (arctan(—) . .6.

esitligi elde edilir. (1.6.7) ifadesi gosteriyor ki (1.6.8) integralinin IT, dikdértgeninin

dugey tarafina uygun gelen kismi,
1
on Mem)zyre, (505 g—w)

ifadesine egittir. Diger taraftan (1.6.8) formiiliinden goriildiigii gibi bu integralinin IT,

i—1,2

diktortgeninin  herbir yatay tarafina uygun gelen kismu Xxy)=0 (y=vyi .
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w+1

oldugunda) denkleminin reel koklerinin sayist @ olmak iizere den daha biyiik

degildir.
Agikca gorililyor ki; X, Tlg-nin herbir yatay tarafi igin, sadece x degigkeninin

fonksiyonu olacaktr (X=X(x;,y;)). Bu nedenle bu denklem

p(x) = 2 M =0 (1.6.9)

seklinde olacaktir. Burada M; ve k; reel sabit sayilardir. Yardimec: Onerme (1.6.1)

geregince (1.6.9) denkleminin -1 den fazla koki bulunamaz. (1.6.8) esitliginden

1 1
-2;(171” -, )y, _yl)"'gg _O'SNSE['(’",; —n, Xy, _y]).;.{;‘x to

elde edilir N sayis1 g ye bagh olmadigindan bu egsitsizlikten ikinci hilkkmiin her keyfi

?

y1, ¥2 ve F(z) polinomu i¢in dogru oldugu elde edilir. z noktast
h
(TTy): 'XISE , 2In<y<2(H+1) w (=12,..)

seklinde olan dikdortgeni taradigt zaman
F(z)=M,e™ +.+M_e"" =0

polinomunun degerleri
h
IRC§|S‘2‘ , 0<Im&<2rm

seklinde olan dirdértgendeki herhangi eksponensiyel polinomun degerleri ile gak;sir.
Gergekten efer ; sayist ml sayismin tam degeri ise bu durumda
- zelT igin

E=x+in, 0<n<2n (&,=Z-27Cli)

15



olmak tizere

F(Z) = ZMjemjz B 2eljiMjemJ¢ = G(é’tl’tzr”’tn)
J= J

elde edilir. Burada t;€(0,21) parametreleri / ye baghdir. O halde Yardimci dnerme
(L.V) geregince eger (Dy) seridinden merkezleri (1.6.6) denkleminin kokleri olan (yani
F(z)':O fonksiyonunun stfirlart olan) yarigaplan isc yeteri kadar kiigiik 8>0 olan
yuvarlar: atarsak geride kalan kisimda

[F(z)| >N (1.6.10)
esitsizligi saglanacaktir. Burada Nz>0 sabiti sadece 8 ya baghdir. Boylece basit hale
getirilmi F(z) polinomu igin ispat tamamlanmis oldu.

Simdi bu 1spati (1.6.2) denklemi igin yapalim. F(z) fonksiyonunun
, . .
IXISE’ 2nl<y<2(l+1) m (=1,2,...) diktdrtgeninin sinirinda sifirdan farkh olduguna

dikkat edelim. Ayrica

, . v(z .
H(z) = 1(=)(1+ 'l/é")) = [1°(=)]
dir. Burada Wiz) F(z) fonksiyonu z#0, z#w noktalan igin analitiktir ve yeteri kadar

bitytik h ve yi, y, degerleri igin ITj- sinirinda

e

esitsizligi saglar. Buna gore Rouche teoremi geregince ITj, dikdortgenin iginde ((ITy)
dikdortgeni z=0 noktasint igermiyor) H(z) ve F(z) fonksiyonlarimin sifir yerlerinin

sayist esittir. Bu da teoremin ikinci hitkmiiniin, dogru oldugunu gosterir.
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Ugiincii hitkmii ispatlamak igin (1.6.10) esitsizliginden ve

e =Fe 1+¥2)

yA
ifadesinden faydalanacagiz. Burada y(z) fonksiyonu (D) seridinde simirhdir ve z=0 ve
z-+oo noktalar1 hari¢ analitiktir.
Gergekten (D;”) bolgesinin D smrh kismi igin H(z) D, da analitik
oldugundan dolay1 6yle K5 >0 sayisi bulunur ki

\H(z)| 2K
esitsi2ligi saglanir. (DS - D) bolgesinde ise (L.6.10) esitsizligi geregince

1@ -F N+ Y2 k,0- Y 2 k,0-5) . K

elde edilir.

Simdi ise |F”| ler igin asimptotik ifadeler bulmak igin H(z) fonksiyonunun biitiin
z;-sifir yerleri igin merkezleri bu noktalarda yarlcéplarl 6>0 olan O; gemberlerini ele
alalim. ' .

Alt tabanlan

Imz=y,
dogru pargalarindan, tist tabanlari ise

Imz=y,
dogru pargalarindan olusan Oj ¢emberleri ile kesismeyene (I1$”) dikdortgenlerini

g6zonine alalim. (1.6.4) esitsizligi geregince boyle dogrular bulunur.
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Bu durumda
l.yu _yn+l‘s [’7 ]i'my" =+
olacak gekilde L sabiti bulunur.
N. ile 1(z) fonksiyonunun (11"} igerisindcki sifir yerlerinin sayisin gosterclim.

Teoremin ikinci hitkkmii geregince

1 : 1
-2_71_.(’"(; _”1|)(yu —-yl)—(r = Nn S;(”IO‘ _,"I)(yu —-yl)+o-

esitsizligi dogrudur. Bu esitsizlikten
1 .
Nu =_2';(Iﬂo. —’711 )(yu _y1)+Qu (16]1)

yazilabilir. Burada Q,~ ler v-ye bagl olmayan bir say ile simrhidirlar.

Simdi H(z) fonksiyonunun (IT{”) nin iginde kalan butiin sifir yerlerini modiillerin
artmast sirasina gore s1ra1ayahm. O halde

Imz,, =, -C,
bulunur. Burada C, >0 sadece v-ye baglt olan bir sabittir.

C, sabitlerinin L saysi ile siurli olduklan agiktir. Buna gore (1.6.11) esitliginden
agagidaki ifadeyi elde ederiz.

N, = 2_]7;(”7(: -m)Imtby +C,-y)+Q, =

v

1
= E(mn -m, )((lFN" I"'(Re"' FNU )“2 + (Cu - )) + Qu =

FN 25\172 Cu_l
Rell, s RGO}

1
=—(m. —mF. I[(1-
271_ (ma ml )l N, I[( |FN" I IFN“ l
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Buradan,

27N, (ReF, ) C, -y 270, ..
|F, | = — (1 -+ = )
my —m, II'N,,l |1'Nu| (m, "-’”l)ll’/v,,l

yazlabilir. Butin Fy -lerin reel kisimlarimn simirh oldugu ([Re Fy Ish), (C, —y))ve
Q,-lerinde sinurh oldugunu gézontinde bulundurursak

27N E(N,)
F - 1% 13
] N"I ma _ml (1 + N )

1]

asimptotik esitliini elde ederiz.
Burada /(N ) yeteri kadar buyik N, -ler igin siiirlidir. Son esitlikten v-indisini
~ atarsak

C 2N EWN)
F,|= 1
£l m, —m,( TN

)

asimptotik formdlini elde ederiz [2], [12].

I.7. Rieman Lemmasi

Tleride kullanacagimiz ve Literatiirde Rieman Lemmasi ad: verilen bir yardimei

onerme verelim.
Yardimar (")ncrnm 1.7.1
c#0 herhangi bir kompleks sabit ve f{z) ise herhangi (0,a) aralifinda mutlak

integrallenebilen fonksiyon olsun. Bu durumda

B
[f@)e™dz

°

integrali ReAc<0 yan-diizleminde o fe(0,a) sayilarma gore dizgiin olarak A—c0

oldugunda sifira yakinsar.
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Ispat: &>0 yeteri kadar kiigiik bir say1 olsun. Bu say1 igin dyle kismi sabit fyz)

fonksiyonu bulabiliriz ki
y ,
JIf @)~ f.(2)ldz < 2 : (1.7.1)

ve zef ag fif oldugunda f(z) % olsun.

Burada k(n]] [a,.B.]1=[a,Bl, (o.f)(ogfB)=< iz seklinde tammlidir. Buna gore

f(z) fonksiyonu i¢in
/i n ﬂk 1 n
clz . » A2 el Ay _ ,cda;
J7@e dz“gaff yide =7 X 7@ —e7%)

Bu egsitlikten ve teoremin sartlarini geregince yeteri kadar biiyiik |A|-lar igin

I l <
max|y . i=s
& 2

elde edilir. O halde (1.7.1) esitsizli3i geregince

| ff(Z)e‘”dZIS fle“’llf(Z) f.(@)ldz+ ff (e difs—+ 2=z

elde edilir. [12]
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BOLUM 11

PARAMETREYE BAGLI iKiNCi MERTEBEDEN
DIFERENSIYEL DENKLEMIN COZUMLERININ -

A PARAMETRESINE GORE ASIMPTOTIGI

I1.1: Diferensiyel Denklemde Birinci Tiirevin Katsayisimin Sifir Yapilmasi

Bu béliimde,
I(y)=a(x)y ) +b(x)y () +c()y(e)= Xy(x) xe[ab] (IL.1.1)
denkleminin ¢oziimlerinin parametreye gore asimptotigini inceleyecegiz.
Burada a(x), b(x), c(x) siirekli fonksiyonlardir ve a(x) 0 dir.
Genelligi bozmadan a(x)>0 kabul edelim. Ciinki aksi halde a(x) yerine -a(x), A’
yerine de -A° alabilirdik.
Simdi x-bagimsiz degiskeninden yeni #-bagimsiz degiskenine
£
_{ a_(xidx
=5
[ a—(lx—)dx
dém‘i.siimii yardimuyla gecelim. Buna gore (I1.1.1) denklemi
YO + py) + ay@) = Xy(1) ‘ (1.1.2)
seklinde yazilabilecektir. (II1.1.2) denkleminde genellii bozmadan p(2)=0 olarak kabul

edebiliriz. Clinkii, aksi halde

1
-~ pt)dt,
afroa
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doniisimi yardimiyla y1%) tirevinin katsayist sifir yapilabilir. Aym zamanda y bagimh
degiskeninden ¥ bagimli degiskenine gegilmis olur.

Ayrica A=ip degigimini yaparak (II.1.1) denklemini

I0)=y" + p(x)y=-p'y (11.1.4)
seklinde yazabiliriz.

Yine genelligi bozmadan [a,b] aralig1 yerine

x=a + (b-a)t
déniisiimiinii yaparak [0, 1] aralifin alabiliriz. (Benzer gekilde x=b+ (b-a)t dénﬁsﬁrﬁﬁ
yapilarak [a,b] aralig1 yerine [-1, 0] aréllgl alinabilir)

IL.2. Parametreye Bagh Ikinci Mertebeden Diferensiyel Denklemin integral
Denkleme Doniistiiriilmesi

(I1.1.1) diferensiyel denklemini

Y%) +p°y(%) =pE)y(x) (11.2.1)
seklinde yazarak bu denklemele birlikte

Y+ ply) -0 (11.2.2)
denklemini de gézoniine alalim. ('II.2.2) denkleminin iki tane lineer bagimsiz ¢oziimleri
olarak
 yime® = (11.2.3)
fonksiyonlarimt alirsak (I1.2.2) denkleminin genel ¢6ziimii ¢; ve c; herhangi keyfi
sabitler olmak {izere

y=cie® + ¢y | (11.2.4)

seklinde yazlabilir. Buradan sabitin degisimi metodunu uygulayarak (11.2.1)

denklemini onunla es deger olan
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; o et _jgirtx-0) '
Y =0 ke s [ —p(ON(OE (I.2.5)

integral denklemi seklinde elde ederiz. Burada yine ¢, ve c; ler herhangi keyfi sabitler

olup p degiskenine bagh olabilirler.

Simdi
d, =¢

L — i (11.2.6)
d, =¢, +f 5 p()dé

0 <P

gosterimini kullamirsak (I1.2.5) ifadesini agagidaki sekilde yazabiliriz.

- i ¥ e PE-8) _ jg-1p(x-0)
y(x) =ce”™ +c,e +f
: 2p

p(OY(EdE =

_jet X 1 giP(=8) _ jp-ip(x-g)

2 p(§)d§)+[ 2

1
=d,e” +e™™(d, —f p(EdE =

1o, =ip(x-£)

= dleiln: +dze—i/l\' +f 2p p(g)y(g)dé +

o

x ieip(x-é) —je -ip(x-§)

1 e (GH L

¥ o ip(e-g) L ipip(s-9)

= dlei’x +dze_mx "'f 2p p(é:)y(‘:)d‘f"'f

2o PV +

. x . ip(x-£) ¥ s, -ip(x-£)

[Ty PN [

o

p(O¥(dE =

X ip(x-g)

=de” +de™™ +f 2 p(EY(E)DE +

[/]

1. —ip(x-
je Px 9]

+[— pREAML

X
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Boylece

ipo —i, l p ip(x-
y(x)=de” +d,e™ *2, f "0 p()y(E)dé +

PR *
it
*25 f e p(E)W(EE (11.2.7)

Integral denklemini elde etmig olduk. Bu integral denklem (I1.2.1) denklemi ile

esdeger bir denklemdir. Bu nedenle (II.2.7) integral denkleminin ¢6ziimlerinin ve

¢ozumlerinin tiverlerinin asimptotigini aragtiracagiz.

IL3. Parametreye Bagh Integral Denklemler Sisteminin Coziimlerinin
Parametreye Gore Asimptotigi

Asagidaki integral denklem sistemi verilmis olsun.

( i 1
Y (x) = f,(x) +fKn(x,l,/1)yl (0)dt +fK12(x,t,A)y2(t)dt
) 4 4 . (11.3.1)

Y2(0) = £, + Koy (6,1, A3, (0 + [ Koy (5,8, M)y (1)l

Asagidaki sartlarin saglandigim kabul edecegiz.

1) fi(x) fonksiyonlari [0,1] araliginda siireklidir.

2) A nin herbir degeri igin Kjy(x,,4) (i,j=1,2) fonksiyonlar1 0<k</ ve 1<xxl
araliklarinda siireklidir. | |

3) x ve ¢ nin herbir degerinde 0<x, <1 igin Kj(x,1,4) fonksiyonlan A parametresine
gore regiiler analitik fonksiyonlardir.

4) Oyle R ve C sabitleri bulunabilirki butiin 0k, £51 igin |A|>R oldugunda

C
| Ki(x,,2)| < m esitsizligi saglanir.



Teorem I1.3.1: (T1.3.1) denklem sistemi igin 1)-4) sartlarinin saglandifim kabul

edelim. Bu durumda R, yeteri kadar biiyiik oldugunda [A| ‘R, igin (11.3.1) sisteminin
bir tek yi(x) =y,~(k, A) ¢dziimi bulunur. Bu ¢oziimler A parametresine gore analitik

fonksiyonlardir ve bu ¢dziimler
1 :
Y A)=fi(x)+0(7) (A—>) (11.3.2)
asimptotik esitliklerini saghyorlar.

1
Burada 0(—;) ifadesi ile herhangi C ve Ry sabitleri igin 0sx</, |4|2Ro oldugunda
ﬂ,k

A
[f(x, A)|<C olmak tizere (‘f (:k )) seklinde keyfi fonksjyon gosterilmistir.

Ispat: Eger (I1.3.1) sisteminin yi(x), i=1,2 ¢bzimili bulunursa, bu ¢oziimleri
verilen sistemde ard arda yerine yazarak agagidaki esitligi elde ederiz.

yi(x) = f,(x) + XfK,.j(x,t,/l)yj(t)dt =

= f,(x) + 2 [K, (e, A)f, (1)t +

2 1

1
+ > K, LAK,, (41, 4)y, ()dtdt, =

hdr=Too
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_— =f,.(x)+2fK (x, 1, ) 1, (1)t +

2

LK, (o1, A) S (t,)dtdt,
MZ_I j(; jo’ y (6,1, 4) ,,,z( )5, (8) +

* 2 ff f (x t"/l)Ku (1,,12,/1)

Jisdrrendn=l0

K, a(tustys AV, ()AL, +

n

11 1
[ [ [K Gt . DK, (10015, ). .
(L] 0

Jisdaresdpar=l

K K (tn 2%nil> 2’).)/]‘,,,rl (tn+l )dtldtZ o ’dtm-l

Eger, M = xrg%] y,;(x)| gosterirsek,

J=12

2 1 1
. [ [ Ky et ) Ky vy Uty Ay (),
JisJesJua=l 0 0

2 2n+lM n+l
< M|§— A o 2T MCT (11.3.3)
/1 Z”H
Y JiJarden=l ‘ '

elde edilir. |A|>2C olarak alinirsa (11.3.3) esitsizliginin sag tarafi n—so0 oldugunda
stfira yakinsadid igin
Ro=max{R,2C}

olmak iizere [A|>R, oldugunda

@ 1 1
f;(JC) +2 2 f ijl ('x:tlaﬂ')‘Kjlj2 (tl:tbl)"'
n=l jLisde=l 000

Ky Ul AV, () i=12 (11.3.4)
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serileri x€[0,1] araliginda mutlak ve diizgiin yakinsak olacaktir. Demek ki (IL.3.1)
sisteminin ¢6ziimii bulunursa, bu ¢dziim [A>R, oldugunda (IL.3.4) serisinin toplami
olan y;(x, A) fonksiyonuna esittir.

Diger taraftan (I1.3.4) serisinin toplamt olarak elde ettigimiz y.(x,4) fonksiyonlar,
herbir [A-Ri=Ro , O=x1 bolgeler igin, (11.3.1) sisteminde yerine yqznlarak bu sistemi
sagladig goriilebilir.

Ayrica |A]>R; oldugunda

2 1 1
> [ Ky Ot , K (0,13, 2) o K (8,0 2).

| A Jn Vn
Jysdysdna=t 0 0

Ron
S, (t)dt...dt, < M( i

olacak sekilde x ve A degiskenlerine bagimli olmayan M>0 sayisinin bulunabilecegi
aciktir. O halde |A>Ry  igin

&)n _ MIRO

(o A) = fi(0l= M, 5 " =
n= 0

esitsizligi saglanir. Buradan da
1
yi(x,4) = f()+0(3),  A—>

asimptotik esitligini elde ederiz. Ayrica yifx,4) ¢oziimlerinin A parametresine gore

analitik olduklari da agiktir.
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IL.4.Parametreye Bagh Ikinci Mertebeden Diferensiyel Denklemin Coziimlerinin

Kompleks Diizlemin Ust Ve Alt Yar1 Diizlemlerinde Asimptotigi

Kopmpeks p- diizleminin Gst yarl-di;zlemj,

C'={peC | lmp=0}
ve alt yari-diizlemi

C "={peC | Imp<0}
olmak iizere , ,oeC$ yazdigimizda p nun C' ve C bolgelerinin herhangi birjnde
degistigini diisiinecegiz.

Biz burada, bu yari-diizlemlerde parametreye bagh -tkinci mertebeden  bir
diferensiyel denklemin ¢oziimlerinin ve bu ¢dziimlerin tiirevlerinin asimptétigini
verecegiz.,

Teorem 11.4.1: p(x) fonksiyonu [0,1] aralifinda siirekli olmak iizere p kompleks
parametresine bagh olan

Yy pE)y=-py
diferensiyel denkleminin C* ve C kompleks-dﬁzlemlerinin herbirinde p—o

oldugunda

=400 ¥ =ipe™(1+00)

1(®) = FA0E) ! = mipe (14 O(L)
P p

asimptotik esitliklerini gergekleyen ve p parametresine gore analitik olan iki tane

lineer bagimsiz  yi(x)=y1(x,0) ve y2(X)=y2(x,0) ¢oziimleri bulunur.
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Ispat:

Y1)+ Py =)y (IL.4.1)
denklemi igin elde ettigimiz (11.2.7) integral denklemini g6z6nine alalim. (11.4.1)
denkleminin bu integral denklemde /=1, &,=0 haline uygun gelen Qézijmﬁnﬁ yi(x) ve

=0, dy=1 haline uygun gelen ¢6ziimiinii y,(x) ile gosterelim. Buna gore,

5 (6) = e o [P pEYOIE 45 [T p NI (142)

Simdi de (11.4.2) denkleminin tiirevini alirsak

dy, (x) o P LJin(=& 1 L =ip(x-
A % -Z_{ﬂ( )P(f))’(ﬁ)d(é:)'FZ‘{PC “Dp(Hy(Ed(8) (114.3)

elde edilir. Benzer gekilde

r X .1
Pa(x) = e 4 5’; [ pEY(@d(&) + 2—’p [ O pONOA@  (L4.4)

0 x

denkleminin turevi alinirsa

ah . P .
Br) e - o7 [P0 p(Ey D) ‘o [P0 HOYOAD 145)

elde edilir.

Simdi agagidaki formiillerle tammlanmis Z,(x, o) fonksiyonianm go6zdnline alalim.

'ZI()(X) p) = emi/wyl (x,p)

1 —ipx 1
Z,,(x,p) = 5¢ 1 (x, )
(11.4.6)

LN

Zy(x,p) = ei’w}ﬁ (x,p)

Ui
Zy(x,p) = ;emJ’z (x,0)

Boylece (11.4.2) ve (I1.4.3) esitlikleri geregince,

29



Zy(x,p) =1+ pr(rf)Zlo (&p)dE + [P p(§Z (&, p)ds
) 2P 2P (11.4.7)

1* 1
LZu (x,p) =i " [p(&Z,,(&p)ds ey [P p(O)Z,, (&, p)dE

ve (I11.4.4) ve (1.4.5) egitlikleri geregince de

.ox .1
Zoy(x.0) =1+ 5= [PD p(OZ, (EPYIE + 5~ [ POV, (E.P)E
2 2% (1L.4.8)

X 1
Za (o) =i =5 [ O T, EOME 5 [ PO P
integra} denklem sistemlerini elde ederiz. (IL.4.7) ve (11.4.8) integral denklemleri i¢in
Teorem (I1.3.1) in bitiin sartlani gerceklestiginden bu teorem geregince bu denklem
sistemlerinin herbirinin tek bir ¢oziimii bulunur ve bu ¢dziimler agagidaki asim-pt.otik

formiillerle ifade edilebilirler.

( 1
Zyo(x,p) =1+ O(;)

1
Z(x.p) =i +0()
1 : (I11.4.9)
Zu(x.) =1+ 00)

) 1
Zy(x,p) =~ + 0(;)

(11.4.9) asimptotik ifadelerini (I1.4.6) da yerine yazarsak
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. 1
(x, =e"™ (1 + O(—
»x,p)=e"(1+ (p))
Yi(x,p) =ipe™ (1 + O(L)
\ lp (I1.4.10)
v, (x,p)=e"(1+ 0(;))

P16 p) = —ipe™™ (14 0(—;»

sonuglart elde edilir.
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BOLUM 111
SUREKSIZ KATSAYILI DIFERENSIYEL DENKLEMIN VE FONKSiYO-
NEL COK-NOKTALI SINIR SARTLARININ URETTiGI DIFERENSIYEL

OPERATORUN OZDEGERLERININ ASIMPTOTIGI

Bu bolimde bir simr deger probleminin 6zdegerlerinin asimptotigini elde
edecegiz.

Aragtiracagimiz  Siur defer Probleminin bir ka¢ tane ayirict 6zelligi
buluﬁmaktadlr. Bunlardan bazilarim ifade etmek gerekirse; diferensiyel denklemin en
yliksek mertebeden tiirevinin katsayisi pargali sabit fonk;iyon oldugundan dolay:
sureksizdir. Siir sartlani iki-noktali olmayip ¢ok-noktalidir ve smr sartlarinda
diferensiyel ifadelerin diginda, genel lineer fonksiyoneller bulunmaktadir.

Bu tipten simir-de@er problemleri mekanik ve fizigin bir gok problemlerinin

incelenmesinde uygulanmaktadir.

IIL1.Smur Sartlarinda Spektral Parametre Bulunan Siireksiz Katsayil: Simr
Deger Problemi
[-1,1] araliginin sifir noktasinda siireksiz katsayili
1) = a(x)y %) + b(x)yx) + c(o)y(x) = lzy(f) (IIL.1.1)
diferensiyel denkleminin

1 {3
Ly = 2 A% @y D+ fy® 0+ 3 mpy® (i) + 1) =0 (ULLY

p
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1 Moy

Ly = z A (ay y P (+0) + B,y (1) + 2 773,.‘-.)’(”(3‘:,,;-) +1,0)=0 (111.1.3)
I

I)u

fonksiyonel ¢ok-noktah simr sartlarinin ve

1

Ly = Z A @By (0) + 7, p®(+0) + T, ») = 0 (LI1.1.4)
=0
] .

Ly = P A Gy (0 + 7y P +0) + Tuy) =0 (IML.1.5)

gegis sartlarmin trettigi siur deger problemini gozoniine alacagiz. Burada y®(0) ile
x—+0 oldugunda y®x fonksiyonunun limiti gosterilmistir ve a(x) fonksiyonu x=0

noktasinda sureksiz olan kompleks degerli ve

a , x €[-1,0) ise
a(x) = { . (11L.1.6)

a, , x €(0,1] ise
“esitligi ile-verilmig parcali sabit fonksiyondur. (2;,€C)
b(x) EW, (-1,0)@W, (0,)) , c(x)EL[-101®L,[0,1]
G M O yr (1=1,2) katsayilan kompleks sayiardir. Ty (v =AD:, k=0,)
ifadeleri isg qu (—1,0)@14/,,"(0,1) Sobolev uzaylarimin direkt toplaminda siirekli

fonksiyonellerdir. Ayrica, 21 dir ve xi€(-1,0), X2x€(0,1) herhangi i¢ noktalardir.

Burada Sobolev uzaylarinin direkt toplami

fl(x) y X E["l ,0)
W, (-LO)®W, (0.1) = {f (x) = | £, €W (-10),
L0 . x€0])

L&) EWFQOD, (A=A IHILID

seklinde tanimlanmaktadir.
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L.2.Smir Sartlarinm Tipi Korunarak Diferensiyel Denklemin Daha Basit Hale

Getirilmesi
Bu kesimde, 6zel bir doniisim yardimyla simir sartlanmn tipini koruyarak
(TI1.1.1) denklemindeki y'(x) tiirevinin katsayisinin sifir yapilabilecegini gosterecegiz.
Bunun i¢inde
- be(/)d/ x €[-1,0)
2a, -_‘: i ' ’
P(x) =
L b(y)dt - x&(0,1]
2a, »{ ’ ’
olmak tzere
y(x)=e*® ¥ (II1.2.1)
dontsimiing yapalim,
x€[-1,0) oldugunda (II1.1.1) diferensiyel denklemi
a1y”(x) +b(x)y’(x) + C()y(x) = A’y(x)
seklinde yazilacagindan, bu denklemde

y)=e" 3

l ') 2y X))
Y'(3) = =5 BT (x) + "5 (x)
1

2

tt l' 1] X}t b X}~
Y'() = =5 b (©e T (x) + 5 P OF(x) -
1

1

1 . .
~— BT (x) # "0 (1)
a

1

ifadelerini yerine yazarsak
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°

a7 () + (3 b'() 7= b, () + (DT () = BT

veya
a,y"(x) +E(x)§(x) = X' (x) (111.2.2)

denklemi elde edilir.

Benzer gekilde xe(0,1] oldugu zaman da

a,y"(x) +b(x)y'(x) + c(x)y(x) = L’ y(x)
denklemi (IT1.2.1) déniistimii altinda

a,y"(x) +E(x)y(x) = A’ §(x) (111.2.3)
seklini alacaktir. Buna gére xe[-1,1] igin (1II.1.1) denklemi (I11.2.1) dénﬁsﬁmu

yardimiyla
a()F"(x) + EE)F(x) = 22F(x) (.2.4)
seklinde y degiskenini bagimh degisken olarak kabul eden ve A parametresi
degismeden kalan bir denklem elde edilmig olacaktir.
Simdide (IIL.2.1) doniigimii  altinda Ly(v= f{) sir  sartlarinin - geklinin
korundugunu gosterelim. Bu gosterimi L, simur sartlarindan birisi igin yapmak
yeterlidir. Diger sinur gartlar iginde benzer gosterim yapilabilir. xe[-1,0) igin Ly simir

sartiar gozonine alalim,

L1

Ly = AMeqey(-1) + B, y(-0) + Enmoy(x,,,o) +Toy) +
y

LY

+(2,y'(-1) + B,y'(-0) + Z Y ) +1,y) =0
pl‘a

olduguna gore burada (I11.2.1) déniigiimiini uygulayalim.
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L) = L (5 () = Aoy (€"“F@N(1) + B (T (@))(-0) +
. zn E@IFCONE o) + T (PN +

+ @, (p'()e"OF(x) + & IF (D)D) + A, (@' (X)e"OF(x) + " VT (1) 0+

ny

+ Z T (@' (" OT(x) + ™07 () (x,0) + T, (e"VF(x))

Pp=

Mo

= (@, PP (1) + B,e”F(-0) + 2 7,0e" 5 (x,,0) + T ("7 (6)]

pﬂ

a“etp(—l) '(-D+ 4, ew(-o) '(-0) + 2771p1e¢(xm)j7'(x1p1)+

+ 1" +,0'(De"OF(-D + £,0' (0" OF(-0)

(1) oy
771p1¢'(x1 2 Je y(xlp])
1)::

Mo

= U@, F (1) + BF(-0) + 2 70T (X1,0) + T Y ()

p=

My

L@, F D+ AT 0+ Y T 0,0 + TP ()

p::
Burada

~ e(-1) o(-0) = e(¥pe) ooy o(x) =~
Gy = 0™, Bo=Bee™, T, =Thpe™ ), LY = T,e™™y,

~ A o(-1) @ p(-0) =~ _ #(xip1)
o), =a,¢e By =Pue s Ty =Mhpe ~

T 5 = T,e"9 + a,0'(-De* "5 (-1) + B,¢'(-0)e” V5 (-0) +

(v )~
lelpl(/) (Alm)eﬁ " (lel)

l)=

olarak alinmustir. Buna gore,

Z])N" = M@, J(-1) +ﬁoy(‘0) + 2 771;:0.7("1;;0) + T;oy) +
p-

+(@5'(- 1)+Ely~'(—0)+2ﬁ,,,y'(xl,,,)+f,i>

elde edilir. Bu halde Ly=0 sinir gartt ayni tipten olan
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| - My ~
LJ; =-2/v—k (5lky(k)(_l) +ﬂlk5;(k)(—0) + 2 nlky(k) (xlpk) + 7;/:.)’) =0
= . p-

sinir gartina doniigecektir. Buna gore A parametresi degismediginden (II1.1.1)-(I11.1.5)

sintr deger problemi

~

a()F"(x) + E(R)F(x) = £F(3) (m2.5)
Ly=0 =14 (IIL.2.6)

Sinir deger problemine doniisecektir. Bu nedenle bundan sonra

{a(x)y”(x) +e(xX)y(x) = 2 y(x) (I11.2.7)
Loy =0 o=14 (UL.2.8)

seklindeki sinir deger problemi izerinde duracagiz.
TI1.3. Kompleks Diizlemin Sektériere Ayrihsi ve Bu sektorlerde Diferensiyel
Denklemin Cﬁzﬁrt;lerinin Asimptotigi
(I1.1.1) denklemindeki a(x) katsay;smm (III.1.6) esitligi ile verilmig olmasi
nedeniyle, komleks diizlemin sektorlere ayrihg bigimini ilk énce arga,#arga, hali igin

inceleyecegiz ve burada

gosterimini kullanacagiz.

L={\ | Rehw; = 0} ve L={A | ReAw, = 0} dogrulari kompleks- diizlemi dort tane
sektore ayinr. Bu sektorlerin her birini S ile gosterecegiz. Yani AeS yazdiimizda A
kompleks parametresinin bu sektorlerin sadece birinde degistigini dﬁsﬁnecegiz..

¢ herhangi bir kompleks sayr olmak iizere S-c={A-c | AeS} sektorint X ile

gosterelim. X sektorlerinin herbirinde Re(A+c)w; ve Re(A+c)o, reel degerli
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fonksiyonlarinin igaretlerini korudugu kolayca gosterilebilir. O halde Teorem (I1.4.1)
geregince ¥ sektorlerinin herbirinde (IT1.2.7) denkleminin [-1,0) arahifinda iki tane
lineer bagimsiz yi(x, A) ve ya(x, 5») ¢Ozimi ve (0,1] arallginda da iki tane lineer
bagimsiz ya(x, A) ve ya(x, A) ¢oéziimleri bulunur, bu ¢oziimler |A| mn yeteri kadar
bliyiik degerlerinde X sektoriinde analitiktirler, ayrica A—>o0 ve k=0,1 igin

YO (5, 2) = (4 % 1+ O(3)

¥ (3, 2) = (~40,)* e (1 + O)

I (I1L.3.1)

Y9 (6, 2) = (A@,)* € (1+ O()

Y (6,2) = (~A,)* e 1+ O()
asimptotik esitliklerini saglarlar.

yi(x, A) fonksiyoniarmm [-1,1] \ {0} ciimlesine sifirla devamlarim y,(x, 1) ile
gosterelim. Bu halde (II1.2.7) denkleminin genel ¢oziimiini ¢; (i=1,2,3,4) ler keyfi
sabitler olmak tizere

y(x) = icf% (x,4) (I11.3.2)

seklinde ifade edebiliriz.

IIL4. = Sektorlerinin Q Sektorlerine Biiliinmesi

Koordinat baslangicindan gegen /; ve /, den farkh iki tane keyfi /'y ve /',
dogrularint &yle segelim ki, koordinat baglangici etrafinda bir yénde dondirdiigiimiiz-

de bu dogrular  /,, I'y, b, I'; sirasina goére dizilmis olsunlar.
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I

5 Y

.

Bu durumda dért tane

&i=l-c={hc | Ak},

di=l'i-c={Ac | Ael';}

(i=1,2) dogrusu kompleks diizlemini sekiz tane sektére ayir. Bu sektorleri
Qi, Q,..., Qg ile gosterelim. Bu sektorlerin herbirine kisaca ) sektorii deyecegiz.
AeQ  yazdigimizda -\ parametresinin Q; sektorlerinin h§rhangi birinde degistigini
dustinecegiz.

Herbir X sektoriiniin iki tane Q sektoriinden olustugu agiktir. Bu nedenle, AeQ
A—>0 igin (III:3.1) asimptotik egitlikleri gegerlidir. Q sektorlerini Q" ve QP gibi
dyle- iki kisma ayiralim ki Q" e ait olan sektérlerin smirlarindan higbiri d; dogrusu
iizerinde” yerlesmesin, Aymt sekilde Q@ ile oyle scktorleri géslereccgiz ki bu
sektorlerin hig bir sinir1 d, tizerinde yerlesmesin.

Teorem IIL4.1 QY ve OP sektorlerinin her birinde Re(A+c)m, ve Re(A+c)o,

fonksiyonlar: isaretlerini korurlar ve ReAwi—>o, AeQ®, A—w (i=1,2) olacaktir.
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ispat Q© sektorlerinin tammna gore,

YA ' d',

A7 W / 0® '\ > %
0<@<@2<n olacak gekilde 6yle @;, @, sayilart bulunur ki AeQ® oldugunda

V3 /5 .
-T-E + o, sarg(/la),)s$5+(p2 i=1,2

esitsizligi saglanir. C)yle ki her bir Q sekt6rii igin -;E karsisinda (+) veya (-)
isaretlerinden sadece bir tanesi bulunur. O halde AeQ® igin

IRe Aw,| = | Aw,| |[Cosarg(iw,)| 21 | Aw,| (IIL.4.1)

esitsizligi dogrudur. Burada

. =
r= Iilll,gllcos(+5 +¢,)>0

v

dir. Buna gore, AeQ® igin Redw,—w (A—>w) olacaktir. Demek ki- her Q
sektérinde Re(A+c)o; ve Re(Atc)w, fonksiyonlarindan biri A—oc oldugunda

sonsuzluga yakinstyor, digeri ise isaretini koruyor. Bundan sonra AeQ) igin

lim /(1) =0

olmak tizere M+f(A) seklindeki herbir fonkstyonu [M] ile gésterecegiz.

40



.5 Q Sektérlerinde Simr Fonksiyonellerinin Asimptotigi

Simdi arga; # arga; olmast durumunda L(-1,1) uzayinda genel olarak
smirsiz olan  Tw, v=1,2,3,4, k=1,2 , fonksiyonellerinin diferen;siyel denklemin
¢oziimlerindeki degerlerini Ae€), A—>oo igin asimp.totigini bulacagiz.

Tu: Ly(-1,1) —>C fonksiyonellerini W, (-1,0)@® W, (0,1) Sobolev uzayindan C
kompleks sayilar uzayna siirekli kabul etmigtik.

T W (-1,0)®W} (0,)) = C
fonksiyoneli siirekli oldugu i¢in

1 1
—+—=1 olmak iizere 6yle

P q

Z ;i (x) EL,(-11) fonksiyonlan vardir ki
k1 :
e i) -
ley = }; [V (X2, (x)elx (I1L5.1)
&Y, :

esitligi biitiin y €W, (-1,0) @ W, (0,1) fonksiyonlar: i¢in saglanr [4]
1 0 1
Burada yazinin kisaligs iin f = f + f gosterimini kullandik.
-1 -1 0
T fonksiyonellerinin (I111.3.1) geklindeki temsillerini kullanarak bu formiilde y
-fonksiyonu yerine (11.2.7) denkleminin y,(x,1) ¢6ziimlerini yazip (111.3.1) asimptotik

formillerinden faydalanarak sektorlerinin herbirinde T.y,  i¢in asimptotik

ifadeler bulabiliriz. Bu asimptotik ifadeleri Q sektorlerinin Q® ve Q@ alt simiflarinin
her birindeki setorden sadece bir tanesinde hesaplayacagiz (Diger sektorler iginde

benzer sekilde hesaplamalar yapilabilir.)
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Bunu dnce QP sektorlerinin bir tanesi igin yapalim. (o) sektorlerinin ancak ve
ancak birinde Re(A+c)w;=0, ReAwy—>+w , A—oo (111.5.2) sartlarinin saglandigin
biliyoruz. Bu sektori Q& ile gosterelim. (I11.3.1) esitliklerini (II1.5.1) denkieminde

yerine yazarsak Ty igin

ul.yl Z lel(x l)7du( )(J’A =

@

2 f(zm Y e (14 O(= T Zsi (x)cle =

=07y

k o1
=(lw,)* 2 (Aw,)™* fe“’l‘”""(l + O(i—))zm (~x)dx (I11.5.3)

esitligini elde ederiz.
Le QP oldugunda Re(- ) < 0 oldugu igin yardimct 6nerme (1.7.1) geregince

1

fe @+ oc%»zw, (=x)dx =[o] , A (I11.5.4)

0
asimptotik esitligi saglanir. Buna gore 7., ¥, fonksiyonelinin asimptotik degeri
k .
b = (A 3 (A) (o]

=(Am) o] , AeQ Ao (IL5.5)
seklinde elde edilir.

Benzer olarak Ae Q) |, A—>w igin
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k0 gi~
o ay,(x,A)
T‘ b = 2 2 -’ i =
u(y.. ,',(j]‘ dx: 7::1.1 (X)dx

k0 )
= z:’;(—ﬂ.wl)ie"lmﬁ 1+ O(I))Z”k' (x)dx =

= (-20)" 3 (<10 [ (1+ O 2, (e -

= (—Aw,)* e 2 (—Aa,)"™" fe‘"-‘* 21+ 0(+ »7*,( x)d =

=(Aa)*e* 0] (I1L.5.6)

1 f~
Zf y’(x IR ) e =
& i Aanx 1
- ;{(/1(02) ¢* (14 O()) Z gy (x)dlr-=

k 1
: ; 1
_ k Aw, i-k -Aw,y(1-x) . .
=(Aw,)"e i; (Aw,) {e 1+ O(;L))Zda. (x)dx =

= (lwz)k ™ 2 (A, )i-k[o] =

=(Aw,)* e*[0] ' (I1L5.7)
LT (x, A '
) = Ef*%/%zm(x)dx =
k1 1
= D [ (A0, € (14 0 2 (x)d =
=09

= (-Aw,)" 2( Aay)"™ fe"“’z* (1+0(—»7,,‘, () =

i=l
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= (~Aw,)*[o]=

= (Aw,)"[0] (I11.5.8)
asimptotik ifadeleri elde edilir.

Benzer yontemle Q" sektorleri igin asimttotik formiiller elde edilir. Ornegin,
Re(A+c)w20, ReAw;—>+w , (A—w) sartlarnin saglandign sektori Q° ile
gosterirsek bu sektérde de agagidaki

Ty = (Aw,)*[0]

T, 9, = (Aw,)*e**[o],

1.5, = () e o], (ws9)
T3, = (Am,)*[o),

e QL. Ao, v=1,23,4, k=0,1

asimptotik formiilleri gegerli olacaktir. Bu elde ettigimiz sonuglarn bir teorem seklinde

ifade edebiliriz.

Teorem ILS.1 Ly(-1,1) ‘q21, uzayinda verilmis 7, v=1,2,3,4, k=12
fonksiyonelleri Wq" (—1,0)®Wf (0,1) sobolov uzayindan C kompleks sayilar uzayina
surekli ise bu fonksiyonellerinin (I11.2.7) denkelinin (11.4.10) esitlikler ile tanimlanmig
Vi (x,A), =1,2,3,4, k=0,1 ¢dziimleri iizerindeki degerleri Q sektorlerinde (IIL5.5)-

(I11.5.8) asimptotik formiillerini gergekliyorlar.
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II.6. Q Sektdrlerinde Stmir Deger ifadelerinin Asimptoti_gi

Simdi de Ly, , (i,0 =14) stnir deger ifadelerinin Q¥ ve Q" sektorlerinde
asimptotik formiillerinin elde edilisini inceleyelim. Diger Q bolgelerindeki incelemeler
benzer sekilde yapilabilir.

L,y smr-deger ifadelerini

n,

Lyy= alky(k)("]) +:B|ky(k) (-0) + 2 ﬂlpk.y(k)(xlpk) + T,y (k=0,1)

p

My .
Ly =y (+0) + By M) + Y 7,y P (0y,) + Ty (k=0,1)

pn
cyitliklert ile tammlarsak
1
Loy = 2 A" L3,
elde edilir.
{ {xipO } Pl {xipl } pi }

noktalarin birlestirirek bu noktalart yeni notasyonla {x"v}: — Olarak gosterelim
=i, i

ve uygun olarak {n} kompleks sayilari yerine de {m;,} sayilarm yazalim. O halde

L. fonksiyonellerini

Ny
Lyy = auc)’(k)(“l) +[}lky(k)(-0) + 2 771/:)’“')(3‘1:;) +1,y
q=
N, (11.6.1)
Lyy= azky(k) (+0) + ﬂzky(k)(l) + n2ky(k)(x2q) +1,y
qn

seklinde yazabiliriz.

Yukandaki gosterimler  Lyy ve Lay suur gartlarini etkilemeyeceginden

bunlarda bir degisiklik olmayacaktir.

Vi (x,4) ¢dziimleri igin (II1.3.1) formiillerinden, 7, ¥, ifadeleri igin ise (IIL.5.5)-

(IIL.5.8) formilllerinden faydalanarak Ae QY , A—>w olmast durumunda once
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L,5, sinir deger ifadeleri igin asimptotik formiller elde edecefiiz. Ae Q% , A—w0

oldugunda Re(A+c)o1>0 ve ReAwy—>+oo  oldugunu gbzoniinde bulundurarak

agagidaki asimptotik formilleri buluruz.

M

L5 = a3 P 1) + 4,52 (-0) + 2 PO (0, +T, 5, =

=

=a, (o, )k e [11+ B, (Aw, )k [+

+ 3 7,00 ¢ 1]+ (10,) To] = °

) Ny
= (Ao)* (o, Je ™ +[B, 1+ Z[nlq]e“"'*“) a1.62) -

Ny
kaj;z = alkyz(k) (-1 +:Blkj72(k) ("O) + nlqyz(k)(xlq) +T;ky2 a

q=

= a,, (-Aw,) e’ [1]+ B, (~Aw,)[1] +

N,

+ 3 1, (~Ae) e 1 (e, e* o]
£

= (~A@,)" ([, Je™ +[ B+ 2‘[%]3-;,»,% +(=1)*e"[o])

- (Ao, (@ ™ +[Bu]+ 2’[n,q]e"“’*"“') (WL6.3)

~ (k

Ny
LyJs = auys )("1) +/81k)73(k)(—0) + 2 ”1qy3(k) (x,) +Y;k.'}73 =
qll

=1V

= (Aw,)t ¢*[o] ' (T11.6.4)

46



M
Ly, = amii(“(-l) +ﬂ1k)74(k)(—0) + 2 Ulqy4(k) (%) +1, 54 =
qu

= 1,7,
= (Am,)"0] °
= o]
N,
L3 = 0, 5,0 (+0) + B, 5, (+1) + 2, a3 (2 ) 41,5, =
= 1,5,

= (A@,)*[0]

= A*{o]
~ IS &
Ly, = azk}’z( )(+O) +ﬂ2k3~’z(k) (+1) + Uzqyz(k) (x’).q) +1, Y, =
&
r 21:.)72
- (At * o]

= Ae*[o]
k <
Ly, 5y = 0, 5, (+0) + B3 (+1) + 2772.;5;3(“ (qu_) 1. Y5
qﬂ
= &, (A2,)* [+ B, (A, )* € [1] +

Ny '
+2ﬂzq(ﬂwz)"e””"”[ll+(ﬂwz)"e“” [0]
£

N,
- (;L(UZ )kc/lmz ([a?'k ]e—-/lmz +[/32k ] + 2[7}3‘1 ]U-Zmz(l—.\-z") +[0])=
g=

= (’1602 )k elmz [sz ]
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N,
Ly, = a2k.')74(k) (+0) +ﬂ2k)74(k)(+1) + 2 772(1)74(k) (x'.’.q) +15. Vs

= oy, (A0, 1]+ B, (A, ) e [1] +
+ 22 Thy (_’lwz)k ey (lw_z )k[o]

= (-Aw,) [y, ] (I1L.6.9)
L5, = 6,5, (=0) + 7,5, (+0) + T, 3,
=8, 7, “(-0)+ T, 3,
=8, (Aw)*[1]+ (A®,)"[0]
= (@) [5,] (I1L.6.10)
Ly, = 8,5,0(0) 4 15, P G0 + T,5,
= 8,5, (-0) + T, 7,
=3, (~Ao,)*[1]+ (Aw, )" e**[0]
=(-Aw, )k {5, 1+ e’ [oD (II1.6.11)
Ly = 8, 7,0 (=0) + 7, ;P (+0) + 1, 7,
=77, (+0) + L, 7,
= 7. (A@,) 1]+ (Aw, )" e**[0]
= (A@,)* (7, ]+ €™ [0])
= (Aw,)" e** ([y,, 1+ e +[o])

= (A@,)* e** 0] (111.6.12)

48



Ly 5y = 8,7, (=0) + 7, 5,% (+0) + 1,7,

=7uF O (+0) + L, 7,

=7 (12, [11+ (Aw,)*[0]

= (-2w,)"[r,,] . (IL6.13)
LY, =5, 5,0 (<0) +7,, 5, (+0) + T, 3,

=& (-0) + 7,3,

= 8, (Aw,)*[1] + (A®,)*[o]

= (A@))*[6,,] | (IIL6.14)
Ly, = 8,5, (=0)+7, 5, (+0) + T, 5,

=8, 5, (-0)+ L., 7,

=6, (-A®))*[1] + (Aw,)* e**[0]

= (—Aw)* ([6,, ]+ €™ [o]) (IIL6.15)
LyJ; = 8,5, (<0) + 7, 7, (+0) + T, 3,

=729, (+0) + T, 3,

= 721 (A@,)*[1] + (Ao, )* e**[0]

= (Aw,)* ™ ([y,,]e™** +[o])

- (A@,)* ¢* [o] (IIL6.16)
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L = 87, (<0) + 7, 7, (+0) + T, 7,
=70 (+0) + 1,5,
= ¥ (= A0,)*[1] + (A, )*[0]
= (2@,)*[72] (I1L.6.17)

Simdi de elde ettigimiz (I11.6.2)-(111.6.17) asimptotik formillerin yardimi ile
L,y; fonksiyonlan icin asimptotik ifadeleri bulabiliriz.

Bunun i¢in 6nce bu ifadeleri
1
~ 1-k ~
L= XA (Ls3)

= uOyj + Lul_yj

. e
= ALy, + 5 LT, (11L.6.18)

seklinde yazalim (I11.6.2)-(I11.6.17) formiillerini (II1.6.18) esitliginde yerine yazip
Ae QP , A->o oldugunu gozonine alirsak agagidaki asimptotik ifadeleri elde
cderiz.

1

Llyl = /I(LIO-T)I + 1

L.y)
M )

= ’ﬁi'([‘zxo]e_ml +[B ]+ 2[771‘1]3 o 4
q-

1 - O 01X 4
#7000 I + 181+ 3 7] ™)
= Ay, + oy, Je ™ +[B, + @, 5,1+

Ny
+(1 +w1)2[n,q Je) (11L.6.19)
q=t
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~ ~ 1
Llyz = ﬂ'(Lloyz ""z Ll 1y2)=

= Al l™™ +[Aal+ Dl de™ ™ +
1 o
+ 7 (CAo0enle™™ + B+ I Je™) =

- A -0 418,01 - w,>:2['mq]é»““**q)
Ly, =A(LJy; + % L.y,)

- e (0] + 5 (1, )e* [o])

= 4 [o]
1,3, = A(lo] + Alo]

~A[o]
Ly, = A(L,,y, + % L,.y)

- 4([0] + Ao] -

Afo]

~ 1
I‘zy:z = /1([4;:_0)’2 +ZI‘2|yz)

= A(e* [o] + %M‘”x [o])=

= Ae**[o]
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~ ~ 1 Sy
L,y; = A(Ly¥; + 1 L21y3)

= A )+ 5 (0,)e [4,]

- ﬂ,,e/lm’ [ﬁzo + w2ﬂ21]

~ ~ 1 ~
Ly, = MLy, + 2 L,J.)

- M)+ (30, ]

=Aa,, - w,a,,]
~ ~ 1 5
Ly, = A(Ly 3, +IL31}’,)

- 08,1+ (0I5, D

= /1[610 + wlé;l])

1

L3j;2 = 2‘(1430372 + 1

L3,3,)

1
= A(13,,) +¢*" o] + 5 (FAo (o, 1+ ¢’ [o]))

= A8, ~@,6,,]) +e**[o])

~ ~ 1 ~
Ly, = A(LyJ; '*'Z L,y,)

- 4(e* (0] + 7 (ho, )™ [o])

= Je* [o]
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(I11.6.27)

(I11.6.28)
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- ~ 1
Ly, = ALy, +IL3|.V4)

- Mol (A0, )

= Ay —0,7,]

Ly, = A(LyJ, +-5 1 L4]y])

= AU[S,]+

1
~ G@)I8,D

= ﬂ'[é;o +w1§21]

Ly, = A(Lyy, +— ) L41y2)

- A08,1+ ¥ [0] + (40, (8,1 +¢* [o])

= U[dy

~0,6,]) + e**[o])

1
Ly, = ALy, +— 1 L,y3)

= A [0] 45 (A0, )e* [o]

= Aelmz [0]

Ly, = ALy, +— 1 L41y4)

= A([7] +%(—’1w2 ral)

= A7y -

0)2721]
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(IIL.6.33)

(111.6.34)



Simdi de

Re(A+c)w,>0, ReAw—>+00o, (A—)  sartlanmin gergeklendigi Q"
sektorii igin fonksiyonel-goknoktali siir deger ifadelerinin asimptptigini yazalim.
Hesaplama islemleri Q& sektorii igin yaptigimiz iglemlere benzer oldugu i¢in
sonuglant direkt olarak yazacagiz. Bu sektorde L, (1) fonksiyonlarn i¢in agagidaki

formuller gegerlidir

Ly = (o)) [8,]  (HL635)
L.y, =(-10,)*[a,] (111.6.36)
L, J; = Ae*[o] (IIL.6.37)
L, 5, =4[0] (IIL.6.38)
L, 5, = A*[o] (111.6.39)
L, 5, = Ae*[o] (111.6.40)
| .
L., = (A0,)* ([, 1+[ 8, 1™ + ;[nzq]e‘%) (IIL.6.41)
N,
Lyt Js = (-40,)* (o, 1+ B, Je™™ + 2["2 Je ) (IIL.6.42)
Loy = (A0,) (8, ] | (111.6.43)
Ly, = (-A@,)*e " [0] (IIL6.44)
Ly, = (Aw,)* (7, ] +e**[0]) (111.6.45)
Lo 3y = (=2@,) [7] (IIL6.46)
L3, = (1@,)"[6,,] (I1L6.47)
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L3, = (=A@ e ™ [0] | (I11.6.48)
L3, = (0,)* (751 +€*[0]) (IIL6.49)

LY, = (=20,) ([7] (I11.6.50)

bu asimpotik formiilleri
L,J; = ALy, + LY,
formuilinde yerine yazip, gerekli islemleri yaparsak asagidaki formiilleri elde ederiz.
L.y, = ALy + Ly
= 4B+ Aan[4,]
=B, +wf] (II1.6.51)
L.y, =AL,¥, +L,,,
= de* [, ]+ (-, )e’l‘"' [a,]
= 2’ ([, - 0, 1) . (111.6.52)
Ly, =AL,,y, +L,,J,
= Je**[0] + Ae** 0]
= Ze**[o] - (II1.6.53)
Ly, =Ly, +L,, 7,
= Alo]+ A[o]
= A[o] (111.6.54)
L,y, =AL,.5, + L, 5,
= A[o] + Aw,[0]

= A{o] (ﬁI.6.55)
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L.y, =AL,¥, +L, 3,
= Ae*™ o]+ e (o]
= Aela), [0]

L,y = AL, 5, + L, 7,

= A1 +[ By Je™ + 2[%]&””"“) +

+ Ao, ([ 1+ 8,10 + 2[mqle”"’“>

e /1([(120 + a)2a21] + [leo +a’2ﬂ21]emz +

N, -
+ D [y Je™0)
. a=

L2y4 =5 A'Lzojz; + L21y4

+ (o] + [ Bl + zzmqle‘“”"") -

- 14 Al + 3, o)

= ]'([azo - wZaZI] + [@o - 6"2ﬂ21]e—m2 +

N,

+(1-@,)) [m,]e

U=

—)»mz.\‘zq

L35’] = M—'soyl f*‘le’.}"‘l
= /1[510]"'/1(0; [511]

= A, +@,6,,]
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L.y, = AL, 5, + L, 3,
= Ae* [0] - Aw,e* o]
= e’ [o]
L.y, = AL, 3, +L,,5,
= A([7,0]1+€*[0]) + Aw, ([7,,] + € [0])
= A[710 + @7, ]+ " [0])
L.y, = AL, ¥y, +L, .5,
= Aly0] - Aw,[y,,]
=471 ~ 02714 ])
L.y = ALy + Ly,
= A0, ]+ A [5,,]
= A6, +w,6,,]
Ly, =Ly, +L,.7,
= (A[o] - Aw,[0]e*™
= Ae**[o]
L.¥, = AL,.J, + L,.7,
= A7, 1 +¢*[0]) + Aw, ([7,, ]+ ¢**[o])
= M7 +@,7;]+e**[0])
Ly, =AL,y, +L,7,

= Ay]-Aw,[y, ]

= M2 —@,7,])
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(IIL.6.61)

(IIL6.62)

(111.6.63)

(I1L.6.64)

(ITL6.65)

(111.6.66)



Bu asimptotik formiillerden verilen sinir deger problemlerinin karakteristik
denkleminin asimptotigini bulmak i¢in ileride faydalanacagz. Daha sonra karakteristik
denklemin asimpt(;tik ifadesinden 6zdegerlerin asimptotigini elde edecegiz.

Elde ettigimiz bu sonuglari teorem geklinde ifade edelim.

Teorem (I11.6.1) ’

Iy Wi (-L,00@W 0D —=C (v=1,2,3,4, k=0,1)

lineer fonksiyonelleri siirekli ise  arga;arga, oldugunda kompleks diizlemin
boliinmiis oldugu Q sektorlerinde (Q ve Qigin) 1,7y, sir deger ifadeleri icin

(111.6.19)-(111.6.34) ve (111.6.51)-(111.6.66) asimptotik esitlikleri gergeklenir.

L7 Q Sektoriinde Karakteristik Determinantin Asimptotigi

Bu kisimda arastirdiimz siur deger probléminin karakteristik determinanti
dedigimizde (1I1.2.7) denkleminin (II1.3.2) genel ¢dziimiiniin (I11.2.8) smr sartlarmda
yerine yazilmasiyla elde edilen lineer denklem sisteminin

A(A) =det(L,y)) (I11.7.1)
determinantim diigiinecegiz. II1.6. kesimde L, y; ler i¢in elde ettigimiz (II1.6.19)-

(I11.6.34) asimptotik ifadelerini (I1.7.1) de yerine yazarak her satirdan A  ortak

Awy

garpamim ikinci situnundan e*” ortak garpamm {iglincii siitunundan ise e’ ortak
‘¢arpanim digart aldiktan sonra elde edilen determinant agagidaki sekilde yazildig

gibidir.
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A(R) =

8 N
[+ A E™ [y il AT -l

A [d [
[ +aq] [G - ™ +d]
[ +ag] [% -0, 1™ +{d
(o] [o]

By +@,8,] [ -w,0,]
[o] [0 — @571
[o] [¥20 — @7 2]

(IIL7.2)

(I11.7.2) determinantim agarak asimptotik ifadelerin 6zelliklerinden yararlanarak e**
ifades;nin reel kuvvetlerine gore diizenlersek asagidaki bu determinanti agagidaki
sekilde ifade edebiliriz.

A(A) = e @) ([A ] €™ +[Ag] €™ +. +[A, ] €™ +[A,] e™*)  (IIL.7.3)
Burada, s herhangi bir dogal sayidir. (Hangi say1 oldugu aragtirdigimiz konu agisindan
onemli degildir) m;,my,...,m, ler -2=m<m<...<m,,;<m,=0 gartim saglayan reel
sayilardir,

Ai1(A),A2(A),..., Af(A) ise A korﬁpleks degigkenin arialitik fonksiyonlar1 olup

Ai(A) = A; +o(1) =[A]], i=1,2,....,s seklinde ifade edilmektedir.

Simdi A, ve A,“ komplgks sayilarint hesaplayalim. (A, As,..., A.;  degerleri
incelediimiz konu agisindan Snemli olmadift igin bu say1}ar1n arast1r41g1mm sinir
deger problenﬁnin katsayilart cinsinden ifadesini hesaplamayacagiz.) (II,7,2) den
determinantin bilinen 6zelliklerinden faydalanarak A; ve A, igin asagidaki esiﬂiklerin

dogru oldugunu direkt hesaplamalarla 1spatlayabiliriz.
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510 —a)lé}, 710 — D)1
A (o o ro.0,) (I1L.7.4)
L= (o +@,,)(By + @0, Oy — @0y Voy — O,¥
s é{o +w1511 }/]0. —a)7}/“
A (o - ro 2 IIL.7.5
= (@ -0, )(By + 0, 3,) Oy + 0,0, V30 — @B,y ( )

Boylece Q® sektorlerinden biri olan QP sektoriinde A(L) karakteristik
determinantin: asimptotik kuazipolinom seklinde ifade ettik ve bu kuazipolinomun ilk
ve son katsayilarnin asimptotik degerlerini, aragtirdigimiz sinir deger probleminin

katsayilarinin cebirsel ifadesi seklinde bulmus olduk.

Aynt yontemle QU sektorlerinde de  A(R) karakte.ristik‘ deretminantin
asimptotik  kuazipolinom geklinde ifade edebiliiz. Ornegin  Re(A+c)m:20,
Relw;—+o (A—>0) sartlannin saglandidi  Q¢° sektoriinde A(A) karakteristik

determinantt asimptotik olarak A(A)=A'A¢(A) olmak iizere

[Bo + @8] [, - C‘)lan]ewl [O]emz N
s [ole™ [ + oyt 14 By + affyJe™ + D 1, Je™™
0 - g=
[6 + @:6;,] [‘o]eml 710 +@,71] +[o]e™
[ +@,0] [o]e** [720 + @7 +[0]e**
(o]
N, s |
Qo — 0, 1+ [ By — 0,8, 16 +(1-w 2 e
[y 20 ]+ By 2Bl ( 2)q_ [an] (IIL7.6)
[710 — @y ]
(720 —@,7]
seklinde elde edilir.
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Bu durumda da A(A) karakteristik determinanti

S + @0, ¥y + @0y,
B, = (& - @, )(By - @, ) S+ @8 Y+ @7, (1L.7.7)
20 1¥21 20 22
G +@,8, ¥y —@,¥y,
B, =(a, ~w,c + II1.7.8
e = (@ ~0,2,,) By +@,5,;) Sy 40,8, Vo~ Doy ( )

-2=k;<k,<,..., <k1<0 olmak tizere

A(Z) = 2'e***) ([ B Je** +([B,)e"** +...+ ([B,_ Je"+** +[B.]) (II1.7.9)
gibi asimptotik kuazipolinom seklinde yazilabilir.
Teorem IIL7.1  (II1.2.7)-(I11.2.8) simrdeger prf)bleminin karakteristik determinanti
her'bir Q sektériinde -2=m;<m,<...<m=0 olmak tizere asimtotik olarak

A(2) = 22X ([ M Je™™ +[ M, Je™ +..+[ M, Je™**) i=12 (I11.7.10)
seklinde ifade edilebilir.

Burada M, M,,...,My kompleks sayilari (I11.2.7)-(II1.2.8) probleminin katsayilari
cinsinden yazilabilen her hangi cebfrsel ifadelerdir. Birinci ve sonuncu katsayi olan M,

ve My sayilari ise

O] 2)
S +@°8, 7+ Yy,

(@ +0Pa, ) By + 0P f,) (111.7.11)

Oy + 00, 7, + 0Py,
seklinde ifade edilebilir, dyle ki " her bir toplama isleminde o ile ©; ve -0
saylarindan her hangi biri o® ile de w, ve -w, sayilarindan her hangi biri
gosterilmigtir.

Not:Bu teorem Q" ve Q@ sektérler sisteminin her birinin bir eleman i¢in yukarida
ispatlanmustir. Bu sektorler sistemlerinin diger elemanlar igin tamamen benzer
sekilde ispatlanir.
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I1L.8. Ozdegerlerin Asimptotigi

Bu kesimde (I11.2.7)-(111.2.8) sinir deger probleminin dzdegerlerinin asimptotigini
bulacagz.
Teorem IIL8.1 (I11.2.7)-(1I1.2.8) smur deger problemi igin asagidaki sartlarin
gergeklendigini kabul edelim.

1. arga, # argas,

2. ¢(x) eLq(-1,1), g=1

3. \/—c;;aloia” =0,

By = oy =0, :
\/&—lé‘wié}l \/a—zylo"'?’n 20
'\/‘Tlé‘zoié‘zl AyV20 72
\/61—15101611 \/"—2710_711 20
a,0,, =0, Ay Y a0 — 72

4. Ty, v=1,23.4; k=1,2 fonksiyonelleri Wf (—1,0)@Wf (0,1) uzayinda strekli

fonksiyonellerdir.
Bu halde (II1.2.7)-(1I1.2.8) siur deger probleminin sepektrumu diskrettir ve

ozdegerleri agagidaki asimptotiklere sahip olan iki diziden olugmaktadir.

1 .
Ay = Ja,mi(1+ O(),  n=xls2,. (I11.8.1)
1
By = mi(1+0(=),  n=xlxd,.. (L8.2)

Ispat (I11.2.7) denkleminin genel ¢dziimii icin elde ettifimiz (II1.3.2). formiiliinii
(1IL.1.2)-(II1.1.5) fonksiyonel ¢ok noktali sinir sartlarinda yerine yazarsak, c¢;,, 7 = 1,4
degiskénlerine gore
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PEICSAORD

i=

v=14

lineer denklem sistemi elde edilir. O halde bolim I de gosterdigimiz gibi 6zdegerler

ancak ve ancak
A(A) = det{(L,y YD)}, ).z (I11.8.3)
karakteristik determinantinin sifir ye.rlerinden, yani
A(A) = det(7.,7,)(A) = 0 (111.8.4)
denkleminin kéklerinden ibarettir.
Teorem II1.7.1 geregi sonuncu denklem her bir Q% sektoriinde
-2=m<m,<,...,<m=0 ve M; ve M kompleks sayilan ise (IIL.7.11) seklinde
olmak uzere
A (A) =[M,Je™™ +[M,]e™** +..+[M,]e"** =0 (111.8.5)
seklinde bir denklem ile , Q" sektdrlerinin her birinde ise
-2=n1<np<,...,<n=0 ve N ve N; kompleks sayilar1 (IT1.7.11) seklinde olmak tizere
A,(A) =[N, " ;r[ N,Je" 2 4 4[N, Je"* =0 - (111.8.6)
gibi bir denklem ile eydegerdir. Teoremin igiincii sarti geregi birinci ve sonuncu
katsayilar olan M, My, N; ve N; kompleks sayilan stfirdan farklidirlar, O halde
Teorem 1.6.2 geregi 6yle h>0 sayst vardir ki, [ReAw;|>h oldugunda A(M)#0 (i=1,2)

dir. Demek ki, (II1.8.5) ve (II1.8.6) denklemlerinin biitiin kékleri
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I={AeC]| Rerwi<h}, i=1,2

seritlerinin igerisinde kalirlar. ceC  kompleks sayisim 6yle segelim ki, I; seridi
kompleks diizlemin d; dogrusu ile ayrilan iki yaridiizlemin birinde yerlegsin (i=1,2) Bu
durumda yeteri kadar buyiik r>0 igin

IL'={\ell; | Imo>r} ve

II'={Aell; | Imio;<-r}
yirim=seritlerinin her biri Q® sektorlerinin birinde yerlesecektir. O halde Teorem 1.6.2
geregince I} yanm scritlerinin her birinde Ay(A) fonksiyonunun sayilabilir sayrda kokii

bulunur ve bu kékleri uygun gekilde siralayarak A, , i=1,2 n=1,2,...gibi gosterirsek

1
@A, s1= 1+ OC)), =12 (II1.8.7)

asimptotik formiilleri elde edilmektedir.
Diger taraftan

|Re(w, A

i7ven,i

Nk, =12 (I1L.8.8)

esitsizliginin saglandigim biliyoruz. (111.8.7) ve (111.8.8) formillerinden

1
wij’:n,i = 7m1(1 + O(;)) (11189)
formil ve buradan da ozdegerler igin ‘ .

1
Aoy = Ja,mi(1+ 0C),  n=xlz2,.

1
Ay = Ja, mi(1+ OC-),  n==lz2,.

asimptotik formilleri elde edilir ki ispat tamamlanmus olur.
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BOLUM IV
YUKSEK MERTEBEDEN TUREVIN KATSAYI FONKSIYONUNUN
DEGERLERININ ARGUMENTLERI ESIT OLDUGU DURUMDA

OZDEGERLERIN ASIMPTOTICH

Bu bolimde (111.2.7), (11L.2.8) smur deger problemi igin  argaj=arga, hali
aragtinlacaktir. Bu halde ozdegerler igin Bolim III de elde edilen iki tane asimptotik

formiil yerine tek bir asimptotik formiil bulunacaktir.

IV.1 Kompleks diizlemin arga; = arga, halinde iki tane yari-diizleme
Boliinmesi

arga;=arga, oldugu durumda kompleks diizlemi Boliim III deki gibi sekiz tane
degil de sadece iki bdlgeye ayiracagiz.

Bu durumda,

Li={AeC | Rerw;=0} ve

L={AeC | Rehw,=0}
dogrularmin g:aklstlgl agiktir. Bu tek dogruyu [/ ile gosterelim. ceC keyfi kompleks
say1 olmak tizere (ileride 6zel olarak segecegiz)

d=l-c={A-c | Ael}

dogrusunu gézonine alam. d dogrusu kompleks diizlemi iki tane yan-dﬁzl_efne

ayirmaktadir. Bu yari-diizlemlerin her birinde.  Re(A+c)o; ve Re(A+c)o,
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fonksiyonlan isaretlerini korurlar ve aym isarete sahiptirler.  Re(A+c)m; =0 ve
Re(A+c)a20  sartlarinin saglandigs yan-diizlemi X' ile, Re(A+c)w;<0  ve
Re(A+c)@,<0 sartlannin saglandig yari-diizlemi ise X~ ile gosterelim X*yarn-
diizlemlerinin her birinde (IT1.2.7) denkleminin (I11.3.1) asimptotik formilleri ile

verilen doért tane lineer bagimsiz Qézﬁmﬁnﬁn bulundugu ;'e genel ¢oziminiin (111.3.2)

formuld ile verildigi Boliim I de ispatlanmugtir.

IV.2. X Yan-diizlemlerinde Sinir Fonksiyonellerinin Asimptotigi

Bundan sonraki arastrmalarmmizi 2* yarl-diizlemlerinih sadece bir tanesi igin
yapacagiz. Diger yan-diizlemdeki  aragtirmalar tar;lamen | benzer gekilde
yapilabilecektir.

Simdi

(T )(A)

[onksiyonlarnm AcY, A »w oldugunda asimptotigini bulahm. (IIL5.1) formala

geregince agagidaki asimptotik ifadeleri elde ederiz.

[ di ~l ,/1
T = 3 [T P e -

= 3 [0 1O e (1

Burada x=t-1 doniigiimiinii yapar ve Yardimci 6nerme 1.7.1 i uygularsak
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b 1
(T3 = 3 (A0 Jemas 0(%))4.(., (1 =T)dr =
k ) 1 1
=(Aw))* e 2 (Aw,)"™* f e (1+ O( )z, (¢ ~ )t =

= (Ao, )k e~ 2 (Ao, ) ™*[o] =
i=0
=(Aw)e*™[0], AEZT, A—-w (Iv.2.1)
benzer gekilde
' d'y,(x, A
(T 7,)(A) = Zf LR, (o -
k0 . 1
= 2 Y & (14 Oz (e -

—2< Aw,) f e‘"’**<1+0( 2,4y (~x)dx =

= (-Aw,)* 2 (Aw,) *[0] =

= (-Aw,)"[0] (IV.2.2)

k 1dx'~ 2
170 = S fEEED, | oy -

i=0 _

'3R!

= 3[R0 & (1 O e (o) -

- (10,)" 3 (10,) [ €5(1+ O( e () =

= (w,)"[0] ’ (IV.2.3)
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k1 gis~ /1
T30 = 3 [Pz e

k0

- 3 [AoY e (s O e (X) =

- (A,)! 3 (20, [ € (L4 O e ()

burada x=1-t déniigiimiinii yapahm.

(T3 = (~a,)" 2 (-4, [ &350+ Oz (1 et =

= (~Aw,) e 2 (~A@y)™ [ X1+ 0(%))%(1 ~ 1)t =

= (-Aw,)e™**[0] (IV.2.4)
Ayn yontemle X° yan-diizleminde de (Z,3,)(A) fonksiyonlarinin. asagidaki

asimptotik ifadeleri bulunur.

(L 7)A) = Qo) [0] A av.2.5)
(1:3,)(A) = (Aw,)* e** [o] (1V.2.6)
(T43,)(A) = (Am,)* e* [o] av.2.7)
(T, 7,)(A) = (A, )*[o] IV.2.8)

Elde ettigimiz sonuglari teorem seklinde ifade edelim.

Teorem IV.2.1 Ty W, (-1,0)® W} (0,1) = C (v=1,2,3,4, k=1,2, q21) fonksiyonel-

leri siirekli oldugunda X* yari-diizlemlerinde (1V.2.1)-(1V.2.8) asimptotik formiiller

gergeklenir.
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IV.3 X* Yan-diizlemlerinde Smir Deger ifadelerin Asimptotigi
yukanda elde ettigimiz (IV.2.1)-(IV.2.8) asimptotik formiillerinden faydalanarak

(I11.3.1) ifadelerini (IIL.6.1) de ve buradan elde ettifimiz sonuglann da (III.1.2)-

(I11.1.5) esitliklerinde yerine yazarsak L ¥ sir deger ifadelerinin ‘A€ Z*, A—>o0

oldugunda asimptotigini bulahm. Once A€ X~ halini inceleyelim. Bu durumda

asagidaki formiller elde edilir.

1 |
L)y, = /Z/'Ll'k (allgyl(k)(—l) + B (-0) +
=0
Ny
ik 2 nlqkj;l(k) (xlqk) +71,5))
q=
h
- ZW (. J(Ao) e +[8,100,)" +
Ny
Awyx -Aw,
+ E[n,qk](/lwl)"e * +(Aw) e o) =
qu
1
= e~ ;j o* (e, 1+ (8. 1™ +
=0

Ny
+ Z[mqk]e“"“"”*“’ +[o]) (V3
q=

69



1

L.y, = le_k (a]kyz(k) -+ 1311:5;2(“(_0) +
=0 -
Ny
"'.2 771qk}~’2(k) (quk) +1,5,)=
pA
1
= ;z ([, (@) ™ +[B8, 1(-1w,)" +
=) .
N N
+ E[nlqk](—zwa"e' ey (-Aw,)*[o]) =
£
1 N; Aol
- @(—wl)"([a,k Je* +[ﬁ1kv]++2[n.qk]e kil 4 [o])
. al qn :
] k
Ly, = ZI- L.v;)
™

1
- 21‘*1"[0] -
=1 [o]
I .
Llycl = Z;LM 7[1:?4
=0
.
— zﬂl—klke—lmz [0] -
=1 e™**[0]
]
L,y = Zﬂ']_k];kj;l =
=0
1
= 2 ﬂl-klke—lwl [0] -
wl()

= A e o]
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1
L.y, = gz"" T.7, =

= 21""&"[0] =

= A[o]

1

L,y = Z At (azkys(k) (+0) + ﬂzkys(k) (+)+
' =0

N,y
+ 2 772qky3(k)(x2qk) +1,5;) =
q=

1

- ;/1 ([ [(A,)" +[ By (Aw, ) €™ +
=0
N,
¥ 2 [772qk 11w, )kelmlxm + A fo]) =
= 13 @) (] + 1A, 1™ + 2’[n2qk1e“’”‘~* +[o])
L2)74 = 21 At ([a?.k ](_/‘sz )k + [ﬂzk ]("’1(‘)2 )k e 4

Ny

# 3 U (-2, 2t o] =
q=

=27 S (0,) (e + 1B+ 2’[n2q,,1e“"“""w’ +[o])
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. 1
L., = ;z"" (6T P (-0) + 7, 7, P (+0) + T, 7)) =
1
= ; A8, 1(Aw,)* + e [o]) =
|
AZ a’lk [0, ]+ e [0]) = Ad, + @0, ] + e [o] avas.9)
=0 ) .
L., = ; A8 1(=Am))* + Ty 3) =
=0
- ; A (18, W(-Aw,)* + A*[o]) =
1
: zg (~@,)* ([6,,1+[0]) =

=4 @) [4]-
= /1[510 r a)lé‘l]] a (IV.3.10)

1

L.y, = 2 A* (51/:5”3(,{) (-0) + 71;:5"3(1‘)("'0) + T, 5,) =
] )
S ik k
- 2 A7y 7,9 (+0) + T, 33y) =

) 2 A [y 10@,)* +(Aw,)*[o0]) =

= ’12 a’sz’xk] =

=AUy + @,7,,] (Iv.3.11)
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1
L.y, = g A7 7P +0) + T, 5,) =
‘ .
- ; A7 J(~A@,)* +(=Aw,) e [o]) =
=0

= AZ (-, )k (7w 1+ ek [o]) = Aly\o — @271, 1+ Ae™to [o] (1v.3.12)

Lsy ve Lqy sinir deger ifadeleri aym gekilde oldugu igin (L,¥,;) (A) fonksiyonlarimn
asimp‘totigini ayrica hesaplamadan da (L,¥,) (A) fonksiyonlan igin yukanda elde
ettigimiz formiillerde katsaydarin birinci indist olan 1 yeriné 2 yazmak yeterli
olacaktir. Buna gore A €27, A—® oldugunda (L,y,) fonksiyonlan igin asagidaki
asimptotik ifadeler dogrudan yazilabilecektir.

L, = A8, +@,8,1+ Ae™*[o] (1V..3.13)

L.y, = A6, ~w,] ' . (IV.3.14)
L4}73 = /1[}/20 +w27/21] (IV3 1 5)
L7, = Alys — 0,75, 1+ Ae™**[0] (IV.3.16)

Simdi ise T* yar-diizleminde (L,7)(1) fonksiyonlarmn  A—c0 oldugunda
asimptotik ifadelerini bulahm.

Bu halde X~ yari-diizlemi igin yukarida yaptigimiz aragtirmalardan farkl olacak

sekilde (T, ¥, )(A) ifadeleri igin, kullandigumiz (1V.2.1)-(1V.2.4) asimptotik formiilleri

yerine 2* yani-dilzlemi igin (IV.2.5)-(IV.2.8) formillerinden faydalanacagiz.
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Bunu dikkate alarak (IV.3.1)-(1V.3.16) formiilleri tizerinde gerekli diizenlemeleri

yaparak (L,3,)(A) fonksiyonlar igin Ae £*, A->o oldugunda asagidaki formiilleri

°

buluruz.

1 N,
L.y, = Ae™ 2 @ (e, 1+18, 1™ + 2 (7, ™5 £ ei[o])  (IV.3.17)
5 =0 g=

1 '
Ly =2 2 (0) (@ J™ + A+ 3 [ ™! +e™ (o)~ QV3.18)

Ly, = 2,/1‘* (Aw,)* e** o] = e + 2 Aw,*[0] = Ae**[o] (IV.3.19)
Ly, = Z)z‘-’mk Py = Zﬂ“k (Aw,)[0] = A[0] (IV.3.20)
L,y = ZA""T“ ¥, = Z/l“" (A@,)*[0] = A[o] (IvV.3.21)
L,y, = 2/1‘-" T,7, = 21‘-" (Aw,)* e*™ 0] = 2e**[o] (IV.3.22)

1
Ly, = a; Aw,* [y, 1+ B Je*™ +

N,
+ 2 [T Je™ ™ +e*:[o]) (IV.3.23)
q= .

L., = ze""““;(—wz)k([a;k Je*™ +[B,]+

Ny
+ 2[772‘,;: ]e.lmz(l-xqu-) + e/lmz [0]) (IV324)
£
1
L,y = AZ " ([8,1+[0]) = A8, + @,6,,] . (IV3.25)
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L.y, = Zﬂ“" (8, )(=A))" +(Aw,)* e* [0]) =
=12(—w1)"([51k]+ elf" [o]) =
=2[8,, - ®,8,,]+ 4™ [0] (1V.3.26)
L.y, = Zﬂ"" 7 1(A@,)* +(A@,)" ™ [0]) =
=710 — @, 71,1+ A2 [0] | (Iv.3.27)
L.y, = 2/1“" ([nd(—fth)". +(Aw,)*[o]) =
=/12(—wz)k([<ik] +[o]) =
=¥10 ~ @57, A (IV.3.'2.8‘)
L.y = ﬂgwl"([cﬁzk] +[o]) =
A8, +®,6,] (1V.3.29)
L.y, = Zl“" (6 1(=A@,)* + (A, )" "™ [0]) =
=8, - ®,8,, ]+ 4™ [0] (IV.3.30)
L.y = Zl"" [72 J(Aw,)" + (.lwz)"e“" [o]) =
=¥ 5 + @,7,, 1+ Ae** 0] (IV.3.31)
L.y, = 2/1"" (72 1(=2@,)* + (A, )*[0]) =
=AYy 0,7, ‘. (1V.3.32)
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Teorem (IV.3.1): T, W~ (-L0)® Wq" (0,1) = C lineer fonksiyonelleri siirekli ise
kompleks diizlemin

>={AeC|Re(A+c); <0, =12} ve

T'={AeC |Re(AMC)0;= 0, i=1,2} ve
seklinde bolinmiis yar-diizlemlerinde (L,J;)(4) smur deger ifadeleri A->o0

oldugunda uygun olarak (IV.31)-(1V.3.16) ve (IV.3.17)-(1V.3.32) asimptotik

esitliklerini saglarlar.

IV.4. =¥ Yari-diizlemlerde Karakteristik Determinantin Asimptotigi

Simdi arga,=arga, durumunda (L ¥, )(4) i, A=1,2,3,4 sinurdeger ifadeleri igin
elde ettigimiz (IV.3.1)-(V.3.16) ve (IV.3.17)-(IV.3.32) formiillerinden. yararlanmakla
uygun olarak £ ve X' yanmdiizlemlerinin her birinde aragtirdigimiz sinrdeger
probleminin karakteristik determinantinin asimptotik olarak asimpotik kuazipolinom
seklinde ifade edilebildigini gosterece@iz. Bununla birlikte elde edilen asimptotik
kuazipolinomun ilk ve son katsayisinin asimtotik degerini hesaplayacagiz. Once X
yanmdiizlemini ele alalim (IV.3.1)-(IV.3.16) formiilleri geregi A€X’, A—o igin A(A)

karakteristik determinanti1 asagidaki sekilde olacaktir.
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1

A(M)=det(L,5) =

M—Nm Zwlk ([alk] + [Bllt]em‘ + E[nlq[;kmx(xlqkﬂ) )"; (_.(“)l)lr([a]k]é).ml + [ﬁu‘] + 2[nlqkk)\w,lx,qk|)

e ™1 o] Mo}
AR5, + w,8;; 1™ +[o]) Aoy - w,8,,]
)\'efm‘ ([8, + ("1521]3)‘“’l +[o]) My, - 0,56,]
Afo] . Ae™[0]
1 N, 1 N,
;"2 0, ([0, ]+ [Bye Je™ + E [nzqk]emzxw ) hes 2 (~0,)" ([oryy Je "t 4 [B ]+ 2 [nzqk]ew,(l—xz.,.) )
= g=1 4= .
My +wy11] e (710 "'mz}'u]eh02 +[o])
My +wy7,] M'M‘([ym '“’27’m]em2 +[o])

Bu determinantin her bir stinundan A ortak garpanin determinant digina aldiktan
sonra elde edilen determinantin biitiin elemanlarim e** ve e**: ifadelerinin reel
kuvvetlerinin artma sirast ile dizerek arastrmalanmuz igin onemsiz olan aradaki
terimleri yazmazsak karakteristik determinant: agagidaki sekilde yazabiliriz.

AL = A*As(A), Ao(M) almak iizere

A=
(o, + a’lafn]e_}'ml + HBo + @ 8,1 [Bo -8, 1+ Ha, - wlall]elm‘
) [0} fo]
[o]e* +[6 + @,6,] [616 — @,6,,]
[0]‘3_MI +[8y +®,0y ] [850 — @,6,]
[o] | [o]
[ay + 0,0, ]+..+[ By + @, B, Je* (B — 0,8, Je*e +..Hay - 0,0y ] av4.1)

(710 + @,711] [O]e_wz +[710 —@,711] . o
[V20 + @, ] [O]e.um2 +[¥a0 = 0,751
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arga;=arga; oldugu igin sonuncu determinantin agilimindan her bir terim MeC

kompleks say, k ise reel say1 olmak lizere [M]e*+**) seklindedir.

Bu determinanti agarak ¢*“*** ifadesinin artan kuvvetlerine gore dizersek

[Pi] =P;+o(1),1=1,1,....,/] ve -1=k;<k,<..<k~=1 olmak iizere

!
Bo(2) = DRI

iel
seklinde asimptotik kuazipolinom elde edilir. Diger taraftan (IV.4.1) ifadesinden
determinantin bilinen &zelliklerinden faydalanarak gorebiliriz ki, ilk ve son katsayilar
oyan P, ve P; i¢in asagidaki esitlikler dogrudur.

O — D10, 710 @Y1
P = (ay + @00, X By — @, 1)
520 - w1521 Vo T @575

O + @08,  Vio — @7y

F = (axo _a)xan)(ﬁzo +w2ﬂ21) .
O + @05 V30 ~ 0,7

$imdi ise Z" yan-diizleminde A()) karakteristik determinantimin A—>c0 asimtotik
kuazipolinom geklinde ifade edilebildigini gosterelim ve bu kuazipolinomun ilk ve son
katsayilarinin  asimptotigini  bulalm. Yazmun kisalagi igin (IV.3.17)-(IV.3.32)
formiillerinde parentez igindeki ifadeleri ¢*™ ve e*™ ifadelerinin reel kuvvetlerinin

artma sirasina gore dizelim. Ayrica her satirdan A ortak ¢arpanini da determinantin

digina alalm. Buna goére A(A) determinantint asagidaki sekilde elde ediriz.
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A= A*A(\) olmak iizere

Ao(M)=
[a, + @,y ]e-ml +.HB, +@,8,]1 [Bo-of, 1+ Hay, -0,y ]e—i.m,'
[o] [o]e*
[6 + 2,6, ] [0 “("1511]"'[o]e)'ml
[0 + @,6,] : (65 — a’lé‘zl]"‘ [o]e**
I'O]cﬂ.mz [0]
[ay + @, 1+ H By + @, 5, ]ezlwz By — 0,3, e - +ot @y — @, ]
o + @71+ [O]emz 710 —@3711]
(73 ’*‘wzyn]"'[O]e;'m2 [Va0 —@2711]

2

(IV.4.2)
(IV.4.2) determinantim agarak e***? ifadesinin reel kuvvetlerinin artma sirasina
gore diizenlersek

[Q]=Qi+0(1), =1,2,...m, —-1=s <&, <..<s, =1 olmak lizere

n

Bo(a) = 3! [0, Jereren

i=

seklinde asimptotik kuazipolinom elde edilir. Determinantin bilinen 6zelliklerinden
faydalanarak ilk ve son katsaylar igin asafidaki esitliklerin dogru oldugunu kolayca

gosterebiliriz.
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| 8o —@18), 710 + @01
O =(a,, + o, )(By, —©,5,)
Oy =W,0, Yoy + @Yy

S0 + W10 V1o — W)

O, = (e, - 0, X By + @, 8,1)

Oy + @8, Vo — By

Goruldigiu gibi P1=Q;, P~ Qn dir. $imdi buradan elde ettifimiz sonucu
teorem §eklinde ifade edelim.

Teorem (IV.4.1) 7, W, (~1,0)® W, (0,1) = C lineer fonksiyonelleri siirekli ve
komplcks diizlemin bolundagu

Y={AeC|Re(A+c)n; 20, Re(A+c)w, 20 }

2'={AeC |Re(A+c)o; < 0, Re(A+c)o, < 0}

yani-diizlemlerinin  herbirinde (II1.2.7)-(II1.2.8) smur deger probleminin A(A)
karakteristik determinanti A—o0 oldugunda

Ry, Ra,...Rs kompleks sayilar ve -1=k;<k;<...<k~1 olmak iizere

A(A) = 21 (R Je"H @@ L[ R Jekt@re) . 4R Jektenra))
olarak asimtotik kuazipolinom geklinde ifade edilebilir. Aynca ilk ve son katsayi olan

R ve R, sayilar Az sektorleri igin
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S F@ 0y 710 2@,74
R =(a, xwa, )b, Fw,f)) (TV.4.4)

o

Oy F 8, ¥y =W, ¥5

S @0, 710 FO

R, =(a,y F0,a,, )by =0, 5,) (1v.4.5)
Oy £@,6,, ¥y T @7y '

esitlikleri dogrudur.

IV.5 arga;=arga; Olugunda Ozdegerlerin Asimptotigi

Onceki boliimde arga;#arga, halinde 6zdegerleri iki dizi halinde siralamugtik ve bu
dizilerin asimptotigini bulmustuk. Bu kisimda ise arga;=arga; hali i¢in 6zdegerleri l:;ir
tane dizi seklinde gosterecegiz ve asimptotigini bulacagiz.

Teorem IV.5.1 Asagidaki sartlarin saglandigini kabul edelim.

1) arga,=arga,

2) c(x) eLq(-1,1), q=1,

3) Jaa,xa, =0
NGBy 5y =0,

Na, 0 F O Vi =71

_ =0
\["—1520 +4, \/a—z?’zo £V |

4) T, Wi (-1,00® W} (01)—>C (v=1,2,3,4, k=0,1) lineer fonkiyonelleri

siireklidirler. O halde (II1.2.7)-(II1.2.8) Suur deger Probleminin spektrumu diskrettir

ve 6zdegerleri agagidaki asimptotige sahip olan
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\/_” \/_ ami(1 + O( », n=x1x2,. .. v.s.1)

dizinini olugturmaktadir.
Ispat: Onceki bolimde oldugu gibi 6zdegerler ancak ve ancak (IV.4.3) formili
ile verilmis A(A) kuazipolinomun sifir yerlerinden ibarettir. Teorimin 3.$art1 gere-

gince R;#20 ve R0 dir. O halde Teorem 1.5.2 geregi dyle h>0 sayis1 bulunur ki

|[ReAM(witwz)| =h oldugunda A(A)+0 olmaktadir. Demek ki

[R Je* v 4 [R Je*H @) 4 4R Je*M ) = 0 (IV.5.2)
denkleminin biitiin kokleri

[I={AeC | ReA (01t®;)| <h}
seridinin igerisinde bulunurlar. ceC kompleks sayisint 6zel olarak segmekle IT seridini
Z* veya X7 yan-dizlemlerinde yerlestirebiliriz. O halde Teorem 1.5.2 geregi'nce

(IV.5.2) denkleminin IT seridinde sayilabilir sayida Ao, n=+1, +2,... kokli bulunur ve

bu kokler igin
1
(@, + @,)A,|= 7|n|(1 + O(;)), n=x1, £2,.. (Iv.5.3)

asimptotik esitligi gegerlidir. A,€I1 oldugu igin
ReAy(0;twz)| <h n=x1 +2 . av.5.4)

esitsizlikleri saglanir. (IV.5.3) ve (IV.5.4) ifadelerinden ,
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1
(0, +@,)A,; = mi(l+ O(;)), n==x=1, £2,.

formiili elde edilir. Dolayisiyla

=
" T e

sonucunu bulmus oluruz.-

———F—=mi(l + O( )) n=x1+2, ...
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OZGECMIS

1966 yiinda Tokat ile Resadiye Ilgesi .Yolﬁstﬁ Koyiinde dogdum. Ilkokulu
koyiimde, ortackulu Resadiye’de Lise egitimini Canakkale Gokgeada Atatiirk
Ogretmen Lisesinde tamamladim.

1987 yilinda O.M.U.Egitim Fakiltesi Matematik Boliimine girdim ve bu
boliimden 1991 yihnda mezun oldum. Yine aym yth O.M.U. Fen Bilimleri Enstitiisiinde
Yiiksek Lisansa bagladim ve 1994 yilinda bitirdim.

Halen Amasya Egitim Fakiiltesi Matematik Boliimiinde Ogretim gorevlisi olarak

¢aligmaktayim. Evli ve dért gocuk babastyim.
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