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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

URETICI CEKIRDEKLI HILBERT UZAYLARINDA BEREZIN
SEMBOLLERI ILE ILGILI BAZI PROBLEMLER

Ismail Murat KARLI

Siileyman Demirel Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dog¢. Dr. Ulas YAMANCI

Bu tez calismasinda iiretici ¢ekirdek ve Berezin sembolii teknikleri kullanilarak bazi
problemlere cevap verilmeye calisildi.

IIk olarak iiretici cekirdek, iiretici cekirdekli Hilbert uzay, Berezin sembolii ve Berezin
say1s1 gibi temel baz1 tamimlar verildi. Daha sonra, Dirichlet uzayindaki sinirli kosegen
operatoriin Berezin doniisiimiin birim ¢cember iizerinde radyal limite sahip olmadig:
gosterildi. Benzer problem, kompleks diizlem iizerindeki Fock uzay1 i¢in de incelendi.

Ayrica agirlikli kaydirma operatdriiniin Berezin sembolii yardimiyla kompleks sayilarin
dizi ve serilerinin Borel yakinsaklig1 i¢in baz1 yeni kriterler verildi. Dirichlet uzayindaki
Schatten-von Neumann sinifi operatorleri Berezin sembolleri yardimiyla karakterize
edildi.

Son olarak operatorlerin Berezin sayisi i¢in literatiirde bilinen bazi esitsizlik tipleri
kullanilarak onemli esitsizlikler elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Uretici cekirdek, Berezin sembolii, Borel yakinsaklik, Radyal
limit, Fock uzay, Dirichlet uzay, Schatten-von Neumann sinfi.
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SOME PROBLEMS RELATED WITH BEREZIN SYMBOLS IN
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In this thesis, some problems were tried to be answered by using the techniques of
reproducing kernel and Berezin symbol.

First, some basic definitions were given, such as the reproducing kernel, reproducing
kernel Hilbert space, the Berezin symbol and the Berezin number. Later, it was shown
that the Berezin symbol of bounded diagonal operator in the Dirichlet space does not
have a radial limit on the unit circle. A similar problem was investigated for the Fock
space on the complex plane.

In addition, some new criteria was given for Borel convergence of sequences and series
of complex numbers with the help of the Berezin symbol of the weighted shift operator.
The Schatten-von Neumann class operators in the Dirichlet space were characterized in

terms of Berezin symbols.

Finally, significant inequalities were obtained for the Berezin number of operators by
using some types of inequalities known in the literature.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Borel convergence, Radial limit,
Fock space, Dirichlet space, Schatten-von Neumann class.
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1. GIRIS

Uretici gekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup ilk énce 1907 yilinda
Zaremba tarafindan harmonik ve biharmonik fonksiyon simiflari icin kullanilmistir.
1909 yilinda ise Mercer tarafindan integral denklemler teorisinde ele alinmis ve bu
fonksiyon pozitif taniml1 fonksiyon olarak adlandirilmistir (Mercer, 1907). Uzun siire bu
kavram dikkat cekmemistir. Daha sonra ii¢ Berlin matematik¢isinin doktora tezlerinde
tiretici ¢ekirdek kavrami ortaya ¢cikmistir. Bu matematikgiler Szego (1921), Bergman
(1922) ve Bochner (1922) dir. Ozel olarak, Bergman, harmonik ve analitik fonksiyon
siiflar i¢in iiretici ¢ekirdekler kavramini vermistir ve bu kavrami ¢ekirdek fonkiyonu
olarak adlandirmistir (Bergman, 1922). Bergman, bu cekirdek fonksiyonu kavramim
kullanarak, kompleks degiskenli fonksiyonlar teorisinde, konform doniisiimlerinde,
pseudo-konform doniisiimlerinde, invaryant Riemannian metriklerin incelenmesinde
onemli sonuclar elde etmistir (Bergman, 1922). Bundan bagka, olasilik teorisinde iiretici
cekirdekler teknigi ilk olarak diinyaca iinlii Rus bilim insan1 Kolmogorov tarafindan
1941 yilinda kullanilmig ve ¢cok 6nemli sonuglara imza atilmigtir. Bu konular icin genel
teori Aronszajn (1950) tarafindan ortaya konulmugtur. Daha sonralari iiretici ¢cekirdekler
Fields ddiilii ile odiillendirilmis Schwartz (1964) tarafindan gelistirilmigtir. Bu teori bir
o kadar bagka anlamda Krein (1963) tarafindan kullanilmistir. Giiniimiiz matematiginde
ise, yaklasik 1972 yilindan baglayarak agirlikli olarak Japon matematik¢isi Saburou
Saitoh iiretici ¢ekirdekler metoduna sanki yeni bir hayat vererek, bu yontemi analizde,
diferensiyel denklemler ve integral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda,
operatdrler teorisinde ve harmonik analizde uygulayarak ¢ok onemli ve orijinal sonuglar

almay1 basarmistir (Saitoh, 1988; 1997).

Uretici cekirdekler kullanilarak tanimlanabilen Berezin sembolleri kavramu ilk olarak
Rus matematikgisi ve fizikcisi Berezin tarafindan verilmistir (Berezin, 1972; 1974).
Berezin, aslinda Fock uzayinda Wick sembollerinin genislemesi olarak bu kavrami
tanimlamistir. Berger ve Coburn ise ilk olarak Toeplitz operatdriiniin kontravaryant
sembollerini, yani Toeplitz operatoriiniin Berezin semboliinii kullanmislardir (Berger

ve Coburn, 1986).

Eger Berezin sembollerinin tanimladig1 kiimenin, yani Berezin kiimesinin operatoriin

niimerik deger kiimesinin alt kiimesi oldugu dikkate alinirsa, bu kavramlarin haberlesme
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alaninda genis bir uygulamaya sahip oldugu soylenilebilir.  Bunlara ilaveten,
elektronlarin Wieck ve anti-Wieck sembollerinin Berezin sembolleri ile siki bir iligskiye
sahip olmasindan dolay1 da yine Berezin sembollerinin elektronlarin enerji seviyelerinin
belirlenmesinde var oldugu goriilmiistiir (Berezin, 1971). Uretici gekirdekler de
genis bir uygulama alanina sahiptirler. Uretici ¢ekirdekler teorisi Hilbert uzaylari
tizerinde lineer doniisiimler ile birlestirildiginde cesitli alanlarda bircok baglantilara
ve diferensiyel denklemler, integral denklemler, Pisagor Teoreminin genellestirilmesi,
ters problemler, drnekleme teorisi, lineer doniisiimler ile birlestirilen lineer olmayan
doniisiimler, Hilbert uzaylar1 arasinda gesitli operatorler gibi bir¢ok genis alanlar iizerine
yayilmis verimli uygulamalara sahiptir (Saitoh, 1988; 1997). Ozel durumda Bergman
cekirdegi ve Szego cekirdegi gibi belli iiretici ¢ekirdekler kompleks analizde pek ¢cok

ve genis sonuglara sahiptir.

Berezin sembolleri teorisinin merkez1 sonuglarindan biri, Berezin tarafindan, Berezin
sembolil yardimiyla ispatlanan niikleer (cekirdekli) A operatorlerinin iz formiiliidiir
(Berezin, 1972; 1974). Bu formiilden Berezin, sabit katsayili eliptik diferensiyel
operatoriiniin spektrumu i¢in klasik asimptotigi elde etmistir. Bu elde edilen sonug
daha sonra 6nemli problemlerin dogmasina yol agmistir; drnegin bu sonugtan sonra
Berezin sembolii bakimindan, Schatten-von Neuman siniflarinin incelenmesi problemi
ortaya ¢cikmistir (Peller, 1980). Berezin sembolii bir cok durumlarda ¢ok etkileyicidir
ve mevcut operator i¢in onemli bilgileri tasgtmaktadir. Ornegin, cok sayida fonksiyonel
Hilbert uzaylarinda (H? Hardy uzay1, L2 Bergman uzay1 vb.) A operatérii kendisinin
Berezin sembolii A ile tek olarak tanimlanabilir. Berezin sembolii agirlikli olarak
Toeplitz ve Hankel operatorleri i¢in uygulanabilir. Bu sebeple sdyle dogal bir soru
sorulabilir: Berezin sembolii operatorler icin daha hangi bilgileri verebilir? Bu soru
ile ilgili baz1 pozitif sonuglar Zhu’nun kitabinda yer almaktayken negatif sonuclar ise
ornegin Nordgren ve Rosenthal, Zorboska, Karaev, Karaev ve Saltan’in makalelerinde
verilmistir (Zhu, 2007; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Zorboska, 2003; Karaev, 2010;
Karaev ve Saltan, 2005). Incelenen problemler hem operatorler teorisi ile cebirler
teorisinin birlestigi yerde bulunmakta hem de Topelitz ve Hankel operatorlerinin bazi
ozelliklerini ortaya koymak icin goz oniine alinmaktadir. Tartisilan yon ¢ok hizlica

gelisen bir alan olmakla beraber ayni1 zamanda da sonu goriinmeyen bir ¢alisma alanidir.
Bu tez calismasi temel olarak asagidaki ana basliklardan olugsmaktadir:
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eDirichlet uzay: tizerindeki sinirli bir operatoriin Berezin doniisiimiiniin birim cember
tizerinde radyal limite sahip olup olmadig1 aragtirilmigtir. Benzer problem, kompleks

diizlem tizerindeki Fock uzay1 i¢in de incelenmistir.

e Agirlikli kaydirma operatoriiniin, Berezin sembolii yardimiyla kompleks sayilarin dizi

ve serilerinin Borel yakinsaklig1 icin bazi yeni kriterler verilmistir.

eDirichlet uzayindaki Schatten-von Neumann sinifi operatorleri Berezin sembolleri

yardimiyla karakterize edilmistir.

eKerin-Lin ve Young Esitsizliginin genellestirilmesi kullanilarak iiretici ¢ekirdekli

Hilbert uzaylarda operatorlerin Berezin sayisi i¢in bazi yeni esitsizlikler elde edilmistir.



2. KAYNAK OZETLERI

Aronszajn (1950) yilinda iiretici ¢ekirdekler genel teorisi olusturmus ve daha sonra
Schwartz (1964) tarafindan bu teori gelistirilmistir. Uretici cekirdekler genel teorisini

ayn1 yillarda Krein (1963) farkli baglamda ele almistir.

Berezin sembolleri kavramu iiretici ¢ekirdekler ile tanimli olup ilk olarak Berezin
tarafindan verilmistir (Berezin, 1972; 1974). Bu kavramin yardimiyla Berezin, kuantum
fiziginin ve istatistiksel fizigin onemli operatorlerinin Hamilton operatdrii, (Schrodinger)
operatoril, Jacobi operatorii vd. 6zdegerlerinin dagilimi i¢in 6nemli sonuglar almistir.
Ornegin ilk olarak niikleer operatdriin izini Berezin sembolii ile ifade etmistir. Ayrica
eliptik tipli kismi diferensiyel operatdriin pozitif 6zdegerlerinin sayisi i¢in de 6nemli

formiiller elde etmistir.

Standart iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzayindaki kompakt operatorlerin karakterizasyonu
Berezin sembolii kullanilarak Nordgren ve Rosenthal tarafindan verilmistir (Nordgren ve
Rosenthal, 1994). Ayrica Bergman uzayindaki Toeplitz operatorlerin Berezin sembolii
Poisson cekirdeginin, H? (D) Hardy uzayindaki rolii kadar, Bergman uzayinda da

onemli oldugu ortaya ¢ikmugtir.

Kili¢ (1995), iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzaylarinda herhangi bir operatoriin Berezin
semboliiniin ¢arpimsal 6zelligini incelemistir. Yani, her 7 € B (H (2)) operatorii igin
T\T> = Ti T> olmast icin gerek ve yeter kosulun 77 operatoriiniin ¢carpim operatorii olmasi
gerektigini elde etmistir. Kili¢ ayn1 zamanda, eger T; operatrii H> Hardy uzayinda
snirlt operator ise o zaman her T € B (H?) operatérii igin T (A) =T, (A) T (A)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun, 77 operatoriiniin analitik Toeplitz operatdr oldugunu
gostermistir. Daha sonra, Ty, (¢ € L™ (T)) Hardy uzayinda Toeplitz operator ve 7> nin
herhangi bir operat6r olmasi durumunda ”lir(rylg (7?;7:2 (W) —@(u) T ( ,u)) = 0 oldugu
gosterilmistir ve benzer sonuglar Bergman uzayinda da elde edilmistir (Karaev and
Giirdal, 2010). Berezin sembolleri yardimiyla operatorlerin Schatten-von Neumann
siniflarina ait olmasi ile ilgili yeni kriterler verilmistir (Karaev, 2002; Karaev ve
Saltan, 2005; Karaev vd., 2013). Bergman uzayi iizerinde tanimlanan sinirli lineer

bir operatoriin mutlak degerinin Berezin sembolii ile yeni sonuclar elde edilmistir



(Das ve Sahoo, 2018). Yine Berezin sembolleri yardimiyla Abel, Borel ve logaritmik
toplanabilme teorisi i¢in yeni ispatlar verilmistir (Karaev, 2004; Pehlivan ve Karaev,
2004; Karaev, 2010; 2013; Karaev vd., 2014; Yamanci, 2018). Ayn1 zamanda, iiretici
cekirdek ve Berezin sembolleri ile baz1 fonksiyonel Hilbert uzaylarinda tersinebilirligi

garanti eden yeterli kosullar elde edilmistir (Karaev, 2006).

Zorboska (2003), Lﬁ Bergman uzayi {iizerinde sinmirli bir operatoriin Berezin
doniistimiiniin birim ¢emberin hemen hemen her yerinde radyal limite sahip olup
olmadig1 sorusunu ortaya koymustur. Karaev (2005) de bu problemi olumsuz olarak

cOzmiigtiir.

Niimerik yaricap ve uygulamalar ile ilgili literatiirde bircok calisma mevcuttur
(Abu-Omar ve Kittaneh, 2015; Dragomir, 2008; Dragomir, 20015; Gustafson ve Rao,
1997; Heydarbeygi vd., 2020; Kittaneh, 2011; Kittaneh vd. , 2015; Sahoo vd., 2019;
Sattari vd., 2015; Yamazaki, 2007). Niimerik yari¢ap i¢in temel bir esitsizlik ,

w(A") <w(A)", n=1,

seklindeki kuvvet esitsizligidir (Gustafson ve Rao, 1997; Halmos, 1982).

Berezin kiimesi ve Berezin sayisi, Karaev tarafindan tanimlanmistir (Karaev, 2006).
Daha sonra, Hardy-Hilbert tipli esitsizlikler kullanilarak operatorlerin Berezin sayisi i¢cin
bazi kuvvet esitsizlikleri elde edilmistir (Garayev vd., 2016; Garayev vd., 2017; Garayev
ve Alomari, 2021; Yamanci vd., 2017; Yamanci vd., 2019). Ayrica literatiirde bilinen
baz1 esitsizlikler yardimiyla da operatorlerin Berezin sayisi i¢cin onemli esitsizlikler
verilmistir (Bakherad, 2018; Bakherad vd., 2019; Bakherad ve Garayev, 2019;
Hajmohamadi vd., 2020; Sahoo vd., 2020; Taghavi vd., 2019; Yamanci ve Garayeyv,
2019; Yamanci vd., 2020).



3. TEMEL KAVRAMLAR

Tanmm 3.1. X i¢ carpim uzay1 olsun. Eger her n € N igin ||e,|| = 1 ve tim m,n €
N (m # n) icin (ey,e,) = 0 ise {e,} C X dizisine ortonormal dizi denir (Rynne ve

Youngson, 2008).

Teorem 3.2. (Bessel esitsizligi) X i¢ carpim uzay1 ve {e, } dizisi X uzayinda ortonormal

bir dizi olsun. Buna gére her x € X igin Y. |(x,e,) |2 yakinsaktir ve
n=1

)

Y xen)]” < 2l

n=1

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Teorem 3.3. H Hilbert uzay ve {¢,} dizisi H uzayinda ortonormal bir dizi olsun. O
zaman agagidaki kosullar denktir (Rynne ve Youngson, 2008):

(a) {en:n € N} = {0};

(b) spanie,:n €N} =H,

(©) [lx[]* = nil [(x,en) %, (¥x € H;

o3}

@x= Y (x,en)en (Vx € H).

n=1

Tamm 3.4. H Hilbert uzay ve {e, } dizisi H uzayinda ortonormal bir dizi olsun. Eger
iistteki Teoremin kosullarindan herhangi biri saglanirsa o zaman {e,} ortonormal

dizisine ortonormal baz denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanim 3.5. Normlu bir X uzayinda {x, } dizisi verilmig olsun. Eger,
lim ||x, —x|| =0
n—oo

olacak sekilde bir x € X varsa, {x,} dizisi kuvvetli yakinsaktir ya da norma gore
yakinsaktir denir ve bu durum,

lim x, =x
n—yoo

veya, kisaca

Xy — X



ile gosterilir. x degerine, {x, } dizisinin kuvvetli limiti ad1 verilir ve {x,} dizisi kuvvetli

olarak x degerine yakinsaktir denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanm 3.6.. Normlu bir X uzayinda {x, } dizisi verilmis olsun. Eger her f € X / icin,

lim f(x,) = f (x)

n—oo

olacak sekilde bir x € X varsa {x,} dizisi zayif yakinsaktir denir ve
Xp =X

seklinde gosterilir. x degerine, {x,} dizisinin zayif limiti ad1 verilir ve {x,} dizisi x

degerine zay1f yakinsaktir denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanimlayacagimiz Riesz temsil teoreminin Berezin sembollerinde kullanacagimiz

tiretici cekirdek kavraminda 6nemli bir rolii vardir.

Teorem 3.7. (Riesz temsil teoremi) Bir H Hilbert uzayindaki her sinirl lineer f
fonksiyoneli i¢ carpim olarak ifade edilebilir. Yani, y, f fonksiyoneline bagl olmak

luzere

fx) = {xy)

esitligini saglayacak sekilde bir tek y vektorii vardir ve

1A= 1yl

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Simdi Hilbert uzay: iizerinde tanimlanan lineer operatdr, sinirli lineer operator ve

bunlarla ilgili baz1 6zellikleri verecegiz

Tamm 3.8. H bir Hilbert uzay ve T : H — H bir doniisiim olsun. Eger 7' doniisiimii
herx,ye Hve a, € Cicin T (ox+ By) = aTx+ BTy 6zelligini saglarsa T ye lineer

operator denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanim 3.9. H Hilbert uzayinda bir T lineer operatérii her x € H igin ||Tx|| < c||x||



olacak sekilde ¢ > 0 sabiti varsa T ye sinirlt lineer operator denir. Ayrica 7' nin normu

1T = sup {ITxf} = flx]] = 1}

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Teorem 3.10. H Hilbert uzayinda 7 ve S sinirli lineer operator olsun. O zaman asagidaki
ozellikler saglanir:

(i) Her a € Cicin ||aT| = |o] || T ||

(i) |7+ S[| < |7+ [IS]]

(iii) [|7°S[| < [|T°]||IS]].

Hilbert uzay1 iizerinde tanimladigimiz sinirh lineer bir operator adjoint operatorii
tanimlamamiza olanak saglamaktadir. Bu operatoriin, aym1 zamanda, self adjoint,
normal, iiniter, ortogonal projeksiyon ve izometri operatorlerin tanmimlanmasinda

ve cesitli uygulamalarin incelenmesinde 6nemli bir rolii vardir. Ilk olarak adjoint

operatoriin tanimini verelim.

Tanim 3.11. H; ve H, Hilbert uzaylar olmak tizere 7' : Hy — H; smurli lineer operator

olsun. 7 nin 7* adjoint operatorii her x € Hy ve y € H; igin

(Tx,y) = (x,T"y)

olacak sekilde bir
T": H, — H;
operatoriidiir (Rynne ve Youngson, 2008).

Simdi adjoint operator yardimiyla bazi 6zel tip operatorler tanimlayacagiz.

Tamm 3.12. H Hilbert uzay1 ve T € B (H) olsun.
(@) T*T = TT* ise T operatoriine normal operator;
(b) T* =T ise T operatoriine self-adjoint operator;

(¢c) T*T =TT* =11ise T operatoriine iiniter operator denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tamm 3.13. H Hilbert uzay1 olsun. P = P* = P? olacak sekilde P € B(H) operatoriine

8



ortogonal izdiigiim denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Sonug¢ 3.14. H Hilbert uzay, M C H kapali lineer uzay ve {en}iz1 dizisi M i¢in bir

ortonormal baz olsun. P : H — M operatorii ortogonal izdiisiim ise o zaman

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tamm 3.15. X ve Y iki normlu uzay ve 7 : X — Y lineer operator olsun. X deki sinirl
her {x,} dizisi i¢in {Tx,} dizisi Y de yakinsak bir altdizi iceriyorsa T operatriine

kompakt operator denir (Rynne ve Youngson, 2008).
Teorem 3.16. Kompakt Operatorlerin Baz1 Ozellikleri

(1) X ve Y iki normlu uzay ve T € B(X,Y) olsun.
a) T sonlu ranka sahipse T operatorii kompakttir.
b) dimX < oo veya dimY < oo ise T operatorii kompakttir.

(2) X normlu uzay, H Hilbert uzay ve T € K (X,H) olsun. O zaman B (X,Y) de T

operatoriine yakinsak {7} } sonlu rank operatdrlerin dizisi mevcuttur.

(3) H Hilbert uzay ve T € B(H) olsun. T operatoriiniin kompakt olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul 7* operatoriiniin kompakt olmasidir.
(4) T kompakt< T*T kompakts |T| = (T*T)% kompakt olmasidir.

(5) H sonsuz boyutlu Hilbert uzayi, {e, } dizisi bu uzayin ortonormal bazi ve T € B (H)

olsun. 7 operatorii kompakt ise 0 zaman lim, . || Te, || = 0 dir.

Tamm 3.17. f (x) ve g (x) herhangi iki fonksiyon olsun. x( sabit bir nokta ve g (x) de
xo civarinda agik bir aralikta pozitif ve siirekli bir fonksiyon olsun.
(a) xo civarinda agik bir aralikta | f (x)| < Kg(x) olacak sekilde sabit bir K sabiti varsa

o zaman f (x) = O (g(x)), (x — xo) dur.
f(x)

(b) Eger lim,_,, e =0 ise o zaman f (x) = 0(g(x)), (x — xp) dur.
f )

(%)

(c) Eger lim,_,, =1 ise 0 zaman f (x) ~ g(x), (x — xp) dir (Powell ve Shah,

1972).

oQ



Tanim 3.18. Kompleks sayilarin agik bir Q kiimesi iizerinde, her A € Q i¢in f —
f (1) lineer fonksiyoneli ‘H uzayinda siirekli olacak sekilde Q kiimesi iizerindeki f
fonksiyonlarinin olusturdugu ‘H = #H (Q) Hilbert uzayina "fonksiyonel Hilbert uzay1"

ya da "liretici ¢ekirdekli Hilbert uzay1" denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, 4 € Q igin f (1) = (f, kg2 ) olacak sekilde bir tek
kyy 5 € H fonksiyonu vardir. Q x Q kiimesi iizerinde ky, 3 (z) = k(z,A) ile tanimlanan

~en

bu k fonksiyonuna "H uzayinin iiretici ¢ekirdegi" denir (Halmos, 1982).
Diger taraftan iiretici ¢cekirdek bazlar yardimiyla asagidaki gibi ifade edilmistir.

Yardimer Teorem 3.19. 7 fonksiyonel Hilbert uzayinin herhangi ortonormal bazi {e, }

olsun. O zaman H uzayinin k iiretici ¢cekirdegi

kr(z) =k(z,A) = Y en(A)en(2) 3.1)

n>0

seklinde ifade edilebilir (Stroethoff, 1997).

Coziim: {e,} dizisi H fonksiyonel Hilbert uzayimin ortonormal bazi oldugundan, her

7 € Qigin

oo

k=Y (kp,en)en
n=0

yazilabilir. Parseval esitliginden z € Q olmak iizere

oo [}

k(z,A) = (kp,k;) = Z (kpsen) (en kz) = Zen (A)en(2)

olup bdylece ispat tamamlanir (Stroethoff, 1997).

Ustteki Yardimci Teoremden k; (z) = k; (1) oldugu agiktir. Bu yiizden her A,z € Q

icin k(z,A) = k(A,z) dir. k; normu ise

kalI> = (kaokp) =k (A) =k(A, 1)

dir. %k = W fonksiyonuna A noktasinda H uzayinin "normallestirilmis tiretici
k(A,
cekirdegi" denir (Stroethoff, 1997).
~ k
Tamm 3.20. H = H () fonksiyonel Hilbert uzay1 ve ky 4 = Hk}m ‘ bu uzayin
HA

10



normellestirilmis iiretici ¢ekirdegi olsun. Eger A — dQ (A — & € dQ) iken %?L 2—0
zayif yakinsak ise ‘H uzayina "standart fonksiyonel Hilbert uzay1" denir (Aronzajn,

1950; Saitoh, 1988;1997).

e / 2
Ornek 3.21 (Dirichlet Uzayi). D birim diski iizerinde [ ‘ f (z)‘ dA/m =
D

o5}

Y (n+1)]a,/* < o kosulunu saglayan f = Y a,z" analitik fonksiyonlarin
n=0 n=0

olusturdugu Hilbert uzayina D Dirichlet uzay1 denir. Burada dA, D birim diski iizerinde
Lebesgue 6lgiisiidiir. Dirichlet uzay1, {z"/v/n+1:n> 0} ortonormal bazina sahip

oldugundan bu uzayinin iiretici ¢ekirdegi (3.1) formiilii kullanilarak

ky (z) = g}men (z) = ;)\/%\/;—nﬁ

il n
- (2) 1
= = —log——
n—0 " +1 Az 1—-Az

elde edilir (Marshall ve Sundberg, 1994).

Tanim 3.22. (Fock wuzayr) Kompleks diizlemde Gauss Olgiisiine gore karesi

integrallenebilen tam fonksiyonlarin olusturdugu uzaya "F Fock uzayi (veya

Segal-Bargmann uzay1)" denir. Yani, [|f (z)[>di (z) < oo, dp (z) = e /244 (z)/2
C

olacak sekilde tiim analitik fonksiyonlarin olusturdugu uzaya denir. F Fock uzay1
(.8 = [ 12)8@du), f.g € 12(Codp)
Cc

biciminde tamimlanan i¢ carpima sahip L? (C,dut) uzayinin kapah alt uzay1 oldugundan
bir Hilbert uzayidir. Fock uzayi, {z” / (n!2”)1/ Zin> O} ortonormal bazina sahip

oldugundan bu uzayin iiretici ¢ekirdegi (3.1) formiiliinden

AN 7"
k = en(A)ey, = I 1
Fa (@) HZZ) (A)en (2) r;()(l’l!zn)z )}
<Iz/2>2 _
_ Z ‘ _ elz/Z
n>0 n:

dir (Stroethoff, 1997).

Ornek 3.23 (Bergman uzay1). D birim diskinde Lebesgue olciisiine gore karesi

11



integrallenebilen analitik fonksiyonlarin olusturdugu uzaya "L2 = L2 (D) Bergman
uzay1" denir. { n+17":n> 0} kiimesi L2 Bergman uzay1 igin ortonormal baz

oldugundan bu uzayin iiretici ¢ekirdegi (3.1) formiiliinden her A,z € D igin

1

kLg,A (2) = - _—
(1 — 7LZ>
dir (Stroethoff, 1997).

Tamm 3.24. H = H (Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay ve A € B(H) siirh lineer

operator olsun. O zaman

A() = (A pknz),

formiilii ile tamimlanan A fonksiyonuna "A operatoriiniin Berezin doniisiimii" ya da

"Berezin sembolii" denir (Berezin, 1972).

Berezin semboliiniin en 6nemli 6zelliklerinden bir tanesi, A — JdQ iken herhangi

kompakt bir operatoriin Berezin semboliiniin sifira yaklasiyor olmasidir. Yani ,

dir. Fakat bunun tersi her zaman dogru degildir. Simdi buna bir 6rnek verelim.

Ornek 3.25. H? Hardy uzayinda W operatérii
W' =(-1)"2""'n>0

ile tammh agirhkli kaydirma operatorii olsun. lim; ;- W (A1) = 0 dir. Fakat W

operatorii kompakt degildir (Karaev ve Saltan, 2005).

Coziim: W operatoriiniin Berezin sembolil hesaplanildiginda

W(2) = (Whka ks ) = (1= 1AP) (Whky k)

)=
—(1-A]%) <W°° 2 k,1>

1—|A‘ < nn+1,k)t>
)L

IIMX

= (1-]AP) DA =21 = AP) T (1) AP

n=0

12



1
1412

—A(1-1AP)

elde edilir. Burada lim W(A) = 0 dir. Fakat (—1)" - 0 oldugundan W operatorii

A—1—

kompakt degildir.

Tamim 3.26. (¢, (z)),~(, H tiretici gekirdekli Hilbert uzayinin ortonormal bazi olsun.

#H uzayinda herhangi siirh (ay),~o kompleks sayilar dizisi i¢in kdsegen operatorii
Dgen (z) :=ape, (z), n=0,1,2,...,
formiilii ile tanimlanir. K&segen operatoriin Berezin sembolii

D,(A) = Zan|en , ALEQ,
n 0| 'l(

ile hesaplanir (Karaev, 2010).

Tamim 3.27. H = H (Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay ve A € B(#) siurli lineer

operator olsun. A operatoriiniin "Berezin sayis1" ve "Berezin kiimesi", sirasiyla,
ber (A) = sup{)g(l)‘ e Q} ve Ber (A) = {K(A) A€ Q}

formiilleriyle tanimlanir (Karaev, 2006).

Herhangi bir A operatoriiniin Berezin sayist asagidaki 6zellikleri saglar:
(a) ber(A) < [|A]],

(b) ber (0tA) = aber (A), (a € C),

(c) ber (A+B) < ber(A) +ber(B).

Tamim 3.28. H kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. T operatoriiniin niimerik deger
kiimesi

W(T) ={{Tx,x),x € H,|[x[| =1}
ile tanimlanir ve bu kiime C kompleks sayisinin bir alt kiimesidir (Dragomir, 2013).

W (T) niimerik deger kiimesinin 6zellikleri agagidaki gibidir:
(i)a,BeCicinW (al+BT)=a+pW(T),

13



(i) W(T*) = {Z : A € W(T)}, burada T*, T *nin adjoint operatdriidiir,
(iii) Herhangi U initer operator icin W (U*TU) = W (T) dir (Dragomir, 2013).

Tamim 3.29. H kompleks bir Hilbert uzay1 olsun. H iizerindeki bir T operatoriiniin

niimerik yaricapi
w(T) = sup{|A[,A € W(T)} = sup {|(Tx, )], [|x]| =1}

ile tanimlanir.

Berezin sayisi ile numerik yaricap arasinda
ber (A) <w(A) < |A]l (3.2)
seklinde bir bagint1 vardir ve ayrica herhangi A € B(H) i¢in
HI;—H < ber(A)

dir. Ayn1 zamanda Berezin kiimesi ve niimerik deger arasinda Ber (A) C W (A) seklinde

bir iligki vardir (Karaev, 2013).

Tamm 3.30. f, L' (D) iizerinde bir fonksiyon olsun.

2r
1 .
d =— “z)dt
rad (£)(2) = o [ £(€"2)
0
esitligl ile tanimlanan fonksiyona, f fonksiyonunun radyalizasyonu denir. Eger f
fonksiyonunun radyalizasyonu f fonksiyonuna esitse o zaman bu fonksiyona radyal

fonksiyon denir. Yani, f (z) = f (|z|) esitligi saglaniyorsa f fonksiyonu radyal fonksiyon

olarak adlandirilir. L2 iizerindeki A simirli operatérii i¢in Rad (A) operatorii

21
I
Rad (A) = 5 / U AU, di
0
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seklinde tanimlanir. Buradaki f € L2 ve z € D i¢in (U, f) (z) = f (e "'z) olacak sekilde

tamimlanan U, operatorii birim operatordiir. f, g € L2 igin yukaridaki integral tanimindan

2r

(Rad (4).8) = 5 [ U AUF.)
0

elde edilir. A = Rad (A) oldugunda A operatorii radyal operator olarak adlandirilir
(Zorboska, 2003).

Radyal operator ile Berezin sembolii arasindaki iligki asagidaki gibi verilmigtir.

Onerme 3.31. Birim diskteki her z i¢in Rad (A) (z) = Rad (K) (z) dir. A operatoriiniin
radyal olmasi icin gerek ve yeter kosul A operatoriiniin Berezin semboliiniin radyal

fonksiyon olmasidir (Zorboska, 2003).

Coziim.
Uk, (w) =k, (e "w) = 1_—}Z’2 = kyir, (W)
hz 4 (1 —Ze*”w)z e’z
dir. Buradan
1 2n
Rad (A) (2) = (Rad (A) ke k) = 5 / (AUk,,Upk,) di
0

| 2
= §/<Akeizz,keitz>dl
0

elde edilir. Burada z € D i¢in Rad (A)(z) = rad (K) (z) dir. O zaman, eger A
radyal operatdr ise Berezin doniisiimii de radyal fonksiyon olmak zorundadir. Ote

yandan bir operatoriin Berezin doniisiimii radyal oldugunda yani D’deki tiim z i¢in

Rad (A) (z) = A(z) oldugunda Rad (A) = A olur.

Schatten-von Neumann siniflarinin tanimlanmasinda kullanilacak olan singiiler sayisi

(s-say1s1) tanimi agagidaki gibi verilmigtir.

Tammm 3.32. B(H) sonsuz boyutlu ayrilabilir H kompleks Hilbert uzay: ii-

zerinde tiim sirli lineer operatérlerin cebiri ve I, C B(H) ranki n yi gegmeyen

15



tiim operatorlerin kiimesi olsun. Bir A € B(H) operatoriiniin s, (A) singiiler sayisi
(s-say1s1)

sn (A) :)L,,((A*A)%) > 1

ile tanimlanir. Burada A, (A *A) operatoriiniin 6zdegerleridir (Gokhberg and Krein,

1965; Karaev, 2002).

Tanim 3.33. 0 < p < o igin Schatten-von Neumann sinifi &, := & ,(H)

Y (54(K))? < oo

n>0

kosulunu saglayan s,(K) singiiler sayilara sahip H uzayindaki tim K kompakt

operatorlerin uzayidir (Gokhberg and Krein, 1965; Karaev, 2002).

&, (H) (1 < p < +oo) sinifi agagida tanimlanan norma gore bir Banach uzayidur:

m\—‘

lal3, = Z| s (A

p=2icin A € B, (H) operatorii Hilbert-Schmidt operatorii olarak adlandirilir. Ayrica

IAllg, = Z | Aenll3; (3.3)

dir.
Asagidaki Yardimci Teorem Jensen ve Young esitsizliginin bir sonucudur.

Yardimci Teorem 3.34. a,b > 0 ve 0 < A < 1 olsun. O zaman herhangi r > 1 i¢in
A < da+(1—L)b < [Ad" +(1—A)b']F (3.4)

dir (Hardy vd., 1988; Sattari vd., 2015).

Yardimer Teorem 3.35. A € B(#H) pozitif bir operator olsun. Herhangi birim vektor
x € H ve pozitif r reel sayisi i¢in

(@) (Ax,x)" < (A"x,x),r > 1,

(b) (A"x,x) < (Ax,x)", r € (0,1]

dir (Hardy vd., 1988).
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Asagidaki sonug f () =" (r > 1) konveks fonksiyonu i¢in Jensen esitsizliginin bir

sonucu olarak verilebilir.

Yardimci Teorem 3.36. Eger a ve b negatif olmayan reel sayilarsa o zaman herhangi
r > 1ig¢in
(a+b)" <2 Y d +b") (3.5)

dir.
Young esitsizliginin toplamsal olarak gelistirilmis hali asagidaki gibi verilmistir.

Yardimcr Teorem 3.37. r = min{A,1 — A1} olmak iizere e§er a,b >0ve 0 < A <1
ise 0 zaman

2
b r(Va—vb) < Aat(1-A)b (3.6)
dir (Kittaneh ve Manasrah, 2011).

Kantorovich sabitli Young esitsizliginin ¢arpimsal olarak gelistirilmis hali asagidaki

gibi verilmisgtir.
Yardimcei Teorem 3.38. Eger a,b > 0 ise buradan
(1—A)a+Ab>k(h,2) a'*p* (3.7)

(h+1)*

b
dir. Burada 4 > 0 i¢in K (h,2) = olacak sekilde h=—-ve 0 < A < 1,r=
a
min{A,1 — A} dir. Sahip oldugu 6zellikten dolay1 K (h,2) = K (%,2) >1(h>0)ve
K (h,2) fonksiyonlari [1,0) tizerinde artan ve (0, 1) iizerinde azalandir (Fuji vd., 2011).

Genellestirilmis karma Cauchy-Schwarz esitsizligi:

Yardimer Teorem 3.39. A € B(#H) ve x,y € H olsun.

(a) Eger 0 < A < 1ise o zaman

[(Axy)P < (AP xx) (AP0 ) (3.8)

dir.
(b) Eger f,g fonksiyonlart f(z)g(¢t) =t kosulunu saglayan [0,c) iizerinde negatif

17



olmayan siirekli fonksiyonlar ise 0 zaman

[{Ax, )| < 1 (1A x[l lg (JA™]) ¥ (3.9)

dir (Sattari vd., 2015).

Yardimeir Teorem 3.40. x,y € H ve ||y|| = 1 olsun. O zaman
el = e, 3 = inf flx—Ay]* (3.10)
AeC

dir (Dragomir, 2003).
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
4.1. Radyal Limit ile Tlgili Baza Sonuclar

Bu kisimda asagidaki sorulara cevap verilmeye calisilacaktir:

D Dirichlet uzayi tizerindeki sinirli bir operatoriin Berezin doniisiimii birim ¢emberin
hemen hemen her yerinde radyal limite sahip midir? Benzer soru, karmagik diizlem

tizerindeki Fock uzay1 F (C) i¢in de gecerli midir?

Tamm 4.1.2. (a,),~ kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger

ise (an),>q dizisi [ degerine Borel toplanabilirdir denir ve (B)-toplanabilir sekilde

kisaltilir (Sawyer ve Watson, 1994).

Tamm 4.1.3. (a,),,~, kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger

. 1 -
lim — n+l _
x—1- log(l—x)n;)n%—lx ¢

ise (an),>( dizisi { degerine logaritmik metodla toplanabilirdir denir ve (L)-toplanabilir

seklinde kisaltilir (Ishiguro, 1962).

K* ve K= kiimeleri sirastyla tiim sinirlt Borel toplanabilir olmayan dizilerin kiimesini

ve (L)-toplanabilir olmayan dizilerin kiimesini gosterecektir.
Teorem 4.1.4. (a,),-o € K™ bir dizi ve {z"/v/n+1:n>0} dizisi D Dirichlet
uzaymin ortonormal bazi olsun.

n

D < = ay—
et Ml

ile tanimlanan kdsegen operatoriin Berezin sembolii T birim diski iizerinde hemen

hemen her yerde radyal limite sahip degildir.
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Ispat D Dirichlet uzay: iizerindeki diagonal operatoriin Berezin sembolii her A € C igin

Diyy (M) = <D{an}@t@>

n+1
L e (127

= — a
1og(1—wz)n:o n+1

dir. Bu yiizden, 5{an} birim disk iizerinde radyal fonksiyondur yani D, (1) = Dy (|A])
dir. (ay),>( dizisinin (L)-toplanamayan bir dizi oldugunu giz 6niinde bulundurursak
elde edilen yukaridaki esitlik B{an} Berezin doniisiimiiniin birim ¢ember iizerinde
hemen hemen her yerde radyal limiti olmadigin1 gosterir. Bu da bize istenilen sonucu

Verir.

Bir sonraki sonug, F (C) Fock uzayinda sinirlt lineer operatoriin Berezin semboliiniin

C karmagik diizleminde radyal limitinin olmadigini gosterecektir.

Teorem 4.1.5. (ay),~, € K~ bir dizi ve {z”/ (n!2”)1/2} . dizisi F (C) Fock uzayinin
> >
ortonormal bazi olsun. O zaman Dy, 1 Berezin sembolii C kompleks diizlemi iizerinde

radyal limite sahip degildir.

Ispat F(C) Fock uzayinda diagonal operatériiniin Berezin sembolii her A € C igin

) L - (1AP/2)
Dy (A) = <D{an}k/l7kl> = e;|2/2 P nu

epe (AP2)
_ /2};0%T

n!

dir ve boylece D, doniisiimii C kompleks diizlem iizerinde radyal fonksiyondur, yani

Dy (A) = Dy (|A]) dir.

Teoremin kosulundan dolay1 (), dizisi (B)- toplanabilir olmadigindan yukaridaki
denklemden Dy, ) operatdriiniin Berezin sembolii olan ﬁ{an}, C kompleks diizlem

tizerinde radyal limite sahip degilir.
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4.2. Dizi ve Serilerin Borel Yakinsakhgi

Bu boliimde, F Fock uzayinda

" Y Zn—i—l
— M 9 27 41
) ey o

ile taniml1 Wy agirlikli kaydirma operatoriiniin Berezin sembolleri yardimiyla kompleks

sayilarin dizi ve serilerinin Borel yakinsaklig1 i¢cin bazi kriterler verilmistir.

Teorem 4.2.1. {a,}, -, kompleks sayilarin bir dizisi ve W, operatorii (4.1) formiiliinde

tanimlanan F Fock uzay1 iizerinde agirlikli kaydirma operatorii olsun. O zaman

B
@ L 5=

serisinin Borel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

olmasidir.

”(ﬁ>

dizisinin Borel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

7] (V) =0 (V&) t-ree
olmasidir.

Simdi yukaridaki teoremin ispatinda kullanilacak olan asagidaki yardimci teorem

verilecektir.

<

n
Yardimci Teorem 4.2.2. T € B(F) herhangi bir operator ve e, (z) = {—( )] 72 }
n!2n
n>0

dizisi F Fock uzayinin ortonormal bazi olsun. O zaman her A € D i¢in

(Ten,em) l " 4.2)

_ Ml /2
—¢ Z \/ n'2" m'2m

dir.

21



Ispat. Gercekten
~ ~ k k
T(A)Z<T’<}L,k1>=<T o >
Jtazal| sz

_ P < Y en(M)Ten(z), Y en(A)en (z)>

n>0 n>0

— 1A/ i en(A)em () (Ten, e)

n,m=0

A’m
_ A2
=¢ anoWW< Tewen)

_ P2y ! Tey en) KA
‘ mz_o (a2 (i) e em A AT

elde edilir ki bu da (4.2) formiiliinii ispatlar.

Teorem 4.2.1 icin ispat. W, operatorii / Fock uzayi lizerinde agirlikli kaydirma

operatorii olsun. Buradan (4.2) formiilii kullanilarak

r > 1 —n
Wa}L: —M|2/2 n€n 7m242fm
W= Ly iy e e
2n
PP an__|A]
=Ae Z 20t 2 ni2n
A2 /2)"
— e AP /zZ (‘ | />
2n+2 n!
veya
W (1) = Ae AP /22 (W/z) (A eC) (4.3)
2n+2 n! '

elde edilir. Sonug olarak, A € C i¢in

‘ ) | e a (AP2)
MalA) | 4.4)
Ae1AI7/2 2n+2 n!
veE < )I’l
- 2
Wa(A)| _ | —1aps2 A /2
A ‘ Z 2n—|— n! (4.5)
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dir. r = |A|? /2 olsun. Buradan (4.4) ve (4.5) formiilleri kullamlarak her r € R" icin

o (V21) | = (t)"
- 4.6
Nor=mi)) X (4.6)
Ve
2r) > a (1)
— |t n
V2 _‘e L i3 nl “.7)

elde edilir. Boylelikle (4.6) ve (4.7) formiillerinden teoremin (a) ve (b) iddialari

ispatlanmis olur.

Sonuc. 4.2.3.

2), Al7/2
(a) Ber(W,) =< Ae M2 ¢ e ( ) A eC

2n+2 n!
n
er =Ssu e A E
TR “0v2n+2  n!
(c) Eger sup |—| < o0 ise 0 zaman ber (W,) iist sinira sahip degildir.
n>0 2n+2

ispat. (a) ve (b) nin ispat1 (4.3) formiiliinden kolayca elde edilir. Simdi (c) yi

|an|

ispatlayalim. Gercekten de sup

< 400, n > 0 kosulu g6z Oniine alinirsa her

A € Cigin

2
ber(W,) <sup [ |A]e l|/22<‘ |/> sup |an|

AeC n=0 ! n>0 V2n+2

| nl A2 A2
sup ( |A]e e
n>0 V leg <’ | >

|a !
=su sup (|A
nzg 2n+21£<‘ ),

elde edilir. Bu da ber (W,) min bir iist sinira sahip olmadigini gosterir.

4.3. Dirichlet Uzayi Uzerindeki Schatten Neumann Smifi Operatorlerin

Karakterizasyonu

Bu béliim, temel olarak Nordgren ve Rosenthal tarafindan ortaya konulan soruya

dayanmaktadir.
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Schatten-von Neumann sinifi operatorleri Berezin sembolleri yardimiyla nasil

karakterize edilir?

Simdi D Dirichlet uzayindaki Schatten-von Neumann sinifi operatorleri Berezin

sembolleri yardimiyla karakterize edilecektir.

Teorem. 4.3.1 . A operatorii D Dirichlet uzay: tizerinde kompakt bir operator olsun. A

operatoriiniin bir Hilbert-Schmidt operatorii olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

- _log (1—(1)2> | AAT B (A)| < +oo
AeD A2 o1 Z”(_log(lziizz)) (Wg(lliifz))

olmasidir.

Ispat. D Dirichlet uzayinin ortonormal bazi {z” /vVn+1:n> 0} oldugundan ve
ky (z) = %log# fonksiyonu D uzayinin iretici ¢ekirdegi oldugundan herhangi

A € D igin

Zn

A
\/l’l—f—l D

n=0
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elde edilir. (3.3) formiiliinii goz 6niinde bulundurarak A € C igin

AAT (A)
! (_log( )

717
1—7Lz)

. 10g<1 . |7L|2> .
— 5 N T —
5 = N ).

dir ve dolayisiyla A € &, (F) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

og(1—]A o0
sup —1g(1 Ml) ) : T>A*ATn( . ) (A) | < oo

2 z
n 1 n| _ Az _—t
AeD |l| n=0 T Zl( log(1-2z) log(1-22)

olmasidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.
4.4. Operatorler Uzerindeki Berezin Sayis: Esitsizliklerinin Iyilestirilmesi

Bu boliimde, Kerin-Lin ve Young Esitsizliginin genellestirilmesi kullanilarak tiretici
cekirdekli Hilbert uzaylarda operatorlerin Berezin sayisi icin bazi esitsizlikler elde
edilecektir. Ayrica iiretici cekirdekli Hilbert uzaylarda ber? (A) — ber (AZ) icin st

sinirlar verilecektir.

Teorem 4.4.1. H = H (Q) iiretici ¢ekirdekli Hilbert uzay ve A € B(#) olsun.

(a)
ber* (A) < ber (A%) + inf [l — A1) (4.8)
S

dir.
(b) f ve g fonksiyonlari f (¢) g (t) = ¢ kogulunu saglayan [0, o) iizerinde negatif olmayan

stirekli fonksiyonlar olsun. O zaman r > 1 i¢in
ber® (A) <27 (Hfz (142]) + ¢ (‘ (A2)*D H +2" inf [|A - u||2r) 4.9)
€

elde edilir.

Ispat. Krein-Lin esitsizligi (Dragomir, 2008)

(e 210 2)] < [y Izl + \/HXH2 JzI1* + !<x,Z>I2\/I|yH2 I2I? = 2)* 4.10)
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ile verilen esitsizligi denktir. Ayni zamanda x,y,z € H ile ||z|| = 1 i¢in
|6, 2) [ 2)] < |G y)| 4 dnf [lx — Azf] inf [y — pz] (4.11)
reC necC

dir (Dragomir, 2003). (4.11) esitsizliginde x = Aﬁg ,y= A*Zé yazarsak, her £ € Q ve
A,u € Cigin

ol < [P@l+

Ak — 2k

ianA*%é — uk; H (4.12)

< |42 0)| [} ake — Ak | ks ke
elde edilir. Bu esitsizlik agagidaki ifadeye denktir:
ber? (A) < ber (Az) i HA/k\é — l/lgg H HA*/k\g — [,L/lgg H :
Yukaridaki esitsizlikte A, yu € C iizerinde infimum alinirsa ve
inf ||A* — pl|| = inf ||[A — ]|l = inf |[A— AT
ﬁgcli || Jréc” Al||= inf | |

oldugundan
ber? (A) < ber (A%) + inf |A— Al
€

elde edilir ve ispat tamamlanir.

(b) Diger taraftan (3.9) ve AM-GM esitsizliginden

2@ <lr (4D k| o (|4 o e | @

_ \/<f2 (2R ke) + (|42 [k e ) )

<SP+ ((0)])) Reke)

dir. AM-GM esitsizligi tekrar uygulanarak

[a%e 2% Hz |4k ks Hz
2

| ake 2k | | a7ke — ke | < (4.14)
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elde edilir. (4.13) ve (4.14) esitsizlikleri birlegtirilerek

Al

< % <<<f2 (|4%)) + &2 (‘(Az)*)>>%§,%§> + HAQ —7@” + HAQ —NQHZ)
g;<<(fz<|A2}>+g2(\<Az>*)))z§,z§>’+(HA@_;@ 2’+HA*@_“@HZ)’)’
((3.4) numaral esitsizlikten

<3 <<<f2 (1a2) + & (| () ])) R e ) +2! (HAzé k|| |k - ik 2)) '
((3.5) numaral esitsizlikten)

dir. Bu yiizden
2 2r ~ ~
‘ + HA*]Q:: — ‘LLké

e <2 ({20 2 ) ) 2 (s -5

)

dir. £ € Q iizerinde supremum alindi§inda herhangi A, u € C igin

w2 (@) < (|2 () +&* (| @) | +2" (la = A0+ 1A =) )

sonucuna ulagilir. Son olarak, yukaridaki esitsizlikte A,u € C tizerinde infimum
alindiginda ve

inf [[A* — ul|| = inf ||[A — I|| = inf ||A— A1
ueC ueC neC
kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Sonuc¢ 4.4.2. A € B(H) olsun. O zaman
1
2 2 2)* - 2
A)<=1{]/|A A ‘H 2inf ||[A— Al
ber()_z(H\ |+]( )+ Inf | lll)
dir.

Ispat. (4.9) esitsizliginde r = 1, f(t) = g(t) = \/t alindiginda istenilen sonug elde

edilir.
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Sonug. 4.4.3. ||[A — Ayl|| < p olacak sekilde Ay € C bir kompleks say1 olsun. Buradan
ber? (A) — ber (AZ) < p?

elde edilir.

Ispat. (4.8) esitsizliginde A = u = Ag alindiginda
ber® (A) — ber (A?) < [|A— Aol||||A* — Aol

elde edilir. Yani

ber? (A) — ber (Az) <p?
sonucuna ulagilir.

Onerme 4.4.4. A, € C,a,b>0ver>1igin
A=Al <a,||B—ul| <b
olacak sekilde A € B(H) ve B sifirdan farkli self-adjoint bir operator olsun. O zaman

aZr + b2r

ber (A)ber (B) < ( 7

) +ber(B*A)
dir. Ozel olarak eger Ak\g 1 BE): ise 0 zaman r > 1 i¢in

1
2r 2r\ r
ber (A) ber (B) < (%)

elde edilir.

Ispat. %g normallestirilmis iiretici ¢ekirdek olsun. (4.10) esitsizliginden

i@)|[Bee)] - | (4 585 | < ke | - [5co [ - e |
<2 (J=] - i@ + s -5ee)

(AM-GM esitsizliginden)

< inf
AeC
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((3.10) esitsizliginden)

1
<5 (la=a1P+ (B —pi)?)
- a2r+b2r
- 2
- (a2r+b2r

1

) ((3.4) esitsizliginden)

elde edilir. Boylece

1

Ae|pe)< (25 +[Face) @15)
s (0| [B@)]) < (“57) +sup((Bac0)
EeQ
olur ki bu da L
ber (A)ber (B) < (@) : +ber(B*A)

oldugunu ifade eder.

Sonu¢ 4.4.5. A € B(H) ve a,b > 0 olsun. O zaman

a® + b?
2

ber* (A) — ber (A*) <

dir.
Ispat. (4.15) numarali esitsizlikte » = 1 ve B = A* alindiginda V& € Q i¢gin

a*+ b?

i@ < (S50 +Re)

elde edilir. Dolayisiyla

glelg <‘X(§)‘2> < (a2;b2> +21€15<‘;2(5)D

dir. Boylece
a* +b?
2

ber* (A) — ber (A*) <

29



esitsizligi elde edilir.

Simdi, Young esitsizliginin gelistirilmisini uygulayarak (3.2) esitsizliginin daha genel

hali elde edilecektir.
Teorem 4.4.6 A€ B(H), r=min{A,1 —A1} ve 0 <A < 1 olsun. O zaman

1-2
ber(A) < d

1A+ A%[][ +2r[|All

elde edilir.

Ispat. %5 normallestirilmisg iretici ¢ekirdek olsun. O zaman

‘K (é)‘ < \/ ‘K‘ &) 47| (&) ((3.8) esitsizliginden)
yr

(R ™ (7)) ((Fe) ™ (A@))
< ((Fe]) ™ (Fl@) + (F©) " (A©))

x
(AM-GM esitsizliginden)

2

—r<\/\ﬁ(é>)—\/ é))]

2

S @ +aldl© r(\/lﬁl@— N(é))

(5))
T @>

1

A
<> (

A*

[1 ’A’ E)+ A

.

((3.6) esitsizliginden)

A

=2 (|AT+?*| © -2l 1) +4nJA] ©

yani V& € Q i¢in

—_—

3@)]+r (M) ) <5 <(|AT+TZ*|) GEEHIG

dir. Yukardaki esirsizlikte & € Q iizerinde supremum alinarak

1—2
ber(A) < :

AT+ 1A lper 427 (| Al e,

elde edilir ki bu (3.2) esitsizligin gelistirilmis halidir.
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A € B(H) operatoriit A*A — AA* > 0 ise A € B(H) operatorii hiponormal operatordiir.

Teorem 4.4.7. Eger A € B () hiponormal operator ve r = min{A,1 — A} olsun. O

zaman G (x) = K ‘Aj(é) ,2 ] ve0 <A <1 olmak iizere
4| )

1 |l|A]+]A%]]
A) <
ber(4) < infg (x) 2
EeQ

dir.

Ispat. %5 normallestirilmis iiretici ¢ekirdek olsun.

‘Z (5)‘ < \/ ‘Z‘ (&) )Av* ‘ (£)((3.8) esitsizliginden)

[t ey (i)™ (#le)
<2 [(l@)" (Ale) "+ (Al0) ™ (Fle)'

( AM-GM esitsizliginden)

<

1
2

(=n)]a7| &) +2 4 (C‘))}
© 2)

EAES]
™

L (a-nlal@+ala] @
2[’(@%’2)( Al ©+ala|e)

((3.7) esitsizliginden) V& € Q i¢in

4% &)+ |4] (5))}

<5>72>r<

dir. Yani




veE

sup ([A©)]) < 5

elde edilir ki bunun anlami

1 |lA]+]A%]]
<
ber) s frc 2
EeQ

olur.
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5. SONUC VE ONERILER

Hazirlanan bu yiiksek lisans tez ¢alismasinda, D Dirichlet uzay1 iizerindeki sinirl bir
operatoriin Berezin doniisiimii birim cember iizerinde radyal limite sahip olup olmadigi
aragtirilmistir. Benzer problem, kompleks diizlem iizerindeki Fock uzay1 F (C) i¢in de
incelenmigtir. Agirlikli kaydirma operatoriiniin Berezin sembolii yardimiyla kompleks
sayilarin dizi ve serilerinin Borel yakinsaklig1 ici bazi yeni kriterler verilmistir. D
Dirichlet uzayindaki Schatten-von Neumann sinifi operatorleri Berezin sembolleri
yardimiyla karakterize edilmistir. Kerin-Lin ve Young Esitsizliginin genellestirilmesi
kullanarak {iretici ¢cekirdekli Hilbert uzaylarda operatorlerin Berezin sayisi i¢in bazi

yeni esitsizlikler elde edilmistir.
Bu calismanin devam olarak diisiiniilen bir kag¢ 6neri vardir:

1. Berezin sayisi ile ilgi ¢alismalar literatiirde yenidir. Literatiirde bilinen esitsizlik

tipleri kullanilarak operatorlerin Berezin sayist i¢in yeni esitsizlikler elde edilebilir.

2. Berezin sembolleri ve iiretici ¢ekirdekler metodu oparatdr teoride bir¢cok problemin
coziimiinde onemli rol oynamaktadir. Toplanabilirlik teorisinde bazi agik problemlerin

coziimiinde bu metodlar kullanilabilir.
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