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İsmail Murat KARLI

Danışman
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ÖZGEÇMİŞ.................................................................................................................................... 40

i



ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

ÜRETİCİ ÇEKİRDEKLİ HİLBERT UZAYLARINDA BEREZİN
SEMBOLLERİ İLE İLGİLİ BAZI PROBLEMLER

İsmail Murat KARLI

Süleyman Demirel Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Ulaş YAMANCI

Bu tez çalışmasında üretici çekirdek ve Berezin sembolü teknikleri kullanılarak bazı
problemlere cevap verilmeye çalışıldı.

İlk olarak üretici çekirdek, üretici çekirdekli Hilbert uzay, Berezin sembolü ve Berezin
sayısı gibi temel bazı tanımlar verildi. Daha sonra, Dirichlet uzayındaki sınırlı köşegen
operatörün Berezin dönüşümün birim çember üzerinde radyal limite sahip olmadığı
gösterildi. Benzer problem, kompleks düzlem üzerindeki Fock uzayı için de incelendi.

Ayrıca ağırlıklı kaydırma operatörünün Berezin sembolü yardımıyla kompleks sayıların
dizi ve serilerinin Borel yakınsaklığı için bazı yeni kriterler verildi. Dirichlet uzayındaki
Schatten-von Neumann sınıfı operatörleri Berezin sembolleri yardımıyla karakterize
edildi.

Son olarak operatörlerin Berezin sayısı için literatürde bilinen bazı eşitsizlik tipleri
kullanılarak önemli eşitsizlikler elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Üretici çekirdek, Berezin sembolü, Borel yakınsaklık, Radyal
limit, Fock uzay, Dirichlet uzay, Schatten-von Neumann sınıfı.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

SOME PROBLEMS RELATED WITH BEREZİN SYMBOLS IN
REPREDUCING KERNEL HİLBERT SPACES

İsmail Murat KARLI

Süleyman Demirel University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ulaş YAMANCI

In this thesis, some problems were tried to be answered by using the techniques of
reproducing kernel and Berezin symbol.

First, some basic definitions were given, such as the reproducing kernel, reproducing
kernel Hilbert space, the Berezin symbol and the Berezin number. Later, it was shown
that the Berezin symbol of bounded diagonal operator in the Dirichlet space does not
have a radial limit on the unit circle. A similar problem was investigated for the Fock
space on the complex plane.

In addition, some new criteria was given for Borel convergence of sequences and series
of complex numbers with the help of the Berezin symbol of the weighted shift operator.
The Schatten-von Neumann class operators in the Dirichlet space were characterized in
terms of Berezin symbols.

Finally, significant inequalities were obtained for the Berezin number of operators by
using some types of inequalities known in the literature.

Keywords: Reproducing kernel, Berezin symbol, Borel convergence, Radial limit,
Fock space, Dirichlet space, Schatten-von Neumann class.

2021, 40 pages
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SİMGELER DİZİNİ

|A| A operatörünün modülü
Ã A operatörünün Berezin sembolü
ber(A) A operatörünün Berezin sayısı
Ber(A) A operatörünün Berezin kümesi
B (H) H Hibert uzayındaki sınırlı lineer operatörler
D Birim disk
D Dirichlet uzay
F (C) Fock uzay
H (Ω) Üretici çekirdekli Hilbert uzay
kλ Üretici çekirdek
k̂λ Normalleştirilmiş üretici çekirdek
L2

a Bergman uzay
rad( f ) f fonksiyonunun radyalizasyonu
W Ağırlıklı kaydırma operatörü
Gp Schatten-von Neumann sınıfı
G2 (H) Hilbert-Schmidt sınıfı
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1. GİRİŞ

Üretici çekirdekler konusu eskilere dayanan bir konu olup ilk önce 1907 yılında

Zaremba tarafından harmonik ve biharmonik fonksiyon sınıfları için kullanılmıştır.

1909 yılında ise Mercer tarafından integral denklemler teorisinde ele alınmış ve bu

fonksiyon pozitif tanımlı fonksiyon olarak adlandırılmıştır (Mercer, 1907). Uzun süre bu

kavram dikkat çekmemiştir. Daha sonra üç Berlin matematikçisinin doktora tezlerinde

üretici çekirdek kavramı ortaya çıkmıştır. Bu matematikçiler Szegö (1921), Bergman

(1922) ve Bochner (1922) dir. Özel olarak, Bergman, harmonik ve analitik fonksiyon

sınıfları için üretici çekirdekler kavramını vermiştir ve bu kavramı çekirdek fonkiyonu

olarak adlandırmıştır (Bergman, 1922). Bergman, bu çekirdek fonksiyonu kavramını

kullanarak, kompleks değişkenli fonksiyonlar teorisinde, konform dönüşümlerinde,

pseudo-konform dönüşümlerinde, invaryant Riemannian metriklerin incelenmesinde

önemli sonuçlar elde etmiştir (Bergman, 1922). Bundan başka, olasılık teorisinde üretici

çekirdekler tekniği ilk olarak dünyaca ünlü Rus bilim insanı Kolmogorov tarafından

1941 yılında kullanılmış ve çok önemli sonuçlara imza atılmıştır. Bu konular için genel

teori Aronszajn (1950) tarafından ortaya konulmuştur. Daha sonraları üretici çekirdekler

Fields ödülü ile ödüllendirilmiş Schwartz (1964) tarafından geliştirilmiştir. Bu teori bir

o kadar başka anlamda Krein (1963) tarafından kullanılmıştır. Günümüz matematiğinde

ise, yaklaşık 1972 yılından başlayarak ağırlıklı olarak Japon matematikçisi Saburou

Saitoh üretici çekirdekler metoduna sanki yeni bir hayat vererek, bu yöntemi analizde,

diferensiyel denklemler ve integral denklemler teorisinde, ters problemler konusunda,

operatörler teorisinde ve harmonik analizde uygulayarak çok önemli ve orijinal sonuçlar

almayı başarmıştır (Saitoh, 1988; 1997).

Üretici çekirdekler kullanılarak tanımlanabilen Berezin sembolleri kavramı ilk olarak

Rus matematikçisi ve fizikçisi Berezin tarafından verilmiştir (Berezin, 1972; 1974).

Berezin, aslında Fock uzayında Wick sembollerinin genişlemesi olarak bu kavramı

tanımlamıştır. Berger ve Coburn ise ilk olarak Toeplitz operatörünün kontravaryant

sembollerini, yani Toeplitz operatörünün Berezin sembolünü kullanmışlardır (Berger

ve Coburn, 1986).

Eğer Berezin sembollerinin tanımladığı kümenin, yani Berezin kümesinin operatörün

nümerik değer kümesinin alt kümesi olduğu dikkate alınırsa, bu kavramların haberleşme
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alanında geniş bir uygulamaya sahip olduğu söylenilebilir. Bunlara ilaveten,

elektronların Wieck ve anti-Wieck sembollerinin Berezin sembolleri ile sıkı bir ilişkiye

sahip olmasından dolayı da yine Berezin sembollerinin elektronların enerji seviyelerinin

belirlenmesinde var olduğu görülmüştür (Berezin, 1971). Üretici çekirdekler de

geniş bir uygulama alanına sahiptirler. Üretici çekirdekler teorisi Hilbert uzayları

üzerinde lineer dönüşümler ile birleştirildiğinde çeşitli alanlarda birçok bağlantılara

ve diferensiyel denklemler, integral denklemler, Pisagor Teoreminin genelleştirilmesi,

ters problemler, örnekleme teorisi, lineer dönüşümler ile birleştirilen lineer olmayan

dönüşümler, Hilbert uzayları arasında çeşitli operatörler gibi birçok geniş alanlar üzerine

yayılmış verimli uygulamalara sahiptir (Saitoh, 1988; 1997). Özel durumda Bergman

çekirdeği ve Szegö çekirdeği gibi belli üretici çekirdekler kompleks analizde pek çok

ve geniş sonuçlara sahiptir.

Berezin sembolleri teorisinin merkezî sonuçlarından biri, Berezin tarafından, Berezin

sembolü yardımıyla ispatlanan nükleer (çekirdekli) A operatörlerinin iz formülüdür

(Berezin, 1972; 1974). Bu formülden Berezin, sabit katsayılı eliptik diferensiyel

operatörünün spektrumu için klasik asimptotiği elde etmiştir. Bu elde edilen sonuç

daha sonra önemli problemlerin doğmasına yol açmıştır; örneğin bu sonuçtan sonra

Berezin sembolü bakımından, Schatten-von Neuman sınıflarının incelenmesi problemi

ortaya çıkmıştır (Peller, 1980). Berezin sembolü bir çok durumlarda çok etkileyicidir

ve mevcut operatör için önemli bilgileri taşımaktadır. Örneğin, çok sayıda fonksiyonel

Hilbert uzaylarında (H2 Hardy uzayı, L2
a Bergman uzayı vb.) A operatörü kendisinin

Berezin sembolü Ã ile tek olarak tanımlanabilir. Berezin sembolü ağırlıklı olarak

Toeplitz ve Hankel operatörleri için uygulanabilir. Bu sebeple şöyle doğal bir soru

sorulabilir: Berezin sembolü operatörler için daha hangi bilgileri verebilir? Bu soru

ile ilgili bazı pozitif sonuçlar Zhu’nun kitabında yer almaktayken negatif sonuçlar ise

örneğin Nordgren ve Rosenthal, Zorboska, Karaev, Karaev ve Saltan’ın makalelerinde

verilmiştir (Zhu, 2007; Nordgren ve Rosenthal, 1994; Zorboska, 2003; Karaev, 2010;

Karaev ve Saltan, 2005). İncelenen problemler hem operatörler teorisi ile cebirler

teorisinin birleştiği yerde bulunmakta hem de Topelitz ve Hankel operatörlerinin bazı

özelliklerini ortaya koymak için göz önüne alınmaktadır. Tartışılan yön çok hızlıca

gelişen bir alan olmakla beraber aynı zamanda da sonu görünmeyen bir çalışma alanıdır.

Bu tez çalışması temel olarak aşağıdaki ana başlıklardan oluşmaktadır:
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•Dirichlet uzayı üzerindeki sınırlı bir operatörün Berezin dönüşümünün birim çember

üzerinde radyal limite sahip olup olmadığı araştırılmıştır. Benzer problem, kompleks

düzlem üzerindeki Fock uzayı için de incelenmiştir.

•Ağırlıklı kaydırma operatörünün, Berezin sembolü yardımıyla kompleks sayıların dizi

ve serilerinin Borel yakınsaklığı için bazı yeni kriterler verilmiştir.

•Dirichlet uzayındaki Schatten-von Neumann sınıfı operatörleri Berezin sembolleri

yardımıyla karakterize edilmiştir.

•Kerin-Lin ve Young Eşitsizliğinin genelleştirilmesi kullanılarak üretici çekirdekli

Hilbert uzaylarda operatörlerin Berezin sayısı için bazı yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.
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2. KAYNAK ÖZETLERİ

Aronszajn (1950) yılında üretici çekirdekler genel teorisi oluşturmuş ve daha sonra

Schwartz (1964) tarafından bu teori geliştirilmiştir. Üretici çekirdekler genel teorisini

aynı yıllarda Krein (1963) farklı bağlamda ele almıştır.

Berezin sembolleri kavramı üretici çekirdekler ile tanımlı olup ilk olarak Berezin

tarafından verilmiştir (Berezin, 1972; 1974). Bu kavramın yardımıyla Berezin, kuantum

fiziğinin ve istatistiksel fiziğin önemli operatörlerinin Hamilton operatörü, (Schrödinger)

operatörü, Jacobi operatörü vd. özdeğerlerinin dağılımı için önemli sonuçlar almıştır.

Örneğin ilk olarak nükleer operatörün izini Berezin sembolü ile ifade etmiştir. Ayrıca

eliptik tipli kısmi diferensiyel operatörün pozitif özdeğerlerinin sayısı için de önemli

formüller elde etmiştir.

Standart üretici çekirdekli Hilbert uzayındaki kompakt operatörlerin karakterizasyonu

Berezin sembolü kullanılarak Nordgren ve Rosenthal tarafından verilmiştir (Nordgren ve

Rosenthal, 1994). Ayrıca Bergman uzayındaki Toeplitz operatörlerin Berezin sembolü

Poisson çekirdeğinin, H2 (D) Hardy uzayındaki rolü kadar, Bergman uzayında da

önemli olduğu ortaya çıkmıştır.

Kılıç (1995), üretici çekirdekli Hilbert uzaylarında herhangi bir operatörün Berezin

sembolünün çarpımsal özelliğini incelemiştir. Yani, her T2 ∈ B (H (Ω)) operatörü için

T̃1T2 = T̃1T̃2 olması için gerek ve yeter koşulun T1 operatörünün çarpım operatörü olması

gerektiğini elde etmiştir. Kiliç aynı zamanda, eğer T1 operatörü H2 Hardy uzayında

sınırlı operatör ise o zaman her T2 ∈ B
(
H2) operatörü için T̃1T2 (λ ) = T̃1 (λ ) T̃2 (λ )

olması için gerek ve yeter koşulun, T1 operatörünün analitik Toeplitz operatör olduğunu

göstermiştir. Daha sonra, Tϕ (ϕ ∈ L∞ (T)) Hardy uzayında Toeplitz operatör ve T2 nin

herhangi bir operatör olması durumunda lim
µ→∂Ω

(
T̃ϕT2 (µ)− ϕ̃ (µ) T̃2 (µ)

)
= 0 olduğu

gösterilmiştir ve benzer sonuçlar Bergman uzayında da elde edilmiştir (Karaev and

Gürdal, 2010). Berezin sembolleri yardımıyla operatörlerin Schatten-von Neumann

sınıflarına ait olması ile ilgili yeni kriterler verilmiştir (Karaev, 2002; Karaev ve

Saltan, 2005; Karaev vd., 2013). Bergman uzayı üzerinde tanımlanan sınırlı lineer

bir operatörün mutlak değerinin Berezin sembolü ile yeni sonuçlar elde edilmiştir
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(Das ve Sahoo, 2018). Yine Berezin sembolleri yardımıyla Abel, Borel ve logaritmik

toplanabilme teorisi için yeni ispatlar verilmiştir (Karaev, 2004; Pehlivan ve Karaev,

2004; Karaev, 2010; 2013; Karaev vd., 2014; Yamancı, 2018). Aynı zamanda, üretici

çekirdek ve Berezin sembolleri ile bazı fonksiyonel Hilbert uzaylarında tersinebilirliği

garanti eden yeterli koşullar elde edilmiştir (Karaev, 2006).

Zorboska (2003), L2
a Bergman uzayı üzerinde sınırlı bir operatörün Berezin

dönüşümünün birim çemberin hemen hemen her yerinde radyal limite sahip olup

olmadığı sorusunu ortaya koymuştur. Karaev (2005) de bu problemi olumsuz olarak

çözmüştür.

Nümerik yarıçap ve uygulamaları ile ilgili literatürde birçok çalışma mevcuttur

(Abu-Omar ve Kittaneh, 2015; Dragomir, 2008; Dragomir, 20015; Gustafson ve Rao,

1997; Heydarbeygi vd., 2020; Kittaneh, 2011; Kittaneh vd. , 2015; Sahoo vd., 2019;

Sattari vd., 2015; Yamazaki, 2007). Nümerik yarıçap için temel bir eşitsizlik ,

w(An)≤ w(A)n , n≥ 1,

şeklindeki kuvvet eşitsizliğidir (Gustafson ve Rao, 1997; Halmos, 1982).

Berezin kümesi ve Berezin sayısı, Karaev tarafından tanımlanmıştır (Karaev, 2006).

Daha sonra, Hardy-Hilbert tipli eşitsizlikler kullanılarak operatörlerin Berezin sayısı için

bazı kuvvet eşitsizlikleri elde edilmiştir (Garayev vd., 2016; Garayev vd., 2017; Garayev

ve Alomari, 2021; Yamancı vd., 2017; Yamancı vd., 2019). Ayrıca literatürde bilinen

bazı eşitsizlikler yardımıyla da operatörlerin Berezin sayısı için önemli eşitsizlikler

verilmiştir (Bakherad, 2018; Bakherad vd., 2019; Bakherad ve Garayev, 2019;

Hajmohamadi vd., 2020; Sahoo vd., 2020; Taghavi vd., 2019; Yamancı ve Garayev,

2019; Yamancı vd., 2020).
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Tanım 3.1. X iç çarpım uzayı olsun. Eğer her n ∈ N için ‖en‖ = 1 ve tüm m,n ∈

N (m 6= n) için 〈em,en〉 = 0 ise {en} ⊂ X dizisine ortonormal dizi denir (Rynne ve

Youngson, 2008).

Teorem 3.2. (Bessel eşitsizliği) X iç çarpım uzayı ve {en} dizisi X uzayında ortonormal

bir dizi olsun. Buna göre her x ∈ X için
∞

∑
n=1
|〈x,en〉|2 yakınsaktır ve

∞

∑
n=1
|〈x,en〉|2 ≤ ‖x‖2

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Teorem 3.3. H Hilbert uzay ve {en} dizisi H uzayında ortonormal bir dizi olsun. O

zaman aşağıdaki koşullar denktir (Rynne ve Youngson, 2008):

(a) {en : n ∈ N}⊥ = {0} ;

(b) span{en : n ∈ N}= H;

(c) ‖x‖2 =
∞

∑
n=1
|〈x,en〉|2, (∀x ∈ H);

(d) x =
∞

∑
n=1
〈x,en〉en, (∀x ∈ H).

Tanım 3.4. H Hilbert uzay ve {en} dizisi H uzayında ortonormal bir dizi olsun. Eğer

üstteki Teoremin koşullarından herhangi biri sağlanırsa o zaman {en} ortonormal

dizisine ortonormal baz denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanım 3.5. Normlu bir X uzayında {xn} dizisi verilmiş olsun. Eğer,

lim
n→∞
‖xn− x‖= 0

olacak şekilde bir x ∈ X varsa, {xn} dizisi kuvvetli yakınsaktır ya da norma göre

yakınsaktır denir ve bu durum,

lim
n→∞

xn = x

veya, kısaca

xn→ x

6



ile gösterilir. x değerine, {xn} dizisinin kuvvetli limiti adı verilir ve {xn} dizisi kuvvetli

olarak x değerine yakınsaktır denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanım 3.6.. Normlu bir X uzayında {xn} dizisi verilmiş olsun. Eğer her f ∈ X
′
için,

lim
n→∞

f (xn) = f (x)

olacak şekilde bir x ∈ X varsa {xn} dizisi zayıf yakınsaktır denir ve

xn
z→ x

şeklinde gösterilir. x değerine, {xn} dizisinin zayıf limiti adı verilir ve {xn} dizisi x

değerine zayıf yakınsaktır denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanımlayacağımız Riesz temsil teoreminin Berezin sembollerinde kullanacağımız

üretici çekirdek kavramında önemli bir rolü vardır.

Teorem 3.7. (Riesz temsil teoremi) Bir H Hilbert uzayındaki her sınırlı lineer f

fonksiyoneli iç çarpım olarak ifade edilebilir. Yani, y, f fonksiyoneline bağlı olmak

üzere

f (x) = 〈x,y〉

eşitliğini sağlayacak şekilde bir tek y vektörü vardır ve

‖ f‖= ‖y‖

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Şimdi Hilbert uzayı üzerinde tanımlanan lineer operatör, sınırlı lineer operatör ve

bunlarla ilgili bazı özellikleri vereceğiz

Tanım 3.8. H bir Hilbert uzay ve T : H → H bir dönüşüm olsun. Eğer T dönüşümü

her x,y ∈ H ve α,β ∈ C için T (αx+βy) = αT x+βTy özelliğini sağlarsa T ye lineer

operatör denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanım 3.9. H Hilbert uzayında bir T lineer operatörü her x ∈ H için ‖T x‖ ≤ c‖x‖
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olacak şekilde c > 0 sabiti varsa T ye sınırlı lineer operatör denir. Ayrıca T nin normu

‖T‖= sup{‖T x‖ : ‖x‖= 1}

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Teorem 3.10. H Hilbert uzayında T ve S sınırlı lineer operatör olsun. O zaman aşağıdaki

özellikler sağlanır:

(i) Her α ∈ C için ‖αT‖= |α|‖T‖

(ii) ‖T +S‖ ≤ ‖T‖+‖S‖

(iii) ‖T S‖ ≤ ‖T‖‖S‖.

Hilbert uzayı üzerinde tanımladığımız sınırlı lineer bir operatör adjoint operatörü

tanımlamamıza olanak sağlamaktadır. Bu operatörün, aynı zamanda, self adjoint,

normal, üniter, ortogonal projeksiyon ve izometri operatörlerin tanımlanmasında

ve çeşitli uygulamaların incelenmesinde önemli bir rolü vardır. İlk olarak adjoint

operatörün tanımını verelim.

Tanım 3.11. H1 ve H2 Hilbert uzaylar olmak üzere T : H1→ H2 sınırlı lineer operatör

olsun. T nin T ∗ adjoint operatörü her x ∈ H1 ve y ∈ H2 için

〈T x,y〉= 〈x,T ∗y〉

olacak şekilde bir

T ∗ : H2→ H1

operatörüdür (Rynne ve Youngson, 2008).

Şimdi adjoint operatör yardımıyla bazı özel tip operatörler tanımlayacağız.

Tanım 3.12. H Hilbert uzayı ve T ∈ B (H) olsun.

(a) T ∗T = T T ∗ ise T operatörüne normal operatör;

(b) T ∗ = T ise T operatörüne self-adjoint operatör;

(c) T ∗T = T T ∗ = I ise T operatörüne üniter operatör denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanım 3.13. H Hilbert uzayı olsun. P = P∗ = P2 olacak şekilde P ∈ B (H) operatörüne
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ortogonal izdüşüm denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Sonuç 3.14. H Hilbert uzay, M ⊂ H kapalı lineer uzay ve {en}J
n=1 dizisi M için bir

ortonormal baz olsun. P : H→M operatörü ortogonal izdüşüm ise o zaman

Px =
J
∑

n=1
〈x,en〉en

dir (Rynne ve Youngson, 2008).

Tanım 3.15. X ve Y iki normlu uzay ve T : X → Y lineer operatör olsun. X deki sınırlı

her {xn} dizisi için {T xn} dizisi Y de yakınsak bir altdizi içeriyorsa T operatörüne

kompakt operatör denir (Rynne ve Youngson, 2008).

Teorem 3.16. Kompakt Operatörlerin Bazı Özellikleri

(1) X ve Y iki normlu uzay ve T ∈ B (X ,Y ) olsun.

a) T sonlu ranka sahipse T operatörü kompakttır.

b) dimX < ∞ veya dimY < ∞ ise T operatörü kompakttır.

(2) X normlu uzay, H Hilbert uzay ve T ∈ K (X ,H) olsun. O zaman B (X ,Y ) de T

operatörüne yakınsak {Tk} sonlu rank operatörlerin dizisi mevcuttur.

(3) H Hilbert uzay ve T ∈ B (H) olsun. T operatörünün kompakt olması için gerek ve

yeter koşul T ∗ operatörünün kompakt olmasıdır.

(4) T kompakt⇔ T ∗T kompakt⇔ |T |= (T ∗T )
1
2 kompakt olmasıdır.

(5) H sonsuz boyutlu Hilbert uzayı, {en} dizisi bu uzayın ortonormal bazı ve T ∈ B (H)

olsun. T operatörü kompakt ise o zaman limn→∞ ‖Ten‖= 0 dır.

Tanım 3.17. f (x) ve g(x) herhangi iki fonksiyon olsun. x0 sabit bir nokta ve g(x) de

x0 civarında açık bir aralıkta pozitif ve sürekli bir fonksiyon olsun.

(a) x0 civarında açık bir aralıkta | f (x)|< Kg(x) olacak şekilde sabit bir K sabiti varsa

o zaman f (x) = O(g(x)), (x→ x0) dır.

(b) Eğer limx→x0

f (x)
g(x)

= 0 ise o zaman f (x) = o(g(x)), (x→ x0) dır.

(c) Eğer limx→x0

f (x)
g(x)

= 1 ise o zaman f (x) ∼ g(x), (x→ x0) dır (Powell ve Shah,

1972).
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Tanım 3.18. Kompleks sayıların açık bir Ω kümesi üzerinde, her λ ∈ Ω için f →

f (λ ) lineer fonksiyoneli H uzayında sürekli olacak şekilde Ω kümesi üzerindeki f

fonksiyonlarının oluşturduğuH=H (Ω) Hilbert uzayına "fonksiyonel Hilbert uzayı"

ya da "üretici çekirdekli Hilbert uzayı" denir (Halmos, 1982).

Klasik Riesz temsil teoreminden, λ ∈Ω için f (λ ) =
〈

f ,kH,λ
〉

olacak şekilde bir tek

kH,λ ∈H fonksiyonu vardır. Ω×Ω kümesi üzerinde kH,λ (z) = k (z,λ ) ile tanımlanan

bu k fonksiyonuna "H uzayının üretici çekirdeği" denir (Halmos, 1982).

Diğer taraftan üretici çekirdek bazlar yardımıyla aşağıdaki gibi ifade edilmiştir.

Yardımcı Teorem 3.19. H fonksiyonel Hilbert uzayının herhangi ortonormal bazı {en}

olsun. O zamanH uzayının k üretici çekirdeği

kλ (z) = k (z,λ ) = ∑
n≥0

en (λ )en (z) (3.1)

şeklinde ifade edilebilir (Stroethoff, 1997).

Çözüm: {en} dizisiH fonksiyonel Hilbert uzayının ortonormal bazı olduğundan, her

z ∈Ω için

kλ =
∞

∑
n=0
〈kλ ,en〉en

yazılabilir. Parseval eşitliğinden z ∈Ω olmak üzere

k (z,λ ) = 〈kλ ,kz〉=
∞

∑
n=0
〈kλ ,en〉〈en,kz〉=

∞

∑
n=0

en (λ )en (z)

olup böylece ispat tamamlanır (Stroethoff, 1997).

Üstteki Yardımcı Teoremden kλ (z) = kz (λ ) olduğu açıktır. Bu yüzden her λ ,z ∈ Ω

için k (z,λ ) = k (λ ,z) dir. kλ normu ise

‖kλ‖2 = 〈kλ ,kλ 〉= kλ (λ ) = k (λ ,λ )

dir. k̂λ =
kλ

k (λ ,λ )1/2 fonksiyonuna λ noktasındaH uzayının "normalleştirilmiş üretici

çekirdeği" denir (Stroethoff, 1997).

Tanım 3.20. H=H (Ω) fonksiyonel Hilbert uzayı ve k̂H,λ =
kH,λ∥∥kH,λ

∥∥ bu uzayın
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normelleştirilmiş üretici çekirdeği olsun. Eğer λ → ∂Ω (λ → ξ ∈ ∂Ω) iken k̂H,λ → 0

zayıf yakınsak ise H uzayına "standart fonksiyonel Hilbert uzayı" denir (Aronzajn,

1950; Saitoh, 1988;1997).

Örnek 3.21 (Dirichlet Uzayı). D birim diski üzerinde
∫
D

∣∣∣ f ′ (z)∣∣∣2 dA/π =

∞

∑
n=0

(n+1) |an|2 < ∞ koşulunu sağlayan f =
∞

∑
n=0

anzn analitik fonksiyonların

oluşturduğu Hilbert uzayına D Dirichlet uzayı denir. Burada dA, D birim diski üzerinde

Lebesgue ölçüsüdür. Dirichlet uzayı,
{

zn/
√

n+1 : n≥ 0
}

ortonormal bazına sahip

olduğundan bu uzayının üretici çekirdeği (3.1) formülü kullanılarak

kλ (z) = ∑
n≥0

en (λ )en (z) = ∑
n=0

λ n
√

n+1
zn

√
n+1

=
∞

∑
n=0

(
λ z
)n

n+1
=

1

λ z
log

1

1−λ z

elde edilir (Marshall ve Sundberg, 1994).

Tanım 3.22. (Fock uzayı) Kompleks düzlemde Gauss ölçüsüne göre karesi

integrallenebilen tam fonksiyonların oluşturduğu uzaya "F Fock uzayı (veya

Segal-Bargmann uzayı)" denir. Yani,
∫
C
| f (z)|2 dµ (z) < ∞, dµ (z) = e−|z|

2/2dA(z)/2

olacak şekilde tüm analitik fonksiyonların oluşturduğu uzaya denir. F Fock uzayı

〈 f ,g〉=
∫
C

f (z)g(z)dµ (z) , f ,g ∈ L2 (C,dµ)

biçiminde tanımlanan iç çarpıma sahip L2 (C,dµ) uzayının kapalı alt uzayı olduğundan

bir Hilbert uzayıdır. Fock uzayı,
{

zn/(n!2n)1/2 : n≥ 0
}

ortonormal bazına sahip

olduğundan bu uzayın üretici çekirdeği (3.1) formülünden

kF ,λ (z) = ∑
n≥0

en (λ )en (z) = ∑
n=0

λ n

(n!2n)
1
2

zn

(n!2n)
1
2

= ∑
n≥0

(
λ z/2

)2

n!
= eλ z/2

dir (Stroethoff, 1997).

Örnek 3.23 (Bergman uzayı). D birim diskinde Lebesgue ölçüsüne göre karesi
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integrallenebilen analitik fonksiyonların oluşturduğu uzaya "L2
a = L2

a (D) Bergman

uzayı" denir.
{√

n+1zn : n≥ 0
}

kümesi L2
a Bergman uzayı için ortonormal baz

olduğundan bu uzayın üretici çekirdeği (3.1) formülünden her λ ,z ∈ D için

kL2
a,λ

(z) =
1(

1−λ z
)2

dır (Stroethoff, 1997).

Tanım 3.24. H=H (Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzay ve A ∈ B (H) sınırlı lineer

operatör olsun. O zaman

Ã(λ ) =
〈

Ak̂H,λ , k̂H,λ

〉
H

formülü ile tanımlanan Ã fonksiyonuna "A operatörünün Berezin dönüşümü" ya da

"Berezin sembolü" denir (Berezin, 1972).

Berezin sembolünün en önemli özelliklerinden bir tanesi, λ → ∂Ω iken herhangi

kompakt bir operatörün Berezin sembolünün sıfıra yaklaşıyor olmasıdır. Yani ,

lim
λ→∂Ω

Ã(λ ) = 0

dır. Fakat bunun tersi her zaman doğru değildir. Şimdi buna bir örnek verelim.

Örnek 3.25. H2 Hardy uzayında W operatörü

Wzn = (−1)nzn+1,n≥ 0

ile tanımlı ağırlıklı kaydırma operatörü olsun. limλ→1− W̃ (λ ) = 0 dır. Fakat W

operatörü kompakt değildir (Karaev ve Saltan, 2005).

Çözüm: W operatörünün Berezin sembolü hesaplanıldığında

W̃ (λ ) =
〈

Wk̂λ , k̂λ

〉
= (1−|λ |2)〈Wkλ ,kλ 〉

= (1−|λ |2)
〈

W
∞

∑
n=0

λ
n
zn,kλ

〉
= (1−|λ |2)

〈
∞

∑
n=0

λ
n
(−1)nzn+1,kλ

〉
= (1−|λ |2)

∞

∑
n=0

(−1)n
λ

n
λ

n+1 = λ (1−|λ |2)
∞

∑
n=0

(−1)n |λ |2n
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= λ (1−|λ |2) 1

1+ |λ |2

elde edilir. Burada lim
λ→1−

W̃ (λ ) = 0 dır. Fakat (−1)n 9 0 olduğundan W operatörü

kompakt değildir.

Tanım 3.26. (en (z))n≥0, H üretici çekirdekli Hilbert uzayının ortonormal bazı olsun.

H uzayında herhangi sınırlı (an)n≥0 kompleks sayılar dizisi için köşegen operatörü

Daen (z) := anen (z) , n = 0,1,2, ...,

formülü ile tanımlanır. Köşegen operatörün Berezin sembolü

D̃a (λ ) =
1

∑
∞
n=0 |en (λ )|2

∞

∑
n=0

an |en (λ )|2 , λ ∈Ω,

ile hesaplanır (Karaev, 2010).

Tanım 3.27. H=H (Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzay ve A ∈ B (H) sınırlı lineer

operatör olsun. A operatörünün "Berezin sayısı" ve "Berezin kümesi", sırasıyla,

ber (A) = sup
{∣∣∣Ã(λ )

∣∣∣ : λ ∈Ω

}
ve Ber (A) =

{
Ã(λ ) : λ ∈Ω

}
formülleriyle tanımlanır (Karaev, 2006).

Herhangi bir A operatörünün Berezin sayısı aşağıdaki özellikleri sağlar:

(a) ber (A)≤ ‖A‖ ,

(b) ber (αA) = αber (A), (α ∈ C),

(c) ber (A+B)≤ ber (A)+ber (B) .

Tanım 3.28. H kompleks bir Hilbert uzayı olsun. T operatörünün nümerik değer

kümesi

W (T ) = {〈T x,x〉 ,x ∈ H,‖x‖= 1}

ile tanımlanır ve bu küme C kompleks sayısının bir alt kümesidir (Dragomir, 2013).

W (T ) nümerik değer kümesinin özellikleri aşağıdaki gibidir:

(i) α,β ∈ C için W (αI +βT ) = α +βW (T ) ,
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(ii) W (T ?) =
{

λ̄ : λ ∈W (T )
}

, burada T ?, T ’nin adjoint operatörüdür,

(iii) Herhangi U üniter operatör için W (U?TU) =W (T ) dır (Dragomir, 2013).

Tanım 3.29. H kompleks bir Hilbert uzayı olsun. H üzerindeki bir T operatörünün

nümerik yarıçapı

w(T ) = sup{|λ | ,λ ∈W (T )}= sup{|〈T x,x〉| ,‖x‖= 1}

ile tanımlanır.

Berezin sayısı ile numerik yarıçap arasında

ber (A)≤ w(A)≤ ‖A‖ (3.2)

şeklinde bir bağıntı vardır ve ayrıca herhangi A ∈ B (H) için

‖A‖
2
≤ ber (A)

dir. Aynı zamanda Berezin kümesi ve nümerik değer arasında Ber (A)⊂W (A) şeklinde

bir ilişki vardır (Karaev, 2013).

Tanım 3.30. f , L1 (D) üzerinde bir fonksiyon olsun.

rad ( f )(z) =
1

2π

2π∫
0

f
(
eitz
)

dt

eşitliği ile tanımlanan fonksiyona, f fonksiyonunun radyalizasyonu denir. Eğer f

fonksiyonunun radyalizasyonu f fonksiyonuna eşitse o zaman bu fonksiyona radyal

fonksiyon denir. Yani, f (z)= f (|z|) eşitliği sağlanıyorsa f fonksiyonu radyal fonksiyon

olarak adlandırılır. L2
a üzerindeki A sınırlı operatörü için Rad (A) operatörü

Rad (A) =
1

2π

2π∫
0

U∗t AUtdt
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şeklinde tanımlanır. Buradaki f ∈ L2
a ve z ∈ D için (Ut f )(z) = f

(
e−itz

)
olacak şekilde

tanımlanan Ut operatörü birim operatördür. f ,g∈ L2
a için yukarıdaki integral tanımından

〈Rad (A) f ,g〉= 1
2

2π∫
0

〈U∗t AUt f ,g〉dt

elde edilir. A = Rad (A) olduğunda A operatörü radyal operatör olarak adlandırılır

(Zorboska, 2003).

Radyal operatör ile Berezin sembolü arasındaki ilişki aşağıdaki gibi verilmiştir.

Önerme 3.31. Birim diskteki her z için R̃ad (A)(z) = Rad
(

Ã
)
(z) dır. A operatörünün

radyal olması için gerek ve yeter koşul A operatörünün Berezin sembolünün radyal

fonksiyon olmasıdır (Zorboska, 2003).

Çözüm.

Utkz (w) = kz
(
e−itw

)
=

1−|z|2

(1− ze−itw)2 = keitz (w)

dır. Buradan

R̃ad (A)(z) = 〈Rad (A)kz,kz〉=
1

2π

2π∫
0

〈AUtkz,Utkz〉dt

=
1
2

2π∫
0

〈
Akeitz,keitz

〉
dt

=
1
2

2π∫
0

Ã
(
eitz
)

dt

elde edilir. Burada z ∈ D için R̃ad (A)(z) = rad
(

Ã
)
(z) dir. O zaman, eğer A

radyal operatör ise Berezin dönüşümü de radyal fonksiyon olmak zorundadır. Öte

yandan bir operatörün Berezin dönüşümü radyal olduğunda yani D’deki tüm z için

R̃ad (A)(z) = Ã(z) olduğunda Rad (A) = A olur.

Schatten-von Neumann sınıflarının tanımlanmasında kullanılacak olan singüler sayısı

(s-sayısı) tanımı aşağıdaki gibi verilmiştir.

Tanım 3.32. B (H) sonsuz boyutlu ayrılabilir H kompleks Hilbert uzayı ü-

zerinde tüm sınırlı lineer operatörlerin cebiri ve Kn ⊂ B (H) rankı n yi geçmeyen
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tüm operatörlerin kümesi olsun. Bir A ∈ B (H) operatörünün sn (A) singüler sayısı

(s-sayısı)

sn (A) = λn

(
(A∗A)

1
2

)
,n≥ 1

ile tanımlanır. Burada λn, (A∗A)
1
2 operatörünün özdeğerleridir (Gokhberg and Krein,

1965; Karaev, 2002).

Tanım 3.33. 0 < p < ∞ için Schatten-von Neumann sınıfı Gp :=Gp(H)

∑
n≥0

(sn(K))p <+∞

koşulunu sağlayan sn(K) singüler sayılara sahip H uzayındaki tüm K kompakt

operatörlerin uzayıdır (Gokhberg and Krein, 1965; Karaev, 2002).

Gp (H) (1≤ p≤+∞) sınıfı aşağıda tanımlanan norma göre bir Banach uzayıdır:

‖A‖2
Gp

=
∞

∑
n=0
|(sn (A))

p|
1
p .

p = 2 için A ∈G2 (H) operatörü Hilbert-Schmidt operatörü olarak adlandırılır. Ayrıca

‖A‖2
G2

=
∞

∑
n=0
‖Aen‖2

H (3.3)

dır.

Aşağıdaki Yardımcı Teorem Jensen ve Young eşitsizliğinin bir sonucudur.

Yardımcı Teorem 3.34. a,b≥ 0 ve 0≤ λ ≤ 1 olsun. O zaman herhangi r ≥ 1 için

aλ b1−λ ≤ λa+(1−λ )b≤ [λar +(1−λ )br]
1
r (3.4)

dir (Hardy vd., 1988; Sattari vd., 2015).

Yardımcı Teorem 3.35. A ∈ B(H) pozitif bir operatör olsun. Herhangi birim vektör

x ∈H ve pozitif r reel sayısı için

(a) 〈Ax,x〉r ≤ 〈Arx,x〉, r ≥ 1,

(b) 〈Arx,x〉 ≤ 〈Ax,x〉r, r ∈ (0,1]

dir (Hardy vd., 1988).
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Aşağıdaki sonuç f (t) = tr (r ≥ 1) konveks fonksiyonu için Jensen eşitsizliğinin bir

sonucu olarak verilebilir.

Yardımcı Teorem 3.36. Eğer a ve b negatif olmayan reel sayılarsa o zaman herhangi

r ≥ 1 için

(a+b)r ≤ 2r−1 (ar +br) (3.5)

dir.

Young eşitsizliğinin toplamsal olarak geliştirilmiş hali aşağıdaki gibi verilmiştir.

Yardımcı Teorem 3.37. r = min{λ ,1−λ} olmak üzere eğer a,b ≥ 0 ve 0 ≤ λ ≤ 1

ise o zaman

aλ b1−λ + r
(√

a−
√

b
)2
≤ λa+(1−λ )b (3.6)

dir (Kittaneh ve Manasrah, 2011).

Kantorovich sabitli Young eşitsizliğinin çarpımsal olarak geliştirilmiş hali aşağıdaki

gibi verilmiştir.

Yardımcı Teorem 3.38. Eğer a,b≥ 0 ise buradan

(1−λ )a+λb≥ k (h,2)r a1−λ bλ (3.7)

dir. Burada h ≥ 0 için K (h,2) =
(h+1)2

4h
olacak şekilde h =

b
a

ve 0 ≤ λ ≤ 1,r =

min{λ ,1−λ} dir. Sahip olduğu özellikten dolayı K (h,2) = K
(1

h ,2
)
≥ 1(h > 0) ve

K (h,2) fonksiyonları [1,0) üzerinde artan ve (0,1) üzerinde azalandır (Fuji vd., 2011).

Genelleştirilmiş karma Cauchy-Schwarz eşitsizliği:

Yardımcı Teorem 3.39. A ∈ B (H) ve x,y ∈H olsun.

(a) Eğer 0≤ λ ≤ 1 ise o zaman

|〈Ax,y〉|2 ≤
〈
|A|2λ x,x

〉〈
|A∗|2(1−λ ) y,y

〉
(3.8)

dir.

(b) Eğer f ,g fonksiyonları f (t)g(t) = t koşulunu sağlayan [0,∞) üzerinde negatif
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olmayan sürekli fonksiyonlar ise o zaman

|〈Ax,y〉| ≤ ‖ f (|A|)x‖‖g(|A∗|)y‖ (3.9)

dir (Sattari vd., 2015).

Yardımcı Teorem 3.40. x,y ∈H ve ‖y‖= 1 olsun. O zaman

‖x‖2−|〈x,y〉|2 = inf
λ∈C
‖x−λy‖2 (3.10)

dır (Dragomir, 2003).
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA

4.1. Radyal Limit ile İlgili Bazı Sonuçlar

Bu kısımda aşağıdaki sorulara cevap verilmeye çalışılacaktır:

D Dirichlet uzayı üzerindeki sınırlı bir operatörün Berezin dönüşümü birim çemberin

hemen hemen her yerinde radyal limite sahip midir? Benzer soru, karmaşık düzlem

üzerindeki Fock uzayı F (C) için de geçerli midir?

Tanım 4.1.2. (an)n≥0 kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer

lim
t→∞

e−t
∞

∑
n=0

an
tn

n!
= l

ise (an)n≥0 dizisi l değerine Borel toplanabilirdir denir ve (B)-toplanabilir şekilde

kısaltılır (Sawyer ve Watson, 1994).

Tanım 4.1.3. (an)n≥0 kompleks sayıların bir dizisi olsun. Eğer

lim
x→1−

− 1
log(1− x)

∞

∑
n=0

an

n+1
xn+1 = ζ

ise (an)n≥0 dizisi ζ değerine logaritmik metodla toplanabilirdir denir ve (L)-toplanabilir

şeklinde kısaltılır (Ishiguro, 1962).

K∞ ve K∞
− kümeleri sırasıyla tüm sınırlı Borel toplanabilir olmayan dizilerin kümesini

ve (L)-toplanabilir olmayan dizilerin kümesini gösterecektir.

Teorem 4.1.4. (an)n≥0 ∈ K∞
− bir dizi ve

{
zn/
√

n+1 : n≥ 0
}

dizisi D Dirichlet

uzayının ortonormal bazı olsun.

D{an}
zn

√
n+1

= an
zn

√
n+1

ile tanımlanan köşegen operatörün Berezin sembölü T birim diski üzerinde hemen

hemen her yerde radyal limite sahip değildir.
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İspat D Dirichlet uzayı üzerindeki diagonal operatörün Berezin sembölü her λ ∈ C için

D̃{an} (λ ) =
〈

D{an}k̂λ , k̂λ

〉
=− 1

log
(

1−|λ |2
) ∞

∑
n=0

an

(
|λ |2

)n+1

n+1

dir. Bu yüzden, D̃{an} birim disk üzerinde radyal fonksiyondur yani D̃a (λ ) = D̃a (|λ |)

dir. (an)n≥0 dizisinin (L)-toplanamayan bir dizi olduğunu göz önünde bulundurursak

elde edilen yukarıdaki eşitlik D̃{an} Berezin dönüşümünün birim çember üzerinde

hemen hemen her yerde radyal limiti olmadığını gösterir. Bu da bize istenilen sonucu

verir.

Bir sonraki sonuç, F (C) Fock uzayında sınırlı lineer operatörün Berezin sembolünün

C karmaşık düzleminde radyal limitinin olmadığını gösterecektir.

Teorem 4.1.5. (an)n≥0 ∈ K∞ bir dizi ve
{

zn/(n!2n)1/2
}

n≥0
dizisi F (C) Fock uzayının

ortonormal bazı olsun. O zaman D̃{an} Berezin sembolü C kompleks düzlemi üzerinde

radyal limite sahip değildir.

İspat F(C) Fock uzayında diagonal operatörünün Berezin sembolü her λ ∈ C için

D̃a (λ ) =
〈

D{an}k̂λ , k̂λ

〉
=

1

e|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an

(
|λ |2 /2

)n

n!

= e−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an

(
|λ |2 /2

)n

n!

dir ve böylece D̃a dönüşümü C kompleks düzlem üzerinde radyal fonksiyondur, yani

D̃a (λ ) = D̃a (|λ |) dir.

Teoremin koşulundan dolayı (an)n≥0 dizisi (B)- toplanabilir olmadığından yukarıdaki

denklemden D{an} operatörünün Berezin sembolü olan D̃{an}, C kompleks düzlem

üzerinde radyal limite sahip değilir.
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4.2. Dizi ve Serilerin Borel Yakınsaklığı

Bu bölümde, F Fock uzayında

WΛ

zn

(n!2n)1/2 = λn
zn+1

((n+1)!2n+1)
1/2 , n≥ 0, (4.1)

ile tanımlı WΛ ağırlıklı kaydırma operatörünün Berezin sembolleri yardımıyla kompleks

sayıların dizi ve serilerinin Borel yakınsaklığı için bazı kriterler verilmiştir.

Teorem 4.2.1. {an}n≥0 kompleks sayıların bir dizisi ve Wa operatörü (4.1) formülünde

tanımlanan F Fock uzayı üzerinde ağırlıklı kaydırma operatörü olsun. O zaman

(a)
∞

∑
n=0

an√
2n+2

serisinin Borel yakınsak olması için gerek ve yeter koşul

∣∣∣W̃a

∣∣∣(√2t
)

√
2t

= O
(
e−t) , t→ ∞

olmasıdır.

(b)
(

an√
2n+2

)
n≥0

dizisinin Borel yakınsak olması için gerek ve yeter koşul

∣∣∣W̃a

∣∣∣(√2t
)
= O

(√
2t
)
, t→ ∞

olmasıdır.

Şimdi yukarıdaki teoremin ispatında kullanılacak olan aşağıdaki yardımcı teorem

verilecektir.

Yardımcı Teorem 4.2.2. T ∈ B(F) herhangi bir operatör ve en (z) =

{
zn

(n!2n)1/2

}
n≥0

dizisi F Fock uzayının ortonormal bazı olsun. O zaman her λ ∈ D için

T̃ (λ ) = e−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

1√
(n!2n)(m!2m)

〈Ten,em〉λ
n
λ

m (4.2)

dır.
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İspat. Gerçekten

T̃ (λ ) =
〈

T k̂λ , k̂λ

〉
=

〈
T

kλ∥∥∥kL2
a,λ

∥∥∥ , kλ∥∥∥kL2
a,λ

∥∥∥
〉

= e−|λ |
2/2

〈
∑
n≥0

en (λ )Ten (z) , ∑
n≥0

en (λ )en (z)

〉

= e−|λ |
2/2

∞

∑
n,m=0

en (λ )em (λ )〈Ten,em〉

= e−|λ |
2/2

∞

∑
n,m=0

λ
n

√
n!2n

λ m
√

m!2m
〈Ten,em〉

= e−|λ |
2/2

∞

∑
n,m=0

1√
(n!2n)(m!2m)

〈Ten,em〉λ
n
λ

m,

elde edilir ki bu da (4.2) formülünü ispatlar.

Teorem 4.2.1 için ispat. Wa operatörü F Fock uzayı üzerinde ağırlıklı kaydırma

operatörü olsun. Buradan (4.2) formülü kullanılarak

W̃a (λ ) = e−|λ |
2/2

∞

∑
n,m=0

1√
(n!2n)(m!2m)

〈anen+1,em〉λ
n
λ

m

= λe−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an√
2n+2

|λ |2n

n!2n

= λe−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!

veya

W̃a (λ ) = λe−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!
(λ ∈ C) (4.3)

elde edilir. Sonuç olarak, λ ∈ C için

∣∣∣∣∣ W̃a (λ )

λe−|λ |
2/2

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣

∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!

∣∣∣∣∣∣ (4.4)

ve ∣∣∣∣∣W̃a (λ )

λ

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣e−|λ |2/2

∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!

∣∣∣∣∣∣ (4.5)
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dır. t = |λ |2 /2 olsun. Buradan (4.4) ve (4.5) formülleri kullanılarak her t ∈ R+ için∣∣∣W̃a

∣∣∣(√2t
)

√
2te−t

=

∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

an√
2n+2

(t)n

n!

∣∣∣∣∣ (4.6)

ve ∣∣∣W̃a

∣∣∣(√2t
)

√
2t

=

∣∣∣∣∣e−t
∞

∑
n=0

an√
2n+2

(t)n

n!

∣∣∣∣∣ (4.7)

elde edilir. Böylelikle (4.6) ve (4.7) formüllerinden teoremin (a) ve (b) iddiaları

ispatlanmış olur.

Sonuç. 4.2.3.

(a) Ber (Wa) =

λe−|λ |
2/2

∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!
: λ ∈ C


(b) ber (Wa) = sup

|λ |e−|λ |2/2

∣∣∣∣∣∣ ∞

∑
n=0

an√
2n+2

(
|λ |2 /2

)n

n!

∣∣∣∣∣∣ : λ ∈ C


(c) Eğer sup

n≥0

|an|√
2n+2

<+∞ ise o zaman ber (Wa) üst sınıra sahip değildir.

İspat. (a) ve (b) nin ispatı (4.3) formülünden kolayca elde edilir. Şimdi (c) yi

ispatlayalım. Gerçekten de sup
n≥0

|an|√
2n+2

< +∞, n ≥ 0 koşulu göz önüne alınırsa her

λ ∈ C için

ber (Wa)≤ sup
λ∈C

|λ |e−|λ |2/2
∞

∑
n=0

(
|λ |2 /2

)n

n!

sup
n≥0

|an|√
2n+2

≤ sup
n≥0

|an|√
2n+2

sup
λ∈C

(
|λ |e−|λ |

2/2e|λ |
2/2
)

= sup
n≥0

|an|√
2n+2

sup
λ∈C

(|λ |) ,

elde edilir. Bu da ber (Wa) nın bir üst sınıra sahip olmadığını gösterir.

4.3. Dirichlet Uzayı Üzerindeki Schatten Neumann Sınıfı Operatörlerin

Karakterizasyonu

Bu bölüm, temel olarak Nordgren ve Rosenthal tarafından ortaya konulan soruya

dayanmaktadır.
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Schatten-von Neumann sınıfı operatörleri Berezin sembolleri yardımıyla nasıl

karakterize edilir?

Şimdi D Dirichlet uzayındaki Schatten-von Neumann sınıfı operatörleri Berezin

sembolleri yardımıyla karakterize edilecektir.

Teorem. 4.3.1 . A operatörü D Dirichlet uzayı üzerinde kompakt bir operatör olsun. A

operatörünün bir Hilbert-Schmidt operatörü olması için gerek ve yeter koşul

sup
λ∈D


− log

(
1− (λ )2

)
|λ |2

 ∞

∑
n=0

1
n+1

T
zn

(
− λ z

log(1−λ z)

)A∗AT
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)
˜(λ )

<+∞

olmasıdır.

İspat. D Dirichlet uzayının ortonormal bazı
{

zn/
√

n+1 : n≥ 0
}

olduğundan ve

kλ (z) =
1

λ z
log 1

1−λ z
fonksiyonu D uzayının üretici çekirdeği olduğundan herhangi

λ ∈ D için

∞

∑
n=0

∥∥∥∥A
zn

√
n+1

∥∥∥∥2

D

=
∞

∑
n=0

1
n+1

〈Azn,Azn〉

=
∞

∑
n=0

1
n+1

〈A∗Azn,zn〉

=
∞

∑
n=0

1
n+1

〈
A∗A

zn

k̂λ (z)
k̂λ (z) ,

zn

k̂λ (z)
k̂λ (z)

〉

=−
log
(

1−|λ |2
)

|λ |2
∞

∑
n=0

1
n+1

〈
A∗Azn

− λ z

log
(

1−λ z
)
 k̂λ (z) ,z

n

− λ z

log
(

1−λ z
)
 k̂λ (z)

〉

=−
log
(

1−|λ |2
)

|λ |2
∞

∑
n=0

1
n+1

〈
A∗AT

zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)k̂λ (z) ,T
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)k̂λ (z)

〉

=−
log
(

1−|λ |2
)

|λ |2
∞

∑
n=0

1
n+1

〈
T

zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)A∗AT
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)k̂λ (z) , k̂λ (z)

〉

=−
log
(

1−|λ |2
)

|λ |2
∞

∑
n=0

1
n+1

T
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)A∗AT
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)
˜(λ )
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elde edilir. (3.3) formülünü göz önünde bulundurarak λ ∈ C için

∞

∑
n=0

(sn (A))
2 =−

log
(

1−|λ |2
)

|λ |2
∞

∑
n=0

1
n+1

T
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)A∗AT
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)
˜(λ )

dır ve dolayısıyla A ∈G2 (F) olması için gerek ve yeter koşul

sup
λ∈D


− log

(
1−|λ |2

)
|λ |2

 ∞

∑
n=0

1
n+1

T
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)A∗AT
zn
(
− λ z

log(1−λ z)

)
˜(λ )

<+∞.

olmasıdır. Böylece ispat tamamlanmış olur.

4.4. Operatörler Üzerindeki Berezin Sayısı Eşitsizliklerinin İyileştirilmesi

Bu bölümde, Kerin-Lin ve Young Eşitsizliğinin genelleştirilmesi kullanılarak üretici

çekirdekli Hilbert uzaylarda operatörlerin Berezin sayısı için bazı eşitsizlikler elde

edilecektir. Ayrıca üretici çekirdekli Hilbert uzaylarda ber2 (A)− ber
(
A2) için üst

sınırlar verilecektir.

Teorem 4.4.1.H=H (Ω) üretici çekirdekli Hilbert uzay ve A ∈ B (H) olsun.

(a)

ber2 (A)≤ ber
(
A2)+ inf

λ∈C
‖A−λ I‖2 (4.8)

dır.

(b) f ve g fonksiyonları f (t)g(t)= t koşulunu sağlayan [0,∞) üzerinde negatif olmayan

sürekli fonksiyonlar olsun. O zaman r ≥ 1 için

ber2r (A)≤ 2−r
(∥∥∥ f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)∥∥∥+2r inf
λ∈C
‖A−λ I‖2r

)
(4.9)

elde edilir.

İspat. Krein-Lin eşitsizliği (Dragomir, 2008)

|〈x,z〉| |〈y,z〉| ≤ |〈x,y〉|‖z‖2 +

√
‖x‖2 ‖z‖2 + |〈x,z〉|2

√
‖y‖2 ‖z‖2−|〈y,z〉|2 (4.10)
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ile verilen eşitsizliği denktir. Aynı zamanda x,y,z ∈H ile ‖z‖= 1 için

|〈x,z〉| |〈y,z〉| ≤ |〈x,y〉|+ inf
λ∈C
‖x−λ z‖ inf

µ∈C
‖y−µz‖ (4.11)

dir (Dragomir, 2003). (4.11) eşitsizliğinde x = Ak̂ξ ,y = A∗k̂ξ yazarsak, her ξ ∈Ω ve

λ ,µ ∈ C için

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣2 ≤ ∣∣∣Ã2 (ξ )

∣∣∣+ inf
λ∈C

∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥ inf
∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥ (4.12)

≤
∣∣∣Ã2 (ξ )

∣∣∣+∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥∥∥∥Ak̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥
elde edilir. Bu eşitsizlik aşağıdaki ifadeye denktir:

ber2 (A)≤ ber
(
A2)+∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥ .
Yukarıdaki eşitsizlikte λ ,µ ∈ C üzerinde infimum alınırsa ve

inf
µ∈C
‖A∗−µI‖= inf

µ∈C
‖A−µI‖= inf

λ∈C
‖A−λ I‖

olduğundan

ber2 (A)≤ ber
(
A2)+ inf

λ∈C
‖A−λ I‖

elde edilir ve ispat tamamlanır.

(b) Diğer taraftan (3.9) ve AM-GM eşitsizliğinden

∣∣∣Ã2 (ξ )
∣∣∣≤ ∥∥∥ f

(∣∣A2∣∣) k̂ξ

∥∥∥∥∥∥g
(∣∣∣(A2)∗∣∣∣) k̂ξ ,k̂ξ

∥∥∥ (4.13)

=

√〈
f 2
(
|A2| k̂ξ , k̂ξ

)
+g2

(∣∣(A2)
∗∣∣ k̂ξ , k̂ξ

)〉
≤ 1

2

〈(
f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)) k̂ξ , k̂ξ

〉
dir. AM-GM eşitsizliği tekrar uygulanarak

∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥≤
∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥2
+
∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2

2
(4.14)
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elde edilir. (4.13) ve (4.14) eşitsizlikleri birleştirilerek

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣2

≤ 1
2

(〈(
f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)) k̂ξ , k̂ξ

〉
+
∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥+∥∥∥Ak̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2
)

≤ 1
2

(〈(
f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)) k̂ξ , k̂ξ

〉r
+

(∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥2r
+
∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2
)r) 1

r

((3.4) numaralı eşitsizlikten

≤ 1
2

(〈(
f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)) k̂ξ , k̂ξ

〉r
+2r−1

(∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥2r
+
∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2r
)) 1

r

((3.5) numaralı eşitsizlikten)

dır. Bu yüzden

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣2r
≤ 2−r

(〈(
f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)) k̂ξ , k̂ξ

〉r
+2r−1

(∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥2r
+
∥∥∥A∗k̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2r
))

dır. ξ ∈Ω üzerinde supremum alındığında herhangi λ ,µ ∈ C için

w2r (A)≤
(∥∥∥ f 2 (∣∣A2∣∣)+g2

(∣∣∣(A2)∗∣∣∣)∥∥∥r
+2r−1

(
‖A−λ I‖2r +‖A−µI‖2r

))
sonucuna ulaşılır. Son olarak, yukarıdaki eşitsizlikte λ ,µ ∈ C üzerinde infimum

alındığında ve

inf
µ∈C
‖A∗−µI‖= inf

µ∈C
‖A−µI‖= inf

µ∈C
‖A−λ I‖

kullanılarak istenilen sonuç elde edilir.

Sonuç 4.4.2. A ∈ B (H) olsun. O zaman

ber2 (A)≤ 1
2

(∥∥∥∣∣A2∣∣+ ∣∣∣(A2)∗∣∣∣∥∥∥+2 inf
λ∈C
‖A−λ I‖2

)

dır.

İspat. (4.9) eşitsizliğinde r = 1, f (t) = g(t) =
√

t alındığında istenilen sonuç elde

edilir.
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Sonuç. 4.4.3. ‖A−λ0I‖ ≤ p olacak şekilde λ0 ∈ C bir kompleks sayı olsun. Buradan

ber2 (A)−ber
(
A2)≤ p2

elde edilir.

İspat. (4.8) eşitsizliğinde λ = µ = λ0 alındığında

ber2 (A)−ber
(
A2)≤ ‖A−λ0I‖‖A∗−λ0I‖

elde edilir. Yani

ber2 (A)−ber
(
A2)≤ p2

sonucuna ulaşılır.

Önerme 4.4.4. λ ,µ ∈ C,a,b > 0 ve r ≥ 1 için

‖A−λ I‖ ≤ a,‖B−µI‖ ≤ b

olacak şekilde A ∈ B (H) ve B sıfırdan farklı self-adjoint bir operatör olsun. O zaman

ber (A)ber (B)≤
(

a2r +b2r

2

) 1
r

+ber (B∗A)

dır. Özel olarak eğer Ak̂ξ ⊥ Bk̂ξ ise o zaman r ≥ 1 için

ber (A)ber (B)≤
(

a2r +b2r

2

) 1
r

elde edilir.

İspat. k̂ξ normalleştirilmiş üretici çekirdek olsun. (4.10) eşitsizliğinden

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣ ∣∣∣B̃(ξ )

∣∣∣− ∣∣∣〈Ak̂ξ ,Bk̂ξ

〉∣∣∣≤√∥∥∥Ak̂ξ

∥∥∥2
−
∣∣∣Ã(ξ )

∣∣∣2√∥∥∥Bk̂ξ

∥∥∥2
−
∣∣∣B̃(ξ )

∣∣∣2
≤ 1

2

(∥∥∥Ak̂ξ

∥∥∥2
−
∣∣∣Ã(ξ )

∣∣∣2 +∥∥∥Bk̂ξ

∥∥∥2
−
∣∣∣B̃(ξ )

∣∣∣2)
(AM-GM eşitsizliğinden)

≤ 1
2

(
inf

λ∈C

∥∥∥Ak̂ξ −λ k̂ξ

∥∥∥2
+ inf

µ∈C

∥∥∥Bk̂ξ −µ k̂ξ

∥∥∥2
)
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((3.10) eşitsizliğinden)

≤ 1
2

(
‖A−λ I‖2 +‖B−µI‖2

)
≤ a2r +b2r

2

≤
(

a2r +b2r

2

) 1
r

((3.4) eşitsizliğinden)

elde edilir. Böylece

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣ ∣∣∣B̃(ξ )

∣∣∣≤ (a2r +b2r

2

) 1
r

+
∣∣∣B̃∗A(ξ )

∣∣∣ (4.15)

ve

sup
(∣∣∣Ã(ξ )

∣∣∣ ∣∣∣B̃(ξ )
∣∣∣)≤ (a2r +b2r

2

) 1
r

+ sup
(∣∣∣B̃∗A(ξ )

∣∣∣)
ξ∈Ω

olur ki bu da

ber (A)ber (B)≤
(

a2r +b2r

2

) 1
r

+ber (B∗A)

olduğunu ifade eder.

Sonuç 4.4.5. A ∈ B (H) ve a,b > 0 olsun. O zaman

ber2 (A)−ber
(
A2)≤ a2 +b2

2

dir.

İspat. (4.15) numaralı eşitsizlikte r = 1 ve B = A∗ alındığında ∀ξ ∈Ω için

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣2 ≤ (a2 +b2

2

)
+
∣∣∣Ã2 (ξ )

∣∣∣
elde edilir. Dolayısıyla

sup
ξ∈Ω

(∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣2)≤ (a2 +b2

2

)
+ sup

ξ∈Ω

(∣∣∣Ã2 (ξ )
∣∣∣)

dır. Böylece

ber2 (A)−ber
(
A2)≤ a2 +b2

2
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eşitsizliği elde edilir.

Şimdi, Young eşitsizliğinin geliştirilmişini uygulayarak (3.2) eşitsizliğinin daha genel

hali elde edilecektir.

Teorem 4.4.6 A ∈ B (H), r = min{λ ,1−λ} ve 0≤ λ ≤ 1 olsun. O zaman

ber (A)≤ 1−2r
2
‖|A|+ |A∗|‖+2r‖A‖

elde edilir.

İspat. k̂ξ normalleştirilmiş üretici çekirdek olsun. O zaman

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣≤√∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ) ∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ((3.8) eşitsizliğinden)

=

((∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣)1−λ (∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))λ

) 1
2
((∣∣∣Ã∗ (ξ )∣∣∣)1−λ (∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))λ

) 1
2

≤ 1
2

((∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣)1−λ (∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))λ

+
(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))1−λ (∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))λ

)
(AM-GM eşitsizliğinden)

≤ 1
2

(1−λ )
∣∣∣Ã∣∣∣(ξ )+λ

∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )− r

(√∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣−√∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))2


+

1
2

(1−λ )

√∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )+λ

∣∣∣Ã∣∣∣(ξ )− r

(√∣∣∣Ã∣∣∣(ξ )−√∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))2


((3.6) eşitsizliğinden)

=
1
2

(
˜|A|+ |A∗|(ξ )−2r ˜|A|+ |A∗|(ξ )+4r

√∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ) ∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))

yani ∀ξ ∈Ω için

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣+ r

(
˜|A|+ |A∗|

)
(ξ )≤ 1

2

((
˜|A|+ |A∗|

)
(ξ )+4r

√∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ) ∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))

dır. Yukardaki eşirsizlikte ξ ∈Ω üzerinde supremum alınarak

ber (A)≤ 1−2r
2
‖|A|+ |A∗|‖ber +2r‖A‖ber

elde edilir ki bu (3.2) eşitsizliğin geliştirilmiş halidir.

30



A ∈ B (H) operatörü A∗A−AA∗ ≥ 0 ise A ∈ B (H) operatörü hiponormal operatördür.

Teorem 4.4.7. Eğer A ∈ B (H) hiponormal operatör ve r = min{λ ,1−λ} olsun. O

zaman ς (x) = K

(
|Ã|(ξ )∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ,2

)r

ve 0≤ λ ≤ 1 olmak üzere

ber (A)≤ 1
infς (x)

ξ∈Ω

‖|A|+ |A∗|‖
2

dir.

İspat. k̂ξ normalleştirilmiş üretici çekirdek olsun.

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣≤√∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ) ∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )((3.8) eşitsizliğinden)

=

[(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))1−λ (∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))λ
] 1

2
[(∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))1−λ (∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))λ

] 1
2

≤ 1
2

[(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))1−λ (∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))λ

+
(∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))1−λ (∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))λ

]
( AM-GM eşitsizliğinden)

≤ 1
2

 1

K

(
|Ã|(ξ )∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ,2

)r

(
(1−λ )

∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )+λ

∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))


+
1
2

 1

K

( ∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )
|Ã|(ξ ) ,2

)r

(
(1−λ )

∣∣∣Ã∣∣∣(ξ )+λ

∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ))


((3.7) eşitsizliğinden) ∀ξ ∈Ω için

=
1
2

 1

K

(
|Ã|(ξ )∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ,2

)r

(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )+ ∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))


dir. Yani

∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣≤ 1

2

 1

K

(
|Ã|(ξ )∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ,2

)r

(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )+ ∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))

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ve

sup
ξ∈Ω

(∣∣∣Ã(ξ )
∣∣∣)≤ 1

2
1

K

(
|Ã|(ξ )∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ ) ,2

)r sup
ξ∈Ω

(∣∣∣Ã∗∣∣∣(ξ )+ ∣∣∣Ã∣∣∣(ξ ))

elde edilir ki bunun anlamı

ber (A)≤ 1
infς (x)

ξ∈Ω

‖|A|+ |A∗|‖
2

olur.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Hazırlanan bu yüksek lisans tez çalışmasında, D Dirichlet uzayı üzerindeki sınırlı bir

operatörün Berezin dönüşümü birim çember üzerinde radyal limite sahip olup olmadığı

araştırılmıştır. Benzer problem, kompleks düzlem üzerindeki Fock uzayı F (C) için de

incelenmiştir. Ağırlıklı kaydırma operatörünün Berezin sembolü yardımıyla kompleks

sayıların dizi ve serilerinin Borel yakınsaklığı içi bazı yeni kriterler verilmiştir. D

Dirichlet uzayındaki Schatten-von Neumann sınıfı operatörleri Berezin sembolleri

yardımıyla karakterize edilmiştir. Kerin-Lin ve Young Eşitsizliğinin genelleştirilmesi

kullanarak üretici çekirdekli Hilbert uzaylarda operatörlerin Berezin sayısı için bazı

yeni eşitsizlikler elde edilmiştir.

Bu çalışmanın devamı olarak düşünülen bir kaç öneri vardır:

1. Berezin sayısı ile ilgi çalışmalar literatürde yenidir. Literatürde bilinen eşitsizlik

tipleri kullanılarak operatörlerin Berezin sayısı için yeni eşitsizlikler elde edilebilir.

2. Berezin sembolleri ve üretici çekirdekler metodu oparatör teoride birçok problemin

çözümünde önemli rol oynamaktadır. Toplanabilirlik teorisinde bazı açık problemlerin

çözümünde bu metodlar kullanılabilir.
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