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OZET

Anahtar kelimeler: Devirli kod, sabit devirli kod, pargali devirli kod, aykir1 devirli kod,
aykiri sabit devirli kod, DNA kod, ters sirali DNA kod, toplamsal kod

Bu ¢alisma alt1 béliimden olusmaktadir. Tlk béliimde cesitli basliklar altinda cebirsel
tanim ve teoremlere yer verilmistir.

Ikinci boliimde, Z4+UZ4+UZZ4+...+U"’1Z4 halkasinin yapist incelenerek Cin
Kalan Teoremi yardimiyla halka tzerinde tek uzunluktaki devirli ve sabit devirli
kodlarin yapist arastirilmistir. Ureteg polinomlari olusturulmus, idempotent iiretecinin
tek tirlii oldugu gosterilmistir. Halkadaki devirli ve sabit devirli kodlarin Z,
goriintiileri incelenerek 6nemli sonuglara ulasilmistir. Elde edilen tiim bu bilgilerden
yararlanarak Z, lizerinde birgok yeni ve optimal kod elde edilmistir. Elde edilen
kodlarin bazilari tablolar ile sunulmustur.

Uciincii  béliimde, Z,+uZ,+u’Z, halkas1 {izerinde asikdr olmayan tiim

otomorfizmalar belirlenmistir. Ayrisim metodu yardimi ile tek uzunluktaki aykiri
devirli ve aykir1 sabit devirli kodlarin {irete¢ polinomu olusturularak karakteristik
yapilar1 incelenmistir. Aykir1 devirli ve halkadaki tiim birimsel elemanlar i¢in aykiri
sabit devirli kodlarin 7Z, goriintiileri incelenerek bircok yeni ve optimal kod elde

edilmistir. Bulunan kodlar tablo ile sunulmustur.

Dérdiincii boliimde, Z,+UZ, +U®Z, halkasinda ters sirali DNA kodlarin varhigina
odaklanilmis ve bu kodlari bulabilmek igin yeni bir polinom tanimlanmustir. Onceki
boliimlerde tanimlanan Gray doniisiim ile DNA 2 —baz1 arasinda iliski kurulmustur.
Halka iizerinde ters sirali DNA kod insa edebilmek i¢in yeni bir {liretim metodu
olusturulmustur. Olusturulan bu metodu daha anlasilabilir kilabilmek adina 6rnekler
sunulmustur.

Besinci boliimde, Z,Z,[u] halkasinn yapisal 8zellikleri incelenmis ve Z,R—devirli

ve sabit devirli kodun iireteg polinomlari belirlenmistir. Kodu geren en kiiciik kiime
elde edilmistir. Otomorfizma tanimlanarak aykir1 devirli ve aykiri sabit devirli kodlarin
yapisi arastirilmistir. Devirli, sabit devirli, aykir devirli ve aykir sabit devirli kodlarin

7., — goruintiileri incelenerek yeni sonuglar elde edilmistir.

Altinc1 boliimde ise sonuglara yer verilmistir.

viii



CONSTRUCTION OF VARIOUS CODES OVER FINITE RINGS

SUMMARY

Keywords: Cyclic code, constacyclic code, quasi cyclic code, skew cyclic code,
skew constacyclic code, DNA code, reversible DNA code, addtitive code

This study consists of six sections. In the first section, algebraic definitions and
theorems are included under various titles.

In the second section, by examining the structure of the ring 7Z, +UZ, +U°Z, +...+

u“'z . » with the help of the Chinese Remainder Theorem, the structure of cyclic and

constacyclic codes with odd length over this ring is investigated. Generator
polynomials are constructed and the idempotent generator of the code is shown to be
unique. Important results have been obtained by examining the Z, —images of the

cyclic and constacyclic codes over the ring. At the end, many new and optimal linear
codes are obtained. Some of these codes are presented in tables.

In the third section, all non-trivial automorphisms over the ring Z, +UZ, +U’Z, are

determined. With the help of the Chinese Remainder Theorem, generator polynomials
of skew cyclic and skew constacyclic codes of odd length are constructed and their
characteristic structures are analyzed. Many new and optimal linear codes have been

obtained by examining Z, — images of skew cyclic codes and skew constacyclic codes
for all unit elements over the ring. The codes that found are presented with tables.

In the fourth section, the existence of reversible DNA codes over the ring Z, +UZ, +

u’Z, is focused and a new polynomial is defined to find these codes. The relationship

is established between DNA 2 —mers and the Gray map in the previous sections. Then,
a new construction method is presented to obtain the reversible DNA code over this
ring. In order to make this method more understandable, examples are given.

In the fifth section, the structural properties of the ring Z,7Z, [u] are explored and the

generator polynomials of the cyclic and constacyclic codes are identified. By defining
an automorphism, the structure of skew cyclic and skew constacyclic codes are
investigated. New results have been obtained via analyzing 7Z, —images of cyclic,

constacyclic, skew cyclic and skew constacyclic over this ring.

In the sixth section, the results are given.



BOLUM 1. CEBIRSEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez boyunca kullanilacak bazi temel cebirsel tanim ve teoremlere yer
verilecektir. Bu kavramlar grup, halkalar, modiiller, lineer kodlar, hata diizelten kodlar

ve DNA kavramina dair temel bilgiler bagliklar1 altinda incelenecektir.

1.1. Grup

Bu kisimda [1] ve [2] numaral1 kaynaklar kullanilarak, cebirsel yap1 ve grup tanimlari

verilecektir.

Tamim 1.1.1. B bostan farkli bir kiime olmak iizere g,y € B i¢in her (q, y) siral1

ikilisine B kiimesinin bir ve yalniz bir elemani karsilik getiren fonksiyona B
tizerinde bir ikili islem denir. B kiimesi lizerindeki bir ikili iglem "+" ile gosterilir. Bu
durumda fonksiyon

BxB—B
(a,y)—>qx*y

seklinde tanimlanir. Uzerinde en az bir ikili islem tanimlanmis kiimeye ise cebirsel

yap1 ad1 verilir.

Tanmm 1.1.2. G bostan farkli bir kiime ve "*" islemi G kiimesi iizerinde tanimli bir
ikili islem olmak {izere, (G,*) cebirsel yapis1 asagidaki aksiyomlar1 sagliyorsa bu

cebirsel yapiya grup adi verilir.

i. ll*ll

islemi G kiimesi tlizerinde bir ikili islemdir.



ii. * isleminin G kiimesi iizerinde birlesme Ozelligi  vardir.
[Va,b,seG : g#(b*s)=(qxb)*s esitligi saglanr. |

iii. *"  jgsleminin G kiimesinde  bir  birim  elemant  vardir.

[VqeG : g*e=exq=q olacak sekilde bir eeG vardir.

iv. *"  iglemine gore G kiimesindeki her bir elemanmn tersi vardir.

[Vq eG : q*q'=q'*g=e olacak sekilde bir ' G bulunabilir.]

Tanim 1.1.3. Grup 6zelliklerinin yan1 sira her ,beG i¢in q*b=b=*q esitligi de

saglantyorsa (G, *) grubuna degismeli (abelyen) grup adi verilir.

Teorem 1.1.1. (G, *) bir grup ve K kiimesi G kiimesinin bostan farkli bir alt kiimesi

olmak tizere K kiimesinin G kiimesinin bir alt grubu olmasi igin gerek ve yeter kosul

her q,be K icin g*b™ € K olmasidir.

1.2. Halkalar

Bu kisimda [1], [2] ve [3] numarali kaynaklar kullanilarak, halkalar ile ilgili baz1 temel

tanim ve teoremler verilecektir.

Tamim 1.2.1. R bostan farkli bir kiime ve bu kiime lizerinde tanimh ikili islem "+"

ve "." olmak lizere asagidaki aksiyomlar1 saglayan (R, +, ) cebirsel yapisina bir halka

denir.

I. (R, +) degismeli bir gruptur.

isleminin R iizerinde birlesme ozelligi vardir.

[Vq,b,s eR : q(bS) =(qb)s esitligi saglamr.]

iii. isleminin "+" iglemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi vardir.

[Va,b,seR : g(b+s)=ab+gs ve (q+b)s=qs+bs esitlikleri saglanr. |



Tanim 1.2.2. Halka ozelliklerinin yan1 sira her ¢q,beR icin gb=bg kosulu da

saglantyorsa R halkasina degismeli halka denir.

Tanmm 1.2.3. R bir halka ve K kiimesi de R halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi
olsun. K kiimesi R halkasinin islemlerine gore halka kosullarini sagliyorsa K

kimesine R halkasinin bir alt halkas1 denir.

Tanmm 1.2.4. Her geR i¢cin eq=qe=q olacak sekilde tek bir e R varsa R
halkasina birimli halka denir. Halkanin birimi genel olarak 1 ile temsil edilir ve birim

eleman (¢arpimsal birim) olarak adlandirilir.

Tamm 1.2.5. Birimli bir R halkasindaki bir g€ R i¢in gb=bqg=1; olacak sekilde

bir b € R varsa q elemanina birimli R halkasinin terslenebilen elemani adi verilir.

Tammm 1.2.6. R halkasindan alman sifirdan farkli bir geR icin gb=0,

(veya bq =OR) olacak sekilde sifirdan farkli en az bir tane be R mevcut ise g

elemanina halkanin sifir boleni adi verilir.

Tanmm 1.2.7. Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve sifir

bolensiz alt halkaya ise tamlik bolgesi ad1 verilir.

Tanmim 1.2.8. Tamlik bolgesinin tiim elemanlarini boélen R halkasinin bir elemanina

aritmetik birim veya birimsel eleman denir.

Onerme 1.2.1. R halkasmin aritmetik birimleri, halkadaki terslenebilen elemanlardan

ibarettir.

Tanimm 1.2.9. R bir halka olmak {izere her a€ R i¢in ma =0, kosulunu saglayan en

kiiciik pozitif m tamsayisina halkanin karakteristigi denir. Bu sart1 saglayan m

tamsayisinin bulunmamasi1 durumunda halkanin karakteristigi sifirdir denir.



Teorem 1.2.1. Bir tamlik bolgesinin karakteristigi ya sifirdir ya da asal sayidir.

Tanim 1.2.10. R bir halka ve L kiimesi R halkasinin bir alt halkas1 olsun.

I. HerbeR ve gel icin gbeL ise L bir sag idealdir.
li. HerbeR ve gel igin bqelL ise L bir sol idealdir.

lii. L kiimesi hem sag ideal hem de sol ideal ise L kiimesine R halkasinin bir

ideali denir.

Tanmm 1.2.11. R halkasinda {0} ve R kiimeleri halkanin asikar idealleridir. R

halkasinin asikar olmayan ideallerine has (6z) ideal ad1 verilir.

Teorem 1.2.2. Birimli bir halkanin ideali halkanin birimini kapsiyorsa ideal halkanin

kendisine esittir.

Tamim 1.2.12. S kiimesi tarafindan iretilen ideal (S) ile gosterilir. S kiimesinin
elemanlarina (S) idealinin Ttretegleri denir. S :{Sl,...,sn} ise S ideali sonlu

iiretilmistir denir ve (S,,...,S, ) ile gdsterilir. Tek bir § eleman: tarafindan iiretilen ()

idealine de temel ideal ad1 verilir. Halkanin tiim idealleri temel ideal ise bu halkaya

temel ideal halkas1 denir.

Teorem 1.2.3. R birimli bir halka ve q € R olsun. q elemani tarafindan tiretilen sag

ideal gR = {qr ‘re R} ve sol ideal Rq = {rq ‘re R} seklindedir.

Tanmm 1.2.13. R bir halka ve L kiimesi R halkasinin bir ideali olsun. Her q,beR
i¢in,

“g=b(mod L) olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul q—b e L olmasidir.”
bi¢iminde tanimlanan "=" bagintis1 R halkasi tizerinde bir denklik bagintis1 olup bu

bagintiya gore tiim denklik smiflarinin kiimesi R/L ile gosterilir. Bu durumda

R/L={r+L:reR} ile temsil edilir.



Tanmm 1.2.14. R bir halka ve L kiimesi R halkasinin bir ideali olsun. Toplama
isleminin (q + L) + (b + L) = (q + b) L bigiminde, garpma isleminin ise (q + L)(b + L)
=gb+L bi¢iminde tanimlanmas1 durumunda R/L kiimesi bir halkadir. Bu halkaya

R halkasinin L idealine gore boliim halkasi adi verilir. R halkasi birimli bir halka

ise R/L halkasinin birimi 1; + L seklindedir. R halkas1 degismeli bir halka ise R/L

boliim halkas1 da degismeli bir halkadir.

Tanmm 1.2.15. R bir halka olmak iizere, R halkasinin tiim idealleri tam sirali ise R
halkasina zincir halka denir. Diger bir ifadeyle, halkanin tiim idealleri kapsama islemi
altinda bir zincir olusturuyorsa R halkas1 zincir halkadir. Aksi takdirde bu halkaya

zincir olmayan halka adi verilir.

Tanmim 1.2.16. R birimli ve degismeli halka ve P de R halkasinin (l) idealinden

farkli bir ideali olsun. Bu durumda R halkasinin P idealini kapsayan P ve R ’den

baska hicbir ideali yoksa P idealine R halkasinin bir maksimal ideali denir.

Onerme 1.2.2. P ideali R halkasmimn (1) idealinden farkli bir ideali olsun. P

idealinin maksimal ideal olmasi icin gerek ve yeter kosul her Xe R—P igin

P+(x)=R olmasidir.

Tamim 1.2.17. Tek bir maksimal ideali olan halkaya lokal (yerel) halka, birden fazla

maksimal ideali olan halkalara ise yar1 lokal halka adi verilir.

Tanim 1.2.18. (R,+,.) ve (U,+,.) iki halka olmak tizere her r,v e R igin,
i, f(r+v)="f(r)+f(v) ve

ii.  f(rv)="f(r)f(v)

sartlar1 saglaniyorsa f :R — U fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.



Tanim 1.2.19. f :R — U halka homomorfizmasi birebir ve orten ise f fonksiyonuna

bir izomorfizma, R ve U halkalarina da izomorf halkalar adi verilir. R=U ile temsil

edilir. R=U olmasi durumunda ise f izomorfizmasi otomorfizma olarak

adlandirilir.

Tanim 1.2.20. R bir halka ve qy,...,q, € R olmak iizere, g, +q,X+...+0,X" ifadesine

R halkasindan katsayili bir polinom denir ve bu polinomlar kiimesi R [X] ile temsil

edilir.

Tammm 1.2.21. R halkasindan katsayili tiim polinomlar kiimesi R[X] ,
f(X)=0+0x+...+0,x" eR[X] ve g(x)=k,+kx+...+kx" eR[x] iki polinom

olmak iizere, R [X] kiimesi tlizerindeki polinomlarin
i.  toplams; f(x)+g(x)= (q +k '

ii.  carpimu Y, :leqtkH iken f(X).g(X):Zyixi

t=0 i=0

seklinde tanimlanir.

Tanmm 1.2.22. Yukarida tanimlanan toplama ve g¢arpma islemlerine gore R[X]

polinomlar kiimesi bir halkadir.

Onerme 1.2.3. R bir halka ise R[X] te bir halkadur.

Tanim 1.2.23. R bir halka olmak iizere asagidaki kosullar birbirine denktir.
i. R halkasi birimli ise R[x] halkas1 da birimlidir.

ii. R halkasi degismeli ise R[X] halkas1 da degismelidir.

iii. R halkasi tamlik bolgesi ise R[X] halkasi da tamlik bélgesidir.



Teorem 1.2.4. R[X] polinom halkasi, f(X)=0,+0Xx+...+q,x" ve g(x)=k,+
k,X+...+k X" polinomlar: R[x] halkasinda, sirastyla, p. ve r. dereceden iki polinom
olmak iizere, der[ f(x)+g(x)]<der[ f(x)]+der[g(x)] esitsizligi mevcuttur. R
halkasinin tamlik bolgesi olmasi durumunda ise der|[ f (x)+g(x)]=der[ f(x)]+

der [g (X)] esitligi saglanir.

Tamm 1.2.24. g, # 0 olmak iizere f (X)=0,+0,X+...+0,X polinomunun derecesi t
olup der( f (X)) =t seklinde gosterilir. g, =1 olmasi durumunda bu polinomu 6zel

olarak monik polinomu olarak adlandirilir. f (X) polinomunun ters-sirali polinomu

2er(f() ¢ (Xfl) polinomu olup f~ (X) ile temsil edilir.

Tamm 1.2.25. {R,R,,...,R,} bir takim halkalar kiimesi ve p; €R olmak iizere

( [ pn) siralt N - lilerden olusan kilme R, xR, x---x R ile temsil edilsin. Bilesen

bilesene toplama ve ¢arpma islemi tanimlanmasi durumunda bu kiime bir halka belirtir

ve bu halka R; halkalarimin direkt (dis) ¢carpimi olarak adlandirilir.

Teorem 1.2.5. R bir halka ve bu halkanin bir takim idealleri L;,...,L, olsun. Bu
durumda,

. L+L+-+L =R ve

ii. Herte{l,...,n}i¢in LN(L++L,+L,++L,)=0

sartlarinin saglanmasi durumunda R= L x L, x---x L ’dir.

Tamim 1.2.26. R halkasinin L ,..., L, idealleri Teorem 1.2.5.’teki sartlari sagliyorsa

n

R halkast L; ideallerinin direkt toplami (i¢ ¢arpimi) olarak adlandirilir.

R=L®L ®---@®L, ile temsil edilir.



Teorem 1.2.6. (Cin Kalan Teoremi) R halkasinin L, ..., L, idealleri i¢in,

i ‘v’ie{l,...,n} icin R>+L, =R ve

. Vizjicin L+L;=R
ozelliklerinin saglanmasi durumunda herhangi 1,...,| €eR ve i=1...,n i¢in
a=a, (mod Li) olacak sekilde bir aeR eleman: vardir. Ayrica, a elemam
mod L, ML, N...MNL, e gore tek tirlii olarak belirlidir. R halkasinin birimli bir halka

olmas1 durumunda R* =R esitligi saglanir. Boylece R halkasinin herhangi bir L

ideali icin R® + L =R esitligi saglanir.

Sonug 1.2.1. R halkasmin idealleri L,..., L, olsun. Bu durumda asagidaki sekilde bir

¢ halka homomorfizmasi1 mevcuttur.

: R % V X y X v X V

¢ Bann.ng 2 5L < A, L,

Her i igin R*+L, =R ve her i# j icin L + L; =R saglaniyorsa ¢ bir izomorfizma
olur.

Cin Kalan Teoremi agagidaki gibi de ifade edilebilir.

Tamim 1.2.27. R birimli ve degismeli bir halka olmak tizere, her i+ j igin e€; =0

ve Zei =1 olacak sekilde R halkasinin bir (ei )in=1 idempotent ailesi varsa R halkasi
i=1

e R ideallerinin direkt toplami bi¢iminde yazilabilir. Diger bir ifadeyle R, =¢eR

esitligi mevcuttur. Bu durumda R=R @R, ®---@® R seklindedir.

1.3. Modiiller

Bu kisimda [4] ve [5] numarali kaynaklar kullanilarak, modiiller ile ilgili baz1 temel

tanim ve teoremler ele alinacaktir.



Tanim 1.3.1. M toplama islemine gore degismeli bir grup ve R de bir halka olsun.

M grubundaki elemanlarin, R halkasindaki elemanlarla skaler ¢carpim fonksiyonu

RxM —>M
(b,m)—bm
olmak iizere,

i.  Her beR veher mm'eM i¢in b(m+m’)=bm+bm’,
ii. Her b,b’eR veher meM igin (b+b')m=bm+b'm,
iii. Her b,b’eR veher meM igin (bb’)mzb(b’m),

iv. ~Her meM i¢inl,m=m

kosullariin saglanmasi durumunda M ’ye R iizerinde bir sol modiil veya kisaca sol

R —modiil denir.

Yukaridaki islemler baz alindiginda sag R —modiil de benzer sekilde tanimlanabilir.
R halkasinin degismeli bir halka olmasi durumunda sag modiil ayn1 zamanda sol

modiil de olacagindan ve bunun tersi de dogru olacagindan M ’ye R —modiil denir.
Not 1.3.1. Bu ¢alismada modiiller sol modiil olarak nitelendirilecektir.

Onerme 1.3.1. R—modiil M "nin bostan farkli bir K = M alt kiimesinin bir alt modiil

olmasi igin gerek ve yeter kosul Vr,r'e R ve Vk,k' e K i¢in rk+rk’ € K olmasidir.

Tanmm 1.3.2. R bir halka, M ve K de R-modiill olmak tizere f:M — K
fonksiyonu asagidaki kosullart sagliyorsa f  fonksiyonuna bir modiil
homomorfizmasi veya R —homomorfizma denir.

i. Her mymeM igin f (m+m’)= f (m)+ f (m’),

ii. HerbeRigin f(bm)=bf(m).



10

Tamm 1.3.3. R bir halka, M bir R—modiil, S={y;}. =M ve I, €R olmak iizere,

iel

her e M elemani i¢in = Zri y; seklinde sonlu bir toplam olarak yazilabiliyorsa
iel
ve bu toplam da tek tiirlii olarak belirlenebiliyorsa S={y;}  kiimesine M

iel

modiiliiniin bir baz1 (taban1), M modiiliine de serbest modiil denir.

Teorem 1.3.1. R sonlu lokal bir halka ve bu halkanin maksimal ideali P , kalan cismi
ise K olmak iizere asagidaki kosullar birbirine denktir.

i. R bir Frobenius halkadir.

ii. P maksimal idealinin anhilatdriiniin (sifirlayicis1) K kalan cismi tizerindeki

boyutu 1°dir.

Teorem 1.3.2. R halkasinin degigmeli bir halka olmas1 durumunda,
i. R bir Frobenius halkadir.
ii. R bir yari-Frobenius bir halkadir.
lii. R halkasi tek minimal ideale sahip lokal Artinian halkalarin sonlu bir direkt
toplamidir.

ifadeleri denk ifadelerdir.

1.4. Hata Diizelten Kodlar

Kodlama teorisi dijital diinyadaki iletisim, veri aktarimi ve veri depolamasini ele
alarak, gerceklesecek veri transferi esnasinda alici ile kaynak arasinda kanal boyunca
meydana gelebilecek hatalarin tespiti ve tespit edilen hatalarin diizeltilmesi iizerine
caligir. Claude Shannon tarafindan 1948 yilinda yayinlanan makale, kanal modelinin
sistematik yapisina deginerek, iletisimde matematiksel teorinin gelismesine onciiliik
etmistir [6]. Bu makale iki arastirma sahasinin ortaya ¢ikmasini saglamistir: Bilgi
teorisi ve kodlama teorisi. Kodlarin varligini ispatlayan, rollerini tanimlayan ancak bu
kodlarm nasil bulunacag ile ilgilenmeyen, bilgi teorisinin dnciisii olan bu ¢aligmaya
gore, veri transferi esnasinda kaynaktan ¢ikan mesajin kanala uygun forma gelebilmesi
i¢cin Oncelikle mesaj kodlama aygitina girer. Burada kodlandiktan sonra kods6z adini

alan bu mesaj daha sonra kanala aktarilir. Kanaldan ¢ikip dekodlama aygitina girerek
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doniistiiriilen mesaj aliciya ulastirilir. Veri transferinin basit semasi asagidaki gibi

yapilabilir.
GURULTU
A
KODLAMA ALINAN DEKODLAMA
KAYNAK AVGITI KANAL MESAJ AYGITI ALICI

Sekil 1.1. Haberlesme siirecinin asamalari

Kodsozler kanaldan gecerken giiriiltii (doga olaylari, manyetik alan vb.) ad1 verilen
hatalara maruz kalmasi durumunda degisime ugrarlar. Gergeklesen hata dekodlama
kisminda diizeltilerek dogru kodso6z aliciya iletilir. Bu esnada orijinal mesaja kontrol
biti ad1 verilen eklemeler yapilarak bu mesaja cebirsel bir yap1 kazandirilir. Kodlama
teorisinin en temel hedefi mesajin miimkiin olan en dogru formunun aliciya
ulastirilmasi, verimin diismeden minimum maliyet ve maksimum hiz ile en istiin
performanslara sahip kodlar1 elde etmektir. Uygun kodlamanin nasil yapilacagi
konusu iizerine ilk adimi atan, hata diizelten kodlarin en temel yapitaglarindan biri olan
Hamming’in 1950 yilindaki [7] makalesi olmustur. Sonrasinda ise hizla biiyiiyerek
miihendisler, bilgisayar bilimciler ve matematikgiler tarafindan bir¢cok g¢alismanin
konusu haline getirilmistir. Bu kisimda [8-21] numarali kaynaklar kullanilarak,
kodlama teorisi, lineer kodlar, devirli kodlar ve aykir1 devirli kodlar ile ilgili bazi temel

tanim ve teoremler ele alinacaktir.

Tanmim 1.4.1. B= {bl b ,...,bq} kiimesi eleman sayisi ¢ olan sonlu elemanli bir kiime

olmak iizere B kiimesi lizerindeki tiim sirali N — liler kiimesi B" ile temsil edilsin. Bu
durumda,
i. B kiimesine kod alfabesi denir.

ii. W eB olmak tizere, W=WW,...W, dizisine B alfabesi lizerinde n
uzunlugunda q-Ilu sdz adi verilir. Ayn1 zamanda W sdzii, (W,...,W,)

seklinde bir vektor olarak ta ifade edilebilir.



12

iii. B kimesinin elemanlarindan olugan N uzunlugundaki vektdrlerin
olusturdugu bostan farkli C = B" kiimesine kod, bu C kodunun her bir
elemanina da C kodunun kodsézleri ad1 verilir.

iv. B kiimesi Z, = {O,l} kiimesinin elemanlarindan olusuyorsa C koduna ikili

kod ad1 verilir.

Tamm 1.4.2. u=(u,...,u,) ve v=(v,...,v,) sozleri aym alfabe iizerinde

n 1 n

tanimlanmis N uzunlugunda birer s6z olmak {izere, bu iki s6z arasindaki Hamming

uzaklik d, (u,v) :‘{i U £V, 1<i< n}‘ ile tanimlanir.

Ornek 1.4.1. B= {0,1, 2,3} iken B® kiimesinden secilen u=123032 ve v=220131

kodsozleri arasindaki Hamming uzaklik d,, (u / V) =4 olur.

Tanmim 1.4.3. C kodunun farkli kodsozleri arasindaki uzakliklarin en kiigligiine C

kodunun minimum Hamming uzaklig1 denir ve d,, (C) ile temsil edilir.

Tanim 1.4.4. q elemanl bir alfabede tanimli olan C kodu n uzunlugunda M eleman
sayisina sahip ve minimum uzakligi da d olan bir kod olsun. Bu durumda n, M , ve

d sayilarina C kodunun parametreleri denir ve bu kod kisaca (n, M,d )q —kod olarak

adlandirilir.

Ornek 1.4.2. C={00000,11001,11011,00010} ikili kod olmak iizere C kodunun
kodsozleri arasindaki Hamming uzakliklar d, (11001,11011) =1, d, (11001,
00010)=4 ve d, (11011,00010) =3 oldugundan d, (C)=1 elde edilir. C koduna

da (5, 4,1) ) —kod ad1 verilir.

Teorem 1.4.1. Hamming uzaklik fonksiyonu d,, :B"xB" — N asagidaki ozellikleri

sagliyor ise (B" ,d, )— ikilisine metrik uzay adi verilir.



13

Her g,b,s € B" i¢in,

i.  (Pozitif tanimlilik) d,, (q,b)ZO ve d(q,b)=0 < g=b,
ii.  (Simetri) d, (q,b) =d, (b,q),

iii.  (Ucgen esitsizligi) d,, (g,b)<d, (g,5)+d, (s,b).

Tamm 1.4.5. X=(X,...,X,) vektorii C kodunun bir kodsozii olmak iizere X

v X
kodsoziiniin sifirdan farkli bilesen sayisina X vektoriiniin Hamming agirligi adi verilir

ve Wy (x) ile temsil edilir. Diger yandan w, (X)=|{i: % #0,1<i<n}| seklinde de

tanimlanabilir.

Tanim 1.4.6. C kodunun minimum agirligi, C kodundaki sifirdan farkli kodsozlerin

agirliklarinin en kiigtigii olarak tanimlanir.

Kodun tespit edebilecegi ve diizeltebilecegi hata sayis1 hakkindaki bilgiyi kodsozler

arasindaki en kiiciik uzaklik verir. Buradan hareketle asagidaki teoremler verilebilir.

Teorem 1.2.2. C kodunun U-hata tespit edebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul

d(C)>u+1 olmasidir.

Bu teorem diger bir ifade ile,
Teorem 1.4.3. En kiigiik uzakligi d olan C kodu tam olarak d —1 hata tespit eder.

Teorem 1.4.4. C kodunun U-hata diizeltebilmesi ig¢in gerek ve yeter kosul ise

d(C)>2u+1 olmasidir.

Bu teorem diger bir ifade ile;

Teorem 1.4.5. En kiiciik uzakligi d olan C kodu tam olarak {%J hata tespit eder.
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1.4.1. Lineer kodlar

Kodsozlerin sonlu vektor uzayidaki vektorler olarak diigiiniilmesi durumunda vektor
uzayinin cebirsel 6zellikleri kullanilacagindan kodlama teorisi baz alinarak yapilan
caligmalarin ¢cogunlugu lineer kodlar iizerinedir. Ayrica lineer kodlarin sistematik bir
sekilde insa edilebilmesi, kodlama ve dekodlamasinin daha kolay yapilabilmesinin de
lineer kodlarin 6nem kazanmasinda biiyiik rol oynadig1 sdylenebilir. Bu kisimda [8-
15] numarali kaynaklar kullanilarak, oncelikle lineer cebir daha sonra ise lineer kodlar

ile ilgili bazi temel tanim ve teoremler verilecektir.
Tamm 1.4.1.1. F cismi iizerinde tanimli, elemanlar1 vektorler olan V kiimesi,

I.  V kiimesi toplama islemine gore degismeli bir gruptur.

ii. HerqeF veherueV icinqueV,

iii. Her qelF veheruveV igin q(u+v)=qu+qy,

iv. Her gq,beF veher ueV i¢in (q+b)u=qu+bu,

V. 1; eleman: F cisminin birimsel eleman1 olmak iizere her ueV igin 1u=u

aksiyomlarini sagliyorsa V kiimesine vektor uzayi adi verilir.

Tanmim 1.4.1.2. V vektor uzayinin bostan farkli bir W alt kiimesi V vektor uzayinin

biitiin aksiyomlarimi sagliyorsa W’ya V vektor uzayimnin bir alt vektor uzay: denir.

Teorem 1.4.1.1. V vektor uzayinin bostan farkli bir W alt kiimesi,
i. Her x,yeV i¢in x+yeW ve
ii. HerqelF i¢in gxe W

aksiyomlarini sagliyorsa W kiimesi V' vektor uzayinin bir alt vektdr uzayidir.

Tamm 1.4.1.3. ' cismi iizerinde V bir vektor uzayi, U ={u1,...,uk} vektorler

kiimesi ise V' vektor uzaymin bostan farkli bir alt kiimesi olmak iizere,

(U)={a +...+ U, | o € F ,1<i<k}
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kiimesi V' vektor uzaymnin bir alt uzayidir ve <U> kiimesine U vektoriiniin iirettigi

alt uzay adi verilir. V' vektor uzayinin bir C <V alt vektor uzayr ve C alt vektor
uzaymin bir U < C alt kiimesi i¢cin C kodundaki her bir eleman U alt kiimesindeki
elemanlarin lineer kombinasyonu olarak yazilabiliyorsa U kiimesine C kodunun

tiretec kiimesi adi verilir.

Tanim 1.4.14. [ cismi lizerinde V vektér uzayr ve {Vl,...,vk}gV verilsin.
aV, +...+aV, =0 olacak sekilde,
I.  En az biri sifirdan farkli olan «,...,, sabitleri mevcut ise {Vl,...,vk}
vektorler kiimesi lineer bagimlidir,
ii. o =..=¢,=0 esitligi meveut ise {v,...,v,} vektdrler kiimesi lineer

bagimsizdir,

denir.

Tamim 1.4.1.5. V bir vektor uzayr olmak tizere U ={vl,...,vk} kiimesinin lineer

bagimsiz bir kiime ve V vektdr uzaymi geren bir kiime olmasi durumunda U

kiimesine V vektdr uzayinin bir tabani (baz1) denir.
Not 1.4.1.1. U kiimesinin V vektdr uzaymin bir bazi olmast durumunda V vektor
uzayindaki her bir vektdr U kiimesindeki vektorlerin lineer kombinasyonu olarak tek

tirlii yazilir.

Not 1.4.1.2. V vektor uzaymin herhangi bir tabanindaki eleman sayis1 V vektor

uzayinin boyutu olarak adlandirilir.

Tiim bu tanimlamalar 15181nda lineer kod tanim1 asagidaki gibidir.

Tamim 1.4.1.6. C c F;" kodunun F," vektor uzaymin k boyutlu bir alt vektdr uzay

olmasi durumunda C koduna F, {izerinde N uzunlugunda, boyutu k olan lineer kod,
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diger bir ifadeyle, [n, k] —kodu adi verilir. C kodunun en kiigiik uzakliginin d olmasi

durumunda ise bu lineer koda [n,k,d]—kodu adi verilir. n, k ve d sabitlerine de

lineer kodun parametreleri ad1 verilir.

Tamm 1.4.1.7. C kodu n uzunlugunda lineer bir kod, u=(u,...,u,)eC ve
v=(V,...,v,)€C de C kodunun kodsdzleri olsun.
I. U kodsdzii igin Hamming agirlik w, (u) =‘ {izu =0} ‘ seklinde tanimlidur.

ii. U ve v kodsozleri arasindaki Hamming uzaklhik ise d,, (u,v)=w, (u—v)

esitligi ile tanimlidur.

iii.  C kodunun sifirdan farkli kodsozlerinin en kiigiik Hamming agirligma C

kodunun en kiiciik agirlig denir ve W, (C) ile temsil edilir.

Teorem 1.4.1.2. C bir lineer kod ise d,, (C)=w, (C) esitligi saglanir.

Tanmim 1.4.1.8. g elemanl: bir alfabe tizerinde tanimli, N uzunlugunda, k boyutlu ve
en kiiciik Hamming agirligi d olan, diger bir ifade ile parametreler cinsinden ifade

edilecek olursa, [n,k,d]q —kod olan C lineer kodu i¢in baz S={c,...,C.} olsun.
ay,...,a, € F, igin, C kodunun her bir C elemani c=a, C, +...+a, C, seklinde tek
tiirlii olarak yazilir. Bu da C kodunun her bir elemani ile (al, e O ) € IFqk arasinda

birebir bir esleme mevcut oldugu anlamina gelir. Boylece C kodunun eleman

say1siin |C| =(q"“ oldugu soylenir.

Not 1.4.1.3. Boyutun sifir olmast durumunda C koduna asikar kod adi verilir ve bu

kod sadece sifir vektoriinii icerir.

Ornek 1.4.1.2. C={000000,111010,110010,001000}  ikili lineer kodun

kodsozlerinin agirliklari W, (000000) =0, w, (111010) =4, w, (110010) =3 ve
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W, (001000) =1 olup C lineer kodun uzunlugu 6, minimum Hamming uzaklig: 1,

boyutu da 2 oldugundan bu kod [6, 2,1] , —kod olarak isimlendirilir.

Tanmm 1.4.1.9. C bir lineer kod, u :(ul,...,un)eﬂ;” ve V:(Vl,...,vn)eﬁ;”
vektorleri ise E]" vektor uzayinda tanimli iki vektor olmak tizere, islemler # lizerinde
olacak sekilde, U ve V vektdrlerinin OKklit i¢ garpmmi <u,v>=ulv1+...+unvn ile

hesaplanir.

Tanmim 1.4.1.10. n,k,d parametrelerinden n ve k ayni iken d parametresinin, N ve

d ayniiken k parametresinin en iyi oldugu kodlara optimal kod ad1 verilir.

Tamim 1.4.1.11. S € Z, igin, Oklit agirlik wg (,B) =min {,82 : (4 —ﬂ)z} ile, Lee agirlik

ise w_ ()= min{ 1B.|4- B } seklinde tanimlanr.

Tamm 1.4.1.12. Her ¢,¢’'eC kodsdz ifti arasindaki Lee uzakhk d,_(c,c'), Oklit
uzaklik ise d. (C,C') olmak tizere,
i. d_=mind_(c,c") ifadesine C kodunun en kiigiik Lee uzaklig,

ii. d.=mind.(c,c’) ifadesine ise C kodunun en kiigiik Oklit uzaklig:

denir.

1.4.2. Devirli kodlar

Lineer kodlarin 6zel bir ailesi olan devirli kodlar ilk olarak Eugene Prange tarafindan
1957 yilinda [16] calismast ile kesfedilmistir. Daha sonra bu kodlar iizerindeki
calismalar ciddi derecede onem kazanmis, Hamming kodlar, BCH kodlar ve Golay

kodlar gibi bir¢ok devirli kod aileleri inga edilmistir.
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Koddaki her bir kodsoziin bir devir dondiiriilmesi (kaydirilmasi) durumunda yine bir
kodsoz elde edilebiliyorsa bu kodlara devirli kod adi verilecektir. Devirli kodlar
kodlama ve dekodlamada avantaj sagladigindan lineer kodlarin en 6nemli siniflarindan
biri oldugu soylenebilir. Bu kodlarin yapisi incelendiginde uzunlugu n olan devirli bir
kodun derecesi Nn—Kk olan bir polinom tarafindan belirlenebildigi gorilmiistiir. Bu
kisimda [8] ve [17] numarali kaynaklar kullanilarak, devirli kodlar ile ilgili baz1 temel

tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tanim 1.4.2.1. C, uzunlugu n olan lineer bir kod olsun. Her (CO,Cl, e Cn_l) e C i¢in
(Cn_l,CO,Cl,...,Cn_Z) € C saglaniyor ise C koduna devirli kod adi verilir. Diger bir
ifadeyle, G(CO yClyveny CH) = (CH, Cyr1Cpyeens CH) seklinde tanimlanan bir permiitasyon

igin G(C):C esitligi saglaniyorsa C koduna devirli kod denir. Burada devirsel

hareketi saglayan o doniisiimiine ise devirsel 6teleme operatorii adi verilir.

Devirli kodlarin kombinatoriyel yapisin1 cebirsel yapiya doniistiirmek icin

polinomlardan yardim alinir.

C, Fq” tizerinde lineer bir kod olmak tizere, lineer I': IFq” - K [X] <x” l> dontsimii

n-1

ile C= (CO, . 'Cn—l) kodsozii F, [X] polinom halkasindaki C(X) =Cy+C X+ ...+C, ;X
polinomu ile birebir ve 6rten bir sekilde eslestirilir. Bu durumda € elemaninin devirsel

oOtelemesi F, [X] polinom halkasinda XC(X) polinomuna karsilik gelir. Daha acik bir
sekilde ifade edilecek olursa, herhangi bir (C,,C,,...,C,,)€C kodsdzii i¢in
(Cn_l, CysCirevrCoy ) eC ifadesi artik C, +CX+...+C _X""eC iken
X(C0 +CX+.. .+Cnflxn_l) e C seklinde ifade edilebilir. Bu da C kodunun tanimlanan

birebir ve orten I' lineer doniisiimii altindaki goriintisiiniin yine C kodunun igine
diistiigli anlamina gelir. Ayrica bu doniisiimiin bir izomorfizma oldugunu gérmek te

oldukga kolaydir. Tanimlanan I lineer doniisiimii araciliiyla devirli kodlar ideallerle

izah edilebilir.
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Teorem 1.4.2.1. C C ]F; lineer kodunun devirli bir kod olmasi i¢in gerek ve yeter sart

F(C) kiimesinin ]Fq [%n 1> boliim halkasinin bir ideali olmasidir.

Teorem 1.4.2.2. L ideali Fq [%n 1> boliim halkasmin sifirdan farkli bir ideal,

g (X) polinomu da L idealindeki sifirdan farkli bagkatsayisi 1 olan en kiigiik dereceli

bir polinom olsun. Bu takdirde ¢ (X) polinomu L idealinin bir iiretecidir ve x" -1

polinomunu bdéler.

Not 1.4.2.1. CcE kodu devirli bir kod olmak iizere I'(C)=(g(x)) esitligi

saglantyorsa g(x) polinomuna C devirli kodunun firete¢ polinomu denir ve

C=(g(x)) ile temsil edilir.

Teorem 1.4.2.3. K, [%n l> boliim halkasinin sifirdan farkli herhangi bir L

idealinin sifirdan farkli en kiigiik dereceli monik polinomu tektir.

Tanim 1.4.2.2. Fq [%n 1> boliim halkasinin sifirdan farkli L idealinin sifirdan

farkli en kiigiik dereceli monik polinomu L idealinin iirete¢ polinomu olarak

adlandirilir. Devirli C kodu i¢in T'(C) nin iirete¢ polinomu ile C kodunun iireteg

polinomu aynidir.

Teorem 1.4.2.4. [X] halkasinin bir elemani olan ve x" —1 polinomunu bélen ¢ (X)

polinomunun derecesi k olmak tizere bu polinom tarafindan iiretilen ideale tekabiil

eden kod uzunlugu n, boyutu ise n—Kk olan devirli koddur.
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Tamm 1.4.2.3. f(X)=a,+aX+...+aX" polinomu I, [X] halkasinda derecesi t olan

t .
polinomun ters sirali polinomu f*(x)=x"f (lj = a " ile tanimlidir.
X) %
Teorem 1.4.2.5. C kodu g(x) polinomu tarafindan iiretilen Fq tizerinde n

uzunlugunda devirli kod ve X" —1=g(x)h(x) olsun.

I.  Derecesi Nn—t olan ¢ (X) =0, + 0 X+...4+ 9, X" polinomu dikkate alnarak

C kodunun iirete¢ matrisi

g(x) d 9 - .- g, 0 0 .. O
G= Xg(X) r o ¢ 9 - ... 9,, 0 ... O
X7 (x) 0 0 0 g, 0, g,

ile tanimlanur.

ii.  Derecesi t olan h(x)=h,+hx+...+hx" polinomu ele aliarak C kodunun

kontrol matrisi

h"(x) h h, .. .. h O
H - xh* (x) 0 h h, ... .. h O

x"'h*(x)) (0 0 .. 0 h h, .. .. h

ile tanimlanir.

Tanim 1.4.2.4. C kodu, Fq iizerinde uzunlugu n=ml olan bir lineer blok kod olsun.
Her ceC kodsozii | devir yaptiktan sonra da C kodunda bir kodsoz, yani
c= (CO,...,Cn_l) eC iken (Cn—l ,...,CO,...,Cn_l_l) eC, olmak iizere v (c)= (G(CO) |
o(c) | | O'(Cn_l))EC oluyorsa C koduna |—parcali devirli (quasi cyclic) kod

denir. Burada | sayis1 kodu sabit birakan en kii¢iik devir sayisini, v, doniigimi |—
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pargali devirli kod operatoriinii, o doniisiimii devirsel 6teleme operatoriinii temsil

etmektedir.

Tanim 1.4.2.5. C kodu uzunlugu n olan lineer bir kod olsun. R halkasindaki birimsel

elemanlar A ile temsil edilmek ilizere C kodundan alinan C:(Co,...,cn_l)eC
kodsézii i¢in (AC, ,,Cy,---,C, ,) €C saglantyorsa, diger bir ifade ile, p,(CyCp-.-,

Cn_l) =(lcn_l,C0,...,Cn_2) ile tamimlanan permiitasyon i¢in p, (C) =C esitligi
saglantyorsa C koduna A —sabit devirli (A — constacyclic) kod denir. Burada A
devirsel hareketi saglayan p, doniisiimiine ise A — sabit devirli teleme operatorii adi

verilir.

Not 1.4.2.3. Tanim 1.4.2.4.te | =1 olmast durumunda pargali devirli kodlarin ayni
zamanda bir devirli kod, Tanim 1.4.2.5.’te ise A =1 olmasi1 durumunda A — sabit
devirli kodlarin ayn1 zamanda bir devirli kod olacagi asikardir. Bu baglamda parcali
devirli ve A —sabit devirli kodlar i¢in devirli kodlarin birer genellemesi oldugu

rahatlikla sdylenebilir.

1.4.3. Aykin devirli kodlar

Ik olarak Boucher ve ark. tarafindan 2007 yilinda [18] makalesiyle tanimlanan ve
ayni zamanda devirli kodlarin 6nemli bir genellemesi olan aykir1 devirli kodlar, devirli
kodlardaki gibi polinom halkalar ile ¢alisilmis ve bu kod ailesinin zengin bir cebirsel
yapt kazanmasi saglanmistir. Ancak bu kod ailesinde islem yaparken kullanilan
toplama iglemi bilinen toplama islemi olmasina ragmen ¢arpma isleminin bilinen
carpma isleminden farkli olduguna dikkat edilmelidir. Tanimlanan bu ¢arpma islemi,
aykir1 polinom halkasinin degismeli olmayan bir yapida olmasinin en temel sebebidir.
Aykirt devirli kodlar optimal kod bulma agisindan devirli kodlara gore ¢ok daha
avantajl yapilardir. Aykir1 devirli kodlar, baz1 ¢alismalarda ®—devirli kod olarak ta
adlandirilmaktadir. Bu kisimda aykir1 devirli kodlar ile ilgili bazi temel tanim ve

teoremler ele alinirken, [13, 19, 20, 21] numarali kaynaklardan yararlanilmistir.
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Tanim 1.4.3.1. qu bir cisim ve bu cisim tizerinde tanimlanmis bir otomorfizma ®

olmak iizere,
F, [x,@]z{f (X)=a,+ax+..+a, X" |aeF,, 0<i< n—1}

kiimesi polinom halkalarinda tanimli olan standart toplama islemi ve
(axi)*(bxj ) —a@® (b)x”j ile tanimlanan farkli bir ¢carpma islemine gore bir halka

belirtir. Bu halkaya da aykir1 polinom halkas1 ad1 verilir.

Not 1.4.3.1. Bu tanim Iqu cismi yerine bir R halkas1 alinarak ta ifade edilebilir.

Tanmim 1.4.3.2. C kodu Fq cismi lizerinde uzunlugu n olan lineer bir kod, ® ise Fq
cismi lizerinde taniml1 bir otomorfizma olmak iizere her C= (Co ooy Cn_l) €C kodsozii
icin O (C) = (®(Cn—l) : @(C0 ) Feves @(Cn_2 )) €C ifadesi saglaniyorsa C koduna

uzunlugu N olan aykirt devirli kod denir. Buradaki o, doniisiimii aykir1 devirsel

Oteleme operatdriinii temsil etmektedir.

Sonu¢ 1.4.3.1. ® otomorfizmasinin birim otomorfizma olmasi durumunda C kodu

devirli kod olur. Bu da aykir1 devirli kodlarin devirli kodlar1 kapsadigini gosterir.

C kodunun kodsozleri polinomlar cinsinden ifade edilmek istenirse, birebir ve 6rten

olan

cExe)/
w.C—o ¢ 1

(CoreeesCpa) > C(X) =Co+CX+...+C X"

dontigiimii ile tanimlanir. Buradaki ¥ donlisimi bir izomorfizmadir. ceC

kodsoziiniin aykir1 devirsel Otelenmis formu O (C) polinomu yazimi olarak
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xc(x)=0(c,,)+ O(C,)X+...+0O(c,,)X"" ifadesine tekabiil eder. Yukaridaki

doniigiim altinda C kodunun goriintiisii de C ile gosterilsin.

Teorem 1.4.3.1. ]Fq cismi tizerinde tanimli uzunlugu n olan C kodu bir lineer kod

olsun. C kodunun aykirt devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C kodunun

F, [X, (y” _1> modiiliiniin bir sol [, [X,0]—-alt modiili olmasidir.

Onerme 1.43.1. C kodu ¢ [X’%n 1> modiiliiniin bir sol F,[X,0]-alt modiili

olsun. Bu takdirde C kodu devirli alt modiildiir ve C kodundaki sifirdan farkli en

kiigiik dereceye sahip monik bir polinom tarafindan iiretilir.

Teorem 1.4.3.2. C kodu "9 [% (%n 1> modiiliiniin bir sol F, [X,0]-alt modiili ve

f (X) polinomu da C kodunda sifirdan farkli en kiigiik dereceye sahip monik bir

polinom olmak iizere f (X) polinomu X" —1 polinomunun bir sag bolenidir.

Tamm 1.4.3.3. F,[X,0] halkasmda x"-1=g(x)h(x), C kodunu irreten g(X)

polinomunun derecesi de r olsun. C kodu ]Fq[x,(%n 1> modiiliiniin bir sol

F, [X, G)] —alt modiilii olmak iizere C kodu serbest bir sol F, —alt modiiliidiir. Bu
takdirde C kodunun bir tabam ¢ = {g (x),xg(x),....x"""g (X)} formundadir.
o; €F, olmak iizere C kodundaki her bir ¢ e C elemam C€=a, g(X)+0y Xg(X)+...

+a, X" g(X) seklinde yazilabilir ve bu yazihs tek tiirlidir.
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Not 1.4.3.3. x" —1 polinomunun sag bolenleri K, [X’%n 1> modiiliinde birer sol

IFq [X, @]—alt modiil iiretir ve bu modiiller de aykir1 devirli koda tekabiil eder. x" -1

polinomunun derecesi N—t olan her bir sag bdleni, uzunlugu n boyutu t olan aykiri

devirli bir kod tretir.

Teorem 1.4.3.3. F, [X,@] halkasinda x" —1 polinomunun bir sag bdleni ve derecesi

n-t olan ¢ (X) =g, +0gX+...+09, X" polinomu tarafindan fiiretilen n

uzunlugundaki aykiri devirli C kodunun iirete¢ matrisi

g(x) Jdo G 4. o 0 0 ... 0
G- xg(x) _ 0 0(g,) ©(9,) Y 4 ®(.gn_t) 0 ... 0
x”é(x) 6 0 0. ©'(9,) @‘(él) @‘(Qn_t)

seklinde tanimlanr.

Teorem 1.4.3.3. Fq tizerinde tanimli uzunlugu N olan C kodu aykir1 devirli bir kod,

® otomorfizmasinin mertebesi de M olsun. M ile N sayilarinin aralarinda asal olmasi

durumunda C kodu devirli bir koddur.

Teorem 1.4.3.4. t < n olmak iizere derecesi t olan h(X) polinomu ve derecesi n—t
olan ¢ (X) polinomu F, [X, @] halkasinda tanimli iki polinom ve @®" (g (X)) =
0"(9,)+0"(9,)x+...+0"(g, ) x"" olmak iizere X"—-1=h(x)g(x) olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul X" —1=0" (g (X)) h(x) olmasidur.

Teorem 1.4.3.5. ® otomorfizmasinin mertebesi m ve Fq cisminin otomorfizma

tarafindan sabit birakilan alt cismi K olsun. m ile n sayilarinin aralarinda asal olmasi
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durumunda X" -1 polinomunun IFq[X,G)] halkasindaki ¢arpanlara ayrilist K[X]

degismeli halkasindaki ¢arpanlara ayrilistan ibarettir.

1.5. DNA ile Ilgili Bazi Temel Bilgiler ve DNA Kodlar

DNA, hiicrelerin canlilik islevlerinin gergeklesebilmesi icin gerekli olan genetik
bilgiyi tasiyan molekiildiir. Burkulmus merdiven goriintiisiinde olan DNA yapisinin

asil iskeleti seker ve fosfat kombinasyonundan olusur.

Sekil 1.2. DNA ¢ift sarmal goriintiisii [22]

Bilginin genetik sekilde depolandigi yer olan adeta merdiven basamaklarin1 andiran
yapt ise Adenin (A), Timin (T), Guanin (G), Sitozin (C) ad1 verilen dort temel bazin
birbiri ardina dizilmesinden olusur ve DNA molekiiliiniin bir iplik¢igini olustururlar.
Iki DNA iplik¢igi Watson Crick Complement (WCC) 6zelligi ile birbirine tutunur ve
boylece DNA’y1 kalittimin temelini olusturmaya uygun molekiil yapan ¢ift sarmal
yapiy1 olusturur. Watson Crick Complement 6zelligi geregince Adenin ile Timin,
Guanin ile Sitozin birbirinin tamamlayani olup Adenin ile Timin arasinda ikili hidrojen
bagi, Guanin ile Sitozin arasinda ise ii¢lii hidrojen bagi mevcuttur. Bu yapinin olugmasi

hibridizasyon olarak adlandirilir.

DNA dizisinin ug noktalar1 3'—ucu ve 5 —ucu olarak isimlendirilir ve hem DNA hem
de RNA dizileri yazilirken 5 —ucundan 3'—ucuna dogru yazilir. Cift sarmal yap1

olusurken birbirinin tamlayani olan uygun DNA bazlarinin bir araya gelme esnasinda
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3 —ucu ve 5 —ucu birbirini tamamlar. Bu anlatima gore, DNA dizisi ile bu DNA

dizisinin ters sirali tamlayaninin DNA ¢ift sarmalini olusturacag: asikardir.

/ S
;ffjm“/@f

J—s

:—ﬁé H

—

M ——

573 3 —5 5'
OFI 8 T ]
3=ucu S5-ucu

Sekil 1.3. DNA ipliginin bir pargasi [23]

Ornek 1.5.1. 5 — ATGACGTTACGAT -3 ile 5~ ATCGTAACGTCAT -3 DNA
dizileri Watson Crick Complement (WCC) 6zelligine gore birbirine baglanarak DNA

cift sarmal yapisini olustururlar.

Tanim 1.5.1. Uzunlugu n olan vektérlerden olusan D kodunun {fl,..., fn}

kodsézlerinin bilesenleri {A,T ,G, C} kiimesinin elemanlar1 ise koduna DNA kod ad1

verilir.

Tamim 1.5.2. D bir DNA kod, U da bir kods6z olmak iizere U kodsdziiniin ters siralisi

u®, tamlayan1 T , ters sirali tamlayani ise U" ile temsil edilir.

Ornek 1.5.2. u=ATCAGGCTAACT DNA kodsozinin ters siralisi
u® =TCAATCGGACTA, tamlayan1 0 = TAGTCCGATTGA, ters sirali tamlayani ise

UR = AGTTAGCCTGAT seklindedir.
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1.5.1. DNA kodlar ve DNA hesaplama

7 diigiim i¢in Hamilton yolu problemi Adleman [24] numarali makalesinde, sentetik
DNA dizilerinin deney tiliplerinde WCC 6zelligine gore dizilerin karsilikli
etkilesimlerinden faydalanarak manipiile edilmesi ile ¢ozmiistiir. Ayrica bu ¢alisma
matematiksel problemlerin ¢6ziimii i¢cin DNA dizilerinin bir hesaplama araci olmasi
bakimindan 6ncii olmaktadir. Hamilton yolu problemine kisaca deginmek gerekirse;
yonlii yahut yonsiiz bir graf verilmesi durumunda her bir diigiimden yalniz bir defa
gecilmek suretiyle tiim diigiimlere ugrayarak gecen bir yol olup olmadiginin
aragtirildigi bir problemdir. [25] makalesinden yararlanarak bu problem deneyinin 6

diigiim i¢in modellendigi 6rnek agagida verilmistir.

Ornek 1.5.1.1. Sekil 1.4.te sehirlerarasindaki uguslar yonlii graf ile gosterilmistir. Bu
grafa gore Aydin’dan Eskisehir’e, Aydin’dan Antalya’ya, izmir’den Aydm’a ve
Antalya’dan Izmir’e ucus varken Eskisehir’den Aydin’a, Antalya’dan Aydin’a,

Aydin’dan Izmir’e ve Izmir’den de Antalya’ya ucus yoktur.

AYDIN ANTALYA

ESKISEHIR
BURSA
iZMIiR

ISTANBUL

Sekil 1.4. Sehirlerarast uguslar

Aydin’dan baslayip her bir sehire birer kez ugramak kosuluyla Bursa’ya giden bir
Hamilton yol arandig1 varsayilsin. Bu yolu bulabilmek i¢in 6ncelikle her bir sehir 6

uzunlugundaki sentetik DNA dizileri ile kodlansin.
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Tablo 1.1. Sehirler ve DNA karsiliklar

Sehirler DNA dizisi
Aydin AGCTAC
Antalya CATTGC
[zmir CCTAGC
Istanbul AATCTA

Eskisehir GCATTC

Bursa AAGCTA

Sehirlerarasindaki olasi tim uguslarin hesaplamasi, var olan sehirler i¢in yapilan

sentetik DNA kodlamalar1 g6z oniinde bulundurularak bu kodlarin tamamlayici bazlar

ile temsil edilecektir. Bu uguslar arasindaki hesaplamalar yapilirken kalkis sehrini

simgeleyen DNA dizisinin son 3— bazinin tamlayan1 ile varis sehrini simgeleyen

DNA dizisinin ilk 3 — bazinin tamlayani seklinde kodlanacaktir.

Tablo 1.2. Uguslarin DNA hesaplanmasi

Ucuslar DNA karsiliklar: Yolun DNA kodlamasi
Aydin -- Antalya AGCTAC - CATTGC ATGGTA
Antalya - izmir  CATTGC — CCTAGC ACGGGA
[zmir — Istanbul CCTAGC — AATCTA TCGTTA

Istanbul — Eskisehir ~ AATCTA — GCATTC GATCGT
Eskisehir — Bursa GCATTC - AAGCTA AAGTTC
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Hamilton yolu probleminin ¢6ziimii i¢in her bir sehre karsilik gelen sentetik DNA
dizileri bir deney tiipline, yollara karsilik gelen DNA dizileri ise ¢ogaltilarak diger bir
deney tiipiine koyulur ve bu iki tiip ortak bir kapta gerekli enzimler ile desteklenerek
hibridizasyonun gerceklesmesi saglanir. Hibridizasyon gerceklestikten sonra ilk olarak
elde edilen farkli uzunluktaki DNA zincirlerinden 6 uzunlugundaki zincirler
ayristirilir, daha sonra ise ayristirma yontemleri kullanilarak Aydin ile baslayip Bursa
ile biten zincirlere ulasilir. Son olarak kalan DNA dizileri Tablo 1.2.’deki gibi
kodlanarak problemin ¢6ziimii elde edilir. Burada da agikga goriildigi gibi
hibridizasyon sonucunda istenilen sonuca ulasabilmek i¢cin DNA hesaplamalarindaki
en 6nemli adimlardan biri problemin DNA dizilerine uygun aktarimini bulmaktir. Bu
diziler arasinda ise yaramayacak hibridzasyonlarin da gergeklesmesi miimkiin
olabileceginden problemin dogru ¢6ziimiine ulasabilmek, bu siire zarfinda da verimi
diisirmemek ve hatali hibridizasyon olugsma ihtimalinin en diisiik seviyeye
indirgeyebilmek adina DNA kodlarda bazi kombinatoriyel kisitlarin saglanmasi

gerekir. Detayli bilgi i¢in [26] ve [27] numarali makaleler incelenebilir.

N uzunlugundaki DNA kod, fie{A,G,C,T} olmak tzere, (fo,fl,...,fmfl)

kodsozlerinin bir kiimesi olarak adlandirilir. Bu kodsoézler icin asagidaki kisitlar

mevcuttur.

D bir DNA kod, d ise kodsozler arasindaki uzaklik olmak tizere,

i.  Hamming uzaklik kisiti: Birbirinden farkli her u,v e D igin d (u,v) >d,
ii.  Ters sira kisiti: Her u,v e D i¢in d (uR,v) >d,
iii.  Ters sira tamlayan kisiti: Her u,v e D igin d (U_R,V) >d,

iv.  GC —miktar kisit1: D kodundaki her bir kodsoziin G ve C bazlarinin toplam

sayisinin ayni olmasidir.

Not 1.5.1.1. Bu tezde Hamming uzaklik kisiti, ters-sira kisit1 ve ters-sira tamlayan

kisit1 kullanilacak olup GC —miktar kisit1 agik bir problem olarak birakilacaktir.
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Tanim 1.5.1.1. D bir DNA kod olmak tizere D kodundan alinan her ue D kodsozi

icin u® vektorii de D kodunun bir kodsozii oluyorsa D koduna ters sirali DNA kod

denir.

Tanim 1.5.1.2. D bir DNA kod olmak lizere D kodundan alinan her ue D kodsozii

icin UR vektorii de D kodunun bir kodsozii oluyorsa D koduna ters sirali tamlayan

DNA kod denir.

Ters sirali DNA kodlar, ters sirali tamlayan DNA kod elde edebilmek adina biiyiik
onem arz etmektedir ve bu kodlardan ters sirali tamlayan DNA kodu elde etmek te

oldukga kolaydir.

Ornek 1.5.1.2. D Z{GGGG, AGAT,GCTA TAGA, ATCG} bir ters sirali DNA kod,

D'={GGGG,CCCC, AGAT,GCTA TAGA, ATCG, TCTA,CGAT, ATCT ,TAGC} ise

ters sirali tamlayan DNA koddur.



BOLUM 2. 24[%k vy HALKASI UZERINDE DEVIRLI VE

SABIT DEVIRLi KODLAR

Lineer kodlarin 6nemli bir sinifi olan devirli kodlar {izerine pek ¢ok ¢alisma mevcut
olmasinin en temel gerekcesi, polinom halkalarmin ideallerine karsilik gelmesi
sebebiyle zengin bir cebirsel yapiya sahip olmasidir. Bu yapi devirli kodlarin
uygulanabilirligini kolaylastirdigindan lineer kodlarin en 6nemli ve {izerine en ¢ok
yogunlasilan ¢alisma alanlarindan biridir. Devirli kodlar ilk olarak Eugene Prange
tarafindan [28] numarali ¢calisma ile ortaya ¢ikmistir. Kodlama teorisinde 6nemli bir
doniim noktasi olarak kabul edilen Hammons ve ark.’nin ufuk acic1 [29] numarali
calismasiyla da sonlu halka tizerindeki kodlara ilgi baglamistir. Bu makalenin ortaya
c¢ikisi, calismalara yeni bir boyut kazandirmis ve bu sayede halkalar iizerine birgok
aragtirma yapilmasina olanak saglamistir. Uygulamalar1 agisindan ve yaygin bir
calisma alanina sahip oldugundan pek ¢ok arastirmacinin da dikkatini g¢ekerek
kodlama teorisinde ilgi ¢eken bir konu haline gelmistir. Boylelikle cesitli halkalar
tizerindeki devirli kodlarin yapisinin incelenmesinde onemli oranda artisa neden
olmustur [30-35]. Birgok farkli metot ve farkli yaklagimlar ile genis bir alanda ele

alinsa da Z, tizerindeki kodlar dizayn, kriptoloji, DNA kodlar, latisler, stenografi gibi

bircok alanla iliskili olmas1 nedeniyle kodlama teorisinde seckin bir yere sahiptir [15,
36-42]. Kodlama teorisinde biiylik 6nem arz eden bu kodlar iizerindeki yogun
calismalar neticesinde N. Aydin ve T. Asemov tarafindan online bir veritabani
olusturulmustur [43]. Sonlu zincir halkas1 olmayan ancak Frobenius halka olan ve
zengin cebirsel yapiya sahip bir¢ok yeni halka aileleri de incelenmistir. Bu
halkalardaki lineer kodlari ele alan ¢aligmalar incelendiginde Gray doniisiimiin 6nemli

bir yere sahip oldugu goriilmektedir.
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Abualrub ve Siap [36] numarali calismada, Z, halkasinda n uzunlugundaki devirli
kodlarin tirete¢ kiimesini olusturmus ve bu halkadaki devirli kodlarin minimum
Hamming uzakligini inceleyerek 5—10 uzunluktaki ters sirali devirli kodlara 6rnekler
vermistir. Al-Ashker ve Hamoudeh [37] numarali calismada, u* =0 iken
2, +UZ, +U’Z, +...+uHZ2 halkasinda uzunlugu n olan devirli kodlarin yapisini
arastirmis, rank ve en kii¢iik geren kiimeyi olusturmuslardir. Ayrica bazi 6rnekler de
sunmuslardir.  Singh ve Kewat [38] numarali ¢alismada, u*=0 iken
L, +UZ, +U*Z 4 +..4+UZ , halkasinin ¢ekirdeginden yararlanarak devirli kodlarin

tirete¢ polinomunu ve en kii¢lik geren kiimeyi olusturmuslardir. Ayrica rank incelemesi

de yaparak cesitli halkalar tizerinde bir¢ok 6rnek te sunmuslardir. Bandi ve Bhaintwal

Z,[v]

[39] numaral1 ¢alismada, 5
<v -V

> halkasindaki lineer kodlar1 inceleyerek halka

tizerindeki C=C +VC, lineer kodunun devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter

kosullar1 ispatlamislardir. Devirli kodlarin iiretecleri i¢in genel bir form olusturmus,
halka iizerindeki Galois genislemelerini de ele alarak bu genislemelerin ideal yapisini
incelemislerdir. Tek uzunluktaki devirli kodlarin rankini ve en kiigiik geren uzaylarin
arastirarak tek eleman tarafindan tretilen devirli kodlara odaklanmis ve bu kodlarin
serbest R —modiil olmasi gerektigi sonucuna ulasmislardir. Ayrica halkadaki kodlarin
Lee agirlik sayact igin MacWilliams 6zdesligini olusturmus ve halka {izerindeki

kendine dual kodlarin insa metotlarin1 incelemislerdir. Ozen ve ark. [15] numarali

caligmada, u®=1 iken Z,+UZ, halkasindaki devirli kodlarin cebirsel yapisini
incelemislerdir. Bu halka tizerindeki devirli kodlarin yapisindan yararlanarak (2 + u) -

sabit devirli kodlar1 ele almislardir. Devirli kodlarin ve sabit devirli kodlarin Z, —
gorlntiilerini incelemis ve birgok ornek sunmuslardir. Bandi ve Bhaintwal [40]
numarali ¢alismada, u®=0 iken Z,+UZ, halkasindaki devirli kodlarin cebirsel
yapisini inceleyerek bu kodlarin iirete¢ polinomlarini olusturmuslardir. Devirli kodu
geren en kii¢lik kiimeyi ve bu kodun rankini elde ederek bu kodlarin Z, serbest modiil
olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu belirlemislerdir. Ayrica birgok 6rnek te sunmuslardir.

Gao ve ark. [41] numarali ¢alismada, v’ =v iken Z, +VZ, halkas: tizerindeki devirli
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kodlarin ingasini ele alarak lineer kodlarin bir¢ok sinifin1 ¢aligmiglardir. Ayrica halka

tizerindeki devirli kodlarin 6nemli bir sinifi olan kuadratik kalan kodlar1 da inceleyerek

yeni lineer Z, kodlar bulmuslardir. Ozen ve ark. [42] numarali calismada, u® =0 iken
Z,+UZ,+U’Z, halkasinda devirli kodlarm yapisim belirlemis ve bu kodlardan

yararlanarak Z, halkas1 lizerinde yeni kodlar bulmuslardir. Halka iizerinde Galois

genislemesi ve bu genislemenin ideal yapisini da incelemislerdir. Ayrica devirli

kodlarin tirete¢ polinomlarindan yaralanarak en kiigiik geren kiimeyi belirlemislerdir.

Blok dizayn, latisler ve modiiler formlar gibi diger matematiksel yapilarla yakindan
baglantili oldugu icin hata diizelten kodlar teorisinde 6nemli bir yere sahip olan kod
ailelerinden biri de kendine dual (self dual) kodlardir. Literatiirde kendine dualligi

kapsayan ve kendine dual kodlar1 karakterize eden birgok ¢alisma vardir [13, 44-46].

Bazi arastirmacilar tarafindan halkalar iizerindeki sabit devirli kodlar, negadevirli
(negacyclic) kodlar, parcali devirli kodlar ve pargali sabit devirli (quasi twist) kodlar
gibi devirli kodlarin baz1 genellestirmeleri ¢alisilmis ve bu ¢alismalar sonucunda da
1yi parametrelere sahip bir ¢ok kod elde edilmistir. Veri aglarindan uydu iletisimlerine
kadar pek c¢ok alanda uygulama sahasia sahip olan sabit devirli kodlar, etkili bir
sekilde hata tespiti ve diizeltilmesi hususunda zengin bir cebirsel yapiya sahiptir. Sabit
devirli kodlar da devirli kodlar gibi genis bir literatiire sahiptir [15, 48-52]. Yildiz ve
Karadeniz [47] numarali ¢alismada, Gray doniisiimii genellestirerek calisilan halka
tizerinde n uzunluktaki sabit devirli kodun karakteristik yapisini aragtirmislardir.

Ayrica optimal kodlara da 6rnek vermislerdir. Bag ve ark. [48] numarali ¢alismada

Z“[u] < 5 3> zincir Frobenius halkasi tizerinde 1+2U ve 3+2u birimsel elemanlari

icin sabit devirli kodlarin Gray goriintiilerini incelemislerdir. Dinh ve ark. [49]

numarali calismada, v’ =v iken Z,+VZ, halkasinda yeni bir Gray doniisiim
tanimlayarak devirli kodlari, (1+ 2V) ve (3 + 2V) —sabit devirli kodlar1 incelemislerdir.

Ayrica negadevirli ve @ —sabit devirli kodlarin kedine dual kodlarini ele almis ve Z,

tizerinde bir¢ok yeni kod bulmuslardir.
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Negadevirli kodlar sabit devirli kodlarin kaydirma sabitinin —1 oldugu spesifik bir
durumdur ve ilk olarak Wolfman tarafindan [53] numarali ¢alisma ile incelenmeye

baslanmuistir.

Devirli kodlarin genellestirmelerinden biri olan parcali devirli kodlar, biiyiik
uzunluklarda hata diizeltme kabiliyeti acisindan devirli kodlara gore ¢cok daha 1yi bir
performansa sahiptir. Cao ve Li [54] numarali ¢alismada, tek uzunluktaki her bir
devirli kod i¢in teori gelistirmis ve her bir koddaki kodsdzlerin sayisin1 hesaplamak
icin bir formiil elde etmislerdir. Halkada tek uzunluktaki her bir kodun duali
belirlenerek bu kodlarin kendine dualligini arastirms, spesifik uzunluktaki bazi parcali
devirli kodlar icin iirete¢ matrisi olusturularak devirli kodlar elde etmislerdir. Elde
edilen bu devirli kodlardan da optimal parcali devirli kodlar bulmus, minimal

uzakliklar i¢in de bazi1 sinirlar olusturmuslardir.

Bu bolim 4 kisimdan olugmustur. Boliimiin amaci, u*=u*" iken Z,+UZ,+
UWZ,+...+U"Z, halkasi iizerindeki devirli kodlarin karakteristik yapisim

belirleyerek iirete¢ polinomu elde etmek ve elde edilen polinom yardimiyla Z,
lizerinde yeni kodlar bulmaktir. Ilk kistmda halkanin cebirsel yapisi ele alinmis ve yeni
bir Gray déniisiim tanimlanmistir. Ikinci kisimda halka iizerindeki devirli kodlarin
cebirsel yapisi incelenmis ve iirete¢ polinomu belirlenmistir. Ugiincii kistmda devirli
kodlar ile sabit devirli kodlar arasinda kurulan izometri yardimiyla devirli kodlar igin
elde edilen teoremler sabit devirli kodlar i¢in de ele alinmistir. Sabit devirli kodlarin
Z, gorintiilerinin devirli kod oldugu sonucuna varilmistir. Dordiincii kisimda ise
tanimlanan halka tizerindeki devirli ve sabit devirli kodlardan yararlanarak MAGMA

programi ile Z, iizerinde bir¢ok yeni, optimal ve bilinen en iyi lineer kodlar elde

edilmistir.
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2.1. Z, +UZ, +U’Z, +U’Z, +...+U"'Z, Halkasin Cebirsel Yapis

k-1

Bu béliimde, u* =u*" iken Z,+UZ, +u2Z4 +U3Z4 +...+uk’lZ4 halkasiin cebirsel

yapist ¢aligilmistir. Bu halka Ly [u] <uk uk_1> boliim halkasina izomorftur ve boliim

boyunca bu boliim halkasi T, ile temsil edilecektir.

T, = Z4[u]<u2 —u> boliim halkasina izomorf olan Z, +u Z, ={a0 +Uua, | u?=uve

&, GZ4} halkast1 16 elemanli, birimli, degismeli ve yari1 lokal bir halkadir.

Karakteristigi 4 olup idealleri kapsama bagintisina gore karsilastirilamadigindan

zincir olmayan bir halkadir. 9 tane ideale sahiptir: {(0) , (1) , (1+ u) , (2 + u) , (3 +Uu ),

(2),(u),(2u+2),(2u)}. Halkanin 2 maksimal ideali vardir: (1+ u) ve (2+u). 4

tane birimsel elemani, 4 tane de sifir béleni mevcuttur. {0, 1 u, 1+3u} halkanin

idempotent elemanlaridir.

T, EZ“[%S u2> boliim halkasina izomorf olan Z, +U Z, +U°Z, ={a, +ua, +

u‘a, ‘ wW=u’veaceZ 4} halkas1 64 elemanl, birimli, degismeli ve yar1 lokal bir

halkadir.  Karakteristigi 4  olup idealleri kapsama bagmtisina  gore

karsilagtirilamadigindan zincir halka Ozelligi tasimamaktadir. Bu halkanin 21 tane

ideali olup (1+U) ve (2,u) halkanin maksimal idealleridir. Temel ideal halkasi

degildir. 16 tane birimsel eleman, 47 tane sifir bdleni vardir. {O, 1 u% 1+ 3u2}

halkanin idempotent elemanlaridir.
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T, = Ly [%4 u3> boliim halkasma izomorf olan Z, +U Z, +U°Z, +U%Z, = {a, +

ua, +u’a, +u’a, ‘ u*=u’ ve a, eZ4} halkas1 ise 2° elemanli olup 2° tane birimsel

elemana sahiptir. {O, 1 ud 1+ 3u3} halkanm idempotent elemanlaridir.

T, = Z, [%5 u4> boliim halkasina izomorf olan Z, +u Z, +U’Z, +U’Z, +u*Z, =

{a, +Uu’a, +u’a; +Uu‘a, ‘ u*=u’vea eZ4} halkasi ise 2° elemanli olup 2° tane

birimsel elemana sahiptir. {O, 1, ut, 1+ 3u4} halkanin idempotent elemanlaridir.

Benzer sekilde devam edildiginde T, ;Z“[%k uk’l> boliim halkasina izomorf

olan Z4+uZ4+u2Z4+u324+...+u"‘1Z4={a0+ua1+u2a2+...+u“‘lak71 uf =u?

vea eZ 4} halkasmin 2% elemanli oldugu ve 2°7* tane birimsel elemana sahip
oldugu goriilecektir. Ayrica yine yukaridaki akista halkanin idempotent elemanlarinin

{O, 1, u** 1+3u k’l} formunda oldugu gériilecektir.

T, tlizerinde M uzunlugundaki lineer bir C, kodu, T," halkasimnin bir T, —alt
modiiliidiir. Bu lineer kodun elemanlar1 kodséz olarak adlandirilir. @, €Z, ve
i=0,1,...,k—1 iken T, halkasmnin herhangi bir elemani a,+ua, +u’a, +...+u“"a, ,
seklinde tanimlamir. i=0,1,...m—1 olmak iizere, her bir z, =a,+ua, +u’aj, +...+
u**a, , eleman igin z= (ZO, Z,.. mel) kodsdziiniin polinom formu Z(X) =Z,+2X
+2,X° +...+2_ X" seklinde ifade edilir.

i=0,1,...,m-1 ve herhangi bir zeT, icin z =a}+ua +u’a,+...+u“"a , olacak

sekilde T." halkasindan Zim halkasina uzaklig1 koruyan bir Gray dontisiim asagidaki

gibi tanimlansin.
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¢:T, 7"

(a0 +ua1+u2a2+...+u"’lak_1)—>(a0+a1+3a2+...+3ak_1, 3a,+3a,+a,+...+a_,)

Bu doniisiim,

Tm 2m
o1, =L,
( ) as+a) +3a) +...+3a) ,...,a +a" + 38+ + 3],
20,2y s 2,
o ' 3a) +3a) +a) +...+a),,...,3a) " +3a"  +a) " +...+al
seklinde genisletilir.

Teorem 2.1.1. Tanimlanan ¢ doniisiimii lineer ve uzaklig1 koruyan bir dontigiimdyir.

Ispat. a;,b,eZ, ve j=01...,k-1 iken t =a +ua +u’a,+...+u"a , ve
s, =by+ub +u’0, +...+u“'h, , olmak iizere, her t=(t,t,,....t, ), S=(5,S,....,

Sna) €TS" ve y,r €Z, igin,

g(yt+rs) :¢(y(a§ +ua +u’a) +...+u"al,,a; +ua; +ua; +...+u"a; ,,...,a0"
+uat +ufa)t +...+uk’1ali”_’ll)+ r(bg +ub’ +u?h) +...+u DY, bl Ul +uh) L+

T oS o K TTs A A T RS uk‘lbﬂ‘f))

=¢(ya§+rb§+u(ya1°+rb1°)+u2(ya§+rb§)+...+uk*1(yalﬁ’71+rbffl), oy yaM 4

byt +u(ya ™ +rbt)+u® (yayt +rby ) ..+ (yal ) + rbp:ll))
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k-1 k-1
= (yag +rby + yal +rb) +3> yal +rh’,... yag t+rby+ ya 4 rb" 3 yat+
i=2

i=2

k-1
rb™*, 3yag +3rby +3ya’ +3rb’ + Z yal +rb’,...,3yal ™t +3rb)' ™t +3ya" " +3rb"* +

i=2

k-1
Z ya" "+ rbi"”j

k-1 k-1 k-1
= (y(ag +a)+3> a’,...,af +a! +3Zaimlj+ r[béJ +b’+3> b°,.... b+ b
i=2 i=2 i=2
k1 k1 k1 k1
+3Zbi”“1j, y(3a§ +3a)+> a/,...,3a " +3a"" +Za{“‘1J+ r(Sbg +307+ 7,
i=2 i=2 i=2 i=2

k-1
300 30 z b{"‘lﬁ
i=2

k-1 k-1 k-1
y[ag +a +3) a’,..., a0 +a " +3) a"h3ay +3a’+ y a3y +3a +
i=2 i=2 i—2

=

-1

k-1 k-1 k-1
a.m‘lj 4 r(b(gJ +b7+3> 07, b+ b+ 3D b 300 + 30+ > b’ 30 +3
i=2 i=2 i=2

I
N

k-1
blm—l + Z bim—lj

i=2

=yp(t)+ré(s) elde edilir. Béylece ¢ doniisiimiiniin lineer bir doniisim oldugu

gosterilmis olur.

Peki ¢ doniistimii uzakligi korur mu?
t—s=(ty bty ) —(Sg:S1---1Sy4) Ve ¢ lineer doniisiim oldufundan @(t—s)=

¢ (t) —¢ ( S) esitliginin varlig1 bilinmektedir. Lee uzaklik tanim1 kullanilarak,

d(t.s)=w,_(t-s)
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- WL((a +uay +ulay +...+u ey ) - (b(‘)+ub1‘+u2b;+...+uk‘1bf(71))

=ZWL(ag—bé+u(a1i—bli)+u2(a;—b;)+...+uk‘1(a,i(_l—b,i_l))

esitligine ¢ Gray doniisiimii uygulandig takdirde,
m-1

k-1
> w, [ao by +a, — b1+32a— J+WL[3af)—3bg+3a1‘—3b1‘+Za}—b}j
=2

i=0

elde edilir. Bu da w, (¢(t—s)) ifadesine esit olur. ¢ lineer doniisiim oldugundan

W, (¢(t) —¢(S)) =d, (¢(t) : ¢(S)) esitligine ulasilir.

Diger taraftan,

m-1

w (4(t=s)) =2 w (4(t -s,))

i=0

3
LN

> W, (¢((a0+ua1+u ay+...+u“"a ) —(b; +ub1‘+u2b;+...+uk’lbiifl)))

I
o

3
LN

_ WL(¢(ag_bg+u(a;_b;)+u2(a;_b;)+...+ukfl(a;,l_b;,l)))

I
o

3
LN

w[a0 by +a; — bl+32a —b;,3a, — 30y +3a; - 3b1+2a— J

T
o

3
LN

k-1
= W(a0 by +a; — b1+32a— J+WL[3ag—3bg+3a1‘—3bli+Za‘j—b}J
=2

T
o

elde edilir.

k-1
Burada WL[ag—ngrali—bHBZaij—b}]zmin{
j=2

al —b)+al b +3> a| —bl|,
j=2

k-1
4-(a;-b;+a;—b;+sza;—bz]
2

k-1
} ve WL[3a$—3bg+3a1i—3bli+Zaij—b}J:
i—2
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.

da goz oOniinde bulundurularak dL(t,S)=WL(¢(t—S))=WL(¢(t)—¢(S)):

k-1 k-1
3a, —3b, +3a, —30 + > _a —b}‘, 4—(3a(‘, —3by+3a, - 30 + Y a —b}]} oldugu
=2 j=2

dL(¢(t),¢(S)) esitligi elde edilir. Boylece ¢ donilisiimiiniin uzaklik koruyan bir

dontisiim oldugu gosterilmis olur.

¢ Gray doniisiimiiniin Oklit ve Hamming uzakliklar1 korudugu da benzer sekilde

gosterilir. O

2.2. T, Halkas1 Uzerindeki Devirli Kodlarin Yapisi

T." izerinde devirli dteleme operatdrii o(Zy,2;,---, 24 ) =(Zpy 291 Z1s-- 1 2y, ) iken
o altinda korunan, diger bir ifadeyle O'(Ck)=Ck esitligini saglayan, lineer C,
koduna devirli kod denir. T, halkast {izerinde uzunlugu m olan lineer kod T," *nin bir

T, — alt modiiliidiir.

Boliim boyunca tek uzunluktaki devirli ve sabit devirli kodlar calisilacak olup

T[x] < i 1> boliim halkast T, ile temsil edilecektir. T," cebirsel yapisinda
M :

uzunlugu m olan vektiirler ile T, | boliim halkasindaki polinomlar arasinda kurulan

YT ->T,

2=(2p, 1 Zyy) D> Z(X)=Zg+ 2 X+ .. 4 Z, X"

.
lineer doniisiim bir T, — modiil izomorfizmadir.

T, tlizerinde m uzunlugundaki C, lineer kodunun devirli olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul Y(Ck ) nin T," boliim halkasinin bir ideali olmasidir.
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Bu bilgilendirmeler 1518inda, lokal olmayan T, halkasinda tek uzunluktaki devirli

kodlarin iirete¢ polinomunu olusturmak i¢in Cin Kalan Teoremi kullanilacaktir. Bunun

i¢cin Oncelikle asagidaki tanimlar verilsin.

Tamim 2.2.1. R ve T iki lineer kod olmak iizere, @ toplam1 RD I = {d +W | d efR,

we 3} seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.2.2. [55] Bir R -modiil olan M modiiliiniin her bir S; alt modiiliin direkt

toplam1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her i=1...,n i¢in, M =S ®---®S_ ve

S, m(z S J):{O} olmasidir. Sonug olarak, M =S®T ise S ’ye M modiiliinde T

JE

’nin tamlayani, T ’ye ise M modiiliinde S ’nin bir tamlayani denir.

Teorem 2.2.1. [55] S ve T, M modiiliiniin tamlayan alt modiilleri olmak {izere S

modiliiniin biitiin tamlayanlar1 N% boliim halkasina, T modiiliiniin tamlayanlar ise

M % bolum halkasina izomorftur.

Cin Kalan Teoremi’nin kullanilabilmesi i¢in oncelikle T, halkast ayristirilmalidir.
Tanim 1.2.27. dogrultusunda (u"‘l)2 =u“" ve (1+ 3u"‘1)2 =1+3u"" oldugu goz
oniinde bulundurularak T, halkasinin u** ve 1+3u*" idempotent ailesi,
iUt (l+3u"’1) =u""+3u“* =0,
iUt (13U =1,
ii. R =u""T, ve R,=(1+3u"")T,
olacak sekilde mevcuttur. Bu durumda T, halkasi R + R, formunda ifade edilecek

olup,
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T, =Uu*'T, ®(1+3u")T,
seklinde yazilabilir. Tanim 2.2.2. ve Teorem 2.2.1.’den hareketle T, halkasi

I <uk1>5{a+Ub+---+u"2t+<u"l> ; a,beZ4};Z4+UZ4+...+UHZ4, u“t=0

Ve

T <1+3u"’1> =] {1+<1+ 3uk’1>,2+<1+ 3uk’1>,3+<1+ 3u"’1>,4+<1+ 3u"’l>} =7,

seklinde aynstirilabili,. M =S&@T = MA =T  ifadesinden yola ¢ikarak

T, =u*"T, +(1+3u**)T, oldugu da bilindiginden,
%/—J

S T

A= “NT, =2Z,+UZ,+...+u?Z,, U=
Tk<u > (1+30 )T, =2, +uZ U2z, Ut =0

Ve

T

<1+3u"’1> ~u“'T =7,

ifadeleri elde edilir. Bdylece, T, =u“'Z, ®(1+3u**)(Z, +UZ, +...+u"?Z,)
par¢alanisi elde edilir. Burada Z, +UZ, + uz P u“?z , halkasinda u“' =0 iken
calistigr gergegi unutulmamalidir. u*™* =0 iken Z, +UZ, +U°Z, +...+u*?Z, halkasi

bolim boyunca ¢, ile temsil edilecektir.
T, halkasr iizerindeki bir C, kodu igin,

iR:{t+y+h eZ} |t+uy+u2h+...+uk’1WeCk}

\%
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S:{t+uy+...+uk‘2d el [t+uy+uth+...+u’weC,, t,y,h,...,WeZT}

kiimeleri tanimlansim. R kodu Z, iizerinde, J ise £, lizerinde, uzunluklart m olan

iki lineer kod olsun. Bu durumda, T, halkasi iizerinde uzunlugu m olan lineer C,
kodu tek tiirlii olarak C, = (uk’liR)(-B ((1+ 3uk’1)3) seklinde belirlenir. Buradan

hareketle, lokal olmayan T, halkasi, Cin Kalan Teoremi yardimiyla tek minimal ideale

sahip lokal halkalarin direkt toplam1 olarak yazilabildiginden bu halka bir Frobenius
halkadr.

Tiim bu agiklamalar 15181nda;

Teorem 2.2.2. C, = (u HER) ® ((1+ 3u“t ) S) lineer kodunun devirli olmast igin gerek

ve yeter kosul R kodunun Z, iizerinde, 3 kodunun ise ¢, lizerinde devirli kod

olmasidir.

Ispat. p,=(a,a,....a,,)eR ve v,=(by,b,...b,,)eI olsun. i=01...,m-1
iken b =t +ug; +...+U"’n, olacak sekilde z, =u""a, (—B(1+ 3uk_l)bI kabul edilsin. Bu
durumda  z,=(2,,2,,...,2,,)€C, yazilabili. C, devirli bir kod oldugundan
o(z)eC, oldugu bilinmektedir. Buradan harcketle o(z)=u""o(p;)+(1+3u**)
O'(Vi) esitligi elde edilir. Boylece 0'( pi) eR ve O'(Vi) € 3 oldugu goriiliir. Bu da ‘R
kodunun Z, tizerinde, 3 kodunun ise £, lizerinde devirli oldugunun kanitidir. Diger
yandan R kodu Z, tizerinde, 3 kodu ise ¢, lizerinde devirli kod olsun. Ayrica
i=01...m-1 iken 7 =(2,,2,...,Z,4) ve b =t +uq +...+uU“’n olacak sekilde
7, =u""a ®(1+3u**)b, meveut olsun. Bu durumda p, € R ve v, € 3 oldugu goriiliir.

R ve I lineer kodlart devirli kodlar olduklarindan o(p;)eR ve o(v,)e3J

bilinmektedir. o(z;)€C, gergeginden o(p;)eR ve o(V;)eJ elde edilir. Boylece
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o(z)=u""o(p)+(1+3u"")o(v) U ' RS(1+3u"*)I=C, esitligine ulagilr. Bu

da C, kodunun T, tizerinde devirli bir kod oldugunu ispatlar. O

Teorem 2.2.2°den hareketle Z, tizerinde ve £, tizerindeki devirli kodlarin [38, Teorem
3.3.] irete¢ polinomlari kullanilarak T, iizerinde uzunlugu m olan C, kodunun iireteg

polinomu asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 2.2.3. C, = (uk’l‘R)®((1+ 3uk"1)5) kodu T, halkas1 iizerinde uzunlugu m

olan devirli bir kod olsun. Bu durumda, i=0,1,... k i¢in X" —=1= f,(x)h (x)w (x) ve

g, (x)=f; (X)(hi (x)+ 2) olmak tizere, C, kodunun iirete¢ polinomu

C, = (uk’l<g1(x)>)@((l+ 3u“’1)<gz(x)+utiyz(x)+...+u"’ltlyk (x),ug; (X)+u’t,,(x)

+o U (%), UPg, () + Ut , (X) +. .+ U (X)), u"’lgk_l(x)>)
seklindedir.

Burada, Z, lizerindeki lineer devirli kod R = <gl(x)> ile, £, lizerindeki lineer devirli

kod ise S:<gz(x)+ut112(x)+...+u"’1t11k(x),ugs(x)+u2t2’3(x)+...+u"’1t21k(x),

u?g, (X)+ Uty (X)+...+u ", (x), ..., uk’lgk_l(x)>) ile temsil edilmektedir.

Ispat. 7, iizerindeki devirli kod R=(g,(X)), &, dzerindeki devirli kod

I= <92(x)+ut1¥2(x)+...+u“t1vk (X), Ugy (X)+U%t, 5 (X)+...+u",  (X), u?g, (X)+

u3t3]4(x)+...+uk’lt3yk(X),...,uk’lgk_l(x)>) ve C, kodunun iireteg polinomu

A

C, = (uk‘1<gl(x)>)®((l+ 3uk‘l)<gz(x)+utl'2(x)+...+uk‘1tlyk (X),ug, (X)+ut,,(x)

+o U, (X)), uk"lgkfl(x)>) olsun. Bu durumda C, = C, oldugu asikardur.
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u* =u*? iken U*TR ve (1+ 3uk’1)3 i¢in sirastyla, U R =u*"C, ve (1+3uk‘1)3=
(l+ 3uk_1)Ck esitlikleri saglanir. Buradan (uk_li]%)@((l+ 3uk"1)3) c ék ifadesi elde

edilir. Buda C, c ék anlamina gelir. ék cC, ve C, c ék saglandigindan C, = ék

esitligi gerceklenir. =

Teorem 2.2.4. C, = (uk‘l‘ﬁ) ® ((1+ 3uk’l)3) kodu T, iizerinde m uzunlugunda devirli
bir kod, R devirli kodunun iirete¢ polinomu Tl(X) ve 3 devirli kodunun iireteg
polinomu ise 7, (X) olsun. Bu durumda, C, = <uk’lrl(x), (1+ 3uk’1)z'2(x)> esitligi elde

edilir.

Ispat. C, kodunun <uk’1z'1 (x), (1+ 3uk’1>‘r2 (X)> lirete¢ polinomu tarafindan
tiretildigini gostermek igin <uk’1r1(x) ; (1+ 3uk’1)r2 (x)> cC, ve C,c <uk_lr1 (x),
(1+ 3uk_l)z'2 (X)> oldugunu gostermek gerekir. 7, (X) polinomu ‘R kodunun iireteg

polinomu ve TZ(X) polinomu da 3 kodunun iirete¢ polinomu oldugundan

C =(u""'®)® ((1+ 3u ) S) ifadesi de kullanilarak,

C={2(x) =u"s, (X)7, () + (1+30)s, (X)7, (%) | 8, (x).5, (x) € T[]}

esitligi elde edilir. Bylece C, < (u*r,(x),(1+3u*")7, (X)) T, , sonucuna ulagilrr

Diger taraftan 1, (x),1,(x) €T, ,, olmak iizere, u**1,(x)z, (X)+(1+3u**)l,(X)z, ()
ifadesi (u*"z,(x),(1+3u**)7,(x)) iireteg polinomunun bir elemant olsun. Bu
durumda  1,(X),1,(X)eT,,, iken UL (X)=u*"s;(x) ve (1+3uk‘1)lz(x):
(1+3u")s, (x) esitlikleri elde edilir. Boylece (u*’z(x), (1+3u"*)z,(x))=C,

sonucuna ulagilir ve C, = <uk’1z'1(x), (1+ 3u*t)e, (x)> esitligi ispatlanmig olur. o
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Teorem 2.2.5. R kodu Z, iizerinde, I kodu ¢, tizerinde devirli kodlar ve bu
kodlarin iirete¢ polinomlar1 da sirasiyla Tl(X) ve TZ(X) polinomlart olsun.
C, = (u'R) @ ((1+3u**)3) esitligi de verilsin. Bu durumda 7(x)=u""z(x)+
(1+ 3uk‘1)r2 (x) olacak sekilde Ty, halkasi iizerinde tek bir 7(X) polinomu vardir
ve C, :<r(x)> esitligine ulasihir. Ayrica 7(X) polinomu x™ -1 polinomunun bir

bolenidir.

ispat. Teorem 2.2.4.ten C, =(u**7;(x),(1+3u* ")z, (x)) esitligi bilinmektedir
7(X) =u*"7, (%) +(1+30"")7,(x) oldugu kabul edilsin. Bu durumda (7 (x)) iireteg
polinomunun C, devirli kodunun bir alt kiimesi oldugu agiktir. Diger taraftan
Utz (x)=u"z(x) ve (1+3u%*)z, (x)=(1+3u**)z(x) esitlikleri saglandigindan
C, devirli kodu (z(x)) iirete polinomunun bir alt kiimesi olur. ki yonlii esitlik
saglandigindan C, =(7(x)) elde edilir. 7,(X) polinomu Z,[x] iizerinde; 7,(X)
polinomu ise ¢, [X] iizerinde X" -1 polinomunun bélenleri oldufundan X" -1=
Vi(X)7(X) = ¥,(X)7,(X) olacak sekilde vy, (X)eZ,[x] ve y,(x)ed,[X]
polinomlart vardir. (u*™y (x)+(1+3u**)y, (x))7(x) ifadesinde 7(x) polinomunun
yerine yazilmasi durumunda (u"’l yl(x)+(1+3uk’1)y2(x))(uk‘lrl(x)+(l+3u"‘1)
7,(X)) esitligi elde edilir. Bu ifade diizenlendiginde,
Uty ()7 (%) + (1430 )y, (X) 7, (X) = Uk (X" = 1) + (1430 ) (x" —1) =x" 1

sonucuna varilir. Bu da 7(X) polinomunun x™ ~1 polinomunun bir béleni oldugunun

acik ispatidir. =

T, halkasi tizerindeki C, kodunun idempotent iiretecinin tek tiirlii olarak belirlendigi

gosterilsin.
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Teorem 2.2.6. C, kodu T, halkas1 lizerinde uzunlugu m olan devirli bir kod olmak
iizere  C, =(e(x)) olacak sekilde bir tek e(x)=u""g,(x)+(1+3u"")e,(x)

idempotent eleman1 vardir.

ispat. %=(e (x)) ve I=(e,(x)) olacak sekilde e () idempotent eleman Z,[X]
iizerinde ve €,(X) idempotent elemani ise ¢,[X| {izerinde tek tiirlii olarak mevcuttur.
Boylece C, = <u"’le1 (x)+ (1+ 3uk’1)e2 (x)> yazilabilir. e(x)=u""e (X) +(1+ 3u k’l)
&,(X) olsun. Bu esitligin her iki tarafinin karesi alinirsa & (X) ve €(X) idempotent

elemanlar olduklarndan €”(x) =u*"e, (x)+(1+3u**)e,(x) elde edilir. Bu da e(x)
polinomunun idempotent oldugu anlamia gelir. Peki, bu polinom bir tane mi?

C, =(((x)) olacak sekilde idempotent bir £(X)&C, ele alnsin. £(X) idempotent
oldugundan (*(x)=/((x) esitligi saglanr. ((x)eC, =(e(x)) oldugundan ((x)=
k(x)e(x) olacak sekilde bir k(X)eT,, vardir. Her iki taraf €(X) polinomu ile
carpildign takdirde ((X)e(X)=Kk(x)e*(x) esitligi elde edilir. €(X) idempotent
oldugundan bu ifade k(x)e(x) ifadesine esit olur. Boylece ((x)e(x)=e(X)

esitligine ulasilir. Bu esitlikten hareketle ( (x)=e(x) elde edilir. Bu da e(x)

idempotent polinomunun tek tiirlii olarak belirlendigini gosterir. =

Simdi T, halkasinda tanimlanan devirli kodlarin Boliim 2.1.’de tanimlanan ¢ Gray

dontisimii yardimiyla Z, goriintiileri incelensin.
Onerme 2.2.1. Herhangi bir Z € T," icin gpo(2)=v, #(2) esitligi elde edilir.

Ispat. j=01....k-1 ve i=0,1...,m—1iken, z, =a; +Ua +...+U""a,, ve a, € Z,

olacak sekilde T, iizerinde z=(2,,2,...,Z,,) kodu ele alinsin. Bu durumda,
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#(z)=(ag+a) +3a) +...+3a),,....a) " +a/ " +3a) " +...+34]";,3a) +3a) +a) +

k), L3t 3 A L+ a,i“_’ll) oldugundan,

uz¢(z)=(a{)“‘l+a1m‘1+3a;‘“1+...+3akmjll, aj+a’+3a)+...+3a. ..., a0+ +
2

) +...+3a 2,30 +3a )t +...+38) ) 38y +3a) +a) +...+a) ..., 3a)"

+3a 7 +a) P .+ a&“_’f) elde edilir. Diger taraftan,

_ _ m-1 m-1 2,m-1 k-14m-1 0 0 2,0
O_(Z)_(meliZol"-azm,z)—(ao +ua1 +U a.2 +...+U %71,%+Uq +Uu a2+...+

u“tay,,...,a0 0 +ua +u%a)C +...+u e’ oldugundan,

$o(z) =(a(’)“‘l+a1m‘1+3a§“‘1+...+3aL“;1, ad+a’+3a0+...+3a0,,...,a" +a" 2 +3

al+...+3a0 7,3 +3a" +a)  +. a3 +3) +ag +...+a) ..., 380 0 +

33" +a,"*+...+a}) sonucuna ulaglr.
Béylece po(z)=v,¢(z) esitligi saglanir. o

Bu 6nerme sonucunda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.2.7. C, kodu T, iizerinde m uzunlugundaki devirli bir kodun ¢ altindaki

Z, goriintlisic 2m uzunlugunda 2 —pargali devirli koddur.

Ispat. C, kodunun T, iizerinde uzunlugu m olan bir devirli kod oldugu kabul edilsin.
Bu durumda G(Ck) =C, esitligi saglanir. Her iki tarafin ¢ altindaki gériintiisii alinirsa
¢o(C.)=¢(C,) elde edilir Onerme 22.1.°den vyararlamlarak v, #(C,)=

¢o(C,)=¢(C,) sonucuna varilir. Bu da C, kodunun ¢ altindaki gdriintiisiiniin Z,

tizerinde 2m uzunlugunda 2 —pargali devirli kod oldugunu gosterir. o
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2.3. T, Halkas1 Uzerindeki (1+ 2u“) —Sabit Devirli Kodlar

Bu bolimde tek uzunlukta (1+ 2uk’l)—sabit devirli kodlar incelenecek olup

Tk[x] 1 bolim halkast T, . ile temsil edilecektir. T,
<xm—(1+2u )> " (wrau )

halkasindaki (1+ 2uk’1) birimsel elemant i¢in u* =u** iken (1+ 2uk‘l)_l = (1+ 2uk‘l)
oldugu asikardir. (1+ 2uk’l) birimsel elemaninin tek kuvvetinin kendisine, ¢ift

kuvvetinin ise 1°¢ esit oldugu bilgisi verilerek, ilk olarak, sabit devirli bir kodun lireteg

polinomunu elde etmek maksadiyla dnceki boliimde incelenen devirli kodlarin cebirsel

yapist ile (1+ 2uk’1) —sabit devirli kodlar arasinda bir izomorfizma tanimlansin.

Onerme 2.3.1. &(z(x))= z((l+ 2uk‘1) x) olacak sekilde &:T,, —>Tk’m(1 -

doniligiimii tanimlansin. M pozitif tamsayisinin tek olmasi durumunda & bir halka

izomorfizmasidir.

Ispat. £ doniisiimiiniin bir halka izomorfizmas: oldugunu goéstermek igin iyi

tanimlilik, birebir, 6rten ve halka homomorfizmasi oldugunu goéstermek gerekir.

Iyi tanimhhik: Her b(x), c(x)eT, , i¢in b(x)=c(x) (mod X" —1) iken §(b(X)):

§(C(X)) (mod X" —(1+ 2u"’1)) olmalidir.

b(x)=c(x) (mod x"-1) ise b(x)=(x"-1)g(x)+c(x) seklinde ifade edilir.
X (l+ 2uk’1) X yazilirsa,
b<(1+ 2uk‘1)x) = ( ((1+ 2uk‘1)x)m —1)q((1+ 2uk‘l)x)+c((l+ 2uk‘1)x>

=((1+ 2uk’1)xrn —(1+ 2uk’1)2)q((1+ 2uk’1)x)+c((l+ 2uk’1)x)

=(1+ 2u“)( X" —(1+ 2uk*l))q ((1+ 2u") x)+ c(1+ 2uk’l)x)
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elde edilir. Bu da &(b(x))=£(c(x)) (mod x"—(1+2u*")) demektir. Yani, & iyi

tanimlidir.

Birebirlik: Her b(x),c(x)eT, ,, i¢in £(b(x))=2(c(x)) (mod X" —(1+ 2uk’1)) iken

b(x)=c(x) (mod X" —1) olmalidur.

Z(b(x))=2(c(x)) (mod x"—(1+2u**)) yani b((1+2u*")x)=c((1+2u"")x)
(mod X" —(1+2u*")) olarak yazlir. Bu ifade b((1+2u*")x)=(x"~(1+2u**))
q((1+2u**)x)+c((1+2u**)x) anlammna gelir. Buradan hareketle, X yerine
(1+2u")x yazilirsa, b(x)= (1+2u**)( x" ~1)q(x)+c(x) ifadesi elde edilir. Bu
da b(x)=c(x) (mod x™—1) olmasi demektir. Boylece & ddniisiimii birebir bir

doniisiimdiir.

Ortenlik: & doniisiimii sonlu ve birebir bir doniisiim oldugundan Srtendir.

Homomorfizma: Her b(x),c(x) T, i¢in §(b(x)+c(x)):E(b(x))+§(c(x)) ve

g (b (x)c( X)) =& (b ( X)) g (C ( X)) olmalidir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

2(b(x)+c(x))=2((b+c)(x))=(b+c)((1+2u"*)x)
b((1+ 2uk’l)x)+c((1+ ZUH)X) =2(b(x))+&(c(x))

(b(x)c(x))=2((bc)(x))= (bc)((1+ 2uk‘1)x)= b((1+ 2uk‘1)x) c((1+ 2uk‘1)x)
=2(b(x)) £(c(x))

esitlikleri elde edilir. Boylelikle & doniisiimii bir halka homomorfizmadir.
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Bu ispat incelenirken m’nin tek tamsayr oldugu unutulmamalidir. Yukarida da
gosterildigi gibi & doniistimii iyi tanimli, birebir, 6rten ve halka homomorfizmasi

oldugu icin bir halka izomorfizmasidir. =

Bu 6nermenin sonucunda,

Sonu¢ 2.3.1. Tk,m halkasinin idealleri ile T,

“Mauk)

bolim halkasinin idealleri

arasinda birebir bir eslesme vardir.

Sonu¢ 2.3.2. g(z) (0,(1+2uk 1) - (1+2uk1)iZi!"'1(l+2ukl)leml) olacak

sekilde T," tizerinde bir £ permiitasyonu tanimlansin. Q  T," olmak kosuluyla Q

"nun devirli bir kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Q 'nun £ permiitasyonu altindaki

goriintlistinlin (1+ 2uk’1) —sabit devirli kod olmasidur.

ispat. Q bir devirli kod olsun. Bu durumda o(z)eQ olur. & permiitasyonu
uygulanirsa, £(2)=(z,,(1+20")z,,..., 2,,)€£(Q) elde edilir. £(Q) kodunun
(1+2u**)—sabit devirli kod olmast i¢in gerek ve yeter kosul P ( (Q))=

((1+ 20z, 1,2, (1+20"Y)z,,..., szz) olmasidir. Bu ifade (1+2u**) parantezine
almirsa, (1+20°7)(z, (1420 ) 2., 2,, ) € £(Q) elde edilir. £(Q)  ideal
oldugundan P “)(A(Q))eg(Q) sonucuna ulagilit. Bu da &(Q) kodunun

(l+ 2u k‘l) —sabit devirli kod olmasi demektir. o

Teorem 2.2.3., Teorem 2.2.4., Teorem 2.2.5. ve & izomorfizmas: kullanilarak

(l+ ZUH) —sabit devirli kodlar agagidaki gibi karakterize edilebilir.
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Teorem 2.3.1. C, =U“""R®@A+3u“")I kodu u“=u*" iken T, iizerinde m
uzunlugunda (1+ 2uk’1)—sabit devirli kod olsun. Bu durumda i=1,2,..., k i¢in

X" 1= (x).h (X)W (x) ve X=(1+2uk‘l)x olacak sekilde C, kodunun iireteg

polinomu,

C, = (uk’1<gl(>”<)>)(JB((l+3u“’1)<gz()~<)+ut1’2()”()+...+Uk”‘c1‘k (%), ugy (%) +u?,,(X)

+o U, (R), UPg, (R) +Utty, (R) +...+u 7, (X)), ... uk’lgk+1(>?)>)

seklindedir.

Teorem 2.3.2. C, = (UHSR) ® ((l+ 3uk’1)3) kodu T, {lizerinde m uzunlugunda
(1+ 2ut )—sabit devirli bir kod, R kodunun iirete¢ polinomu z‘l()N() ve 3 kodunun
iirete¢ polinomu ise 7,(X) olsun. Bu durumda C, = <uk’1rl(>”(), (1+ 3uk’l)r2 ()”()>

esitligi elde edilir.

Teorem 2.3.3. R kodu Z, iizerinde, 3 kodu ¢, iizerinde (1+ 2uk’l)—sabit devirli
kodlar ve bu kodlarin iirete¢ polinomlar1 da sirasiyla rl(f() ve 2'2()~() polinomlar1
olsun. C, = (uk’l‘ﬁ) S ((1+ 3uk’l)3) esitligi de verilsin. Bu durumda r(f() =u'z, ()~()

i +3uk—1)z'2 (X) olacak sekilde Tk’m(l+2uk—1) halkas iizerinde tek bir 7(X) polinomu

vardir ve C, :<r()~()> esitligi mevcuttur. Ayrica 7(X) polinomu xm—(1+ ZUH)

polinomunun bir bélenidir.

Not 2.3.1. Teorem 2.3.1. — Teorem 2.3.3.’{in ispatlar1 Teorem 2.2.3. — Teorem 2.2.5.’in

ispatlarina benzer sekilde yapilabilir.

Onerme 2.3.2. Herhangi bir z e T," igin ¢ p(MuH) (2)=0¢(2) esitligi elde edilir.
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ispat: j=01....k-1vei=0,1...,m-1 iken, z :af)+ua1i+...+uk‘1af(_l ve a, €z,

olacak sekilde T, iizerinde z =(Z,,2,...,Z,,) kodu ele alinsin. Bu durumda,

1

¢(z)=(a§ +a’+3a)+...+3a),,...,a] +a" " +3a) " +...+3a",,3a) +3a] +a; +...

+a,, 3 3 A a&”_’ll) oldugundan,

a¢(z)=(3ag“‘1+3a1m‘1+a;“‘1+...+a;“j11, al+al+3a)+...+3a,,...,a0  +a"*+3
al+... 430 Al A +3a)  +... +3] ), 3 +38) +a) +...+a, ,,...,380 * +3

al ey a;”_’f) elde edilir.

Diger taraftan, p, , (z)= ((1+ 2uk’l) z_ 4. Zm_z) = (a(;“’l +ua "t ruta) L+

Ut (2a5t + 28 L+ 280 + 38 ), ag +uay +utay +...+u ey, a0 uay

+u’ay? +...+u""al}?) oldugundan,

2

¢p1+2uk4 (Z) =(3a<r)n_l+3aim_l+aqm_l+...+ap:111 ag +"3‘10 +3a§ +"'+3a871""’a(r)n_2 +alm_
3aT 4. 4307 A a4 3am . 4327 3a0 13 a0+ +al ..., 3
+3aC+a) .+ ali":lz) sonucuna ulagilir.

Boylece ¢ Plas (z)=0¢(2) esitligi saglanr. O

Bu 6nerme sonucunda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.4. C, kodu T, iizerinde m uzunlugundaki (1+ ZUH)—sabit devirli bir

kodun ¢ altindaki gériintiisii Z, tizerinde 2m uzunlugunda devirli bir koddur.
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Ispat. C, kodunun T, iizerinde m uzunlugunda (1+ 2u"’1)—sabit devirli kod oldugu
kabul edilsin. Bu durumda p,_, .. (Ck ) =C, esitligi saglanir. Her iki tarafin ¢ altindaki
goriintiisii alinirsa ¢ p, . (C, ) =¢(C, ) elde edilir. Onerme 2.3.2."den yararlanarak

PP, (Ck)=0¢(Ck):¢(Ck) sonucuna varilir. Bu da C, kodunun ¢ altindaki

goriintlisiiniin Z, tizerinde 2m uzunlugunda devirli kod oldugunu gosterir. O

Onerme 2.3.3. (1+ 2uk‘l) —sabit devirli 6teleme operatdrii A & —parcal1 devirli

1+2uk'1)’
oteleme operatorii v,;, T," tizerinden Z;" iizerine Gray doniisim de ¢ olmak tizere

¢ Plava) (C)=7v,4(C) esitlikleri saglamr. {0,1,...,2m—1}"in bir permiitasyonu

7" =(2i+1, m+2i+1) olsun. E(ZO,...,ZZml):(Z Yy B j ile tanimlanan bu

(0) 7 (2m1)

permiitasyona Nechaev permiitasyonu ad1 verilir.

Ispat. j=0,1....k-1vei=01...,m-1iken, 7z, =a +ua +...+u""a, , ve a, € Z,

olacak sekilde T," iizerinde z=(Z,,Z,,...,Z,) kodu ele almsin.

m-1 m-1 m-1 m-1 A0 0 0 0 m-1 m-1
¢'0(1+zuk—1)(2)=(3a0 +33" +a,  +...+a,,,8,+a +3a,+...+3a ,,...,8; +a

+3a) " +...+ 3], 3a) +3a) +a) +...+ap,...,3) C +3a] P +ay C +. .+ al))

oldugu bilinmektedir. Diger taraftan,

v, ¢(z)=(ag " +a +3a] " +...+3a]), &) +a) +3a) +...+3ay,,...,a0 * +a" " +3
1

a7+ +3a ), 3 +3a M vy t +. . +a0 ), 3a) +3a) +a) +...+ay ..., 380 0 +3

a'?+a) i+t af‘_’f) elde edilir.

v, ¢(z) ifadesine 7 permiitasyonu uygulandifi takdirde ¢ Plaszau) (C)=7v,¢(C)

sonucuna ulasilir. o



55

Teorem 2.3.5. T, iizerinde M uzunlugundaki (1+2u**)—sabit devirli bir kodun Z,

goriintlisii 7 permiitasyonu altinda Z, tlizerinde 2m uzunlugunda 2 —pargali devirli

koddur.

Ispat. C, kodu T, iizerinde m uzunlugunda (1+ 2uk‘1)—sabit devirli bir kod olsun.

Bu durumda (C,)=C, esitligi mevcuttur. Bu esitligin her iki tarafimn ¢ Gray

P (1+2u"’1)

doniisimi altindaki goriintiisii alinirsa ¢ p (C.)=¢(C,) elde edilir. Onerme

(l+2uk’1>

2.3.3. kullanilarak ¢ p(

Boylece (1+ 2uk’1)—sabit devirli bir kodun ¢ doniistimii altindaki gorlintiisii Z,

padt) (C)=7v,$(C,) = Pz (C,) sonucuna ulasilir.

tizerinde 2m uzunlugunda 2 —pargali devirli bir koda permiitasyonca esit olur. o
Onerme 2.3.4. Herhangi bir z € T," i¢in, ¢£(z)=r7¢(z) esitligi vardur.

Ispat. j=0,1....k-1vei=0,1...,m-1iken, 7 =a +uUa +...+U""a_, ve &, € Z,
olacak sekilde T," iizerinde z=(2,,2,...,2, ) kodu ele alinsin.
i

£(2) =(zo,(l+ 20Y) 7, (14 205 ) 7,0, (14 2uk‘1)m_1 zm_l)

:(a§+uaf +..+u e ag+uay + ..Ut (280 + 2a) +...+ 23, + 3y, ),

2 2 k-1,2 m-1 m-1 k-1,m-1
ag+uay +...+u ey, Al rua U )

oldugu bilinmektedir. Bu doniisiimiin Gray goriintiisii alinirsa,
$&(z)=(ag+a) +3a)+...+3a),, 3a) +3a) +ay +...+a; ..., a ‘+a " +3a) " +
3 3 43 ) T L+ ali”_’ll) elde edilir M wuzunlugunun ¢ift olmasi

durumunda y, =aj;+a +3a +...+3a,, ve vy, =38 +3a +a, +...+a,, M

uzunlugunun tek olmast durumunda ise w, =38, +3a +a, +...+8, , Ve
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Wies =85 +8 +385 +...+33], olacak sekilde bir w=(y, W, .. .Wopny)EZ;"

tanimlansin. Burada s=0,1,...,m-1"dir.

1

#(z2)=(ag +a’+3a +...+3a,,...,ap " +a " +3a] " +...+ 34, 3a) +3a +af +
- NP - W - - W e akm_’ll) oldugu bilinmektedir. Buradan hareketle
7z¢(z)=(a§+a1°+3a§+...+3afﬁl,3a§+3af+a§+...+affl,..., alt+at+3a) "t +
3 3ag“’1+3a1'“’1+a§"1+...+a£‘_’11) elde edilir. Boylelikle ¢&(z)=x¢(2)

esitligine ulasilir. O

Sonug 2.3.3. T, iizerindeki kodun Z, goriintiisii & ile temsil edilirse 77 (&) bir devirli

koddur.

Ispat. Q, T, iizerinde devirli bir kod ve & = ¢(Q) olsun. Onerme 2.3.4. geregince
¢pe(z2)=n¢(z)=7J esitligi elde edilir Sonug 2.3.2. geregince &£(Q) kodu
(l+ ZUH) —sabit devirli kod olur. Buradan ¢¢& (Q) = ¢(Z) esitligi elde edilir. Teorem

2.3.4. kullanilarak 7 (5 ) kodunun devirli bir kod oldugu rahatlikla ispatlanir. o

Bu agiklamalar dogrultusunda;

Sonuc¢ 2.3.4. T, iizerindeki kodlarin Gray doniisiim altindaki Z, goriintiisii devirli

koddur.

Tamim 2.3.1. p, sabit devirli 5teleme operatdrii, Z;" iizerinde & —pargali sabit devirli

Oteleme operatorii ¢; olmak iizere, parcali sabit devirli doniisim
gﬁ(z(l) | 2(2)| . 2(6)):(,01(2(1)) | pﬂ(z(l))| |P4(Z(6))) ile tanimlansin. 2m

uzunlugundaki bir kod Z, iizerinde ¢; (Ck):Ck sartin1 sagliyorsa C, koduna o —

parcali sabit devirli kod denir.
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(1+ 2uk‘1) birimsel elemaninin yanisira 3 birimsel elemani i¢in de asagidaki dnerme

ve teoremden bahsedilebilir. Bunlar T, iizerindeki 3—sabit devirli kodun Z,

gorintiisii kullanilarak elde edilen bir gézlemdir.
Onerme 2.3.5. Herhangi bir z € T," i¢in, ¢ p;(2) =0 ¢(Z) esitligi elde edilir.

Ispat. j=0,1....k-1vei=01...,m-1iken, 7z, =a) +ua +...+u""a, , ve a, € Z,
olacak sekilde T," tizerinde z :(Zo,Zl,...,mel) kodu ele alinsin. ¢ ve o tamimlar

geregince, p;(2)=(32,4,2y,--1Z,,,) oldugundan,

op(z2)=pp;(2) :(Bag“’l+3a1m’l+a;”’l+...+al£“_’ll, ad+a)+3a) +...+3a) ,, ...,a) "
+a"t+3a) P+ 43, A A+ 3+ +3a0 ) 38 +3a) +as +...+ay -

3a) % +3a]* +a) *+...+a;; ) elde edilir.
Boylelikle ¢ p; ( Z) =0¢ ( Z) esitligi ispatlanr. o

Teorem 2.3.6. C, kodu T, iizerinde 3— sabit devirli kod olsun. Bu durumda C,

kodunun ¢ doniisiimii altindaki goriintiisti Z, tizerinde devirli koddur.

Ispat. C, kodu T, iizerinde 3— sabit devirli kod olsun. Bu durumda p,(C,)=C,
seklinde ifade edilebilir. Her iki tarafin ¢ doniisiimii altindaki goriintiisii alinirsa

¢p;(2)=0¢(z) elde edili Onerme 2.3.5. kullamilarak ¢p,(C,)=¢(C,)=

O'¢(Ck) esitligine ulasilir. Boylece ¢(Ck) kodu Z, iizerinde devirli kod olur. o
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2.4. Hesaplama Sonuclari

Bu boliimde 6zel olarak T, halkasi lizerindeki devirli kodlar ve (1+ 2u? ) —sabit devirli

kodlar incelenmistir. Bu kodlarin tanimlanan ¢ Gray dontsimil yardimiyla Z,
gorlntiileri arastirilmistir. Teorem 2.2.3., Teorem 2.2.4., Teorem 2.3.1. ve Teorem

2.3.2. dikkate alinarak T, halkast iizerindeki devirli kodlarm ve (1+ 2u2 ) _sabit devirli

kodlar hakkindaki bilgisayar arastirma sonuglari, MAGMA programi kullanilarak elde

edilmistir.

T, halkasinda uzunlugu m olan A —sabit devirli kodu C, =(u2m)@ ((1+ 3u2)3) icin

tirete¢ polinomu, X" —1= f, (X) h (X) W, (X) , ( ve i=12,3

olmak {izere, C3=(u2<gl()~()>)®((l+3u2)< , (X)+ut,, (X),ug,(X )>) seklindedir.

Her bir bilesenin 7; (X) ile temsil edilmesi durumunda Teorem 2.2.4. ve Teorem 2.3.2.

dikkate alinacaktir. A =1 iken devirli kodlardan, 1 =1+2u® iken <1+ 2u? ) —sabit

devirli kodlardan s6z edilecegi unutulmamalidir. Tiim bu degerlendirmeler sonucunda

T, halkasi lizerinde Z, goriintiisii yeni, optimal ve iyi bilinen lineer kodlar olan bir¢ok

kod elde edilmistir. Bu kodlarin tiiriine karar verilirken [43] numarali kaynakta verilen

¢evrimig¢i veritabani kullanilmistir.

Tablo 2.1.’de T, halkasinin elemanlar: ile bu elemanlarin temsil edilecegi ifadeler

verilmistir. T, halkasinin elemanlarini temsil eden ifadeler A ile gosterilecektir.



Tablo 2.1. T3 halkasindaki elemanlarin isimlendirilmesi
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T3 halkasinin

T3 halkasinin

T3 halkasinin

elemanlar elemanlari elemanlari A
0 0 1 1 2 2

3 3 u 4 2u 5

3u 6 u? 7 2u? 8
3u’ 9 u?+u r u®+2u 2’

u® +3u 3 2u% +u 4 2u% +2u 5
2u” +3u 6’ 3u”+u 7 3u® +2u 8
3u’+3u o u+1l A u+2 B
u+3 D 2u+1 E 2u+2 F
2u+3 G 3u+1 H 3u+2 J
3u+3 K u?+1 L ul+2 M
u?+3 N 2u® +1 P 2u% +2 R
2u° +3 S 3u” +1 U 3u+2 v
3u’+3 Y u’+u+1 Z u?+u+2 b
u’+u+3 ¢ 2u° +u+1 d 2u° +u+2 e
2u* +u+3 9 3uwl+su+l I 3u?+u+2 n
3u’+u+3 P w2 iou+1 r u+2u+2 s
uv+2u+3 U 2ut+2u+l VO 20 42u+2 y
20" +2u+3 b 3P+2u+l ¢ Bt +2u+2 d’
u+2u+3 € ur+3u+l 9" u?+3u+2 I
u?+3u+3 n  2u*+3u+1 P 20" +3u+2 r
2u® +3u+3 s 3u'+3u+1 3u?+3u+2 Vv

3u®+3u+3 y'
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Tablo 2.2. ve Tablo 2.3.’te, T, halkas: {izerinde uzunlugu m=7 olan devirli ve
(1+2u*)—sabit devirli kodlardan elde edilen Hamming agrlik, Lee agirhik ve Oklit

agirliklar i¢in Z, iizerindeki yeni ve optimal parametreler hakkinda bilgi verecektir.
Kodlarin Z, goriintiilerinin uzunlugu, tanimlanan ¢ Gray doniisiimii araciligiyla 14

olacaktir. Yazimi kolaylagtirmak i¢in polinomlarin katsayilarinin temsil edilen formu

X degiskenindeki en yiiksek dereceden baslayarak azalan bir sekilde yazilacaktir.

Ornegin, (2u2 +2u+ 2) x°+(u+1)x°*+3ux+1 polinomu VOAQ61 ile temsil

edilecektir. Q katsayisinin N defa tekrar etmesi durumunda kisaca Q" seklinde ifade
edilecektir. Ornegin, (u + 3) x® + (u + 3) X2 + (u + 3) X+ (u + 3) polinomu D* ile

gosterilecektir.

Asagidaki tablolarda her bir iirete¢ polinomu igin Lee, Oklit ve Hamming agirliklar
hesaplanmistir. [43] numarali kaynakta verilen veritabanina gore ilk defa bulunan
kodlar "+" ile isaretlenmistir. Ayn1 uzunluk, boyut ve minimum uzaklikta bulunan en

1yl parametreler optimal kod olarak adlandirilmis ve tabloda "«*" ile isaretlenmistir.
"+" ve "«*" ile isaretlenmeyen kodlar ise Z, lizerinde bilinen en iyi lineer kodlardur.

Burada L indisi Lee agirhgi, E indisi Oklit agirhg, H indisi ise Hamming agirlig

temsil etmektedir.

[43] numarali kaynakta verilen online veritabani dayanak noktasi olarak kabul edildigi

takdirde, T, halkasindaki devirli kodlarin Z, goriintiileri kullanilarak (14, 4322,4L),
(14, 4322,8E) ve (14, 4322,2H) parametrelerine sahip 245 farkli iirete¢ polinomu;
(14, 4120,14H) ve (14, 4120,14E) parametrelerine sahip 3 farkli iiretec polinomu;
(14, 4324,4L) ve (14, 4324,2H) parametrelerine sahip 342 farkli iirete¢ polinomu;
(14, 4320,8E) parametresine sahip 1 iireteg polinomu; (14,4126,4L) ve (14, 4126,2H)
parametrelerine sahip 22 farkli iireteg¢ polinomu, (14, 4023,32E) parametresine sahip

1 iirete¢ polinomu, (14, 4025,4L) ve (14,4025,8E) parametrelerine sahip 1 iireteg
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polinomu ile yeni kodlar elde edilmistir. Ayrica (14, 4°2°.8,, ) parametresine sahip 1
{irete¢ polinomu; (14, 4123,12L), (14, 4123,14E) ve (14, 4123,6H) parametrelerine
sahip 2 farkli iirete¢ polinomu; (14, 424 24E) ve (14, 4024,6H) parametrelerine sahip
2 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4323,8L) ve (14,4323,4H) parametrelerine sahip 6
farkli {ireteg polinomu; (14,4°2°,8 ), (14,4°2°16.) ve (14,4°2°.4,))
parametrelerine sahip 8 farkli lirete¢ polinomu ve (14, 4023,16L) parametresine sahip

1 iirete¢ polinomu ile optimal kodlar elde edilmistir. Ancak yogunluk olmamasi adina

bulunan kodlarin bir kismi1 agagidaki tablolar ile sunulmustur.

Bunlarin yani sira T, halkasi {izerinde (1+ 2u2)—sabit devirli kodlarin Z, goriintiileri
aracihigi ile 13 farkli yeni parametre elde edilmistir. (14, 4423,4L), (14, 4423,6E) ve
(14, 4423,2H) parametrelerine sahip 3 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4420,6L) ve
(14, 4420,6E) parametrelerine sahip 1 iirete¢ polinomu; (14, 4621,4L), (14, 4621,4E)
ve (14,4621,2H) parametrelerine sahip 3 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4324,4L) ve
(14, 4324,2H) parametrelerine sahip 3 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4321,4H)
parametresine sahip 1 iireteg polinomu; (14, 4126,4L) ve (14, 4324,2H)

parametrelerine sahip 3 farkli lirete¢ polinomu ile yeni kodlar bulundu. Bunlara ek

olarak (14, 4420,6H) parametresine sahip 2 farkl iirete¢ polinomu; (14, 4323,8L) ve
(14, 4°2°,4,, ) parametrelerine sahip 1 iirete¢ polinomu; (14, 4027,4L) ve (14, 4°2",2,, )
parametrelerine sahip 2 farkli {irete¢ polinomu; (14, 4123,12L), (14, 4123,14E) ve
(14, 4123,6H) parametrelerine sahip 2 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4321,8L) ve

(14, 4% 6H) parametrelerine sahip 5 farkli iirete¢ polinomu ile birgok optimal kod

elde edilmistir. Burada belirtilmeyen kodlar ise [43] numarali kaynakta verilen
veritabanina gore bilinen en iyi Z, — lineer kodlardir. Elde edilen tiim bu sonuglar [56]

numarali makalede yaymlanmistir.



Tablo 2.2. Bazi devirli kodlarin 7 4 gortintiileri

7, (X) 7,(x) 7,(x) Tip W, Wi W,

789° U°’De’dD 5505 4392+ 4% 8* 2*
78999 N®De'D? 77303 432* 4" 8 2+
7°%9792 333VIVV 55 4120 14 14" 14*
77909 dv's'Ns’ 7773373 4394 4* 8 2+

789° N°s'D 75373 4392+ 4% 8* 2
78999 U %de’s'ds’ 5'5'5'05' 439! 8™ 8 6 **
77909 33IIVIVYV 3537 432! g* 8 6 *
70779 N°D? 3537 432* 4* 8 2%

789° U%'e’'HD 50555 4392 * 4* 8* 2"
70779 DS’ 3537 4324 4* 8 2%
7°9799  333VIVV  TTTTTTT 4128 4* 8 2
70779 U%'e’'HD 505’5 4392 * 4* 8" 2
78999 H3s's'Hs’ 37 4324 4 8 2"

789° N°D? 505’5 4392 * 4° 8" 2
70779 U3NZ2dD 7'3303 4%2* 4" 8 2"
70779 U 2de’s'ds’ 7577 432* 4* 8 2%
78999 H 3%s’s'Hs’ 7577 432* 4* 8 2%
79909 77'dHs'bs’ 5'5'5'5'5'5'5 4391 8" 8 6"
78999 DS’ 7577 4324 4* 8 2%
70779 U2de's'ds’ T 4%2° 4* 8 2°
70779 rie’e’re’ 77'303 4324 4* 8 2%
70779 U°De'dD (505’ 4°2° 4° 8" 2°
70779 U 2de’s'ds’ 7773733 4391 8" 8 6"
70779 N2D?s’e’s’ 35733 4302 4" 8" 2"
70779 (¢) 3537 4%2* 4" 8 2"
78999 N?2s’e'Ds's’ 75373 43 8" 8 6"
70779 N°e’e’ 3537 4%2* 4" 8 2
79909 7"7"dHs'bs’ 7577 4321 8™ 8 6"
88808 33I3IV3IVV 4 497 4™ 8 2"
78999 N2De's'Ds’ 77353 432* 4* 8 2"
70779 N®De'D? 5'05'5'5 4392 4" 8* 2%
70779 N°D? 7577 432* 4* 8 2%

789° b?v'0v’ 7'3303 4328 g™ 8 4%

62



Tablo 2.2. (Devami)
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7, (X) 7,(X) 75 () Tip W, W, W,
88808 drs'3's’ 5'5'05 4926 8" 16 ** 4*
70779 rleere’  (7)°3 432! 8 8 6
70779 N°s'D 7357 4392 4* 8* 2
70779 N’sesD (g 4°2°" 4" 8" 2°

789° U3N2?HD 75373  432* 4* 8" 9+
78999 NZ%e'Ne'e’ 33753 432* 4* 8 2"
70779  U’DedD 77 4%2° 4° 8 2"

789° UN?HD 5505 4392 * 4* 8" 9+
88808 drs'3s’ 35733 4028 o 16 ** 4"
79°09  r’¢Re’ 77303 4%2° 8 8" 8™
78999  NZ%s'e’'Ds's’ 3537 4324 4* 8 2"
78999 H3s's’'Hs’ 5'5'5'05' 4391 8™ 8 6™
78999 N3%'%e'sD 717 4324 4* 8 2"

789° N°sD 3757 4392 * 4" 8" 9+
70779  N?D?%'e’'s’ 55'5'05" 4392+ 4°* 8* 2"
88808 drs'3's’ 3757 4°07 4™ 8 2%
79909  7'7'dHs'bs’ (3')7 432" f 8 6"
70779 D%’ 33753 432* 4* 8 2"
70779  N2%D3%'e's’ 5055’5 4392+ 4* 8* 2
79909  7'7'dHs'bs’ 37 4324 4% 8 2"
78999 N°s’'D 77353 432* 4" 8 2"
78999 bvov 7773733 4%* 4* 8 2*
70779  UN?dD 50555  g%p2+ 4* 8" 2*
7°979? ROR?  7'7'303 4193 12 * 14* 6 **
70779  N3%'e'ssD 5505 4392 * 4* 8* 2+
70779 N°s'D 505’5 4392 * 4* 8* 2+
70779 N°D? 5'5'05 4392 * 4* 8* 2%
79279  dUDbs’ 7’5373 4108 4* 8 2+
70779 N°D? 7’357 4392 4* 8" 2"
70779 N%s'D (7,)6 3 4392 4* g o
88808 drs'3's" 75373 4026 8" 16 ** 4*
78999  U’de's'd’s’ (3')7 4% 8™ 8 6™
70779  U?de's'd’s’ 7'7'303 4%2* 4 8 2




Tablo 2.2. (Devami)
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7, (X) 7,(X) 7,(X) Tip W, W W,
72909  333VIVVT75ITI 432* 4* 8" 2"
78999  NZ’De’s'Ds’ 37 432° 4" 8 2°

808 (3)v3vv (7)°3 4°2° 12 24™ 6"

789°  N’D’s'e’s’ 35733 432 4 8" 2°
707%9 bv'ov' 715 (3) 433 8" 8 4"
78999  UZde's'ds’ 77’303 4%2* 4* 8 2"

789° USN2HD 50555 4392+ 4° 8" 9+
739792 333VIVWTTTTTT3 4190 14 14* 14*

789°  U%'eHD 7357 4392 4° 8" 2"

7893 N 3s’e’s’D 7'07'7'3 4322 * 4" g 9
78999  UZ?de's'ds’ 7’3303 4%2* 4* 8 2"
70779  d°D%ds’ 7577 4%2* 4* 8 2"
70779 U®De'dD 75373 @ 4392 4* 8* 2*
79909  7'7'dHs'bs’ 7'5'37'3 4%2* 4* 8 2"
70779  N3%esD 37 4%2* 4* 8 2*
70779 rie’e're’ 75373 431 g ** 8 6*

8°08 ICHCAVAC AVAVA Y 4°0* 12 24" 6
70779  ree're’ 7577 4%2* 4* 8 2"
88808 drs'3s’ 35733 492° 8™ 16 ™ 4"
70779  HS3s's’'Hs' 33753 432* 4" 8 2%
77909  5¢RNr 5555555 43t g ** 8 6"

789° N°D? 50555 432+ 4* 8" 9
70779  H3s's’'Hs’ 7'7'303 4%24 4" 8 2
70779  r*eere’ 3537 4%2* 4* 8 2"
78999  rPeere’ 33753 4%2* 4* 8 2"
78999  N°Dse’'D 55505 439" g * 8 6 **
70779  U3eHD 37 4%2* 4* 8 2"
7°9799  drs'3s’ 55’505 4198 4* 8 9




Tablo 2.3. Bazi (1+ 2U2 ) — sabit devirli kodlarm Z 4 gortintiileri
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Tl(x) [z (X) & (X) T W, We W,
79989  D°s'Ds’ (5" 432" 8" 8 6
79 337 e'H T7T7T7T3IITI 4% 4* 4" 2°
78999  7'53VV TTTITI 43 8™ 8 6"
7979799  Ulee’'Ue’ 7077’3 4193 12 * 14* 6™
7789  35T7VV (7r)6 3 442° 6" 6" 6"
79989 H5dHs" 7’357 4304 4° 8 2"
88808 drs'3s" 7357 4°97 4 8 2
97789  55TrFe’re’ 55505 4321 8" 8 4%
79909 5'5€erFe’ 777’3 7’33 43 g ** 8 6*
78979  7'7'dv'DHs’ 5'5'05' 4% 8™ 8 6"
9989 7777’V 7577 4423 4% 6" 2*
7979799 UN?3D 7577 412° 4° 8 2*
7789 77dv's'ds’ 77 4428 4 6" 2"
98779 7'7'3rH  505% 4323 8™ 8 4*
77909  5'¢RNr 5555555 43t g* 8 6*
99 7777V TTT3T'II 459t 4 4 2"
97789  NZ?D?%s'Ns’ 7’357 4%2* 4* 8 2"
9989 DFDd  7'7'7'7'7'7'3 428 4 6" 2"
7979799 U3IdrD 37 4125 4 8 2°
9989  U°®NuUee 75373 4490 8 8 6"
7977779 R3bFb 75333 443 12" 14 6™
98779 rie're’e’ 7577 4324 4" 8 2%
9797979 7'7'7'dDbH 7’7’ 412° 4* 8 2"
79 7"7"7's'bs'™H 7’35’7 459" 4" 4" 2"
88808 drs'3's’ 3537 4007 4* 8 2 **




BOLUM 3. 7,+uzZ,+u’Z, HALKASI UZERINDE AYKIRI
DEVIRLI VE AYKIRI SABIT DEVIRLi KODLAR

Kodlar iizerine yapilan calismalarin ¢ogu degismeli yapilar {izerinde olsa da son
zamanlarda bazi arastirmacilar degismeli olmayan halkalarda, diger bir ifadeyle, aykir
polinom halkalarinda kod calismalarina odaklanmistir. Aykiri polinom halkalari
tizerindeki polinomlar birden fazla sekilde ¢arpanlarina ayrildigindan kod elde etme
bakimindan degismeli halkalara gére daha avantajlidir. Bu da arastirmacilarin aykir
polinom halkalarina odaklanmalarinin en énemli sebebidir. Bu halkalardaki devirli
kod siniflar1 ilk olarak Boucher ve ark. tarafindan [57] numarali ¢alisma ile ortaya

¢ikmugtir. Bu galismada ¥, sonlu cismi ve bu cisim iizerinde tanimli ¢ otomorfizmasi

ile aykiri polinom halkasi F,[x,6] ile temsil edilmistir. Boucher ve ark. [58] numarali
calismada Galois halkalar iizerindeki aykir1 sabit devirli kodlar1 incelemislerdir. Siap
ve ark. [59] numaral calismada, herhangi uzunluktaki bir kod i¢in aykir1 devirli
kodlarm yapisii incelemislerdir. Abualrub ve ark. [60] numarali calismada, v =v
iken [, +VI, halkas: tizerinde aykirt devirli kodlarin yapisini arastirmis ve iireteg
polinomlarini olusturmuslardir. Ayrica Oklit ve Hermityen i¢ carpimlart yardimiyla
serbest aykir1 devirli kodlarin duallerinin tirete¢ polinomlarini tanimlamis, birgok
ornek sunmuslardir. Giirsoy ve ark. [61] numarali ¢alisma ile v’ =v iken F,+VF,
halkasinda ayristirma metodu kullanarak aykir1 devirli kodlarin ireteclerini ve

idempotent iirete¢lerini insa etmislerdir. Bu halka {izerindeki aykir1 devirli kodlarin tek
eleman tarafindan tretildigini gostermis ve bu kodlara bir¢ok 6rnek sunmuslardir.
Sharma ve ark. [62] numarali ¢aligmada, u’>=0 iken Z,+UZ, halkasindaki aykiri
sabit devirli kodlar1 ele almis, bu kodlarin tek eleman tarafindan iiretilmesi durumunda
serbest olmast i¢in gerek ve yeter kosullar1 belirlemislerdir. Halka {iizerinde
tanimladiklar1 Gray déniisiim yardimiyla iyi kodlar elde etmislerdir. Urete¢ polinomu

ile duali arasindaki iligkiyi inceleyerek ornekler vermislerdir. Ayrica ¢ift (double)
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aykir1 sabit devirli polinomlara da deginmislerdir. Aykiri polinom halkalart i¢in

literatlirdeki [63-65] numarali ¢aligmalar da incelenebilir.

Bu béliim 4 kisimdan olusmaktadir. i1k kistmda halkanin yapisi verilmis, 3 tane yeni
Gray déniisim tammlanmistir. Ikinci kisimda oncelikle halka {izerindeki asikar
olmayan tiim otomorfizmalar belirlenmis, aykir1 polinom halkas ile ilgili temel tanim
ve teoremler ifade edilmistir. Daha sonra tek uzunluktaki aykiri devirli kodlarin
cebirsel yapisi incelenmis ve iirete¢ polinomu belirlenmistir. Tanimlanan tiim
otomorfizmalar ve tiim Gray dontsiimler altindaki aykiri devirli kodlarin Z,
goriintiisiiniin 2 —pargal1 devirli kod oldugu sonucuna varilmistir. Ugiincii kisimda
aykir1 sabit devirli kodlarin iirete¢ polinomlarini elde etmek i¢in aykiri devirli kodlar
ile arasinda bir izomorfizma kurulmustur. Daha sonra bu izomorfizmadan yararlanarak
aykiri sabit devirli kodlarin iirete¢ polinomu elde edilmistir. Tanimlanan

otomorfizmalar altinda halkadaki her bir birimsel eleman icin aykir1 sabit devirli

kodlarin 7, goriintiileri incelenerek onemli sonuglar elde edilmistir. Dordiincii

kisimda ise MAGMA programindan yararlanarak hesaba dayali sonuglara ulagilmigtir.

. Za [u] <u3 u2> Halkasimin Cebirsel Yapisi

Z,+UZ,+UZ, ={a+ua +u’a, |u*=u’ vea eZ,} halkasi 64 clemanli bir

halkadir. Birimli ve degismeli olan bu halka tez boyunca T, ile temsil edilecektir. T,

halkas1 Zau] <u3 u2> bolim halkasina izomorf bir halka oldugundan

IF

I

Z“[%a u2> seklinde ifade edilebilir. Karakteristigi 4 olan T, halkasinin 21

tane ideali vardir. (1+u) ve (2,u) halkanin maksimal idealleridir. Iki maksimal ideale
sahip oldugundan yar1 lokal bir halkadir. Idealleri kapsama bagmtisma gore
2

karsilastirllamadigindan  zincir olmayan bir halkadir. u? ve 1+3u® halkanin

idempotent elemanlari, {L3,1+ 2u,3+2u,1+u+u?3+u+u?1+3u+u®3+3u+u?l
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+2u%,3+2u%1+2u+2u?3+2u+2u?1+u+3u?3+u+3u?l1+3u+3u?3+3u +3u2}

elemanlar1 ise halkanin birimsel elemanlaridir.

T, tizerinde M uzunlugunda lineer bir C, kodu, T," halkasinin bir T, —alt modiiliidiir.
Bu lineer kodun elemanlar1 kodsoz olarak adlandirilir. a, €Z, ve i=0,1,2 iken T,
halkasinin herhangi bir elemani z =a, +ua, +u’a, seklinde tanimlanir. i =0,1,...m-1

olmak iizere her bir z; =a,; +Ua, +U’a, elemani i¢in z=(2,,2,,...,2,,) kodsdziiniin

polinom formu z(X) =z, +2z,X+2,X* +...z, ;X" seklinde ifade edilir.

i=0,1...,m~1 ve herhangi bir zeT, igin z; =a; +ua +u’a, olacak sekilde T,"
halkasindan Z3" halkasima uzaklig1 koruyan ii¢ farkli Gray doniisiimii asagidaki gibi

tanimlansin.

¢ T, > 75"
(2, +ua, +u%a,) —>(a, +a, +3a,, 38, +3a,+a, )
Bu dontistim,
§iTp >

)_)[ag+af+3a22,...,a3“‘1+a1m‘1+3a;“‘1, J
m-1

(29,2,...,2
3a) +3a) +aj,...,3a0 "+ 3" +a)

seklinde genisletilir.
Bir diger doniisiim,
¢, T, > 72"

(a,+ua, +u’a,) —(a, +a +3a,, 3,+33,+a,)

Bu doniistim,

¢2 :T3m - Zim
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ag+a’ +3aZ,...,a]  +a"t +3a) ",
(Zo’zll“"zm—l)_) 0 0 0 m-1 m-1 m-1
a,+3a, +a,,...,a, +3a  +a,

seklinde genisletilir.

Son olarak tanimlanan ii¢lincii doniisiim ise,
. 2m
¢ Ty, > 7y

(2, +ua, +u%a,) —> (8, +a, +3a,, 38, +a, +3a, )
seklindedir.

Bu doniisiim de

¢ T > 72"

(Zg1ZyyeeeiZpy) > 3 +a) +33;,...,8 +a +3a;,
01 £1s 1 Em—1 3a8+a10+3a(2),“.’3ag]—1+a1m71+3a;n*l

seklinde genisletir.

Teorem 3.1.1. i=1,2,3 olmak iizere tanimlanan ¢, doniistimleri lineer ve uzakligi

koruyan dontistimlerdir.

ispat. Oncelikle ¢, doniisiimiiniin lineer oldugu, daha sonra ise Lee uzakligin
korundugu gosterilsin. a;,b,€Z, ve j=012 iken t = a,+ua +u’a) ve
s, =hy +ub +u’b, olmak iizere, her t= (ttnty), 5=(5,5,..Syy)€T," ve

y,r €Z, igin,

y(ag +ua’ +ual,al +ua11+u2a§,...,ag“‘l+ua1m‘l+u2a;“‘1)+

r(bg +uby +u’by, bj +ub} +u’by,....b +ub™ +u’hy )

¢1(yt1+rs)=¢l
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esitligi diizenlenirse,

¢1(ya8+rb§+u(yaf+rbf)+u2(ya§+rb§), ,yag“‘1+rb(;”‘1+u(ya1m‘1+rblm‘1)+

u?(yag™+ rb;“‘l))

=(yag +rby +ya) +rb +3yap +3rby, .., yag "t +rbf’* + ya" * + " +3yaj " +3r
by, 3yag +3rby +3ya’ +3rb’ + yas +rbhy,...,3yag  +3rby "t + 3y +3rp" +y
a; "+ b))

=(y(a§+a1°+3a3,...,ag“l+a{”‘1+3a;“‘1)+r(bg+b1°+3b§,...,b(;“‘1+blm‘1+3b;“‘1),

y(3a§ +3a, +a§,...,3ag“’l+3a1m’l+a;“’l)+r(3b§ +3b° +by,...,30] " +3 m’1+b2”"1))

=y(ag +a) +3a),...,a0 " +a"* +3a]",3a) +3a +aj,...,3a"  +3a " +a) )+ r (bY

+hy +307,..., 00"+t + 30,300 +30° +bY ..., 305" + 30" + b))

=Y, (t)+rg,(s) elde edilir. Boylece ¢, doniisiimiiniin lineer bir déniisiim oldugu

gosterilmis olur.

¢, donlstimii uzakligt korudugunu gostermek i¢in; t—S=(tO,t1,...,tm_1)—

(SO, S Smfl) oldugu, dontisiimiin lineerligi ve Lee uzaklik tanimini kullanilarak,

-1

W, ((aci, +ua +u2ai2)—(bé +ub} +u2b;))

3

A, ()= w (1-9)= 3w (t,5)-

I
o

m-1

:ZWL(a(‘,—bg+u(a1‘—b1‘)+u2(a‘2—b;))

i=0
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elde edilir. Bu esitlige ¢ Gray doniisiimii uygulandig: takdirde,

-1

3

w, (ag —bj +a} —bj +3a, —30; )+ w, (3a; —30, +3a; — 30} +a; —b; ) =w, (4, (t—s))

1l
o

esitligine ulagilir. ¢ lineer doniisim oldugundan bu ifade w, (¢1 (t)—¢1(s)):
d, (4, (). 4,(s)) esittir

Diger taraftan,

w, (¢, (t-s))= TZ__:WL (4(t-s))= EWL (¢1((a§) +ua) +u?aj ) - (b +ub| +u2b;)))

-1

=3 w, (s b} +u(al -b})+u? (a, ~b}))

i=0

m-1

> w, (a —bj +a} —bj +3a; —3b;,3a, — 30} +3a; — 3] +a; —by )

m

-1 . . . . . p . . . i . .
= w, (ap—bj+a} —bj +3a, —3b; )+ w, (3a; —3b; +3a, - 3b +a; —b})

i=0

elde edilir. Burada w_(a)—bj+a; —bj +3a, ~30}) = min{ [a; —bj +a; b} +3a} -
3b;\,\4_(a;_bg+a;_b;+3a;_3b;)\} ve  w (3a)—30)+3al ~30] +a} —b})=
min{\3ag—3bg+3a1‘—3b1‘ +a‘2—b;\,\4—(3ag—3bg+3a;—3b1i +a‘2—b;)\} oldugu Lee

agirlik tammindan bilinmektedir. Boylece d_(t,s)=w, (¢1 (t— s)) =W, (¢1 (t)-

¢1(s)) :dL(¢51 (1), :dL(¢5l (t),¢1(s)) esitligi elde edilir. Bdylece ¢, doniisiimiiniin

uzaklik koruyan bir doniigiim oldugu gosterilmis olur.

¢, ve ¢, Gray doniisiimlerinin lineer olduklar1 ve Lee uzaklig1 koruduklari da benzer

sekilde gosterilebilir.

]

Not 3.1.1. Tamimlanan ¢, Gray déniisiimlerinin Oklit ve Hamming uzakliklari

korudugu da benzer sekilde gosterilebilir.
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Tamm 3.1.1. Herhangi bir (z,,%,....2,,)€C, iken (10;(z,,).0,(Z),..
O, (Zm_?_)) eC, ise C, kodu T, halkast iizerinde uzunlugu m olan (®;, A)— sabit devirli
kod olarak adlandirilir. 4 =1 iken, T, halkasi iizerinde M uzunlugundaki (@i,/l)— sabit

devirli kod ©, —devirli kod olarak adlandirilir.

3.2. T, Halkas1 Uzerindeki Aykir1 Devirli Kodlarin Cebirsel Yapist

Aykirt devirli kodlar hakkinda bilgi verebilmek i¢in oncelikle T, halkasmnin asikar
olmayan otomorfizmalar1 tanimlanmalidir. i =1,2,3 olmak iizere bu otomorfizmalar
0, seklinde temsil edilsin. Bu durumda T, halkasindan T, halkasina tanimlanan agikar

olmayan otomorfizmalar

@, (a,+ua, +u’a,)=a, +(2+3u)a, +u’a,

@, (a3, +ua, +u’a,)=a, +(2u* +u+2)a, +u’a,

@, (@, +ua, +u’a, ) =a,+(2u° +3u)a, +u’a,
seklindedir. Ve tanimlanan bu otomorfizmalarin mertebeleri 2 ’dir.

T3[X,®i]={ao+a1X+...+am71Xm_1:aieT3, i=01...,.m-1 meN} halkas1 aykiri

polinom halkasi olarak adlandirilir. Bu halkada kullanilan toplama islemi bilinen

toplama islemi olmasina ragmen bilinen c¢arpma isleminin  aksine

(axk )(bxj ) =a®; (b)x“*! seklinde farkli bir garpma islemi tanimlanir. Tanimlanan bu

carpma islemi aykir1 polinom halkasinin degismeli olmayan bir yapida olmasinin en

temel sebebidir. f(X)=q(x)p(X) olacak sekilde bir q(x)eT,[x,®;] polinomu
varsa p(x) el, [X, ®i] polinomuna f (X) polinomunun bir sag boleni adi verilir. Bu

durumda f (X) polinomu p(X) polinomunun bir sol ¢arpani olur. Sol bdlen ve sag
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carpan da benzer sekilde tanimlanabilir. Yapr degismeli olmadigindan sol g¢arpan

kavrami biiylik 6nem arz etmektedir.

Bu bolimde sag bolen kavrami kullanilacaktir ve Ts [X’®%(m 1> boliim halkasi

T, 1le aykirt devirli kodlar da ®, —devirli kodlar ile temsil edilecektir. Diger bir

Ym@i

ifade ile o, (C,)=C, ise T," halkasimn bir T, —alt modiilii ®; —devirli kod olarak

adlandirilacaktir.

Bu boliim halkalar1 p(x), f (x)eT,[x,0,] polinomlari i¢in p(X)( f (X)+<Xm —/1>)
=p(x)f (x)+<xm —}L> tanimlanan garpma islemine gdre bir T,[x,©,]-sol

moduldiir.

m-1

T," halkasindan LT halkasina (Z,, Z,,..., 2y, ) = Zy+Z,X+-+ Z, X" olacak
I

sekilde bir T, —modiil izomorfizmasi tanimlansin.

Tamm 3.2.1. T, halkasinda uzunlugu M olan aykuri lineer C; kodu, T,[x, ©,] halkasi
iizerinde derecesi M olan bir polinom f (X) olmak iizere, Ts [X’®% f(x) o sol

modiiliiniin bir T,[X,®, | -sol alt modiiliidir.

Teorem 3.2.1. Tg,m@_ boliim halkasi,

a(X)(2y(X),2,(X) o s 2y (X)) = (@(X) 25 (%), () 2, (X) - @ (X) 2,4 (X))

ile tanimlanan ¢arpma islemi altinda bir T3’m® —alt modiildiir.

ispat. z(X)=(2,(x),z,(X),-.-.2,5(X)) ve t(X)=(t,(X),t;(X),---,t, 5 (X)) olmak
tizere, her a(X),ﬁ(X)eT&m@_ ve her z(x),t(x)eT.

3,m
i ®i

i¢in;
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i (a+p)z=(a+p)(20 211 2y)

(azy+ Bzy,02,+ Bz,,...,az, , + 7, ,)

=(azy,az,,...,az, ) +(B2,, fz.,.... 7, ) =az+ pz
i a(z+t)=a(z,+t, 2+t .., 2, +Hy)
=(az,+aty,az, +at,,...,az,  +ot, ;)
=(az,,az,,...,az, ) +(aty,aty,....at, ) =az+at
i.  a(Bz)=a(Bz,P2,.... P1n.)=(afz,,0B,....0f, ,)
=af}(20,2,,--. 2,4 ) = (P17

Iv. 1T3,m®_ z=1
1

sartlar1 saglandigindan T3'm®' boliim halkas1 T, [X, 0, ] —sol modiiliiniin bir T3Ym®. —sol

alt moduludir.

Teorem 3.2.2. T, , | halkas1 iizerinde M uzunlugundaki C,; kodunun ©, —devirli kod

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, kodunun bir T3’m®. —sol modiiliiniin T, [x, G)i]—

sol alt modildiir.

Ispat. C, kodunun T3Ym®_ tizerinde O, —devirli kod ve z (X) =, + QX +...++0, X"

olacak sekilde z(x)eC, olsun. C, kodu Tym, bOlim halkasimn bir alt grubu

oldugundan  7,(x),z,(x)eC, polinomlar1 i¢in z,(x)—2z,(x)eC, oldugu
sdylenebilir. C; kodu ©; —devirli kod oldugundan Xz(x) polinomu da C, kodunun

bir elemani olur. Ayni sekilde X(XZ(X)) polinomunun da C; kodunun bir elemani
oldugu elde edilir. Benzer sekilde devam edilmesi durumunda 0 *dan biiyiik esit her |

degeri igin X' Z(X)€C3 elde edilir. C, kodu lineer kod oldugundan T3[X,®i]

halkasindan alinan herhangi bir r(x) polinomu i¢in r(x)z(x) polinomu da C,
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kodunun bir elemani olur. Dolayisiyla C, kodu T3'm®_ boliim halkasinin bir T, [X, O, ] -

sol alt modiili olur.

Diger taraftan, C, kodunun Tome, —sol modiiliiniin bir T3[X,®i]—sol alt modiili

oldugu kabul edilsin. Alt modiil sartindan C; kodu T3Ym®. boliim halkasinin bir alt

grubuve T, [X, G, ]halkasmdan alan her X elemaniiginde Xz (X) € C, olacak sekilde

z(x) e C, meveut olacagindan C, kodu bir ©; — devirli kod olur. 0

Onceki boliimde detayl bir sekilde belirtildigi {izere, T, halkasindaki devirli bir kodun

irete¢ polinomunu olusturmak i¢in Cin Kalan Teoremi kullanilacaktir.

Cin Kalan Teoremi’nin kullanilabilmesi i¢in oncelikle T, halkas: ayristirilmalidir. ‘R
ve 3 kodlar lineer iki kod olmak iizere @ isleminin RE I={d+w | d e R, we T}

seklindeki tanimlamasi dikkate alinarak T, halkas1 agagidaki gibi parcalanabilir.
T, =U’T, @ (1+30° )T, =u’Z, ®(1+3u°)(Z, +UZ,)

Burada Tanim 2.2.2. ve Teorem 2.2.1.den hareketle Z, +UZ, halkasinda u®> =0 iken

calistig1 unutulmamalidir. T, halkas: tek minimal ideale sahip lokal halkalarin direkt

toplamu olarak yazilabildiginden bir Frobenius halkadir.

R kodu iizerinde, I koduise Z, +UZ, itizerinde uzunluklart M olan lineer kodlar olmak
tizere, R :{t+ y+he Z4m‘t+uy+u2h € C3} ve Sz{t+uye (Z,+uZ,)" |t+uy+
u’he C3} olarak tanimlansin. Béylece T, halkasi lizerinde uzunlugu m olan lineer kod

tek tiirlii olarak C, =U’R® (1+3u®)3J seklinde belirlenir.

Tim bu agiklamalar 15181nda;
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Teorem 3.2.3. C, kodu T, halkas: {izerinde lineer bir kod ve R kodu Z, lizerinde m
uzunlugunda bir kod, 3 kodu da u? =0 iken Z, +UZ, iizerinde M uzunlugunda bir
kod olmak iizere C, =U*R® (1+3u°)J olsun. Bu durumda C, kodunun ©, — devirli kod
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R kodunun Z, iizerinde, J ise Z,+UZ, tzerinde

©, —devirli kod olmasidir.

ispat. i=0,1...,m-=1 olmak lizere Z=(ZO,Zl,...,Zm_l)eC3 ve Z; =u2pi +(1+3uz)vi
olsun. Pp=(pPy, Pps--» Ppy) €ER ve i = 0,1,...,m-1 iken v, =a +ub, olacak sekilde

V=(V,V;,...,V, ) €S meveut olsun. C, kodu ©,—devirli kod oldugundan
(u?py +(1+30% Vg, uPp, +(1+30% )V, ..., UPp, (1430 ), ) €C, iken (O, (7
Pt + (14302, ). O (u? P +(1430%)Y, )., ©, (uzpm_2+(1+3u2)vm_2))ec3
elde edilir. Bu ifade diizenlendigi takdirde u*(®;(p,).0;(P,),--©;(Pp))®
(1+3u%)(0; (Vs )1 ©; (Vo ) -1 ©; (Vi) ) €Cy bulunur. Buradan da
Wo, p+(1+3u°) o,V eC, ifadesine ulasilir. o, (u2p®(1+3u2)v)=u20®i p+(L+

3u%) o,V oldugundan R ve I kodlar ©, - devirli kodlardur.

Tersine R ve I kodlart ©, —devirli kodlar olsun. Bu durumda devirli kod tanimi

geregi peR iken o, peR ve veI iken o,veI elde edilir Burada
U’o,, p+(l+ 3u2)0'®iv ifadesi 0 (2,2,---12,,) ifadesine esit oldugundan

o, P+(1+3U°) o v € UPR+(1+3U°) 3 yani o, p+(1+3u?) o, v € C, sonucuna

ulagilir. Boylelikle C, kodunun O, —devirli kod oldugu ispatlanmis olur. O

Teorem 3.2.4. C, =U’R® (1+3u*)J kodu u® =u? iken T, iizerinde uzunlugu M olan

bir ®, —devirli kod olsun. Bu durumda ‘R kodu Z, iizerinde ve 3 koduise Z, +UZ,
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iizerinde devirli birer kod olmak iizere i =1,2,3 i¢in X" —1= f; (x).h (x).w (X) olacak

sekilde C, kodunun iirete¢ polinomu,

Cy =(u (£, (x)(h (x)+2))) @ ((1+3u){ f, (¥)(y (x) +2)+uf,, (X) (M, (x) +2),
uf, (x)(hy (x)+ 2)>)

seklindedir.

ispat. 63:(u2<fl(x)(hl(x)+2)))@((1+3u2)<f2(x)(hz(x)+2)+uf1,2(x)(hl,z(x)+
2),uf (x)(hy (x)+2))) olsun. C,; = C, ve C, = C, ifadeleri gosterildiginde istenilen

elde edilmis olacaktir. % =(f,(x)(h,(x)+2)) ve I=(f,(x)(h,(x)+2)+uf,,(x)
(hy, (x)+2), ufy(x)(n, (x)+2)) oldugundan C, = C, oldugu agiktir. Diger yandan
3

u’=u’? iken U*R= u263 ve (1+ 3u® ) 3= (1+ 3u? ) 63 esitlikleri saglandigindan

U*R @ (1+3u®)I c C, ifadesi elde edilir. Bylece C, = C, bulunur. o

Teorem 3.2.5. C, =U’R® (1+3u*)J kodu T, halkasi iizerinde m uzunlugunda ©, —

devirli kod olsun. 7, (x) polinomu R kodunun, (z,(X),7,(x)) ise I3 kodunun iireteg
polinomlar1 olmak iizere C, kodunun iirete¢ polinomu C, = <u22'1 (x), (1+ 3u2)
(z,(x),7, (x)>> seklindedir. Bu iirete¢ polinomu diizenlenirse C, = <u271(x),

(1+3u%) 7, (x), (1+3u%) 7 (%)) elde edilir.

Ispat. Z, {izerindeki aykir1 devirli kodun iireteg polinomu R = < fl(x)(hl(x)+2)>,
u?=0 iken Z,+UZ, iizerindeki aykirn devirli kodun iirete¢ polinomu
S=<fz(x)(hz(x)+2)+uf1’2(x)(hl’2(x)+2), ufs(x)(hg(x)+2)> ve C,=U'R®

(1+ 3u? ) 3 oldugundan,
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C, :{z(x) =u%r (x) 7, (X) +(1+3u%) 1, (X) (7, (X) 75 (X)) : rl(x),rz(x)eT3[x,®i]}
elde edilir. Buradan C, g<uzz'1(x)+(l+3u2)<2'2(X),TS(X)>>gT&m@i oldugu agiktir,
Tersine, yl(x),yz(x)eTsvmei iken uzyl(x)rl(x)+(1+3u2)yz(x)<rz(x),r3(x)>
ifadesi (U7, (x),(1+3u%)(r, (x),7,(x))) idealinin bir elemamdir. Bu sebeple
T,[x,©;] halkasindan alinan b, (X) ve b, (X) polinomlari igin u®y, (x)=u’, (x) ve
(1+3u2)yz(x):(1+3u2)b2(x) esitlikleri saglanir. Bdylece <u2r1(x),(1+3u2)
(r,(x),75(x))) ideali C, kodunun bir alt kiimesi olur. Buradan hareketle

Cy = (u?z, (%), (1+3u°)(7, (x), 75 (x))) esitligi elde edilir. g

Teorem 3.2.6. ‘R kodu Z, halkasi, 3 kodu ise Z,+UZ, halkas: iizerinde O, -
devirli kodlar; 7,(X) ve <rz (X),z-3(x)> polinomlar1 da sirastyla bu kodlarin iireteg
polinomlari olsun. Ayrica C, kodu da C,=u*R® (1+3u®)J seklinde yazilsi. Bu
durumda T,[x,©,] halkasinda 7(Xx) =uzrl(x)+(l+3u2)(z'2(X)+2'3(X)) olacak

sekilde C, kodu iireten bir 7(X) polinomu vardir ve bu 7(x) polinomu X" -1

polinomunun bir sag bdlenidir.

Ispat. Onceki teoremden hareketle C, = <u 27, (X), (1+ 3u? ) (z,(X). 7 (x)>> esitligi ele

alinsin ve T(X)ZUzrl(X)+(l+3U2)(Tz(X)+T3(X)) olsun. Bu durumda<r(x)>gC3

oldugu asikardir.

Diger taraftan U’r,(X)=u’r(X) ve (1+3u2)(72 (X)+7,(x))= (1+3u2)r(x)
esitlikleri saglandigindan C, <r(x)> elde edilir. Bdylece C, = <T(X)> esitligi elde
edilir. 7, (X) ve (1'2 (x)+13(x)) polinomlari sirastyla 7, [X,@i] ve (Z, +UZ4)[X,®i]

halkalarinda X" —1 polinomunun monik bélenleri oldugundan b, (x),b, (x) €Tamg,
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olmak iizere X" —1=h, (X)7,(X)=b,(X)(7,(X)+7;(x)) seklinde yazilabilir. Buradan,
(uzbl(x)+(1+3u2)b2(x))r(x)=(uzbl(x)+(1+3u2)b2(x))(uzrl(x)+(1+3u2)(rz(x)
+7,(X))) = uzbl(x)rl(x)+(1+3u2)b2 (%)(7 (X) +75(x)) =u? (X" =1)+ (1+3u® ) (x" -

1) = X" —1 esitlikleri elde edilir. Boylece T(X) polinomu X" —1 polinomunun bir sag

boleni olur. g

i=1,2,3 iken, aykir1 devirli 6teleme operatdrii o, , 2—parcali devirli kod operatdrii

v, ve T," halkasmndan Z3" halkasina tanimlanan Gray ddniisiimlerin de ¢ oldugu

hatirlatilarak asagidaki dnermeler ve teoremler verilebilir.

Onerme 3.2.1. Herhangi bir ZET3[X,®i]m ve i,j=12,3 icin @0, (Z)=U2 ¢j(z)

esitligi elde edilir.

Ispat. i=1,2,3 iken T, [X, O, ]m tizerinde z = (ZO, Zyens mel) kodu ele alinsin. Burada

a, ez, ve j=0,1,...,m-1 olacak sekilde Z; = a& +ualj +u2azj ile ifade edilecektir.

Bu durumda,

¢1(z)=(a8+a1°+3a3,...,ag“‘1+a1m‘l+3a;‘“1,3ag +3a] +a§,...,3a€“‘1+3a1m‘1+a;‘“1),
#(2)

¢3(z)=(a§,J +a) +3a),...,a0 " +a " +3a) ", 3a) + &, +3a§,...,3a5“‘1+a1m‘1+3a;“‘1)

01a’+3a%,...,am+a"™ +3a" a’ +3a’ +a?,...,a" +3a"t +a™) ve
8, +a, +38,,...,8, +a a, 8, +3a +a,,...,8 a " +a,

oldugundan,

L, ¢1(Z):[

m

alt+a ™t +3a) ", ad +a +3ay,...,a) +a r +3a) 7,
3] +3a" " +a)

33 +3a’ +a),...,3a)  +3a" F +a) ’

at+at+3a) ", a) +a) +3a),...,. a0 C +a C +3a) 7,
UZ ¢2 (Z) = m-1 m-1 m-1 0 0 0 m-2 m-2 m-2 ve
a, +3a +a, ,a,+33 +a,,....a, +3a “+a,
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alt+a" +3a) ", aj +a) +3a),...,a) C+a 2 +3a) 7,

m-2

o o0 0 a0 , elde edilir.
3a;  +a +3a;, 33, +a, +3a,,...,3a; " +a  +3a,

uz¢3(z)=[

Diger taraftan, o (z)= (@i (2,4).0:(2,).90,(2).-...0;(Z,, )) bilgisi kullanilarak,
o6, (2)= (ag"1 +2a +u3at +ufa), ag +ua) +utay,...,,a) C +ua +u2a;”’2),

oo, (2)= (ag“l +2a" " +ua" ™t +u? (2.311'“‘1 + a;"‘l),ag +ua) +u®ay,...,al ?+ua +

2 m-2

u’aj?) ve

oo, (2) = (ag“‘1 +u3a +u? (Zaf“l + a;“‘l) ,aj +ua’ +u’ad,...,al ? +ua/" " + u2a2m‘2)
ifadelerine ulasilir. Buradan hareketle

alt+a " +3a) " a) +a) +3a),...,a0  +a 2 +3a) 7,
3] +3a" " +a)*,3a) +3a) +a),...,3a)  +3a" * +a) 7, ’

o 0

alt+a" ™ +3a) " a)+a) +3a),...,a0 C +a 2 +3a) 7,
gt +3" +a) ) +3a) +a),..., a0 +3a P +a) ’

9, O, (Z):(

alt+a' "t +3a) " a) +a) +3a),...,a)  +a 2 +3a) 7,

m-2

elde edilir.
3] +a "t +3a) ", 3a) +a) +3a),...,3a) * +a * +3a) J

P, O, (Z):(

Boylece i, j =1,2,3 i¢in ¢, o, (Z) =0, 9, (Z) esitligi saglanir. o

Bu 6nerme sonucunda agagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 3.2.7. C, kodu T, halkasi iizerinde uzunlugu m olan aykir1 devirli bir kod
olsun. Bu durumda T, halkas1 iizerindeki aykir1 devirli bir kodun tiim Gray

dontisiimleri altindaki goriintiileri Z, iizerinde 2m uzunlugunda 2-—pargal1 devirli

koddur.

Ispat. i=1,2,3 icin C, kodu T, halkas1 iizerinde M uzunlugunda aykir1 devirli kod
olsun. Bu durumda o, (C;)=C; seklinde ifade edilir. Her iki tarafin istenilen Gray

doniisiim altindaki goriintiisii alindiginda elde edilen esitlikte Onerme 3.2.1. te

kullamlarak ¢, o, (C;)=0v,4,(C;)=¢,(C,) elde edilir. Bdylece pargali devirli
kodun tanimi geregi ¢ (CS) Gray gorintiileri Z, iizerinde 2m uzunlugunda 2—

parcali devirli kod olur. =
3.3 T, Halkasindaki Aykir1 A — Sabit Devirli Kodlar

Bu béliimde aykir1 devirli kodlarin cebirsel yapisindan yararlanarak aykiri sabit devirli

kodlar elde edilecektir. Gerekli tanim ve teoremler verildikten sonra izomorfizma

yardimiyla iirete¢ polinomu elde edilecek ve halkanin tim birimsel elemanlari i¢in Z,

goriintiileri incelenecektir.

Bu béliim boyunca T3[X’®y m boliim halkas: T, , ile temsil edilecek,
<X"-A> Moy,

aykirt  A—sabit devirli kodlar da (©,,4)—sabit devirli kodlar seklinde
isimlendirilecektir. Diger bir ifade ile p, ,(C;)=C, ise T,” halkasinmn bir T, —alt
moduli (@i , l)— sabit devirli kod olarak adlandirilacaktir. A =1 olmasi durumunda

(6, /1) — sabit devirli kodun ©, —devirli kod olacag1 unutulmamalidir.

Teorem 3.3.1. Ts,mg_ i boliim halkasi,

a(X) (22,3 (%) 2 (X)se e 2y (X)) = (@ (X) A 25 (X), 2 (X) 29 (X) s (X) 2,5 (X))
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ile tanimlanan ¢arpma islemi altinda bir T3Ym® , —modiildiir.

Ispat. Teorem 3.2.1.’in ispatina benzer sekilde yapilir.

Teorem 3.3.2. T, halkasi tizerinde uzunlugu m olan C, kodunun (©;,1)— sabit

devirli kod olmasi i¢in gerek ve yeter kosul C, kodunun bir Tym,, , —sol modiiliiniin

T,[X, ©,]-sol alt modiiliidiir.

Ispat. C; kodunun (©;,4)— sabit devirli kod ve z(x)eC; oldugu kabul edilsin. C,

kodu T3'm®_ i boliim halkasinin bir alt grubu oldugundan Zl(X),Zz(X)eC3

polinomlart i¢in z,(X)—2z,(x)€C, oldugu sdylenir. C, kodu (®;,1)— sabit devirli
kod oldugundan ﬂ,XZ(X) polinomu da C, kodunun bir eleman: olur. Aynmi sekilde
AX (lx z (X)) polinomu da C, kodunun bir eleman1 oldugu elde edilir. Benzer sekilde
devam edilmesi durumunda 0 ve 0 ’dan biiyiik her i degeri igin A'X' Z(X) eC, elde
edilir. C; kodu lineer oldugundan T3[X,®i] halkasindan alinan her I’(X) polinomu
icin r(x)z(x) polinomu da C, kodunun bir elemani olur. Dolayisiyla C, kodu

Tom, , bOlim halkasmimn bir T,[%,©,]-sol alt modiilii olur. Diger taraftan, C,

kodunun Ts,m@ i boliim halkasinin bir T, [X, 0, ] —sol alt modiilii oldugu kabul edilsin.

Alt modiil sartindan C; kodunun Tom, , bOlim halkasinin bir alt grubu, z(x)

polinomu C; kodunun bir elemani ve T, [X,@i]—halkasmdan alinan her X elemani

i¢cin Axz(x)eC;, olacagindan C, kodu bir (®;,1)— sabit devirli kod olur. o

Halkadaki birimsel elemanlar tek kuvveti kendisi ¢ift kuvveti ise 1’e esit olanlar ve

karesi 1+2u+2u® dolayisiyla da dordiincii kuvveti 1’e esit olanlar seklinde ikiye

ayrilmaktadir. Bu bilgi 15181nda asagidaki 6nerme ve sonuclar ortaya ¢ikmaktadir.
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Onerme 3.3.1. Tym, halkasindan T, halkasina

. Karesi 1 olan birimsel elemanlar igin, &(z(X))=2z(4x) olacak sekilde bir &
doniisiimii tanimlansin. Her bir ©; otomorfizmasi ve T, halkasindaki tiim birimsel

elemanlar icin m uzunlugu tek uzunluk olmak kaydiyla bu doniisiim bir halka

izomorfizmasi olur.

Il Karesi 1+2u+2u® olan birimsel elemanlar igin &(z(x))=1z (fx) olacak sekilde

bir & doniisiimii tanimlansin.
I. ©, otomorfizmalarinin kullanilmas: halinde T, halkasindaki tim birimsel

elemanlar i¢in M uzunlugu tek uzunluk,

ii. ©, ve O, otomorfizmalarmin kullanilmasi durumunda ise M uzunlugu k € Z

olmak tizere m=4k +1 uzunlugunda

olmak kaydiyla bu doniisiim bir halka izomorfizmasi olur.

Ispat. ¢ doniisiimiiniin bir halka izomorfizmas1 oldugunu gostermek icin iyi

tanimlilik, birebir, 6rten ve halka homomorfizmasi oldugunu goéstermek gerekir.

Iyi tanimlilik:

i.  Karesi 1 olan birimsel elemanlar i¢in;
Vv b(x), ¢(x)eT,,, ~i¢in b(x)=c(x) (mod x"-1) iken &£(b(x))= &(c(x))

(mod X" —l) olmalidir.

b(x)=c(x) (mod x"-1) ise b(x)=(x"-1)g(x)+c(x) seklinde ifade edilir.
X > AX yazilirsa, b(ﬂx) = ( (ﬂ.x)m —1)q(/1x)+c(/1x) ifadesi elde edilir. Burada 1
yerine A° yazildig1 takdirde (/1 X" =2 2)q(ﬂx)+c(ﬂ,x) = /1( X" —/I)q(ﬂx)+c(lx)

elde edilir. Buda & (b(X)) =£ (C(X)) (mod N l) demektir. Yani, & déniisiimii iyi

tanimlidir.
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ii. Karesi 1+2u+2u’® olan birimsel elemanlar igin;
¥ b(x), ¢(x)eT,,, isin b(x)=c(x) (mod x"-1) iken &(b(x))=&(c(x))

(mod X" — /12) olmalidir.

b(x)=c(x) (mod x"-1) ise b(x)=(x"-1)g(x)+c(x) seklinde ifade edilir.
X+> A*X yazilirsa, b(A%X) = ( (ﬂzx)m —1)q (A°x)+¢(A°x) ifadesi elde edilir. Burada
1 yerine A" yazildig takdirde (A% x™—2*)q(2°x)+c(A°x) =2 (x" - 2%)q(2°x)+
¢(4X) elde edilir. Bu da £(b(x))=¢&(c(x)) (mod X" —4%) demektir. Yani, ¢

dontigiimii 1yi tanimlidir.

Birebirlik:

i.  Karesi 1 olan birimsel elemanlar i¢in;

v b(X)7C(X)€T3,m®i i¢in §(b(x))=§(c(x)) (mod xm—/i) olmasi durumunda

b(x)=c(x) (mod X" —1) olmalidur.

£(b(x))=¢&(c(x)) (mod x™—2) yani b(Ax)=c(Ax) (mod X" - 1) olarak yazilr.
Bu ifade b(Ax)=(X"-1)q(Ax)+c(Ax) anlamma gelir. Buradan hareketle,
X>AxX  yazlirsa b(x)=A(X"-1)q(x)+c(x) ifadesi elde edilir Bu da
b(x)=c(x) (mod x" —1) olmas anlamina gelir. Boylece ¢ déniisiimiiniin birebir bir

dontisiim oldugu soylenir.

ii. Karesi 1+2u+2u’ olan birimsel elemanlar i¢in;

v b(x), C(X)ETS,mG_ icin cf(b(x)):f(c(x)) (mod X" —/12) olmas1 durumunda

b(x)zc(x) (mod X" —1) olmalidir.
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§(b(x)) =¢(c(x)) (mod X" —ﬂz) yani b(ﬂ,zx) = C(ZZX) (mod X" —/12) olarak
yazilir. Bu ifade b(/lzx) = (xm —Az)q(lzx)+c(lzx) anlamima gelir. Buradan
hareketle, X > A°X yazilirsa b(x)= /12( X" —1)q(x)+c(x) ifadesi elde edilir. Bu

da b(x)=c(x) (mod X" —1) olmas1 anlamina gelir. Boylece ¢ ddniisiimiiniin birebir

bir doniistim oldugu sodylenir.

Ortenlik: Tanimlanan ¢ déniisiimleri sonlu ve birebir bir déniisiim oldugundan

Ortendir.

Homomorfizma: V b(x), c(x) €T, ,_ icin f(b(x)+c(x)):§(b(x))+§(c(x)) ve

& (b ( X) c ( X)) =£ (b ( X)) & (C ( X)) olmalidir. Gerekli diizenlemeler yapildiginda,

i.  Karesi 1 olan birimsel elemanlar i¢in;
£(b(x)+c(x))=&((b+c)(x))=(b+c)(Ax)=b(Ax)+c(Ax)=&(b(x))+&(c(x))
£(b(x)e(x)) = £((0) (x)) = (be) (1x)=b (Ax) c(x) = £ (b(x)) £(c(x)) ve

ii.  Karesi 1+2u+2u® olan birimsel elemanlar igin;
£(b(x)+c(x))=&((b+c)(x))=(b+c)(A°x)=b(A°X)+c(2°x)=&(b(x))+&(c(x))
£(b(x)c(x))=£&((bc)(x))=(bc)(A°x)=b(2°x) ¢(4*x) = &(b(x)) £(c(x))

esitlikleri elde edilir. Boylelikle ¢ doniistimleri bir halka homomorfizmasidir.

Bu ispat incelenirken kullanilan otomorfizmalar i¢in farkli uzunluklarin mevcut
oldugu dikkate alinmalidir. Aksi takdirde izomorfizma saglanmayacaktir. Yukarida da

gosterildigi gibi tanimlanan ¢ doniistimleri iyi tanimli, birebir, 6rten ve halka

homomorfizmasi oldugu i¢in bir halka izomorfizmasidur. =

Bu 6nermenin sonucunda agagidaki sonug edilir.
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Sonu¢ 3.3.1. Yukaridaki Onermeden yararlanarak T3’m®' halkasinin idealleri ile

Tomg, halkasimnin idealleri arasinda birebir bir iliski vardir.

Onerme 3.3.2. C, kodu T, halkasi iizerinde M uzunlugunda lineer bir kod ve
E(ZO, 2y Zyy) =(ZO, Az, 2%z, ..., lm_lszl) olsun. Bu durumda C, kodunun

devirli bir kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C, kodunun £ doéniisimii altindaki

goriintlisiiniin T, halkasi izerinde M uzunlugunda A — sabit devirli kod olmasidir.

ispat. C, kodunun devirli bir kod oldugu kabul edilsin. Bu durumda
(ZO, Zh. . ., Zm_l) eC, iken (Zm_l, Zoy Zjyeens Zm_z) de C, kodunun bir elemanidir.
(Zo, 2,--12Z,4)  kodunun & doniigimii  altindaki  goriintiisii  alinirsa
(20,42, 2,,...,2,,) € E(C;) elde edilir. Po. . ifadesi aykirt A —sabit devirli dteleme
operatdrii olmak iizere, C; kodunun £ doniisiimii altindaki goriintiisiiniin A — sabit
devirli bir kod olmast i¢in (12, 1,2y, 42,2412 ,) = Po. (E (C3)) olmasi gerekir.
Bu da A(z,,,4%, 2,-..,2,, ,) anlamma gelir. Ap, , (E(CS)):(Zm_l,lzo,zl,...,
2, ,)€&(C;) olup &(C;) te bir ideal oldugundan p, (é? (Cg)) e £(C,) elde edilir.

Boylece C, kodunun & doniisiimii altindaki goriintiisiiniin A —sabit devirli kod

oldugu ispatlanmis olur. =
.| Karesi 1 olan birimsel elemanlar icin, AX
| Karesi 1+ 2u + 2u? olan birimsel elemanlar icin, A2x

olacak sekilde, Teorem 3.2.4. ve ¢ halka izomorfizmas: kullanilarak T, halkas1

tizerinde uzunlugu M olan (@i : l) — sabit devirli kodlarn iireteg¢ polinomu asagidaki

gibi ifade edilir.
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Teorem 3.3.3. C, =u*R® (1+3u*)J kodu T, iizerinde uzunlugu m olan (6,,1)—
sabit devirli bir kod olsun. Bu durumda;

i. =123 i¢in X" —1=f (x).h(x).w (x) olmak iizere C, kodunun iirete¢

polinomu,

C,=(u*( fl(f()(hl(i)+2)))@((1+3u2)< f, (%) (h, (X)+2)+uf,, (%) (h, (X)+2),
uty (%) (s (%) +2)))

seklinde ifade edilir.

ii.  Diger bir ifade ile, en klasik yontem olan ve hesaplamalarda siklikla kullanilan

formuyla C, kodunun iirete¢ polinomu, i=12,3 i¢in X" —A= f,(x).h(x).w ()

olacak sekilde,

Ca = (u* (£, () (R (x)+2))) @ ((1+3u” ) (£, (x) (n (x) + 2) + uf,, () (ny (%) +2),
uf3(x)(h3(x)+2)>)

seklindedir.

Teorem 3.3.4. C, =U’R® (1+3u*)J kodu T, halkasi iizerinde M uzunlugunda ©, -
devirli kod olsun. 7, (X) polinomu R kodunun, <rz(>~(),r3()”()> ise 3 kodunun iirete¢
polinomlar1 olmak lizere C, kodunun lireteg polinomu

Cy =(u?z, (%), (1+3u°)(7, (), 75 (X)) seklindedir. Bu iireteg polinomu diizenlenirse

Cq = (U7, (%), (1+3u%) 7, (X), (1+3u%) (%)) elde edilir.

Teorem 3.3.5. R kodu Z, halkasi, 3 kodu ise Z,+UZ, halkas: iizerinde O, —
devirli kodlar; 7,(X) ve <Z'2 ()?)73()?)> polinomlar1 da sirasiyla bu kodlarin iireteg

polinomlart olsun. Ayrica C, kodu da C, =u’R® (1+3u*)J seklinde yazilsin. Bu

durumda T,[x,©,] halkasmda 7(X)=u’r,(X)+ 1+ 3u2)(z'2 (%X)+7, ()~()) olacak
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sekilde C, kodu fireten bir T(f() polinomu vardir ve bu T(Y() polinomu x" -4

polinomunun bir sag bolenidir.

Not 3.3.1. Teorem 3.3.3., Teorem 3.3.4. ve Teorem 3.3.5.’in ispatlari, sirasiyla, Teorem

3.2.4., Teorem 3.2.5. ve Teorem 3.2.6.’nin ispatlarina benzer sekilde yapilir.

Boliim 3.1.°de tanimlanan ¢ Gray doniisiimleri yardimiyla T, halkas: iizerindeki

(©;,4)— sabit devirli kodlarin Z, gdriintiileri incelensin.

i1=12,3 olmak iizere; p, aykirt A—sabit devirli 6teleme operatorii, v, 2—pargal
devirli kod operatdrii ve T,” halkasindan Z3" halkasinda tamimlanan Gray

dontisimlerin de ¢ oldugu hatirlatilsin. Asagida verilen teoremler ve Onermeler,

onemli gozlemlerin sonuglarinin birer yansimasidir. Halkadaki tiim birimsel

elemanlarin Z, gorintiileri incelenecektir.

Onerme 3.3.3. i=1,2,3 iken herhangi bir zeT,[x,0,]" i¢in, =3, 1+2u, 1+2u?,

3+2u+2u’ olmak iizere ¢ p,, ,(2)=0¢(2) esitligi elde edilir.

ispat. T,[x,0,]" iizerinde z=(2,,%,...,Z,,) kodu ele alinsin. Burada a, €Z, ve
j=0,1...,m—1 olacak sekilde z; =a] +ua/ +u’a] ile ifade edilecektir. Bu durumda,
p®i13(z):(3®i(szl),®i(zo),®i(zl),...,®i(zm72)),
p®iyl+2u(z):((1+2u)®i(szl),(ai(zo),®i(zl),...,®i(zm,2)),

Po 12 (2)=((1+207)0,(2,,).0,(2,),0, (2, 0, (2, ,)).

Po 3izun (2)=((3+20+20%)0,(2,,),0,(2,),0,(2),+,0, (2,,))

bilgileri kullanilarak,
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Po,s(2)= (3a(’,“’1 +2a" " +ua™ "t +u?3a) ", a) +ual +u’al,...,al  +ua"’ +u’a) ) ,

P2 (2)= (a{)“’l +2a™* +u(2ag“’l +3a1”"1)+u2 (Zaf“’1 +3a§"1), a’ +ua’ +u’al,...,

a2 +ua"? ++uta) ) ,

Po, sia (z)= (ag”*l +2a" ™t +u3at +u’ (ZagH +2a" ™t + 3a;“*1) ,aJ +ual +u’al,...,

a2 +ua™? +u%a? )

Po siaune (2)=(385 "+ 28 +u(2af "+ &) +u” (285 +3a] ), af +ua) +u%ay,

1

el +ua? +ulal? ) 4

,o®2’3(z)=(3ag‘*1+2a1”"1+u3a1m’l+u2 (27 +3a]"), ag +uay +u’ay, ..., ag’ +u

a1m_2 + uZaén—z ) ,

m-2

Po, 1.2 (z):(a{)“‘l+Za{“‘l+u(2ag“‘1+a1m‘1)+u23a;“‘l, aj +ua) +u’ay, ..., ag > +u

aim—z +u2a;n—2)’

Po, on (z):(ag“‘l+2a1m‘1+ua1m‘1+u2(2ag“‘l+3a2“1), ad +ual +ual, ..., ar > +u

aim—Z T uza;n—z ) ,

Do o (2)= (380 + 200 (2043070 (20 20 +3a7), o+

ual +u’ay, ...,al > +ua/" +u2a;“‘2),

p®3,3(z):(3ag“‘1+ua1m‘1+u2(2a1m‘1+3a§“1), a) +ua +u’al, ...,a’? +ua"’ +u
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p®3’1+2u(z)=(ag”’l+u( a)t+3a" ) +u3a)t, ag +uaf +u’ay, ..., ag t+uat +u’

ar? )

Posa (2)= (ag‘*1 +uda"t +u” (285 +3a]), ap +ua +u’ay, ..., ap C +ua +

uza? )

Po, sizusav (2)= (Ba{,“’l +u(2a) +at)+u(2a) + 23/ +3a) ), ag +ua) +u’

a, ..., +ua" "t + uza;“’z) esitlikleri elde edilir. Buradan hareketle,

¢1(z)=(a8+a1°+3a3,...,ag“‘1+a1m‘l+3a§“1,3ag +3af+a§,...,3ag“‘l+3a1m‘1+a2““1)

Gray doniisiimii de kullanilarak,

6 Po, 1 (200220 1) = (3807 +3a  + &) &) +2) +38),..., &0 7 +at +38) 7,

ag '+a ' +3a; ", ag+3a)+ay, ..., 38y T +3a "+ a;"_z) sonucuna ulasilir.

Diger taraftan, ¢ Gray doniisiimii kullanilarak,
od(z)=(3a)" +3a " +a) !, &g +a +3a), ..., & C+a *+3a) 7, )t +a "t +3

aj™, 3a) +3af +ay, ..., 35" +3a"* +a;?) elde edilir.
Boylece i=1,2,3 i¢in ¢ p, ,(2)=0¢(2) esitligi saglanir. o

Bu 6nerme sonucunda agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3.6. C, kodu T, halkasi lizerinde m uzunlugunda (G)i,ﬂ,)—devirli kod

olsun. Bu durumda A=3,1+2u,1+2u% 3+2u+2u* olmak iizere T, halkasi
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tizerindeki (G)i , l)— sabit devirli bir kodun tanimlanan ¢ Gray doniisiimii altindaki

goriintlisii Z, tizerinde 2m uzunlugunda devirli bir koddur.

Ispat. i=1,2,3 i¢in C, kodu T, halkasi iizerinde m uzunlugunda (®;,1)— devirli

kod olsun. Bu durumda pg, ,(C,)=C, scklinde ifade edilir. Onerme 3.3.3.
kullanilarak ¢ p, , (C;)=0¢(C;)=¢(C;) elde edilir. Bu da (©;, 1)~ sabit devirli

devirli kodun ¢ (C,) gorintiisiiniin, Z, iizerinde 2m uzunlugunda devirli kod

olmasidir. g

Onerme 3.3.4. i=1,2,3 iken herhangi bir zeT,[x,0,]" i¢in, A =1+u+u?,3+3u+

u?, 3+u+3u® 1+3u+3u® olmak iizere ¢, Po, (Z) =09, (Z) esitligi elde edilir.

Ispat. T,[x,©,]" iizerinde z=(Z,,2,...,7,,) kodu ele alinsm. Burada a €Z, ve

j=0,1,...,m-1 olacak sekilde z; = a) +ua/ +u%a] ile ifade edilecektir. Bu durumda,

Po 1iun (z):((1+u+u2)®i (2,4).0,(2,).0;(2,),...,0, (zm_z)),

Po s (2)=((3+30+0%)0,(2,,),01(2,).0,(2,).--. 0, (2,)),

Lo srura (2)=((3+U+30%)0,(2,1),0,(%),0,(2),,0,(2,)),

Po 0. (2)=((1+30+30%)0,(2,1),0,(2,),0,(2), - (2, ,))

esitlikleri kullanilarak,

Po, seuni (2) =(a§“1 +2a" +u(ag ™ +a ) +u’ (ag "t +3a) ), &) +ua) +u’ay, ...,

a2 +ua"? +u’al? )
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Po, reun (2) = (a5 +2ar " +u(a) " +3a) ) +u? (gt + 287 +3a) ), af+ua +

240 2,m-2

-2 -2
uay, ..., a)"* +ua* +utay ),

Po, 1rus? (Z)=(aé”‘l+u(a8"l+3af“l)+u2(ag”‘1+3a;“‘1), ad +ual +u%al, ..., al "’ +

ualm—z +u2 m—Z),

Po asun: (2)=(385 +2a7* +u (3] +3a] ) +u” (a] " + 22+ 3a] ), &) +uay

1

+ufal, ..., alt +ual? +u’ ”"2),

2,0

Po, 332 (Z):(Ba(;nil+2a1m71+u(3a(r)nil+almil)+u2(acr)nil+3agpl)a a, +Uua; +u’ay,

o al?+uam? +u2a;"‘2),

Peo, 3:aun? (2)= (3a§“1 +u(3ag "t +a ) +u (ag "t +2a] " +3a) ), ag +ua) +u’ay,

o al?+uam? +u2a;"‘2),

p®l,3+u+3uz (Z) = (3a‘g]71 + 2a1m71 +Uu (a‘(;n& + 3a1m71) + U2 (3a(;n71 + 2a1m71 + 3a;]71), ag —+ uaf
2,0

+u%al, ..., at +ua"? +u? ’“*2),

2,0

Doy s (2) = (300420 (g ) (30 300, -+ uaf +u'al,

Al +uam? +u2a;“’2),

m-1

(3a§“1+u(a0 +a")+u’(3ag " +2a" " +3a]), ap +ua +u’ay,

p®3,3+u+3u2 (Z)

A +uam? +u2a;"‘2),
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P sansar (2)= (ag“‘l +2a" +u(3agt +a ) +u? (3ag +3a) ), af +ua) +u’ay,

et +ual v uta)?),

Po, sisusat (z)= (ag“l +2a" +u (3ag“l + Saim‘l) +u? (3a{)“‘1 +2a" "t + 3a;“‘1), ad +ua!

+u?ald,..., a0 " +ua"? +u2a;“‘2),

p@3'1+3u+3u2(2):(a3‘*1+u( ay "t +3a ) +u” (37" +3a] "), ag +uay +u’aj,...,

2,m-2

al'? +ua/"? +u’a; ) esitlikleri elde edilir. Béylece,

%, (2) :(ag +a)+3a),...,a0 " +a" " +3a) a0 +3a) +a),...,a) " +3a1m’l+a2m’l)
Gray doniisiimii de uygulanarak,

at+3" +a) e +a) +3a),...,a) C +a  +3a) 7,
¢z pe.,/l(zo’zl""’zm—l): m-1 m-1 m-1 .0 0 0 m-2 m-2 m-2
! a, +a +3a, ,a,+3a +a,,...,a, +33 “+a,

sonucuna ulagilir. Diger taraftan,

5, (2) - at+3a " +a)tal +al +3a),...,a0 "t +3a) %,
O
’ at+at+3a) ", a) +3a) +ay,...,a) t+3y" P +a)

elde edilir. Boylece i =1,2,3 icin ¢, p, ,(z)=0¢,(z) esitligi saglanr. o
Bu 6nerme sonucunda agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3.7. C, kodu T, halkasi lizerinde m uzunlugunda (G)i,ﬂ,)—devirli kod

olsun. Bu durumda A =1+u+u?, 3+3u+u’, 3+u+3u’, 1+3u+3u® olmak iizere T,
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halkasi tizerindeki (G)i,l)— sabit devirli bir kodun tanimlanan ¢, Gray doniisimii

altindaki goriintiisii Z, tizerinde 2m uzunlugunda devirli bir koddur.

ispat. i=12,3 ve A=1+u+U? 3+3u+u? 3+u+3u? 1+3u+3u? olmak iizere, C,
kodu T, halkast iizerinde M uzunlugunda (©,,1)—sabit devirli kod olsun. Bu
durumda  pg , (C,)=C, secklinde ifade edilir Onerme 3.3.4. kullamlarak
b Po, (C;)=0¢,(C;)=¢,(C;) elde edilir. Bu da (©;,4)—sabit devirli devirli

kodun ¢,(C,) gdriintiisiiniin, Z, iizerinde 2m uzunlugunda devirli kod olmasidir. o

Onerme 3.3.5. Herhangi bir z e T," ve i =1,2,3 igin, 1 =3+u+U? 1+3u+u®1+u+

3u?, 3+3u+3u’ olmak iizere ¢, Peo, (z)=0¢,(2) esitligi elde edilir.

Ispat. T,[x,0,]" iizerinde z=(z,,2,...,Z,,) kodu ele alinsm. Burada a, €Z, ve

j=0,1,...,m—1 olacak sekilde z i = ag +ualj + uzazj ile ifade edilecektir. Bu durumda,

((3+u+u2)®i (2,4).0:(2,).0,(2,),---.6, (zm_z)),

p®i,3+u+u2 (Z)
Po v ()= ((1+30+0%)0(2,,),0,(2),0, (2).-- O, (2.2
)

((1+u+3u2)®i(zm_l),®i(zo),®i(zl),...,®i(zm_2) ,

’0®i A+u+3u? (Z)
Po 3.ausa (z)= ((3+3u +3u? )G)i (Zp4),9;(2,),0,(2,),--.. 6, (mez)) kullanilarak,

Po e (2)=(385 "+ 287 +u (8] +3a] ) +u’ () +a] ), a0 +ual +u’al, ...,

1

a2 +ua™? +u%ar? )

Po, s (2) = (3ag"1 +2a" +u(agt+al ) +u’ (agt + 28" +a) ), ap +uay +u’

0 m-2 m-2 2 ,m-2
aj,....ap " +ua* +u’a)?),
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Po, 3w’ (z)= (335“_1 +U(a(r>n_l +a1m_l)+u2 (85"_1 +a£“‘l),a§ +ual +u%al,...,al"

aim—Z T uza;n—z ) ,

Po 1 (2)=(a0 7 +2a]  +u(3a] +a ) +u® (a]  + 28 + &) "), &) +uaf +u?

1

0 -2 -2 2 -2
a,,...,8, +ua “+u‘a, ),

P, ez (z)= (a(;“’1 +2a" +u(3ay " +3a" ) +u’ ()t +a) ), &g +ua) +u’ay,...,

a2 +ua™? +u%a? )

m-1 m-1 m-1 2 m-1 m-1 m-1 0 0 2,0
p®3,1+3u+u2(z) (ao +u(3a0 +3a1 )+u (ao +2a1 +a2 )’a‘O +ua1 +Uu 8.2,...,

a2 +ua™? +u%a? )

Poy s ()= (@0 + 200 " +u(ag* +al ) +u* (385 +2a] H +ay ), &) +uay +

u’al,...,ag > +ua"? +u2a§"2),

(aom‘l +2a"* +u(a{)“‘l+3a{“‘1)+u2 (3a0”“1 +a;_“‘1), ad +ual +u’al,...,

p®2,1+u+3u2 (Z)

a2 +ua™? +u%al? )

(a{,“’l +u (a{)“’1 +3a1""1)+u2 (:%a(’,“’l +2a" "+ a;“’l), al +ual +u%al,...,

’0(93,1+-u+3u2 ( Z)

a2 +ua"? +u’al? )

Doy samar (1) = (300 + 280 (300 30 )+ (300 + o), ol -+uaf +u'af,

eyt ua™? +u2a;“‘2),
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P, sisua (2) = (Bag“‘l +2a" +u(3a)t +a ) +u? (3agt + 28 +a) ), &g +uay +

u?al,...,al % +ua"’ +u2a§"2),
Po, s.aunar (2) = (385 +u(3a]* +al ) +u* (3] + a5, af +ual +u%a),.... 4] +

ua"? +u’aj?) esitlikleri elde edilir. Boylece,

¢3(z)=(a§,J +a)+3ap,...,ap "t +a +3a) ", 3a) +a) +3a),...,3a5 " +a " +3a) )

Gray dontisiimii de uygulanarak,

(3a§“1 +a™ +3a"t al +a’ +3a’,...,a" 2 + a2 +3ar 2, ]

@3 Po. 1 (201200120 4) =
s Poy (%00 Y a ' +a+3a) 38, +a +38;,...,.3a " +a " +3a)

elde edilir. Diger taraftan,

3]t +at +3a) ) +a) +3a),...,a0 C +a t +3a) 7,
at+a" " +3a) 3 +a) +3a;,...,38) C +a * +3a)

o¢3(z)=(

sonucuna ulasilir. Boylece i=1,2,3 i¢in ¢, p, ,(2)=0¢(2) esitligi saglanir. o

Bu 6nerme sonucunda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3.8. C, kodu T, halkas: iizerinde M uzunlugunda (©;,1)— devirli kod
olsun. Bu durumda A =3+u+u?, 1+3u+u? 1+u+3u’, 3+3u+3u’ olmak iizere T,

halkast iizerindeki (©,,4)— sabit devirli bir kodun tanimlanan ¢, Gray ddniisiimii

altindaki goriintiisii Z, iizerinde 2m uzunlugunda devirli bir koddur.
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ispat. i=1,2,3 ve A=3+Uu+U% 1+3u+u? 1+u+3u?, 3+3u+3u? olmak iizere, C,
kodu T, halkasi iizerinde m uzunlugunda (®i,ﬂ,)— sabit devirli kod olsun. Bu

durumda p, ,(C,)=C, seklinde ifade edilir Onerme 3.3.5. kullamlarak
¢ Po,.(Cs)=04,(Cy)=¢(C;) elde edilir. Bu da (©,,4)—sabit devirli devirli

kodun ¢,(C,) gdriintiisiiniin, Z, izerinde 2m uzunlugunda devirli kod olmasidir. o

Onerme 3.3.6. Herhangi bir zeT," ve i, j=1,2,3 igin, A =1+2u+2u*3+2u,3+

2u® olmak iizere ¢; p,, ,(2)=v, ¢, (2) esitligi elde edilir.

Ispat. iizerinde z=(z,,2,....2,,) kodu ele almsmn. Burada a e€Z, ve

j=01,..., m—1 olacak sekilde z | = ag +ua1j + u2a2j ile ifade edilecektir. Bu durumda,

Po, 1ot ()= ((1+ 20+2u°)0;(2,,).0;(2).0,(2,),---.6, (szz)),
o (2)=((3+20)8) (20,0, ()., ()0, (2.))

Po. 320 (z)= ((3-1— 2u2)®i (254):0;(2,),0;(z,),---.9, (Zm_z)) kullanilarak,

p@ 1+2u+2u? (Z) = (a(;“_l + 2a1m_1 +u (za(;n_l +3a1m_1)+u2 (za(;n_l _|_a;'|—1), a(? +Uaf +Uzag,

1

ey i ua™? +u2a;“‘2),

P (2) = (80 200 (200 a0 ) (20004 20 )l vl +

u’al,...,a0 > +ua? +u2a;“‘2),

m-1 m-1 m-1 2 m-1 m-1 m-1 0 0 240
p®3,1+2u+2u2(z)=(a0 +u(2a0 +3a1 )+U (2a0 +2a1 +3_2 )1 ao+ua1 +u aza

el rua"? +u2a;"‘2),
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(z)=(3a)" +2a] " +ua* +u’ (287 + 28 " +a] ), & +ual +u’al, ...,

p®1,3+2u2

a2 +ua™? +u’al? )

m-2

P (2)= (385 + 287 4 u3a +u? (220 420", @ +ual +u%al,...a0 7 +

m-2 2 m=2
ua"? +u’aj"?),

Doy (2)=(38 uaT 407 (280 +27), @8+l Ul o Ul 40

ay? )

m-1

Poy .20 (2) = (385 + 28] +u(2a] +al ) +u? (28] +a) ), & +ua) + U],

a2 +ua™? +u’a? )

m-2

Peo, 324 (z):(3a(;“‘1+2a1'“‘1+u(2a3“‘1+3a1m‘1)+u2a;“‘1, a; +ua) +u’ay,...,a; +u

aim—z +u2a;n—2)’

Poysiai(2) = (3a8171 +u(2ap +a")+utay, ag +uaf +u’ad,..., a0 +ua " +u’

a;“’z) elde edilir. Buradan hareketle,

#(z) (ag+af+3a§,...,ag“’l+a1m’l+3a;”’l,3ag +3af+a§,...,3a0m’l+3a1m’l+a§"l),

#,(2)=(ag+a’+3a;,....a0 " +a" " +3a] " a0 +3af +&,..., a0 +3a/ +a]!) ve

¢3(z):(a§ +a)+3a),...,a0 " +a" " +3a),3a) + &/ +3a2,...,3a5"’1+a1""1+3a,'2“’1)

Gray doniisiimleri de kullanilarak,
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[3a§“1 +3a™ +art al+a’+3al,...,a"  +a" 2 +3ar 2, J

Po (200 2Z1seee 2y s)=
4 Po, (20,2 ) ag ' +a" "t +3a) Y, 3a) +33) +a,,...,33) S 43" P +ay

’ ( ) al ™t +3a" " +a) tad +a) +3ad,...,a0 F+at +3a)
Z,Z,...,Zm7 = s
2 Poy2 0 ' at+a" "t +3a) a0 +3a) +a,...,a) 2 +3a"  +a)
3a)t+at+3a) ", a) +a) +3a),...,a0 C +a t +3a) 7,
2 Pe,.i (ZO’ Ziresss Zm—l) | ama, ama m-1 a0 , A0 0 m-2 | . m-2 m-2
a, +a +3a, ,3a,+a +3a,,...,38, +a ~+3a,

sonucuna varilir. Diger taraftan,

alt+a' " +3a) a) +a’ +3a;,...,a) P +a"* +3a) %,
38" +3a" +a'* 32l +3a’ +al,...,3a" 2 +3a" 2 +al? )’

02@(2):(

at+a' " +3a) a) +a) +3a,...,a) F +a"? +3a) %,
al ™t +3a" " +a)ta) +3a) +ay,...,a) P +3a"C +a)

v, ¢2(2)=[

at+a' "t +3a) " a) +a) +3a,...,a) F +a"? +3a) 7,

m-2

elde edilir.
3a) ' +a " +3a) ", 3a) +a) +3a),...,3a) * +a > +3a;

v, ¢3(Z)=£

Boylece i, j=1,2,3 i¢in ¢; pg, ; (z)=v,¢,(2) esitligi saglanir. o
Bu 6nerme sonucunda asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.3.9. i, j =1,2,3 ve A =1+2u+2u% 3+2u,3+2u® olmak iizere,C, kodu T,

halkasi lizerinde m uzunlugunda (G)i,l)— sabit devirli kod ise T, halkas1 izerindeki

(@i,/l)—sabit devirli bir kodun tanimlanan ¢j Gray doniisiimii altindaki Z,

goriintiisii, 2mM uzunlugunda 2 —pargali devirli bir kod olur.
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Ispat. i, j=1,2,3 ve A =1+2u+2u? 3+2u,3+2u° icin, C, kodu T, halkasi iizerinde

m uzunlugunda (@

A)—devirli kod olsun. Bu durumda Po.+(C;)=C, seklinde
ifade edilir. Onerme 3.3.6. kullanilarak ¢, p,, , (C;) =0, 4;(C;)=¢;(C,) elde edilir.

Bu da (©,,1)— sabit devirli devirli bir kodun ¢, (C,) gériintiisiiniin, Z, iizerinde 2m

uzunlugunda 2 —pargali devirli bir kod olmasidir. =
3.4. Hesaplama Sonuclar

Bu béliimde, 6zel olarak ®, —otomorfizmasi ve ¢ doniisiimii kullanilarak T, halkasi
tizerinde 7 uzunluktaki aykiri devirli kodlar ve aykiri (u2 +3u +3)—sabit devirli

kodlar arastirilmistir. Teorem 3.2.4., Teorem 3.3.3. ve MAGMA programi kullanilarak

©, —devirli kodlarin 7Z, goriintiileri incelenmistir. Yapilan incelemeler sonucunda T,
halkas1 lizerinde 7, goriintiisii yeni, optimal ve iyi bilinen lineer kodlar elde edilmistir.
Bu kodlarin tiiriine karar verilirken [43] numarali kaynakta verilen ¢evrimigi veritabani
kullanilmistir. Tablo 2.1.’deki T, halkasindaki elemanlarin temsilleri kullanilarak elde

edilen kodlar Tablo 3.1. ve Tablo 3.2.°de sunulmustur. Tablodaki yazimi
kolaylastirmak adma, en yiliksek dereceli degiskenin katsayisindan baglayarak

polinomun katsayilar azalan formda yazilacaktir. Ornegin;

(2u2)x5+(1+3u)x3+(2+u)x+(1+2u+3u2) polinomu 80HOBC'  seklinde,
(2+u+3u2)x3+(2+u+3u2)x2+(2+u+3u2)x+ (2+u+3u2) polinomu ise n*

seklinde ifade edilecektir.

Bu bilgiler dogrultusunda, T, halkasindaki devirli kodlarm 7, gorintileri
kullanilarak (14, 4421,4L), (14, 4421,6E) ve (14,4421,2H) parametrelerine sahip 3
farkli iirete¢ polinomu; (14, 4621,4L), (14, 4621,4E) ve (14, 4621,2H) parametrelerine

sahip 1 dreteg polinomu; (14,4'2%,4,), (14,4'2'8.) ve (14,42%,2,)
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parametrelerine sahip 1 {reteg polinomu; (14, 4420,6L) ve (14, 4420,6E)
parametrelerine sahip 1 {iretec polinomu; (14, 4620,4L) ve (14, 4620,4E)
parametrelerine sahip 1 iirete¢ polinomu; (14, 4025,4L), (14, 4025,8E) ve
(14, 4°2°,2,, ) parametrelerine sahip 1 {irete¢ polinomu ile yeni kodlar elde edilmistir.
Ayrica (14, 4423,4L), (14, 4423,6E) ve (14, 4423,2H) parametrelerine sahip 5 farkli
lirete¢ polinomu; (14, 4322,4L), (14, 4322,8E) ve (14, 4322,2H) parametrelerine sahip
10 farkli iirete¢ polinomu; (14, 4324,4L) ve (14, 4324,2H) parametrelerine sahip 7
farkl1 iirete¢ polinomu; (14, 4126,4L) ve (14, 4126,2H) parametrelerine sahip 4 farkl
iirete¢ polinomu; (14, 4323,8L) ve (14, 4323,4H) parametrelerine sahip 3 farkli lireteg
polinomu; (14, 4027,4L) ve (14, 4027,2H) parametrelerine sahip 9 farkli iireteg
polinomu;(14,4123,12L), (14,4123,14E) ve (14,4123,6H) parametrelerine sahip 2
farkls iirete¢ polinomu; (14, 424 24E) ve (14, 4024,6H) parametrelerine sahip 3 farkli
{irete¢ polinomu; (14, 4320,8E) ve (14, 4320,8H) parametrelerine sahip 2 farkli iireteg
polinomu; (14, 4321,8L) ve (14, 4321,6H) parametrelerine sahip 9 farkli iireteg

polinomu; (14,4420,6H) parametresine sahip 1 iirete¢ polinomu; (14,4620,4H)

parametresine sahip 1 {lirete¢ polinomu ile optimal kodlar elde edilmistir.

Ayrica T, halkasindaki (u2 +3u +3)—sabit devirli kodlarin 7, goriintiileri ile
(14,4022,12L), (14,4022,24E) ve (14,4022,6H) parametrelerine sahip 1 iiretec
polinomu, (14, 4321,4H) parametresine sahip 2 farkli iirete¢ polinomu ve
(14, 4323,4L) ve (14, 4323,2H) parametrelerine sahip 1 iirete¢ polinomu ile yeni
kodlar bulunmustur. (14, 4321,8L) ve (14,4321,8E) parametrelerine sahip 2 farkl
{irete¢ polinomu, (14, 4620,4L), (14, 4620,4E) ve (14, 4620,4H) parametresine sahip 1

lirete¢ polinomu, (14,4%°2%,4, ), (14,4°2%,8_) ve (14,4%2%,2,, ) parametrelerine sahip
L E H
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3 farkli direte¢ polinomu, (14, 4321,8L), (14,4321,8E) ve (14, 4321,6H)
parametrelerine sahip 2 farkli {irete¢ polinomu, (14,4126,4L) ve (14, 4126,2H)
parametrelerine sahip 2 farkli iirete¢ polinomu, (14,4124,4L), (14,4124,8E) ve
(14, 4124,2H) parametrelerine sahip 2 farkli iirete¢ polinomu, (14, 4423,4L),
(14, 4423,6E) ve (14, 4423,2H) parametrelerine sahip 3 farkli iiretec polinomu,
(14, 4420,6H) parametresine sahip 1 iirete¢ polinomu, (14, 4324,4L) ve (14, 4324,2H)
parametrelerine sahip 2 farkli iirete¢ polinomu, (14, 4027,4L) ve (14, 4027,2H)
parametresine sahip 1 iirete¢ polinomu, (14,4421,4L), (14, 4421,6E) ve (14, 442 ZH)
parametresine sahip 1 {lrete¢ polinomu, (14,4026,8L), (14, 4026,16E) ve
(14, 4026,4H) parametresine sahip 1 iirete¢ polinomu ile optimal kodlar kodlar elde

edilmigtir. Bolim 2.4.’te de belirtildigi iizere bu parametrelerdeki L indisi Lee
agirh@, E indisi Oklit agirhgi, H indisi ise Hamming agirlig1 temsil etmektedir.
Ayrica [43] numarali kaynakta verilen veritabanina gore ilk defa bulunan kodlar "+"
ile isaretlenmistir. Ayn1 uzunluk, boyut ve minimum uzaklikta bulunan en iyi

parametreler optimal kod olarak adlandirilmis ve tabloda "+*" ile isaretlenmistir.



Tablo 3.1. Bazi1 aykirt devirli kodlarin 7z 4 gortintiileri

7, (X) z,(X) z,(X) Tip W W, W,
808’ v'5'vb 7777773 4927 4" 27
78979  biv'bv'V' 7357 422 87 8 6"
8088  H3's'Hs’ 5'5'5'05' 4°24 12 4™ 6™
7987 3'rDv'H 7773733 4°2° 67 6" 67
7°979°  R%'000 T 42 47 8 27
72089  7'DV'NH 5555555 4%t g 8 6~
77 555'F5'F2 55505 4%2° 4" 4" 4"
707°9  U%'000 7773373 4% 8" 8 6"
72909 s'V'de's’ 7777773 4324 4~ 8 2~
79209  bv'V'OV 75333 4%° 8" 8 4"
79°09  U*drHds’ 77353 432 4" g~ 2”
7°9 7'DHFH 7'5'37'3 442° 4" 8 27
78979 3'5'7'H? 75373 4%2° 8" 8 4"
77909 R27'b 7773733 4% 4" 8 2"
789° R3V'Fv'b 3757 4392 4™ g 9™
789° U2dH?Us’ 35733 4322 4" 8" 2”
72989  UrNFe' 5555555 43%° 8 8" 8"~
8208  d°H2ds’ 7577 4%7 4~ 8 ¢
7°9°79 D’HRs’ 3537 42° 127 147 6"
8°08  R°F’ 33753 42" 47 8 27
7 d*D2ds’ 7'3303 4590 4 &
7°979> 33IIIH? 77’303 40t g g 2
7987 77Ds'av's’ 7773373 4t g 6" 2"
72089 T'73IRV 7'7'303 4%2° 8 g~ 8~
9’789 €e'e'eee’e’e’  TTT7TIITI 4 g” 8 6"
72989 UHe'VvD 75333 432 4" 8 2
7°9°79  Ube'D? 77303 4% 47 8 2"
9787 5'5'5Ur 777773 443 4" "
79°09  HrDv's’ 5'5'5'05' 42 8" 4"
79909  U2drHds’ 77353 422 47 87 27
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Tablo 3.1. (Devami)
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7, (X) 7,(X) 7,(x) Tip wooow W,
7987 77'Ds'dv's’ 77353 442% 4~ 67 27
9787 337'rH 7773373 422 47 67 2"
77989 33IHVS'S'S'  HEH5EHE 432 4™ 8" 2"
70729  77T7T33DH 7’357 4322 4" 8" o™
70779  7'7'D?dbs’ 7773373 432 4~ g~ 2~
88 7"7'b3Vbv' 33753 4%7 47 8 2"
7°979%  V'UFr 33IIIIIIT 43 127 147 67
7°9%79  De'HV's’ 5'5'5'05' 420 47 8 2"
79209  Ude'7’'D 7777773 430 g~ 8 6"
92789  e'ee’e’e’e’e’ 7’3303 42" 8" 8 6"
8°08 5'rFUr 35733 492" 47 8 2"
789° U°®Ds'rD 77353 42 4~ 8 2™
707°9  7'7’D?dbs’  5505'% 42 47 8" 2"
9897 7F3bv' 7773733 43 4T 67 2"
797909 U °drHds’ 7577 422 47 87 2"
9897 U?rUr%’ 75333 4'2° 47 67 27
77909 sV'de's’ 77773 %20 4" 8 2"
79°09 Ne’e'e’e’ 3537 4% g~ 8 6"
9°789 3's’be’H 3IIIIII 42t gT 8 6"
8808 duD7's’ 777773 47 4" 8 2"
8088 H3s's’'Hs’ 7'07'7'3 42" 47 8 2"
72089  IIHVS'S 35733 42 47 8 2"
78979 55¢'Fre'e’ 7577 4% 4™ 8 2™
8208 d3H%ds’ 55 4°2¢ 12 24” 6*
92789 3's’be’'H 5555555 4% 8" 8 6"
8088 dbs'e’s’ 7773733 427 4~ 8 2™
8808 77dHs'7's" 75333 4°2% & 8" 2"
9787  U°DrD? 7357 42 47 6 27
70779 T77733IDA 50555 422 47 8" 2"
8’ 7V'3RV 7773373 g%t 12 247 6~
7877 77dv's'ds’ 5505 420 4 6 2




Tablo 3.2. Baz1 aykir1 (U2 +3u+ 3) — devirli kodlarm Z, 4 gortintiileri

7, (X) 7,(X) 7,(X) Tip W, W, W,
8’ FR777T'Rb 7737377  4°% 12° 24" 6"
98779 FR3b35V 70377 4%t 8" g7 4
79 FRO®’RR 75737 4520 4™ 4" g”
70799 I77Hbs'U 5505005 432 4~ 8~ 2~
98779 73377V 70337 4%t 8~ 8" 6"
7979799 7'DUFe’ 7537 42° 47 8 2"
9797979 UDs'rdDd 70337 424 4~ §gr 2"
97789 rde’de’Hr 5 4322 47 g¢ 2"
9899 77HUAr'D 37 4428 47 e~ 2~
9989 FR5'b7'0v' 75737 4°2° 8 8 6™
78999 FR3'3b5b  7'03'7'7 4% 8" g7 4
9899 rs'eHUDU 7’353 4428 47 e~ 2”7
79989 37'Fb J7T7IITT 432 4~ 8 2"
98779 55UdUS'N  5'50°%'5 4% 47 g7 2"
7789 3Ue'V'e' 7737377 422 4~ 6~ 27
8088 HUsrDUd  7'5'7'37 4°7 4" 8 2"
77909 FRO%bv' 7353 4324 4" 8 2
78979 d7's'Dd 5500505  4%2° 4 8 2"
7977999 7'de’FN 7337737 4225 47~ 8 2"
7879 T3HHT'S 3773377 4*2r 4~ 67 27
98779 7'3377VvVv 55505 4%t g8~ 8" 6"
7977779 FR7'77TRb 3753 44 4 8" 27
88808 7'03'bv' 7'0337 4°2° 87 167 4”7
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BOLUM 4. Z,+uZ,+u’Z, HALKASI UZERINDE TERS SIRALI
DNA KODLAR

Seker, fosfat ve baz gruplarinin bir araya gelmesiyle olusan DNA, birbirine sarmal
sekilde bagh iki zincirden meydana gelir. Bu teori ilk defa J. Watson ve F. Crick
tarafindan ortaya atilmis ve sonrasinda yapilan tiim ¢alismalarin temel dayanagi haline
gelmistir [66-71]. Tim canli tiirlerinde kalitsal bilgilerin tasinmasi hususunda ve
hiicrelerin hayati tiim fonksiyonlarinda 6nemli bir rol oynayan DNA, bir¢ok karmasik
problemin ¢oziimiinde yer aldigindan ve bilgiyi uzun siire saklayabildiginden
disiplinler arasi calisma sahasia sahiptir. DNA’nin hata diizeltme kapasitesi son
zamanlarda hata diizelten kodlar teorisinde de ilgi ¢cekmeye baslamistir. Bu husustaki

bazi ¢alismalar ele alinacak olursa; Siap ve ark. [71] numarali ¢alismada, u®* =1 iken

E [u] < ) l> halkasindaki devirli kodlarin cebirsel yapisindan yararlanarak devirli
u —_

DNA kodlar1 insa etmislerdir. Ayrica bu kodlarin CG —miktar ve silme mesafesini de

inceleyerek 6rnekler sunmuslardir. Bayram ve ark. [72] numarali ¢galismada, v? =v

iken F, +VF, halkasinda devirli, sabit devirli ve aykir sabit devirli kodlarm yapisini

incelemislerdir. DNA kodlar i¢in 6nemli bir referans olan terslenebilen kodlar

olusturmus ve bircok 6rnek sunmuslardir. Yildiz ve Siap [73] numarali ¢alismada,

F [u] <u A l> halkasinda devirli kodlarin iirete¢ polinomlarindan yararlanarak devirli
DNA kodlarin yapisint incelemis ve farkli tek uzunluktaki bircok ornek ile makaleyi
zenginlestirmislerdir. Oztas ve ark. [74] numarali ¢alismasinda farkli alfabeler
tizerinde ters siral1 ve ters sirali tamlayan DNA kodlar bulmak i¢in yeni bir yaklasim
inga etmiglerdir. Yeni bir polinom tipi (coterm polinom) tanimlayarak bu polinoma
uygun bir modiil insa metodu olusturmus ve bu sayede pek cok optimal ters sirali kod

bulmuglardir.
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Bu bsliim 2 kisimdan olusmaktadir. ilk kissmda, DNA kodlar hakkindaki bazi temel

tamim ve teoremler verilmistir. Onceki boliimlerde de kullanilan ¢ Gray déniisiimii

vasitastyla halkanin elemanlar1 ile DNA 2—baz arasindaki iligki olusturulmustur.
Ikinci kisimda ise yeni bir polinom (unit reverse polinom) tanimlanarak yeni bir iiretim
metotu insa edilmistir. Bu iiretim metodu ters sirali DNA kod bulma hususunda

yardimei1 olacaktir.

4.1. DNA Kodlar Hakkinda Temel Bilgiler

DNA’nin temel yap1 birimi olan niikleotitler bir fosfat, 5C ’lu seker ve bir azotlu
organik bazdan olusur. DNA’da bulunan dort ¢esit niikleotitin {i¢lii kombinasyonlar
halinde bir araya gelmesiyle olusan kodonlar ise protein olusumu i¢in gerekli sifreyi
olusturur. Diger bir ifadeyle, genler protein sentezi icin gerekli olan kodu igerir ve her
bir kodon da protein sentezi esnasinda tek bir aminoasit kodlar. Viicuttaki hiicresel
faaliyetlerin hepsi enzim kontroliinde gergeklestiginden ve olusan mevcut tim
enzimler de protein yapili oldugundan dolayr enzimsiz herhangi bir reaksiyonun
gerceklesmesi miimkiin degildir. Dolayisiyla DNA hayati tiim fonksiyonlarda énemli

bir rol oynar.

Bu boliimde ilk olarak bazi notasyonlar hakkinda konusulacak ve temel tanimlar

verilecektir. Daha sonra, Onceki bdliimlerde tanimlanan Gray doniisiim
hatirlatilacaktir. Bu doniisiim, u® =u? iken Z, +UZ, +U’Z, halkasinin elemanlari ile

DNA 2 —bazi arasinda iligki kurmaya yarayacaktir.

Tanim 4.1.1. Sonlu bir A kiimesinde herhangi bir m uzunlugundaki D kodu igin,

i. (ZO, Ziyen Zm_l) e D iken (Z Z ,Zo) € D oluyorsa, diger bir ifade ile,

m-11 Tm-21°°"*

D kodundaki herhangi bir z kodsozii icin z® kodsozii de D kodunun bir

elemani oluyorsa D koduna ters sirali kod adi verilir.
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ii. (721 2y4) €D iken (Z,4,Zy 5.+ Zy) € D oluyorsa diger bir ifade ile, D

kodundaki herhangi bir ; kodsozii igin z® kodsézii de D kodunun bir elemant

oluyorsa D koduna ters sirali tamlayan kod adi verilir.

Tamm 4.1.2. 5(X)=5,+5X+...5X €T,[x]| polinomu derecesi t olan bir polinom
olsun. i=1,2,3 ve j=0,...,t olmak iizere; S(X) polinomunun katsayilar1 i¢in;

S; (X) =S,_; (X) esitligi saglaniyorsa S (X) polinomuna palindromik polinom denir.

Onceki béliimde de anlatildig gibi; T, halkasi {izerinde m uzunlugundaki lineer C,
kodu, T," halkasinin bir T, —alt modiiliidiir. Bu lineer kodun elemanlar1 kodsoz olarak
adlandirilir. i=0,1,2 ve @ €Z, iken T, halkasiin herhangi bir eleman:
z=a,+Ua +u’a, seklinde tanimlamr. i=0,1,...m—-1 olmak {izere her bir

Z, = a(; +ua1i +u2a2 eleman1 i¢in zZ= (ZO, Ziyoens mel) kodsdziiniin polinom formu

2(X)=2,+2,X+2,X* +...2, X" seklinde ifade edilir.

m-1

i=0,1,...,m-1 ve herhangi bir zeT, i¢in z =a] +Ua +u’a) olacak sekilde T,"
halkasindan Z2" halkasina uzakhigi koruyan ve lineer olan ayn1 zamanda da T,

halkasindaki elemanlar ile {A,G,C,T}2 alfabesi lizerinde 64 kodon arasindaki iligkiyi

saglayacak olan Gray doniisiim asagidaki gibidir.

T, >7Z7"

(a,+ua, +u’a,) —>(a, +a, +3a,, 3a,+3a, +a,)

Bu doniisiim,

T > 75"

ag+a’ +3a2,...,a0 +a +3a)
(201211""Zm—1)_) 3 0 0 2 m-1 m-1 m-1
a,+3a, +4a,,...,33, +3a +a,
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seklinde genisletilir Bu Gray doniisimiin onceki bolimlerde de kullanildigt

hatirlatilsin.
4.2. T, Halkasinda Ters Siralh DNA Kodlar

Ters sirali DNA kodlar ele alinmadan once ters siralilik problemi incelensin.
n(0)=An(1)=T,7(2)=G ven(3)=C iken t=3u+u’ t,=3+3u+U?
t,=2+3u”, t,=3+u+2u” ve t;=1+u+ 2u® olmak iizere (t,t,t;,t,,t;) kodsdzii
ele alinsin. Bu durumda ¢ Gray doniisiimii géz 6niinde bulundurularak bu kodséziin
DNA karsihigi GGTCCTGGAA olmaktadir. (t,,t,,t,,t,,t;) kodsoziiniin ters siralist
(t5 R 8 0 t1) iken bu kodso6ziin DNA zinciri ise AAGGCTTCGG olmaktadir. Ancak

GGTCCTGGAA DNA zincirinin ters siralist AAGGCTTCGG degildir. Boylece
(tl,tz,t3,t4,t5) kodsoziiniin ters siralisinin DNA zincirinin AAGGCTTCGG olmadigi

acik bir sekilde goriilmektedir. Buradan hareketle, halkanin eleman1 Gray doniisiim
vasitasiyla ikili veya daha fazla DNA bazina doniistiiriildiiglinde ters siralilik problemi
ile karsilasildig1 goriilmektedir.

Bu béliimde, ilk olarak, dnceki boliimlerde T, olarak isimlendirilen, u®=u? iken

Z,+UZ,+U’Z, halkasinda ters sirali DNA kod bulmak igin yeni bir polinom

tanimlanacaktir. Bu polinomu olusturmak i¢in dncelikle,

U, ={L3+2u1+u+u’,3+3u+u’,3+2u°,1+2u+20° 3+u+3u0°,1+3u+3u’},
U ={3,1+2u,3+u +u?,1+3u+u?1+2u?3+2u+2u?1+u+3u?3+3u +3u2},

K={O,2}
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kiimeleri tanimlansin. Burada U, kiimesi ile U, kiimesi birbirinin ters siralisi olan

birimsel elemanlardan olusmaktadir. Bu kiimelerdeki elemanlarin 3 ile ¢apilmasi
durumunda bir diger kiimenin i¢ine diistiigli, 2 ile ¢arpilmasi durumunda ise sadece
2 ve 2+2u+2u’ elemanlarinin elde edildigine dikkat edilsin. Simdi U, ve U,

kiimelerinden yardim alinarak birimsel ters sirali polinom tanimi yapilsin.

Tanim 4.2.1. (Unit Reverse Polinom) z elemani T, halkasinin bir eleman1 ve ¢ (X)
polinomu da T, halkasinda derecesi t olan bir polinom olsun. Bu durumda,
z, €U, z, eUg, B €U, ve B, €U, olmak iizere,

i.  g(x) polinomu ¢ift dereceli ise birimsel ters sirali polinom

() _
Upg(X)=2s+2,X +| D BX +B8, X7 |+xx?
i=1

ii.  g(x) polinomu tek dereceli ise birimsel ters sirali polinom

(t-1)/2 _ _
Ug (X)= Z BoX' +B,x"
i=0

seklindedir. Burada z, eU; ise z, eU,, B €U, ise B, €U, dir.

Ornek 4.2.1. 1+(u2 +u +1) X+(2u+3)x* +2x° +(3u2 +3u +3) x* +(u2 +3u +1) X° +
(2u +1) x° polinomu T, [X] halkasi tizerinde ¢ift dereceli birimsel ters sirali bir
polinomdur. (3+2u®)+(2u+3)x+(2u+1)x*+(3u* +u+1)x* polinomu ise T;[X]

halkasi iizerinde tek dereceli bir birimsel ters sirali polinomdur.

Simdi Oztas ve ark.’nin [74] makalesindeki {—modiil kod tanimi verilsin. Ayrica +
kodunun Xe€R tarafindan {iiretilmesi durumunda f-modiil kodun X-modiil kod

olarak adlandirilabilecegi hatirlatmasi yapilsin.
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Tanim 4.2.2. [74] 1, R halkasinn bir alt halkasi, E de t ’nin bir iirete¢ kiimesi olmak

iizere, R[x] / <X” —1> iizerinde p(x) tarafindan iiretilen kod C kodu olsun. Burada,

C ={(y0+ylx+...+ yn_lx“’l) p(x) :y, eT}
veya

C :{(yOC1+ YiC, +...+ yaCa) p(x) 2 ET}
seklinde temsil edilen C kodu R"’nin bir alt kiimesidir.

[74] makalesinde DNA’nin herhangi bir k — bazinimin yasadigi bir halka bulunarak,
bu halkanin elemanlariyla DNA zincirinin K — bazlar1 tanimlanmistir. K — bazlarinin
tanimlanmastyla elde edilen tersinirlik sorununun ¢oziilmesi i¢in yukarida da

anlatildigr gibi yeni gdsterimler ve yeni tamimlar sunulmustur. f—modil kod

kullanilarak DNA Kk —bazinin n bileseni i¢in verilen notasyonlar halkadaki DNA k —

bazlarinin tersini bulmaya yardimei1 olmustur.

Bu ¢alismadan hareketle; calisilan T, halkas1 3'lii 64 elemana sahip olsa bile 3 ayr1

parca halinde ayristirilamadigi i¢in halka elemanlart DNA 3 — bazli olarak yazilamaz.
Boylece tanimlanan Gray yapist gere8i halka elemanlar1t DNA 2-—baza karsilik

gelmektedir ve bu da kisith elemanlar {izerinden olmaktadir.

Bu strateji dogrultusunda; T, halkasinin elemanlarindan DNA 2 —baza bir doniisim

tanimlansin.

Bunun igin ilk olarak, DNA bazlari ile Z, elemanlarindaki eslesme kullanilarak

n:Z,—-{AT,G,C}
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seklinde bir n doniisiimii olusturulsun. Burada, 7(0)=A 7(1)=T,7(2)=G ve
n (3) =C olarak tanimlansin. Tim Z, ve DNA dizileri arasindaki 7
karsilastirmasinin 24 farkli sekilde olabilecegi de goz oOniinde bulundurulmalidir.
Mesela; 17(0)=C, n(1)=An(2)=T ve 7(3)=G veya n(0)=A n(1)=G,n(2)=
Cwverpn (3) =T gibi. Bu tip bir ¢oklu doniisiim kullanim1, Teorem 4.2.1. ile elde edilen

orneklerin ¢esitliligini saglayacaktir.

Onceki boliimde hatirlatilan ¢ Gray doniisiimii ve Z, ile DNA bazlarmi eslestiren 7
dontisiimii kullanilarak T, halkasinin elemanlari ile DNA 2 —baz arasindaki eslesme

igin,
d=nog,
doniistimi

9:T,—>{AT,G,C}*

a,+Ua, +u’a, —>(n7(a, +a,+3a,),7(33,+3a3,+a,) )
ile tanimlansin.

Bu doniisim i =0,1,...,m-1 iken z, = a; +uai +u2ai2 olmak iizere,

9:T" >{AT,G,C}"

(ZO'Zl""’Zm—l)_)(n(¢l(ZO))7T7(¢1(21))’"'777(¢1(Zm—l)))

seklinde ¢oklu bilesen formuna genisletilsin. Tanimlanan tiim bu doniisiimler

yardimiyla eslesen kodonlar WCC 6zelligini saglamaktadir.
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Simdi T, halkas: iizerindeki ters siralt kodlar1 insa etmek igin birimsel ters sirali

polinomlarin iirete¢ metodu insa edilsin.

Tanim 4.2.3. ( Birimsel Ters Sirali Polinomlar ile 72, —Modiil Uretimi ) T, halkasinda
M uzunlugundaki kodlar i¢in, tanimlanan U, (X) polinomunun {irete¢ matrisleri

h, (U R (X)) ve h}' (UR (X)) ile agagidaki gibi tanimlanmaktadir.

Ur (x)
xUR.(x)

h, (Up(x)) =

Xm—t—lu 4 ( X)
Ve

Ug (x)
XUy ()
h;l(UR(x)): m_t_llSJ . .

,03(;)

Burada & = {b,b'} ve a € k olmak iizere, p,(X) polinomu

m-2/2

Z bx' +b'x™ m uzunlugu cift ise,
i=0

p3(X) - m-1/2

D bX +bX™ T +ax™¥2, m uzunlugu tek ise,
i=0

seklindedir ve A = {1, 3} olarak belirlenmektedir.
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& €T, olmak iizere Ug (X) =&, +&X+...+£X polinomu ele alinsin. Bu durumda,

U, (x) polinomunun 7, (U R (X)) tirete¢ matrisi,

& & . & 0 0 ... O
0 & ¢ e & 0 ... 0
0 0 ¢ ¢ &

( &y & & 0 O 0
0 & & g 0 0
0 0 W & &,
| 5(%) Ps(X) ps (%)

seklindedir.

Teorem 4.2.1. C, (veya C;*) kodu, U, (X) polinomu tarafindan 7, (U, (X)) (veya
n; (UR (X))) iirete¢ matrisi ile tiretilirse, ¢ (C,) (veya ¢ (C3+ 1)) ters sirali bir Z, —

kod, $(C,) ve 9(C,") kodlart ise ters sirali DNA kodlardir.

Ispat. U, (X) =gy +&X+...+&X birimsel ters sirali polinomu igin, tanimdan da
goriilecegi tizere, 5 €{0,1, ..., m—t—1} icin, 7, (UR (X)) tirete¢ matrisinin herhangi

bir satirt X’Up (X) olsun. Bu durumda polinomlar,

J _ 5 o+l o+t
XUg (X) = X7 + X +...+ X

Ve

m-t-95+1

X" UL (X) = 6X" 7 + X +o e X™?
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seklinde yazilabilir. Bu polinomlar herhangi bir q € Z, skaleri ile carpildiginda,

gx°Ug (X) = 0gX° +ge X’ +...+ge X"

ve

m-t-5+1

gX" " Ug (X) = 0g,X™ 7 +qe X +...+0e X"

elde edilir. Bu durumda, ¢, ’lerin se¢iminden dolay1

4 (U () = (U, (x))

esitligine ulasilir. $ =70d, oldugundan ve Z,—tersleri bulundugundan istenildigi

sekilde DNA tersleri de bulunabilir. Boylece,

3(qx5U . (x))R = S(qu“‘5U . (x))
esitligine ulagilir.

Not 4.2.1. Tamlayan DNA kodlari i¢in; DNA bazlar1 Z, elemanlara karsilik gelen bir
kurala sahiptir. Ornegin; 1 ve 3 segildiginde birbirinin tamlayani olur. Ayrica 0 ve 2
de birbirinin tamlayanidir. Bu bilgiden hareketle, 7, (UR (X)) h, (UR (X))ﬁreteg

matrisine tiim bilesenleri 2 olan bir satir eklendiginde, tanimlanan DNA kurali

kullanarak ters sirali ve tamlayan DNA kod elde edilebilir.

Ornek 4.2.2. T, halkasi iizerinde uzunlufu 8 olan bir Ug(x)=(2u+3)+
(u2+u+1)x+(3u2+u+3)x2+2x3+(2u2+1)x4+(3u2+u+1)x5+(2u2+2u+3)x6

birimsel ters sirali polinomu ele alinsin. Bu polinomun 7, (UR (X)) urete¢ matrisi,
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{2u+3 W4u+l 3uP+u+3 2 20 +1 3u+u+l 2u+2u+3 0 }

0 2u+3 u’+u+1 3u’+u+3 2 2u° +1 ' +u+l 2u'+2u+3

n (U R (X)) iirete¢ matrisi ise

2u+3 u+u+1l 3uP+u+3 2 20°+1 3ui+u+l 2u°+2u+3 0
0 2u+3  u'+u+l 3u+u+3 2 2u° +1 3w +u+l 20 +2u+3
1 1 1 1 3 3 3 3

seklindedir. Buradan

¢1(h4(UR(x))):[l 313132 23131310 o}

0 o1 3131 3 2 2 313131

Ve

@(hzl(UR(X))):

=
o
-
w
-
w
[
w
N
[N}
w
[
w
-
w
-

elde edilir. 7, (UR (X)) ve Ay (UR (X)) iirete¢ matrislerindeki satirlar bir qeZ,
skaleri ile ¢arpildiginda birinci satir ile ikinci satir birbirinin ters siralisidir. Ornegin;

@, (h +(Ug (X))) matrisi 3 ile ¢arpildiginda,

3131312 21 3131300
0 o0 313131 2 2131313

matrisi elde edilmektedir. Buradan birinci ve ikinci satirin birbirinin ters siralis1 oldugu

acik bir sekilde goriilmektedir.

@, (h . (U o (x))) lirete¢ matrisindeki birinci ve ikinci satirlar toplandiginda elde edilen
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[ 32 2 2 2311322 2 2 3 1]
dizi palindromiktir. Yani bu dizinin ters siralisinin kendisine esit oldugu soylenir.

h, (U R (X)) irete¢ matrisine 2 satirinin eklenmesiyle,

2u+3 u+u+l 3uP+u+3 2 20°+1 3ui+u+l 2u°+2u+3 0
0 2u+3  u'+u+l 3u'+u+3 2 2u’ +1 u'+u+1  2u’+2u+3
2 2 2 2 2 2 2 2

matrisi elde edilmektedir. Bu matrisin Z, goriintiisii ise,

1 3 1 3 1 3 2 2 3 1 3 1 3 1 00
0 o0 1 3 1 3 1 3 2 2 31 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

olmaktadir. Bu matrisin birinci ve {igiincii satir toplandiginda elde edilen
[31 3131001313132 2]

dizisi birinci satirin tamlayanidir. Ikinci ve {igiincii satir1 toplandiginda elde edilen
[2 2 3131310013131 3

dizisi ise ikinci satirin tamlayani1 olmaktadir.

¢1(hzl (UR (X))) iirete¢c matrisinde ise birinci ve {igiincii satirlar toplandiginda elde

edilen

[2 2 2 2 2 2 312 2 2 2 2 2 3 1]
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dizisi ile ikinci ve {i¢lincii satirlar toplandiginda elde edilen

[t 32 2 2 2 2 2132 2 2 2 2 2]

dizisi birbirinin ters siralisidir. Herhangi bir qeZ, skaleri ile carpilip aym

kombinasyonlar uygulandiginda da satirlarin birbirinin ters siralis1 oldugu agik bir

sekilde goriilecektir.

Ornek 4.2.3. T, halkasi {izerinde 9 uzunluktaki bir birimsel ters sirali polinom
Ug (X) = (2u2 +1)+3x+(2u +1)x° +(u2 +3u +3) X3 +(2u2 +3) X" +(2u+3)x° olsun.

Bu durumda, U (X) polinomunun 7, (U, (X)) iireteg matrisi,

2u” +1 3 2u+1 u +3u+3 2u°+3 2u+3 0 0 0
0 2u” +1 3 2u+l U +3u+3  2u"+3 2u+3 0 0
0 0 2u° +1 3 2u+1 U +3u+3  2uU'+3  2u+3 0
0 0 0 2u” +1 3 2u+1 u’+3u+3 2u°+3 2u+3

ve 1j(Ug () iireteg matrisi ise

[2u® +1 3 20+1 u°+3u+3 2u°+3 2u+3 0 0 0o |
0 2u” +1 3 2u+1 u’+3u+3  2u°+3 2u+3 0 0
0 0 2u” +1 3 2u+1 u'+3u+3  2u’+3 2u+3 0
0 0 0 2u° +1 3 2u+1 u’+3u+3 2u°+3 2u+3

| 3 3 3 3 2 1 1 1 1

seklindedir. Bu matrislerin Z, goriintiisii incelenirse,
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31313 1131313000000
003 1313113131300 0 0
# (h4 (Uq (X))) =
00003 1313113131300
00000O0G0313 131131313
Ve
313 1.3 11313130000 0 O]
003 1313113131300 00
¢1(h§1(UR(x)))= 000031313 113131300
0 000O0GO0U 31313113131 3
3 13 13 131 2213131 3 1 3]

elde edilir.

¢l(h4 (Uq (X))) ve ¢, (hfll (Uq (X))) matrisleri herhangi bir q € Z, ile garpildiginda
birinci ile dordiincii satir; ikinci ile tiglincii satir birbirlerinin ters siralist olmaktadir.

Ornegin; ¢l(h +(Ug (X))) matrisi 3 ile ¢arpildiginda;

13131 3 31 31 310O0O0O0O0O0
0o 0131313 31313100 0O
0o 0 001 313133131 3100
o 0o 00003131311 31 313

matrisi elde edilmektedir. Buradan birinci ile dordiincii satirin ve ikinci ile {i¢lincii

satirin birbirlerinin ters siralist oldugu goriilmektedir.

Yine ¢l(h 4(UR(X))> matrisinde, birinci ve dordiincii satirlar toplandiginda elde

edilen
[3 131312 20000713131 3]

dizisi ve ikinci ve Tlglincii satirlar toplandiginda elde edilen
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[0 0312 222002222130 0]

dizisi palindromiktir. Boylece bu dizilerin ters siralalilarinin kendisine esit oldugu

sOylenir.

) (hzl (Uq (X))) matrisinde birinci ve besinci satirlarin toplanmasiyla elde edilen

[2 2 222 200312 213131 3]
dizisi ile dordiincii ve besinci satirlarin toplanmasiyla elde edilen
[3 131312 21300272222 2]

dizisi birbirinin ters siralisidir. Ayrica, ikinci ve besinci satirlarin toplanmasiyla elde

edilen

[3 1222 2 22 3122 2 22 21 3]
dizisi ile tiglincii ve besinci satirlarin toplanmasiyla elde edilen

[31 312 2221322222213

dizisi birbirlerinin ters siralisidir.

¢1(h4(UR(X))) matrisi herhangi bir qeZ, ile garpilp ayni komine islemleri

yapildiginda satirlarin birbirinin ters siralis1 oldugu asikar bir sekilde goriilmektedir.



BOLUM 5. 7,(7,+uZ,) HALKASI UZERINDEKI DEVIRLI VE
AYKIRI DEVIRLiI KODLAR

Hata diizelten kodlar teorisinde dikkat ¢eken basliklardan biri de karma alfabeler
tizerinde caligilan toplamsal (additive) kodlardir. Degismeli bir grubun alt grubu olarak
tanimlanan toplamsal kodlar ilk olarak Delsarte ve Levenshtein tarafindan [75]
caligmasi ile ele alinmistir. Borges ve ark. [76] numarali calisma ile Z,Z, —toplamsal
kod olarak adlandirilan yeni bir hata diizelten kod sinifi ortaya ¢ikarmistir. Bilesenleri
ikili ve dortlii alfabeden olusan bu kod sinifi son zamanlarda bir¢ok arastirmacinin
odag haline gelmistir [76-82]. Aydogdu ve ark. [80] numarali calismada, Z,Z,[u]—-
lineer devirli, sabit devirli ve bu kodlarin duallerinin cebirsel yapisini inga etmislerdir.

Ayrica bu kodlarin tanimlanan Gray doniisiim altindaki goriintiilerini inceleyerek

optimal kod parametresine yakin kod elde etmislerdir. Melakhessou ve ark. [81]

numarali ¢alismada, u> =0 ve = p° iken Z, (Zq +UZ q) halkasindaki lineer aykir

sabit devirli kodlan aragtirmak i¢in dncelikle 7, +UZ, halkasindaki aykirt polinom
halkalarim1 tanimlayarak bu halka tizerindeki aykir1 sabit devirli kodlari
incelemislerdir. Daha sonra 7, (Zq +qu) halkasindaki lineer aykiri sabit devirli
kodlarin cebirsel yapisin1 ele almiglardir. Bu halkanin {irete¢ polinomlarini ve geren
kiimelerini elde etmislerdir. Ayrica, halka tizerindeki aykir1 sabit devirli kodlarin Gray
goriintiilerini incelemis, double aykiri sabit devirli kodlara da deginmislerdir.
Bulduklar1 yeni Z, kodlar ile makaleyi giiclendirmislerdir. Diao ve ark. [82] numarali
calismada, V> =v ve p asal iken 4,1, [V] halkasinda toplamsal devirli kodlarin

cebirsel yapisin1 ve dualligini incelemislerdir. Optimal kodlar elde etmis, Singleton
siirina dayanarak maksimum uzakliga ayrilabilir kodlara bazi 6rnekler sunmuslardir.

Ayrica kuantum kodlara da deginerek ornekler sunmuslardir.
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Bu boliim 6 kistmdan olusmaktadir. Ik kisimda, halkanin yapisi incelenmis ve

toplamsal kodlar ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ikinci kisimda,
7.,T, —devirli kodunun iirete¢ polinomu ve kodu geren en kiigciik kiime tespit

edilmistir. Ucilincii kisimda, halka iizerindeki devirli kodlar ile tiim sabit devirli kodlar
arasinda kurulan izomorfizma yardimai ile halka tizerindeki sabit devirli kodlarin iireteg
polinomuna ulagilmistir. Dordiincti kisimda, yeni bir Gray doniisiim tanimlanarak

7,1, —devirli ve sabit devirli kodlarin Gray goriintiileri incelenmistir. Besinci

kisimda, halkadaki asikar olmayan otomorfizma tanimlanmis ve sabit devirli kodlar
icin lirete¢ polinomu olusturulmustur. Altinct bdliimde ise yeni bir Gray doniisiim

tanimlanarak aykir1 devirli ve aykir1 3— sabit devirli kodun goriintiisii incelenmistir.

5.1. Z,R Halkasmin Yapisi ve Temel Bilgiler

T, ={r0+url : 1,1 eZ,, U =u}={0,1,2,3,u,2u,3u,1+u,1+2u,1+3u,2+u,2+2u,2+

3u,3+Uu,3+2u,3+ 3u} halkasi ilerleyen kisimlarda indislerin karigmamasi agisindan

boliim boyunca R ile temsil edilecektir.

Z,R halkas1 birimli, degismeli bir halkadir. 64 elemanli olan Z,R halkas1 birden
fazla maksimal ideale sahip oldugundan ayni zamanda lokal olmayan bir halkadir.

Frobenius olan 7Z,R halkasmin birimsel elemanlari {(1, l) , (1, 3) , (3, 1) , (3, 3) ,
(l, 1+ 2u) , (1, 3+ 2u) , (3, 1+ 2u) , (3, 3+2u )} seklindedir. Halkanin maksimal idealleri,

{(l, 1+u),(1, 2+u),(2,1)} olup minimal idealleri ise {(0, 2+2u),(0, 2u),(2,0)}’dir.

a ve [ pozitif tamsayilar olmak {izere «+ £ uzunlugundaki C kodunun ilk o
bileseni Z, alfabesinden, son /£ bileseni ise Z,+UZ, alfabesinden olacak sekilde

parcalanabiliyorsa bu koda Z,R —kodu ad1 verilir.

Bu sekilde tanimlanan kod Z,” x R” halkasmin bir R —alt modiilii olur mu?
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Oncelikle Z,R halkasi Z,R={(e.e,):€ €Z,,e,eR} seklinde tanimlansin. Bu

halka bilinen toplama islemine gore kapalidir ancak u € R skaleri ile bilinen ¢arpma
islemine gore kapali degildir. Bu durumda Z,R halkas: standart skaler ile carpma

islemine gore R —modiil olmaz. Bu halkayr R —modiil yapmak ve halkanin cebirsel
yapisint zenginlestirmek igin skaler ile yeni bir carpma islemi asagidaki gibi

tanimlanabilir. Bu ¢arpma islemini olusturmak i¢in oncelikle

n:R->2,

L+un—>nrn+n

doniisiimii tanimlanmalidir. Bu durumda R halkasindaki elemanlarin 7 doniistimi

altindaki goriintiileri,
7(0)=n(1+3u)=7r(2+2u)=7(3+u)=0,
77(1)=77(U)=77(2+3u)=77(3+ 2u):L
n(2)=n

n(3)=n(1+2u)=n(3u)=nr(2+u)=3

(1+u)=n(2u)=n(3+3u)=2,

seklindedir.

Vr,+ur,r, +ureR igin,
i n((n+un)+(n+un))=n((n+15)+u(L+n))=G+6+1,+r,
=n(r,+ur)+n(r,+ur,)
i n((ro+ur1).(r2+ur3))=77(r0r2+u(r0r3+rlr2+r1r3))
=L+ LG+ +0L =1 (L +1)+ 6 (5 +1)
=(r,+1)(r,+1,)=n(r,+ur)n(r,+ur,)
esitlikleri saglandigindan tanimlanan 5 doniisiimii bir halka homomorfizmadir. Bu

homomorfizma yardimi ile herhangi bir (el,ez) €Z,R ve reR igcin, skaler carpim

r*(e.e,)= (77 (r ) e.re, ) seklinde tanimlanabilir.
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0

Bu ¢arppm reR ve z= (e1 , & ezﬂ_l) eZ,”xR” olmak iizere

_ 0 A1 1,0 41 B-1
r*z_r*(el,el,...,el" B N X )

:(n(r)el‘),n(r)ell,...,n(r)el”"l,rezo, re,',...,re,” 1) seklinde genisletilebilir.

Lemma 5.1.1. Z,” xR’ halkas! yukarida tanimlanan skaler ile ¢arpma islemine gore

bir R —moduldiir.

Ispat. va,beR ve V(e,&,),(e;.6,)eZ,” xR’ i¢in,
i a*[(e.e,)+(e,e,)|=a*(e +e, e, +e,)
=[n(a)(e +&;).a(e, +e,)]
=[n(a)e, +n(a)e, ae, +ae, |
=(n(a)e, ae,)+(n(a)e,.ae,)
—a*(e,€,)+a*(ee,)
i. (a+b)*(e.e,)=[n(a+b)e.(a+b)(e,)]

(
(n(a)e,+n(b)e,.ae, +be,)
(n(a)e, ae,)+(n(b)e, be; )

=a*(e,&)+b*(e,e,)
i ax[bx(e,e,)]-a*{n(b)e.b(e,)] = (n(a)n(0)e, ab(e,)) ~ab* (e, e,
Vo Lo (ene) = () e dee,) = (8e:)

sartlar1 saglandigindan Z,” xR’ halkas1 skaler ile ¢arpma islemine gore bir R—

modildir.

Tamim 5.1.1. Z,“ x R” halkasinin herhangi bir C alt kiimesi Z,” x R” halkasmin bir
R —alt modiilii ise C koduna 7Z,R —lineer kod ad1 verilir. Agiktir ki; C kodu, =0

iken R iizerinde lineer kod, =0 iken Z, lizerinde lineer kod olur.
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C kodu Z,R-lineer kod olmak iizere, C kodunun ilk « koordinat1 iizerindeki
izdiistimii C, ve son f koordinati lizerindeki izdiisiimii ise C, olsun. [zdiisiim lineer
bir déniisiim oldugundan C, kodu Z, iizerinde @ uzunlugunda, C, kodu ise R
lizerinde B uzunlugunda lineer bir koddur. C kodu C, ve C, kodlarinin direkt

carpimi yani C, xC, ise C kodu ayrigtirilabilirdir.

0 41 a-1 0 1

Tamm 5.1.2. Herhangi bir z=(e’.e',....g“"e ¢, ,...,ez'g‘l)erxRﬂ icin
o(z)= (el‘“, e’,....e"% e e’ ..., ezﬂ’z) eZ,” xR’ seklinde bir devirsel dteleme

operatdrii tanimlansin. Z,R —lineer C kodu o devirli 6teleme opreatorii altinda sabit

kaliyorsa yani G(C) =C oluyorsa C koduna Z,R —devirli kod denir.

Koda daha fazla cebirsel 6zellik kazandirmak i¢in kodsdzler polinomlar ile temsil

R[]

edilsin. Z,” xR” halkasinin elemanlari ile Za[¥] <X“ 1> X <X p_q

> halkasinin

elemanlar1 arasinda birebir esleme

o A s ZalX] R[]
FuE (x-1) /w—1>

(elo,ell,...,el”"l,ez‘),ezl,...,ezﬂ’l) —>(e1° +eX+...+e X e’ +e21x+...+ef’lxﬁ’l)

doniisiimii ile verilecektir. Yukaridaki doniisiim altinda C kodunun goriintiisii de C

ile gosterilsin.

Bu béliimde, Z4[X]<Xa 1>>< R[%ﬂ 1> halkas1 %, , ile (e1°+e11x+...+e1"’l

X el +6,' X +...+ ezﬂ’lxﬁ’l) ifadesi ise (&, ()., (x)) ile temsil edilecektir.
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Tamm 5.1.3. r(X)=r+6x+...+6x eR[x] ve (g(x).e,(x))eR, , elemanlar
icin, n(r(x)):n(r0)+77(rl)x+...+77(rt)xteR[x] olmak iizere r(x)*(el(x),

&(x)) carpmmi  r(x)*(e,(x).&(x))=(n(r(x))e.(x).r(x)e,(x))  seklinde

tanimlanabilir.

Teorem 5.1.1. R, , halkasi yukarida tanimlanan garpma iglemine gore bir R[X]—

modildir.

ispat. Her a(x),b(x)eR[x] ve her (& (x).e,(x)).(&;(x).e,(x))eR, 5 i¢in,

L a(x)* (e (%), & () + (& ()84 (0)) ]
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Boylece R, , halkasi tammlanan skaler ¢arpma islemine gore bir R [X] — modiildiir.
7:,R —devirli kodun polinom tanimi asagidaki gibidir.

Tamm S5.1.4. R, , halkasmin bogtan farkli bir alt kiimesi olan C kiimesi R, ,
halkasinin bir alt grubu ve z(x)=(e’+e'x+...+8 X" ",8, +&,'x+...+¢," x"*)

olacak sekilde herhangi bir r e R ve her 2z (X) € C eclemanlari i¢in,

a-1,a-1
X

rx*(e(x).e,(x))= rx*(el0 +e'X+...+e e, +e21x+...+ef’1xﬁ’1)

=(n(r) (e +e x+.+ePx ) (e, e %+ +ef X))
ifadesi de C kiimesinin bir elemani ise C kiimesine Z,R —devirli kod denir.

Teorem 5.1.2. R , halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olan C kodunun Z,R -

devirli kod olmas i¢in gerek yeter kosul C kodunun R, , halkasinin bir R[X]— alt

moduli olmasidir.

ispat. C kodunun Z,R—devirli kod ve z(x)=(e(x),&,(x))eC oldugu kabul
edilsin. C kodu R, , halkasinin bir alt grubu oldugundan C kodundan alinan z, ()
ve 7,(x) kodsdzleri i¢in z,(x)—-z,(x)eC elde edili. C kodu Z,R—devirli kod
oldugundan X*Z(X) € C oldugu bilinmektedir. Ayn1 nedenden 6tiirii, X*(X*Z(X))
ifadesi X*(X* z (X)) =Xx"*z (X) €C seklinde yazilabilir. Benzer sekilde devam
edilirse, sifir ve sifirdan biiyiik her i degeri icin X' *z (X) € C olur. C kodu lineer bir
kod oldugundan R [X] halkasindan alinan her r (X) polinomu igin r (X) *2 (X) carpimi
yine C kodunun i¢ine diiser. Bdylece C kodunun R, , halkasimn bir R [X] —alt

modiilii oldugu sonucuna ulagilir. Diger taraftan, C kodu R, , halkasmin bir R[x]-
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alt modiilii olsun. Alt modiil sarti geregince, C kodu R, , halkasmin bir alt grubudur.
Ayrica C kodundan alinan her Z(X) kodsozii ve R[X] halkasindan alinan her X i¢in

X*z (X) carpimi da yine C kodunun i¢ine diiser. Buradan, C kodunun 7Z,R —devirli

bir kod oldugu sonucuna varilir. =
5.2. Z,R —Devirli Kodun Urete¢ Polinomu

[41] numaral ¢alisma ile R halkasi Uzerindeki C, devirli kodunun C, =uC, +
(1+3u)C, scklinde parcalandigt ve C, devirli kodunun iireteg polinomu

bilinmektedir. B6lim boyunca C, devirli kodunun iirete¢ polinomu K(X) ile temsil

edilecektir.

Z,R halkasinda tek uzunluktaki C devirli kodunun iirete¢ polinomu olusturulmadan

once bazi agiklamalar yapilsin.

C kodu Z,R—devirli kod, ve C kodundaki bir eleman z(x)= (e1 (X) €, (X)) olsun.

X ={(el(x),0) eC:e(x)e Zs [X]<Xa _1>} olsun. Bu durumda tanimlanan X

kiimesi C kodunun bir alt modiludiir.

Simdi X kiimesi Za [%a 1> boliim halkasinin bir ideali oldugu gosterilsin.
X J—

i s(x),s,(x)eX  i¢in (S1 (x), O) , (82 (x), O) eC vardir.  Boylece
(Sl(X),0)+(SZ(X),O)=(81(X)+SZ(X),O)GC olur. X kiimesinin tanimi

geregi s, (X)+5,(x)eX elde edilir.
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ii. p(x)e 4[X]<Xa _1> ve S(X)EX icin (S(X),O)EC vardir. p(X)(S(X),O):
(p(x)s(x),o)eC olur. X kiimesinin tanimi geregi p(X)S(X)eX

mod(x“ -1) elde edilir.

Boylece X kiimesi Za [%a 1> boliim halkasinin bir idealidir. Buda X kiimesinin
X J—
devirli kod oldugu ve x“ -1 polinomunun bdleni oldugu anlamina gelir. Buradan

hareketle e, () | <X“ —1> olacak sekilde X = (e, (x)) ifadesi elde edilir.

Herhangi bir (y(X),O)eC igin y(X)eX oldugundan y(x)=n(x)el(x) olacak

sekilde n(x)e ]

[ -1) vardir. (y(x),0)=(n(x)e (x),0)=n(x)*(e (x),0)
olup n(x)e Z, [X]<X“ _1> ve (€,(x),0)eC oldugundan X = <(e1(x),0)> elde edilir.
Boylece X kiimesi, Zs [%a _1> halkasinda x“ —1 polinomunun bdleni tarafindan

iretilen bir ideal olarak yorumlanabilir.

Z,[X]

<X“ _1>} olsun. A

kiimesi R [% p 1> halkasinin bir alt modiilii oldugu gosterilsin.

Az{ 2(x)eR[X]<Xﬂ_1>,(I(x),ez(x))eC t1(x)e

i g (%) (x)eA g (L(x).q(X)).(1,(x).0,(x))€C olacak sekilde
Il(X),Iz(X)eZ4[X]<Xa_1> vardir. (|1(X),ql(X))+(|2(X),qz(x)):(ll(x)+

1,(x),0,(X)+0,(x))€C oldugundan ¢ (X)+0,(X)€A elde edilir.
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ii. r(x)eR[X]<Xﬂ_1> ve (|(X),€2(X))€C icin I(x)eZ4[X]<Xa _1> olmak

tizere C kodu R, , halkasinin R[X]— alt modiilii oldugundan I’(X)*(I (X),

ez(x))z(n(r(x))l(x),r(x)ez(x))eC olur.  Buradan  r(x)e,(X)

mod(x” —1)e A ve n(r(x))I(x) mod(x“-1)e X elde edilir.
Boylece A kiimesi R[%ﬁ 1> halkasmin bir alt modiliidiir. Bdylelikle

A= (I (x),e, (X)) oldugu sdylenebilir.

Tiim bu aciklamalar dogrultusunda 7Z,R —devirli kodun {irete¢ polinomu asagidaki

gibi insa edilebilir.

Teorem 5.2.1. Cﬂ=<1<(x)> olmak iizere f(x),l(x)eZ“[X]

x(x) e R[% p gy oacak seide (1) | X* ~1 iken Z,R halkasindaki C devirli

kodunun iirete¢ polinomu,
C={(f(),0).(1(x).x(x)))
seklindedir.

Ispat. C = <( f(x), O) , (I (x), K'(X))> oldugunu gosterebilmek igin ¢ift tarafli kapsama

gosterilmelidir.

<( f (X),O),(I (X),K‘(X))> cC oldugu asikardir. Cc <( f (X),O),(I (X),K‘(X))>
oldugunu gdstermek icin ise, éncelikle b(X) € Z§ ve t(x) e R” olmak iizere herhangi

bir (b(X),t(X)) € C elemani alinsin. t(X) € A oldugundan t(X) = a(X)K‘(X) olacak
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sekilde bir a / ve K' eA oldugundan (l( ),K(X))EC olacak

sekilde bir | / vardir. Boylelikle,

(b(x),t(x))=a(x)*(1(x),x(x)) =(b(x),t(x)) = (n(a(x)) (x),a(x)x(x))
=(b(><)—77(a(><))'(X)’t(X)—a(X)K(X))
elde edilir. t(x):a(x)x(x) ifadesi yerine yazildigr takdirde bu ifade

(b(x)—n(a(x))l(x),O) ifadesine esit olur ve boylece X kiimesinin igine diiser.

(b(x)—n(a(x))l(x) O)eX oldugundan (b(x)—n(a(x))l(x),o):r(x)(f(x),O)
olacak sekilde bir r 4[ / vardir.

Bu durumda, (b(x),t(x))=a(x)*(l (x),/c(x))+(b(x)—77(a(x))l (x),O)

~a(x)*(1(x),x(x)) +1(3)(f (x).0)

ifadesi elde edilir. Béylece C — <( f(x), O),(I (X),K‘(X))> saglanir.

(((x).0).(1(x),x(x)))=C ve Cc((f(x).0),(I(x).x(x))) gdsterildigi icin

C=<(f(x) ) ( (x),x(x ))> esitligi mevcuttur.

Lemma 52.1. C=((f(x),0),(1(x).x(x))) kodu Z[R-devirli kod ise

der (I(x)) <der ( f (x)) olarak kabul edilebilir.

Ispat. der(l (X)) > der( f (X)) oldugu varsayilsin. Bu durumda, | (X) =f (X) g, (x)+

. (X) olacak  sekilde 0<der ( I (X)) <der ( f (X)) sartint  saglayan



132

q(x),r(x)e Zy[x] <x"’ 1> polinomlari vardir. |(x) polinomu iirete¢ polinomunda

yerine yazilirsa,

oldugu gdriiliir. Yani der (I(x))<der(f(x)) oldugu kabul edilebilir. o

Lemma 5.2.2. &(X)=ur(x)+(1+3u)z,(x) olmak iizere 7,(x)x"-1 ve
r2(x)‘ x? —1 iken C:<(f (X),O),(|(X),K(X))> kodu Z,R—devirli kod olsun. Bu

durumda K’(X)| x? —1 olmaktadir.

Ispat. 7,(x)|x” -1 ve 7,(x)|x” —1 kabul edildiginden X’ —1=17, (x)w,(x)=1,(x)
W, (x) olacak sekilde bir w(x),w,(x)e R[% p _1> polinomlart mevcuttur.

Boylece, x” -1 polinomu x” —1=(uz, (x)+(1+3u) 7, (x))(uw, (X)+(1+3u)w, (x))

seklinde yazilabildiginden x(x)|x” -1 olmaktadir. .

Lemma 5.2.3. x(X)=uz,(X)+(1+3u)z,(x) ve X’ —1=7 (X)W (X)=1,(X)w,(X)
olmak iizere, C=((f(x),0),(1(x).,x(x))) kodu Z,R—devirli kod ise

f (x)|w, (x)1(x) olacaktr.

Ispat. Lemma 5.2.2 den hareketle X’ —1=17, (X)W, (X)=1,(X)W,(X) esitligi de

kullantlarak — (uw, (X)+(1+3u)w, (x))*(I(x),x(x)) ifadesinin  (w, (x)I(x),0)
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ifadesine esit oldugu kolaylikla goriilmektedir. (w; (x)I(x),0) ifadesi de X

kiimesinin i¢ine diistiigiinden f (X)‘ W, (x)1(x) elde edilir. o

Teorem 5.2.2. X’ -1=7, (X)W (X)=7,(X)W,(X) olmak iizere C:<(f(x),0),

(I (X),K(X))> kodu (@, ) uzunlugunda Z,R—devirli kod ve

a—der(f(x))-1

o= U XH(T(0).0))

i=0

der(wy(x))-1

o= U X (1(x).un(x)]

i=0
veE

der(w,(x))-1

0, = U {x‘*(O,(1+3u)rz(x))}

i=0

olsun. Bu durumda ¢ = g, U, U g, kiimesi C kodunu geren en kiiciik kiimedir.

ispat. C:<(f(x),0),(l(x),x(x))> olsun. z(x)eC ve a,(x),a,(x)eR[x] olacak

sekilde bir z(X)= ai(x)*( f (X),0)+ a, (X)*(I (x), K‘(X)) polinomu mevcuttur.

Burada der(a,(x))< a—der(f(x))-1 ise a(x)*(f(x),0)eSpang, elde edilir.
Aksi takdirde bolme algoritmasi uygulani. Bu durumda s,(X),r(X)eR[x]

polinomlar1 icin 0<der ( r (X)) <a-—der ( f (X)) -1 olacak sekilde

a(x)= L s, (X)+1r(x) esitligi vardir. Boylece,
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><
>(-
><
O

(f

clde edilir. Bu da a,(X) *(f (x) O) € Spang, anlamina gelir.

i=01...,v iken p,=ug +(1+3u)n; olacak sekilde a,(X)=p,+pX+...+pX"
olsun. Bu durumda a, (x) = u(q0 +q1x+...+qvxv)+(1+3u)(nO FNX+...+ nvxv) elde
edilir. Burada g +0,X+...+0,X" polinomu q(x) ile Ny +nXx+...+n,X" polinomu ise
n(x) ile ifade edilirse a, (x) —uq(x)+(L+3u)n(x) esitligi clde edilir. Boylece,
2, ()*(1 (). £(x)) = (8 () + 1+ 3)n(x)) (1) x (1)

=q(x ) (|(X),UT1(X))+H(X)*(O, (1+3u)7,(x))
elde edilir. Ayrica f (x)|w (x)1(x) oldugu da bilindiginden w, (x)I(x)= f (x)k(x)

seklinde yazilabilir.

Eger der (n (X)) < der (W1 (X)) -1 ise n (X)*(I (x),uz (X)) € Spang, oldugu agiktir.
Aksi takdirde bolme algoritmasi uygulanir. 0 < der(rz (X)) < der(wl(x))—l icin
n (X) =W (X)52 (X) +1, (X) olacak sekilde s, (X), r, (X) eR [X] polinomlar: vardir. Bu

durumda,

n(x)*(l(x),url(x)):(wl(x)sz(x)+r2(x))*(l(x),url(x))
s, (05w (1) 0) 1 (x)5(1 () ()
elde edili. w,(x)l(x) ifadesinin f(x

)k (X) ifadesine esitligi bilindiginden
s, (X)*(w, (x)1(x), 0) e Spang, ve 1, (x)*(1(x),ur,(x)) € Spang, elde edilir.
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Eger der(q(x))<der(w,(x))-1 ise n(x)*(0, (1+3u)z,(x))eSpanp, oldugu
aciktir. Aksi takdirde bolme algoritmast uygulanir. 0 <der (r3 (X)) < der (W2 (X)) -1
igin  q(X)=w,(x)s;(x)+1, (X) olacak sekilde s, (X), r (X) eR [X] polinomlari

mevcuttur. Bu durumda,

0 (0,(1+3)7 () =, ()5, ()1, () (0, (1+30)1, ()
=5,(X)*(0, (1+3u) 7, (X)W, (X)) + 1, (x)*(0,(1+3u) 7, (x))
=1,(x)*(0,(1+3u)z,(x))

elde edilir. Buda r, (X)*(O , (1+ 3u)r2 (X)) € Spang, oldugu anlamina gelir.

Boylece =g, U, U, kimesi C kodu igin geren kiime olur. ¢ kiimesindeki
diger elemanlar ile lineer bagimli bir eleman mevcut olmadigindan g kiimesine C

kodu i¢in kodu geren en kiigiik kiime ad1 verilir. =

5.3. Z,R Halkasinda Sabit Devirli Kodlar

0

Tammm 5.3.1. Herhangi bir z =(e1 ,
pi(2)=(e"e"...e% % 28/ 60, ....e,/ ?) e Z," xR’ seklinde bir sabit devirsel
Oteleme operatorii tanimlansin. Z,R —lineer C kodu p, devirli 6teleme opreatdrii

altinda sabit kaliyorsa yani p, (C)=C oluyorsa C koduna Z,R —lineer sabit devirli

kod denir.

Koda daha fazla cebirsel 6zellik kazandirmak icin kodsdzler polinomlar ile temsil

edilsin. Z,” xR” halkasinin elemanlari ile Z“[%a 1> X R[% P /1> halkasinin

elemanlar arasinda birebir esleme
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o R s ZalX] R[]
fR (x-1) /w—w

(elo,e1 ,...,el"’l,ezo,ezl,...,ef’l) —>(e1° +e!X+...+e°x“?, e, +e21x+...+e2ﬂ’1xﬂ’1)

doniigiimii ile verilecektir. Yukaridaki doniisiim altinda C kodunun goriintiisii de C

ile gosterilsin.
7:,R — lineer sabit devirli kodun polinom tanimi asagidaki gibidir.

Tamim 5.3.2. R, , halkasinin bostan farkli bir alt kiimesi olan C kiimesi i¢in R, ,
halkasinin bir alt grubu ve z (x) = (elo +e'Xx+...+e X el re)x+.. .+ ezﬂ_lxﬂ_l)

olacak sekilde herhangi bir r e R ve her z (X) € C elemanlari i¢in,

rx*(e (x),e(x))=r x*(el0 +e'x+...+e " x e +e21x+...+e2”’1xﬁ’1)

4 (n(r)(elail +elox+---+effzxafl), r(lezﬁfl +62°X+...+e2ﬁ*2xﬂ*1))

ifadesi de C kiimesinin bir elemani ise C kiimesine Z,R —lineer sabit devirli kod

denir.

Bu kisimda Z,R halkasindaki sabit devirli kodlar ele alinirken, devirli kodlarin
tanimlandig1 halka ile sabit devirli kodlar1 temsil eden halka arasinda bir izomorfizma
kurulacaktir. Sabit devirli kodlarin iirete¢ polinomu olusturulurken devirli kodlarda
oldugu gibi tek uzunluktaki kodlar ¢alisilacaktir. Oncelikle R halkasindaki birimsel
elemanlarin tek kuvvetinin kendisi, ¢ift kuvvetlerinin ise 1 oldugu hatirlatilarak

asagidaki gibi bir izomorfizma kurulsun.

Onerme 5.3.1. S tek tamsayi, R halkasindaki birimsel elemanlar da A ile temsil

edilmek lizere,
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dontigiimii tanimlansin. Bu durumda Q doniisiimii bir halka izomorfizmasidir.

Ispat. Birebirlik, ortenlik, iyi tanimlilik ve halka homomorfizma oldugu gosterildigi
takdirde Q doniigiimiinlin halka izomorfizmasi oldugu ispatlanmis olur. Buradan

hareketle,

e (X)=e’ +ex+...+e/ X, e, (X) =€, +ex+...+8) X, e (X)=6; +eX+...

a-1,,a

+e5 X" ve &, (X) =g +eX+...+e) X" olmak iizere,

iyi tanimlilik: Her (el(x),ez(x)),(eg(x),eA(x))eERa'ﬁ i¢in, (el(x),ez(x))
(e5(x).€,(x)) mod(x“-1)x(x” 1) iken  Q(e(x).e,(x))=(es(x).&(x))
mod (X“ —1) X (Xﬂ — l) olmalidir.

(&(x).e, (X)) =(e;5(x).&,(x)) mod(x“~1)x(x” 1) ise (e +ex+...+e x?,
& +eX+...+e) ) = (X X )q(x) + (e +eix .. e X e +gx ... +e)
x**) seklinde yazilir. Bu ifadede X yerine AX yazildigi takdirde, (e +ex-+...
e X e edx .+ X ) = (49X —L X 1) q(Ax) + (&5 +edx+... ey
X“* el redx+...+ef ?x" 1) elde edilir. @ ve B tek tamsay: oldugundan bu ifade
(Ax* =27, A" =A%) q(Ax)+(e5 t +edx+...+e X ef t+edx+...+ef X )= A
(x“ =2, %" = 2)q(Ax)+(e5 " +edx+es*x“ ef * +efx+...+e) *x/ ) ifadesine esit

olur. Boylece (el(ﬂx),ez(/lx)):}t(x“—l,xﬂ—i)q(ﬂx)+(e3(/1x),e4(lx)) elde
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edili. Bu da Q(e;(x),e,(x))=Q(e;(x).e,(x)) mod(x"‘ —1)><(Xﬂ—l) anlamina

gelir. Buradan Q doniisiimiiniin iyi tanimli bir doniistim oldugu gosterilmis olur.

Birebirlik: Her (&,(x).&,(x)).(e;(x).&, (X)) eR,, icin, Q(e(x).e,(x))=
Q(e;(x).e,(x)) mod(x*-1)x(x”=4)  iken (& (x).&(x))=(e(x).€(x))

mod(x“ —1)><(xﬂ —1) olur mu?

Q(e ()., (x )) (e, (x).&,(x)) mod(x* ~1)x(x” —2) yani (g(x).&,(4x))=

(
) mod(x* =1)x(x” - 1) ise (& (X),e, (Ax)) =(x" =L x” = 2)q(Ax)+

(e;(x).&,(4x)) m
( (X e4 mod(x l)x(xﬂ ﬂ) seklinde yazilir. Bu ifadede X yerine AX
yazildigi  takdirde, (e (x),e,(Ax))= (l X* 1, APxF — /”t)q() (e5(x).,(x))

= 2(x* =1x” =1)q(x)+ (e (x),e, (x)) mod(x* ~1)x(x” ~1) elde edilir. Bu da Q

doniisiimiiniin birebir bir doniisiim oldugu anlamina gelir.

Ortenlik: Q doniisiimii sonlu ve birebir oldugundan drten bir doniisiimdiir.

Homomorfizma: Her (el(x),ez(x)),(es(x),e4(x))e R, , icin, Q((el(x),ez(x))+

(es(x),e4(x)))=Q(e1(x),e2(x))+Q(e3(x),e4(x)) ve Q((el(x),ez(x)).(e3(x),

e, (X))) =0(e,(x).8,(x))Q(e;(x).e,(x)) esitlikleri saglanmalidir.

Qe (x),€ (X)) + 2(ea (x)., ()= (& (%) &2 (%)) (& (%) & (%)) )
= ((eﬁe)( ) (e +e,)(x))

(e +5)(x), (e, +e,)(4x))

=((&: () + &3 (%)) (& (2x) + e, (4x)))
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elde edilir.

=0 (& (x).: () 2(es (1), (4)))

elde edilir. Dolayistyla QO doniistimii bir halka homomorfizmadir.

Q doniisiimii iyi tanimlilik, birebirlik, ortenlik ve halka homomorfizma 6zelliklerini

sagladigindan bir halka izomorfizmasi olur. =
Bu 6nermeden yararlanarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 5.3.1. Yukaridaki Onermeden yararlanarak %R, , halkasinin idealleri ile

Ly [X] X R [X] s halkasinin idealleri arasinda birebir bir iliski vardir.
ey e -2)

Bélim boyunca Z“[%a _1>><R[% P —l> halkast R, , ile temsil edilecektir.

Toplamsal sabit devirli kodlar1 ele alabilmek i¢in Oncelikle asagidaki teoremlere

ihtiyac duyulacaktir.

Teorem 5.3.1. R, halkasi Tamm 5.1.3’te tanimlanan ¢arpma iglemine gore bir

R[x]— modiildiir.
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Teorem 5.3.2. Cc R, , kodunun A-—sabit devirli Z,R—kod olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul C kodunun R, , halkasinn bir R[x]— alt modiilii olmasidur.

Not 5.3.1. Teorem 5.3.1. ve Teorem 5.3.2.’nin ispatlari, tanimlanan Q izomorfizmasi
g6z Oniinde bulundurularak Teorem 5.1.1. ve Teorem 5.1.2.°nin ispatlarina benzer

sekilde yapilir.

Sonug¢ 5.3.2. J’nin R, , halkasmnin bir ideali olmasi durumunda Q(J) de ®, 5

halkasinin bir idealidir. Tersi de gegerlidir.

Teorem 5.2.1. ve Q halka izomorfizmasi kullamilarak R, , halkas1 Gzerindeki 14—

sabit devirli kodlarin {irete¢ polinomu asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 5.3.3. X=Ax ve C, = <K()~()> olmak iizere, f(x),l(x)e o [X]<Xa _1> ve

’<(>~<)€R[%(ﬂ_ﬂb> olacak sekilde f(x)|x“—1 ve x(X)|x"—2 iken Z,R

halkasindaki A —sabit devirli C kodunun iirete¢ polinomu,

C={(£(x),0).(1(x).x(%)))

seklindedir.

Teorem 5.3.4. C, kodu Z, iizerinde uzunlugu @ olan lineer bir kod, C, kodu R
halkas iizerinde uzunlugu S olan lineer bir kod, C=C, xC, kodu ise Z,R

halkasinda lineer bir kod olsun. Bu durumda,

I.  C kodunun devirli kod olmas: igin gerek ve yeter kosul C, kodunun Z,

lizerinde, C, kodunun da R halkas: lizerinde devirli kod olmasidir.
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ii. A =3,1+2u,3+2u olmak iizere, C kodunun A —sabit devirli kod olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul C, kodunun Z, iizerinde devirli kod, C, kodunun da R

halkasi1 tizerinde A — sabit devirli kod olmasidir.

Ispat. Oncelikle Z,R halkasindaki C =C, xC, kodu sabit devirli bir kod olmas
durumunda C, kodunun Z, iizerinde devirli, C,; kodununise R halkasi lizerinde 14—
sabit devirli bir kod oldugu gésterilsin. (e/,¢},....ef")eC, ve (€,¢;,....e/")eC,
olmak tizere, C kodu A—sabit devirli bir kod ise tamim geregi

(ef,ef,...,q“*l,eg,el, e‘”)eC iken ( et el el ef’z)eC olur.
Bu da (el""l,ef,...,ef’ ) (/teﬁ e, ef’z)eCﬂ olmasi demektir.
(eloel1 ef‘"l)eCa iken (el"’"l,ef,...,ef’_z)eca oldugundan C, kodu Z, iizerinde
devirli bir koddur. (€3,¢;,...,e/™) e C, iken (1e)™,€),...,e/ ) eC, oldugundan C,

kodu R halkasi lizerinde A —sabit devirli koddur. Burada A =1 olmasi durumunda

(i) sikki, A =3, 1+2u, 3+ 2u olmasi durumunda ise (ii) sikki ispatlanmis olur. Tersi

de benzer sekilde gosterilir. o

5.4. 7Z,R Halkasindaki Devirli ve Sabit Devirli Kodlarin Gray Gériintiisii
R halkasindan Z; yapisina asagidaki gibi bir Gray doniisiim tanimlansin.

@, R—>7Z;

e, =TI, +ur,—(r, +1,3r, +3r)
Tanimlanan bu déniisiim R’ yapisindan Z3’ yapisina genisletilirse,

@, R >7%
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A1 . p
A A TN
0 .1 p1 o Thly Tl 0 1
(I )—{ ]

elde edilir.

Teorem 5.4.1. Tammlanan @, doniisiimii (Rﬁ,Lee UZ&k'lk)—)(Rﬂ ,Hamming

uzaklik ) uzaklig1 koruyan lineer bir doniisiimdiir.

Ispat. t, =a +ub, ve t, =a, +Uub, olmak iizere,

@, (Y, +kt,) =@, (ya, +uyb, +ka, +ukb,) =@, (ya, +ka, +u(yb, +kb,))
=(ya, +ka, + yb, +kb,,3ya, +3ka, +3yb, +3kb, )
=(y(a,+b)+k(a,+b,),y(3a +3b)+k(3a,+30,))
=y(a,+h,3a +3b)+k(a,+h,,3a, +3b,) = ya, (t,) +ka, (t,)

esitligi saglandigindan @, doniisiimii lineer bir doniisiim olur.

d (tut,) =w (b —t,) =w (3 —a,+u(b -b,))
=w, (@,((a,-a,) +u(b,~b,)))
=w, (3 —a,+b —b,,3a —3a, +3b, —3b,)
=w, ((a, +b,3a,+3b )—(a, +b,,3a, +3b,))
W, (@, (a, +ub;) -, (a, +ub, ))
N CAELA) EEMCATRACY)

oldugundan uzaklik korunur.

Boylece @, Gray doniisiimii (Rﬂ ,Lee uzakhk) — (Rﬁ ,Hamming uzakhk) uzaklig

koruyan lineer bir doniistimdiir. o
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Buradan hareketle Z,R halkasindan Z,; yapisina asagidaki gibi bir Gray doniigiim

tanimlanabilir.

0:7,R = 7.2
(el’EZ) _)<el1wl(e2))

e, =I,+Ur, oldugu hatirlatilarak, 0 fonksiyonu ZSR” yapisindan Z$** yapisina

asagidaki gibi genisletilebilir.

0: LRI — L,

elel, ettty rf‘l,J

a(elo,ell,...,el“‘l,ezo,ezl,...,ezﬂ‘l)—{
0 0 1 1 p-1 p-1
3ry +3r,3ry +3r,...,3r," " +31;

Z5R” halkasindan alinan herhangi bir (e,,e,) elemanin Lee agirligi,

w,(e.e,)=w, (e)+w_(e,)=w, (&)+w, (a(e,))
ile tamimlanir.

A —sabit devirli 6teleme operatorii p,, devirsel teleme operatdrii o, |—parcali
devirli kod operatorii v, ve pargali sabit devirli 6teleme operatorii g, olmak tizere

asagidaki teoremler ve dnermeler olusturulabilir.

Onerme 5.4.1. C, kodu R iizerinde S uzunlugunda devirli kod ise C, kodunun

goruntlisu wl(C ﬂ), 7, uzerinde 2 uzunlugunda 2 —parcali devirli koddur.

Ispat. i =0,..., #—1 olmak iizere, R halkasindan herhangi bir e,' =r,' +ur, elemani

alinsin.
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C, kodu R iizerinde devirli kod ise tanim geregi a(ezo,ezl,...,ezﬁ‘l)=(e2ﬂ‘1,ezo,

...,ef’z) esitligi yazilir. Buradan a(ezo,ezl,...,ezﬂ’l):(roﬂ’1+urlﬂ’l,rO°+ur1°,...,

/% +ur/ ’2) oldugu goriiliir. Bu doniisiimiin Z, gdriintiisii dikkate alinirsa,

B-1, Bl .0 0 -2 -2
(R e R TN A i
691CT(ezﬂfl,ezo,...,ezﬂfZ) { 0 1 0l Th 0 1 J

B-1 B-1 0 0 p-2 B2
3y +3r” 7,3 +3r,...,3" ° +3n
elde edilir.

Diger taraftan i=0,...,8-1 iken ¢, =(e,¢,,...,e,”") ifadesinin yar devirsel

Oteleme operatorii v, altindaki goriintiisii,

0

p-1 p-1 0 p-2 p-2
[ ol A (A ol FRPRRRY el o A j

1 ALY _
L, @, (62 A RER ) r -1 Bl 7,0 0 B-2 p-2
3ry " +3r77, 3, +3r,...,3r," 7 + 3

olarak bulunur. Buradan R halkasindaki C, devirli kodunun tanimlanan Gray
altindaki goriintiisii wl(C ﬁ) ‘nin Z, tzerinde 24 uzunlugunda 2 —parcali devirli kod

oldugu goriiliir. =

Teorem 5.4.2. C kodu R, ; halkasinda devirli kod olsun.
I.  «a =/ olmasi durumunda, C kodunun tanimlanan Gray altindaki goriintiisii
Z, uzerinde 3— pargali devirli bir koddur.

ii. = f olmasidurumundaise 9(C), genellestirilmis 3— parcal1 devirli koddur.

Ispat. C kodunun R, ; halkasinda devirli kod oldugu kabul edilsin. C kodundan bir

0 A1

z=(e,8,) :(ef,ell,...,el“’l,ez,ez,...,ef’l) e C kod sozii alinsin. Bu durumda,
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[ef,ell,...,ef“l, P A o R S

3r +3r,3r +3r,...,3r " + 3/

Jea(C)

0 Al

elde edilir. C kodu devirli bir kod oldugundan (el,ez):(el0 6.6 el e,

2

e/ *)eC iken o(e,e,)=(e"eel,....ef %, e/ " €),....ef ?)eC yazlabilir. Bu

ifadenin tanimlanan Gray altindaki goriintiisii alinirsa,

er el e, ettt rl'“,J

B-1 p-1 0 0 B-2 B-2
3y +3r77, 3 +3r,...,3ry +31

GG(C):[

elde edilir.

a = /3 olmast durumunda uzunluk 3¢ olur. 6(C) ifadesine pargali devirli Steleme

operatorii uygulandigr takdirde, C kodunun Gray altindaki gorilintiisiinin 3«

uzunlugunda 3— pargali devirli kod oldugu goriiliir.

a # f3 olmast durumunda ise 8(C) nin genellestirilmis 3— pargali devirli kod olacag

asikardir. O

Onerme 54.2. 1=3 ve A=1+2u olmak iizere, C, kodu R iizerinde S

uzunlugunda A —sabit devirli kod ise C, kodunun 7, goriintiisii, uzunluu 2/ olan

devirli koddur.

Ispat. i=0,...,#—1 olmak iizere, R halkasindan herhangi bir €] =r,) +ur' eleman
alinsin. C; kodu R iizerinde 3—sabit devirli kod ise tanim geregi p, (eg NN
ef‘l) = (3e2ﬂ"1, €., ezﬁ‘z) = (SrOﬂ"1 +u3t/ ) +ur, L+ urlﬂ‘z) esitligi yazilir.

Bu doniisiimiin Z, goriintiisii dikkate alinirsa,
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B-1 B-1 .0 0 p-2 p-2
3ei1 g sy | B A3 AL
@,p;(3e)7,€),....e0 %) =

B-1 S-1 7,0 0 p-2 p-2
ry o +r, 3 +3r,...,3ry " +3r
elde edilir.

C, kodu R iizerinde (1+2u)-sabit devirli kod ise tamm geregi p,,, ((1+2u)ef™,
€,€5,...,8) 7 )= (roﬁ‘l +u(2r 430 ) urd, urf‘z) yazilabilir. Bu

dontisimiin Z, goriintiisii dikkate alinirsa,

p-1 B-1 .0 0 p-2 B2
1420\l o B2\ 3y 43+, T+
@,y ((1+20)€) 60, 80 2 ) =

B-1 B-1 0 0 B-2 B-2
ry o+ 3 +3n,...,3r 43K
elde edilir.

Diger taraftan i=0,...,3-1 iken e, =(e2,e§,...,e§ _1) ifadesinin devirsel dteleme

operatdrii o altindaki goriintiisii,

p1 g1 0, .0 g1,  p
o 4 eﬁ_l)_(SrO £33/, ]
/1) =

crwl(ez,ez,..., ARSI s
ry+r,3rp+3r,...,3r ° +3K

olarak bulunur. Buradan @,p, ,, (C ﬁ) =@, P, (C ﬁ) =o0w, (C ﬂ) elde edilir. Bu da R

halkasindan alinan 3—sabit devirli ve (1+2u)-—sabit devirli C, kodunun Z,

goriintiistiniin, uzunlugu olan devirli bir kod oldugu anlamina gelir. o

Onerme 5.4.3. C, kodu R iizerinde B uzunlugunda (3+ 2u)—sabit devirli kod ise

C, kodunun Z, gorintiisii, 2/ uzunlugunda 2 —pargah devirli koddur.

Ispat. i=0,..., -1 olmak iizere, R halkasindan herhangi bir €, =r; +ur, eleman

alimsm. C, kodu R iizerinde (8+2u)—sabit devirli kod ise tanim geregi
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p3+2u(eg,e;,...,ef‘l)=((3+2u)ef‘1,e3,...,ef’2) yazilir. Buradan p3+2u(e§,e;,...

ef‘l):(3roﬁ‘l+u(2roﬁ‘l+rlﬂ‘l),r0°+ur1°,...,r0ﬁ‘2+urf‘2) oldugu  goriili.  Bu

doniisiimiin 7, goriintiisii dikkate alinirsa,

-1 -1 .0 0 -2 -2
51 o . P A R ATEUN (s
@5, ((3+2u)€) 65,00 )=

B-1 B-1 0 0 p-2 B2
3ry ~+3r7, 3, +3r;,...,3ry ~ 431
elde edilir.

Diger taraftan, i =0,..., -1 iken ei2 =(eg ,e;,...,ezﬁ "1) ifadesinin 2 —parcali devirli

Oteleme operatorii v, altindaki goriintiisti,

p-1, -1 .0, 0 B-2 | B2
h +r L +0 ...+, ]

UZwl(eg’e;""’eZﬁ_l): -1 p-1 7,0 0 B2 B2
3ry 43,3, +3r;,...,3ry 431

olarak bulunur. Buradan @, p,,,, (C ﬁ) = uzwl(C ﬁ) elde edilir. Bu da R halkasindaki

(3+ 2u)— sabit devirli C, kodunun Z, goriintiisiiniin, 28 uzunlugunda 2 —parcali

devirli kod olmas1 anlamina gelir. O

Teorem 5.4.3. A =3+2U olmak iizere, C kodu R, , halkasinda A —sabit devirli kod

olsun. & = g iken, C kodunun tanimlanan Gray altindaki goriintiisii Z, iizerinde 3a
uzunlugunda 3— pargali devirli bir koddur. Aksi takdirde G(C) , genellestirilmis 3—

parcali devirli koddur.

Ispat. C kodu R,. s, halkasinda (3+ 2u ) — sabit devirli kod olsun. C kodundan alinan

bir z =(e1,e2)=(elo,ell,...,ef’l,eg,ei,...,ef‘l)eC kodsozii icin,
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(ef,ell,...,ef“l, A N o o)

3r, +3r°,3r +3r,...,3r/ " + 3/

JEG(C)

yazilabilir.

0 41

C kodu (3+ 2u)— sabit devirli kod oldugundan (el, e2) = (elo e, ef’_l, e,,6,,

..e)t)eC  iken  p,, (e.8)=(n(3+2u)e e, ... e (3+2u)e) €D,

e*?)eC olup bu ifadenin Z, goriintiisii diizenlenirse,
1 p 4 8
-1 A0 -2 -1 -1 -1 0 0 -2 -2
(ef €., e 3rf +u(2r0ﬂ +r/ ),rO RS AU A i )ea(c)

elde edilir. Bu ifadenin tanimlanan Gray altindaki Z, goriintiisii

0P, 2, (C) = L

a1 0 Al =2 B | vf-l 0, 0 B=2 | -2
et e el et Pt J

p-1 B-1 0 0 B2 B2
3ry ~+3r77,3r, +3r,...,3r, ©+3r;

seklinde yazilir. ¢ =/ olmasi durumunda, parcali devirli kod tanimi geregi, C
kodunun Gray altindaki goriintiisiiniin 3¢ uzunlugunda 3— parcali devirli kod oldugu

goriiliir. Aksi takdirde 0 (C ) , genellestirilmis 3— pargali devirli kod olur.o

5.5. Z,R Halkasindaki Aykir1 Devirli Kodlar

Toplamsal aykir1 devirli kodlardan (skew additive) s6z edebilmek i¢in oncelikle R
halkasindaki asikar olmayan bir otomorfizma tanimlanmalidir. Bu halkadaki asikar
olmayan tek otomorfizma ® ile temsil edilmek iizere,

O(r,+ur)=r,+(1+3u)r,

seklindedir ve mertebesi 2 dir.
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R[x,O®|= +aX+...+4a, ,x’':a eR, feN! halkas1 katsayillar1 R halkasindan
8 +a 51 g

alinan aykir1 polinom halkasi olarak adlandirilir. Bu halkada kullanilan toplama islemi

bilinen toplama islemi olmasina ragmen bilinen c¢arpma isleminin aksine

(<’:1x'<)(bx")=a®k (b)x**? seklinde farkli bir garpma islemi tammlanir. Aykiri

polinom halkasinin degismeli olmayan bir yapida olmasinin en temel sebebi

tanimlanan ¢arpma iglemidir. w(x):s(x)a(x) olacak sekilde bir S(X)e R[X,@]
polinomu varsa a(x) € R[X,@] polinomuna W(X) polinomunun bir sag boleni adi

verilir. Bu durumda W( X) polinomu a ( X) polinomunun bir sol ¢arpani olur. Sol bélen

ve sag carpan da benzer sekilde tanimlanabilir. Yapt degismeli olmadigindan sol

carpan kavrami biiylik 6nem arz etmektedir.

Not 5.5.1. Bu bolimde sol c¢arpan kavrami  kullanilacaktir  ve

Zx)/ o WGRINOLT  bbliim halkas: %, ile temsil edilecekti. 2=1
ey g "

olmasi durumunda aykiri devirli kodlardan s6z edilecek olup bu bolim halkast %, ;-

ile temsil edilecektir. Aykir1 devirli kodlar, kisaca, ®—devirli kod, A birimsel

elemaninin 1’den farkli olmas1 durumunda ise aykir1 sabit devirli kodlar (l,@)—

devirli kod seklinde isimlendirilecektir. Diger bir ifade ile R, , (C)=C ise R’
halkasini bir R —alt modiilii ®—devirli kod, R, , (C)=C ise R” halkasinin bir

R —alt modilii ise (/I, @) —devirli kod olarak adlandirilacaktir.

Bu boliim halkast a(x),w(x)e R[x,®] polinomlar: igin a(x)(w(x)+<xﬂ —/1>)=

a(x)w(x)+ <Xﬂ — l> tanimlanan ¢arpma islemine gére bir R[X, ®]—sol modiildiir.

R’ halkasindan R[X’%ﬂ 1> halkasina (eg,e;,...,ef_l)%eg+e;x+...+ezﬂ"1xﬂ"1

olacak sekilde bir R —modiil izomorfizmasi tanimlansin.
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Tamim 5.5.1. R halkasinda uzunlugu # olan aykiri lineer C, kodu, R[X,@] halkasi
iizerinde derecesi S olan bir polinom W(X) olmak iizere, R[X’%(X)>—sol

modiiliiniin bir R [X, ®] —sol alt modiiliidiir.

7% xR’ halkasiin skaler ile ¢arpma islemine gore bir R —modiil oldugundan, R, 4.
ve R, ,  halkalarinin da Tanim 5.1.3.’te tanimlanan ¢arpma iglemine gore bir

R[x]— modiil oldugundan Bélim 5.2.°de ifade edilmisti. Simdi Z,R halkasindaki

toplamsal aykir sabit devirli kodlarin tirete¢ polinomu ele alinsin. Bu kodlar R, ,

halkasinin bir R [X, @] —sol modiludir.

Tamim 5.5.2. ®, R halkasinda tanimlanan agikar olmayan bir otomorfizma olsun. C
kodu, Zj R” halkasinin bir R —alt modiilii ve (elo,ell, oo ef’_l, eg, e;,..., ef"l) e C iken

(ef_l’ef’ellw.,ef:—z,i@(ef—l),(a(eg),G)(e%),...,@(ef"z))eC sartlar1 saglaniyorsa

lineer C koduna Z¢ R” halkasi iizerinde aykir1 A —sabit devirli kod adi verilir.

Teorem 5.5.1. C, kodu Z, iizerinde uzunlugu « olan lineer bir kod ve C, kodu R
tizerinde uzunlugu S olan lineer bir kod olmak iizere, Z,R halkasinda (a,ﬁ)
uzunlugundaki lineer bir kod C=C_xC; olsun. C kodunun aykiri A —sabit devirli
kod olmasi igin gerek ve yeter kosul C, kodunun Z, iizerinde devirli kod, C,

kodunun ise R iizerinde aykir1 A —sabit devirli kod olmasidir.

Ispat. C=C_xC » kodunun aykir1 A —sabit devirli kod oldugu kabul edilsin. Aykirt
sabit devirli kod tammi  geregi (elo €., e e, ..,ef‘l) eC iken

21

(ela_l’elo’ell’m,efz-z’Z@(ezﬁ‘l),(a(eg),®(eg),.,.,®(e2ﬂ‘2))eC olmasidi. Bu da
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(ef”l,ef,ell,...,ef"z) eC, ve ( 1®(e§“),®(e§),@(e;),...,@)(ef*)) €C, anlamma
gelir. Bu durumda (ef,ell,...,ef’l) eC, iken (ef’l,ef,ell,...,el“’z) eC,, oldugundan,
tanim geregi, C, kodu Z, {iizerinde uzunlugu «a olan devirli bir kod olur.
(€.€5,....6/")eC, iken ()L@(ef’l),@(eﬁ),@(eﬁ),...,@(ef’z))eCﬂ oldugundan,
tamim geregi, C, kodu da R iizerinde uzunlugu S olan aykiri A—sabit devirli bir

kod olur.

Tersine, C, kodunun Z, tizerinde uzunlugu @ olan devirli bir kod, C, kodunun ise
R iizerinde uzunlugu S olan aykir1 A —sabit devirli bir kod oldugu kabul edilsin. C,
kodu devirli kod ise ( elo,el, . el"”l) e C, iken (el"‘_l,elo,ell, o el"’_z) eC,,aykin A —
sabit devirli kod ise (ef.e},....ef/?)eC, iken (10(e/*),0(e]).0(e}),
...,®(ef*2)) IS Cﬂ yazilabilir. Boylece (el""l, e1° , ell, oy 91“’2,/1(9(62[}’1) , (~)(ezo),

G)(ezl),...,@(ef’z)) eC, sonucuna ulasgthr. Bu da C=C,xC,; kodunun Z,R

tizerinde aykir1 A —sabit devirli kod olmas1 anlamina gelir. =

a

C kodu Z,R —aykirt devirli kod, 1(x)e Z[x] < 1> ve C kodundaki bir eleman

z(x)=(e,(x),&,(x)) olsun. Béliim 5.2."de tanimlanan X kiimesi C kodunun bir alt

modiilii ve Z, [% . 1> boliim halkasinin da bir ideali oldugundan ayni zamanda

devirli bir koddur. Bu da x“ -1 polinomunun bir bdleni oldugu anlamina gelir.

Buradan hareketle e, (x) |<x"‘ —1> olacak gekilde X =(e, (x)) elde edilir.

A'={Z(X)eR[X’%ﬁ_@,(I(x),ez(x))eC : I(x)eZ4[%ﬂ_1>} olsun.

A’ kimesinin R [X’ %ﬂ /1> halkasinin bir alt modiilii olmasi ve A’ = (I (X) €, (X))
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ifadesinin gosterimi daha Once tanimlanan A kiimesinin ispatina benzer sekilde

yapilabilir.

R halkasindaki birimsel eleman A ’nin tek kuvvetlerinin kendisi, ¢ift kuvvetlerinin
ise 1 oldugu hatirlatilsin. Bu bilgiler dogrultusunda Z,R —aykir1 sabit devirli bir

kodun iirete¢ polinomu asagidaki gibi insa edilir.

Teorem 5.5.2. X=X ve C, =<K‘()~()> olmak tizere, f(X),|(X)€Z4[X]<Xp 1> ve

K(X)ER[X’%ﬂ_ 2) olacak sekilde f(x)|x“-1 iken Z,R halkasindaki A-—

aykir sabit devirli bir C kodunun iirete¢ polinomu

C={(£(x),0).(1(x). (%))

seklindedir.

Lemma 5.5.1. C = <( f(x), 0),(I (x),K(f())> kodu Z,R —aykir1 sabit devirli kod ise

der (1(x)) < der ( f (%)) dir.

Not 5.5.2. Teorem 5.5.2. ve Lemma 5.5.1.”in ispatlar1 Teorem 5.2.1. ve Lemma

5.2.1.’nin ispatlarina benzer sekilde yapilir. =
5.6. Z,R Halkasmdaki Aykir1 Devirli ve Aykir1 Sabit Devirli Kodun Gériintiisii
R halkasindan Z} yapisina asagidaki gibi bir Gray doniisiim tanimlansin.

@,:R—7Z;

e, =I,+ur, —>(2r0 +3r, 21, + rl)
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Tanimlanan bu déniisiim R” yapisindan Z2’ yapisina genisletilirse,

@, R’ > 7%

(0 . /31) 2r) +3r°, 2 +3r,..., 2r  + 37,
e,6,...,e
20+’ 2r +1t 2

elde edilir.

Teorem 5.6.1. Tanimlanan @, doniisiimii (Rﬂ,Lee UZ&kllk)—)(Rﬂ , Hamming

uzaklik ) uzaklhigi koruyan lineer bir doniisiimdiir.

Ispat. t, =a, +ub, ve t, =a, +Uub, olmak iizere,

@, (Yt +kt,) =@, (ya, +uyb +ka, + ukb, ) = @, (ya, +ka, +u(yb, +kb,))
=(2ya, +2ka, +3yh, +3Kkh,, 2ya, + 2ka, + yb, +kb,)
=(y(2a,+30,)+k(2a,+3b,),y(2a, +b,)+k(2a, +b,))
=(y(2a,+3b,2a +b )+k(2a,+3b,,2a, +b,))

=yo,t +ka,t,

esitligi saglandigindan @, doniisiimii lineer bir doniisiim olur.

d (tt,)=w (4 —t,)=w (a—a,+u(b -b,))
WL(wz a,—2,)+u(b-b,)))
w,, (2a, —2a, +3b, —30,,2a, —2a, + b, —b,)
w, (28, +30,, 2, +b,)—(2a, +30, +2a, +b,))
=W, (@, (2, +ub,) -, (2, +ub))

W, (@t ~a,t,)=d, (.4, ~a,t,)

oldugundan uzaklik korunur.



154

Boylece @, Gray doniisiimii (Rﬂ ,Lee Uzakhk) - ( R”, Hamming uzakhk) uzaklig

koruyan lineer bir doniistimdiir. =

Buradan hareketle Z,R halkasindan Z3 yapisina asagidaki gibi bir Gray doniisiim

tanimlanabilir.

0"7Z,R—>7Z;

(e.8) —>(el,w2 (ez))

e, = I, +Uur, oldugu hatirlatilarak, &' fonksiyonu yapisindan Z$ "’ yapisina asagidaki

gibi genisletilebilir.

0" ZiRP — 7,5

e.e,....er,2r’ +3r°, 2y +3r11,...,2r0’“]

r{A0 Al a-1 A0 A1 p-1
o(e.e,....ef el e,....ef ) - . A o
+3077,20 40,20 0, 21T

Z5R” halkasindan alinan herhangi bir (e,,€,) elemanin Lee agirligi,

W (el’ez):WH (el)+WL (ez) =Wy (el)+WH (ZUZ (ez))

ile tanimlanur.

Aykir1 A — sabit devirli 6teleme operatorii p,, , , aykir1 devirsel 6teleme operatdrii o,
ve |—parcali devirli kod operatorii v, olmak iizere asagidaki teorem ve dnermeler

verilebilir.

Onerme 5.6.1. C 4 kodu iizerinde B uzunlugunda aykiri devirli kod ise C, kodunun

goriintiisii @, (C ﬂ) , L, uzerinde 24 uzunlugunda 2—pargali devirli koddur.
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Ispat. i=0,..., -1 olmak iizere, R halkasindan herhangi bir e, =r, +ur' eleman

alinsin.

Cﬂ kodu R iizerinde aykin  devirli  kod ise tamim = gere8i

o(e).6,....ef ") = (G)(ef’l) 0(e),....0(e)? )) esitligi yazilir. Buradan,

0 A1 p-1\ _(,p-1 B-1 p-1 .0 0 0 B2 p-2 p-2
%(ez,ez,...,e2 )_(ro S A VICT Al A A VCT AN Pl A R VS )

oldugu goriiliir. Bu doniisiimiin 7, goriintiisii dikkate alinirsa

P g0 ah2)_
@,0, (€56, €} )_(

elde edilir.

p-1 p-1 0 0 p-2 p-2
2ry 4377, 2 +3r,..., 210 + 31 J

P ] O O] A

Diger taraftan i=0,..., 31 iken e, :(ezo,ezl,...,ef’l) ifadesinin 2 —parcali devitli

Oteleme operatdrii v, altindaki goriintiisti,

0,7, (6,6,

o e/“)— 2t/ 377 2r) 3, 2r/ 2+ 3
2 - _ _ _ _
P A ] Y U] A A

olarak bulunur. Buradan R halkasindaki aykiri devirli C, kodunun tanimlanan Gray

altindaki goriintiisti @, (C ﬂ) 'nin Z, Uzerinde 2/ uzunlugunda 2 —pargali devirli kod

oldugu goriiliir. =

Teorem 5.6.2. C kodu R, , halkasinda aykir1 devirli kod olsun.

i. «a=p olmast durumunda, C kodunun &' altindaki goriintiisii Z, tizerinde

3—pargal1 devirli bir koddur.
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ii. a=#p olmasi durumunda ise 0'(C), genellestirilmis 3—parcali devirli

koddur.

Ispat. C kodunun R, 5, halkasinda aykiri devirli kod oldugu kabul edilsin. C
0 Al

kodundan bir Z=(91,€2)=(ef,ell,---,ef"l,e2,ez,...,ef‘l)eC kodsozii almsm. Bu

durumda,

0 A1 a-1 7.0 0 oyl 1 B-1 B-1
(ez,ez,...,e2 L 2r0+3c,2r +3r L 2rP 3P

20+’ 2r +1t L 2r

Je&’(C)

elde edilir.

C kodu aykir1 devirli bir kod oldugundan tanim geregi, (el,e2)=(el0 €.,
6,8,....f")eC iken %(el,ez)=(el‘“,ef,...,ef"z,@(ef’l),@(ef),...,G)(e{”))

de C kodunun elemanidir. Bu ifadenin tanimlanan Gray altindaki goriintiisti alinirsa

et el ... 2 20 4307 200 430, 2r +3r1"3‘2,j

p-1 p-1 0 0 p-2 p-2
2ty 4+ 2 4,2+

d'c(C)= (
elde edilir.

a = f olmast durumunda uzunluk 3¢ olacagi asikardir. 8'(C) ifadesine pargali

devirli 6teleme operatorii uygulandigi takdirde, C kodunun 0" altindaki goriintiisiiniin

3a uzunlugunda 3— pargali devirli kod oldugu goriiliir.

a # [ olmasi durumunda ise 8'(C)’nin genellestirilmis 3—pargali devirli kod

olacagi agiktir. O

Onerme 5.6.2. 1 =3 olmak iizere, C » kodu R iizerinde B uzunlugunda A - sabit

devirli kod ise C, kodunun Z, goriintiisii, uzunlugu 24 olan devirli koddur.
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Ispat. i =0,..., s —1 olmak iizere, R halkasindan herhangi bir e, =r, +ur,' eleman

alinsm. C, kodu R iizerinde aykiri 3-—sabit devirli kod ise tamm geregi,
ps(eg,eé,...,ezﬁ*l)=(3®(ef’l),®(e§),...,@(ezﬁ*z))=(3r0/”*1+3rlﬂ’1+uqﬁ’l,ro°+rl°+u

3., 12+ +u3rf ’2) esitligi yazilir. Bu doniistimiin Z, goriintiisii alindig

takdirde,

@, (3®(e§‘1),®(e§),...,@(ef‘z)) =(2r/ 7+ 200+ 300, 20+ 3 2n

+3677, 20 10,20 + 1, 2677 1) elde edilir,

Diger taraftan i=0,...,—-1 iken ei2 :(e;’ ,eg,...,ef ’1) ifadesinin devirsel Oteleme

operatorli o altindaki goriintiisti,

. sy (26 2n 30 2n T 3,
ow,(€).€;,....e) ") =

20+, 2r +rt . 2r

olarak bulunur.

Boylece @,p, (C ﬁ) =0, (Cﬂ) elde edilir. Bu da R halkasindan alinan aykirt 3—

sabit devirli C, kodunun Z, goriintiisiiniin, uzunlugu 24 olan devirli bir kod oldugu

anlamina gelir. =



BOLUM 6. TARTISMA VE SONUC

Hem degismeli hem de degismeli olmayan halkalar lizerinde, uygulamalar1 ve cebirsel
yapist bakimindan kodlama teorisinde yaygin bir ¢alisma alanina sahip olan devirli

kod aileleri ¢aligilmigtur.

T, olarak isimlendirilen u“ =u*? iken Z4+UZ4+UZZ4+...+UI‘_1Z4 halkasindaki

devirli kodlar inga edilmis, ve izomorfizma yardimiyla halka tizerindeki sabit devirli
kodlarin iirete¢ polinomuna ulagilmistir. Devirli ve sabit devirli kodlarin Gray altindaki

goriintiileri incelenerek dnemli sonuglar tespit edilmistir. Ozel olarak, T, ad1 verilen,
u®=u? iken Z,+UZ,+U’Z, halkas: iizerindeki devirli kodlar ve (1+ 2u2)—sabit

devirli kodlarin tanimlanan ¢ Gray doniisiimii altindaki goriintiilerinin Z, iizerinde,

sirastyla, 2—parcali devirli kod ve devirli lineer kod olduklar1 gézlemlenmistir. T,
halkasi tizerindeki devirli ve sabit devirli kodlarin Gray goriintiileri ile minimum Lee,
Oklit ve Hamming uzakliklar kullamlarak literatire yeni Z,—lineer kodlar

kazandirilmis ve bircok optimal kod elde edilmistir.

Degismeli olmayan yapilarda halkalar {lizerindeki polinomlar birden fazla sekilde
carpanlarma ayrildigindan degismeli halka yapisina gore daha fazla kod elde

edilmesine olanak saglar. Bu sebepten 6tiirii aykir1 devirli ve aykir1 sabit devirli kod
yapilarinin daha avantajli oldugu dikkate alinarak T, halkasi iizerinde asikar olmayan
tim otomorfizmalar belirlenmis, aykir1 devirli ve aykiri sabit devirli kodlarin
karakteristik yapist incelenmistir. Aykir1 devirli kodlar igin {irete¢ polinomu insa
edilerek izomorfizma yardimiyla aykir1 sabit devirli kodlarin iirete¢ polinomu

olusturulmustur. Halka iizerindeki tiim birimsel elemanlar i¢in uygun olan Gray

doniisiim ve otomorfizma kullanilarak aykiri devirli ve aykir (3+3u+u2)—sabit
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devirli kodlarin Z, goriintiileri incelenmistir. Minimum Lee, Oklit ve Hamming
uzakliklar kullanilarak literatiire yeni 7Z,—lineer kodlar kazandirilmis ve birgok

optimal kod elde edilmistir.

Bir¢ok karmasik problemin ¢dziimiinde yer alan ve bilgiyi uzun siire saklayabilen
DNA, hata diizeltme kapasitesi bakimindan o6nemli bir rol oynamaktadir. Bu
caligmada, T, halkasindaki ters sirali DNA kodlar ele alinmistir. {lk olarak halkanin
elemanlar1 ile DNA 2—baz arasinda baglant1 saglayan bir doniisiim tanimlanmustir.
Daha sonra, T, halkasindaki ters sirali DNA kodlar elde edebilmek i¢in birimsel ters
sirali polinom tanimi yapilmistir. Halkadaki ters siralt DNA kodlar1 ve tamlayan DNA

kodlar1 elde edebilmek i¢in birimsel ters sirali polinomdan yararlanarak yeni bir iiretim

metodu insa edilmistir. Bu insa metoduna ornekler sunulmustur.

u® =u iken Z,I, halkasindaki devirli kodlarm iirete¢ yapis1 ve kodu geren en kiime

insa edilmis, ayn1 zamanda izomorfizma yardimiyla halka {izerindeki sabit devirli
kodlarin iirete¢ polinomuna da ulasilmistir. Halka iizerindeki tiim birimsel elemanlar

icin sabit devirli kodlarin Z, goriintiileri elde edilmistir. Aykir1 devirli kodlarin yapisi

incelenmis, aykir1 devirli ve aykir1 3—sabit devirli kodun 7, goriintiisii arastiriimistir.
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