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OZET

Bu c¢aligmada, Banach-Mazur, Choquet ve nokta-agik oyunlarinin genellestirilmelerini
yaptik. Genellestirilmis nokta agik oyunu ile kompakt daginik uzaylar1 karakterize ettik.
Diger genellestirilmis oyunlar ile yonlendirilmis tam uzaylar arasindaki bazi iligkileri
sunduk. Choquet oyununda DOLUCU’nun Markov stratejisi varken 1-taktiginin olup
olmadigi bir agik sorudur (Galvin). Choquet oyununda DOLUCU’nun Markov stratejisi
varken 2-taktiginin oldugunu ispatladik. Bu sonu¢ Galvin’in sorusuna kismi bir cevaptir. Bu
soru daha genel olarak sOyle sorulabilir: Choquet oyununda DOLUCU’nun k-Markov
stratejisi varken k-taktigi var midir? Biz bu genel soruya bazi 6zel topolojik uzaylarda
olumlu cevaplar verdik. Oregin, topolojik gruplar veya bazi 6zel tabani olan uzaylardaki
Choquet oyununda DOLUCU’nun k-Markov stratejisi varken Kk-taktiginin oldugunu
ispatladik. DOLUCU’nun bazi uygun Noderyan tabani olan uzaylar iizerindeki Choquet
oyununda kazanma stratejisi varken 1-taktiginin oldugunu da gordiikk. Benzer sonuglari
Banach-Mazur oyunu i¢in de arastirdik. Bazi sonlu topolojik oyunlar tanimlayarak Ind ve
ind boyut fonksiyonlarin1 karakterize ettik. Bu sonlu oyunlardan birisi ile bir oyun boyut
fonksiyonu (ab) elde ettik. X kalitsal normal uzay iken ab(X)=Ind(X) oldugunu ve X normal
uzayken Ind(X) degerinin ab(X) degerini gegmedigini ispatladik.
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ABSTRACT

In this study, we generalize the Banach-Mazur, Choquet and point-open games. By using
generalized point-open game, we find a characterization of compact scattered spaces. We
get some relations between the other generalized games and directed complete spaces. There
is an open question in the Choquet game about existence of NONEMPTY's 1-tactic,
whenever s/he has a Markov strategy in this game (Galvin). We prove that if NONEMPTY
has a Markov strategy in the Choquet game, then s\he has a 2-tactic in this game. This result
is a partial answer for Galvin's question. More general version of this question is that if
NONEMPTY has a k-Markov strategy in the Choquet game, does NONEMPTY have a k-
tactic in this game? In some special topological spaces, we give some affirmative answers
to this general question. For instance, we prove that if NONEMPTY has a k-Markov strategy
in the Chouquet game on topological groups or on some spaces with some special bases,
then s\he has a k-tactic in that game. We also show that if NONEMPTY has a winning
strategy in the Choguet game on some spaces with some proper Noetherian bases, then
NONEMPTY has a 1-tactic, in that game. We investigate some similar results for the
Banach-Mazur game. We define some finite topological games and by using them we get
some dimension functions which characterize the dimension function Ind and ind. By using
one of the finite games, we get a game dimension function (ab). We prove that ab(X) =
Ind(X) where X is a hereditarily normal space and Ind(X) does not exceed ab(X) where X
is a normal space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

AC
AS

Kisaltmalar

BM(X)
Ch(X)
GBM(X)
GCh(X)

Aciklamalar

A kiimesinin tiimleyeni

A kiimesinin sinir1

A kiimesinin i¢i

A kiimesinin y1gilma noktalarinin kiimesi

A kiimesinin kapanisi

A kiimesinin kardinalitesi

X uzay1 tizerindeki topoloji

X uzayinin bostan farkli olan agiklarinin ailesi
[lk sonsuz ordinal

[k sayilamaz ordinal

Aciklamalar

Banach-Mazur Oyunu
Choquet Oyunu
Genellestirilmis Banach-Mazur Oyunu

Genellestirilmis Choquet Oyunu



1. GIRIS

Oyun, belki de insanlik tarihi kadar eski bir olgudur. Oyunlarin matematiksel hale gelmesi
ile oyun teorisinin temelleri atilmigtir. Telgarsky, secime dayali (kombinatorik) oyunlarin
matematiksel tanimlarinin ilk olarak on yedinci yiizyilda yapildigini soylemektedir [1]. Bachet
de Meziriac 1612 yilinda iki kisinin 1 ile 10 arasindan bir dogal say1 secerek oynadigi sdyle
bir oyun tantmlamuslardir [2]. 1k oynayan Kisi, bir dogal say1 secer. Ikinci oynayan da bir
dogal say1 secip birincinin soyledigi sayiya ekler. Ik oynayan tekrar bir dogal say1 secip
toplama ekler ve bu oyun boyle devem eder. 100 diyen kazanir. Nim olarak isimlendirilen
matematiksellesmis bu oyunlar1 Bouton 1901 yilinda ¢alismistir [3]. 1913 yilinda satrang
oyunu iizerine Zermelo calismistir [4]. Zermelo tarafindan verilen sonuglari, 1927 yilinda ([S])
Konig ve 1929 yilinda ([6]) Kalmar sonlu uzunluklu oyunlara (sonlu adet hamle yapildiginda
biten oyunlara sonlu uzunluklu oyunlar denir) genisletmislerdir. 1944 yilinda Neumann ve
Morgenstern The theory of games and economic behavior isimli bir kitap yayinlamiglardir [7].
Oyun teorisinin bu kitapla basladig1 varsayilmaktadir [8]. Oyun teorisinin iktisat ve ekonomi

gibi alanlarda genis uygulamalar: vardir [8].

Topolojik oyunlarin bir ¢ogu sonsuz uzunluklu, yani hamlelerin sonlu sayida olmadigi,
oyunlardir. Bu 6zellik topolojik oyunlar1 oyun teorisindeki diger bir cok oyundan ayirmaktadir.
Ulam, ilk olarak sonsuz oyun kavraminin Mazur tarafindan tanimlandigini soylemektedir [1].
Topolojik oyunlarin en bilinenlerinden biri olan Banach-Mazur oyununu Mazur 1935 yilinda
tanimlamastir [1]. "Topolojik oyun" kavramim isim olarak (igerigi simdiki kullanimindan
farkli) ilk kez Berge 1957 yilinda kullanmustir [9]. Telgarsky, 1975 yilinda bu giin

kullandi1gimiz anlamda "topolojik oyun" kavramini bu isimle kullanmugtir.

Zamanla topolojik oyunlar matematiksel bir ¢ok kavramla yakindan iligkili hale gelmis hatta
bazilarim1 tanmimlamak icin kullanilmistir. Bu kavramlardan bazilari; Baire 6zelligi, Baire
uzaylari, tamlik ozellikleri, yakinsaklik 6zellikleri, ortii ve taban 6zellikleridir [1]. Boylece
topolojik oyunlar genel topolojinin dnemli bir konusu haline gelmistir. Gliniimiizde de bu

konuda ¢aligmalar halen devam etmektedir.

Bu tezde, var olan bazi1 topolojik oyunlar tanitilmis ve bazi yeni topolojik oyunlar

tanimlanmistir. Bu topolojik oyunlarla baz1 kavramlar iligkilendirilmis ve literatiirde bu



konuyla ilgili olan baz1 a¢ik sorularin cevaplari arastirilmisgtir.

Bu tezde yeni olan sonuglar nelerdir? Bu sorunun cevabi agagidadir.

Bu tezin birinci boliimii bu boliimdiir. Tkinci boliim tamamen literatiirde var olan bizim bu

tezde kullanacagimiz kavramlardan olugsmaktadir.

Uciincii boliimden itibaren tezin sonuna kadar yapilan her sey aksi belirtilmedikge yeni olup

bu tezle birlikte literatiire katilmistir.

Uciincii boliimde elde edilen bazi1 sonuglar kisaca sdyledir. Bir topolojik oyun tanimlanarak
kompakt daginik uzaylar karakterize edilmistir. William Fleissner ve Lynne Yengulalp [10]
tarafindan Banach-Mazur ve Choquet oyunlarinin kullanigh bir sekilde sonlu 6tesine tasinabilir
olup olmadigina dair sorulan soruya iki adet topolojik oyun tanimlanarak bir cevap verilmis
ve bu oyunlarla yonlendirilmig tam uzaylar arasindaki iligkiler incelenmistir. Bu boliimde

yapilan ¢aligmalar yayinlanmugtir [11].

Dordiincii ve beginci boliimlerde Galvin tarafindan sorulan gorece eski bir soruya kismi
cevaplar verilmistir. Dordiincii boliimde yapilan caligsmalar yayinlanmigtir [12]. Besinci
boliimde yapilanlar Topology Proceedings isimli dergiye gonderilmis ve yayin i¢in hakem

onayini almigtir.

Altinc1 boliimde yeni topolojik oyunlar tanimlanarak boyut teorisinin bazi temel kavramlari

karakterize edilmistir. Bu boliimde yapilanlar yayinlanmagtir.

Her boliim sonunda agik sorular birakilmigtir. Cogunlugu yeni olan bu sorularin cevaplari

arastirilarak bu konularda daha ileri ¢calismalar yapilabilir.



2.BAZI ON BILGILER

Bu boéliimde verilen kavram ve sonuclar literatiirde var olup ilerideki boliimlerde kullanilacaktir.
Bu kavramlarin bir kismi ¢ogu Tiirkge kitapta ayni isimle yer almaktadir. Bir kismina ise ya
farkl farkli isimler verilmekte ya da heniiz Tiirkce kitaplarda bu kavramlar bulunmamaktadir.
Boyle kavramlarin Ingilizce karsiliklari parantez igerisinde okuyucuya kolaylik olmasi i¢in

yazildi.
2.1. Kiimeler Teorisi ile Tlgili Baz1 Temel Kavramlar
Bir A kiimesinin tiimleyenini (yani evrensel kiimeden farkini) A ile gosterecegiz.

Bir A kiimesi iizerinde bir < bagintis1 bulunsun. < bagintis1 yansima, ters simetri ve gecisme
ozelliklerine sahip olsun. A kiimesinin her alt kiimesinin bu bagintiya gore bir en kii¢iik

elemani varsa bu A kiimesine < bagintis1 ile bir iyi sirali kiime denir.

"Her kiime 1y1 siralanabilir” iddiasina iyi siralama prensibi denir. Diger bir deyisle, A keyfi
bir kiime iken A kiimesinin iizerine bir < bagintis1 koyabiliriz ve A bu bagintiyla bir iyi siralt

kiime olur demektir.

Secme aksiyomu i¢in [13] e veya herhangi bir kiimeler teorisi kitabina bakilabilir.

Iyi siralama prensibi, segme aksiyomuna denktir [13].

Tez boyunca genelde se¢gme aksiyomunu degil, dengi olan iyi siralama prensibini kullanacagiz.

(A,<) ve (B, <) iyi sirali kiimeler olmak iizere eger birebir, orten ve a,b € A olmak iizere
a < b iken f(a) < f(b) kosullarini saglayan bir f : A — B fonksiyonu varsa bu fonksiyona A

ile B arasinda bir tam-esleme ve A ile B kiimelerine tam eslenmis kiimeler denir.

<, A kiimesi lizerinde bir baginti olsun. Her a,b € A i¢in ¢ < a ve ¢ < b olan bir ¢ € A varsa
A kiimesine < bagintist ile asagi yonlendirilmis kiime, veya karigiklik olmayacaksa, asagi

yonlendirilmis kiime denir.



Alt kiime olma bagintis1 (yani "C" bagintis1) ile asag1 yonlendirilmis olan ve bog kiimeyi

icermeyen bir kiimeye bir siizge¢ tabani (filter base) denir.

Her eleman1 6z alt kiimesi olan kiimeye gecisli (transitive) kiime denir.

Elemani olma bagintist (yani "€" bagintis) ile iyi sirali olan gecisli bir kiimeye bir ordinal

veya ordinal sayt (sira sayt) denir.

(A, <) keyfi bir iyi sirali kiime olsun. (A, <) kiimesinin tam eglenebilecegi bir ve yalniz bir

tane a ordinali vardir [13]. Bu o ordinaline (A, <) kiimesinin sira-tipi (order-type) denir.

Kendisinden kiiciik ordinaller ile birebir eslenemeyen ordinallere bir kardinal veya kardinal

sayi denir.

Bir A kiimesi ile aralarinda birebir ve orten bir fonksiyon bulunan kardinal sayiya, A kiimesinin

kardinalitesi denir. A kiimesinin kardinalitesini |A| ile gosterecegiz.

Ik sonsuz kardinali @ veya @y, ile ilk sayilamaz sonsuz kardinali ise @ ile gosterecegiz.

(ay), bir (A, <) iyi sirali kiimesi i¢inde bir dizi olsun. {a, : n € @} kiimesi i¢in n,m € ®

olmak iizere n < m iken a, < a,, ve a, # a,, oluyorsa (a,) dizisine kesin artandir diyecegiz.

Ordinallerden olusan kesin azalan bir (sonsuz) dizi yoktur [13].

o bir ordinal olsun. o ordinalinden biiyiik olan en kii¢iik ordinal sayiya o ordinalinin ardili
denir ve o ile gosterilir. Herhangi bir ordinalin ardili olmayan ordinallere limit ordinal denir.

Benzer bi¢cimde kardinal sayilar i¢in de limit kardinal kavrami tanimlanir.

Bilindigi iizere tiimevarim yontemi "her n € @..." bi¢imindeki iddialar1 kanitlamak icin
kullanilir. Sonlu 6tesi tiimevarim (transfinite induction) yontemi ise o keyfi bir sonsuz ordinal
veya kardinal iken "her 8 € x..." bicimindeki iddialar1 kanitlamak i¢in kullanilir. Bu yontemde,
bir B € a i¢in B ordinaline kadar iddianin dogrulugu kabul edilip B i¢in dogru oldugu
kanitlanir. Daha ileri bilgiler i¢in ve bu yontemin dogrulugunu gérmek i¢in bir kiimeler teorisi

kitabina veya [13] e bakilabilir.



Ordinal ve kardinal konular1 olduk¢a genistir. Bu konularla ilgili daha fazla bilgi i¢in [13] e
bakilabilir.

2.2. Baz1 Topolojik Temel Kavramlar

X bir topolojik uzay olmak iizere, 7(X) ile X iizerindeki topolojiyi, 7*(X) ile X uzaymin

bostan farkli agiklarinin ailesini (yani 7%(X) = 7(X) — {0}) gosterecegiz.

Bu tez boyunca herhangi bir topoloji tabani (taban tanimi asagida yapilmistir) bos kiimeyi
icermeyecek yani %, X topolojik uzayinin bir tabani olsun dedigimizde @ ¢ % oldugunu

kabul edecegiz.

Tez boyunca herhangi bir topolojik uzaydan bahsederken iizerine aksi belirtilmiyorsa hic bir
ayirma aksiyomu koymayacagiz. X regiiler uzay dedigimizde 73-uzay olmayi (yani 77-uzay

da olacak) kastedecegiz.

Simdi (X, 7(X)) bir topolojik uzay olsun.

1) U € 7(X) olan bir U C X alt kiimesine X uzayimn bir acik alt kiimesi veya, karigiklik
olmayacaksa, kisaca bir agik denir. A° € 7(X) olan A C X alt kiimesine X uzaywun bir kapali
alt kiimesi veya, karisiklik olmayacaksa, kisaca bir kapali denir. X uzayiin her alt kiimesi bir

acik alt kiimesi ise X uzayina ayrik (discrete) uzay denir.

2) A C X olsun. N{B C X : A C B ve B kapal1} kiimesine A kiimesinin kapanisi denir ve Alile

gosterilir.

3) Bostan farkli bir A C X alalim. Bir x € X verilsin. Eger x € U € 7(X) olan her U igin (U —
{x})NA # 0 ise x noktasina A nin yigilma noktasi denir. A kiimesinin y1gi1lma noktalarindan

olusan kiimeyi A ile gosterecegiz.

HACX iginZ =AUA olur ve A kapali ise A = A olur [14].

5) Bostan farkli bir A C X ve bir x € A alalim. Eger x € U € 7(X) olan bir U i¢cin UNA = {x}

oluyorsa x noktasina A kiimesinin bir yalitik (isolated) noktasi denir. Eger x € U € 1(X)



olan bir U i¢in x € U C A oluyorsa x noktasina A kiimesinin bir i¢ noktast noktasi denir. A
kiimesinin i¢ noktalarindan olusan kiimeyi A° ile gosterecegiz. (A° U (A€)°)¢ kiimesine A

kiimesinin sinir1 denir ve A® ile gosterilir.

6) o7 ailesi X uzayinin baz alt kiimelerinden olugsun. U</ = U{A : A € &/ } olarak tanimlanr.
Eger Uo/ = X ise & ailesine X uzayimin bir ortiisii denir. o7 C 7(X) ve Uo/ = X ise of

ailesine X uzayinn bir agik ortiisii denir.

7) @/ ailesi X uzayimin bazi alt kiimelerinden olugsun. Eger her x € X i¢in x noktasinin
{A € &7 : ANU # 0} ailesi sonlu (sayilabilir) olacak bicimde bir U ac¢ik komsulugu varsa .o/
ailesine yerel sonlu (sayilabilir) aile denir. Sayilabilir ¢oklukta yerel sonlu (sayilabilir) ailenin

birlesimi olarak yazilabilen bir aileye o-yerel sonlu aile (c-yerel sayilabilir aile) denir.

8) ¥V, % C t(X) olsun. Eger UY = U% veherV € ¥ i¢in V C U olacak bi¢cimde bir U € %

varsa ¥ ailesine %/ ailesinin bir acik incelmisi (open refinement) denir.

9) # C t*(X) olsun. Herx € U € 7(X) olan x ve U i¢in x € B C U olan bir B € & varsa A

ailesine X uzayinin bir faban: denir.

10) # C 7%(X) olsun. Her U € 7*(X) i¢in B C U olan bir B € % varsa A ailesine X uzayinin

bir m-taban: denir.

11)x € X ve A, C 7" (X) olsun. x noktasini igeren her U € 7(X) i¢cinx € B C U olan bir B € %y
varsa A, ailesine X uzayinin x noktasinda bir tabanidir veya x noktasinin bir komsuluklar

tabanidir denir.

12) X uzaywnin karakteri (X) ile gosterilir ve x € X iken Y (X) = min{|%By| : By, x € X

noktasinda bir tabandir} olmak iizere y (X) = sup{|x«(X)| : x € X} olarak tanimlanr.
13) X bir 7}-uzay olmak tizere X in sozde karakteri y(X) ile gosterilir ve x € X iken yy(X) =
min{|Oy| : Oy C t"(X) ve {x} = NO,} olmak tizere y(X) = sup{|y,(X)| : x € X} olarak

tanimlanir.

14) Elemanlar1 X kiimesinin ag¢iklarindan olusan bir siizgec tabanina X uzayt iizerinde bir acik



siizge¢ tabani, karigiklik olmayacaksa, kisaca bir acik siizge¢ tabant denir. Yani .% ailesinin
bir agik siizgec taban1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul su sartlarin saglanmasidir; her F € %

icin F € 7°(X) ve her F|,F> € % i¢in F3 C F{ N F, olan bir F3 € .% vardur.

2.3. Baz1 Topolojik Oyunlar

Literatiirde tamimlanmisg bir ¢ok topolojik oyun vardir. Biz burada Banach-Mazur, Choquet
ve nokta acik oyunlarina deginecegiz. Bu oyunlarda genel olarak iki oyuncu bir topolojik
uzayda oynamaktadir. Bu iki oyuncu kabaca birer fonksiyon olarak diisiiniilebilir. Ingilizce
kaynaklarda, 6zellikle Banach-Mazur ve Choquet oyunlarinda, bu oyunculara farkli yazarlar
cesitli isimler vermektedir. Ornegin 8 ve a, Player 1 ve Player 2, ONE ve TWO, EMPTY ve
NONEMPTY bunlardan bazilaridir. Formal bir tanim yapmak hem zor hem de anlagilmay1

giiclestirdiginden literatiirde genelde bu oyunlarin tanimlar1 formal yapilmaz.

Banach-Mazur (BM(X)) ve Choquet (Ch(X)) oyunlar1

Ik olarak Banach-Mazur oyununu, sonra bu oyunun biraz degismisi olan Choquet oyununu

verecegiz.

Bir X topolojik uzay1 ve iki oyuncu diisiiniiyoruz. Bu oyuncular1 BOSCU ve DOLUCU
olarak isimlendirelim. Her zaman her rauntta ilk hamleyi yapacak oyuncu BOSCU ve ikinci
hamleyi yapacak oyuncu DOLUCU olup her raunt bu iki hamleden olusur. Birinci rauntta,
BOSCU bir Uj € t(X) secerek hamlesini yapar. Sonra DOLUCU, V, C Uy olan bir V €
7*(X) segerek karst hamleyi yapar. Ikinci rauntta BOSCU, U; C V; olan bir U; € 7%(X)
secerek oynar. DOLUCU, V| C Uj olan bir V| € 7%(X) secerek karsilik verir. Boylece i¢
ice gecen bostan farkli agiklarin (Uy, Vp, Uy, V}) bigiminde bir sonlu dizisi olugur. Sonraki
rauntlar hep boyle devam eder. Yani gerekli rauntlar oynanip (Uy, Vo, Uy, V1, ...,U,,V,) sonlu
dizisi olustugunda BOSCU, U, C V, olan U,;; € t*(X) segerek oynar ve DOLUCU,
Vit1 € Uyyg olan bir V| € T%(X) secgerek karsilik verir. Oyuncular bu sekilde her n € ®
icin oynayarak (Uy, Vo, Uy, V1,...,Uy,V,,...) biciminde bostan farkl: i¢ ice ge¢mis aciklarin
bir dizisini olustururlar. Boyle bir diziye bir karsilasma denir. Eger (;c, Ui = 0 ise bu
karsilasmay1 BOSCU kazanir, degilse yani (1, Ui # 0 ise DOLUCU kazanir. Oyuncularin

boscu ve dolucu olarak isimlendirilme nedeni budur. Boyle karsilasmalardan olusan aileye X



tizerinde oynanan Banach-Mazur oyunu denir ve BM (X)) ile gosterilir. Bu durumda BM(X) C
(7(X))® olup BM(X) = {(Uy, Vo, U1, V1,...,Up,Vyy,...) : Up,V € T5(X), Uy 2 Vo 2 U ...}

olarak yazilabilir.

Choquet oyunu, Banach-Mazur oyununa benzerdir. Farkliligt BOSCU’nun bir avantajinin
olmasidir. Bu avantaj BOSCU hamlelerini x; € U; € t(X) olan (Uj;,x;) biciminde yapar.
Burada DOLUCU ise x; € V; C U; olan bir V; € 7"(X) segerek karsilik vermek zorundadir.
Boylece bu oyunda bir karsilasma ((Up,xo), Vo, (U1,x1),V1,- -, (Un,xn),Vy,...) biciminde
olugur. Oyunun diger kurallar1 Banach-Mazur oyunu ile aymidir. Yani bu karsilagsmayi
Nico Ui = 0 ise BOSCU degilse DOLUCU kazanir. Tiim boyle karsilagmalardan olusan
aileye X iizerinde oynanan Choquet oyunu denir ve Ch(X) ile gosterilir. Bu durumda Ch(X) C
((T*(X) x X) x 7(X))® olup Ch(X) = {((Uo, x0), Vo, (U1,x1), V1, ..., (Ui, xi),Vi,...) : U, V; €
T5(X),x; € V; CU;, Uy D Vo 2 Uy ...} olarak yazilabilir.

Nokta-a¢ik oyunu

Bir X topolojik uzay1 ile NOKTACI ve ACIKCI olarak isimlendirdigimiz iki oyuncu
diistinelim. Herhangi bir rauntta ilk hamleyi NOKTACI, ikinci hamleyi ACIKCI yapar ve bir
raunt bu iki hamleden olusur. Birinci rauntta NOKTACI bir x¢ € X secerek hamle yapar ve
ACIKCI xg € Up € 7%(X) olan bir Uy segerek karsilik verir. Diger tiim rauntlar boyle oynanir.
Yani n € @ i¢in (n+1). rauntta NOKTACI bir x,, € X secer ve ACIKCI bu x,, noktasinin U,, acik
komgulugunu segerek oynar. Béylece (xo, Uy, x1,U1, ..., Xy, Uy, ...) biciminde bir kargilagma
olusur. Eger J,,c, Un = X ise NOKTACI bu karsilagsmay1 kazanir, degilse, yani U,c,, Un # X
ise ACIKCI kazanir. Ttim boyle karsilasmalardan olugan aileye X iizerinde oynanan nokta-agik

(0]

oyunu denir. Bu oyunu na(X) ile gosterelim. Bu durumda na(X) C (X x 7%(X))® olup

na(X) = {(x0,U,x1,U1,..., %3, Up, ...) : xp € U, € T%(X) } olarak yazilabilir.

Karsilagmalar hakkinda bazi1 kavramlar

(Uo,Vo,U1,V1,Us, Va,...) dizisi BM(X) oyununda bir karsilagma olsun. Bu karsilasmanin
bastan bir boliimii olan (Uy, Vo, Uy, V1,Us, Va, ..., Uy, V,) ve (Uy,Vo,U1, V1, ..., U, Vi, Upi1)
sonlu dizilerini diisiinelim. Bu (U, Vp, U, V1,Us, Va, .., Uy, Vy,) sonlu dizisine BM(X) oyununda

bir karsilasma parcasi, eger karigiklik olmayacaksa, kisaca bir karsilagma parcast diyecegiz.



(Uo, Vo, U1, V1,U, Vo, ... .Uy, Vy, Uy 1) sonlu dizisine ise BM(X) oyununda bir ekli karsilasma
parcasi, eger karisiklik olmayacaksa, kisaca bir ekli karsilasma parcast diyecegiz. Eger
(Uo,Vo,U1,V1,Up, Vs, ..., Uy, V,) Karsilagsma pargasinin uzunlugunu vurgulamak istiyorsak bu

karsilagma parcasina (n + 1)-uzunluklu karsilasma pargast diyecegiz.

Ch(X) ve nokta acik oyunlari i¢in de karsilasma parcast ve ekli karsilasma parcasi kavramlari

benzer bicimde tanimlanir.

2.4. Topolojik Oyunlarda Oyuncularin Stratejileri

Topolojik oyunlarda bir oyuncu i¢in bir strateji hamle yapma kurali veya bir fonksiyon
olarak diisiiniilebilir. Bu kural ya da bu fonksiyon oyuncunun her bir rauntta hangi hamleyle
oynayacagini belirler. Bir stratejiyi tanimlamak i¢in cogu zaman, oyuncularin kaginci rauntta
olduklari, rakip oyuncunun daha 6nceki hamlelerinin neler oldugu gibi bazi bilgilere ihtiyag

vardir. Stratejiler tanimlanmalar1 esnasinda kullanilan bu bilgilere gore isimlendirilirler.

Asagida ilk baglikta kazanma stratejisini ayrintili agiklarken, diger stratejileri tekrara

diismemek icin daha kisa yazdik.

Kazanma stratejisi

Bir oyuncu icin bir kazanma stratejisi, herhangi bir rauntta oyuncuya hangi hamleyle
oynayacagi bilgisini veren ve o raunttan Onceki tiim hamleler kullanilarak tanimlanan

fonksiyondur. Ustelik, oyuncu bu strateji ile oynadig her karsilasmay1 kazanir.

Kazanma stratejisi kavramini aciklayalim. X bir topolojik uzay olmak tizere BOSCU’ nun
BM(X) oyununda o, bir kazanma stratejisi olsun. ilk raundun ilk hamlesini BOSCU
yapacagindan &(0) = Uy bi¢iminde bir Uy € t*(X) bulunur ve BOSCU bu hamle ile
baglar. DOLUCU bu durumda bir Vy oynayarak karsilik verir. Yani (o(0) = Uy, Vp)
karsilagma pargasi olusur. Simdi ikinci raunt igin o ((Uy, Vp)) = U bigiminde BOSCUnun
bir hamlesi vardir ve bu hamle ile BOSCU oynar. DOLUCU ise V; karsiligim verir.
Boylece (o(0) = Uy, Vo, o ((Uo, Vo)) = Uy, V1) biciminde kargilasma pargast olugur. Bu boyle
devam eder, yani n € o i¢in (o(0) = Uy, Vo, o((Up,Vo)) = U1,V1,-..,Vu—1,0(...Vy1) =
U,,V,) biciminde kargilasma pargasi olustugunda BOSCU’nun ¢ kullanilarak bulunan
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o((o(0) = Uy, Vo,0((Up, Vo)) = U1, V1,...,Vu—1,0(... V1) = Uy, V,,)) = Uy bigiminde
bir hamlesi vardir (o fonksiyonunun U,,;; hamlesini vermek i¢in 6nceki tiim hamleleri
kullandigina, yani tiim karsilasma parcasini kullandigina dikkat ediniz) ve BOSCU bu
hamleyi yapar. DOLUCU bir V,;; karsiligini verir ve (o(0) = Uy, Vy,o((Up,Vo)) =
U, Vi,..., Uy, V,,0(0(0) = Uy, Vo, 0 ((Up,Vo)) = U1, Vi,....Vie1,6(.. . Vuy) = Uy, Vi) =

Up+1,Vn+1) bigiminde kargilasma pargasi olusur. Sonugta bdyle oynanan

(G(@) :U(),V(),G((U(),V())) :Ul,Vl,...,G(G(@) :U(),V(),G((U(),V())) :Ul,Vl) :Uz,Vz...)

bicimindeki karsilasmayr BOSCU kazanir. Yani ();c, U; = 0 olur. Sadece bu karsilasmay1
degil BOSCU bu o ile oynadig: her karsilasmay1 kazanacaktir.

Bir ornek iizerinde kazanma stratejisini biraz daha aciklayalim. QQ rasyonel sayilar kiimesi, Q
tizerinde reel sayilardan indirgenen topoloji olsun. Bu takdirde BOSCU’nun BM (Q) oyununda
bir kazanma stratejisi vardir. Bunu gorelim. Q sayilabilir sonsuz oldugundan Q = {g; : i € @}

biciminde yazilabilir.

Up=0(0)=Q—{qo} ve U1 = 6(Up,Vo,U1,...V,) =V, —{gn+1} bigiminde tanimlansin.

BOSCU’nun bu strateji ile oynadigi keyfi bir karsilasma (o (@) = Uy, Vo, o ((Up, Vo)) =
U, Vi,...0(c(0) = Uy, Vo, 0 ((Uy, Vo)) = U1, Vi) = Up,V,...) bigimiminde olsun. Burada
o stratejisinin tanimi geregi her i € w i¢in ¢; ¢ U; olacaktir. Bu durumda (;c, U; = 0 olur.
Ciinkii bir x = g; € ;e Ui € Q = {gi : i € o} olsa g; € U; olur ve bu bir ¢eligkidir. Bu
karsilasma keyfi oldugundan BOSCU, BM(Q) oyununda o ile oynadigi her kargilagmay1

kazanacaktir. Yani, o bu oyunda BOSCU’nun kazanma stratejisidir.

Benzer bi¢imde DOLUCU i¢in de BM(X) oyununda bir ¢ kazanma stratejisi var oldugunda
karsilagsmalar bu strateji kullanilarak yukaridakine benzer sekilde oynanir. Tek fark DOLUCU
ilk hamleyi yapmayacagi icin o(0) diye bir hamle olmayacagidir. Yine Choquet ve nokta-acik

oyunlarinda da oyuncularin her biri i¢in kazanma stratejisi benzer bicimde tanimlanir.

Simdi sozel olarak ifade ettigimiz kazanma stratejisi kavramina matematiksel bir tanim

verelim.
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Asagidaki tanimi1 Ch(X ) oyununda DOLUCU igin verecegiz. Diger oyunlarda da herhangi bir

oyuncu icin kazanma stratejisinin matematiksel tanim1 benzer bigcimde verilebilir.

2.4.1. Tanmim

X bir topolojik uzay olmak iizere # (X) = {t: t, Ch(X) oyununda bir ekli kargilasma parcasi }
olsun. Asagidaki kosullari saglayan bir ¢ : ¢ (X) — 7*(X) fonksiyonu varsa bu fonksiyona
Ch(X) oyununda DOLUCU’nun (veya DOLUCU igin) bir kazanma stratejisi, karigiklik
olmayacaksa, yani oyunun Ch(X) oldugu ve oyuncunun DOLUCU oldugu agiksa, bir kazanma

stratejisi denir.

1) Her ((Uy,x0),Vo,-- -, (Unyxn)) € A (X) igin x, € 6((Up,x0), Vo, -+ - (Unysxn))) C Uy,

2) Ch(X) te ((Uo,x0),0((Uo,x0)) = Vo, (U1,x1),0((Uo,x0), Vo, (U1,x1))) = Vi, (Uns Xn),
(..., (Un,x,)) =V,....) bicimindeki her karsilasma igin (;c,, Ui # 0 olur. [J

Not: BM(X) ve Ch(X) oyununda yukarida tanimladigimiz kazanma stratejisine esdeger bir
strateji daha vardir. Eger bir oyuncunun bir kazanma stratejisi varsa herhangi bir rauntta
sadece rakibin onceki tiim hamleleri kullanilarak tanimlanan yine oyuncuya her karsilagsmay1
kazandiran bir strateji vardir. Ustelik bu ifadenin tersi de dogrudur [15]. Bu sebepten
literatiirde bazen kazanma stratejisi ile kastedilen bu stratejidir, yani sadece rakibin dnceki
tiim hamleleri kullanilarak tanimlanan stratejidir. Kabaca 6zetleyecek olursak, biz yukarida
kazanma stratejisini o (Uy, Vo, Uy, V1, ...,U,,V,) olarak tammladik ama o*(Up, Uy, , .. .,U,)
biciminde bir strateji de vardir. Ustelik ¢ varken ¢* bulunabilir ve 6* varken ¢ bulunabilir
[15]. Literatiirde her ikisine de kazanma stratejisi denir. Biz her ikisini de kullanacagiz.

Kazanma stratejisi ile hangisini kastettigimiz metinden agik olacak.

Markov ve k-Markov stratejisi

k € o — {0} olmak iizere herhangi bir rauntta, kaginci raunt oldugu bilgisi ile rakibin son
k adet hamlesi kullanilarak tanimlanan ve her karsilasmay1 kazandiran stratejiye k-Markov
veya k-Markov stratejisi denir. Ozel olarak 1-Markov stratejisine Markov stratejisi denir.
Bir k-Markov, herhangi bir karsilagsmada baglangicta 1 <i < k iken rakibin ilk i hamlesi ile

de tanimli olmadir. Dogal olarak BOSCU’ya ait olan bir ¢, k-Markov’u i¢in 6(0) tanimh
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olmalidir.

Ornegin, BOSCU’nun BM (X ) oyununda &, bir 2-Markov’u ise BOSCU’nun o ile oynadig1
bir kar§11a§ma (G(@) = U(),V(),G(O,Vo) = U],V],G(l,(V(),V])) = Uz,Vz,G(Z,(Vl,Vz)) =
Us,V3,6(3,(V2,V3)) = Us,...) bigiminde olacak ve (;c,, Ui = 0 olacaktr.

Simdi matematiksel olarak Ch(X) oyununda DOLUCU’nun k-Markov stratejisi tanimini

verelim. Diger oyunlarda herhangi bir oyuncu icin benzer sekilde k-Markov tanimlanabilir.
2.4.2. Tanim

X bir topolojik uzay, k € @ — {0} olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir ¢ : [J;<;<; @ X
(t*(X) x X)" — 7*(X) fonksiyonu varsa bu fonksiyona Ch(X) oyununda DOLUCU nun

k-Marjkov stratejisi veya, karisiklik olmayacaksa, bir k-Markov denir.
1) Her (i, (Uy,x1),- ., (Ui, xi))) € Uj<ick @ X (7%(X) x X)" igin

xi € o(i,((Ur,x1),...,(U,x;))) CU; olur.

2) ((Uy,x0), Vo, (U1,x1),V1,(Uz,x2),Va,...)

sonlu dizisi Ch(X) oyununda herhangi bir kargilagsma olmak iizere, eger
0<i<k-—1likenV;=o0o(i ((U,x1),...,(Usx;))) ve

k—1<iikenV; = o(i, (Ui—fk—1}:Xi—{k=1} ) - - -» (Ui, Xi))) ise

Nico Ui # 0 olur. [

Bagka bir strateji: k-taktik

k € o — {0} olmak iizere rakibin son k adet hamlesi kullanilarak tanimlanan ve her
karsilasmay1 kazandiran stratejiye k-taktik denir. Bir k-taktik herhangi bir karsilasmada
baglangicta 1 <i < k iken rakibin ilk i hamlesi ile taniml1 olmadir. Dogal olarak BOSCU’ya

ait olan bir o, k-taktigi icin ¢(0) tanimli olmalidur.
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Ornegin, BOSCU’ nun BM(X) oyununda o bir 2-taktigi ise BOSCU’nun & ile oynadig1
herhangi bir kar§11a§ma (G(@) = U(),V(),G(V()) = U1,V],G(V(),V]) = U2,V2,G(V1,V2) =
Us,V3,6(V2,V3) = Us,...) bigiminde olacak ve ;¢ Ui = 0 olacaktr.

Simdi matematiksel olarak Ch(X) oyunu icin DOLUCU’nun k-taktiginin tanimin1 verelim.

Diger oyunlarda herhangi bir oyuncu icin benzer sekilde k-taktik tanimlanabilir.

2.4.3. Tamim

X bir topolojik uzay, k € @ — {0} olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir & : | <;<, (7" (X) x
X)! — t*(X) fonksiyonu varsa bu fonksiyona Ch(X) oyununda DOLUCU nun k-taktigi veya,

karigiklik olmayacaksa, kisaca bir k-taktik denir.

1) Her ((Ur,x1), ..., (Ui,xi)) € Uj<i<i (T5(X) x X)' igin x; € o ((U1,x1), ..., (Ui, x;)) € Uj olur.

2) ((Uy,x0), Vo, (U1,x1),V1,(Uaz,x2),Va,...) Ch(X) oyununda herhangi bir karsilasma olmak
iizere, eger 0 <i<k—1ikenV;=o((Uj,x1),...(Ui,x;)) ve DOLUCU nun bu kargilagsmadaki
k-yimc1 hamlesinden sonraki herhangi bir hamlesine W diyelim. BOSCU nun W’dan 6nceki
son k-adet hamlesinden olusan dizi ((O1,y1), ..., (O, yk)) iken 6((O1,y1),-..,(Or,yx)) =W
ise (N;eq Ui # 0 olur (burada W’nun kaginct hamle oldugunu bilmedigimizi vurgulamak igin

(¢linkii o indisten bagimsiz) (U, x;) yerine (O,y) doniistimii yapildi). O

Kodlama stratejisi

Bir karsilagsma parcasindaki tam olarak son iki hamle (yani rakibin son hamlesi ve rakibin son
hamlesinden 6nceki oyuncunun kendi hamlesi) kullanilarak tanimlanan ve her kargilasmay1
kazandiran stratejiye kodlama stratejisi denir. Bir kodlama stratejisi DOLUCU’ya ait ise
DOLUCU’nun ilk hamlesi i¢in tanimli olmalidir, BOSCU’ya ait ise baslangic hamlesi i¢in

tanimli olmalidir.

Simdi matematiksel olarak Ch(X) oyunu i¢in DOLUCU’nun kodlama stratejisi tanimini
verelim. Diger oyunlarda herhangi bir oyuncu icin benzer sekilde kodlama stratejisi

tanimlanabilir.
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2.4.4. Tamim

X bir topolojik uzay olsun. Asagidaki kosullar1 saglayan bir ¢ : (7%(X) x (7%(X) x X)) U
(7*(X) x X) — 7*(X) fonksiyonu varsa bu fonksiyona Ch(X) oyununda DOLUCU nun bir

kodlama stratejisi, karisiklik olmayacaksa, kisaca bir kodlama stratejisi denir.

1) Her (U,x) € (X)) x X iginx € 6((U,x)) CU ve her (V,(U,x)) € (t"(X) x (7"(X) x X))
icinx € o(V,(U,x)) CU olur.

2) ((Uo;x0),0((Uo,x0)) = Vo, (U1,x1),0(Vo, (Ur,x1)) = V1, (U2,x2),6(V1, (U2,x2)) = V2.....)
Ch(X) oyununda herhangi bir karsilasma ise ;. , Ui # 0 olur. [J

Topolojik oyunlar ve stratejiler ile ilgili daha fazla bilgi i¢in [1], [15] veya [16] ya bakilabilir.
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3.BAZI TOPOLOJIK OYUNLARIN GENELLESTIRILMELERI

Bu boliimde nokta-agik, Banach-Mazur ve Choquet oyunlarinin genellestirilmeleri yapilmisgtir.
Nokta-acik oyunun genellestirilmesi kullanilarak kompakt daginik uzaylar karakterize
edilmigtir. Banach-Mazur ve Choquet oyunlarinin genellestirilmeleri ile yonlendirilmis tam

uzaylar arasindaki iligkiler incelenmisgtir.

William Fleissner ve Lynne Yengulalp [10] Banach-Mazur ve Choquet oyunlarinin kullanigh
bir sekilde sonlu 6tesine taginabilir olup olmadigin1 sormustur. Sonlu 6tesine tasinmadaki
temel sorun bu oyunlardaki i¢ ice ge¢mis sonsuz cokluktaki acigin arakesitinin nihayetinde
acik olmasinin garanti olmamasidir. Bu genellestirilmelerde siizge¢ tabanlar1 kullanarak,
biz i¢ ice ge¢cmis sonsuz ¢okluktaki agiklardan kurtulup bu temel sorunu agsmis olduk. Bu
genellestirilmis oyunlarin Banach-Mazur ve Choquet oyunuyla @-uzunlukta ¢cakismasi ve
yonlendirilmis tam uzaylarla aralarinda iliskinin olmasi bu oyunlarin kullanish olabilecegini
ve [10] da sorulan soruya bir cevap olabilecegini diisiiniiyoruz. Bu boliimde yapilanlar

yaymlanmistir [11].
3.1. Bu Béliim Icin Gerekli On Bilgiler
Bu baglik altinda verilenler bilinen kavram ve sonuclardir.

Topolojik uzaylarin 6nemli siniflarindan biri kompakt uzaylardir. Her agik ortiisiiniin sonlu alt

ortiisiiniin var oldugu uzaylara kompakt uzaylar denir.
Kompakt uzayin kapali her alt uzayr kompakttir [14].
Kompakt Hausdorff her uzay regiilerdir [14].

Bir X topolojik uzayinin yalhitik noktalarindan olusan kiime /(X) ile gosterilir. o bir ordinal
olmak iizere bir X topolojik uzaymin a-yinci Cantor-Bendixon seviyesi, Io(X) ile gosterilir
ve (tiimevarimsal olarak Io(X) = 1(X), [ (X) = I(X — Ip(X)), L(X) =1(X —Up<21g(X)),- -
biciminde iken) /o (X) = I(X —Upg< (X)) olarak tanimlanr.

Bostan farkli her alt uzaymin en az bir yalitik noktaya sahip oldugu uzaylara daginik
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(scattered) uzay denir. X daginik uzaymin yiiksekligi 47(X) = min{ ¢ : Io(X) = 0} biciminde

tamimlanir.

X bir Hausdorff uzay olsun. X uzaymmin daginik uzay olmasi icin gerek ve yeter kosul

X = Ug<n(x)la(X) olmasidir( [17], 350. sayfa).

X bir kompakt daginik uzay ise /4#(X) limit ordinal olamaz, yani 8 bir ordinal olmak tizere

ht(X) = B + 1 bigiminde olmaldur, tistelik /g (X ) sonlu olmalidir ([17], 351. sayfa).
3.2. Nokta-Acik Oyununun Genellestirilmesi

X bir topolojik uzay ve & herhangi bir 6zellik olsun. NOKTACI ve ACIKCI olarak
isimlendirilen iki oyuncu diisiinelim. Bu oyunda herhangi bir karsilasmada NOKTACI, bir
Xo € X secerek kargilasmay1 baslatir ve ACIKCI, xo € Up € 7(X) olan bir Uy segerek karsilik
verir. Boylece ilk raunt tamamlanir. Sonraki rauntlarda (eger hala karsilasma devam ediyorsa)
{x;: j < i} kimesi NOKTACI’nin &nceki hamlelerinin kiimesi iken x; hamlesini NOKTACI,
x;i € X —{x;j : j < i} kosuluyla yapar ve ACIKCI, x; € U; € 7(X) olan U; segerek karsilik
verir. Bu oyunda bir kargilagma, veya o-uzunluklu karsilagsma ((xo,Up), (x1,U1), (x2,U>),...)
bigimindedir. Bu karsilasma (X, 7(X))%* kiimesinin bir elemanidir. Bu o ordinaline bu
karsilasmanin uzunlugu denir ve sonlu ya da sayilabilir olma kosulu yoktur. NOKTACT istedigi
zaman karsilagsmay1 bitirebilir ve karsilagmay1 bitirme kararin1 sadece NOKTACI verebilir.
Diger bir ifadeyle karsilasmanin uzunlugunu yani o ordinalini NOKTACI belirler. Ama e8er
NOKTACI nokta secemezse karsilasmay1 bitirmek zorundadir. NOKTACI bir karsilasmay1
bitirdiginde bu karsilasmaya bitmis karsilagsma diyecegiz. ((xo,Up), (x1,U1), (x3,U3),...)
herhangi bir a-uzunluklu bitmis karsilasma olmak iizere, eger {x; : i € o} kiimesi &
ozelligine sahip ve {U; : i € ot} ailesi X uzaymnn bir agik ortiisii ise NOKTACI bu kargilasmay1
kazanir. Aksi takdirde ACIKCI kazanir. Dikkat edilirse o hi¢ bir zaman |X|" kardinaline
ulagamayacagindan, NOKTACI eninde sonunda herhangi bir karsilagmay1 bitirecektir. X
iizerindeki boyle karsilagsmalardan olusan aileye genellestirilmis nokta-acik oyunu diyelim
ve O(Z,X) ile gosterelim. Boylece O(2,X) C Uge x|+ (X, 7(X))® olur. Bu oyunda, & bir
kiimenin saglayabilecegi herhangi bir 6zellik (sonlu, sayilabilir, kompakt, kapali, acik... gibi)

olabilir.
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Bu oyunda oyuncular icin strateji tanimlar1 diger oyunlarda oldugu gibidir.

3.2.1. Teorem

X bir Hausdorff uzay ve & 6zelligi "sonlu" olsun. Bu takdirde agagidakiler denktir;
1) NOKTACT nin O(Z,X) oyununda kazanma stratejisi vardir,

2) X uzay1 kompakt daginiktir.

Kanit

(1 = 2): NOKTACI i¢in o bir kazanma stratejisi olsun. X uzaymin herhangi bir % acik
ortistinii alahm. O(<2,X) oyununda NOKTACI bir kargilasmay1 ¢ ile oynasin ve bu
karsilasmada ACIKCI hamlelerini bu acik ortiiden secerek yapsin. NOKTACI bu kargilasmay1
kazanacagindan sonlu hamlede bu karsilasma bitecektir. Yani bir n € @ i¢in bu karsilasma
((x0,U0), (x1,U1),. .., (xs,Uy,)) bigiminde olup {Uy, Uy, ...,U,} ortiisti % nun bir sonlu alt

ortiisii olacaktir. Bu durumda X uzayi kompakttir.

Simdi, X uzayinin daginik olmadigini varsayalim. O zaman, yalitik noktas1 olmayan bostan
farkli bir U C X alt kiimesi vardir. U = Y diyelim. X kompakt ve Y de onun kapali bir alt
uzay1 oldugundan Y kompakttir. Y’ nin herhangi bir yalitik noktasi yoktur, ¢iinkii eger olsaydi

bu nokta U’ nun da yalitik noktasi olurdu.

Iddia: Y tizerindeki alt uzay topolojisi 7(Y) = {VNY :V € 7(X)} olmak iizere her x € X ve
herVNY € 7(Y) igin, eger VNY #0Qisex¢ WNY ve 0 W NY CWNY CVNY kosullarini
saglayan bir WNY € 7(Y) vardur.

lddiamin kamiti: x € X, V € ©(X) ve VNY # 0 olsun. Y alt uzayinin izole noktast var
olmadigindan bir y € Y NV — {x} vardir. X uzay1 Hausdorff oldugundan, X uzayinin x € W;,
y € W, ve W, MW, = 0 olacak bicimde W, ile W, agiklar1 vardir. Kompakt Hausdorff uzaylar
regiiler oldugundan X regiiler olur ve bdylece, X uzaymmy e WNY CWnY C (WyNV)NY
olacak bigimde bir W agi81 vardir. W, "W, = 0 oldugundan x ¢ W NY dir. Boylece iddianin

kaniti tamamlanmais olur.
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Simdi, O(Z,X) oyununda gdyle bir karsilasma diisiinelim. xy noktast NOKTACI'nin o ile
oynadigi ilk hamle olsun. Yukaridaki iddiadan @ # WoNY C WoNY CY ve xo & (WoNY) olan
bir Wy C X agik alt kiimesi segebiliriz. (WyNY )¢ hamlesini yaparak ACIKCI kargilik versin
ve ilk raunt tamamlansin. Ikinci raunt igcin NOKTACI, o ile oynayip x; hamlesini yapsin.
Bu durumda iddia geregi bir Wy € 7(X) agig1 var olup @ = Wi NY CWiNY CWyNY ve
x1 ¢ (W NY) kosullarim sagladigini biliyoruz. ACIKCI karsilik olarak (W; NY)¢ hamlesini
yapsin. Boyle devam edilerek her i € @ — {0} icin NOKTACI ¢ ile x; hamlesini yaptiginda
iddia geregi @ # W;NY CW;NY CW,_ 1 NY ve x; ¢ (W;NY) kosullarii saglayan W; € 7(X)
vardir. ACIKCI, (W; NY)¢ hamlesi ile karsilik verir. ACIKCI’min hamlelerinden olusan aile
{WonY)s,(WiNY)S,(WanY)e,...,(W;NY)}olupWoNY DW NY DWLNY 2...DW,NY
ve 0 £ W;NY oldugundan J{(WoNY)<, (W NY)S,(WoNY),...,(WiNY)} = (W,NY)  #£X
olur. Bunun anlami bu karsilagsmay1 sonlu hamlede NOKTACT nin kazanamamasidir. Oysa
& ozelligi "sonlu" oldugu i¢in o, NOKTACI nin sonlu hamlede kazanacagi bir stratejidir.

Bu celiski geregi varsayim yanlig olup X daginik uzaydir.

(2= 1): & ozelligi "sonlu" olsun. Sonlu &tesi tiimevarim kullanarak, "her o« ordinali
icin X herhangi bir kompakt daginik uzay olmak iizere eger ht(X) = a ise NOKTACI'nin
O(Z,X) oyununda kazanma stratejisi vardir" iddiasin1 kanitlayalim. Bu iddia kamtlandiginda
(herhangi bir X kompakt daginik uzayi igin 4z (X) ordinali var oldugundan) teoremin kaniti
tamamlanmis olur. ¢ bir ordinal olsun. & = 1 durumunda X = Ug<p(x)=1la(X) = lo(X)
oldugundan X uzayinin tiim noktalar1 yalitiktir (yani discrete uzaydir). Bu durumda X
kompakt oldugundan sonlu olmasi gerekir. X uzayinin sonlu olmasi demek O(Z,X)
oyununda NOKTACI’'nin kazanma stratejisinin olmasi demektir. iddiamiz her 8 < «
icin dogru olsun. h#(X) = a olan, kompakt dagimik bir X uzayr alahm. X kompakt
dagimik oldugundan o = 8 + 1 ve Ig(X) sonlu olmalidir. Ig(X) = {xo,x1,...,%,} olsun.
Bu durumda, /g(X) in noktalarmi xo noktasindan baglayip x, noktasina kadar NOKTACI
oynar. O halde, (xo,Up), (x1,U}),...,(xs,U,) karsilasma parcasi olusur. Boylece, kapali
Y = (X — U;<, Ui) alt uzayr kompakt dagmik olup ht(Y) < B olur. Tiimevarim hipotezi
geregi, NOKTACI'nin O(Z,Y ) oyununda kazanma stratejisi vardir. Eger NOKTACI bu sonlu
kargilagsma parcasindan sonra bu strateji ile oynarsa bu karsilasmay1 sonlu hamlede kazanmis

olur.

Bu bolimde O(Z,X) oyununu sadece &2 6zelligi "sonlu" iken inceledik. &2 6zelligini
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degistirerek bu oyundan baska sonuclar bulunabilecegini tahmin ediyoruz. Ornegin van
Douwen’in D-uzaylari ile bu oyun arasinda & 6zelligi "kapali ayrik" iken bir iligki vardir. Bu

iliskiy1 agiklamak i¢in D-uzay1 tanimini verelim.

Eger bir f : X — 7(X) fonksiyonu her x € X i¢in x € f(x) kosulunu sagliyorsa bu fonksiyona
komsuluk atayan denir. Bir X uzaymda f herhangi bir komsuluk atayan iken U,cp{f(x) : x €
D} = X olan kapali ve ayrik bir D C X alt uzay1 varsa X uzayima D-uzay: denir [18].

Acgikca & ozelligi "kapali ayrik" iken O(Z2,X ) oyununda NOKTACI nin kazanma stratejisi
varsa X bir D-uzayi olur. Soyle ki, f herhangi bir komsuluk atayan ve o, NOKTACI nin
kazanma stratejisi olsun. Bir karsilasmada x; NOKTACI nin bu strateji ile oynadig1 herhangi
bir nokta iken ACIKCI, f(x;) ile karsilik versin ve bu karsilasma (xo, f(x0),x1, f(x1),...)
bi¢iminde olugsun. Bu durumda hem D = {x; : x;, NOKTACI’nin bu kargilasmadaki hamlesi }
alt uzay1 kapali ve ayrik hem de J,.p{f(x) : x € D} = X olur, yani X bir D-uzay1 olur. Ama
X bir D-uzay1 iken NOKTACI’'nin O(£2,X) oyununda (&2 6zelligi "kapali ayrik") kazanma
stratejisi var diyemeyiz. Ornegin X, reel sayilarm (reel sayilarin bilenen topolojisinden
indirgenen alt uzay topolojisi ile) herhangi bir kapali aralig1 olsun. X kompakt oldugundan
D-uzayidir [19]. X dagimik olmadigindan (¢linkii yalitik noktasi yok) bir 6nceki teorem geregi
NOKTACT sonlu kargilagsmalar1 O(<?,X) oyununda kazanamaz. Dolayisiyla, bu oyunda
herhangi bir karsilasmada X ortiildiigiinde NOKTACI sonsuz ¢oklukta nokta secmis olacaktir.
Bu takdirde se¢ilmis sonsuz ¢coklukta noktadan olusan kiimenin yi1§ilma noktasi (reel sayilarin
sinirli sonsuz her alt kiimesinin bir y1§1lma noktasi vardir, bunun ispat1 ortalama bir analiz
kitabinda bulunabilir) var olup bu kiime ayrik olamaz. Boylece X bir D-uzay1 olup O(Z,X)
oyununda & ozelligi "kapali ayrik" iken NOKTACT nin kazanma stratejisi yoktur.

3.3. Banach-Mazur ve Choquet Oyunlarinin Genellestirilmeleri

Banach-Mazur ve Choquet oyunlarini genellestirecegiz. Bu genellestirilmis oyunlarla

yonlendirilmis tam (directed complete) uzaylar arasindaki iligkileri arastiracagiz.

Genellestirilmis Banach-Mazur oyunu ve Choquet oyunu

Once Banach-Mazur oyununu genellestirecegiz. Bir X topolojik uzay1 ve yine BOSCU,
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DOLUCU olarak isimlendirecegimiz, sirastyla her rauntta ilk hamleyi ve ikinci hamleyi yapan
iki oyuncu diisiinityoruz. BOSCU, bir Uy € 7%(X) segerek ilk hamleyi yapar. DOLUCU,
Fy C Uy ve Fy € 7"(X) kosuluyla bir %y = {Fy} acik siizgec taban1 segerek karsilik verir.
Boylece 1. raunt tamamlanmis olur. Simdi bu karsilasma 7 bir ordinal olmak iizere i ordinaline
kadar oynanmug ve sirastyla BOSCU ile DOLUCU nun hamlelerinden olusan {Up : B < i},
{#p : B < i} aileleri olugmus olsun. i ordinali icin BOSCU, U; N (N (Ulkigzﬁ)) =0 ve
Ui ¢ {Up : B < i} kosullarini saglayan (varsa) bir U; € 7*(X) segerek oynar. DOLUCU, en az
bir j <iigin F;; C U; olan ve Ug; #p C F; kosullarin saglayan bir #; = {F;; : j < i} agik
stizgec tabani1 secerek karsilik verir. Bir i ordinali icin bu karsilagsma asagidaki durumlardan biri
olustugunda sonlanmisg olur. 1. durum: N(Y B<i Z [3) = (. Bu durumda BOSCU karsilagsmay1
kazanmustir. 2. durum: DOLUCU her j < iigin N(Upg; ﬁlg) # () olacak bi¢imde oynamis ve
BOSCU’nun oynayabilecegi U; ¢ {U; : j < i} kosulunu saglayan bir U; hamlesi kalmamistur.
Bu durumda DOLUCU karsilasmay1 kazanir. Bu sekilde oynanmug tiim karsilagmalar ailesini

GBM(X) ile gosteriyor ve Genellestirilmis Banach-Mazur oyunu olarak isimlendiriyoruz.
Simdi, GBM(X) oyununa asagidaki (*) kosulunu ekliyoruz.

(*) Herhangi bir rauntta, BOSCU, x; € U;N (N (Uj<iﬁj)) kosulunu saglayan bir (U;,x;)
hamlesini yapar ve DOLUCU, x; € N.%; olan bir .%; ile karsilik verir.

GBM(X) oyununda yapmis oldugumuz bu (*) degisikligi ile yeni bir oyun elde ettik. Bu yeni

oyunu GCh(X) ile gosteriyor ve Genellestirilmis Choquet oyunu olarak isimlendiriyoruz.

GBM(X) oyununda a-uzunluklu karsilasma (bazen karsilasmanin bitmemis oldugunu
vurgulamak i¢in ayni kavrama o-uzunluklu karsilasma parcgasi da diyecegiz) ile kastettigimiz,
B < a igin her (Ug,.7g) rauntlart oynanmus fakat (Ug, %) raundu heniiz oynanmamig
karsilasmadir. Tahmin edilecegi lizere, eger D(Uﬁ <o 9’[3) = 0 ise DOLUCU’nun bu

o-uzunluklu kargilagsmay1 kaybettigini sOyleyecegiz.
GCh(X) oyununda a-uzunluklu karsilagsma ile kastimiz benzerdir.

Dikkat edilecek olursa DOLUCU her zaman oynayacagi uygun bir agik siizge¢ tabani bulabilir.

Ornegin, herhangi bir karsilasmada n € o igin (U,,.%,) son raunt ise .%, | = %, U{(N.%,) N
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U, } bicimindeki .%, ;| agik siizge¢ tabant DOLUCU’nun oynayacagi uygun bir hamledir. i >
 igin tim (U}, #;) rauntlari (j < i) oynanmus iken 7; = ;o; #;U{U;NF : F € U,;; 7}
bigcimindeki .%; ile DOLUCU oynayabilir.

Bu boliimde bir oyuncu icin bir oyunda o-uzunluklu karsilasmalart kaybetmeyecegi ya
da o-uzunluklu karsilasmalarda yenilmeyecegi stratejiden kastimiz, bu oyuncunun her
rauntta onceki tiim hamleleri kullanarak tanimlanan bir stratejisinin (kazanma stratejisi
gibi) var olmasi ve bu oyuncunun bu strateji ile oynadiginda o-uzunluklu karsilasmalarda
yenilmemesini saglayan ama ¥ > o iken y-uzunluklu karsilagsmalarda yenilmeyecegini garanti

etmeyen stratejidir.

3.3.1. Teorem

X bir T1-uzay olmak lizere asagidakiler esdegerdir.

1. DOLUCU’nun GBM(X) oyununda (GCh(X) oyununda) kazanma stratejisi vardir;

2. GBM(X) oyunundaki (GCh(X) oyunundaki) herhangi bir kargilasma i¢in [N (Ug<o Fp)| =
1 olan bir o ordinali vardir (burada .%’lar DOLUCU’nun bu kargilasmadaki hamleleri).

Kant

(I = 2): DOLUCU’nun y-uzunluklu bir kargilagmay1 kazandigini varsayalim. Bu durumda
BOSCU’nun oynayabilecegi bir Uy yoktur ve N(Upgy#p) # 0 olur. Eger | (Up<y Fp)| =1
ise 0 = min{A < y:[N(Ug<p Fp)| = 1} olarak tammlariz. Eger degilse farkli x,y €
N(Ug<y#p) noktalart vardir. Bu bize BOSCU’nun heniiz hamlelerini bitirmedigini en
azindan Uy = Uy — {y} ((Uy,xy) = (Up — {y},x)) biciminde oynayabilecegini gosterir.
Dolayisiyla bu karsilasma heniiz bitmemistir. Bu ise DOLUCU’nun 7y-uzunluklu bu

karsilasmay1 kazanmig olmasi ile celisir.

(2 = 1): Herhangi bir kargilasma diisiinelim ve DOLUCU’nun hamleleri bu kargilagsmanin
bir yerinde | N (Ug<q#p)| = 1 bigimini almis olsun. Herhangi bir y > a igin BOSCU,
hamlesini U, bi¢iminde ((Uy,xy) biciminde) yaptiginda, DOLUCU ’nun hamlesi .%#, =
(Uicy i) U{UyNF : F € U<y Zi} olur. Boylece BOSCU eninde sonunda hamlelerini bitirip



22

bu karsilagsmada yenilecektir. []

3.3.2. Sonug

X bir T1-uzay olmak lizere asagidakiler esdegerdir.

1. DOLUCU’nun GBM(X) oyununda kazanma stratejisi vardir;

2. DOLUCU’nun GBM(X) oyununda herhangi bir y < x(X) i¢in y-uzunluklu kargilagma

parcalarinda yenilmeyecegi bir stratejisi vardir;

3. DOLUCU’ nun GBM(X) oyununda herhangi bir y < y(X) i¢in y-uzunluklu kargilasma

parcalarinda yenilmeyecegi bir stratejisi vardir.
Kanit

(1 =2) ve (2= 3)acgiktir. 3 = 1): y(X) = o olsun. Herhangi bir karsilagma diisiinelim.
Sonunda BOSCU’nun bu kargilagmay1 kaybedecegi sekilde DOLUCU’nun oynayabilecegini
gorecegiz. Hipotez geregi her v < o i¢in, DOLUCU bu karsilasmada kaybetmeden
bir .%, hamlesini yapabilir. BOSCU halen kaybetmemigsse bir Uy hamlesi yapar. Uy N
(N(Uy<a Fy)) = 0 ise BOSCU kaybeder ve kant biter. Degilse, bir xo € Uq N (N (Uy<¢ -Fy))
alabiliriz. |0 (xo)| < w(X) ve NO(xp) = {xp } olan ve agiklardan olusan bir &'(xg) ailesi alalim.
O (x0) U (Uy<q Fy) U{Uq} ailesinin elemanlarinin tiim sonlu arakesitlerinden olugan aileyi
F o ile gosterelim. %, olusturulurken sonlu arakesit alindig1 i¢in elemanlarinin hepsi agik olur
ve slizgeg tabani 6zelliklerini saglar. Boylece %, bir acik siizge¢ tabani olur. DOLUCU bu
Fq ile oynadiginda O (xg) C F oldugundan {xg} = N.Z olur ve bdylece Teorem 3.3.1°den
bu karsilasmayr DOLUCU kazanir. [

Yukaridaki sonucun GCh(X) oyunundaki karsiligi olan asagidaki sonucun kanitt benzer

oldugundan tekrardan kaginmak i¢in yazilmadi.
3.3.3. Sonug

X bir T1-uzay olmak iizere asagidakiler esdegerdir.
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1. DOLUCU’nun GCh(X) oyununda kazanma stratejisi vardir;

2. DOLUCU’nun GCh(X) oyununda herhangi bir ¥ < x(X) i¢in y-uzunluklu kargilagma

parcalarinda yenilmeyecegi bir stratejisi vardir;

3. DOLUCU’nun GCh(X) oyununda herhangi bir y < y(X) i¢in y-uzunluklu kargilasma

parcalarinda yenilmeyecegi bir stratejisi vardir. [J

Bilindigi iizere bir kardinal fonksiyon topolojik uzaylar1 kardinal sayilar ile esler [14].
Simdi genellestirilmis topolojik oyunlar1 kullanarak bazi topolojik uzaylar: ordinal sayilar
ile esleyen bir ordinal fonksiyon tanimlayalim. ¢ bir ordinal olsun. Eger GBM(X) oyununda
BOSCU’nun a-uzunluklu karsilasmalar1 kazanacak stratejisi varsa, yani her B < o igin
DOLUCU’nun hamleleri Zg iken N(Ug <affﬁ) = @ oluyor ve BOSCU’nun i < « iken
i-uzunluklu karsilagmalar1 kazanma garantisi yoksa, bu oyunda BOSCU 'nun eziciligi o’ dir
deyip BE(X) = a yazalim. Daha matematiksel olarak, X bir topolojik uzay ve GBM(X)
oyununda BOSCU’nun kazanma stratejisi varken BE(X) = min{o :GBM(X) te BOSCU
o-uzunluklu kargilagmalari kazanir} olarak tanimlayalim. Béylece, BOSCU nun GBM(X)
oyununda kazanma stratejisinin oldugu bir X topolojik uzay1 i¢cin BE bir ordinal fonksiyondur.
Benzer bicimde GCh(X) oyununda BOSCU’nun eziciligini tanimlayip BE,(X) ile gosterelim.

Burada n indisi BOSCU’nun sectigi noktalari temsilen konmustur.
3.4. GBM(X), GCh(X) Oyunlari ile BM(X) ve Ch(X) Arasindaki iligki

Asagidaki iki teoremde Banach-mazur ve Choquet oyunlari ile bu oyunlarin genellestirilmig

halleri arasindaki denklikleri verecegiz.

Asagidaki ilk teoremin kanitinin birinci kismini detayl bir sekilde yazacagiz. Kanitin diger
kisimlar1 ve bir sonraki teoreminin kaniti hemen hemen ayn1 detaylara sahiptir. Tekrardan
kacinmak i¢in bu detaylar1 yazmayip sadece ilgili oyuncunun stratejisini tanimlayacagiz. Bu

ispatlarda ana fikir i¢ ice gecen karsilasmalar yazmaktir.
3.4.1. Teorem

X bir T7-uzay olmak iizere asagidakiler dogrudur.
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(1) BOSCU’nun BM (X ) oyununda kazanma stratejisinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

BE(X) = ® olmasidur.

(2) DOLUCU’nun BM(X) oyununda kazanma stratejisinin var olmasi igin gerek ve yeter
kosul her o < @ i¢cin DOLUCU’nun a-uzunluklu karsilasma parcalarint GBM(X) oyununda

kaybetmeyecegi bir stratejisinin var olmasidir.
Kanit

(1) (=): t, BM(X) oyununda BOSCU i¢in kazanma stratejisi olsun. X iizerinde iyi siralama
prensibinden gelen bir iyi siralama bagintisi var olsun. Asagidaki ¢ stratejisinin GBM(X)
oyununda BOSCU’nun w-uzunluklu karsilasmalar1 kazanacagi bir stratejisi oldugunu

gorecegiz.
[k hamle o(0) = ¢(0) olsun.

GBM(X) oyununda n € w iken P, = (Uo, F0,- .- U, ﬁn) bir kargilagsma parcasi olsun. Eger
BM(X) oyununda P, = (Up,N.F, ..., Us,N.Z,) bir karsilagsma parcasi ve |t(P})| > 2 ise x, =
mint(P,) olmak tizere U,y = 6(PB,) =t(P,) — {x,,} olarak tanimlansin. Eger degilse (6 y1
daha formal tanimlamak i¢in yazdigimiz bu durumun ¢ ile bastan oynanan bir karsilasmada
hi¢ gergeklesmeyecegini gorecegiz) x, = min();<, U; olmak iizere U, 11 = 6 (P,) = i<, Ui —

{x,} olarak tanimlansin.

Boyle tanimlanan ¢ iyi tammlidir. $6yle ki, ya U, 11 = t(P,) — {x,} G t(F,) CN.%, C U,
yada U,y 1 = i<, Ui — {x,} olup, her n € @ i¢in U, | G U, olur. Eger U, =1(P;) — {x,}
ise |¢(P})| > 2 olmas1 halinde bu durum gegerli oldugundan oldugundan 7(P,) — {x,} # 0
olur ve X uzay1 Tj-uzay oldugundan tek noktadan olugan kiime kapali olup #(P,) — {x,}
acik olur. Uy,y1 = <, Ui — {x»} iken eger ;- U; tek noktadan olusuyorsa bu nokta agik
olur ve DOLUCU bu noktay1 oynadiginda artik karsilasmayr BOSCU kazanamaz. Halbuki 7,
BOSCU igin bir kazanma stratejisidir. Bu ise bir ¢eligkidir. Bu geliskiden (<, U; tek noktadan
olusamaz ve yine uzayin 7j olmasiyla U, = 6(P,) = i<, Ui — {xx} € T%(X) olur. Sonugcta
her iki durum i¢in U, € 7%(X) olur. Ustelik, U, tanimlanirken 6nceki U;’lerde var olan

tek nokta atildig1 i¢in onceki U;’lerden farkli olur yani U, ¢ {U; : i < n+ 1} olur. Boylece
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o iyi tanimhdir.

o stratejisinin BOSCU’nun aradigimiz stratejisi oldugunu gérmek i¢cin BOSCU’nun o ile

oynadig1 @-uzunluklu GBM (X) oyununda
(G(@) = U(),LQZ.(),G(P()) = U1,§1,G(P1) = Uz,...,G(Pn) = Un—Q—l,chn—i-l;u-)
karsilasmasini alalim.

Bu kargilagma igin tiimevarim kullanarak, her n € @ i¢in BM(X) oyununda P, nin bir
karsilasma parcasi oldugunu ve [¢(P))| > 2 oldugunu goérelim (bdylece ¢ ’nin taniminda
bulunan "Eger degilse..." kismu hi¢ gerceklesmeyecek). n = 0 i¢in aciktir. n € @ i¢in
BM(X) oyununda P, = (Uy,NFy,...,U,,N.%,) bir karsilasma parcasi olup |¢(F;)| > 2
olsun. ¢ tamm geregi U,y = t(P,) — {x,} olacagindan U, ; C N.%, # 0 olur. %,
tanim1 geregi bir F € %, i¢in F C U, olacagindan N.%#,; C U,; olur ve boylece
P = (Uo, NZo, - Uy, Ty, Uy, NPyt 1) sonlu dizisi BM (X ) oyununda bir karsilagma
parcasi olur. Eger |¢(P, ;)| < 2 olsa ya [t(P,, ;)| =0 olur ya da [t(P, )| = 1 olur. Eger

t(P! )| =0iset(P

i1 1) = 0 olur ki bu durum 7 nin BOSCU nun kazanma stratejisi olmasi

ile celisir. Eger [t(P, )| = 1 ise bu durumda (P, ;) = {x} biciminde olup {x} agik olur ki
artik bu karsilasmay1 BOSCU kazanamaz. Bu durum ¢ nin BOSCU’nun kazanma stratejisi

olmas ile celisir. Bu geliskilerden [¢(P, ;)| > 2 olmalidr.

Bu durumda her n € o igin U, = o(P,) = t(P,) — {x,} olur. Boylece, BM(X) oyununda
BOSCU’nun ¢ ile oynadi81 asagidaki karsilasma olusur.

(t(@) = U(),ﬂfo,l(Pé),ﬂﬂl,t(P{),ﬂﬁz, .. )

Her i € @ i¢in U; O N.Z; O U;y1 2 N%;y oldugundan bu kargilasma BM (X ) oyunundadir.
BOSCU bu karsilagmada 7 ile oynadigindan ;. (N.%;) = 0 olur. Bu iki kargilagma i¢i igedir.
Bu durumda @ = ;. , NZi = N(Ujce -Zi) olur. Boylece, o, GBM(X) oyununda BOSCU’nun

o-uzunluklu karsilagmalar1 kazanacag bir strateji olur.

(<): 0, BOSCU’ nun GBM(X) oyununda @-uzunluklu kargilagmalar1 kazanacagi bir strateji

olsun. BM(X) oyununda BOSCU icin bir 7 kazanma stratejisi tanimlayacagiz.
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Herhangi bir P, = (UO,VO, ceey Un,V,,) kargilasma parcast BM(X) oyununda verilsin. Eger
asagidaki (*) kosulu varsa, ¢(B,) = V,, N o(P,) olarak tanimlayalim, eger yoksa (bu durum ¢

ile bastan oynanan hig bir karsilasmada olmayacak) ¢(P,) = V,, olsun.

(*) Uy = 6(0) ve Py = (Up, Fo = {Vo}) olmak iizere i = 1,2,...,n igin P/ = (Up,-Fy =
{W},0(P),....o(P_,), Fi={V,Vi,...,Vi}) olur.

Boyle tanimlanan ¢ stratejisinin BM (X ) oyununda BOSCU igin bir kazanma stratejisi oldugu

yukaridaki kanita benzer bicimde goriilebilir.

(2) (=): t, DOLUCU’nun BM(X) oyununda kazanma stratejisi olsun. Eger X sonlu ise
Ti-uzay oldugundan X ayrik (discrete) uzay olacak ve bdoylece DOLUCU’nun GBM (X)
oyununda bir kazanma stratejisi var olacaktir. O zaman, uzay sonlu oldugundan herhangi
bir karsilasmada sonlu adet rauntta BOSCU’nun hamleleri bitecek ve bir o < ® i¢in bu
karsilasma a-uzunluklu olacaktir. Boylece DOLUCU, GBM(X) oyununda bu karsilasmay1
kazanacaktir. Simdi X uzayinin sonsuz oldugunu varsayalim. GBM(X) oyununda n € ®
icin P, = (Uy, Z,, .- ..,U,) ekli karsilasma pargasi verilsin. P, = (Uy,N.%o,U; N (NF), .. .,
U,N(N.Z,_1)) olsun. Béylece, P,, BM(X) oyununda ekli kargilasma pargasi olur. O zaman,

asagidaki o, DOLUCU nun GBM(X) oyununda aradigimiz stratejisi olur.

o(Uo) = %o ={t(Up)} ve @ > n> 0 icin o(P,) = %#,—1 U{t(P,)} olsun. n > o herhangi

bir uygun acik siizgeg tabani .%,, i¢in 6(P,) = .%, olsun.

(«<=): 0, DOLUCU nun GBM(X) oyununda ilgili stratejisi olsun. X uzay1 lizerinde iyi siralama
prensibinden gelen bir iyi siralama bagntisi var olsun. #(U) € o(U) olarak tanimlayalim
(burada o (U) tek eleman icerdiginden, #(U) bu elemana esit olacak). BM(X) oyununda
n > 0 i¢in B, = (Up,Vb,...,U,) herhangi bir ekli kargilasma parcasi olsun. Eger |U;| = 1
ise DOLUCU kazanir. |U;| > 1 olsun. y; = minU; diyelim ve P, = (Uy, %y = {Vo},U; —
{nh % ={MV,Vi},.... %01 ={Vo,V1,...,Va—1},Un — {yn}) olarak tamimlayalim. Eger
P,, GBM(X) oyununda ekli kargilasma pargasi ise ¢(P,) € 6(P,) — %, olarak, degilse,

t(P,) = U, olarak tanimlayalim. [J
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Yukaridaki teoremin kanitindaki yollar1 kullanarak, asagidaki teorem de kanitlanabilir. Fakat
okuyucuya kolaylik saglamak icin asagidaki teoremin kanitini ilgili stratejileri tanimlayarak
sunuyoruz. Bu bashigin girisinde de bahsettigimiz gibi bu stratejilerin ise yarar oldugu

yukaridaki teoremin kanitinin ilk kismina benzer sekilde goriilebilir.
3.4.2. Teorem
X bir Tj-uzay olmak iizere asagidakiler dogrudur.

(1) BOSCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisinin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

BE(X) = o olmasidir.

(2) DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisinin var olmasi icin gerek ve yeter
kosul her & < @ icin DOLUCU’nun ¢-uzunluklu karsilagsma pargalarinit GCh(X) oyununda

kaybetmeyecegi bir stratejisinin var olmasidir.
Kanit

(1) (=): t, BOSCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi ve "<", X iizerinde bir iyi
siralama bagintist olsun. ¢(0) = 7(0) olarak tanimlayalim. GCh(X) oyununda bir P, =
((Uo,x0),-Z0,-..,Fn) karsilagma pargasi verilsin. Eger y; = min(N.%; — {x;}) varsa ve Ch(X)
oyununda her 0 < i < nigin V; = N.Z%; — {y;} iken P, = ((Uy,x0), Vo, (U1,x1),V1,...,V,) bir
kargilasma pargasi ise o (P,) = ¢(P,) olarak tammlayalim. Eger degilse, herhangi bir uygun

o (P,) hamlesi alalim. Boylece, o, BOSCU’nun GCh(X) oyununda aradigimiz stratejisi olur.

(«): 0, GCh(X) oyununda BOSCU’nun BE,(X) = ® yapan kazanma stratejisi olsun. 7(0) =
o(0) olarak tanimlayalim. Verilen herhangi P, = ((Uo,x0),Vo,...,Vs)) oyun parcasi igin,
eger asagidaki (*) kosulu saglaniyorsa, 6(F,) = (U, |,X,+1) olmak iizere ¢(P,) = (V, N

U, .1, Xns1) olarak, saglanmiyorsa t(P,) = (Vy,x,) olarak tammlayalim.

(*) (Uo,x0) = 0(0). Py = ((Uo,xo)

7¢g0 = {VO}) olmak lizere i = 1727"'7’1 lgln Pi/ =
((Uo,x0), %0 ={Vo},0(Fy),...0(P_,)

, i = {V(),V],...,Vi}).

(2) (=): Ch(X) oyununda ¢, DOLUCU’nun kazanma stratejisi olsun. o(U,x) = %y =
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{t(U,x)} olarak tanimlayalim. GCh(X) oyununda verilen herhangi bir ekli karsilasma
parcast P, = ((Uy,x0),Z0, -, (Un,xn)) igin eger asagidaki (*) kosullar1 varsa 6 (B,) = %, =
{Vo,Vi,...,Va =t ( oy (Un NV ,xn))} olarak tanimlayalim e8er yoksa herhangi bir uygun

acik siizge¢ taban %, alarak o (B,) = .%, tanimlayalim.

(*) Fo= {V() :Z(Uo,X())} veher 0 < j <nigin ﬁj = {V() :t(Uo,xo),V1 :Z((UQ,XO),V(), (Ulﬂ
V(),xl)),...,Vj :t(...,(UjﬂVj_l,xj))} olur.

(«<): 0 DOLUCU’nun GCh(X) oyununda ilgili stratejisi ve "<", X uzayr iizerinde
bir iyi siralama bagmtist olsun. #(U,x) € o(U,x) olarak tanimlayalim (burada o (U,x)
tek eleman icerdiginden, ¢#(U,x) bu elemana esit olacak). Ch(X) oyununda n > 0 iken
herhangi bir ekli karsilasma parcast B, = ((Up,X0),Vo,--.,(Un,x,)) verilsin. Eger U; =
{x;} bu kargilasma parc¢asinda ise DOLUCU kazanir. Dolayisiyla U; # {x;} oldugunu
varsayabiliriz. y; = min(U; — {x;}) olsun, o zaman, P, = ((Uy,x0), %0 = {Vo}, (U1 —
nhx), Z ={M.Vi},.... %1 ={Vo,Vi,.... Va1 },(Uy—{yn},xn)) olarak tanimlayalim.
Eger P, GCh(X) oyununda bir kargilagma pargasi ise t(P,) € 6(P,) — .%,_1 olsun. Degilse
t(P,) = U, olsun. J

3.5. Yonlenlendirilmis Tam Uzaylar ve GBM(X) ile GCh(X)

"Domain temsilcili (domain representable) uzaylar" biciminde isimlendirilen ve literatiirde
bu isimle hakkinda arastirmalar bulunan topolojik uzaylar son zamanlarda yonlendirilmis
tam uzaylar (directed complete spaces) olarak isimlendirilmeye baslanmistir. Bu uzaylara
yonlendirilmis tam uzay demek bize de daha anlamli gelmektedir. Bu yiizden bu béliimde

"domain temsilcili" ismi yerine "yonlendirilmis tam uzay" ismi kullanilmasgtir.
3.5.1. Tanim

X bir Tj-uzay olsun. Eger (Q, <, B) ti¢liisii agagidaki bes kosulu saglayacak bi¢imde varsa X

uzayina yonlendirilmis tam uzay denir.

(1) B: Q — 7*(X) bir fonksiyon olup {B(q) : ¢ € O} C 7*(X) ailesi 7(X) topolojisinin bir

tabamdir,
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(2) <, Q iizerinde gegisli ve ters simetrik bir bagintidir,

(3) her p,q € Q icin, p < q ise B(p) C B(g) olur,

(4) her x € X igin {g € Q : x € B(q) } kiimesi < ile agag1 yonlendirilmistir,
(5) D C Q olmak iizere (D, <) asag1 yonlendirilmis ise (;cp B(d) # 0 olur.

Herhangi bir k sonsuz kardinali i¢in, bir X topolojik uzay1 yukaridaki (1), (2), (3), (4)

kosullarini ve agagidaki (5), kosulunu sagliyorsa X uzayina x yonlendirilmis tam uzay denir.

(5)« eger D C Q kiimesi i¢in |D| < k olup (D, <) asag1 yonlendirilmis ise (\;cp B(d) # 0

olur.

Eger bir X topolojik uzay1 (1), (2), (3), (5) kosullarin1 ve asagidaki (4)* kosulunu sagliyorsa

bu X uzayina zayif yonlendirilmis tam uzay denir.

(4)* Eger H C O, (H,<) agag1 yonlendirilmis, % C 7*(X) ve x € ("% ) N (Npen B(p)) ise

bu durumda asagidaki i-iv kosullarini saglayan bir K C Q vardir:
i) HCK,

i) x € (Mregx B(k),

iii) (K, <) agag1 yonlendirilmis,

iv) U € % igin B(k,) C U olan bir k, € K vardir.

Eger X topolojik uzay1 i¢in (1), (2), (3), (4)* (5«) kosullar1 saglaniyorsa X uzayina x zayif

yonlendirilmis tam uzay denir. [

Tanimdan su ifadenin dogrulugu aciktir: X topolojik uzay1 yonlendirilmis tam (x yonlendirilmis

tam) ise X zayif yonlendirilmis tam (k zayif yonlendirilmis tam) uzaydir.

Asagidaki lemma, [20] deki Lemma 3.6 ile benzerdir. (4*) dan daha zayif olan agagidaki (4**)
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ayni kaynakta (Remark 1) vardir.

(4*) Eger H C Q, (H,<) asag1 yonlendirilmis, % C 7%(X) ve en az bir x € ("% )N

(Nper B(p)) varsa, o zaman, asagidaki i, ii ve iii kogullarini saglayan bir K C Q vardr:
)HCK,

ii) (K, <) asag1 yonlendirilmis,

i) U € % igin x € B(k,) C U olan bir k, € K vardir.

3.5.2. Lemma

X topolojik uzay1 (Q, <, B) ile bir zayif yonlendirilmis tam uzay olsun. H C Q sonsuz alt
kiimesi < ile asa81 yonlendirilmis olmak iizere bir % C t*(X) ailesi verilsin. Eger bir
x € (N% )N (Nyeu B(p)) noktast varsa, o zaman, asagidaki kosullar1 saglayan bir P C Q alt

kiimesi bulabiliriz.

(1) H C P, x € NpepB(p) ve (P,<) agag1 yonlendirilmis,

Q) [P <|H|-|%],

(3) her U € % i¢in x € B(p,) C U olan bir p, € P noktasi vardir.
Kanit

X zayif yonlendirilmis tam uzay oldugundan yukaridaki 4%, i-iv kogullarini saglayan bir
K C Q kiimesi vardir. O halde H C K ve her U € 7% ig¢in x € B(k,) C U olacak bi¢cimde bir

k, € K noktas1 vardir.

Hy=HU |J {k,} diyelim ve Q iizerinde iyi siralama prensibinden gelen bir iyi siralama
Uew
bagintis1 var olsun. Her n € @ i¢in H, . = H,U( J {p*:p*=min{peK:p<k,p<
k.q€H,

q}}) olarak tanimlayalim. Boylece P = |J,,c, Hn aradigimiz kiimedir. S6yle ki, H C Hy C P

vex € ek B( P)<N pep B(p) olur. P nin agag1 yonlendirilmig oldugunu gérmek i¢in p,g € P
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alalim. ny,ny € w icin p € H,, ve g € H,, olmalidir. n = max{n;,n; } denilirse p,q € H, olur.
Bu takdirde min{r € K : r < pve r < q} = r* € H,1 olup H, 1 C P oldugundan r* € P dir.
(2) ve (3) aciktir. [

3.5.3. Teorem

Eger X zayif yonlendirilmis tam uzay ise DOLUCU nun GCh(X) oyununda kazanma stratejisi

vardir.
Kanit

X topolojik uzay1 (Q, <, B) ile zayif yonlendirilmig tam uzay olsun. Q ile Q nun gii¢ kiimesi

tizerinde iyi siralama prensibinden gelen birer iyi siralama bagintis1 var olsun.

(Uo,x0),F0,-- -, (Ug,Xq) sonlu dizisi GCh(X) oyununda bir karsilasma pargasi olsun.

p

Z0, (1) de tanimlandig1 gibi  : o =0

6 ((Uo,x0),Z0; -+ (UasXa)) =% Fy, (2) de tanimlandigr gibi  :0 < o < @

Fa, (3) te tammlandigi gibi o0 <«
\

(1) go =min{qg € O : xp € B(q) C Up} olmak iizere .%y = {B(qo) }

(2) a = m+ 1 diyelim. Eger .%,,, = {B(q0),B(q1),---,B(gm)} Ve gm < gm-1 < ... < qq ise
F o asagidaki gibi tanimlanacak. Degilse, . %, herhangi bir uygun acik siizgeg tabani olacak

(bir karsilagma bastan itibaren o ile oynandiginda bu durum gerceklesmeyecek).

Hy = {q0,...,qm} ve % = {Uqy} olsun. xo € ( ) B(q)) N (N%) oldugundan, zayif
yonlendirilmis tam uzay tanimi (4)* geregi, H C ;](E Ig O bi¢imde olan ve bir k € K icin
X € B(k) C Uy olan agagi yonlendirilmis bir K bulabiliriz. Burada (4)* geregi xq €
Mkex B(k) olur. Boyle K kiimelerinden olusan ailenin minimum elemanina Ky, diyelim ve
k}, = min{k € Ky : B(k) C Uy} olmak iizere go = min{k € Ky : k < kj,k < gqn} iken
Fa ={B(q0),B(q1),-..,B(qm),B(qa)} biciminde tanimlayalim. Burada g, nin tanimi ve
zay1f yonlendirilmig tam uzay tanimu (3) ile (4)* dan xg € N(Ujcgr1-%;) = NF o olup

B(qq) C Uy olur. Yani, bu durumda o iyi tanimlhidir.
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(3) Eger her bir B < « igin asagidaki (*) kosulu saglaniyorsa, .%, asagidaki gibi tanimlanacak.
Eger saglanmiyorsa herhangi bir uygun acik siizgec¢ tabani olacak (bir kargilasma bagstan

itibaren o ile oynandiginda bu durum gerceklesmeyecek).

(*) Her bir u < B i¢in Hy, asag1 yonlendirilmis ve %, = {B(q) : q € H, },

Hy| = |u| olmak

lizere HCH; C...C Hﬁ C Q vardur.

 bir limit ordinal ise H = UgoHp ve efer @ = y+ 1 ise H = Hy olsun. % = {Uq}
diyelim. Bdylece bir nceki lemma geregi, Hy, = min{P C Q : P asag1 yonlendirilmis, H C
P.xo € NpepB(p),|H| = |P|,3p € P(xq € B(p) C Uq)} bigiminde tanimlayabiliriz. Bu Hg
kiimesini kullanarak . %, = {B(q) : ¢ € Hy } biciminde tanimlayalim. Burada H,, tanimi geregi
Xq € ﬂpeHaB(p) = NFq olup bir g € Hy icin B(q) € F¢ ve B(q) C Uy, dir. Yine Hy, tanimi

geregi | Fo| = |a| ve Ug.o Fp C Fqo olur. Boylece, o iyi tanimli olur.

DOLUCU’ya herhangi bir karsilasmay1 bastan ¢ stratejisi ile oynatarak DOLUCU’nun bu
karsilasmay1 kazanacagi, yani bu stratejinin kazanma stratejisi oldugu, goriilebilir. Biz, yine

de, okuyucuya kolaylik olmasi i¢in bdyle bir karsilagsmanin genel hatlarini verelim.

Simdi, GCh(X) oyununda keyfi bir karsilagsmay1 bagtan itibaren DOLUCU’ya o ile oynatalim.
Bu kargilagsmada eger herhangi bir rauntta BOSCU hamle yapamiyorsa karsilasmay1 kaybeder.
O yiizden her rauntta hamle yapabildigini varsayalim ve BOSCU’nun hamle yaptig1 her
rauntta DOLUCU’ nun yenilmeden (yani arakesiti bog olmayan bir siizgec taban1 oynayarak)
karsilik verebildigini gorelim. Bu durumda eninde sonunda BOSCU hamlelerini tiiketir ve

kaybeder.

BOSCU, (Uy,xp) hamlesini yaparak karsilasmay1 baslatsin. Zayif yonlendirilmis tam uzay
tanimu gere8i {B(q) : ¢ € Q} bir taban oldugundan go = min{g € Q : xo € B(q) € Uy} vardur.
Boylece DOLUCU, o nin tanimdaki (1)’e gore .%y = {B(qo)} hamlesini yapar.

O zaman, bu kargilasmada her n € @ — {0} i¢in, timevarim kullanarak, DOLUCU’ nun
o ile oynadig1 ((Up,x0),-%0, (Un,Xn),-%n) karsilasma parcasinin ¢ nin tanimindaki (2)’nin
kosullarini sagladig1 ve .%, = {B(qo),B(q1);---,B(qm),B(qx)} bi¢ciminde oldugu goriilebilir.

Bunu tiimevarimla kanitlamak i¢in n = m+ 1 iken .%,, = {B(qo0),B(q1),...,B(qm)} ve
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gm < gm-1 < ... < qo oldugu kabul edilip H,, = {qo,...,qm} ve % = {U,} alinr. x,, €
( N B(g)) N (N% ) oldugundan, zayif yonlendirilmis tam uzay tanim geregi, H C K C Q
bqif;rrlnlde olan ve bir k € K i¢in x, € B(k) C U, olan agag1 yonlendirilmis bir K bulunabilir.
(2)’de oldugu gibi, boyle K kiimelerinden olusan ailenin minimum elemanina K,, denilip
ki = min{k € K, : B(k) C U,} olmak iizere g, = min{k € K, : k < k;,k < gnm} iken
Fn=1B(q0),B(q1),---,B(qm),B(qn)} Ve gn < gm < gm-1 < ... < qo oldugu ve bu .7,

hamlesinin GCh(X) oyunu i¢in anlamli oldugu goriiliir.

Bu durumda ¢, < g < gm—1 < ... < qo oldugundan zayif yonlendirilmis tam uzay tanimi
ve o startejisi tanimu (2) geregi x, € N(U;<py1%i) = By, 7 0 olur. Yani ¢ her n € o i¢in

DOLUCU’ya bu kargilagsmay1 kaybettirmez.

BOSCU, (Ugy,xe) hamlesini yapsin. Bu hamle x¢ € Uy N (U< -%n) bigciminde olmalidir
(boyle bir hamle yapamiyorsa BOSCU kaybeder). Her n € @ i¢in H, = {q0,q1,---,4qn}
iken H, C Q asag1 yonlendirilmis olup Hy C H; C ... dir. H = .o Hy, ve % = {Uw}
diyelim. Burada |H| = o, |%| = 1 ve xo € ("% )N (Nyen B(q))) olup 6nceki lemma geregi,
Hg = min{P C Q : P asag1 yonlendirilmis, xo € NpepB(p),H C P,|H| = |P|,3p € P(xe €
B(p) C Uy} biciminde tanimlayabiliriz. Bu H, kiimesini kullanarak tanimlanan %, = {B(q) :
q € Hy} bicimindeki siizgeg tabani ile DOLUCU oynar.

Burada i < o i¢in H; asag1 yonlendirilmis ve .#; = {B(q) : ¢ € Hy }, |H;| = i olup Hy C H; C

... CHypy C Q dir. Yani 0 nin tammmindaki (3) iin (*) kosullar1 saglanir.

Simdi @ > o iken asagidaki a-uzunluklu karsilasma pargasi oynanmis olsun (sonlu &tesi

tiimevarim kullanilacak).
((U()?x())v‘gz(b (Ul,Xl),yl . )

Burada tiimevarim gere8i o ordinaline kadar ¢ tanimindaki (3) iin (*) kosullarinin var

oldugunu kabul edelim.

Once sirasiyla o limitken ve a = y+ 1 iken ﬂ(Uﬁ <a flg) # (0 oldugunu gormeliyiz

(bunu gérmemizin nedeni DOLUCU’ nun bu karsilagsma parcasinda kaybetmemis oldugunu
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kanitlamaktir). Bu goriildigiinde BOSCU nun (Ugy,xy) hamlesini yapabilecegini kabul

edebiliriz.

Once « limit ordinal iken H = (<o Hp olan H 1n agad1 yonlendirilmis oldugu, Hg larin
asag1 yonlendirilmis ve Hy C H; C ... C oldugundan agiktir. Boylece zayif yonlendirilmis

tam uzay tanimi geregi N(Ug<qFp) = Ngen B(g) # 0 olur.

Simdi o = y+ 1 iken o stratejisi tanimi (3) geregixy € NFy =N(Up<q Fp) = Nyer, Big) 70

olur.
BOSCU, (Ug,xq) hamlesini yapsin.

o limit ordinal iken ¢ tanimindaki (3) iin (*) kosullar1 saglandigindan yukarida .%,
hamlesinde yapilanlara benzer bicimde DOLUCU’nun oynayacagi .%, bulunur ve (3) iin (*)

kosullar1 saglanir.

a = v+ 1 iken yine % = {Uy}, H = Hy denildiginde xo € Ug N (NFy) = ((N%Z) N
(NgerB(q))) olup dnceki lemma kullanilarak (3)’teki gibi Hy bulunur. Bu Hy kiimesini
kullanarak tanimlanan %, = {B(q) : g € Hy } bicimindeki siizge¢ taban1 ile DOLUCU oynar

ve (3) iin (*) kosullar1 saglanir. Hy, tanimui geregi xq € N # 0 olur.

Boylece DOLUCU bu o stratejisi ile oynadigi bu karsilasmada BOSCU hamle yapabildigi
stirece DOLUCU’ nun yenilmeyecek bigimde karsilik verecegi goriilmiis olur. BOSCU’ nun
hamleleri eninde sonunda biteceginden bu karsilasmay1 DOLUCU kazanir. Bu karsilasma

keyfi oldugundan ¢, DOLUCU i¢in GCh(X) oyununda kazanma stratejisidir. [J

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki diyagrami verebiliriz. Bu diyagramda, x
bir sayillamaz kardinal olup, oklar "ise" manasindadir. Yine bu diyagramda su kisaltmalar
yapilmigtir. Y.T.: Yonlendirilmis tam, Z.Y.T.: Zayif yonlendirilmig tam, D.k.s.v.: DOLUCU’nun
kazanma stratejisi vardir, D. <-k-k: DOLUCU’nun her & < k i¢in a-uzunluklu karsilagma
parcgalarinda yenilmeyecegi stratejisi vardir, D. @w-k: DOLUCU’nun @-uzunluklu kargilagsma

parcalarinda yenilmeyecegi bir stratejisi vardir.



35

X uzayt Y.T.

/\

Xuzay1 k- Y. T. Xuzay1 Z. Y. T.

Xuzay1 k-Z. Y. T. GCh(X) oyununda D .k.s.v.

Y

GCh(X) oyununda D. <-x-k  GBM(X) oyununda D.k.s.v.

|

GCh(X) oTununda D. w-k  GBM(X) oyununda D. <-x-k

Ch(X) oyununda D.k.s.v. GBM(X) oyununda D. w-k

~ =

BM(X) oyununda D.k.s.v.

3.6. Bu Konu ile Tlgili Acik Sorular

Asagidaki bazi sorularin yukaridaki diyagrama bakilarak okundugunda daha anlamli olacagini

diisiinliyoruz.
3.6.1. Soru

Bir X uzay1 icin GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda) DOLUCU’nun kazanma

stratejisi varsa X yonlendirilmis tam uzaydir diyebilir miyiz?
3.6.2. Soru

Bir X topolojik uzay1 i¢in GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda) DOLUCU’ nun

kazanma stratejisi varsa X zayif yonlendirilmis tam uzaydir diyebilir miyiz?
3.6.3. Soru

K bir kardinal X bir topolojik uzay olsun. GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda)
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DOLUCU’nun her @ < « i¢in a-uzunluklu karsilasma parcalarinda yenilmeyecegi bir

stratejisi varsa X uzay1 kK yonlendirilmis tamdir diyebilir miyiz?

3.6.4. Soru

K bir kardinal X bir topolojik uzay olsun. GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda)
DOLUCU’nun her o < k i¢in a-uzunluklu karsilagma parcalarinda yenilmeyecegi bir

stratejisi varsa X uzay1 zayif kK yonlendirilmis tamdir diyebilir miyiz?

(4)** maddesinin yonlendirilmis tam uzay tanimindaki (4)* maddesinden daha zayif oldugu
agiktir. Bu tanimdaki (1) ve (4) kullanilarak (4)* elde edilir. Kabaca, ((1) ve (4)) — (4)* —

(4)**. Bu oklarin ters yonleri igin ne sdyleyebiliriz? Asagidaki bazi sorular bununla alakalidir.

3.6.5. Soru

Yonlendirilmig tam uzay tanimindaki, (4), (4**) ile degistirilebilir mi? Yani (1), (2), (3), (4*)

kosullarini saglayan uzay yine yonlendirilmis tam uzay midir? Bu soru [20] de sorulmustur.

Asagidaki ilk ii¢ soru [20] de sorulan yukaridaki soruya benzerdir.

3.6.6. Soru

Zayif yonlendirilmis tam uzaylar, yonlendirilmis tam uzay midir?

3.6.7. Soru

Zayif yonlendirilmig tam uzay tanimindaki (4)*, (4)** ile yer degistirilebilir mi? Yani (1),

(2), (3), (4**) kosullarinm saglayan uzay yine zayif yonlendirilmis tam uzay midir?

3.6.8. Soru

K zayif yonlendirilmis tam uzaylar, kK yonlendirilmis tam uzay midir?

Asagidaki soru bir sorudan ziyade bir proje olarak diisiiniilebilir. Biz bu soru iizerinde ¢ok

diistinmedik. Belki baz1 6nemli sonuglar kolaylikla elde edilebilir.
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3.6.9. Soru

& ozelligini degistirerek, O( 2, X) oyunundaki oyuncularin kazanma stratejilerinin varligi

nasil karakterize edilir?
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4. DOLUCU’NUN TOPOLOJIK OYUNLARDAKI STRATEJILERI

Banach-Mazur oyununda BOSCU’nun kazanma stratejisi varken 1-taktiginin oldugu
bilinmektedir. Ustelik Choquet oyununda da BOSCU’nun kazanma stratejisi varken 1-taktigi
vardir. Bu iki sonug i¢in [15] e bakilabilir. Bilinen bu iki sonugtan gerek Banach-Mazur

gerekse Choquet oyununda BOSCU’nun stratejileri i¢in asagidaki diyagram vardir.
BOSCU’nun 1-taktigi vardir
BOSCU’nun k-taktigi vardir

BOSCU’nun kazanma stratejisi vardir

BOSCU’nun kodlama stratejisi vardir

Bu diyagramin anlami, kabaca, BOSCU’ nun stratejileri arasinda her iki oyunda da fark
olmadigidir. Fakat DOLUCU’nun stratejileri ile ilgili bu sdylenememektedir. Ornegin,
DOLUCU’nun BM(X) oyununda kazanma stratejisinin var oldugu ama 1-takti§inin var
olmadigi bir X topolojik uzay1 vardir [21]. Fakat DOLUCU’nun BM (X)) oyununda Markov
stratejisi varsa 1-taktiginin var oldugu bilinmektedir (Sonug 9, [15]). Bilinen bu sonucun Ch(X)
oyununda gecerli olup olmadig1 akla gelen dogal bir sorudur. Bu soruyu yani "DOLUCU’nun
Ch(X) oyununda Markov stratejisi varsa 1-taktigi var midir?" sorusunu ilk olarak Galvin
sormustur (Biz bu soruyu ilk olarak [22] de Galvin’e atfen gordiik ve ayrica Marion Scheepers
"Bu sorunun kaynagini bilmiyorum; Galvin’den bunu duydugumu hatirhhyorum" demektedir
([16])). Ilging bir sekilde, gérece eski olan bu soru halen acik sorudur. Biz burada bu
soruya kismi bir cevap verdik. Soyle ki, DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi
varsa 2-taktiginin oldugunu gordiik ve eger X topolojik uzay1 bazi kosullar1 sagliyorsa
1-taktiginin de var oldugunu bulduk. Boylece ilerleyen sayfalarda goriilecegi iizere yukaridaki
diyagrama benzer, fakat iizerinde hala agik sorular bulunan, bir diyagrami DOLUCU ig¢in

Ch(X) oyununda elde ettik.

[23] te (Teorem 42) DOLUCU’nun BM (X ) oyununda k-Markov stratejisi varken k-taktiinin

var oldugu (k>1 durumu i¢in) bulunmustur. Ayni sonucun Ch(X) i¢in gegerli olup olmadigi
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dogal bir sorudur. Biz burada, X topolojik uzayinin sayilabilir rankli Noderyan tabani
varken Ch(X) oyununda DOLUCU’nun k-Markov stratejisinin var olmasinin k-taktiginin var
olmasini gerektirdigini kanitladik. Bunlarin disinda bu boliimde elde ettigimiz bazi sonuglara
deginelim. X topolojik uzayinin bazi 6zel kosullar1 saglayan Noderyan tabani (7-tabani)
varken DOLUCU’nun Ch(X) oyununda (BM(X) oyununda) kazanma stratejisi varsa Ch(X)
oyununda (BM(X) oyununda) 1-taktigi vardir. X topolojik uzayinin ¢-yerel sayilabilir tabani
(m-taban1) varken DOLUCU’ nun Ch(X) oyununda (BM(X) oyununda) kazanma stratejisi

varsa 2-taktigi (1-taktigi) vardir.
Bu boliimde yapilanlar yayinlanmistir [12].
4.1. Choquet Oyununda Markov Strateji ve 2-taktik

Asagidaki teoremde Ch(X) oyununda DOLUCU’ nun Markov Strateji ile 2-taktik arasinda
bir iligki veriyoruz. Asagidaki teorem Galvin’in Ch(X) oyununda DOLUCU’ nun Markov

stratejisi varken 1-taktiginin var olup olmadigi hakkindaki sorusuna kismi bir cevaptir.
4.1.1. Teorem

DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda 2-taktigi

vardir.
Kant

o, DOLUCU’nun Ch(X) oyunundaki Markov stratejsi olsun. Hern € @ ve y € O € t*(X),
xeU € v"(X) olan ((0,y), (U,x)) ikilisi i¢in asagidakileri tanimlayalim.

(0,y) = (U,x) < 02 6(n,(0,y)) 2 U bigiminde olsun. Eger her n €  igin (0,y) = (U, x)
ise ((0,y), (U,x)) ikilisine gevgek diyecegiz. Degilse, yani en az bir n € @ igin (0,y) = (U, x)
saglanmiyorsa ((0,y), (U,x)) ikilisine stki diyecegiz.

Eger ((0,y),(U,x)) ikilisi siki ise, N((0,y),(U,x)) = min{n € o : =((0,y) - (U,x))}

olarak tanimlayalim.
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Simdi bir ¢ stratejisi tanimlayacagiz ve 2-taktik oldugunu gorecegiz.
1(({U,x)) =0(0,(U,x)) ve

o(0,(U,x)) : ((0,y), (U,x)) gevsek ise,

t((O,y), (U,X)) =
nngN((O,yL(U,x)) o(n,(U,x)) :((0,y),(U,x)) sikiise.

Simdi ¢ nin DOLUCU igin bir 2-taktik oldugunu kanitlayalim. Bunun i¢in
1 (Ui, xi), (Uis1,%i1)) = Wit

olmak iizere DOLUCU’nun ¢ ile oynadig: keyfi bir

((Uo,x0),t((Uo,x0)), (U1, x1),W1,(Uaz,x2),Wa, (U3, x3), W3, ...)
karsilasmay1 alalim.

Eger Nicep Ui # 0 oldugunu gorebilirsek bu karsilasmayr DOLUCU’nun kazandigini,
karsilasma keyfi oldugundan, DOLUCU’nun ¢ ile oynadigi herhangi bir karsilasmay1
kazanacagini kanitlamis oluruz. Béylece + nin DOLUCU i¢in 2-taktik oldugu goriiliir ve

kanit biter.
0
Her i € o igin (U;,x;) > (Uit1,xi+1) oldugu agiktir
1. durum: Her i € o igin ((Uni—l Xn—1)5 (Uni,xni)) gevsek olacak bicimde bir n; > i vardir.

Bu durumda, bu kargilasmanin i¢inde gevsek ¢iftlerden olusan ((Uy,—1,Xn,—1), (Un;,Xn;)) Ve

n; < ni11 — 1 olan bir alt dizi vardir. Boylece bu karsilagma s0yle yazilabilir:

(' R (Uno*laxnofl)awnoflv (Unoaxno)a SRR (Unlflyxnlfl)vwnlfla (Unl ,an), ceey (Un,-fbxn,-fl)a
Wni—lv(Unpxni)? . ) N

((Uni—1,%nm-1)5 (Un;, xn;) ) gevsek ve Wy, | = 6(i, (Up,—1,%n,—1)) oldugundan agagidaki diziyi

elde ederiz.
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(- c (Ungfl;xnofl)a O'(O, ((Unoflaxnofl))y (Un07xn())7 sy (Unlflyxnlfl)a G(l, ((Unlflaxnlfo),
(Unwxnl)v R (Uni_l’ 'x”li_l)70(i7 ((U”li_l 7xni—1))> (Uni7xni)7 .. )

Bu dizinin asagidaki bigimde bir alt dizisi vardir.

((Uﬂ0—17xno—1)76(07 ((Uno—lvxno—l))a (Um—]’xm—l)? o(l, ((Unl_l"xnl—l))? Sl (Uni—l ’xni—l)’
o(i, ((Uni_17xni_1))7 c)

Bu alt dizi DOLUCU’nun Ch(X) oyununda ¢ Markov stratejisi ile oynadig1 bir karsilasma
oldugundan @ # ;c, Un; = Nice Ui olur. Boylece bu durum i¢in kanit biter.

2. durum: Bir ny € @ vardir ve her n > ng i¢in ((Up,Xn), (Up41,%n+1)) sikidir.

Kisa yazmak igin, (Unyti,Xng+i) = (H;,yi) degisikligi yapalim. Bu durumda (e, H; =
Nice Ui olur.

Iddia: Her i € @ igin i < N((Hi,yi), (Hiy1,yi41)) < N((Hig1,Yi41), (Hit2,Yi2)) olur.
Iddianin kamn: ((H;,y:), (Hit1,i+1)) sikt oldugu igin ¢ nin tamumu geregi
Hiv1 2 t((Hiyi)s (His1,Yi41) = OV ((Hiy)(Her i) O (Hig1,i41)) 2 Higa

olur. Buradan n < N((Hi;yi)7(Hi+1;}7i+l)) igin Hi+1 D) G(n,(Hi+1,yi+1)) D) Hi+2 olur.
Boylece her n < N((H,~,y,-)7 (Hi+1,y,-+1)) icin (Hit1,Yi+1) - (Hit2,yit+2) olur. Bu durumda
N((Hi,yi),(His1,Yi41)) < N((Hiz1,5i41), (Hiy2,yit2)) elde edilir.

Simdii <N ((H,-,y,-), (Hit1 ,yi+1)) oldugunu gérmek icin tiimevarim kullanacagiz. Her i € @
o . 0 v 0 .
icin (Uj,x;) = (Ujt1,xi+1) oldugundan (Ho,yo) > (Hj,y1) olup 0 < N((Ho,yo), (Hl,yl)) dir.

Varsayalim ki i < N((H;,yi), (Hit1,i+1)) olsun. O zaman
i+1<N((Hi,yi),(His1,5i+1)) ve N((Hi,yi), (Hiy1,5i01)) < N((Hiz1,yir1), (Hir2,¥i42))
oldugundan i+ 1 < N((Hit1,yi+1), (Hi+2,yi+2)) olur. Boylece iddianin kanit1 biter.

Bu iddiadan, her i € o icin (H;,y;) . (Hit1,vit+1) elde edilir. Bu durumda, her i € @ i¢in
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H; 2 o(i,(H;,yi)) 2 H;y dir. Boylece asagidaki dizi elde edilir.

((Ho,¥0),0(0,(Ho,y0)), (H1,y1),0(2,(H1,y1)), (H2,y2),0(2, (H2,y2)), - - )

Bu dizi DOLUCU nun Ch(X) oyununda ¢ Markov stratejisi ile oynadigi bir karsilasma
oldugundan 0 # (;c, Hi = Nice Ui €lde edilir. Bunun anlami ¢ nin DOLUCU igin Ch(X)
oyununda 2-taktik oldugudur. []

Burada kullandigimiz gevsek-siki teknigine benzer bir teknik bizden once [15] te (Teorem 5)

kullanilmigtir.

Yukaridaki teoremin bir sonucu olarak asagidaki diyagrami verebiliriz. Bu diyagramda, oklar

"ise", cift yonlii ok "ancak ve ancak" manasindadir. .

Ch(X) te DOLUCU’ nun 1-taktigi vardir

(1)

Ch(X) te DOLUCU’ nun Markov stratejisi vardir
(2)

Ch(X) te DOLUCUnun 2-taktigi vardir

3)

Ch(X) te DOLUCU’ nun I;azanma stratejisi vardir
4)

Ch(X) te DOLUCU’nun kodlama stratejisi vardir

(1) ve (3) stratejilerin tanimindan agiktir. (2) yukaridaki teoremin sonucudur. (4) regiiler
uzaylar icin [22] de kanmitlanmistir ve (4) iin asag1 yonil icin X uzayinin regiiler olmast

gerekmez. []
4.2. Baz1 Ozel Tabam Olan Uzaylarda DOLUCU’nun Stratejileri

DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi varsa 2-taktiginin var oldugunu Teorem
4.1.1 ile kanitladik. Acaba bu teoremin genel hali dogru mudur? Yani DOLUCU’ nun Ch(X)

oyununda k-Markov stratejisi varsa (k+1)-taktigi veya k-taktigi var midir? Bu soruyu bu
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boliim sonunda acik soru olarak biraktik. Bu baglik altinda bu soruya bazi 6zel topolojik

uzaylarda olumlu cevaplar verdik.

Gerekli baz1 tanimlar

Asagidaki tamim literatiirde vardir.
4.2.1. Tanim

o/ ailesinin elemanlarindan olusan A; & A, G A3 G ... bicimindeki her dizi sonlu ise bu .o/

ailesine bir Noderyan aile denir. [J

</ bir Noderyan aile olsun. <7 ailesinin elamanlarini "C"-maksimal kiimelerden olusan
alt ailelere parcalayabiliriz. Yani, tiimevarimsal olarak <) = {A € &/ : VB € «/(A C B —
B = A)} biciminde tanimlayip o bir ordinal olmak iizere i < ¢ iken o7 ailelerinin taniml
oldugunu kabul edip &y = {A € & —Ujcq @ : VB E€ & —Ujcq j(ACB—B=A)}
olarak tanimlayabiliriz. Béyle devam edildiginde |.</|" kardinaline ulagilamadan <7 ailesi

biteceginden bir & ordinali i¢in o7y = 0 olacaktir. Bu durumda agagidaki tanim anlamli olur.
4.2.2. Tanim

</ bir Noderyan aile olsun. Bir & ordinali alalim. Her j < « i¢in 7; ailesi tanimlanmig olsun.
A ailesini &7 — ;.o 7} ailesinin C-maksimal elemanlarindan olusan aile olarak, yani
Aoy ={A €A —Ujcq VB E F —Ujcq Fj(A CB— B=A)} biciminde tanimlayalim.

Bu durumda asagidakileri tanimlayabiliriz.

D {B: o/ =U;p <} ordinaller sinifinin en kiigtigiine .7 ailesinin ranki diyelim ve rank(</)
ile gosterelim. Yani rank(«/) = min{f : & =, 7}

2) o ailesinin Noderyan birlesimi demekle U 4ni(or) /; bigimindeki birlesimi kastediyoruz.

3)r:a/ — rank(/),"A € o/ i¢in r(A) = j ancak ve ancak A € .27;" bigimindeki fonksiyonu
</ ailesinin rank fonksiyonu olarak isimlendirelim ve A € o7 i¢in r(A) ordinaline A nin </

icindeki seviyesi diyelim. []
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Yukaridaki tanimda verdigimiz rank kavraminin esin kaynagi, kiimeler teorisinde 1yi sirali

kiimelerin rank kavramidir.
Asagidaki tanim literatiirde vardir.
4.2.3. Tanim

2/ bir aile olsun. Eger her U € o i¢in {A € o7 : U C A} ailesi sonlu ise <7 ailesine sonlu

giiclii Noderyan aile denir. [J
Acikca her sonlu gii¢lii Noderyan aile bir Noderyan ailedir.

Herhangi bir & ordinali, /() bir limit ordinal (veya 0) ve n(o) € @ iken, @ = I(a) +n(a)

biciminde yazilabilir [13]. Asagidaki 6nermede bu bilgiyi kullanacagiz.
4.2.4. Onerme
X bir T-uzay ve £ ailesi X uzayinin bir tabani olsun. Bu takdirde agagidakiler esdegerdir:

1. Her x € X i¢in asagidaki (*) kosullarini saglayan, ordinallerden olusan bir (x) kiimesi ve

x noktasinda bir yerel taban olan %(,) C 4 alt ailesi vardur.

(*) By = {B} :i € B(x)} olmak tizere # = Uyex Bx) Ve B}, B € # iken eger B, G BY ise
n(i) < n(j) dir.

2. A ailesi Noderyan ve rank(%#) < @ dir.
Kanit

(1 =2): Her x € X igin (*) kosulunu saglayan bir (x) kiimesi ve x noktasimin %,y C %
bigiminde bir %) komsuluklar tabam var olsun. Herhangi bir B € % alalim. %, = {B; :
i € B(x)} ve Be B =U,ex By oldugundan en az bir x € B i¢in B = B} olmalidur. Ustelik
bir x # y € B i¢in B = B} bi¢iminde de olabilir. Burada B = B} ve B = B iken i indisi sabit

olmayip x ve y ye gore degisecektir. Bunun i¢in "en az bir x € B i¢in B = B] olmahdir"
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denebilir. Burada i, = [(iy) + n(i,) biciminde olmalidir. O halde asagidaki iddiay1 verebiliriz.
Iddia: Her B € % igin maks{n(i,) : x € B} vardur.

Iddianin kaniti: Bir B € 98 alahm. B sonlu ise iddianm dogru oldugu agiktir. B sonsuz oldugu
durumda farkli x,y € B elemanlarini alabiliriz. X, T7-uzay oldugunda bir x € A{ C B— {y}
olan bir A} € # vardir. Burada A € {B7 :i € B(x)} olup k = (k) + n(k) bigiminde yazilir. Bu
durumda n(k), {n(iy) : x € B} kiimesinin bir tist siniridir. $6yle ki, her x € Bigin A{ G B} =B
olur. Boylece hipotezden her x € B i¢in n(k) > n(iy) olup, dogal sayilardan olusan {n(iy) : x €
B} kiimesinin bir iist sinir1 (k) dir. O halde bu kiimenin maksimumu vardir. Béylece iddianin

kaniti tamamlanir.
f: B — o, f(B) =max{n(iy) : x € B} bi¢iminde bir fonksiyon tanimlayabiliriz.

A G Biken f(A) > f(B) dir. $6yle ki, n(iy) € {n(ix) : x € B} ve n(iy) € {n(iy) : y € A} alalim.
A G Boldugunda hipotez geregi n(iy) > n(iy) olur. Bu durumda f nin tanimindan f(A) > f(B)

elde edilir.

A ailesi igerisinde herhangi bir By G B1 & By & ... dizisini alirsak f(Bo) > f(By) > f(B2) >
... elde ederiz. O zaman, ordinallerin kesin azalan sonsuz bir dizisi var olmadigindan, bu
dizi sonlu olur. Yani Z ailesi Noderyandir. O zaman bu ailenin Noderyan birlesimini % =
Ujj<rank() % olarak alabiliriz. Simdi, rank(28) > o oldugunu varsayalim. Bu durumda, bir
B* € A vardir. Her n € o i¢in 4, ailesinin tammmindaki C-maksimallikten B* ; B, olan
B, € %, vardir. Boylece, her n € w igin f(B*) > f(B,) > nolur. Buise f : # — o olmasiyla

celigir. O halde varsayim yanlis olup rank(#) < o dur.

(2= 1): % ailesinin Noderyan birlesimi % = U <41 () % Olsun. Her B € Z igin B € B,
olan bir r(B) < rank(%) ordinali vardir. Herhangi bir x € X alalim ve %,y = {B € #: x € B}
diyelim. Simdi, bir B € %, alahm ve i(B) = 0+ r(B) diyelim, bu durumda, B = B;‘(B)
yazabiliriz. B (x) = {i(B) : B € %} olsun. Boylece %) = {B;‘(B) :i(B) € B(x)} olur. O

Herhangi bir metrik uzayin, ranki @ ordinalini agmayan, bir Noderyan tabani vardir. Ciinkii

(X,d) keyfi metrik uzay1 igin B,y = {B} = {y € X : d(x,y) < h+1} (i € o} iken B =
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Uxex |y ailesi bir taban olup yukaridaki 6nermenin (1) maddesindeki (*) kosullarini saglar.

Boylece bu 6nerme geregi bu taban rank(%) < ® olan bir Noderyan tabandir.
4.2.5. Tanim

X bir topolojik uzay, U € 7%(X) ve o stratejisi BM (X ) oyununda DOLUCU’nun bir kazanma

stratejisi olsun.

Eger bir (By,Bz,...,B,) sonlu dizisi i¢in (By,0(B}),B2,...,By,0(B1,...,B,)) sonlu dizisi
BM (X) oyununda karsilasma pargasi ve o(By,...,B,) 2 U oluyorsa (By,Bs,...,B,) sonlu
dizisine U nun BM(X) oyununda bir dali diyecegiz.

Her0< j<niginA;= (B{ ,Bé, 4 ,Bﬁ. ;)» U nun bir dali olmak iizere sonlu ve indisleri sabit

olan &7 = {A1,A,...,A,} ailesi verilsin. Asagidakileri tanimlayalim.

oi(A))=o(B},...,By,,0(Bi,...,B} ),U),

npo

o5 (A2) =0o(B,...,B2,0(B,...,B2)), 07 (A1),

np»

c,(A,) =0o(BY,...,B, ,0(B},...,B) ),0,_1(As-1)).
Her 0 < i < n i¢in yukaridaki gibi tanimlanan ¢;(A;) ye U nun & ile BM(X) oyununda
A; € of dan iiretilmis bir budanmis dali denir. [

Yukaridaki tanim i¢cin U 2 67 (A1) 2 ... 2 0,/ (A,) oldugu agiktur.
4.2.6. Tanim

X bir topolojik uzay o, Ch(X) oyununda DOLUCU’nun bir kazanma stratejisi olsun. x € U €

7(X) olan bir (U, x) ikilisi verilsin.
Eger Ch(X) oyununda 6 ((Ag,ao), ..., (An,a,)) 2 U olan bir

((Ao,ao),G((Ao,ao)), (Al,a1>, cee (An,an),G((Ao,ao), ceey (An,an)))
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kargilagma paragasi varsa A = ((Ag,ao)), (A1,a1),..., (A, ay))) sonlu dizisine Ch(X) oyununda
U nun bir dali diyelim.

X {izerinde iyi siralama prensibinden gelen bir iyi siralama bagintisi var olsun ve asagidakileri

tanimlayalim.

ay =min{x € A : 6((Ag,x)) D Ay} olsun,

eger {x €A G((Ao,aé),c((Ao,az;)), (Al,x)) QAQ} % (ise

aj =min{x € Ay : 6((Ao,qa}),0((Ao,a;)), (A1,x)) 2 Ax}

... olsun,

eger {x € A,_1 : 6((A0,43); -, (An—2,a;_5), ., (Ap—1,X)) D Ap} # 0 ise

a,_,=min{x € A,_1: 0((A0,a();--s(An—2,a;_5),....,(Ap—1,x)) 2 A,} olsun

veeger {x €A, : 6((A0,a}); ..., (An—1,a;_1), ... (An,x)) DU} # 0 ise

a, = min{x € A, : 6((Ao,ap),...,(An—1,a;_,),...,(An,x)) 2 U} olsun. Bu takdirde, eger
varsa, ((Ao,ap), (A1,ay),...,(An,a;)) sonlu dizisine U nun Ch(X) te © ile A dan iiretilmis bir

budannus dali veya kisaca, Ch(X) te U nun bir budanmuis dali diyecegiz. []

Eger bir karigiklik olmayacaksa "... Ch(X) oyununda U nun bir dali" ve "... BM(X) oyununda
U nun bir dali” demek yerine kisaca "... U nun bir dali" diyecegiz. Benzer bir kisaltmay1 "...

budanmus dal" kavrami i¢in de yapacagiz.

Tanim geregi eger A = ((Ao,q;), (A1,4a}),...,(An,a;)) sonlu dizisi Ch(X) oyununda U nun
bir budanmis dali ise, A, Ch(X) te U nun bir dali ve A, Ch(X) te U nun A dan iiretilmis bir

budanmig dalidur.

2 ailesi X topolojik uzayinin agiklarinin bir ailesi olsun. Ch(X') oyununa "BOSCU hamlelerini
2 ailesinden secerek oynayacaktir” kousulunu koyarak elde ettigimiz oyunu Chz(X) ile
gosterelim. BM (X ) oyununa "hem BOSCU hem DOLUCU hamlelerini Z ailesinden segerek

oynayacaktir" kosulunu getirerek elde ettigimiz oyunu BM z 5(X) ile gosterelim.
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Asagidaki iki lemma literatiirde vardir.

4.2.77. Lemma

1. DOLUCU’nun Ch(X) oyununda bir kazanma stratejisinin (k-taktiginin (k-Markov
stratejisinin)) var olmast i¢in gerek ve yeter kosul 4 ailesi X uzaymin bir tabani iken Ch4(X)
oyununda DOLUCU’nun bir kazanma stratejisinin (k-taktiginin (k-Markov stratejisinin)) var

olmasidir.

2. DOLUCU’nun BM(X) oyununda bir kazanma stratejisinin (k-taktiginin (k-Markov
stratejisinin)) var olmast i¢in gerek ve yeter kosul # ailesi X uzayinin 7-tabani iken
DOLUCU’nun BM g 2(X) oyununda bir kazanma stratejisinin (k-taktiginin (k-Markov

stratejisinin)) var olmasidir. [

Yukaridaki lemmanin kanitr i¢in [10] daki Lemma 4.1’e bakiniz.

4.2.8. Lemma

Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda bir k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X)

oyununda asagidaki (*) kosullarin saglayan o, k-Markov stratejisi vardir.

(*) (a;) dogal sayilarin kesin artan bir dizisi, ((Uj,x;),...,(U;,x;)) bir karsilasma pargasi,

n,t € o vel < j<kolmak lizere

i) G(l’l, ((Ul,xl),... (Uj,xj)) 2 G(l’l+l‘,((Ul,xl),...,(Uj,x]'))).

i) i € wicinW; =o(a;, (..., (Ui,x;)) iken eger ((Up,x0), Wo, (U1,x1), W1, (U, x2),Wa,...) bir
karsilasma ise ();-, Ui # 0 olur.

Kant

DOLUCU igin Ch(X) oyununda ¢ bir k-Markov stratejisi olsun.

1 <i<kigino(n,(Up,x1)...(Unx)) = 0*(i, (Ur,x1) ... (Unx;))) ve
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& (n, (U1,21) - (Ui t))) = N2 0" (s (U1,31) . (Up, ) olarak tamimlayalim,

i) 1<i<kigin

o(n, (U,x1)...(Unxi)) = o(n+1,(Un,x1) .. (Unxi))) = 6™ (i, (Ur,x1) ... (Us,xi)))
oldugundan & (n, (U1,x1),... (Uj,x;)) 2 o(n+1,((U,x1),..., (Uj,x;))) olur.

o (n, (U1,21) - (Ui t))) = Ny<n 0" (s (U1,31) .. (Ui, x0))) iken

o(n, ((Un,x1) - (Ue,x))) = Nj<n (G5 (U1,31) - Uiy x))) 2 Nzt 07 (5 (U1,21)5--5
(Uexi))) = o(n+1,((Un,x1) .. (U, xe))) oldugundan o (n, (Uy,x1),... (Up,x;)) 2 o(n+

l,((Ul,xl),...,(Uj,Xj))) olur.

ii) Simdi (a;) dogal sayilarin kesin artan bir dizisi olsun. i € @ olmak iizere W; =
o(ai,(...,(Ui,x;)) iken ((Up,x0),Wo, (U1,x1), Wy, (Ua,x2),Ws,...) karsilasmasin diisiinelim.
Bu karsilagma ile i¢ ice gegen DOLUCU nun ¢* ile oynadigi bir karsilagsma bulacagiz.

(a;) dogal sayilarin kesin artan bir dizisi oldugundan i < a; olup i) geregi o (i, (..., (Ui,x;)) 2

G(al’, ( ey (Ui,xi)) olur.
o nin tammmu geredi 6 (i, (..., (Ui, x;)) 2 o(i,(...,(Ui,x;)) olacagindan
G*(i, ( cey (Ui,x,')) 2 G(i, ( cey (Ui,xi)) ) G(a,’, ( ey (Ui,xi)) =W,

elde edilir. Bu durumda x; € 6*(i, (..., (Uj,x;)) C U; olup U; 2 o*(i, (..., (Ui, xi)) 2 W;
olacagindan Ch(X) oyununda DOLUCU’nun ¢* ile oynadig1 W* = 6*(i, (..., (U;,x;)) iken

((Uo,x0), Wy, (U1, x1), W, (Uz,x2), W5, ...) karsilagsmasi vardir. ¢* stratejisi DOLUCU’nun

kazanma stratejisi oldugundan (;c, U; # 0 olur. U
4.3. Choquet oyununda DOLUCU’nun stratejileri

Bu boéliimde Choquet oyununda DOLUCU’nun stratejileri arasindaki bazi iligkleri iceren bazi

sonuclar verecegiz.
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4.3.1. Teorem

X bir Ty-uzay olsun ve X uzaymin rank(%) < @; olan bir Noderyan % tabani1 bulunsun. Eger
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X) oyununda

k-taktigi vardir.
Kanit

Lemma 4.2.8’den DOLUCU’nun bu lemmadaki kosullar1 saglayan bir ¢, k-Markov stratejisi

vardir. Boyle bir o alalim.

Hipotezde verilen rank(%) = oo < w; olan % tabani iizerinde iyi siralama prensibinden gelen

bir iyi siralama bagintisi var olsun.

Eger X uzayiin her noktasi yalitik ise: DOLUCU herhangi bir karsilasmada (BOSCU’nun
hamlesi (Up,xp) iken) ilk hamlesini {xo} bi¢iminde yapar (X uzayr yalitik noktalardan

olustugundan {xp} € 7*(X) tir) ve bu karsilasmay1 kazanir. Ciinkii bu karsilasma

((Uo,x0);{x0},({x0},%0), {x0}, ({x0},%0), {x0}, ({x0},%0),---)

bigiminde olacak ve xg € (;cq, Ui # 0 olacaktir. Yani DOLUCU’nun X uzayinin her noktasi
yalitik nokta iken 1-taktigi vardir. DOLUCU nun 1-taktigi varken k-taktigi vardir (79 1-taktik
olsun, t((Up,X0), - - -, (Ug,xx)) = to( (U, xx)) bicimindeki 7 bir k-taktiktir).

Eger X uzayinin yalitik nokta olmayan en az bir a noktas1 varsa: Bu durumda o > o olur.
Soyle ki, a € Uy € £ olan bir Uy alalim. Uy sonsuz olmalidir. Aksi halde X, 77 oldugundan
a yalitik nokta olur. Bir xg € Uy — {a} se¢ip a € Uy C Uy — {xp} olan U; € A segelim. Bir
x1 € Uy —{a} se¢ip a € Uy CU; —{x;} olan U, € A se¢elim. Boyle devam edildiginde %
nin elemanlarinin sonsuz azalan U ; U 2 U, 2 ... dizisi elde edilir bu dizideki elemanlarin

seviyeleri artan olur. Bu durumda rank(%) = a > o olur.

o sayilabilir sonsuz oldugundan |a| = @ dir. Bu durumda bir f : @ — ® birebir fonksiyonu

vardir. % nin Noderyan birlesimi J; o, %; olsun ve r, & nin rank fonksiyonu olsun.
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Iddia: x € B € 2 olan bir (B, x) ikilisini ve x noktasimn bir U ac¢ik komsulugunu alalim. Eger
x, U nun yalitik noktasi degilse x ¢ A C (UNB) ve f(r(B)) < f(r(A)) olan bir A € £ vardir.

Bu iddianin dogrulugunu gormek icin yukarida yapildig1 gibi (77-uzay olma ve x in U
nun yalitik noktasi olmadig: bilgileri kullanilarak) her n € @ icinx € B, S B, 1 & ... &
By S UNB olacak bigimde % iginde (B;) sonlu dizisi elde edilir. $imdi bir ng > f(r(B)
icin {Bp,,Byy—1,---,Bo} kiimesini alalim. Buradan f(r(B)) € ®, f birebir ve no > f(r(B)

oldugundan en az bir A € {By,,Bp,—1,...,Bo} icin f(r(B)) < f(r(A)) olur.

Eger BOSCU bir kargilasmanin herhangi bir raundunda, x;,, U, nin yalitik noktas1 iken, (U, x;,)
ile oynarsa DOLUCU, {x, } hamlesini yapar (yukarida goriildiigii gibi) ve bu karsilasmay1
kazanir. Bu durumda, herhangi bir kargilasmada, BOSCU’nun (U, x,) hamlesini yaptiginda

X noktasinin U,, nin yalitik noktasi olmadigini kabul edecegiz.
Simdi DOLUCU ig¢in bir ¢, k-taktigi tanimlayalim.

1 < j <k iken Ch(X) oyununda bir karsilasma pargast ((Uy,x1), (U2,x2),...,(Uj,x;))

verilsin.

1. durum: j = 1 olsun. O zaman, By, ) =min{B € % :x; € BC U, } diyelim ve t((Uy,x)) =

o(f(r(Bw, x))), (B, x,),%1)) olarak tammlayalim.

2. durum: 1 < j <k olmak iizere Ui 2 By, 1)) 2 --- 2 B, .1, ;) 2Uj ve f(r(B, x))) <
Fr(Bwy o)) < - < f(r(Bw,_,x;_))) kosullariyla By, .y € % elemanlari var olsun.
O zaman By, ) = min{B € & :x; € B C U, f(r(By,_,, ,))) < f(r(B))} diyelim ve
H(Unx1), - (U, %)) = 0 (f (r(Buy ) -+ S (r(Bu; ) (B x1)5%1)5 -5 (B(u x),%5))

olarak tanimlayalim.

3. durum: Diger tim durumlar i¢in #((Uy,x1),...,(Uj,xj)) = U; olarak tanimlayalim (o ile

bastan oynanan bir karsilasmada bu durum hi¢ gerceklesmeyecek).

t stratejisinin DOLUCU’nun k-taktigi oldugunu goérmek icin DOLUCU’yu keyfi bir

karsilasmay1 bu strateji ile oynatip bu karsilagsmay1 kazandigini gorelim.
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BOSCU, (Uy,xo) hamlesini yaparak kargilagmay1 baglatsin. ¢ nin tanimi (1. durum) geregi

B(yjy.x,) =min{B € % : xo € B C Up} olmak iizere

t((Uo;x0)) = o (f(r(B(uy,x0))) (B(tjgx)-%0)) = Wo
hamlesi ile DOLUCU karsilik verir.

BOSCU, (Uj,x;) hamlesini yapsin. Bu durumda

((Uo,x0),1((Vo,x0)) = S (f (r(B(uyx))): (B(uxg) ¥0)) = Wo, (U,x1))

ekli kargilagma pargasi olugur. Burada 7 nin, 6 nin ve By, ) In tanimlari geregi

Uo 2 Bty.xp) 2 O(f(r(B(uyx0)))s (B xp)5%0)) = Wo 2 Uy

oldugundan Uy 2 By, »,) 2 Ui olan By, ,,) € # elemant var olup 7 nin tanimindaki 2.
durum kogullar1 yerine gelir. O zaman x1, U in yalitik noktas1 olmadigindan (yukaridaki iddia
geregi) {B€ #B:x1 € BC U, f(r(B,x,))) < f(r(B))} # 0 olur. O halde By, .y =min{B €
PB:x1 € BC Uy, f(r(Byxy))) < f(r(B))} vardir ve t((Uo, xo), (U1,x1))= 0 (f(r(Bx))) +
F(r(Bw, x)))(Bw;.;):%j))) = Wi biciminde DOLUCU hamlesini yapar.

BOSCU, (U,,x;) hamlesini yapsin. Bu durumda

((Uo,x0),t((Uo,x0)) = o (f(r(B(uyxy)))s (B(wp,xo)5X0)) = Wo, (Ut,x1),¢((Uo, x0), (U1,x1)) =
o (f(r(Buyxy))) + F(rBw, x)) B, x;),%i))) = Wi, (Uz,x2))

ekli kargilasma parcasi olugur. Burada 7 nin, 6 min ve By, ) lerin tamimlar geregi (bir dnceki
rauntta oldugu gibi) Up 2 By, x,) 2 U1 2 By, x) 2 U2 ve f(r(By,x))) < f(r(Bw, x,)))
bi¢iminde By, ,,) € # elemalan var olup ¢ nin tanimindaki 2. durum kosullar1 yerine
gelir. O zaman x;, U, in yalitik noktasi olmadigindan (yukaridaki iddia geregi) {B € £ :
x2 € BC Uy, f(r(B, x,))) < f(r(B))} # 0 olur. O halde By, v,y =min{B € & :x, € BC
U, £(r(Bu,.x))) < f(r(B))} vardir ve

t((Uo,X()), (U17x1)> (Uz,Xz)) = G(f(r<B (Uo,xo) )) +f( ( (Ur,x1) )) +f( ( (Uz,x2) ))(B(Uz,x2)7x2)



biciminde DOLUCU hamlesini yapar (burada k = 2 ise

1((Un,x1), (U2,%2)) = 0 (F(r(Bu, x,) ) + S (r(B(1,,0))) (B(uy,12):%2))) = Wa
biciminde olacaktir).

Bu kargilagsma bu yolla devam etsin. A¢ikca bu karsilagsmada ¢ nin tanimindaki 2. durumun
kosullar1 yerine gelir (3. durum gerceklesmez) ve bu nedenle her n € ® i¢in W, =

t(-r s (Unsxn)) = 0 (... + f(r(Bw, x)))s (-5 (B, x,),%n)) olmak izere bu kargilasma
((U()axO);WOv (Ul,Xl),Wl,. xR (Unv-xl’l)7WI’l7 .o )

biciminde oynanir. Bu karsilagmada ¢ stratejisinin tanimi geregi Ch(X) oyununda

(B(U07x0)7-x0)7W07 (B(U] ,xl)axl)awla' <o (B(Un,xn)axn)awnv .- )

kargilagmast vardir. Burada 0 < j < (k—1) ve n € @ olmak tizere a,4x = f(r(By,, , x,.,))) +

A FrBw, ) Ve aj = f(r(Bwya))) +---+ f(r(Bw,.;))) dersek, (an) kesin artan
bir dizi olup W, = o (an, (- - -, (B(y, x,),*n)) olur. Béylece Lemma 4.2.8’den ;¢ By, x,) 7 ©-
O zaman, (icp Ui = Nico Bu;x) # ( olur. Bu kargilagma keyfi oldugundan DOLUCU ig¢in ¢
bir k-taktiktir. [J

Daha 6nce de bahsettigimiz gibi DOLUCU’nun BM (X ) oyununda k-Markov stratejisi varken
k-taktigi vardir (Teorem 42, [23]). Teorem 4.3.1 bu sonucun bazi kisitlamalar altinda Ch(X)

oyunundaki karsiligidir.

Choquet oyunu ile ilgili verecegimiz Teorem 4.3.2, Banach-Mazur oyunu hakkinda olan [15]

deki Sonug 11 ile iligkilidir.
4.3.2. Teorem

X bir topolojik uzay olsun. X uzayinin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir # = |J;_, %,
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tabani1 var olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’ nun

Ch(X) oyununda Markov stratejisi (ve boylece Teorem 4.1.1 ile 2-taktigi) vardir.
(*)herU € # veheri < wigin {B € %;: U C B} ailesi sonludur.
Kanit

Lemma 4.2.7°"den DOLUCU’nun Ch4(X) oyununda bir ¢ kazanma stratejisi oldugunu
biliyoruz. Yine ayni lemma geregi DOLUCU’nun Ch(X) oyununda bir Markov stratejisi

oldugunu goriirsek kanit biter.

X tizerinde iyi siralama prensibinden gelen bir iyi siralama bagintist var olsun ve her B € 4

i¢in p(B) =min{i € o : B € %;} diyelim.
xeU e A ve h € oolmak tizere (h, (U,x)) verilsin. K(h, (U,x)) = max{p(U),h} diyelim.

Simdi o7y asagidaki kosullart saglayan U nun o ile budanmis dallarinin tamamindan olugan

bir aile olsun.

Ag,a3), (Ar,at),...,(Ag,at)) € oy ancak ve acak Ag 2 A1 2 --- 2 A, 2 U olup0<i<k
0 1 k = = = =
iken A; € # ve p(A;) < K(h,(U,x)).

Eger boyle bir o7, varsa sonludur. Soyle ki, o7y = 0 ise sonludur. Simdi 277 # 0 olup sonsuz
oldugunu varsayalim. Bu takdirde A € .7y elemanlar1 tanimlanirken sonsuz ¢oklukta A;
kullamlImig olmalidir (eger sonlu adet A; kullanilmis olsa Ag 2 A; 2 --- 2 Ax 2 U kosulundan
dolay1 o7 sonlu olur). Bu A; lerin her birisi igin p(A;) < K(h, (U,x)) olacagindan bir j <
K(h,(U,x))igin [{A; : p(A;) = j}| > w olur. O halde, {A;: p(A;) = j} C{Be %B;:U C B}

olur ve bu durum {B € %, : U C B} ailesinin sonlu olmasi ile ¢elisir.
Simdi, herhangi bir A = ((A¢,a;), (A1,4a}),. .., (Ax,a;)) € 2y alalim ve
0*(A,x) = 0((Ao,ap),-- -, (Ax,a;),0((Ao,ap), - -, (Ax,ay)), (U, x))

diyelim. Boylece 27 sonlu oldugundan (¢ o4, 6% (A, x) = Wy bir agik olup (x € 6*(A,x) CU
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oldugundan) x € Wy C U olur.
Bu durumda #(h, (U,x)) Markov stratejisini agsagidaki gibi tanimlayabiliriz.

t(h,(U,x)) = Wyno((U,x)) oy # 0ise,

o((U,x)) oy = 0 ise.

Simdi 7 nin Ch%(X) oyununda DOLUCU i¢in bir Markov stratejisi oldugunu gérelim. Bunu

kanitlamak igin 7 ile oynanmus keyfi bir kargilasmay1 Ch4(X) oyununda

((Uo,x0),t(1,(Uo,x0)), (Ur,x1),t(2,(U1,x1)),(Uz,x2) . ..) “4.1)
biciminde alalim. Eger (;c,, Ui # 0 oldugunu goriirsek kanit bitecek.

Eger bu karsilasmada her j > i i¢in U; = U; olan bir i € @ varsa (,,c, U = U; # 0 olur. Bu

durumda ¢ bir Markov stratejidir.

Simdi bu karsilagsmada her bir i € @ i¢in U; ;Dé Uy, olan bir m; > i var olsun. Bu durumda

asagidaki iddia dogrudur.

Iddia: Ch(X) oyununda asagidaki (*) kosullarin1 saglayan bir

((Ho,xp), 0 ((Ho, xp)), (H1,x7), 0 (-, (H1,x7)), (H2,%3),0(... (H2,%3)), (H3,%3), - )
karsilagmasi vardir.

(*) Her k €  i¢in np < ny < np < ... bigiminde U,, BOSCU’nun (4.1) kargilagmasinda bir
hamlesi olmak tizere Hy 2 H; 2 Hy 2 ... ve Uyy DHy 2 Uy DH DUy, DH2 D Upy O ...

olur.
Iddianmin kamiti: Tiimevarim kullanarak asagidaki énermeyi kanitlayacagiz.

Onerme: Her k € @ igin Chz(X) oyununda iddiamin (*) kosullarim saglayan bir

((H(),XEK)),G((H(),XS)), A (Hk—l 7x]t—1)7 G( T (Hk—lax]t—l)7 ((Hkaylt)»
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ekli karsilasma pargast vardir (Burada sondaki (Hy,y;)) hamlesi (k + 1)’inci hamle
yapildiginda ((Hy,x;))) hamlesine doniisecek, sonra oyun sonuna kadar degismeyecektir
(yani y; noktas x;; noktasina doniisecek ve yle kalacaktir) ve boylece sabit bir kargilasma

elde edilecektir).

Uy, = Uy, Hy = Uy ve U,, = U; olsun. O zaman ((Hy,xp)), Uy, in bir dali olur. Boylece
yo = min{x € Hy : 6((Ho,x)) 2 Uy, } ve ((Ho,;),0((Ho,y;))) bir karsilasma parcasi iken
((Ho,¥3))s Up, in budanmus dal1 olur.

Asagidaki kosullari saglayan Ch (X ) oyununda bir

((H()axé)v G((HO,XS)), ) (Hk—lax;_1)7 G("; (Hk—bx]t_]))? (Hk7y]t)7 G((H(),Xé), ceey (Hkay;)))
karsilasma parcast bulundugunu varsayalim.

Kosullar: no <nj <np <... <mngy olup her 0 <i < k+1 i¢in Uy, (4.1) karsilagsmasinda
BOSCU’nun bir hamlesi ve ((Ho,x;), (Hy,x7), ..., (Hx—1,x;_,), (Hk,y;)) sonlu dizisi Uy, , ,
in budanmig dali olmak iizere H 2 H, 2 ; HyveUy DHy 2 Uy 2H DUy, 2 ... 0

k+1

Her bir i € @ igin U; 2 Uy, olan bir m; > i var oldugundan nj , = min{n € @ : U, &

Une,,»P(Up) >max{p(H;)) :0 < j < k}} vardir. Hyyy = Uy, Ve Uny = Uy 41 diyelim.
Bu durumda bu yapilan tanimlar ve tiimevarim hipotezi geregi ng < ny <np < ... <ngp1 <
ni+2, her 0 <i <k+2i¢in Uy, (4.1) karsilagsmasinda BOSCU’nun bir hamlesi olmak lizere
Ho2H, 2 ... 2 Hyve Upy 2 Ho 2 Uy 2H 2 Un,y 2 ... 2 Uy, 2 H 2 Uy

elde edilir.

) Hk+1 2U,

k+1 k+2

Son olarak ((Ho,x), (H1,X7), -+, (Hi—1,%¢_ ), (Hi,x;), (. ..), (Hiy1,Y5,1)) sonlu dizisinin

U,

s, in budanmig dali oldugunu gérmek kalir. Bunun igin, 6nce x; ve y;, ; noktalarini bulmak

gerekir.

Tiimevarim hipotezi geregi ((Ho,x;), (H1,x7), ..., (Hy—1,x;_,), (Hx,y%)) sonlu dizisi Uy, , in

budanmig dali oldugundan asagidakiler yazilabilir.
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G((H(),XS), SRRR) G(' e (kahxltfl))? (Hk,yz)) 2 UnkH 2 Un;ﬁLl = Hpy1 olup, y]i< = min{x € Hy:
O(...,(Hg,x))) 2 Hpy1 } # 0 olur.

Boylece x; = min{x € Hy : 6(..., (Hk,x))) 2 Hy 1} vardir. Bu durumda

G((Ho,xg), .. .,G(. - (kal,xz_l)), (Hk,x;;)) o U, 2 U

N1 22 “n - Hk+1

(%
oldugundan ((Ho,xy), (H1,X}),- .., (Hk—1,X;_;), (Hk,x})) sonlu dizisi Uy, in bir dal olur.
((Ho,x3), (H1,x7),- ., (Hk—1,%;_y), (Hk,x;)) sonlu dizisinin budanmis hali (x] noktalart
minimum olup degismeyeceginden) kendisidir. Bu bilgiyle birlikte, tlimevarim hipotezi ve 0 <
i <kiken p(H;) <max{p(H;:0< j<k)} < p(Un;(H) olup p(H;) < max{p(Un;cH),n;CH} =
K(n,, (Un;(+1 1, 1)) oldugundan A = ((Ho,x3),0((Ho,X3)), - - - (Hi—1,X3_1), - -, (Hi, X5))
olmak iizere A € @, # 0 olur. Bu durumda ¢ nin tanimi geregi Hy,; = U, 2

vl kel =

G*(A,xn;cﬂ) 2 t(l’l;€+1,(U I Xy )) 3 Un;CJrlJrl =U dir. O halde

M 1?7 M Mit2

Xl e{xe U”;<+1 i G((Ho,xg),. . 0(... (Hk,xlt)), (Un;<+1,x)) D) Unk+2} = ( olur.

O zaman y; | = min{x € Hy;| = Up.,, o((Ho,x3)s--50 (.o, (He, X)) (Hig1,%)) 2 Unyyn }
vardir. Boylece ((Ho,xp), (H1,X7), - (Hi,xg), (Hk11,Y5,1)) sonlu dizisi Uy, , nin (bir dali
olup noktalar minimum oldugundan budandiginda kendisi olacaktir) bir budanmig dalidir.

Unk+1 2 Un;(Jrl = Hk+1 2 G((H(),XS), . -76((Hk7x]t)7' .- (Hk+lvy;+1)) 2 Unk+2' Hk ) Unk+1 2

Uy, 2 Hiey1 olup Chg(X) oyununda, iddiadaki (*) kosullarini saglayan,

((H(),XZ;),G( (HOaxa))a R (Hk7xlt)>76("'7 (Hk?xlt))7 (Hk+17yi+l>7 G("7G("'7 (H/wxlt))? (Hk+1’

ylt+1))

bir karsilasma parcasidir. Bu durumda tiimevarim geregi iddianin kaniti tamamlanir.

Iddiadaki o, DOLUCU i¢in kazanma stratejisi oldugundan ve iddiadaki karsilasma ile (4.1)
karsilagmast i¢ ige oldugundan @ # ;e Hi = Nico Un = Nhew Un elde edilir. O

4.3.3. Sonug

X bir T1-uzay olsun ve X uzayimnin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir 8 Noderyan tabani
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bulunsun. Eger DOLUCU nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU nun
Ch(X) oyununda 1-taktigi vardir.

(*) rank(%#) = B < ;. % nin Noderyan birlesimi ;g %; olmak iizere i > 0 iken her %;,
her U € %, ve her j <iicin {B € %, :U C B} ailesi sonludur.

Kanit

Eger X uzaymin her noktasi yalitik ise DOLUCU’nun Ch(X) oyununda (Teorem 4.3.1’in
kanitindaki gibi) 1 taktigi vardir. Bu durumda X uzayinin yalitik olmayan en az bir noktasinin
var oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda 8 > @ oldugunu Teorem 4.3.1’in kanitinda gordiik.
Boylece birebir ve orten F : @ — f fonksiyonu vardir. Her i € @ igin %! = Pr (i iken
#B' = Ui %; diyelim. Bu durumda her U € %' ve her i < o igin {B € B] = Bp(;): U C
B} ailesi sonlu oldugu hipotezdeki (*) kosulu kullanilarak goriilir. Bu durumda Teorem
4.3.2’den Ch(X) oyununda DOLUCU’nun Markov stratejisi vardir. Boylece Teorem 4.3.1’den
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda 1-taktigi vardir. (J

Sonlu giiclii Noderyan bir taban Sonug 4.3.3 i¢indeki (*) kosullarin1 saglayacagindan (bunun
dogrulugunu asagidaki sonucun kanitinda gorecegiz) asagidaki sonug verilebilir. Ama bu

sonug bilinmektedir ve [24] te bulunabilir.
4.3.4. Sonug

X bir T-uzay ve sonlu giiglii Noderyan tabani var olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(x) oyununda
kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X) oyununda 1-taktigi vardir (Teorem 2.16, [24]).

Kanit

X uzayinin sonlu giicliit Noderyan taban1 28 olsun. Sonug 4.3.3’{in kanitindaki gerekgelerle

rank(%) > @ kabul edebiliriz. % tabaninin Noderyan birlesimi Uje k() %i olsun.

Eger rank(%) > w olsa bir B* € %, vardir. Bu durumda her n €  i¢in B* & B, olan bir
B, € %, vardir. O halde {B € % : B* S B} sonsuz olur. Bu ise % tabaninin sonlu giiglii

Noderyan olmast ile celisir. Bu ¢geligskiden rank(%#) = w elde edilir.
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Boylece 4 tabaninin Noderyan birlesimi J;¢, %; olarak yazilabilir. j <i < w iken bir U € %;
alinirsa {B € #;: U C B} C {B € % :U C B} olur. Bu durumda sonlu gii¢lii Noderyan aile
tanimu gere8i {B € # : U C B} alesi sonlu oldugundan {B € %; ailesi de sonlu olur. Sonug
4.3.3’tin kogullarint Z tabani saglar. Bu durumda Sonug 4.3.3’ten DOLUCU’ nun Ch(x)

oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X) oyununda 1-taktigi vardir. [J
4.3.5. Teorem

X topolojik uzaymin asagidaki (*) kosullarini saglayan bir % tabani var olsun. Eger
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda bir kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda

Markov stratejisi (boylece Teorem 4.1.1 ile 2-taktigi) vardir.

(*) B =U;cPBi olup her i € o igin H; ailesi |J %; lizerinde yerel sayilabilirdir (yani her
x € U%;icin {B € %B;: BNV, # 0} ailesi sayilabilir olcak bicimde x noktasinin bir Vy agik

komsgulugu vardir).
Kanit

Lemma 4.2.7°den Ch4(X) oyununda DOLUCU’nun bir 6 kazanma stratejisi vardir. Ayni
lemma geregdi eger DOLUCU nun Ch (X ) oyununda bir Markov stratejisinin var oldugunu

goriirsek kanit tamamlanacaktir.

X iizerinde iyi siralama prensibinden gelen bir iyi siralama bagntisi var olsun. 7*(X) ailesi <’
ile 1yi siral1 olsun. @ < o < w; olan her o i¢in birebir Orten bir f : ¢ — @ fonksiyonu alalim
(la] = o oldugundan boyle f,, fonksiyonlari vardir) ve @ < @ iken fy : @ — ® fonksiyonunu

i < a olmak iizere fy (i) =i biciminde tanimlayalim.

x €U € B ve h € o olmak tizere (h, (U,x)) ikilisi verilsin. p(U) = min{i € 0 : U € %},
K'(h,U)=max{p(U),h} ve K(h,(U,x)) ={i€ 0:i<K'(h,U),x € |JZ:} diyelim. Burada
p(U) € K(h,(U,x)) oldugundan K (h,(U,x)) # 0 dir. O zaman her bir i € K(h, (U,x)) i¢in
x € |J%,; olup % ailesi |J %; iizerinde yerel sayilabilir oldugundan {B € %, : BN Viix) #
0} ailesi sayilabilir olacak bigimde x in bir Viix) ac¢ik komsulugu vardir. Tanim geregi
K(h,(U,x)) # 0 ve sonlu oldugundan x € Nick(,(vx) Y(ix acik alt kiime olur. Simdi
{(VveZ:xeV < (Nicknw.) Yiix) No((U,x))} ailesinin minimumuna (% C 77(X) ve
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Niek (h,(U.x)) Vl(ix)) agik oldugundan bu aile bostan farkli olup minimumu vardir) V(y; ) diyelim
veieK(h,(U,x))iken U0 = (B e %, : BNVy ) # 0} bigiminde tanimlayalim. O zaman,
V. € Vi) olup BNV C (B e B BNV, # 0} oldugundan her i € K(h, (U, x)) igin
BV sayilabilir olur. BV C 1*(X) ve t(X) iyi sirali oldugundan BV iyi sirah
olur. Z"U+1) ailesinin sira-tipi & 1 ;) olsun. Buradan &, ;s ;) € ; olur (sayilabilir kiimelerin
sira-tipi @; i¢indedir [13]) ve 7°(X) iizerindeki iyi siralama kullanarak BN = {By:
VAS O‘(U,h,i)} kiimesini tekrar yazabiliriz (kastimiz By € BV iken her Y € oy, i¢in
By <'B; <'...<'By < Byy1 <’ ... bigiminde bir yazimdir). Simdi j € K(h, (U,x)) i¢in
v, j) sonsuz iken r*(h,U, j) = max{h,max(K(h,(U,x)))} diyelim ((K(h,(U,x))) sonlu
oldugundan max(K (%, (U,x))) vardir) oy ;) sonlu iken r*(h,U, j) = o,y jy — 1 diyelim.
K(h,(U,x)) C o sonlu oldugundan K (h, (U, x)) elemanlarint minimumdan maksimuma dogru
min(K(h, (U,x)) =iy < i} < --- < iy = max(K(h,(U,x))) biciminde dizebiliriz. Boylece
asagidaki sonlu semay1 elde ederiz (bu semayi satirlari esit uzunlukta olmasi gerekmeyen bir
matris gibi diisiinebiliriz).

o B B e i) (i)

—1 —1
f %h,U.ig) (0) f %hU.ig) (1)

B B B

fo:(}i,l,‘,.l) (0) f@27U7i1) (1) f(;(}wﬁ,‘l) (r*(hU.i1))

B

B, B, _ i
L fa(}l.U,iU)(O) fa(}l,U,iU)(l) fa(il,U,iU>(r (haUalU))

U nun o ile budanmis olan ve asagidaki kosullar1 saglayan tiim dallarinin ailesini .7 ile
gosterelim. "0 < i < k igin A; ler semadaki baz1 satirlarda olmak iizere ((Ag,qa;), (A1,4a}),

..+, (Ax,a;)) € oy ancak ve ancak Ag 2 Ay 2 -~ 2 A"

Eger 4y # 0 ise herhangi bir A = ((Ao,q;), (A1,4a]), ..., (A, a;)) € @y alip 6%(A,x) =
o ((Ao,ag), - (Ar,ay), 0 ((Ao,ap), - (A, a)), (Viy x),x)) olarak tanimlayalim. Boylece <7
sonlu oldugundan (¢iinkii sema sonludur ve .27 bu sonlu sema ile tantmlanmaigtir) Winwx) =
Nacay, 07 (A,x) € T(X) olup 67(A,x) tamm gerei x € W, (1 x)) € V(v x) Ve V(y ) tammi
geregi Viy ) € o((U,x) oldugundan x € W, () € Viyx) € 0((U,x)) CU ve Wy, (1)) €
7(X) olur.

Boylece x € U € £ ve h € w iken (h,(U,x)) verildiginde yukarida elde ettigimiz <7, ve

Wi, x)) kullanilarak DOLUCU i¢in bir # Markov stratejisi tanimlayabiliriz.
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x€U € X vehe oiken (h,(U,x)) verilsin. Eger oy = 0 ise t(h,(U,x)) = V(y ) olarak
tammlayahm. Eger o7y # 0 ise t(h, (U, x)) = W, (y »)) olarak tammlayalim.

x € Wy w,x) € Vv € o((U,x)) C U oldugundan ¢ nin tanim geregi x € #(h, (U,x)) C
Vi €o((U,x)) CU olur.

Chg(X) oyununda ¢ nin DOLUCU’ nun bir Markov stratejisi oldugunu gormek i¢in

((U07X()),l‘(0, (U(),X())), (Ul,xl),l‘(l, (Ul,xl)), (Uz,xZ)J(Z, (Uz,xZ)), .. ) 4.2)

bi¢ciminde Ch4(X) oyununda oynanmis keyfi bir kargilagma alalim.

Bu kargilagsmada, her j > i i¢in U; = U, olacak bigimde bir i € @ varsa (,,,c, Upn = U; # 0

olur. Bunun anlami # nin bu durumda Markov stratejisi oldugudur.
Simdi her i € @ icin U; ; U, olan bir m; > i var olsun.
Iddia: Chg(X) oyununda asagidaki kosullar1 saglayan bir

((H07x6)7 G((H(),XS)), (Hl,XT%G(- ) (Hl,XT)), (H27x§)7 G(' ) (H27x;))7 (H3ax§)7 . )
karsilagsmas1 vardir.

Kosullar: Hy 2 Hy 2 Hy 2 ... ve ng < nj < np < ... olmak iizere her k € @ i¢in Uy, lar
BOSCU’nun (4.2 ) karsilagsmasindaki hamleleri olmak lizere Uy, 2 Hy 2 U,, 2 H| 2 Uy, 2

Hy, DUy, 2 ...dm.

Iddianin kamiti: (Bu iddia ve kamti Teorem 4.3.2’nin kamtindaki iddiaya benzer olup
mantiklart hemen hemen ayni oldugundan buradaki kanmit daha kisa yazildi) Tiimevarim
kullanacagiz. U,, = Uy, Hy = Uy ve Uy,, = U, diyelim, o zaman ((Hy,xo)) ikilisi U,, in bir
dali olur. Boylece y; = min{x € Hy : 6((Ho,x)) 2 Uy, } ve ((Ho,y;), 0 ((Ho,y;))) karsilagma
pargast iken ((Ho,y;)) ikilisi Uy, in budanmig dalidir.

Simdi varsayalim ki agagidaki kosullar1 saglayan Chz(X ) oyununda bir ((Ho,x), o ((Ho,xg)).
oo (Hi—1,x5_),0 (oo (Hi—1,X3_4)) (Hi, %), 0 ((Ho, X5, - - -, (H, vy ))) karsilasma pargasi
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vardir. Kosullar: Hy 2 Hy 2 ... 2 Hyve Uyy DHy 2 Uy 2H DUy, 2 ... 2 Uy, D H D Uy,
burada 0 <i <k+1i¢in U,; BOSCU’nun (4.2) karsilasmasindaki hamleleri ve ngp < nj <np <
.. < gy olup ((Ho,xg), (Hi,x7), .., (Hi—1,x;_,), (Hk,y7)) sonlu dizisi U

iy 1IN budanmig
dalidur.

Simdi 0 < j <k iken p(H;) = min{n € o : H; € %,}, ho = max{p(H;) : 0 < j <
k}, h1 = max{hg,ni11} ve hp = min{n € @ : U, & Uy, } diyelim. Boylece H; 2 Uy, 2
V(thy%) D t(ha, (Upysxn,)) 2 Upys1 2 4 .veher0< j<k, [ €wicin p(H;)
K(ho +1,(Upy11,%p,+1)) olur. O zaman 0 < j < k iken H; 2 V(Uny ) 2 VlUnys160y11)

olur. O zaman B"2:Un-PH)) 5 gg(h2+1.Un+1.p(H})  ggha+3.Uny12.0(H)))

m

Uny 11y +1) **

U

U

V(U]12+27xh2+2) e

.. dir. Boylece %, p(H;)) > (U, 41,p(H;)) > Uy 12,p(H;)) > ... dir. Ordinallerin sonsuz
kesin azalan bir dizisi var olmayacagindan bir s(p(H;)) € ® bulunabilir ki bir /; € ® i¢in
S(p(Hj)) =h +lj olup lj € o iken her Uh2+l icin (X(thﬂ’p(Hj)) > a(Us(p(Hj))ap(Hj))’ hatta

L= 1j iken Oy, .\ p(H;) = (#;)) olur. Simdi i3 = max{s(p(H;)) : 0 < j < k}

a(Us(p(Hj))vp

diyelim. 0 < j < kicin H; = B . (i) olan i(j) € ® oldugunu biliyoruz. hy =
“Ws(p(aa ) PH)

max{i(j) : 0 < j <k} diyelim. m_ | = max{hy,h3,hs} olarak tammlayahm. Hy | = U,
ve Uy, = Uy 41 olsun. Boylece eger xp =min{x € Hy : 6(...,(H,x))) 2 Hi41} iken
A = ((Ho,xp),,- .-, (Hx—1,%;_,), (Hk,x;)) yazarsak (tiimevarim hipotezi, 4; tanimlart ve nj_ |
tanimi kullanilarak) A € MU"LH olur. Boylece ¢ nin tantmindan Hj | = U”ﬁm 20%(A,x,; )2

ey
t(<U";<+1 xn;<+1)) =2 U";<+1+1 - Unk” dir.

Bu durumda x, € {x € Uy, o((Hoxg)s -0 (Hi, X)), - - - (Hi1,X)) 2 Uppy)}s ©

zaman y;_ | = min{x € Up.,, o((Ho,x3)s -0 ((Hi,Xg), - - - (Hig1,X)) 2 Upy,,) } elde ederiz.
Boylece Uy, 2 Uy, = Hip1 2 6 ((Ho,xp)5- - O (Hiy Xg)s - (His1,Y%41)) 2 Uy, olur.
H DUy, 2U, W 2 Hk+1 oldugundan Hy 2 Hj elde edilir. Boylece Chg(X) oyununda

((H(),)CO), G(' ) (Hk7xk))7 G(' ) (Hk’xk))a (Hk+l7y]>:+1)a G(' ) G(' ) (Hkaxz))’ (Hk+17y2+1))
bir karsilagma pargasi olur ve 0 < i < k+ 2 i¢in Uy, ler BOSCU’nun hamleleri ve ny < nj <
.. <y olup ((Ho,xg), (H1,x7),- -+, (Hi, X5), (Hiy1,Y541)) sonlu dizisi U

42
dali olmak tizere Uy, 2 Hy 2 Uy, 2 Hy... 2 Uy,

nin budanmig

D Hpy 2 U, , dir. Boylece iddianin

k+2

kaniti tamamlanmais olur.

Iddia geregi, 0 # Nicw Hk = Nikco Un, = Npew Un olur ki bu kamit1 bitirir. [
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4.3.6. Sonug

X, o-yerel sayilabilir tabant olan bir topolojik uzay olsun. Eger DOLUCU nun Ch(X)
oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi (ve

boylece Teorem 4.1.1 ile 2-taktigi) vardir.
Kanit

Bir o-yerel sayilabilir taban Teorem 4.3.5’in i¢indeki (*) kosulunu saglayacagindan Teorem

4.3.5’ten bu sonug¢ dogrudur. []
4.3.7. Sonug

X bir T1-uzay olsun ve asagidaki (*) kosulunu saglayan bir % Noderyan tabani var olsun. Eger
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun Ch(X ) oyununda

1-taktigi vardir.

(*) rank(%) = B < o ve % nin Noderyan birlesimi |, g %; olmak lizere i < 3 iken her
U € %; veher j <iigin {Be€ %;:UNB# 0} ailesi yerel sayilabilirdir.

Kanit

Eger X uzayinin her noktasi yalititk nokta ise DOLUCU’nun Ch(X) oyununda (Teorem
4.3.1’in kanitindaki gibi) 1 taktigi vardir. Bu durumda X uzayinin en az bir yalitik olmayan
noktasinin var oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda 8 > ® oldugunu Teorem 4.3.1’in
kanitinda gordiik. Boylece ® < B < w; olup bir F : @ — B birebir 6rten fonksiyonu

tanimlayabiliriz.

Her i € o igin #; = By ;) iken B' = J;, %; diyelim. Burada Teorem 4.3.5’i kullanmak

icin i € @ iken ] ailesinin | J . iizerinde yerel say1labilir oldugunu gorecegiz.

Simdi herhangi biri € ® ve x € |J %] = U P (;) alalm. Boylece x € O olan bir O € ;)

vardir.
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Simdi x in bir yalitik nokta olmadigini varsayalim. O zaman O sonlu degildir. Boylece her
biry € O — {x} i¢in x € By C O — {y} olan bir B, € Z vardir ve r(B,) > r(O) = F(i) olur. O
zaman (*) kosulu geregi &/ = {B € By ;) = B} : ByNB # 0} yerel sayilabilirdir. Bu durumda
xin {B € & : BNV] # 0} ailesi sayilabilir olacak bi¢imde bir V| agik komgulugu vardir.
Vi = VN By diyelim, boylece {B € #.:V,NB # 0} C {B € o/ : BNV/} elde ederiz. Bu
durumda {B € %, : VB # 0} sayilabilir olur.

Eger x, bir yalitik noktaysa 2 bir taban oldugundan {x} € % olur. Simdi, x in agik komgulugu
{x} iken, {B € Z.: {x} NB # 0} ailesinin sayilabilir oldugunu gérecegiz. {x} C O oldugundan
r({x}) > r(0) = F (i) olur. Eger r({x}) = r(O) = F (i) ise {B € B = Bp(;y : {x} "\B# 0} =
{x} ailesi bir elemanli olup (bu ailede {x} disinda bagka bir A kiimesi olsa {x} NA # 0
olur, yani {x} & A olup F(i) = r({x}) > r(A) = F(i) geliskisi olur) sayilabilirdir. Eger
r({x}) > r(0) = F (i) ise hipotez ((*) kosulu) geregi & = {B € %; = Bp(;) : {x} "B # 0}
ailesi yerel sayilabilirdir. Bu durumda da .7 ailesinin sayilabilir oldugu yukaridaki gibi

goriiliir.

Teorem 4.3.5’ten DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi vardir. Boylece Teorem
4.3.1 ile DOLUCU’nun Ch(X) oyununda 1-taktigi vardir. [J

Sonug 4.3.7 ile ilgili bir soru soracagiz.
4.4. Banach-Mazur Oyununda DOLUCU’nun Stratejileri

Bir 6nceki baglikta Choquet oyunu i¢in elde ettigimiz sonug¢larin benzerlerini Banach-Mazur

oyunu ic¢in yapacagiz.
Asagidaki teorem, Teorem 4.3.2 ile benzerdir ve bu teorem [15] te (Sonug 11) bulunabilir.
4.4.1. Teorem

X bir topolojik uzay ve bu uzayin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir & = |J;_, % 7-tabani
var olsun. Eger DOLUCU’nun BM (X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun
BM(X) oyununda 1-taktigi vardir (Sonug 11, [15]).
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(*)Her U € # veheri < wigin {B € %;: U C B} ailesi sonludur. [J

Asagidaki sonucun kanit1 ile Sonug 4.3.3 sonucunun kaniti1 benzerdir. Tekrardan kaginmak

icin yazmadik.
4.4.2. Sonug

X bir topolojik uzay ve bu uzayin asagidaki (*) kosulunu saglayan Noderyan bir # m-tabani
bulunsun. Eger DOLUCU’nun BM (X ) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU nun
BM (X ) oyununda 1-taktigi vardir.

(*) rank(#) = B < @1 ve % nin Noderyan birlesimi ;g %; olsun. i <  iken her U € %;

ve her j < iigin {B € %;:U C B} ailesi sonludur.
4.4.3. Teorem

X bir topolojik uzay ve bu uzayin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir 2 = J;_, %; m-tabani
bulunusun. Eger DOLUCU’nun BM (X ) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU nun
BM (X) oyununda Markov stratejisi (ve boylece [15] kaynagindaki Sonug¢ 9°dan 1-taktigi)

vardir.

(*) her i € @ icin bir ¥; C |JH; vardir ve V;, |JZ%; de yogun olup Z;, Y; iizerinde yerel
sayilabilirdir. Yani her x € Y i¢in x noktasinin {B € %; : BNV, # 0} ailesi sayilabilir olacak

bicimde bir V, ac¢ik komsulugu vardir.
Kanit

(Tekrardan kacinmak icin Teorem 4.3.5’in kamtindakilere atif yapacagiz) Lemma 4.2.7°den
BM g 5(X) oyununda DOLUCU’nun bir ¢ kazanma stratejisi vardir. Ayni lemma geregi eger
DOLUCU’nun BM g (X ) oyununda bir Markov stratejisinin var oldugunu goriirsek kanit

tamamlanacaktir.

Iyi siralamalar ve o € @) igin f fonksiyonlar1 Teorem 4.3.5’in kanitindaki gibi olsun.
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U e % vehe oiken (h,U) verilsin. p(U) ve K'(h,U) Teorem 4.3.5’in kanitindaki gibi
olsun. p(U) e{i€e 0 :i <K'(h,U),c(U)N(U%) # 0} # 0 ve sonlu (¢iinkii (K'(h,U)) €
@ dir) oldugundan m ;) = max{i € @ : i < K'(h,U),c(U)N(U%;) # 0} diyebiliriz.

Yn, ) hipotezden (yani (*) kosulundan) gelen kiime olmak iizere min(¥, , N (o (U) N

(LY)
(U ‘%’”U,U)))) =y olsun. Bdylece, (*) kosulu geregi, y; in bir a¢ik komsulugu V;, C o(U)
vardir ve {B € %’m(w) : BNVy, # 0} sayilabilir olur. O zaman, eger varsa, m(, ;) = max{i €
o i <my),Vy N(U%) # 0} diyelim. min(¥,,, O (Vy, N (UBm,,,))) = y2 olsun.
Boylece y; nin bir agik komsulugu V;, C V,, vardir ve {B € By BOVy, # 0} sayilabilir

olur. Boyle devam ederek my,,, iy = max{i € @ : i <m,,_1 ),V N(U%:) # 0} olan

ynUfl
sonuncu m,, ;) yu bulabiliriz ve y,, nun bir a¢ik komsulugu Vj, ~C Vy,y—1 var olup

min(Y,, NVt "UBm, 1)) = yny iken {B € By vy - BOVy,, 7 0} sayilabilir

(ny,U)
olur. K"(h,U) = {m1 yy,m@au):--- M, vy} Ve Vu =min{B € & : B CV,, } diyelim.
K"(h,U) # 0 olur (giinkii m(; ;) € K"(h,U) ve eger K"(h,U) = {m(1y} ise Vy, = Vy,).
Boylece (h,U) verildiginde her zaman Vy; bulabiliriz ve her i € K" (h,U) i¢in V) = {B €
B;: BO\Vy # 0} iken BV sayilabilir olur. K (h,U) = {i € K" (h,U) : BV = 0} diyelim.
K(hU)={ico:i<K'(hU),B"V) =@} olur. Béylece Teorem 4.3.5’in kanitindaki

Uiy T (h,U, j) gibi iliskili kavramlarla, K(h,U) # 0 iken K (h, (U,x)) ve Vy ) yerine,

ny,U

sirastyla, K(h,U) ve Vy kullanilarak Teorem 4.3.5”in kanitindaki semay1 elde ederiz.
Simdi U nun asagidaki kosulu saglayan tiim dallarindan olusan <7 ailesini soyle tanimlayalim.

(Bo,B1,...,By) € oy ancak ve ancak By 2 By 2 ... 2 By, ve her 0 < i < nigin B; semanin

satirlarindadir.
Eger o7y # 0 ise asagidakileri tanimlayalim.

<y sonlu oldugundan |7y | = m(U) iken 7, ailesini @y = {A1,As,...,A, )} bigiminde
numaralandirabiliriz. 1 < j <m(U) igin A; € o7 olmak iizere Vy nun o ile budanmis dali

07 (A;) olsun.

B(jylece O'(U) D) GI*(AI), VU D) Gik(Al), Gl*(Al) D) G;(Az) D...D O';Z(U)(Am(U)) 7§ 0 ve

1 < j<m(U) igin, o stratejisi BM 5 5 de oldugundan, 67 (A;) € % olur.
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Simdi BM 2 (X ) oyununda DOLUCU igin bir t Markov stratejisi tamimlayacagiz. U € % ve
h € o i¢in herhangi bir (h,U) verilsin. Eger <7y = 0 ise ¢t (h,U) = Vi bi¢iminde tanimlayalim.
Eger o7y # 0 ise t(h,U) = G;;Z(U) (Aj(v)) olarak tanimlayalim.

¢t nin DOLUCU i¢in bir Markov stratejisi oldugunu gorecegiz. Bunun i¢cin DOLUCU nun ¢ ile
oynadig1 BMz (X ) oyununda keyfi bir

(Uo,t(0,Up), Uy, t(1,Uy),Us,t(2,U3),...) 4.3)

karsilasmasini alalim.

Teorem 4.3.5’in kanitindaki aymi gerekgeyle bu karsilasmada her i € o i¢in U; 2 U, olacak

bicimde bir m; > i var oldugunu varsayabiliriz.

Iddia: BM 5(X) oyununda (Ho,o(Ho),H1,6(Ho, o(Ho),H1),Ha,6(Ho,. .., H2),Hs,...)
kargilagmasi var olup ng <nj; <np <...,herk €  i¢in U,, BOSCU’nun (4.3) karsilagmasinda
hamlesi iken Upy 2 Hy 2 Uy D H DUy, DH, DUy O ... ve Hy 2 Hy 2 Hy 2 ... olur.

Iddianmin kamiti: Tiimevarim kullanacagiz.
k =0 i¢in Uy, = Uy, Hy = Uy ve Uy,, = U; olsun.

Varsayalim ki BMg (X ) oyununda bir (Hy, o (Hy),Hj,...,Hy,0(Ho,...,Hy)) karsilasma

pargasi var ve Hy 2 Hy 2 ... 2 Hy, 6(Ho,...,Hy) D Uy, her 0 <i<k+1iginng <ny <

k+1

ny < ... < ng4 olup (4.3) karsilagsmasinda U, ler BOSCU’nun hamleleri iken U, 2 Hp 2

Uy, 2 ... 202Uy 2 Hy 2 Uy, olsun.

k+1

n, 41 1 Teorem 4.3.5%in kanitindaki gibi ayn1 argiimanlari kullanarak tamimlayalim. Boylece

eger A = (Hy,Hy,...,Hy) yazarsak A € o7y, elde ederiz. Eger A = A ise Hy 1 = Vy,
" "kt

k+1
tamimlayalim. Eger j > 1 icin A = Aj ise oy, = {A1,A2,..., Ay, )} iken Hyyy =
M1 Mt1
o*

(Aj_1) olsun. Boylece eger U, D Hyy 2 0(Hy,...,Hiiq) 2

j—1 k2 T Un;{HH ise Uy,
Uy, elde ederiz. nj_ | > myiy + 1 oldugundan Hy D Uy, ,, 2 Uy, 2 Hiy olur. Boylece

Hy 2 Hj 1 olup iddianin kaniti tamamlanir.

Bu iddiadan @ # ;e Hr = Mikcw Un, = MNnee Un olur ve kanit tamamlanar. [J
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Bir o-yerel sayilabilir 7m-taban Teorem 4.4.3’in i¢indeki (*) kosulunu saglayacagindan

asagidaki sonucu verebiliriz.

4.4.4. Sonug

X topolojik uzaymin bir o-yerel sayilabilir z-taban1 var olsun. Eger DOLUCU’nun BM (X))

oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’ nun bu oyunda 1-taktigi vardir.

4.4.5. Sonug

X bir Tj-uzay olsun ve X uzayinin agagidaki (*) kosullarini saglayan bir % m-tabani var olsun.
Eger DOLUCU’nun BM(X) oyununda bir kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda
bir 1-taktigi vardir.

(*) rank(#) = B < @1. % nin Noderyan birlesimi |J; g %; olmak iizere her %;, her U € %;
ve her j < iigin {B € %;:UNB # 0} yerel sayilabilirdir.

Kanut

7% (X)) tizerine ve X iizerinde iyi siralama prensibinden gelen birer iyi siralama bagintist var

olsun.

Teorem 4.3.1’in kamitindaki gibi, genelligi bozmadan, X uzayinin yalitik olmayan en az bir

noktasinin var oldugunu ve 8 > ® oldugunu varsayabiliriz.

Bu durumda birebir 6rten bir F : @ — f fonksiyonu vardir. Her i € o i¢in B} = PBr ;) iken
B = Uice B diyelim. #' ailesinin Teorem 4.4.3’iin i¢indeki (*) kosullarini sagladigim
gorecegiz. $imdi herhangi bir i € @ alalm. </, = {ONB: 0 € v*(X),B € #;,0NB # 0}
diyelim. Herhangi bir A € <7 i¢in A nin tiim yalitik noktalarinin kiimesine A’ diyelim ve
|A| > 1 iken B4 =min{B € % :BC (A—{min(A)})} olsun. x4 = min(B,4) olsun. Simdi ¥; =
{xa:A € i} UUpew A’ olarak tanimlayalim. Y; ve .7 tamimlar geregi Y;, | %; kiimesinde

yogundur.

Her i € w i¢in %; ailesinin ¥; iizerinde yerel sayilabilir oldugunu gérelim. Bunun i¢in bir
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y € Yialalm. y € Uye s A" veyay € {x4 : A € o} dir.

¥ € Ugen A’ ise: y yalitik nokta oldugundan {y} agiktir ve {y} € %’ olur. Bir B € B = % ;
icin {y}NB # 0 ise {y} C B olur ve buradan r({y}) > r(B) = F(i) olur. Eger r({y}) =
r(B) olsa {y} = B olup, bu durumda, {B € %; = Bp(; : {y} "B # 0} = {y} ailesi bir
elemanli olur (bu ailede {y} disinda bagka bir A kiimesi olsa {y} N A # 0 olur, yani {y} G A
olup F(i) = r({x}) > r(A) = F(i) celiskisi olusur) ve bu aile sayilabilirdir. Eger r({y}) >
r(B) = F (i) ise hipotez ((*) kosulu) geregi ¢’ = {B € #; = By (; : {x} N B # 0} ailesi yerel
sayilabilirdir. Yani y nin bir V, a¢ik komsulugu var ve {C € € : CNV,, # 0} sayilabilirdir.
{B€ B =Bri): {y}NB#0} C{Cec ¥ :CN{x} #0} C{CecE:CNV,#0} oldugundan
{B € B = Br(;): {y} "B # 0} ailesi sayilabilirdir.

y € {xa: A € o} ise: y = x4 diyelim. 7(Ba) > F (i) ve By € %,(p,) oldugundan (*) kosulu
geredi B = {B € . : BN B4 # 0} ailesi yerel sayilabilirdir. Bu durumda x4 nin bir V/ agik
komsulugu vardir ve {B € % : BNV’ # 0} sayilabilirdir. V = V' N B, diyelim. Boylece V
kiimesi x4 = y nin a¢ik komgulugu olur ve {B € B, : BNV #0} C {Be B/ :BNV' #0}
olup {B € %) : BNV # 0} ailesi sayilabilirdir.

Boylece %', Teorem 4.4.3’iin (*) kosullarini sagladigindan bu teorem geregi DOLUCU nun
BM(X) oyununda 1-taktigi vardir. [J

4.5. Bu Konu ile Tlgili Acik Sorular
4.5.1. Soru

[22] X bir regiiler uzay olsun. Eger DOLUCU nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi veya

esdeger olarak kodlama stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda 2-taktigi var midir?
Yukaridaki soru BM (X ) oyununda da agik sorudur [22].
4.5.2. Soru

X Noderyan tabani olan bir 7}-uzay olsun. Eger Ch(X) oyununda DOLUCU’nun kazanma

stratejisi veya X regiiler iken esdeger olarak kodlama stratejisi varsa DOLUCU nun bu oyunda
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1-taktiginin (veya 2-taktiginin) var olmasi gerekir mi?

Asagidaki iki soru, Soru 4.5.2’den daha 6zel olup sirasiyla Sonug 4.3.3 ve Sonug 4.3.7

sonuglart ile iliskilidir.
4.5.3. Soru

X bir Ti-uzay olsun ve X uzayinin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir Z Noderyan tabani
bulunsun. DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda

1-taktigi var midir?

(*) # nin Noderyan birlesimi ;g %; olsun. i > 0 iken her U € %; ve her j < i i¢in
{B € %;:U C B} ailesi sonludur.

4.5.4. Soru

X bir T1-uzay olsun ve X uzayinin asagidaki (*) kosulunu saglayan bir 4 Noderyan tabant
bulunsun. DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda

1-taktigi var midir?

(*) % nin Noderyan birlesimi |J;g %; olmak iizere i < B ve j < i iken her U € %; i¢in
{B€ %;:UNB # 0} ailesi yerel sayilabilirdir.

Sonug 4.4.2 ve Sonug 4.4.5 sonuglari ile iligkili olrak Soru 4.5.3 ve Soru 4.5.4 sorular1 4 bir
Noderyan 7-taban iken BM (X ) oyunu i¢inde sorulabilir. Asagidaki soru Galvin’in sorusunun

genel halidir.
4.5.5. Soru

DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k—taktigi

var midir?

Daha 6ncede bahsettigimiz asagidaki soru Teorem 4.1.1 ile iligkilidir. Elbette Soru 4.5.5 icin

olumlu bir cevap asagidaki soru i¢in de olumlu bir cevap olacaktir.
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4.5.6. Soru

DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda

(k+1)-taktigi var midir?

Asagidaki soru Soru 4.5.5 ve Soru 4.5.6 sorularindan daha 6zel olup Teorem 4.3.1 ile iligkilidir.

4.5.7. Soru

X Noderyan tabana sahip bir 7}-uzay olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov
stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi (veya (k + 1)-taktigi) var midir?

4.5.8. Soru

X bir Tj-uzay olsun ve X uzaymin rank(#) < @ olan Noderyan bir & tabani bulunsun.
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varken DOLUCU’nun bu oyunda 1-taktigi

var midir?

4.5.9. Soru

X bir Tj-uzay olsun ve X uzayinin rank(B) < ® olan Noderyan bir # m-tabani bulunsun.
DOLUCU’nun BM(X) oyununda kazanma stratejisi varken DOLUCU’nun bu oyunda

1-taktigi var midir?
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5.DOLUCU’NUN Ch(X)’TE K-MARKOV VE K-TAKTIGI

Bir dnceki boliimiin giris kisminda "DOLUCU’nun Ch(X) oyununda Markov stratejisi varsa
1-taktigi var midir?" (Galvin) sorusundan ve bu sorunun daha genel hali olan DOLUCU’ nun
Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa k-taktigi var midir?" sorusundan bahsetmistik.
Bu sorulara bir 6nceki boliimde bazi 6zel tabani olan uzaylarda kismi cevaplar vermistik.
Bu boliimiinde ise DOLUCU’ nun Ch(X) oyunundaki k-Markov ve k-taktigi arasindaki
iligkileri topolojik gruplarda ve (zayif) P-nokta iceren topolojik uzaylarda inceleyecegiz
ve DOLUCU’nun G bir topolojik grup iken Ch(G) oyununda k-Markov stratejisi varken

k-taktiginin var oldugunu gorecegiz.

Bu boliimde X x X carpim uzayi {izerinde dogal ¢arpim topolojisi oldugunu (yani tabani

{UxV:U,V € t(X)} olan topoloji) varsayacagiz ve A = {(x,x) : x € X} C X x X olacak.

Bu boliimde topolojik gruplarla ilgili kullandigimiz sembol ve kavramlar standart olup [25] te

bulunabilir.

5.1. DOLUCU icin k-Markov ve k-taktik
Asagidaki tanmim literatiirde vardir.

5.1.1. Tanim

X bir topolojik uzay olsun. Bir x € X alalim. Eger asagidaki (*) kosulu saglaniyorsa bu x
noktasina X uzaywun bir zayif P-noktast (X uzaywn bir P-noktast), karigiklik olmayacaksa,

kisaca bir P-nokta (bir zayif P-nokta) denir.

(*) x noktasinin agik komguluklarindan olusan sayilabilir her <7, ailesi i¢in ([).2%)° # 0
(x € (N<)°) olur.

5.1.2. Uyan

o/ = {A; :i€ o} saylabilir ailesi verilsin. Her i € @ i¢in B; =(;<;A; denilirse {B; : i € @}

ailesi icerme bagintisina gore azalan, yani her B) D B1 2 By O ..., olur ve (.o Bi = i< o Ai
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dir. Bu nedenle (zayif) P-nokta tanimimdaki <7 ailesini azalan kabul etmek genelligi bozmaz.
5.1.3. Onerme

G bir topolojik gurup olmak iizere asagidakiler denktir:

1. G nin her noktasi bir P-noktadir;

2. G nin birim eleman1 ¢ bir P-noktadir;

3. e bir zay1f P-noktadir;

4. G nin her noktasi bir zay1f P-noktadir.

Kanit

(1 =2) ve (2= 3) aciktir.

(3 = 4): Herhangi bir x € G — {e} ve x in agik komsuluklarinin keyfi bir {4; : i € w}
ailesini alalim. Bu durumda her i € w icin e € x~'A; acik olup hipotez geregi e bir zayif
P-nokta oldugundan @ # (N;c, X 'A;)° olur. y € (Nicux™'A;)° diyelim. O zamany € U C
NicoX 'Ai = x 1N;cuAi olan bir U € t(G) vardir. Boylece xy € xU C ;o A; olur ve
xy € (NicpAi)° elde edilir.

(4 = 1): Herhangi bir x € G ve x in agik komguluklarinin keyfi bir {A; : i € ®} ailesini alalim.
Herhangi bir i € @ i¢in xBl2 CA;ve Bl._1 = B; olan e nin bir B; agik komsulugu vardir ([25] te
23. sayfa). e bir zayif P-nokta oldugundan bir y € ((;c,, Bi)° vardir. Boylece y € U C (¢, Bi
olan bir U € 7(G) vardir. Bu durumda her i € ® igin x € xy~'U € xB; 'B; C xB? C A; olur. O

zaman x € xy~ U C ;e Ai- Boylece x € (e Ai)° olur. O

P-nokta (zayif P-nokta) olma 6zellig§i homeomorfizm altinda degismezdir. Soyle ki, f :
X — Y bir homeomorfizm ve x € X bir P-nokta (zayif P-nokta) olsun. f(x) noktasinin agik
komsguluklarindan olusan sayilabilir bir o7,y = {A; : i € @} ailesini alahm. {f “1A):ic o}

ailesi x € X noktasinin agik komguluklarinin sayilabilir bir ailesidir. x € X bir P-nokta (zay1f
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P-nokta) oldugu icin (N{f~1(A):ic®})° #0 (x € (N{f(A):ic ®})°) olur. f bir
homeomorfizm oldugundan 0 # f(N{f~'(4):i € ®})°) = (fF(N{f'(A):i € w}))° =
N{F(F1A) ri€ 0})° = (N{A; : i € ®})° (benzer bigimde f(x) € (N{A;:i € w})°)olur.
Yani f(x) € Y bir P-nokta (zayif P-nokta) olur.

5.1.4. Uyan

G bir topolojik grup olsun. G nin herhangi bir noktasini bagka bir noktas: ile esleyen
bir homeomorfizm vardir [25]. P-nokta olma 6zelligi homeomorfizm altinda degismez
oldugundan herhangi bir G topolojik grubu icin e € G noktasinin, veya daha genel olarak G
nin herhangi bir noktasinin, (zayif) P-nokta olmasi icin gerek ve yeter kosul G grubunda en

az bir (zayif) P-noktanin olmasidir.

Asagidaki sonug bu boliimiin 6nemli sonuglarindan biridir ve bu sonugla ilgili boliim sonunda

bir soru soracagiz.
5.1.5. Teorem

X topolojik uzayi hi¢ zayif P-noktasina sahip olmayan bir uzay olsun. Eger DOLUCU’nun
Ch(X) oyununda k > 2 i¢in k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi

vardir.
Kanit

o stratejisi Lemma 4.2.8’in kosullarim saglayan k-Markov olsun. Her x € X icin icerme
bagintisina gore azalan x noktasinin agiklarinin bir o7, = {A} : i € @} ailesi var olup 0 =
(N )° olur. Boylece herhangi bir U € 7*(X) ac1g1 ve x € X noktast icin U € ((.24)° =0
oldugundan n(y ) = min{i € o : A} € o/, U ¢ AY} bi¢iminde tanimlayabiliriz (Burada x € U

olmas1 gerekmez).

Simdi 1 <i<kvel<j<iiginx; € 0; € 7(X) olmak iizere ((O1,x1),(02,x2),...,(0i,x;))

verilsin. Asagidaki gibi bir 7, k-taktigi tanimlayacagiz.
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o (0,((01,x1))) N4y, | =1
t((Ol,XI),(02,)62),...,(0,-,)@-)) = (01x1)
om0, 1)s (-5 (0i,x:))) ﬁAﬁ’(Oth) i>1

Bu ¢ stratejisinin tanimi goriildiigii tizere i > 2 iken

t(-,(0nx:)) =0 (n0, 5 1)s (-5 (00, x:))) ﬂAf,’kOi’xFQ bi¢cimindedir. Burada k > 2 oldugundan

Xj

005 1) ailesi kullanilmakta ve tamim anlamh

x;—1 noktas1 goriilmekte ve tanimda A
olmaktadir. Eger k = 1 olsa sadece (O;,x;) goriilecek, x;_| goriillemeyecek ve A)’;[<0~,x»,1> ailesi
bulunamayacaktir. Yani bu tanim yapilamayacaktir (Bu teoremin k = 1 durumunu boliim

sonunda agik soru olarak biraktik).

¢ nin DOLUCU igin bir k-taktik oldugunu gérmek i¢in 7( ..., (Us,x;)) = W; olmak iizere keyfi
bir

((Uo,x0), Wo, (Ur,x1), W1, (Uz,%2), Wa, (U, x3), W3, ....)
karsilagmasini alalim. Eger (;c,, Ui # 0 oldugunu goriirsek kanit bitecektir.

¢ nin tammi geregi Afl(()ono) 2 Wy 2 U oldugundan 0 < n(Up,xo) < n(Uj,xp) olup 0 <
n(Uy,xp) dir. Her i € @ i¢in bu kargilasmada ¢ nin tanimi geregi Af,"(?ﬂvx,) Wi 22U

olur. O halde Ui, € A)]Cf*' bicimindeki her j igin j > n(Ujy1,x;) olmalidir (aksi halde

Xi+1
MU x) =

J <n(Uiyy,x;) olsa <,

i1 ilesinin icerme bagintisina gore azalanlifindan A;’“ DA
Ui celiskisi olur). Bu durumda n(Ujy2,x;+1) tamimi gere8i n(Uit1,x;) < n(Uiya,xi+1) dir.
Boylece, eger a;+1 = n(Uj11,x;) ve ag = 0 dersek dogal sayilarin kesin aratan bir (a;) dizisini

elde ederiz. Bu durumda biz yukaridaki kargilasmayi1 ¢ nin tanimimi dikkate alarak tekrar

((Uo,x0), 6(a0, (Uo,x0))) NAny, . (Ur,x1),0 (a1, (Uo, x0), (Ur,x1))) N Anfy, .+ (U2,32),
o (a2, (.., (U2, x2))) NAY

M0y )

bicimimde yazabiliriz.

Bu durumda ((U(),X()),G(a(),((U(),X()))),(Ul,xl),G(al,((U(),X()), (Ul,xl))),(Uz,XQ),G(az,

(-..,(Uz,x2))), (U3,x3),...) bicimindeki karsilagsmay1 elde ederiz.
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Boylece Lemma 4.2.8’den (;c, Ui # 0 olur. U

Teorem 5.1.5 topolojik uzaylarin zayif P-nokta icermeyenleri ile ilgili iken agagidaki teorem

zayif P-nokta iceren uzaylarla ilgilidir.
5.1.6. Teorem

k > 2 bir dogal say1, X asagidaki (*) kosulunu saglayan bir uzay olsun. Eger DOLUCU nun
Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi vardir.

(*) Herhangi bir x € X i¢in eger x bir zayif P-nokta ise x noktasinin a¢ik komsuluklarinin dyle

bir say1labilir .7 ailesi vardir ki DOLUCU nun Ch(((.2%)°) oyununda k-taktigi vardur.
Kanit

Herhangi bir x € X alalim. Eger x bir zayif P-nokta degilse .« ailesi x in zayif P-nokta
olmamasini saglayan aile (yani <7, x in agik komsuluklarinin sayilabilir bir ailesi olup
(N<%)° = 0 olan bir aile) olsun. Eger x bir zayif P-nokta ise <% hipotezde bahsedilen
aile olsun. Genelligi bozmadan 7 ailelerinin icerme bagintisina gore azalan oldugunu

varsayabiliriz.

Herhangi bir x € X zayif P-nokta noktasi igin ¥, Ch((().2%)°) oyunda DOLUCU’nun k-taktigi

olsun.

X ={x%: a € |X|} diyelim. Bir U € 7%(X) alalim. Eger 0 # {o : x* € X, U C ([ #%«)°} ise
oy =min{a : x* € X,U C (2«a)°} olsun. Bu durumda oy tanim geregi, eer oy varsa

0 #U C (N Ay )° olup x* bir zayif P-nota olur.
0, Ch(X) oyununda Lemma 4.2.8’in kosullarini saglayan k-Markov stratejisi olsun.

1<i<kvel<j<iiginx;j€ O; € 7(X) olmak iizere ((O1,x1),(02,x2),..., (0;,x;)) sonlu

dizisi verilsin. Simdi agsagidaki gibi bir k-taktik tanimlayalim.

1 < j<iiken ap, var olmasin. Bu durumda {o : x* € X,0; C (N Ay )°} = 0 olur. Yani
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0; C (N<%)° olan x € X yoktur. Boylece, Teorem 5.1.5’in kanitinda tanimlanan, no;xj) =
min{i € w:A} € Ay, 0 ¢ A7} vardir. Bu durumda((01,x1),(02,x2),...,(0;,x;)) Teorem

5.1.5’in kanitindaki strateji gibi (yani bu strateji ile tamamen ayni) tanimlayalim.

Eger 1 < j <iiken o, varsa o = min{ap; : 1 < j <1, ap; var}, j* =min{j: 1 < j <
i,0p; = &'} olsun. Burada 0p,. var oldugunda tammu geregi @ # O C (g )° olur.
j*
ailelerin tanimi geregi 0 # (,;zfxg )¢ oldugundan x"% bir zayif P-nokta olup (*) kosulu geregi
j*

00
t* 7 stratejisi vadir. Boylece asagidaki ¢ stratejisi tanimi anlamlidur.

«,

O
t((O],xl),(02,)62),...,(0,‘,)6,‘)) =’ ((Oj*,xj*),(Oj*+1,xj*+1), ...,(Oi,x,-))
biciminde tanimlayalim.

t bir nin k-taktik oldugunu gérmek icin t(. . (U,-,x,-)) = W; olmak iizere DOLUCU’ nun ¢ ile
oynadigi keyfi bir

((UO,X()),W(), (U],X]),W], (U27-x2)7W27 (U37.X'3),W3, .- )
karsilagmasini alalim. Eger (;c,, Ui # 0 oldugunu goriirsek kanit biter.

1. durum: Bu kargilagmadaki herhangi bir U; i¢in o, yoktur. Bu durumda Teorem 5.1.5’in

kanitindaki gibi (;cq, Ui 7 0 oldugu goriiliir.
2. durum: Bu karsilagmadaki herhangi bir U; i¢in oy, vardir.

o =min{ay, : i € w,qy, vardir} ve ij = min{i € ® : oy, = a*} diyelim. Boylece i;

ordinalinden sonra ¢ nin tanim1 geregi bu karsilagsma asagidaki gibi olur.

ay ay,

("‘7(Ui17-xi1)7tx ! ((UilaxH))?(Ui1+17xi1+1)7tx ! ((Uil,xi1)7(Ul'l-i-])xl'l-‘r]))?"‘)'

Bu karsilasmanin bag tarafin1 yok sayip (Uj+j,Xi,+;)) = (Oj,y;) doniisimiinii yaparak

O(Ul, an OtUi
((00,50),2° " ((00,30)),(01,91), 1 " ((00,0), (01,51)),(02,y2),8* " (..., (02,y2)), (03,
y3),...) karsilagsmasini elde ederiz. Elde ettigimiz bu karsilasma Ch( () .o/ oy, )°) oyunundadir.
X

OCUi
t* ! stratejisi DOLUCU nun Ch((N.</ o, )°) oyununda bir k-taktigi oldugundan 0 #
X
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Mnew On = Nice Ui elde edilir ve kanit tamamlanir. [

Yukaridaki teoremde, bazi noktalari zayif P-nokta olan uzaylara bir takim kosullar koyarak
DOLUCU i¢in k-Markov stratejisinden k-taktik elde ettik. Bu durumda su iki soruyu sormak
dogaldir. Birincisi: Tiim noktalar1 zayif P-nokta olan bir uzaya bu kosullar konulmadiginda
ayn1 sonug gecerli olur mu? Ikincisi: Tiim noktalar1 P-nokta olan bir uzaya bu kosullar
konulmadiginda ayn1 sonug gecerli olur mu? Ilk soru, bu boliimiin sonunda acik soru olarak

birakild1. Ikinci soru ise asagidaki teoremle cevaplandi.
5.1.7. Teorem

X topolojik uzay1 her noktas1 P-nokta olan bir uzay olsun. Eger DOLUCU nun Ch(X)

oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’ nun bu oyunda k-taktigi vardir.
Kanit

o, DOLUCU’nun k-Markov stratejisi olsun. 1 <i <k ve 1 < j<iiken x; € O; €
7%(X) olan ((O1,x1),(02,x2),...,(0i,x;)) sonlu dizisi verilsin. ¢ bir k-Markov stratejisi
oldugundan her n € w igin x; € o(n, ((01,x1),(02,x2,...,(0},x;))) € T(X) olur. Bu durumda
{o(n,((01,x1),(02,x2,...,(0j,x;))) : n € @} ailesi, x; nin acik komsuluklarinin sayilabilir
bir ailesi olur ve x; bir P-nokta oldugundan x; € (<, 0(n, ((01,x1),(02,%2,...,(0:,x)))))°

olur. Boylece ¢ stratejisini
1((01,x1),(02,%2),...,(0,%)) = (Mpee (1, ((01,%1),(02,x2),...,(0i,x7))))”
biciminde tanimlayabiliriz.

t stratejisinin DOLUCU nun bir k-taktigi oldugunu gérmek igin #( ..., (U;,x;)) = W; iken
keyfi bir

((Uo,x0), Wo, (U1,x1), W1, (Uz,x2),Wa, (U3, x3),W3,...)

karsilasmasini alalim.
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Bu kargilasmada her i € @ icin U; O o(i,(...,(Ui,Xi))) 2 Mo 01, (..., (Ui,xi))) 2
(Moo, (..., (Ui,x:))))" = W; 2 Uiy oldugundan U; 2 o(i, (..., (Uj,xi))) 2 Uiyt olup
Ch(X) oyununda

((Uo,x0),0(0,((Uo,x0))), (Ut,x1) .., (U, xi),0(, (..., (U, x:)))s (Uig1,%ix1)5-- )

karsilasmasi vardir. o, DOLUCU nun k-Markov stratejisi ve bu karsilasma da DOLUCU’ nun
o ile oynadig1 karsilasma oldugundan ;. , U; # 0 olur. [J

Asagidaki sonu¢ bu boliimiin 6nemli sonuclarindan biridir.
5.1.8. Sonug

G bir topolojik grup olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(G) oyununda k-Markov stratejisi varsa
DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi vardir.

Kanit
Birim eleman olan e, ya bir P-nokta olacak ya da olmayacaktir.

1. durum: e bir P-nokta olsun. Onerme 5.1.3’ten G uzaymin her noktas: P-noktadir. Bu

durumda Teorem 5.1.7°den DOLUCU nun k-taktigi vardr.

2. durum: e bir P-nokta olmasin. Onerme 5.1.3’ten G nin zayif P-noktas1 yoktur. Teorem

5.1.5’ten DOLUCU’nun k > 2 iken k-taktigi vardir.

Boylece goriilmesi gereken e bir zayif P-nokta degilken ve Ch(G) oyununda DOLUCU’nun
Markov stratejisi varken 1-taktiginin de oldugudur. Bu durumda e nin ac¢ik komsuluklarinin

icerme bagintisina gore azalan dyle bir {A; : i € w} ailesi vardir ki (();c, Ai)° = 0 olur. Burada

2

her i € ® icin Al._] =A; ve A; 1 C A; oldugunu kabul etmek genelligi bozmaz ([25] te 23.

sayfa).

2 ailesi e noktasinda bir taban olsun. 4 iizerinde iyi siralama prensibinden gelen bir iyi

siralama bagntisi var olsun. x € U € T(G) olan herhangi bir (U, x) ikilisini alahm ve BV =
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min{B € & : xB C U} (£ bir taban oldugundan BUY) vardr), n(y ) = min{i € 0 : BU) ¢
A;} diyelim (((;epAi)° = 0 oldugundan ve BU~) # @ oldugundan n(y x) vardir).

o, Lemma 4.2.8’in kosullarin1 saglayan bir Markov stratejisi olsun. Simdi DOLUCU icin .
t(U,X) = G(”(U,x)a (U7x)) r_]xAil(l/J)-i-l
biciminde tanimli 7 nin 1-taktik oldugunu gorelim. Keyfi bir

((Uo,x0),t(Uo,x0), (Ut,x1),t(U1,x1), (U2, %2),t(U2,%2), (U3, x3), .. )
karsilasmasini alalim. Eger (;c,, Ui # 0 oldugunu goriirsek kanit tamamlanacak.

Iddia: Bu karsilasmada i € @ icin N, ) <1 olur.

Uig1Xis1)

Iddianin kamiti: Her i € o igin bu karsilasmada

<oy (Uiyxi) 1 (Uisxi) = 0 (0, ) (Ui Xi)) N Xm0 (Ui 15 Xig 1)

oldugundan ve BWi1%i41) tanimindan x,~+1B(Ui+1’xi+1) CUi+1 CxiA, Uy 1 olur. Bu durumda

(

xi_lxiHB(UiH’xi“) - A"(Ui, +1 elde edilir. e € BWUir1ix1) oldugundan xl._lxi+1 € An(inH

x;)

olur. A, w

i)

: - < ~1 ~1 -1
+1 simetrik oldugundan x; "x;11 € An<Ui +1 olmast (x; 'xj41)”" € A”(U,-,x,-)+1

i)
.. .. 1 ik y s
olmasini da gerektirir. Boylece (x; 'x;BUi1-i1) C Ang, . +1 oldugundan BWit1i1) C
-1 -1 Uit1,%i e
(Xl- XH_]) An(Uivxi)+1 Olup) B( 1) g (xi xl+1) An<Ui~xi)+1 gAn(Ui»Xi)+1An(Uisxi)+l gA”(U[,xi)

elde edilir. Boylece BWisiitt) C A ) olur. {A; : i € w} ailesi icerme bagintisina gore

U, x;

azalan oldugundan N, x) > 0 iken BUi+1xi+1) CA, ) C An(u

i)
Bu durumda j € {i € @ : BUir1¥i+1) ¢ A;} ise j > n(U;,x;) olmalidir. Yani n(Us,x;) < min{i €

_1 €...CAgpelde ederiz.

(Ujxi

o : BWUit1is1) ¢ A;} dir. Boylece N(y;x) < 1Y olur. Bu durumda iddianin kaniti

Uit1:%i41)

tamamlanmustir.

Iddia geregi, eger n(y, ,,) = a; dersek kesin artan (a;) dogal say1 dizisini elde ederiz. 1 (Uj,x;) =

o (nw, x), (Ui, xi)) Nx:A 11 oldugundan bu karsilasmay1 asagidaki gibi tekrar yazabiliriz.

nu;x)

((U(),.X()), G(Cl(), (U(),XO)) meAao-i-l ) (Ul ,X]), G(Cl] ) (Ul ,X])) ﬂX]AaH_I ) (UZ;XZ)’ G(a27 (UZ;XZ
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) Nx2A4,+1,(U3,x3),....).

Boylece bu karsilasmada Uy 2 o (ao, (Up,x0)) 2 Uy 2 o(ay,(Up,x1)) 2 U, D ... ve x; €

o(a;, (U;,x;)) C U; oldugundan

((Uo,X()), G(a(), (U(),X())), (U],X]),G(al,(Ul,xl)), (Uz,Xz),G(az, (Uz,Xz)), (U3,X3), .. )

karsilasmasi olusur. Burada Lemma 4.2.8’den (;c, Ui # 0 olur. U

5.1.9. Onerme

X bir topolojik uzay olsun. Eger A C (& ve ((N0)° = 0 olacak bigimde sayilabilir bir
O C 1(X x X) ailesi varsa X uzaymin agik ortiilerinin 6yle bir %, %1, %>, . .. dizisi vardir ki
her i € o i¢in U; kiimesi %; ailesinden rasgele secilen bir eleman olmak iizere (), Ui)° =0

olur.

Kanit

0 ={0;:ic o} diyelim. Her i € w ve her x € X i¢in A C O; oldugundan (x,x) € Vy; X Vy; C
O; olan X in bir V, ; ag18im1 segebiliriz. i € @ i¢in %; = {V,; : x € X } bi¢iminde tanimlayalim.
Burada her x € X i¢in x € V,; oldugundan X = J % olur. Bdylece X uzayinin agik ortiilerinin
bir %, 2%, %, . .. dizisini elde ederiz. Her i € @ i¢in U; € %; olmak iizere (i<, Ui)° =0
oldugunu gorecegiz. Aksini varsayalim: (), Ui)° # 0 olsun. Herhangi bir x € (), Ui)°
alalim. O zaman bir A € 7*(X) vardir ve x € A C (;, U; olur. Boylece, her i € o igin
(x,x) EAXACU; xU; CO;olup (x,x) €A XA C (- O; elde edilir. Yani (N &)° # 0 olur.
Bu bir ¢eligkidir. Bu ¢eligkiden varsayim yanlig olup her U; € %; igin ([, Ui)° = 0 dir. O

Asagidaki sonug¢ Onerme 5.1.3 ve Onerme 5.1.9 6nermelerinin topolojik gruplarda bir

sonucudur.

5.1.10. Sonug

Herhangi bir G topolojik grubu icin asagidakiler esdegerdir:
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1. G grubunun P-noktas1 yoktur;

2. e € G bir P-nokta degildir;

3. e € G bir zayif P-nokta degildir;

4. G grubunun zayif P-noktas1 yoktur;

5. G x G uzaymin A C G x G kosegenini igeren aciklarinin (()&)° = 0 olacak bi¢cimde

sayilabilir bir & ailesi vardir;

6. G nin A C G x G kosegenini igeren agiklarinin ((&0)° =0 veya (0 ¢ 7(G x G) olacak

bicimde sayilabilir bir & ailesi vardir;

7. G nin agik ortilerinin bir %y, %\, %, . . . dizisi var ve her i € o icin U; € %; olmak iizere

(Ni<oUi)° = 0 olur;

8. G nin acik ortiilerinin bir %y, 21 ,%>, . . . dizisi var ve her i € @ i¢in U; € %; olmak lizere

(NicwUi)° =0 olur veya ;- , Ui ¢ ©(G) dir.
Kanit
(1< 2), (2« 3)ve (3 < 4) Onerme 5.1.3 ve Uyar 5.1.4 geregidir.

(5=4): 0 ={0;:i€ w} diyelim. Her x € G ve her i € w i¢in (x,x) € A¥ x AT C O; olan bir
A} € 1(G) segebiliriz. o7 = {AT : i € w} diyelim.

Simdi (N%)° = (Ni<uAT)° # 0 oldugunu varsayalim. O halde bir y € (), ,A})° vardir. Bu
durumda bir U € 7%(G) i¢iny € U C ();-, A} olur. Buradan her i € @ igin (y,y) €e U x U C
AT x AT C O;olup (v,y) €U XU C Nicew Oi =N O yani (y,y) € (NO)° = 0 geliskisi elde

edilir. Bu celigskiden varsayim yanlis olup G nin zayif P-noktas1 noktas1 yoktur.

(4 = 5): e bir zayif P-nokta olmadigindan e nin a¢ik komsuluklarindan olugan bir % = {U; :
i € w} ailesi vardir ve (% )° = 0 dir. Her i € ® icin O; = {(x,y) € Gx G : x" 'y € U;} olsun.
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Bu & ={0; :i € o} ailesinin aradigimiz aile oldugunu goérecegiz. Her i € @ ve her x € G
icin xx~! = e € U; oldugundan (x,x) € O; olup A C 0; dir. f: Gx G — G, f(x,y) =x"ly
fonksiyonu siirekli ([25]) ve her i € @ i¢in O; = f~![U;] oldugundan O; € (G x G) olur. Son
olarak ([ ©)° = 0 oldugunu gorelim. Bir (x,y) € ((()€)° oldugunu varsayalim. Bu durumda
A, B € t(G) olmak iizere (x,y) € A x BC ()0 olur. Béylece heri € w i¢in (x,y) € AX B C O;
olur. Bu durumda her i € @ i¢in A~!B C U; elde edilir. Boylece ® # A~'B C Ni<e Ui olur.
A~'B # 0 agik oldugundan 0 # (N;~, Ui)° = (% )° olur. Bu bir geliski olup (N &)° = 0
dir.

(5 = 6) ve (7 = 8) aciktir. Onerme 5.1.9°dan (5 = 7) elde edilir. Kanit1 tamamlamak igin

(6=2) ve (8 = 2) oldugunu goérecegiz.

(6=2): 0 ={0;:i€ o} diyelim. (" €)° = 0 oldugunu varsayalim. (5 = 4) ve (4 < 2)
geregi e bir P-nokta degildir. Yani () ¢)° = 0 durumunda (6 = 2) elde edilir.

(NO)° # 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda hipotez geregi (€ ¢ 7(G x G) oldugundan
x,y € G noktalar1 var olup (x,y) € O ve (x,y) ¢ (N0O)° dir. Boylece (x,y) € O
oldugundan her i € @ i¢in (x,y) € A} x A} C O; olacak bicimde Af,A? € 7(G) agiklari

vardir. $imdi x € ((;.,A7)° ve y € (Ni<uA})° oldugunu varsayalim. Bu durumda her i € @
icin (x,) € (NicwA?)° X (NicoA})° € Oiolup (x,y) € (NicwA?)® X (NicwA})° SN ve
(NicwAY)° X (NicwA})® € T(G x G) oldugundan (x,y) € (N &)° olur. Bu ise bir ¢eliskidir.
Bu ¢eliskiden varsayim yanlis olup x ¢ ((;-,AF)° veyay ¢ ((N;<,A7F)° dir. Yani G nin en az

bir noktast P-nokta degildir. Bu durumda Uyar1 5.1.4’ten e € G noktast P-nokta degildir.

(8 = 2): Her i € w igin % ailesi G nin bir agik ortiisii oldugundan e € U olcak bigimde bir
Uf € ; vardir. Eger ((;-, Uf)° = 0 ise e bir zayif P-nokta degildir. Boylece e bir P-nokta
degildir. Eger ;, Uf ¢ 7(G) ise bir x € ;- Uf noktasi vardir ve x ¢ ((;-, Uf)° olur. Bu
durumda x bir P-nokta degildir. Uyar1 5.1.4’ten e bir P-nokta degildir. [

5.1.11. Teorem

X bir topolojik uzay olmak iizere X in acik ortiilerinin bir %y, %, %>, - . . dizisi var ve her

i € wigin U; € Z%; olmak tizere ((;q Ui)° = 0 olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X ) oyununda
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k-Markov stratejisi varsa DOLUCU nun bu oyunda k taktigi vardir.
Kanit

Her i € w igin %; bir ortii oldugundan her x € X i¢in x € U;* olacak bicimde bir U} € %
vardir. Hipotezden (), U;*)° = 0 oldugundan X uzayinin zayif P-noktas: yoktur. Teorem
5.1.5’ten k > 2 iken kanit tamamlanmig olur. Simdi £ = 1 durumunu diisiinelim. o, Lemma
4.2.8’deki kosullar1 saglayan Markov stratejisi olsun. Yukarida tanimlanan U;" lerden olugan bir
o' = {Uj" :i € w} ailesini alalm. Eger x € X ve i € @ iken A} =;; U; olarak tanimlarsak

icerme bagintisina gére azalan «% = {AY : i € w} ailesini elde ederiz ve her j <ii¢in U Jx cU

iken A7 CU ;‘ olur.
Simdi bir 1-taktik tanimlamak i¢in x € O € 7*(X) olan (O, x) ikilisini alalim.

{icw:YU € %,0Z U} #0dir. Ciinkii {i € @ : VU € %,0 L U} =0 olsaheri € o igin
en az bir U; € %; var olup O C U; olmasi gerekir. Bu ise O C (), U; olup O agik oldugundan
0 # O C (Ni<wUi)° = 0 celiskisini dogurur.

Bu durumda {i € ® : VU € %,0 ¢ U} # 0 oldugundan np = min{i € 0 : VU € %,0 L U}
vardir. t(0,x) = 6(np,(0,x)) NA;_ olarak tanimlayalim. ¢ stratejisinin 1-taktik oldugunu

gormek icin DOLUCU’nun ¢ ile oynadi81 herhangi bir karsilasmay1

((00,x0),(00,x0), (O1,%1),1(01,%1),(02,%2),£(02,x2),....).
biciminde alalim. Kanit:1 tamamlamak i¢in (), , Om 7# 0 oldugunu goérmeliyiz.

Bu karsilasmada herhangi bir m € o i¢in Op1 C t(Op,Xm) = 0(ng,,, (Om,Xm)) ﬂAi‘l"O“m C
Ayn dir. Boylece Opp1 C Ay - olur. Bu durumda her j < ng,, i¢in 7, nin tanimi geregi
U;C'” € Uj iken Oy C Aﬁgi - U;C'" olur. Yani np,, < min{i € @ : YU € %,0pm+1 LU} =
no,,,, olur. Boylece her m € w i¢in ng,, < ng,,,, olur. ng,, = a,, diyelim. O zaman (a,,) dogal

sayilarin kesin artan bir dizisi olur. Boylece (O, xm) = O (am, (Om,Xm)) ﬂAﬁfgm tanimini

kullanarak yukaridaki karsilasmay1 soyle yazabiliriz:

((OO,X()), G(Cl(), (OO,X())) N A;’vlooov (01 » X1 )7 G(Cl] ) (01 ,X[)) N Azlol ) (02,x2)7 6(612, (OZ;XZ)) N
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Aﬁzoz yen)

Boylece Ch(X) oyununda
((00,x0),0/(ap,(00,x0)),(01,x1),06(ai,(01,x1)),(02,x2),06(az, (02,x2)),...)
karsilasmasini elde ederiz. Lemma 4.2.8’den ), ¢, U # 0 olur. [J

Teorem 5.1.11 ve Onerme 5.1.9°dan asagidaki sonug elde edilir.

5.1.12. Sonug

X bir topolojik uzay olsun. X x X ¢arpim uzayinin A y1 iceren agiklarindan olusan sayilabilir
bir & ailesi (N&0)° = 0 bi¢iminde var olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov

stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi vardir.
5.2. Bu Konu ile Ilgili Acik Sorular
5.2.1. Soru

X her noktasi zayif P-nokta olan bir topolojik uzay olsun. Eger DOLUCU nun Ch(X)

oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU nun bu oyunda k-taktigi var midir?
Asagidaki soru Teorem 5.1.5 ile iligkilidir.

5.2.2. Soru

X zayif P-noktasi olmayan bir topolojik uzay olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda

Markov stratejisi varsa DOLUCU nun bu oyunda 1-taktigi var midir?



87

6. OYUN BOYUT FONKSIYONLARI

Boyut teorisi ([26]) ve topolojik oyunlar ([1], [27]) genel topolojinin 6énemli iki dalidir.
Topolojik oyunlar ile topolojik uzaylarin boyutlar1 arasindaki bazi iligkiler, ayrilabilir metrik
uzaylar i¢in [28] de, topolojik gruplar icin [29] da incelenmistir. Biz burada bazi sonlu
topolojik oyunlar tamimlayarak, oyun boyutlar1 olarak adlandirdigimiz bir takim boyut
fonksiyonlar1 elde edecegiz. Bu fonksiyonlarin baz1 6zelliklerini inceleyecegiz ve boyut
teorisinin temel kavramlarindan olan /nd ve ind fonksiyonlarini oyun boyutlar ile karakterize

edecegiz.

Bu boliimde yapilanlar yayinlanmistir [30].
6.1. Bu Béliim Icin Gerekli On Bilgiler
Asagidaki tanim 1yi bilinir.

6.1.1. Tanim

A ve B, X topolojik uzayimin bostan farkli kesismeyen alt kiimeleri olsunlar. Eger A C U,
BCVveUNV =0olan X in U ve V agiklar1 varsa L =X — (U UV) kiimesine A ile B

arasinda bir ayrag (partition) denir [26]. U
6.1.2. Uyan

X bir topolojik uzay ¥ C X kapali bir alt uzay olsun. Bu takdirde A,B C Y, Y altuzayinin
kesismeyen kapali alt kiimeleri iken eger L, A ile B arasinda X uzayinda bir ayrag ise LNY
kiimesi de Y alt uzayinda A ile B arasinda bir ayrag¢ olur. Soyle ki, kapali alt uzayin kapali
alt kiimesi iist uzayda kapali ([14]) oldugundan A ve B kiimeleri X uzayinin kesismeyen
kapal1 alt kiimeleri olur. Simdi A CU, BCV ve UNV =0 olan X in U ve V agiklari
icin L=X — (UUV), A ile B arasinda ayrag olsun. Bu durumda A CUNY ve BCUNY
olup Y uzayinda U NY ve VNY agik olduklarinda Y N ((UNY)U(VNY))° kiimesi Y alt
uzayinda A ile B arasinda ayractir. O halde YN ((UNY)U(VNY)) =Y N (U NV)UYC) =
(UUV)NY =LNY oldugundan LNY, Y alt uzayinda A ile B arasinda bir ayrag olur.
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Asagidaki boyut tanimi1 Menger-Urysohn boyutu olarak da isimlendirilir ve [26] numarali

kaynakta bulunabilir.
6.1.3. Tanim

Herhangi bir X regiiler uzayini {eo, —1} U @ kiimesinden bir elemanla esleyen ve tiimevarim
kullanilarak asagidaki bicimde tanimlanan fonksiyona kiiciik tiimevarimsal boyut (small

inductive dimension) denir ve ind ile gosterilir.
1) indX = —1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul X = @ olmasidir;

2) n € w olmak iizere, indX < n olmasi icin gerek ve yeter kosul herhangi bir x € X ve x in
herhangi bir U a¢ik komsulugu i¢in V*, V nin sinir1 olmak iizere indV*® < n— 1 olan x in bir

V acik komsulugunun bulunmasidir;

3) Eger bir X uzay! i¢in n € o iken indX < n ve indX ¢ n— 1 ise indX = n yazilir;

4) Eger bir X uzay1 her bir n € o i¢in indX > n oluyorsa indX = oo yazilir. [J

Asagidaki boyut tanim1 Brouwer-Cech boyutu olarak da isimlendirilir ve [26] da bulunabilir.
6.1.4. Tanim

Herhangi bir normal X uzayini {eo, —1} U @ kiimesinden bir elemanla egleyen ve tiimevarim
kullanilarak asagidaki bicimde tanimlanan fonksiyona genis tiimevarimsal boyut (large

inductive dimension) denir ve Ind ile gosterilir.
1) IndX = —1 olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul X = @ olmasidir;

2) n € N olmak iizere, IndX < n olmasi i¢in gerek ve yeter kosul herhangi bir kapali A C X
alt kiimesi ve A C U olan U aci81icin A CV C U ve IndV*® <n—1 olan X in bir V acik alt

kiimesinin bulunmasidir;

3) IndX = n ve indX = o tanimlari ind tamimindaki gibidir. [J
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6.1.5. Tanim

Herhangi bir normal X uzay1 ve n € {—1} U o verilsin. dimX < n olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul X uzayinin herhangi bir sonlu % agik ortiisii verildiginde "V.of C ¥ (|| > n+2 —

N.</ = 0)" kosulunu saglayan % nun bir ¥ agik incelmisinin bulunmasidur.
ind tammmindaki gibi dimX = n ve dimX = oo tamimlar1 yapilir. [J
Yukaridaki boyut tanimu Cech-Lebesque boyutu olarak da isimlendirilir ve [26] da bulunabilir.

Kabaca soyleyebiliriz ki bir topolojik uzayin boyutunu belirlemek i¢in bu ii¢ tanimdan birisi
kullanilir. X ayrilabilir metrik uzay iken dimX = IndX = indX olur [26]. Ozel olarak X = R”
icin dimR" = IndR" = indR" = n olur [26]. X herhangi bir topolojik uzay iken X uzayinin
dim, Ind veya ind anlaminda boyutlar1 ayn1 olmayabilir. Kabaca, boyut teorisi topolojik

uzaylarda bu ii¢ boyut tanimu arasindaki iligkileri inceler diyebiliriz.

Simdi bu bolimiin devaminda verecegimiz tanim ve teoremlerin kaynagi olan fikirden
biraz bahsedelim. X bir normal uzay iken dimX < n > 0 olmas1 i¢in gerek ve yeter
kosul X in kapali ve kesismeyen alt kiimelerinin (A, B) ikililerinden olusan keyfi sonlu
bir ((Ag,Bo),(A1,B1),...(An,By)) dizisi verildiinde L;, A; ile B; arasinda ayra¢ olmak
tizere LoNLiN...NL, =0 olan Ly,Ly,...,L, ayraglarinin bulunmasidir (Teorem 3.2.6,
[26]). Ornegin, dimX = 1 olan keyfi bir X topolojik uzay1 alalim. Bu teorem geregi X in
kesigmeyen kapalilarindan olusan ((Ag,By), (A1,B1)) dizisi verildiginde Lo N Ly = @ olan Lo
ve L ayrac¢larimi bulabiliriz. Simdi bu X uzayinda kesismeyen kapali alt kiimelerden olusan
(Ao, Bp) ikilisi verilsin. Ay ve By arasinda bir Ly ayracini ((A1,B;) ikilisini gormeksizin)
secmek zorunda olalim. Biz Ly ayracin sectikten sonra X uzayinin kesismeye kapalilarindan
olusan (A1,B;) ikilisi verilsin. Soru: Simdi biz yine Lo N L; = 0@ olan A, ile B; arasinda
bir L; ayraci bulabilir miyiz? Yukaridaki teorem bu soruya evet cevabin1 vermemiz i¢in
yeterli degildir. Eger boyle bir L; bulabiliyorsak X uzayinin ayra¢ oyun boyutu en fazla
1 diyecegiz ve abX < 1 yazacagiz. Asagida ayra¢ oyunu olarak isimlendirdigimiz bir
oyun tamimlayarak ab boyut tanimini elde edecegiz. Ayrilabilir metrik uzaylarda ab ile
bilinen oyun boyut fonksiyonlarinin ¢akistigini gérecegiz. X normal uzay iken abX > IndX

oldugunu ve X kalitsal normal uzay (her alt uzay1 normal olan uzaylara kalitsal normal
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uzay denir) iken abX = IndX oldugunu gorecegiz. Bu oyun boyut fonksiyonu iizerinde bazi
degisiklikler yaparak Ind ve ind fonksiyonlarini normal uzaylarda karakterize eden oyun

boyut fonksiyonlar1 bulacagiz.
6.2. Oyunlar
6.2.1. Tanim

Iki oyuncu ve bir normal X uzayimiz olsun. I ile birinci oyuncuyu II ile ikinci oyuncuyu
gosterelim. 1, bilegenleri X uzayinin kesigsmeyen kapali alt kiimelerinden olusan (Ag, Bo)
ikilisini secerek oyunu baslatir. II, Ag ile By arasinda bir Ly ayracini secerek hamle yapar.
Boylece ((Ao,Bo),Lo) sonlu dizisi olugur ve birinci raunt tamamlanir. Bu sonlu diziye
O-dereceli karsilagsma diyelim. Eger Lo = 0 ise bu 0-dereceli karsilasmay1 II kazanmistir, aksi
halde I kazanmustir diyecegiz. Ikinci rauntta; I, bilesenleri X uzayinin kesismeyen kapali
alt kiimelerinden olusan (A}, B;) ikilisini oynayarak hamle yapar. II, A; ile B, arasinda
bir L ayracini secerek hamle yapar. Boylece 1-dereceli karsilagsma olarak adlandirdigimiz
((Ao,Bo),Lo, (A1,B1),L;) sonlu dizisi olusur. Eger Lo L; = @ ise bu 1-dereceli karsilagmay1
II kazand: aksi halde I kazand1 diyecegiz. 3. ve diger rauntlar benzer bigimde oynanir. Ozetle,
((Ao,Bo),Lo,(A1,B1),L1),...,(An,By),Ly) sonlu dizisi herhangi n dogal sayis1 i¢in olusur.
Eger LoN...N L, = 0 ise bu n-dereceli karsilasmay1 II kazanir aksi halde I kazanir. Acikca II
eger bir n-dereceli karsilasmay1 kazanmigsa artik bu karsilasma devam ettigi her durumda
kazanir. Bu bicimdeki n-dereceli karsilasmalardan olusan aileye X iizerindeki ayra¢ oyunu

diyelim ve bu oyunu ao(X) ile gosterelim. [
6.2.2. Onerme

ao(X) oyununda ((Ag,Bo),Lo,...,Li—1) herhangi bir karsilasma olsun. Eger I, (A;,B;)
hamlesini asagidakia a ve b den en az birini saglayacak bicimde yaparsa, o zaman II bu

karsilasmay1 kazanir, yani Lo N L N...NL; = 0 olan I’ nin bir L; hamlesi vardir.
a)A;N (L() NLiN... ﬂLi_l) =0 veya B;N (L() NLiN... ﬂLi_l) = 0.

b)A; C Uj<i(AjUBj) veya B; C Uj<iAjUBj-
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Kanit
Genelligi bozmadan A;N (LoN Ly N...NLi—1) =0 veya A; C U;;(A;UB;) diyelim.

Eger A;N (LO NLiN... ﬂLi,I) =0Qise L* =LoNLiN...NL;_; ve B* =L*UB; diyelim. X
normal oldugundan B* ile A; arasinda bir L ayraci vardir. Bu durumda LNB* =@ olur. L; = L
dersek, L* C B* oldugundan L;NL* =0 yani LoNL;N...NL;_; NL; = olur. Bdylece bu

karsilagmay1 II kazanir.

EgerA; CUj;AjUBjise AiN(LoNL1N...NL;—1) = 0 olur ve yukarida yapilanlar bu durum

icin de gecerlidir. [
6.2.3. Uyan

Eger ao(X) oyununda (A,B) ikilisi I'in bir hamlesi ise A # 0, B # 0 olmali ve (A,B)
yukaridaki onermenin kosullarini saglamamalidir. Aksi halde II kazanir. Bundan dolayi,
genelligi bozmadan bu ¢alisma boyunca I’in oyunu kazanmak istedigini varsayarak (A, B)
ikilisi I’in bir hamlesi iken A # 0, B # 0 oldugunu ve (A, B) ikilinin yukaridaki 6nermedeki a

ve b kosullarim1 saglamadigimi varsayacagiz. [

Bu 6nerme bize eger I kazanmak istiyorsa hamlesini baz1 kosullar altinda yapmasi gerektigini
sOylityor. Yani ao(X) oyununda I iizerinde bazi dogal kisitlamalar var. Bu kisitlamalarin olusu

bizi asagidaki tanimlar1 yapmaya yonlendirdi.
6.2.4. Tanim

ao(X) oyununun kurallarinda degisiklikler yaparak asagidaki oyunu elde ediyoruz. ((Ag, Bo),
L) ayn1 ao(X) oyunundaki gibi olacak. i > 0 iken I, (A;, B;) hamlesini A;, B; C L; | kosuluyla
ve II, L; hamlesini L;_; alt uzayinda A; ile B; arasinda ayra¢ olmasi kosuluyla yapacak.
Boyle tanimlanan yeni oyuna X iizerinde kisitlanmis ayra¢ oyunu diyecegiz ve kao(X) ile

gosterecegiz.

Asagida tammladigimiz oyunla ind fonksiyonunu karakterize edecegiz.
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6.2.5. Tanim

kao(X) oyununa I, her bir (A;,B;) hamlesini A; = {x;} bi¢ciminde tek noktadan olusan bir
kiime seklinde yapar" kosulu getirilerek elde ettigimiz oyuna X iizerindeki noktali ayrag

oyunu diyecegiz ve nao(X) ile gosterecegiz.

Yukaridaki oyunlarda kazanma stratejisi tanimi

Onceki boliimlerde bir oyuncu icin kazanma stratejinin ne oldugundan bahsedildi. Bu
oyunlarda da kazanma stratejisi tanim1 benzerdir. Okuyucuya kolaylik olmasi i¢in yine de
agikca yazacagiz. ao(X) oyununda II, i¢in bir kazanma stratejisi tanim kiimesi ((Ag, Bo), Lo,
(A1,B1),Ly, ...(An,By)) biciminde ao(X) oyununun legal hamlelerinden olugan sonlu diziler
ailesi iken deger kiimesi II i¢in legal bir hamle olan L,, ayraclarindan olusan kiimedir ve II bu

strateji ile oynadiginda her karsilagsmayi1 kazanir.

Ornegin, Il i¢in ao(X) oyununda o, n-dereceli karsilasmalar1 kazanacak bir strateji olsun. o ile
IT oynasin, o zaman bir karsilasma; ((Ao,Bo), 6(Ao,Bo) = Lo, (A1,B1),0(((Ao,Bo), Lo, (A1,
By)) =Ly),...(An,Bn),0(...,(Ay,By)) = L,) bigiminde olacak ve LoNLN...NL, =0

olacaktir.

Eger II’nin ao(X) oyununda n-dereceli karsilagsmalar1 kazanacagi bir stratejisi varsa m > n
iken bu oyunda m-dereceli karsilagsmalar1 da kazanacagi aciktir (baglangictan n. raunda kadar

bu strateji ile oynar sonra herhangi bir ayrag¢ secerek oynar).

Diger oyunlar icin de herhangi bir oyuncunun kazanma stratejisi benzer bicimde tanimlanr.
6.3. Oyun Boyut Fonksiyonlari

6.3.1. Tanim

Tanim kiimesi normal uzaylar sinifi deger kiimesi @ U {—1,0} olan ve agagidaki bigimde

tanimlanan fonksiyona ayra¢ oyun boyutu denir ve ab ile gosterilir.

(1) abX = —1 olmasi icin gerek ve yeter kosul X = 0 olmasidir;
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(2) abX < nolmas igin gerek ve yeter kosul I nin ao(X ) oyunundaki n-dereceli kargilagmalari

kazanacak stratejisinin var olmasidir;

(3) abX = n olmast i¢in gerek ve yeter kosul abX < n ve abX % n— 1 olmasidir;

(4) abX = oo olmas igin gerek ve yeter kosul abX £ n (her n € ® i¢in) olmasidir. [J

Sirasiyla kisitlanmis ayra¢ oyunu ve noktali ayra¢ oyunu kullanarak yukaridaki tanima benzer
bicimde normal uzaylar icin kisitlanmis ayrag oyun boyut fonksiyonu, kab, ve regiiler uzaylar

icin noktali ayra¢ oyun boyut fonksiyonu, nab, tanimlanir.
6.4. Oyun Boyut Fonksiyonlariin Bazi Ozellikleri

Asagidaki ilk iki 6nerme bilinen bir 6nermedir ve [26] da (sirasiyla, Proposition 1.6.2 ve

Proposition 1.1.4) bulunabilir.

6.4.1. Onerme

X bir normal uzay ve n > 0 bir tam say1 olsun. /ndX < n olmasi icin gerek ve yeter kosul X
uzayinin kesismeyen kapali A ve B alt kiimeleri arasinda IndL < n— 1 olan bir L ayracinin

bulunmasidir [26]. (I
6.4.2. Onerme

X bir regiiler uzay ve n > 0 bir tam say1 olsun. indX < n olmasi icin gerek ve yeter kosul her
x € X ve x ¢ B olan her kapali B C X alt kiimesi i¢in {x} ile B arasinda indL < n— 1 olan bir

L ayracinin bulunmasidir [26]. U

6.4.3. Teorem

X bir normal uzay olmak iizere asagidakiler esdegerdir:
1) kabX = 0;

2) abX = 0;
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3) IndX = 0;
4) dimX = 0.
Kanit

(IndX =0 < dimX = 0) denkligi [26] da (Teorem 1.6.11) bulunabilir. (kabX = 0 < abX =0)

Ilgili oyunlar ilk rauntta aym oldugundan elde edilir.

(IndX = 0 = abX = 0): 1, ilk hamlesini (Ag, By) yapsin. Onerme 6.4.1’den IndLy = —1 olan
Ay ile By arasinda bir Ly ayract vardir. Bu durumda /nd tanimi gere8i Ly = 0 olur. II i¢in
stratejiyi 6((Ag,Bo)) = Lo olarak tanimlarsak II, ao(X) oyununda 0-dereceli karsilasmalari,

Ly = 0 olacagindan, kazanir. Boylece abX < 0 olur. X # @ oldugundan abX = 0 elde edilir.

(abX = 0= IndX = 0): Il igin abX = 0 yapacak bir ¢ stratejisi vardir. Herhangi kesismeyen
kapali A, B C X alt kiimelerini alalim. 6((A,B)) = L diyelim. abX = 0 oldugundan L = 0 ve
L, A ile B arasinda bir ayractir. Onerme 6.4.1°den ve X # 0 oldugundan /ndX = 0 olur. [J

6.4.4. Teorem

Eger II'nin ao(X) oyununda (kao(X) oyununda) n > O iken n-dereceli karsilasmalari
kazanaca@ bir o stratejisi varsa keyfi A, B C X kesismeyen kapali alt kiimeleri i¢in 6(A,B) =

L, A ile B arasinda abL < n—1 (kabL < n— 1) olan bir ayragtir.

Diger bir ifadeyle, eger abX =n > 0 (kabX =n > 0) ise X topolojik uzayinin verilen herhangi
kesigsmeyen kapali1 A ve B alt kiimeleri arasinda abL < n— 1 (kabL < n — 1) olan bir L ayraci

vardir.

Yukarida A ile B iizerinde bir kisitlama olmadigindan bu teorem A (veya B) tek noktadan

olusan kiime iken de, yani nab i¢in de dogrudur.
Kanit

abL < n— 1 oldugunu gérmek i¢in ao(L) oyununda II i¢in bir o, stratejisi tanimlayacagiz.
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Benzer bi¢cimde, kao(L) oyununda ve nao(L) oyununda oy, tanimlanarak kabL < n—1 ve

nabL < n— 1 oldugu goriilebilir, tekrardan kaginmak i¢in bu kism1 yazmayacagiz.

ao(L) oyunundaki anlamli hamlelerden olusan m < n iken bir

((A07BO)7L0; (AlaBl)aLla"'a(AmaBm))

sonlu dizisi verilsin. or((Ag,Bo),Lo,---,(Am,Bn)) = Ly, yi asagidaki gibi tanimlayalim.
Eger ao(X) oyunundaki anlamli hamlelerden olusan ve m > i > 0 iken L. = o(((A,B),L,
(Ao,Bo),Lj,-..,(Ai,B;)) ve Ly = LN L. olacak bi¢imde bir ((A,B),L,(Ao,Bo),Ly, (A1,B1),
Ly, ..,(Am,Bn)) sonlu dizisi varsa L,, = LN o((A,B),L,(Aq, Bo),Lyy,--.,(Am,Bn)) olarak
tammmlayalim. Eger yoksa L,,, A, ile B,, arasinda L alt uzayinda keyfi bir ayra¢ olsun (bu

durum bastan oy, ile oynanan karsilasmalarda gerceklesmeyecek).

or nin abL < n — 1 yapan bir strateji oldugunu (herhangi bir karsilasmay1 bagtan oyunculara
oynatarak) gorelim. Simdi ao(L) oyununda I ilk hamlesini (A, Bo) bigiminde yapsin. Bu
durumda L C X kapal1 ve Ay,By C Ly oldugundan Ay ve By X uzayinda da kapali olur.
Boylece ((A,B),L,(Ao,By)) sonlu dizisi oa(X) oyununda olup 6((A,B),L, (Ao, Bo)) = Lj
i¢in Lj, Ag ile By arasinda X uzayinda bir ayra¢ olur. Uyart 6.1.2’den LN Lj, = Lo, L alt
uzayinda Ag ile By arasinda ayrag olur. oy tanimu geregi 11, 67.((Ao,Bo)) = Lo hamlesini
yapar. Simdi ao(L) oyununda I, ikinci hamlesini (A1, B;) bigiminde yapsin. Bu durumda ilk
raunttakine benzer gerekgeyle ((A,B),L, (Ao, Bo), L, (A1,B1)) sonlu dizisi oa(X) oyununda
olup 6((A,B),L, (Ao, Bo),Lj, (A1,B1)) =L} i¢in L}, A ile B arasinda X uzayinda bir ayrag
olur. Bu durumda LN L] = L;, L alt uzayinda A, ile B; arasinda ayrag olur. o7, tanimi geregi
01.((Ao,Bo), Lo, (A1,B1)) = Ly bigciminde Il oynar. Bu karsilasma boyle devam ettiginde ao(L)

oyununda

((A0,Bo), Lo, (A1,B1), L1, .., (An—1,Bp—1), Ln—1)
kargilagmast olugurken ao(X) oyununda
((A,B),L,(Ao,Bo), L, (A1,B1, L, ..., (Ap—1,By-1),L;,_;)

karsilasmasi olusur. Burada o, ao(X) oyununda II'nin ab(X) < n yapan bir stratejisi
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oldugundan @ = LNLyNL| N...NL],_, olur. Béylece L; = LN L] oldugundan @ = LoNL; N
...NL,_1 olur. Bu durumda bu karsilagsma keyfi oldugundan oy, stratejisi Il icin ab(L) < n— 1

yapan bir stratejidir. [

Asagidaki teorem Ind fonksiyonunu kab ile karakterize eder.
6.4.5. Teorem

Herhangi bir X normal uzay1 i¢in kabX = IndX olur.

Kanit

kabX = n olmasi icin gerek ve yeter kosulun /ndX = n oldugunu gorecegiz. n = —1 icin bu

denklik aciktir. n = 0 durumu Teorem 6.4.3’ten aciktir.

n > 0 olsun. Tiimevarim kullanarak her n > 0 ve her normal X uzayi icin eger IndX =n
ise kabX < n ve eger kabX = n ise IndX < n oldugunu gorecegiz. Bu goriildiigiinde
kanit tamamlanmis olacaktir. Simdi tiimevarim hipotezi olarak 0 < k < n olan her k icin
yukaridaki iddia dogru olsun. X bir normal uzay ve IndX = n olsun. Il icin bir o stratejisini
asagidaki gibi tammlayalim. Ilk rauntta X uzaymin kesismeyen kapali Ay, By alt kiimeleri
verilsin. Onerme 6.4.1°den A ile By arasinda IndLy < n— 1 olan bir L ayraci segebiliriz.
6((Ag,Bp)) = Lo diyelim. Timevarim hipotezinden IndLy < n — 1 oldugundan kao(Ly)
oyununda IT’nin (n — 1)-dereceli kargilagsmalar1 kazanabilecegi bir 6™ stratejisi vardir. i > 0
i¢in kao(X) oyunundaki hamlelerden olusan bir sonlu ((Ao, Bo), Lo, (A1,B1),L1,...,(A;,B;))
dizisi verilsin. Kisitlanmig ayra¢ oyunu tanimindan bu dizide L; hamlesini L;_; alt uzayinda
A, ile B; arasinda ayrag oldugundan (Ay,B;),Ly,...,(A;,B;) sonlu dizisi kao(Ly) oyununda

olur ve
G*((Al,Bl),Ll,. . (A,',B,'))
vardir. Boylece

G((A(),B()),Lo,...,(A,',Bi)) = O'*((Al,Bl),Ll,...,(Ai,B,'))
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olarak tanimlanabilir.

II’'nin ka(X) oyununda o ile oynadig1 keyfi bir ((Ag,Bo),Lo,(A1,B1),L1,(An,Bn),Ly)
kargilagmasini alalm. Burada ((Ay,B1), L1, (A, By),Ly,) karsilasmasi II'nin ka(Lg) oyununda
o* ile oynadig1 kargilasma olur ve LoNLiN...NL, CLiN...NL, =0 olur. Boylece kabX <n
elde edilir.

X bir normal uzay ve kabX = n olsun. O zaman kabX = n olmasim saglayan II’nin bir o

stratejisi vardir.

X uzayinin kesismeyen kapali A ve B alt kiimelerini alalim. Teorem 6.4.4’ten A ile B arasinda
kabL < n— 1 olan bir L ayraci vardir. Tiimevarim hipoteziden /ndL < n — 1 olur ve boylece

Onerme 6.4.1°den IndX < n olur. OJ

Asagidaki teorem ind fonksiyonunu nab ile karakterize eder.

6.4.6. Teorem

Herhangi bir X regiiler uzayi icin nabX = indX.

Kanit

nabX = n olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun indX = n oldugunu gorecegiz. n = —1 ve
n = 0 durumu Teorem 6.4.5’in kanitindaki gibi aciktir. n > 0 durumu yine Teorem 6.4.5’in

kanitindaki gibi Onerme 6.4.1 yerine Onerme 6.4.2 kullanilarak kanitlanir. OJ

Yukaridaki iki teorem Ind = kab ve ind = nab oldugunu soyliiyor. Boylece literatiirde ind
ve Ind ile ilgili sonuclar nab ve kab ile de ilgili olur. Yani nab ve kab ile ilgili gorece yeterli

bilgi vardir. Bu bakimdan ab fonksiyonunu incelemek daha anlamli olacaktir.

6.4.7. Teorem

X bir normal uzay, Y C X kapal alt uzay ise abY < abX olur.
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Kant

abX = n olsun ve oy, II i¢in abX < n yapan strateji olsun. ab(Y) oyunundaki anlaml
hamlelerden olugan sonlu bir ((Ao,Bo),Lo,(A1,B1),L1,...,(A;,B;)) dizisi verilsin. Bu
takdirde oy ((Ao,Bo), Lo, (A1,B1),L1, .., (A;,B;)) = L; ayracin1 asagidaki gibi tanimlayalim.
j<nikenL;=YNox(...,(Aj,Bj)) olan bir

((Ao,BQ),Gx((AQ,Bo)), (Al,Bl), Gx(. . (Al,Bl)) ceey (A,',Bl'>, Gx(. ey (Al',B,')))

kargilasmasi ab(X) oyununda varsa L; =Y Nox(...,(A;,B;)) olarak tanimlansin. Eger yoksa
(bu durum II'nin oy ile bastan oynadig1 herhangi bir karsilasmada gerceklesmeyecek) Y alt

uzayinda L;, A; ile B; arasinda herhangi bir ayrag olsun.

oy nin abY < n yapan bir strateji oldugunu gorelim. Simdi ao(Y) oyununda I ilk
hamlesini (Ag,Bp) bigiminde yapsm. Y C X kapali oldugundan ((Ag,Byp)) sonlu dizisi
oa(X) oyununda olup ((Ag,By),0x((Ao,Bo))) O-dereceli karsilasmast ao(X) oyununda
olugur. Bu durumda Uyar 6.1.2°den Y N ox((Ao,Bo)), Ao ile By arasinda Y uzayinda
bir ayra¢ olur ve ao(Y) oyununda oy tanimindan II, oy((Ao,Bo)) = Y N ox((Ao,Bo))
hamlesini yapar. Boylece ilk raunt tamamlanir. Bu durumda ao(Y) oyununda ((Ag,By),Y N
ox ((Ao,Bop)) karsilasmasi olusurken ao(X) oyununda ((Ao,Bo), 0x ((Ag,Bo)) karsilagsmasi
olusur. Simdi I, ao(Y) oyununda ikinci hamlesini (A, B;) bigiminde yapsin. Ilk raunttaki gibi

((Aop,Bo),0x((A0,Bo))), (A1,B1) sonlu dizisi oa(X) oyununda olup

(<A07BO)7O-X((A07BO))a (AlvBl)v G(' R (AlvBl>))

1-dereceli kargilasmasi ao(X ) oyununda olusur. Bu durumda ilk raunttakine benzer gerekgeyle
ao(Y) oyununda IL, oy(...,(A1,B)) =Y Nox(...,(A1,B;)) hamlesini yapar ve oyun boyle

devam eder. Bu durumda, oyun bdyle devam ettiinde n igin, ao(Y) oyununda

((A(),BQ),YQG)(((A(),B())),(A],B]),..,(An,Bn),YﬂG(...,(An,Bn)))

kargilagmasi olusurken ao(X) oyununda

((A(),B()),Gx((A(),B())), (A] ,B]), ey (An,Bn), G(. . (An,Bn)))
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kargilagmast olusur. Burada o, ao(X) oyununda II'nin ab(X) < n yapan bir stratejisi

oldugundan
0 =o0x((A0,Bo))N...N0(...,(An,By))) CYNox((Ag,Bo))N...0NYNGS(...,(An,Bn)))

olur. Boylece bu karsilasma keyfi oldugundan oy stratejisi II i¢in ab(Y) < n yapan bir

stratejidir. [
Asagidaki tanim literatiirde vardir.
6.4.8. Tanim

X bir topoljik uzay olmak iizere Z C 7(X) ailesi verilsin. Eger her A C X kapali alt kiimesi ve
A CU € 7(X) olan her U i¢in A C B C U olan bir B € 4 bulunuyorsa Z ailesine X uzayinin

kapali alt kiimeleri icin bir genis tabani (large base) denir.
6.4.9. Onerme

X bir normal uzay abX < n > 0 olsun. X uzayinin kapali alt kiimeleri i¢in bir Z genis tabani

"her B € % i¢in abB® < n— 1" olacak bigimde vardir.
Kanit

Herhangi bir kapal1 A alt kiimesi ve A kiimesini iceren bir U agi181 verilsin. A C By y C U ve
aijLU < n—1 olan bir B4 yy a¢181 bulacagiz. A ile U¢ kesismeyen kapalilar oldugundan
Teorem 6.4.4’ten A ile U¢ arasinda abL < n — 1 olan bir L ayraci1 vardir. Bu durumda
kesismeyen O ve W aciklari var olup L = (OUW), AC O, U°CW ve ONW =10
olur. By y = O diyelim. Bj"U =0—-0CLve Bf&,U kapal1 oldugundan Teorem 6.4.7’den

abBy ;; < abL <n— 1 olur. []
6.4.10. Onerme

X bir normal uzay ise IndX < abX dir.
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Kanit

Tiimevarim ile her n > —1 tam sayist ve her X normal uzayi i¢in abX = n ise IndX < n
oldugunu gorecegiz. n = —1 i¢in agiktir. n = 0 icin Teorem 6.4.3’ten agiktir. 0 < k < n olan
her k icin dogru, yani abX = k olan her normal X uzayi i¢in /ndX < k olsun. abX = n olan bir
X normal uzayi verilsin. O zaman II'nin abX = n yapan bir ¢ stratejisi vardir. X in herhangi
kesismeyen kapal1 A ve B alt kiimelerini alalim. 6((A,B)) = L diyelim. Teorem 6.4.4’ten L,
A ile B arasinda ayra¢ olup abL < n — 1 olur. Tiimevarim hipotezinden /ndL < n— 1 olur.

Onerme 6.4.1°den IndX < n elde edilir. Bu durumda tiimevarim geregi kanit biter. (]

6.4.11. Sonug

X bir normal uzay ise kabX < abX olur.

Kanit

Teorem 6.4.5 ve Onerme 6.4.10 geregi bu kamit aciktir. [J

Asagidaki lemma bilinmektedir. Bu lemma ve kaniti i¢in [26] da 1.2.9 Lemma’ya ve 1.2.10
Remark’a bakilabilir.

6.4.12. Lemma

X bir kalitsal normal uzay ve M C X kapali alt uzay olsun. X in kesismeyen kapali A ve B alt
kiimleri verilsin. Eger L', M alt uzayinda M N A ile M N B arasinda bir ayrag ise X uzayinda A
ile B arasinda M N L C L' olan bir L ayraci vardir ([26]).

6.4.13. Teorem

X bir kalitsal normal uzay ise abX = kabX olur.

Kant

Sonug 6.4.11°den kabX < abX olur. abX < kabX oldugunu goérmek i¢in kabX = n diyelim ve
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I’nin kabX = n olmasini gerektiren stratejisi ¢ olsun. IT i¢in ao(X) oyununda bir * stratejisi
tanimlayacagiz ve bu strateji ile ab(X) < n olacak. Bu gériildiigiinde abX < kabX olur ve

kanit tamamlananir.

ao(X) oyunundaki hamlelerden olusan sonlu ((Ag,Bo), L, (A1,B1),L], ..., (A;,B;)) dizisi

verilsin.

Egeri=0ise L= 0" ((Ao,Bo)) = 0((Ao,Bo)) olarak tanimlayalim.

Egeri > 0ise 0*((Ao,Bo), L5, - - -, (Ai,B;)) = L yi asagidaki gibi tanimlayalim.
Egeri > j > 0 iken

(*) Ly :LS ve Ljfl PIL;f - Lj olan bir ((A(),B()),Lo, (Al MLy, By ﬂLo), L, (Al'ﬂLl;l,Biﬂ

L;_1)) kargilagsmasi kao(X) oyununda vardir,

bigimindeki (*) kosulu saglaniyorsa asagidakileri tanimlayalim. Eger saglanmiyorsa L7,
A; ile B; arasinda herhangi bir ayra¢ olsun (Bu durum bastan ¢* ile oynandiginda

gerceklesmeyecek).

L= G((Ao,Bo),Lo, (A1 NLy,B; ﬂLo), L, (Al' ﬂLi,I,BiﬂLl;l)) diyelim. Lemma 6.4.12
den L;_; € X kapali oldugundan X uzayinda A; ile B; arasinda L,_1 NL; C L; kosulunu
saglayan bir L; ayraci vardir. Béyle bir L} segelim ve 6*((Ag,Bo),Ly,---,(Ai,Bi)) = L}

biciminde tanimlayalim.

Simdi ¢* 1 aradigimiz strateji oldugunu gérelim. I’nin ao(X) oyununda ¢* ile oynadigi

keyfi
(<A07BO)7L2<)7 (AlaBl)aLTa ey (AnaBn)aL:;)

karsilagsmasini alalim. Burada ¢* tanimi geregi kisitlanmis ayra¢ oyununda II'nin o ile

oynadig1

((A())BO)?LO; (A] r_]LO7B1 mLO)v .. -Ln—17(An an—th an—l)7Ln)
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kargilagmasi olusur. Burada kargilagma bagtan ¢* ile oynandig1 i¢in Lo = Ly ve n > j > 0
iken L;_; ﬂL}‘- C L;j olur. ¢ II’'nin kazanma stratejisi oldugu i¢in @ = Lo N L; N...NL, olur.
Bu durumda L;_1 N L}k. C L; kullanilarak Ly = Ly ise LoN L} = LN L} olup L1 D LN L]
olur ve L1 NL; O LyN Ly NL; elde edilir. Boyle devam edildiginde ve kisitlanmus ayrag
oyunu tanimi gere8i L, C 1,1 C...CLypolup@=LoNLN...NL, =L, oldugu icin
0=LoNLiN...NL, =L, 2 LyNLN...NL; olur. Boylece abX < n elde edilir ve kant

tamamlanir. [J

Teorem 6.4.13 ve Teorem 6.4.5 geregi asagidaki sonucun kaniti aciktir.
6.4.14. Sonug

X bir kalitsal normal uzay olsun. Bu takdirde IndX = kabX = abX olur.

X metriklenebilir bir uzay ise dimX = IndX oldugu bilinmektedir ( Teorem 4.1.3, [26]). Her
X metrik uzay1 kalitsal normal oldugundan IndX = dimX = abX = kabX olur. Ayrilabilir X
metrik uzay1 icin IndX = dimX = indX oldugu iyi bilinir ([26]). Boylece, X ayrilabilir metrik
uzay ise IndX = dimX = indX = abX = kabX = nabX elde edilir.

6.5. Bu Konu ile Ilgili Acik Sorular

6.5.1. Soru

Eger abX =n > 0 ise abL = n— 1 olan bir L C X alt kiimesi var midir?

Eger yukaridaki sorunun cevabi olumlu ise asagidaki sorunun cevabi da olumlu olur.
6.5.2. Soru

EgerabX =n > 0ise k € {0,1,...n— 1} igin abL = k olan L C X alt uzay1 var midir?
6.5.3. Soru

kab(X) < ab(X) olan X topolojik uzay1 var midir?
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7.SONUC VE ONERILER

Bu tezde topolojik oyunlar ile ilgili baz1 acik sorulara kismi cevaplar verilmis ve bazi yeni
topolojik oyunlar tanimlanmistir. Tanimlanan bu topolojik oyunlarin iligkili oldugu bazi
konular incelenmistir. Her boliim sonunda agik sorular birakilmistir. Bu sorularin ¢ogu, genel
topolojide 6nemli bir yeri olan Topology and its Applications isimli dergide yayinlanmistir
[11], [12]. Bu bakimdan 6nem kazanan bu sorularin cevaplarinin arastirildig1 yeni calismalar

yapilabilir. Asagiya bu sorulardan bazilarini yazdik.

1.) X Noderyan tabani olan bir 77-uzay olsun. Eger Ch(X) oyununda DOLUCU’nun kazanma
stratejisi veya X regiiler iken esdeger olarak kodlama stratejisi varsa DOLUCU nun bu oyunda

1-taktiginin (veya 2-taktiginin) olmas1 gerekir mi?

2.) DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU ’nun bu oyunda

k-taktigi var midir?

3.) DOLUCU’nun Ch(X) oyununda k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda

(k+1)-taktigi var midir?

4.) X bir Ty-uzay olup bir Noderyan tabani var olsun. Eger DOLUCU’nun Ch(X) oyununda
k-Markov stratejisi varsa DOLUCU’nun bu oyunda k-taktigi (veya (k + 1)-taktigi) var midir?

5.) X bir Tj-uzay olsun ve X uzayinin rank(%) < o olan bir Z Noderyan tabani bulunsun.
DOLUCU’nun Ch(X) oyununda kazanma stratejisi varken DOLUCU’nun bu oyunda 1-taktigi

var midir?

6.) Bir X uzay1 i¢cin GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda) DOLUCU’ nun kazanma

stratejisi varsa X yonlendirilmis tam uzaydir diyebilir miyiz?

7.) Bir X uzay1 i¢cin GBM(X) oyununda (veya GCh(X) oyununda) DOLUCU’nun kazanma

stratejisi varsa X zayif yonlendirilmis tam uzaydir diyebilir miyiz?
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