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OZET

CIZGE TEORISINDE
BASKINLIK SAYISI

MUTLU OZCAN, Aysen

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismani : Dog. Dr. Aysun AYTAC
Mart 2021, 47 sayfa

Bu tez calismasinda, baskinlik parametresinin bir tiirii olan ¢ift baskinlik
sayist ¢alisilmistir. S <V igin eger V deki her tepe S de en az iki tepe tarafindan
bastirilirsa, G ¢izgesinin ¢ift baskin kiimesi olarak tanimlanir ve DD —kime

(DD —set) ile gosterilir. G ¢izgesinin ¢ift baskinlik sayisi, en kiigiik elemanli bir
DD —kiime nin eleman sayisidir ve 7, (G) ile gosterilir.

Bir G ¢izgesinin golge cizgesi J.A. Gallian tarafindan, golge uzunluklu
(mesafeli) cizgesi ise B. Sooryanarayana tarafindan tanimlanmistir. Bu ¢alismada,
network modeli olarak oldukga fazla kullanilan ¢izgelerden yol ¢izge, ¢evre ¢izge,
tam ¢izge, yildiz cizge, tekerlek ¢izge, iki parcali tam ¢izge gibi bilinen bazi

cizgelerin golge ve golge uzunluklu ¢izgeleri i¢in sonuglar elde edilmistir

Anahtar sozciikler: Cizge teorisi, baskinlik, cift baskinlik, golge cizgeler,
gblge uzunluklu (mesafeli) ¢cizgeler.






ABSTRACT

DOMINATION NUMBER OF
GRAPH THEORY

MUTLU OZCAN, Aysen

MSc in Mathematics
Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Aysun AYTAC
March 2021, 47 pages

In this thesis, double domination number, which is a type of domination
parameter, has been studied. A set ScV is called a double dominating set
(DD —set) of a graph G if every vertex in V is dominated by atleast two vertices

in S. The minimum cardinality of DD —set is called double domination number
of G and is denoted by 7, (G).

The shadow graph of a G graph was defined by J.A. Gallian, while the
shadow distance graph was defined by B. Sooryanarayana. In this thesis, results
were obtained for shadow graphs and shadow distance graphs of some known
graphs such as path graph, cycle graph, star graph, complete graph, wheel graph,
complete bipartite graph, which are widely used as network models.

Keywords: Graph theory, domination, double domination, shadow graphs,
shadow distance graphs.
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ONSOZ

Baskinlik sayisi, yillar boyunca c¢izgeler (graflar) {izerinde ¢alisilan bir
parametredir. Bir G ¢izgesinin ¢ift baskinlik sayisi parametresi iizerinde de
calismalar bulunmaktadir. Arastirmalar sonucunda goélge cizgelerin de ¢ift
baskinlik degerlerinin hesaplanabilecegi goriilmiistiir.

Bu tez ¢alismasinda, bilinen bazi ¢izgeler {izerinde golge ¢izgelerin ve golge
uzunluklu (mesafeli) ¢izgelerin ¢ift baskinlik sayilari incelenmistir.
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1. GIRIS

Gergek hayat problemlerinin matematiksel modellemesi diferansiyel
denklemler, integral denklemler, cebirsel iligkiler vb. kullanilarak yapilabilir.
Cesitli bilesenlerin birbiriyle nasil iliskili oldugunu gosteren bu tiir problemlerin
grafiksel gosterimi, onlar1 incelemek ve ¢ozmek igin herkesi cezbeder. Bu grafik
temsiller medeniyetten 6nce bile takip edilmis olsa da, somut bir matematiksel
yap1 olarak, yeni bir matematik dali olan ¢izge teorisinin formiilasyonuna
yardimer olmustur. Cizge teorisinin tanimlanmasindan bu yana, bu yapilarin

cesitli yonleri matematikgilerin ilgisini ¢ekmistir.

Ag tasarimi gibi birgok graf uygulamasimnin bilinmesi matematikgilerin

yanisira bilgisayar bilimciler i¢in de olduk¢a dnemlidir.

G ¢izgesi, iki kiimeden olusan sirali bir gifttir G = (V (G), E(G)). Burada
V =V (G) tepe kiimesi olarak ve E=E(G) aynt kiimesi olarak adlandirilir.

U,V €V olmak iizere bu iki tepe arasinda bir ayrit varsa, U ve V iki tepesinin
komsu oldugu soylenir. Bu ayrit UV olarak gosterilir. G ¢izgesinin tepe sayisi,
|V| olarak gosterilen V kiimesinin eleman sayisidir. Bir G ¢izgesinde iki tepe
arasindaki birden fazla olan ayritlara kath ayritlar, bir tepe arasindaki bir ayrita
dongii ayrit ad1 verilir. Bir G ¢izgesinin her tepe ¢ifti arasinda en az bir yol var
ise, G cizgesine baglantih (birlestirilmis) ¢cizge denir. Eger bir G ¢izgesindeki
uv ayritt VU ayritidan farkli ise bu grafa yonlii cizge, aksihalde grafa yonsiiz
cizge denir. Trivial (asikar) ¢izge hicbir ayrit1 olmayan c¢izgedir. Bir ¢izgede
izole edilmis tepe veya izole tepe, ¢izgede komsusu olmayan tepedir. Bir G
cizgesindeki herhangi bir v tepesinin derecesi, V tepesine komsu olan G'deki
tepe sayisidir ve degg (v) ile gosterilir. Bir G ¢izgesinin tepe derecelerinin en
kiiciigiine, ¢izgenin minimum tepe derecesi ve tepe derecelerinin en biiyiigiine
ise, cizgenin maksimum tepe derecesi denir ve sirasiyla 5(G) ve A(G) ile
gosterilir. Bir G ¢izgesinde VeV olmak iizere, v tepesinin agik komsulugu
N (V) = {u eV|uve E} , kapah Kkomsulugu ise N [V] =N (V)u{v} seklinde

tanimlanir. Bir ¢izgenin yapragi, bir dereceli tepesidir ve bir yapraga komsu olan



tepe ise cizgenin destek (support) tepesidir. (Chartrand et al., 1986; West, 2001,
Harary, 1969)

G ¢izgesinin tepelerinin herhangi bir S kiimesi i¢in, etkilenmis alt ¢izgesi
(S), S tepeler kiimesi ile olusturulmus maksimal alt ¢izgesidir. S deki iki tepe
ancak ve ancak G ¢izgesinde bitisik ise (S) ¢izgesinde birbirine bitisiktir. r e Z™*
olmak iizere bir G ¢izgesinde, YveV(G) i¢in d_ (v)=r ise G g¢izgesine
r —dizenli ¢gizge denir. Bir G ¢izgesinin tiimleyen (complement) gizgesi G , G
cizgesi ile ayni tepeler kiimesine sahiptir ve G ¢izgesinde komsu olmayan iki

tepe G ¢izgesinde komsu iken, G ¢izgesinde komsu olan iki tepe G ¢izgesinde
komsu degildir. (Chartrand et al., 1986; West, 2001; Harary, 1969)

Zedelenebilirlik, bir iletisim agindaki bazi merkezlerin ya da baglanti
hatlarinin zarar gormesinden sonra geriye kalan agdaki, iletisim kesilene kadar

gegecek olan siirede agin dayanma giiciiniin 6l¢iimiidiir. (Barefoot et al., 1987)

Omegin, iletisim aglar1 kopmalara ve saldirilara maruz kalabilir. Iletisim
aglar tasarlanirken, iletisimin kopmamasi amaciyla gerekli dnlemler alinmalidir.
Agin bozulmalar karsisinda gosterdigi dirence agin zedelenebilirlik degeri denir.
Cizgelerde iletisim  aglarmin  dayanikliligini  ve  giivenilirligini  Sl¢lip
hesaplayabilmek i¢in birgok parametre kullanilmaktadir. Bunlardan bazilari
baglantililik  (connectivity), dayaniklilik (toughness), biitlinlik (integrity),
bagimlilik sayist (bondage number), baskinlik sayisi (domination number) vb.

olarak adlandirilmistir.

Cizgelerde baskinlik, ¢izge teorisinin kapsamli bir sekilde arastirilmis bir
dali olmustur. Cizge teorisi, modern matematik ve bilgisayar uygulamalarinin en
gelisen dallarindan biridir. Son 30 yil, ayrik optimizasyon problemlerine,
kombinatoryal problemlere ve klasik cebirsel problemlere, genis uygulamalar
nedeniyle ¢izge teorisinin biiylimesine tanik olmustur. Miihendislik, fiziksel,
sosyal ve biyolojik bilimler, dilbilim vb. gibi bircok alanda ¢ok genis bir
uygulama yelpazesine sahip olan baskinlik teorisi son zamanlarda ¢izge teorisinde

arastirma faaliyetlerinin ¢ekirdegi olmustur.



Baskin kiime problemi, belirli bir ¢izgenin baskinlik sayisinin belirlenmesini
gerektirir. Ayrica ¢ok sayida tesis konum probleminde dogal uygulamalara
sahiptir. Bu tiir problemlerde, bir ¢izgenin tepeleri konumlara karsilik gelir,
bitisiklik baz1 erisilebilirlik kavramini temsil eder ve amag, yangin istasyonlarinin,
otobiis duraklarinin, postanelerin veya benzeri tesislerin kurulacagi diger tiim
konumlardan erisilebilen konumlarin bir alt kiimesini bulmaktir. Kodlama teorisi
ve sosyal aglarda da baskin kiime uygulamalari mevcuttur. (Gorodezky, 2007;
Kelleher and Cozzens, 1988)

Baskinlik parametresinin bu sekilde yaygin ¢alisilmasinin nedenlerinden
biri, temel tanmimindan gelistirilebilecek ¢esitli yeni parametrelerden
kaynaklanmaktadir. Ayrica, NP —tam diger temel baskin problemleri ve diger
NP —tam problemleriyle olan yakin iligkisi, baskinlik teorisindeki arastirma

faaliyetinin biliyiimesine katkida bulunmustur.

De Jaenisch' in n X n satrang tahtasin1 6rtmek veya bastirmak igin gerekli
olan minimum vezir sayisini belirleme problemlerini inceledigi 1862 yilina kadar
uzanan tarihsel kokleri olmasma ragmen, ¢izge teorisindeki baskin kiimeler
lizerine titiz calisma 1960 civarinda basladi. 1lk 1958' de Berge, bir cizgenin
baskinlik sayis1 kavramini tanimladi. Daha sonra 1962 yilinda Ore baskinlik kiime
ve baskinlik sayisini ¢alisti. 1977 yilinda ise Cockayne ve Hedetniemi ¢izgelerde
baskin kiimeler hakkinda o zamanlar bilinen sonuglarla ilgili ilging ve kapsamli
bir makale yaptilar. Cockayane ve Hedetniemi’ nin bu konuda yapmis oldugu
calismalar, ¢izgelerde baskinlik ¢alismasina olan ilgiyi arttirdi. Baskinlik {izerine
olusturulan kitaplar da, bu c¢aligma alaninin genislemesine yol agan diger

faktorlerdendir.

Cizge teorisindeki arastirmalarin ¢ogunda, arastirmacilar, belirli bir ¢izge
parametresi ile bir ¢izgenin varligini olusturmaktan memnundur. Ornegin, N
olarak baskinlik sayis1 verildiginde, bunun baskin sayist oldugu bir ¢izge var
midir? Benzer sekilde, belirli bagimlilik (bondage) sayisina sahip bir ¢izge var

midir? Bu sorular basaril1 bir sekilde arastirilmistir.



Cizge teorisinde, baskinligin temel tanimindan gelistirilebilecek ¢esitli yeni
baskinlik parametreleri mevcuttur. Bu parametrelerden bazilarimin tanimlari

asagida verilmistir.

Tamm 1.1: (Harary and Haynes, 2000) S <V bir tepe alt kiimesi olmak iizere,
V' nin her v tepesi igin eger ‘N[V](\S‘Zl ise, 0 zaman S kiimesine G

cizgesinin bir baskin kiimesi denir. G ¢izgesinin baskinlik sayisi, en az elemana

sahip olan baskin kiimesinin eleman sayisidir ve }/(G) ile gosterilir. Eleman

sayist 7(G) olan G grafinin bir baskin kiimesi, y(G)—kimesi (y(G)-set)

olarak isimlendirilir.

Tamm 1.2: (Allan and Laskar, 1978) Bir kiime, i¢indeki iki tepe bitisik degilse
bagimsizdir (veya kararhidir). G ¢izgesinin bir bagimsiz baskin kiimesi, G ’de

hem baskin hem de bagimsiz olan bir kiimedir. i(G) ile gosterilen G ’nin

bagimsiz baskinlhik sayisi, bir bagimsiz baskin kiimenin en kiiciik eleman

sayisidir. «(G) olarak gosterilen G ’nin bagimsizhk sayisi, G ’'nin bagimsiz

kiimeleri arasindaki en biiyiik eleman sayisidir. Burada, y(G) <i(G) < a(G).

Tamm 1.3: (Chartrand and Lesniak, 2004) E(G), G g¢izgesinin ayritlar kiimesi
olmak tizere F < E(G) olsun. E(G)—F kiimesindeki her ayrit; F kiimesindeki

herhangi bir ayritla ortak bir u¢ tepeye sahip ise, F kiimesine ayrit baskin kiime
(edge dominating set) denir. G ¢izgesinin ayrit baskin kiimeleri arasindaki en az
elemana ait kiimenin eleman sayisina ayrit baskinhik sayis1 (edge domination

number) denir ve »'(G) ile gosterilir.

Tammm 1.4: (Sampathkumar and Pushpalatha, 1996) u ve v tepeleri G
cizgesinin herhangi komsu iki tepesi olsun. Eger d;(u) >d;(v) (dg(u)<dg(v))
ise U tepesi v tepesini gii¢lii bastirir (zayif bastirir) denir. V(G), G ¢izgesinin
tepeler kiimesi olmak iizere S <V (G) olsun. V(G)—S kiimesindeki her tepe; S

kiimesindeki herhangi bir tepe tarafindan giiclii (zayif) bastiriliyorsa S kiimesine
giiclii baskin kiime-strong dominating set (zayif baskin kiime-weak dominating

set) denir. Giiglii (zay1f) baskin kiimeler arasindaki en az elemana sahip kiimenin



eleman sayisina G ¢izgesinin giiclii baskinhk sayisi-strong dominaton number

(zayif baskinhik sayisi-weak dominaton number) denir ve y.(G) (,(G)) ile

gosterilir.

Tamm 1.5: (Cockayne et al., 1980) S c—V bir tepe kiimesi olmak tizere, V deki
her tepe S kiimesindeki en az bir tepeye bitisik ise, S kiimesine G ¢izgesinin bir
toplam baskin kiimesi denir. G ¢izgesinin toplam baskinlik sayisi, ¢izgenin en

az elemana sahip oldugu toplam baskin kiimesinin eleman sayisidir ve y,(G) ile

gosterilir.

Tamim 1.6: (Du et al., 2003) Bir G gizgesinin ayritlarinin bir alt kiimesi M olsun.
M deki higbir ayrit ¢ifti ortak bir tepeye sahip degil ise M kiimesine, grafin
esleme kiimesi denir. G c¢izgesinin herhangi bir v tepesi ¢izgenin bir
eslemesindeki ayritlarinin en az birinin u¢ noktasi ise bu tepeye doyurulmus tepe
denir. G ¢izgesinin bir eslemesine gore tiim tepeleri doyurulmus ise bu eslemeye

miikemmel esleme denir.

Bir G ¢izgesinin paired (eslestirilmis) baskin kiimesi, G ’nin her tepesi
D ’deki bir tepeye komsu ve D tarafindan olusan etkilenmis alt ¢izgesi
miikkemmel eslesme igerdiginde bir baskin kiimedir. Paired baskin kiimenin en

kiigiik eleman sayisina paired baskinhik sayisi denir ve y,,(G) seklinde

gosterilir.

Tamm 1.7: (Harary and Haynes, 2000) S <V bir tepe alt kiimesi olmak iizere,
V' nin her v tepesi igin eger | N[VINS|>K ise, yani eger ve S ise, S’ deenaz
k —1 komsusu; eger ve (V —S) ise, S’ de en az k komsusu vardir, bu durumda

S kiimesine G ¢izgesinin bir kK — demet baskin kiimesi denir. G ¢izgesinin K —
demet baskinlik sayisi, eger bdyle bir kiime mevcut ise en az elemana sahip olan

k—demet baskin kiimesinin eleman sayisidir ve y,(G) ile gosterilir.
7(G)=y,(G) <y, (G) iken, (G)<y,,(G) oldugu agiktir. Bir ¢izgenin K—
demet baskin kiimeye sahip olabilmesi i¢in, ¢izgenin minimum derecesi en

azindan &(G) =k -1 olmalidir. Boylece, agaclar igin K <2 olmahdir. k=2 olan



bir k —demet baskin kiimeye, ¢ift baskin kiime ( DD —set) adi verilir. Eleman

say1st y,,(G) olan G ¢izgesinin DD —seti , 7,,(G)—set olarak isimlendirilir.

Cift baskinlik sayisi, izole tepe icermeyen her ¢izge igin tanimlanabilir.
k — demet baskinlikta yer alan fazlalik, bircok uygulamada 6rnegin saglamlik igin

onu kullanigl hale getirir.

Bir uygulama oOrnegi i¢cin mahkum ve gardiyanlar1 ele alalim; burada
baskinlik  kavrami, her bir mahkumun baz1 gardiyanlar tarafindan
goriilebilecegidir. Burada ¢ift baskinlik, her bir mahkumun iki veya daha fazla

gardiyan tarafindan korunmasini gerektirerek giivenligi artirir.

Cift baskinlik sayisi ile ilgili literatiirde yapilan bazi ¢alismalar soyledir: ¢ift
baskin kiime ve ¢ift baskinlik sayisi ilk olarak F. Harary ve T. W. Haynes
tarafindan (Harary and Haynes, 1996) da belirtilmesine ragmen parametreyi
(Harary and Haynes, 2000) deki yaptiklari makalede tanimladilar ve galistilar. Cift
baskinlik i¢in Nordhaus-Gaddum esitsizlikleri de kuruldu. Blidia ve arkadaslari,
paired ve ¢ift baskinlik sayisi esit olan agaglar1 karakterize etti (Blidia et al.,
2006). Atapour ve arkadaslar1 tepe derecesi agisindan keyfi ¢izgeler i¢in ¢ift
baskin altboliim (subdivision) sayisi tizerine iist sinirlar olusturdu (Atapour et al.,

2007). Khelifi ve arkadaslar1 y,, —kritikal ¢izgeleri inceledi (Khelifi et al., 2010).

Ayrica Khelifi ve Chellali, herhangi bir tepenin kaldirilmasinin grafin ¢ift
baskinlik sayisi tizerindeki etkilerini incelediler (Khelifi and Chellali, 2012).

Tezin ikinci bolimde, baskinlik ve ¢ift baskinlik parametreleri herhangi
birlestirimis bir ¢izgede calistirilip, literatiirdeki ¢ift baskinlik ile ilgili yer alan
bazi teoremler ve sonuglar listelenmistir. Son boliimde ise, golge cizgeler ve golge
uzunluklu (mesafeli) cizgelerin tanimlarindan yola ¢ikarak bilinen bazi ¢izgeler
(yol ¢izge, gevre c¢izge, yildiz ¢izge, tam ¢izge, tekerlek c¢izge, iki pargali tam

¢izge) i¢in teoremler elde edilip ispatlanmistir.



2. CIFT BASKINLIK SAYISININ BULUNMASI

Bu béliimde, baskinlik ve ¢ift baskinlik sayisina yer verilmis, ardindan bu
parametreler herhangi birlestirilmis bir ¢izgede calistirilmistir. Ayrica, ¢ift

baskinlik sayist ile ilgili baz1 bilinen teorem ve sonuglar verilmistir.

2.1 Baskinlik sayisi

Tammm 2.1.1: (Haynes et al., 1998) S —V bir tepe alt kiimesi olmak tizere, V nin
her v tepesi igin eger ‘ N [V]mS ‘21 ise, 0 zaman S kiimesine G ¢izgesinin bir
baskin kiimesi denir. G ¢izgesinin baskinlik sayisi, en az elemana sahip olan

baskin kiimesinin eleman sayisidir ve ¥ (G) ile gosterilir.

Sekil 2.1: 10 tepeli, 15 ayrith birlestirilmis bir G ¢izgesi

Sekil 2.1’ de  wverilen G cizgesinin  tepeler  kiimesi
V(G)={V;,V,,V5,V,, V5, Vg, V5, Vg, Vg, Vg | Olsun. Bu tepe kiimelerinin bazi baskin
kiimeleri S, ={v;,V;,Vs}, S, ={V;,Vs,V;}, S;={V,,V,, V5, Vg, Vyo} seklinde verilsin.
Burada, G ¢izgesinin {i¢ elemandan daha az olan herhangi bir baskin kiimesinin
bulunamadigr goriilmektedir. Buna gore, Sekil 2.1° de verilen G ¢izgesinin

baskinlik sayisi }/(G) =3’ tiir.

2.2 Cift baskinlik sayisi

Tamim 2.2.1: (Harary and Haynes, 2000) S <V i¢in eger V deki her tepe S de en
az iki tepe tarafindan bastirilirsa, G grafinin ¢ift baskin kiimesi olarak tanimlanir

ve DD -—set ile gosterilir. G ¢izgesinin ¢ift baskinlhik sayisi, en kiigiik elemanli



bir DD —set in eleman sayisidir ve 7, (G) ile gosterilir. Eleman sayis1 y, (G)

olan G ¢izgesinin bir ¢ift baskin kiimesi, y,, (G)—set olarak isimlendirilir.

Sekil 2.1° de verilen G grafi igin, S ={V,V;, Vg, Vg, Vo !,
S, ={Vi\Vy, Ve, Vo, Vo b4 Sy ={V,,V,, Ve, V5, Vg, Vg, Vg | kiimeleri G grafinin ¢ift baskin

kiimelerinden bazilaridir. Burada, G grafinin bes elemandan daha az sayida olan

herhangi bir ¢ift baskin kiimesinin olmadig1 goriilmektedir. Buna gore, Sekil 2.1’

de verilen G grafinin ¢ift baskinlik sayist y,, (G) =5" tir.

2.3 Cift baskinhk sayisi ile ilgili literatiirdeki bazi teorem ve sonuclar

Teorem 2.3.1: (Chen and Sun, 2005) G izole tepe igermeyen bir ¢izge ise,
2<74(G)<n dir.

Teorem 2.3.2: (Sivagnanam, 2012) G ¢izgesi i¢in, x(G)<5(G) dir.

Teorem 2.3.3: (Sivagnanam, 2012) Birlestirilmis herhangi G ¢izgesi i¢in,
74 (G)+x(G)<2n-1 dir.

Teorem 2.3.4: (Chen and Sun, 2005) izole tepe igermeyen herhangi G cizgesi
i¢in, 7(G) <74 (G)-1.

Teorem 2.3.5: (Blidia et al., 2006) n>2 igin, y,, (pn):[ZrHZ}.

3

Teorem 2.3.6: (Harary and Haynes, 2000) n>3 igin, 7, (C,) :(2—;—‘

Teorem 2.3.7: (Chen and Sun, 2005) M >1 igin y,, (K,,,)=m+1.



Teorem 2.3.8: (Chen and Sun, 2005) Bir G gizgesi i¢in 6(G)>2 ve n=35

olmak iizere, y4, (G)< {EJ +7(G)-1.

Teorem 2.3.9: (Chen and Sun, 2005) izole tepe igermeyen birlestirilmis bir ¢izge

igin, 7, (G)<4 tir.

Teorem 2.3.10: (Chen and Sun, 2005) G birlestirilmis bir ¢izge olsun. G nin

capten az 4 ise, ¥, (é) <4 olur.

Teorem 2.3.11: (Henning, 2005) n>3 olmak {iizere, | yaprakli ve s destek

(support) tepeli bir birlestirilmis G ¢izgesi igin, (G) < (2n +1+ S)/3 olur.

Teorem 2.3.12: (Henning, 2005) Eger G, 6(G)>2 olacak sekilde n tepeli bir

¢izge ise, 0 zaman y,, (G)<1in/3.

Teorem 2.3.13: (Cuivillas and Canoy, 2016) G, n tepeli ve n>2 olacak sekilde
bir ¢izge olsun. G nin izole tepe igermedigini varsayalim. yg, (G) =2 olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul G nin n—1 dereceli iki tepe igermesidir.

Teorem 2.3.14: (Cuivillas and Canoy, 2016) G, n tepeli ve n>2olacak sekilde

bir ¢izge olsun. G nin izole tepeleri olmadigini varsayalim. yg, (G) =N olmasi
icin gerek ve yeter kosul her veV (G) igin, v tepesi ya bir yaprak ya da bir

destek tepedir.

Teorem 2.3.15: (Chellali, 2006) Herhangi bir ¢izgenin her DD —seti, tiim

yapraklar1 ve destek tepelerini igerir.
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3. GOLGE CiZGE VE GOLGE UZUNLUKLU (MESAFELI)
CIZGELERDE CIiFT BASKINLIK SAYISI

Bu boliimde, golge cizgeler ve golge uzunluklu (mesafeli) cizgelerde ¢ift
baskinlik sayisina yer verilmistir. Cevre, yol, yildiz, tekerlek ve iki pargali tam

cizge gibi baz1 6zel ¢izgeler lizerinde sonuglar elde edilip ispatlanmustir.
3. 1. Golge Cizgelerde Cift Baskinlik Sayisi

Tamm 3.1.1: (Gallian, 2014) Baglantili bir G ¢izgesinin golge ¢izgesi olan
D,(G) , G nin iki kopyast G, ve G, alinarak ve G, deki her bir u tepesi G, de

karsilik gelen Vv tepesinin komsulariyla birlestirilerek olusturulur.

vy

"2 *—& *—o

vi v, v, vy Vs Ve

Ya

Sekil 3.1: Ce cizgesinin gosterimleri

D, (C;)

Sekil 3.2: Ca ¢izgesinin golge ¢izgesi
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Teorem 3.1.1: Eger G =P, , n tepeli bir yol ¢izge ise, 0 zaman

{G—;WH, n=1, 2 (mod7)

Vdd (Dz (G)) = .
(6;—‘ , diger durumlarda

Ispat: Yol cizgenin golge cizgesi olan D, (G) nin tepeler kiimesini;
V(DZ(PH)):V (G)LWV'(G)  seklinde iki pargaya aywalm. Burada

V(G)={12..,n} ve V'(G)={n+1Ln+2,..,2n} olsun. Oncelikle y,(D,(G))

icin iist sinirlar1 kuralim.

et =4

S, = {(7i+2),(7i+3)}pus | (7i+6)
i=0 i=0

Ve
= Bt

S, = (N+7i+2) U {(n+7i+5),(n+7i+6)}}  olmak iizere,
i=0 i=0

n-1| (n-5 n-4
S=5US, dir. Ayrica ‘3‘23 Z + Z +2 = dir. Eger

n=i (mod7) i€{0,36} ise , D=S dir. Eger n=1(mod7) ise, 0 zaman
D=Su{(n-1),(2n-1)} elde edilir. Eger n=2 (mod7) ise S kiimesine
{(n+1)} tepesi gelir. Ancak D, (G) gizgesinde (n+1)V (D, (PR,)) oldugundan
bu tepenin S kiimesinden cikartilmasi gerekir. Boylece
D=(S—(n+1))u{(n-1)}  elde edilir ~Eger n=4(mod7) ise
D =Su{(2n-1)} olur. Eger n=5 (mod7) igin S kiimesine {(2n+1)} tepesi

gelir. (2n+1) eV (D,(R,)) oldugu igin,

n



12

D={s—((2n+1),(2n))}u{(n-1),(2n-1)} dir. nmod7’ ye bagh tim

durumlarda D kiimesi D, (P,) nin bir DD—seti dir. Ayrica n=1, 2 (mod 7)

ise |D| —[ - —‘+1 ve diger tiim durumlar i¢in |D| = F%n—l elde edilir. Boylece,

[%—lﬂ, n=1 2 (mod7)
7dd(D2(Pn)) < |D| = 6n
[7—1 , diger durumlarda

elde edilir.
Esitsizligin tersini ispatlamak igin oncelikle, T ={v,, ...,v,} kiimesinin bir
Vg — SE oldugunu kabul edelim. Burada

Vy <ol <V <l <V <V <<V <L <Y, oldugunu 1<v, <n,

ie{l,2,...,m} ve n+1<v,;<2n, je{m+1,..,t} olacak sekilde V; ve v, pozitif
tamsayilardir. X=m,m-1 ve m-2 olacak sekilde Xe{ L= 3} igin
f=V.3—V, olsun. x=m,m-1 ve m—-2 olacak sekilde xe{l..,t—-3} i¢in
f, <7 oldugunu ispatlamaliyiz. Tam olarak sadece bir X degeri igin f, >8

oldugunu kabul edelim. Genelligi bozmamak i¢in f, =8 olsun. Bu iddiamiza

uygun olarak:

Tl S
S, ={2}u (7i+6)ru {(7i+9),(7i+10)} + ve

i=0 i=0

>
~| |
S
|
LN

[ 5

S;={(n+2),(n+3)fuy [ {(n+7i+5),(n+7i+6)} U (n+7i+9)

\l‘\
fee)
|
LN

I
<}
-
<}

olmak iizere, T =S, US, dir. n degerinin tiim durumlarina gére, yukarida ele

alinan D kiimesiyle ayni oldugu kolayca goriilir. Yani T =D elde edilir. Bu
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durumda en azindan bir X i¢in f >9 oldugunu kabul edelim. Genelligi

bozmamak igin f, =9 olsun.

R =h |
A={2}u (7i+6) ;U {(71+10),(7i+11)} } ve

i=0 i=0

21}
B= {(n+7i+2),(n+7i+3)} tu

i=0

=]

s
7U {(n+7i+5),(n+7i+6),(n+7i+7)} olmak iizere , T=AuUB dir.

i=0

n-5 n-9 n-1
Bu durumda, y,(D,(R,)) = [T| 2 1+4{ . l+2( = 1+2[ . w elde

edilir. Bu ise y,, (D2 (P, )) tizerine daha dnce olusturmus oldugumuz tist sinirlarla

celisir.

O halde f, <8 olmalidir. Ancak bu kosul sadece tam olarak bir tane X degeri

oldugu zaman miimkiin olup bu degerin, her X degeri igin f <7 olmasi
durumundaki deger ile ayni oldugunu ispatladik. Bu yiizden fonksiyonun alt

degerini bulmak igin X#m,m-1, m-2 olacak sekilde her xe{1,2,...t—3}

degeri i¢in f, <7 olarak aliriz. Bu durumda,

m-3 t-3

Sto+ > f <7(t-6)

%=1 X, =m+1

oldugu kolayca gorilir. v,=2,Vv,=3,Vv,=6,Vv ,=n+2,V ,=n+5 Ve

V..., =N+6 oldugu icin,
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Zf + z fo = Vi Vg + Vo +V, +Vi g +V,, — (30 +24).

Xo=m+1

Eger n=0 (mod7) ise, 0 zaman

v,=n-1,v ,=n-4,v ,=n-5,v,=2n-1,v, ,=2n-2 ve v, =2n-5 dir.

m-3 t-3
Boylece, 6n—42=Y"f + > f_<7(t-6) olur. Budurumda, [T|=t > (%—‘

X =1 Xo=m+1

n

dir. Buiise, 7, (D,(R,)) 2 [6—;—‘ olmasini gerektirir.

Eger n=1 (mod?7) ise, 0 zaman

v,=n-1,v ,

=n-2,V

m—.

,=N=5,v,=2n-1,v,_,=2n-2 ve v_, =2n-3 tiir.

Boylece, 6n—38 = Zf + z f, <7(t—6) ve buradan t > [6n7+4—‘ elde

X =1 =m+1

edilir. Bu durumda, |T|:t > (6n;4—‘ [67n—‘+1 olur. Bu ise,

Ya (D, (R)) = [?—I +1 olmasini gerektirir.

Eger n=2 (mod?7) ise,

v,=n,v ,=n-1,v ,=n-3,v,=2n,v,,=2n-3,Vv_,=2n-4 dir.

< 6n+7
Boylece, 6n—35 = Zf + z f, <7(t-6) ve buradan t > [ - —lelde

X =1 =m+1

edilir. Bu durumda, [T|=t > (6n7+q {6;}1 olur. Bu ise,

Ya (D,(R)) = [%—l +1 olmasimi gerektirir.

Eger n=3(mod7) ise, v.=n,v. ,=n-1v

m m-1

,=N—-4,v,=2n-1,

m—.

m-3 t-3
Vi, =2n—4, v, =2n-5dir. Boylece, 6n-39=> f + > f <7(t-6) ve

%=1 X, =m+1
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buradan t > {6n7+3—‘ elde edilir. Bu durumda, |T|:t > {6n7+3—‘:[67_n_‘ olur.

Bu ise, (DZ(PH)) > [6—;—‘ olmasin1 gerektirir.

=n-2,v, ,=n-5 Vv, =2n-1,

m m-1

Eger n=4 (mod7) ise, v.=n-1vV
m-3

Vi, =2n-2, v, =2n-5olur. Béylece, 6n—40= ) f, + Z f, <7(t—6) ve

X =1 =m+1

buradan t > [Gn;ﬂ elde edilir. Bu durumda, |T|=t > Fr”ﬂ [6;} olur.

7

Buise, 7,4 (D,(P,)) = [6—;—‘ olmasini gerektirir.

Eger n=5 (mod7) ise, v, =n-1 v, ,=n-2,v, ,=n-3, v, =2n-1,

m-3 t-3

Vi, =2n-3, v, , =2n—6 dir. Boylece, 6n-40=Y"f + > f_<7(t-6) ve
X =1 Xo=Mm+1
buradan t > [Gn;Z—l elde edilir. Bu durumda, |T|:t > (6n7+2—‘ [6;—‘ olur.

Bu ise, y (DZ(PH)) > [6—;—‘ olmasini gerektirir.

Eger n=6 (mod?7) ise,

=n-3,V,,=n-4,Vv,=2n, Vv, =2n-1,v,_,=2n-4. Boylece,

6n—36 = Zf + Zf <7(t-6)ve buradan t >

=m+1

6n+6 6n 6n
durumda, |T|=t > [ - w (7lolur Buise, 74 (D,(R,)) = [71

[Gmﬂ elde edilir. Bu

olmasini gerektirir.

Sonug olarak, elde edilen alt ve tist sinirlardan teoremin ispati tamamlanir.
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Bir C, cevre cizgesi i¢in ygy, (D2 (C, )) nin degeri, P, yol ¢izgesinin y, (D2 (P, ))
degerine esittir. Bu yiizden ispat Teorem 3.1.1° in ispatina benzerdir. Dolayistyla

ispat tezden ¢ikartilmistir.

Teorem 3.1.2: Eger G=C_ , n tepeli bir ¢evre ¢izge ise, 0 zaman

(G_Yn—lﬂ' n=1 2 (mod7)

Y ad (Dz (G)) = .
{6—;—‘ , diger durumlarda

Teorem 3.1.3: Eger G=S, (n+1)—tepeli bir yildiz ¢izge ise, 0 zaman

744 (D,(G)) =3 elde edilir.

Ispat: D,(G) ¢izgesinin tepeler kiimesini , V(D2 (G)) =V UV seklinde iki
kiimenin birlesimi olarak etiketleyelim. Burada V =V (G)z{vl,vz,...,vn} ve
A :V'(G)z{vi,vlz,...,v;]} dir. G cizgesinin merkez tepesi v, olsun. Ayrica, D

kiimesi D, (G) ¢izgesinin y,, —Seti olsun.
Noye) (W) =V (V' ~{v}) =V (D,(G))~{u} ve
Noye) (%) =V UV ={%})=V (D,(G))-{w} oldugundan,

deg D,(G) (Vl) = degDz(G) (Vl) =2n-2 dir.

Bu ise V,,v, € D olmasmi gerektirir. Boylece V(DZ(G))—{Vl,Vi} kiimesindeki

tiim tepeler D ile ¢ift bastirilir. v, tepesi v, tepesine komsu olmadigindan, D
deki tepelere ¢iftlik verebilmek i¢in her iki tepeye komsu olan herhangi bir tepeyi

kiimeye almamiz gerekir. Genelligi bozmamak i¢in bu tepenin Vv, tepesi oldugunu

kabul edelim. Boylece D ={v,,v,,v,} olur. Bu durumda, D kiimesi ile D,(G)
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cizgesinin tiim tepelerinin ¢ift baskinlig1 saglanmis olur. Sonug olarak, D, (G)
cizgesinin ¢ift baskinlik sayis1 y, (D2 (G)) =|D| =3 elde edilir. Boylece teoremin

ispat1 tamamlanur.

Teorem 3.1.4: Eger G =K , n tepeli bir tam ¢izge ise, 0 zaman y,,(D,(G)) =3

elde edilir.

Ispat: D,(G) cizgesinin tepeler kiimesini , V (D2 (G)) =V UV  olarak iki
kiimenin birlesimi seklinde etiketleyelim. Burada V =V (G)={v,,V,,...,v,} ve
V' =V'(G)={Vi,v'2,...,v;1}diir. D, (G) cizgesinin yapisindan, ¢izgedeki her tepe

kendisi ve kopyast digindaki tim tepelere komsudur. Dolayisiyla

VWeV(Dz(G)) icin deg(w)=2n-2 dir. Bu durumda D,(G) gizgesi, aynt
zamanda (2n—2)—duzenli bir ¢izgedir. D kiimesi D,(G) nin bir y,, —seti

olsun.

Teorem 2.3.1° den, |D|22 olmalidir. Kabul edelim ki,

D|=2 olsun. Bu

durumda, tepelere gore iki durum s6z konusu olur.

Durum 1: v,vieD olsun. Bu durumda (V(D,(G))-D) kiimesindeki tiim

tepelerin ¢ift baskinligi saglanir. D deki tepelere ¢ift baskinlik verebilmek igin

her iki tepeye komsu olan bir W tepesi D ye eklenmelidir. Boylece |D| =3 olur.

Durum 2: v;,v;eD (yada v,vJ € D ) olsun. Bu durumda D deki tepelerin

kopyalar1 hari¢ tiim tepelerin ¢ift baskinligi saglanir. D deki tepelere gift

baskinlik verebilmek i¢in her iki tepeye komsu olan bir W tepesi D ye

eklenmelidir. Boylece |D| =3 olur.

Sonug olarak, Durum 1 ve Durum 2 den, D, (G) grafinin ¢ift baskinlik sayisi

Ydd (D2 (G)) =3 elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
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Teorem 3.1.5: Eger G=W,_, n tepeli bir tekerlek c¢izge ise, o zaman

7(D,(G)) =2 elde edilir.

Ispat: G ¢izgesinin tepeleri, V (G)={v,,V,,...,V,} Ve v, tepesi merkez tepe olsun.
v, tepesi D, (G) de kopyasi olan v, tepesi harig tiim tepeler komsu oldugundan,
dedp, ) (v,)=2(n-1) dir. Eger S kiimesi D,(G) ¢izgesinin 4 —Seti ise, o

zaman v, tepesi (ya da kopyasi olan v, tepesi) S kiimesine eklenmelidir.

Kabul edelim ki, v, €S olsun. Bu durumda D,(G) nin v, tepesi hari¢ tiim
tepeleri S ile bastirilir. v, tepesini de bastirabilmek igin S ye No,q) [VJ
kiimesindeki herhangi bir tepeyi eklememiz gerekir. Boylece |S|=2 olur. Bu

durumda, 7( D, (G)) =|S|=2 elde edilir. Bdylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.6: Eger G=W,_, n tepeli bir tekerlek c¢izge ise, o zaman

Va1 (D,(G)) =3 elde edilir.
Ispat: Teorem 2.3.4” den 74 (G)>7(G)+1 oldugu biliniyor.

D,(G) nin tepeler kiimesi, V(D,(G))=V(G)uV (G) seklinde iki kiimeye
aynilsin. Burada V (G)={V,,V,,...V,} Ve V'(G)={V,,V,,...,} olsun. v, tepesi

G cizgesinin ilk kopyasia ait merkez tepe iken, v, tepesi G c¢izgesinin ikinci

kopyasina ait merkez tepedir.

Teorem 3.1.5 ve Teorem 2.3.4° den , 7dd(D2 (G))23 elde edilir. Esitsizligin
tersini ispatlamak i¢in, kabul edelim ki S :{Vl’Visz} olsun. Béylece D,(G)
¢izgesinin tiim tepeleri S kiimesi ile ¢ift bastirilir. Bu durumda S kiimesi D, (G)

nin bir y,, —seti dir. Boylece 7 (D2 (G)) <3 olur. Sonug olarak, elde edilen alt



19

ve st sinirlardan cizgenin ¢ift baskinlik sayisi }/dd(D2 (G))=3 elde edilir.

Boylece teoremin ispati tamamlanir.

Teorem 3.1.7: Eger G=K_ ., (m+n)—tepeli bir tam iki parcali ¢izge ise, 0

zaman y(D,(G)) =2 elde edilir.

Ispat: (Nicolas and Eric, 2021) den y(G)=2 oldugu biliniyor. Bu degeri veren
y—set , S olsun. S kiimesinin ayn1 zamanda D, (G) ¢izgesinin de bir y,, —seti

oldugu kolayca goriiliir. Boylece 7/(D2 (G))=2 elde edilir. Teoremin ispati

tamamlanir.

Teorem 3.1.8: Eger G=K_ , (m+n)—tepeli bir tam iki parcali ¢izge ise, 0

zaman y,,(D,(G)) =4 elde edilir.

Ispat: G grafinin tepeler kiimesini V (G) =V, UV, seklinde iki kiimeye ayiralim.
Burada V,={v,,Vv,,..,V,} ve V,={u,u,,..,u,} dir. Bu durumda D,(G)
cizgesinin tepeler kiimesi, V (D2 (G)) =V, UV, UV, UV, den olusur. D kiimesi

D, (G) nin bir 4 —seti olsun.

Teorem 3.1.7 ve Teorem 2.3.4° den, y,, (D2 (G)) >3 elde edilir. Kabul edelim ki
Yad (D2 (G)) =3 olsun. V, kiimesindeki her bir tepeyi ¢ift bastirabilmek i¢in D
kiimesinde iki tepe mutlaka olmalidir. Bu tepelerin ikisi de V, de ya da V, de, ya
da biri V, digeri V, de olabilir. Boylece V, ve V, deki tim tepelerin gift
baskmligi D kiimesi ile saglanir. Geriye kalan V, ve V, tepelerine ¢ift baskinlik
verebilmek icin bir tepe yeterli olmaz. Bu ise D, (G) cizgesi igin,

Vd (D2 (G)) = | D| >4 olmasini gerektirir.
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Simdi, esitsizligin tersini ispatlayalim. Kabul edelim ki S, D, (G) nin bir
Vs —Seti olsun. S ={v,,v;,u,,u} , burada v;,v; €V, ve u,,u, €V, olsun. Boylece
D, (G) cizgesindeki tiim tepelerin ¢ift baskinligt S ile saglanir. Bu durumda,
Ya (D,(G))=|S|<4 olur. Sonug olarak, elde edilen alt ve iist simrlardan

¢izgenin ¢ift baskinlik sayis1 y, (D,(G))=4 elde edilir. Boylece teoremin ispati
g dd \ 2

tamamlanir.
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3. 2. Golge Uzunluklu (Mesafeli) Cizgelerde Cift Baskinlik Sayis1

Tamm 3.2.1: (Kumar and Murali, 2016; Sooryanarayana, 1998) G nin golge
mesafe cizgesi, D, (G, DS) ile tanimlanmis ve G igin asagidaki kosullarla

olusturulmustur:
i) G ve G, G nin iki kopyas1 olsun

ii) Eger ueV (G) (ilk kopya) ise, o zaman buna karsilik gelen tepeyi U €V (G)

(ikinci kopya) olarak gosteririz.

iii) D,y (G,D,) nin tepe kiimesi V (G)LV (G') dir.

iv) D, (G, D) nin aynit kiimesi E(G)UE(G)UE, , burada E,, G deki

d(u,v) e D, kosulunu saglayan farkli ueV (G) ve v eV (G) tepeleri

arasindaki tiim ayritlarin kiimesidir.

5(Ca 12) 5(Co 13)

Sekil 3.3 : Ce ¢izgesinin 2 ve 3 uzunluklu golge cizgeleri
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Teorem 3.2.1: Eger G=P, ve n>8 ise, 0 zaman

_@_ ,N=3, 4 (mod 5)
74 (Dw (G.{2})) = _@_+1 ,n=0, 2 (mod 5)
_@_+2 ,n=1(mod 5)

elde edilir.

Ispat: D, (G, {2}) cizgesinin tepeler kiimesini V (DSd (G, {2})) =V, LV,
seklinde iki kiimeye ayiralim. Burada V, ={12,...,n} ve V, ={n+1,n+2,..,2n}

olsun. y (DSd (G, {2})) tizerinde ilk olarak tist sinirlar olusturalim.

-1

[I—

(SR

SlZLSJ_l{(5i+2),(5i+3)} ve SZ:{ {(n+5i+2),(n+5i+3)} olmak {izere,

i=0

S =8,UsS, dir.

o

Eger n=0(mod5) ise, o zaman D=Su{(n-1),(2n-1)} olur. Eger
n=i (mod5) ve burada ie{1,234} ise, 0 zaman
D=Su{(n—l),(n—2),(2n—1),(2n—2)} elde edilir. Tim durumlarda D
kiimesi D, (G,{Z}) cizgesinin bir DD —seti dir. Ayrica eger n=0, 2 (mod 5)

4(n+1)

ise, 0 zaman |D|:[ —‘+1 dir. Eger n=1(mod5) ise, 0 zaman

D| =[@—‘+2 elde edilir. Son olarak; eger n=3, 4 (mod 5) ise, 0 zaman

ID|= 4(n+1) olur. Béylece,
5
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4n+1) ,Nn=3, 4 (mod 5)

S
74 (D (G.{2})) < % +1 ,n=0, 2 (mod 5)

[4(n+1) |

+2 ,n=1(mod 5)

elde edilir.

Simdi y, (DSd (G, {2})) tizerinde alt sinirlari ispatlayalim.

T :{Vl,vz,...,vi,...,vm,v V.,...,Vt} kiimesinin bir y,, —Seti oldugunu kabul

m+11tr 7

edelim. Burada; v, <V, <...<V, <...<V_ <V,

m+1

<...<V; <...<V, olacak sekilde V;
ve Vv, herhangi pozitif iki tamsay1 ve 1<V, <n ie{1,2,...,m} ve n+1<v, <2n
je{n+1,...t} dir. xe{1,2,...,t—2} ve xzm-1icin f =v, -V dir.

Esitsizligin tersini gostermek i¢in f, <5 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki, en az bir x degeri i¢gin f,>6 olsun. Genelligi bozmamak i¢in

f, =6 oldugunu iddia edelim. Bu iddiaya uygun olarak;

2
S’ ={2,38,9luU {(51+13),(5i +14)} - ve

i=0

s, ={(n+2),(n+3),(n+4),(n+8),(n+9),(n+10)} U

Pﬂ‘l _
{(n+5i+13),(n+5i+14)}

i=0

n-12

kimesi olusturulur. T =S/uUS, dir. |T|:10+4[ w elde edilir.

n=3(mod 5) i¢in [T| :10+4(n ;8] = 4n;18 olur. Ancak bu deger daha 6nce
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4n+8

n=3(mod 5) i¢in |D| = seklinde buldugumuz tist deger ile celisir. Benzer

durum, T kiimesine gore Nn=0,1,2,4 (mod 5) i¢in elde edilen degerlerin, daha

once elde ettigimiz iist sinirlar ile de ¢elistigi kolayca goriliir.

mod 5’ e gore N’ nin tim degerleri i¢in, Vv, =2,Vv,=3,V, ,=n+2 Ve

V.., =N+3 oldugundan v, +Vv, +Vv_., +V, ., =2n+10 oldugu kolayca goriiliir.

m+1

m-3 t-3
Eger n=0(mod5) ise, o zaman Y f + > f +f ,+f_,<5(t-6)+4 dir.

X =1 Xo=m+1

m-3 t-3
Boylece, > f, + D f, =(Voy+Vy o +Viy +Vi,)—(20n+10)+ f, ,+f_, olur.
X =1

Xo=m+1
n=0 (mod 5) i¢in V,,=n-2,v, ,=n-3,V,,=2n-2 ve

vV, ,=2n-3 , f_,=1f_,=2 dir. Bu durumda, 6n-10-2n-10+4 < 5t-30+4

ve buradan t > [4n;10—‘ elde edilir. Bu durumda

T =t > [4n+101
I

olmasini gerektirir.

4(n+1 i i -
[ (n5+ )—‘+1 dir. Bu ise y,, (Dsd (G’{Z}))Z{%—‘—%l

Eger n=1(mod 5) ise, 0 zaman

m—4 t—4
Z fx1 + z fx2 + fm_3 + fm—z + ft—3 + ft—2 S5(t—8)+8 dir.
X =1 Xo=m+1

m—4 t-4

Dot D = (Vo Vs Vi, +Ve)—(2n+10)+ L+ f L+ f

¥ =1 Xp=m+1

olur. n=1(mod5) i¢in v, ,=n-3,v .=n—-4,v,,=2n-3, V,,=2n—-4ve

ma=Tn,=f3="f_,=2 dir. Boylece, 6n—-14—-2n-10 < 5t—40 ve buradan

t > rm;lﬂ olur. Bu durumda [T| =t > [4n;16}2(4(n5+1)}+2 dir. Bu

1€ 44 (DSd (G, {2})) > [@—l +2 olmasini gerektirir.
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Eger n=2 (mod 5) ise, 0 zaman

m—4 t—4

Dot o+ D> o+ f L+, +f L+ f, <5(t—8)+16dir. n=2 (mod 5) igin

X =1 Xo=m-+1

V,,=n-4,v ,=n-5VvVv ,=2n-4,v ,=2n-5ve f_,=f ,=f .,=f,=4

olur. Bu durumda, 6n—-18—-2n-10 < 5t—40 ve buradan

N (4n;12} :(4(”;1)}1 olur. Bu durumda

T =t > (4”;12}(4(”5*1)%1 dir. Bu ise 7,, (D, (G,{z}))zr‘(”;l)}l

olmasin1 gerektirir.

Eger n=3(mod5) ise, 0 zaman Zf + z f, <5(t—4) dir. Boylece,

Xo=m+1

Zf + Zf (Vp 4+ Vs +V, +V,,)—(2n+10)  dir. n=3(mod5) igin

Xo=m-+1
V,=n,v, ,=n-1 Vv,=2n, V., =2n-1 oldugundan, 6n—-2-2n-10 < 5t-20
olur.  Boylece, t > [4“81 elde  edilir ~ Bu  durumda,
B an+8| | 4(n+1) . . 4(n+1)
T =t 2[ 5 —‘_[ : —‘ dir.  Bu ise, ydd(DSd (G{Z}))z{ c

olmasini gerektirir.

t-2

Eger n=4 (mod 5) ise, 0 zaman Zf + Z f,, <5(t—4) olur. Boylece,

=1 =m+1

Zf + Z fo = (Vo + Vs +V, +Vi ) —(2n+10). n=4 (mod 5) igin

X =1 =m+1
V,=n-1 v ,=n-2Vv,=2n-1 v_, =2n-2 oldugundan,

dn+4

6n—-6-2n-10 < 5t—-20 ve buradan t > [

T| =t 2[4”;4}:(4(”;1)} elde edilir. Bu ise,

—‘ olur. Boylece

Y ( Dy (G, {2})) > [4(n5+ Y —‘ olmasin1 gerektirir.
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Sonug olarak ispat, ydd(Dsd (G,{Z})) icin elde edilen alt ve Ust smurlar ile

tamamlanir.

Teorem 3.2.2: Eger G=C_ ve n>11 ise, 0 zaman

4_5n ,n=0, 4 (mod 5)
FanT

74 (D (G.{2}))=1| = |+1 .n=1, 3 (mod 5)
4_5n +2 ,n=2(mod 5)

elde edilir.

Ispat: D (G,{Z}) cizgesinin tepeleri i¢cin 'V (DSd (G,{Z})) =V, UV, ve burada
V,={12,...,n} ve V,={n+Ln+2..2n} seklinde iki kiimeye ayrilsm.

Y (DSd (G, {2})) tizerinde Oncelikle tist sinirlar olusturalim.

i
S, ={Ln}u iLJ{(5i+5),(5i+6)} ve
S, ={(n+1).(2n)}uy U {(n+5i+5),(n+5i+6)} olmak iizere, S=S,US,

dir.

Eger n=1(mod5) ise, o zaman D=Su{(n-1),(2n-1)} iken, diger

durumlarda D =S dir.
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Tiim durumlarda D kiimesi D, (G,{Z}) cizgesinin bir DD—seti dir. Ayrica,

eger =0, 4 (mod 5) ise, 0 zaman |D| =(4?n—l dir. Eger n=1, 3 (mod 5) ise, 0

zaman |D| = {4—;1 +1 elde edilir. Eger n=2 (mod 5) ise, 0 zaman |D|= {4_;1+ 2

olur. Boylece,

an ,n=0, 4 (mod 5)
Fan

74 (D (G.{2}))<1| = |+1 ,n=1, 3 (mod 5)
% +2 ,n=2 (mod 5)

elde edilir.

Simdi y, (DSd (G, {2})) tizerinde alt sinirlari ispatlayalim.

T :{vl,vz,...,vi,...,vm,vm+l,...,vj,...,vt} kiimesinin bir y,, —Seti oldugunu kabul
edelim. Burada; v, <v, <...<V, <...<V, <..<V; <...<V, olacak sekilde V; ve v,
herhangi pozitif iki tamsay1 ve 1<V, <n ie{1,2,..,m} ve n+1<v,<2n

je{n+1..t} dir. xe{1,2,...,t—2} ve xzm-1icin f =v,, -V dir.

Esitsizligin tersini gostermek i¢in f, <5 oldugunu gostermeliyiz.

Kabul edelim ki, en azindan bir X degeri igin f, >6 olsun. Genelligi bozmamak

i¢in f, =6 oldugunu iddia edelim. Bu iddiaya uygun olarak;

5
s/ ={1. njuy U {(51+6),(5i+7)} ¢ ve

"

S, ={(n+1),(n+2),(n+5),(2n)}ws [J {(n+5i+6),(n+5i+7)]
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kiimesi olusturulur. T =S, US, dir. Buradan |T|:6+4(n—;7—‘ elde edilir.

n=0 (mod 5) igin,

T| =6+ 4( n ;SJ = 4n ;10 olur. Ancak, bu deger daha dnce

n=0(mod 5) i¢in |D|= 4—5” seklinde buldugumuz iist deger ile gelisir. Benzer

durum T kiimesine gére n=i (mod 5) ie{1,2,3,4} iin elde edilen degerlerin,

daha once elde ettigimiz iist siirlar ile ¢elistigi kolayca goriiliir. Bu da iddiamiz

m-2 t-2
ile celisir. Boylece f, <5 olmahdir. Bu durumda, » f, + > f <5(t—4)
=i

Xo=m+1
olur. Ayrica mod 5 e gore olusan n’nin tim degerleri igin

v=1,v,=6,v ,=n+1,v ,=n+5 oldugundan Vv, +V,+V_ , +V ., =2n+13

m-+1

elde edilir.

m-3 t-3
Eger n=0(mod5) ise, o zaman > f + > f +f ,+f_,<5(t-6)+8 olur.

X =1 Xo=m+1

m-3 t-3
Dot o+ D i, =(Vy +V Ve +V, ) —(2n+13)+ f L, + £, elde

X =1 Xo=m-+1

edilir. n=0 (mod 5) icin V.,=n—-4,v. ,=n-5,v,

m-1

L, =2n-4 ve

m-2

V,,=2n-5, f _,=f_,=4 olur. Boylece, 6n-18-2n-13 < 5(t-6) ve

m-2
buradan t > PmT_ﬂ elde edilir. Bu durumda [T| =t > (42_1}2[4_;] dir.
. 4n .
Buise y,, (DSd (G,{Z})) > [?—‘ olmasini gerektirir.
m-2 t-2
Eger n=1(mod5) ise, 0 zaman Z f, + Z f <5(t—4) olur. Ayrica,
X =1 Xo=m+1

m-2 -2
Dof+ tz f, = (Vp+Voy Vi +V;)—(2n+13) dir. n=1(mod5) icin

%=1 Xp=M+1

v.=n,V

m

=n-1,v,=2n, Vv, =2n-1 oldugundan, 6n—-2-2n-13 < 5t-20

m-1
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ve buradan t > (4n+5—‘ rm—l
5 5

> (45n—|+1 dir. Bu

1S, 744 (DSd (G, {2})) > [4—;—‘ +1 olmasini gerektirir.

m-3 t-3
Eger n=2(mod5) ise, > f + > f, +f ,+f_,<5(t—6)+4 olur. Burada

X =1 Xo=m+1

fo1+ Z fo tfnotfip= = (Viy Vg Vg +V )+ fop + f, —(2n+13) i

X =1 =m+1

n=2 (mod 5) icin V,,=n-1,v ,=n-2,v,,=2n-1,v,_,=2n-2

oldugundan, 6n—6-2n-13 < 5(t—6) ve buradan t > [4n;12"l:(4_5n“+2

elde  edilir Bu  durumda, T =t > [%%2 dir. Bu ise

Y (DSd (G, {2})) > [4—;—‘ +2 olmasm gerektirir.

m-3
Eger n=3(mod 5) ise, > f, + z f, + fno+ fi, <5(t—6)+6 olur. Ayrica
X =1 =m+1
Zf + Z fo + foo+ fo = (Vs + Voo TV +Vi, ) —(2n+13)+ £, + f_, dir.

=m+1
n=3(mod5) icinv,,=n-2,v, ,=n-3,Vv,,=2n-2,V,,=2n-3 ve

f.,=f_, =3 oldugundan, 6n-10-2n-13 < 5(t—6) ve buradan

t > [4n+7w ﬁﬂﬂ elde edilir. Bu durumda, [T| =t > {4;%1 dir. Bu

5

IS€ ¥y (DSd (G, {2})) > [4—;—‘ +1 olmasim gerektirir.

m-3 t-3
Eger n=4 (mod 5) ise, 0 zaman Zf + Z f, + oo+ f, <5(t—6)+8 dir.
X =1 =m+1
Ayrica
Z f,+ Z fo + foot fiog = (Vs + Voo +Viy Vi, ) — (20 +13)+ L, + f,_, dir.

X =1 =m+1
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n=4(modb) i¢inv, ,=n-3,v, ,=n-4,v, ,=2n-3,v,_,=2n—-4 ve

f.,=f_, =4 oldugundan, 6n—14-2n-13 < 5(t—6)ve buradan

m-2

> [4n5+3—‘:{4—;w Ide edilir. Bu durumda, [T| =t > [4—;—‘ dir. Bu ise,

Yad (DSd (G, {2})) > [4—;—' olmasini gerektirir.

Sonug¢ olarak; ispat, yg, (Dsd (G,{Z})) icin elde edilen alt ve iist sinirlar ile

tamamlanir.

Teorem 3.2.3: Eger Gz=K , (m+n)—tepeli iki parcali tam g¢izge ise

(m=>1ven>2igin), 0 zaman y, (D, (G.{2}))=4 tir.

ispat: D, (G,{2}) cizgesinin tepeler kiimesi V (Dsd (G,{Z})) =V, UV, UV, UV,
seklinde dort parcaya aynlabilir. Burada V, ={V;,V,,...Vp,}, V, ={V;,V,,...V, },
V, = {Vlvzvm} ve V,= {vi,vlz,...,v,']} seklinde etiketleyelim. ik &nce

Y (DSd (G, {2})) i¢in iist sinir olusturalim. Eger S = {V1’V1'Vivvi} ise, 0 zaman S

kiimesi D, (G,{2}) ¢izgesinin DD —seti dir. Boylece, y,, (Dsd (G, {2})) <4 olur.

Alt smur i¢in, T kiimesi 7dd(Dsd (G,{Z}))—Set olsun. Kabul edelim ki, |T|=3

olsun. Bu ise, T deki her tepenin en azindan bir komsusunun yine T de olmasini
gerektirir. V, =V, ve V, =V, oldugunu dikkate alarak, asagidaki durumlar elde

edilir.

Durum 1: u; €V, ,v, €V, ,V, €V, olacak sekilde T :{ui,vj,vt'} ie{l,..m} ,
jite{l...n} ve j=t olsun. Ancak bu durumda, D, (G,{2}) izgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.
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Durum 2: u;,u; €V, , ut' eV, olacak sekilde i,j,te{l,...,m} ve i# j#t igin
T={u,u;,u;} olsun. Ancak bu durumda, D,(G,{2}) izgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.

Durum 3: v,,v; €V, , v, eV, olacak sekilde i, j,te{l..,n} ve i=j=t igin
iyt

T={v,v;,v} olsun. Ancak bu durumda, D, (G,{2}) cizgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.

Durum 4: u; €V, ,u; €V, ,V, €V, olacak sekilde i,je{l,...m} , te{l..n}jve
i# j igin T={u,u;,v| olsun. Ancak bu durumda, D, (G,{2}) sizgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.

Durum 5: v; €V, ,v, €V, , u, €V, olacak sekilde jte{l..,n} ,ie{l..m} ve
j#t igin T={v,v,u;} olsun. Ancak bu durumda, D, (G,{2}) cizgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.

Durum 6: u, €V, ,V, €V, ,u, €V, olacak sekilde i,te{l...,m}, je{l..,n} ve
i#t igin T :{ui,vj,ut'} olsun. Ancak bu durumda, D (G,{Z}) cizgesinde cift

bastirilmayan tepeler olur.

Tim durumlarda, ¢izgenin baz1 tepeleri ¢ift bastirilamaz. Boylece,

Vs (D (G.{2})) =[T| 2 4 elde edilir.

Sonug olarak, ispat, ydd(DSd (G,{Z})) i¢in elde edilen alt ve ist simrlar ile

tamamlanir.

Sonu¢: Eger n>2 i¢in Gz=K,,, (n+1)—tepeli yildiz ¢izge ise,

Y (Dsd (G,{Z})) =4 diir.
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Ispat: Eger m=1, n>2 ise, 0 zaman K__= K,, dir. Boylece, sonucun ispati

m,n —

Teorem 3.2.3” den kolayca goriiliir.

Teorem 3.2.4: Eger n>4 i¢in G=W,,, (n+1)—tepeli tekerlek ¢izge ise, 0

zaman 7, (D, (G,{2}))=4 dir.

ispat: D, (G,{2}) sizgesinin tepeler kiimesi, V (D, (G,{2}))=V (G)wV (G
seklinde iki pargaya ayrilabilir. Burada V(G)={c,u,..,u,} ve
V(G')={c,,uy,...,u,| ile etiketlensin. ¢, , G gizgesinin merkez tepesi olsun. Ik
once, 74 (Dy(G.{2})) icin iist sir olugturalim. Eger S ={c,,u;,C;, Uy} ise, 0
zaman S kiimesi D, (G,{2}) cizgesinin bir DD-seti dir. Boylece,

Yas (Dt (G.{2})) <4 olur.

Ispati  tamamlamak igin, alt s ispatlamamiz  gerekir. T, bir

Ve (S(G,{Z}))—Set olsun. [T|=3 oldugunu kabul edelim. T deki tepelerin ¢ift

baskinligi saglanabilmesi igin, her tepenin en az bir komsusu T de olmalidir.

Boylece, asagidaki durumlara sahip olunur.

Durum 1: T deki tim tepeler V(G) de olsun. deg(c,)=n oldugundan

tepelerden biri ¢, olmas1 gerekir. ( Benzer durum T deki tiim tepelerin V (G) de

olmasi ile aynidir ) Ancak bu durumda gizgede hi¢ bastirilmayan ve ¢ift baskinlig

saglanmayan tepeler olur.

Durum 2: T deki iki tepe V(G) de, diger tepe V(G')de olsun. Burada
deg(cl)zn oldugundan V (G) deki tepelerden biri ¢, olmas: gerekir. ( Benzer

durum T deki iki tepenin V (G) de, diger tepenin V (G) de olmast ile aymdir )

Ancak bu durumda c¢izgede hi¢ bastirilmayan ve ¢ift baskinligi saglanmayan
tepeler olur.
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Tiim durumlarda, kabuliimiiz yanhstir. Boylece yg, (DSd (G,{Z})):|T| >4 elde

edilir.

Sonug¢ olarak ispat, ydd(DSd (G,{Z})) icin elde edilen alt ve lst smurlar ile

tamamlanir.

Teorem 3.2.5: Eger G=P, ve n>10 ise, 0 zaman

—l+1 , n=1(mod 5)

- 1
N
>
+
(00)

—l , diger durumlarda

ispat: (D, (G,{3})) iizerinde éncelikle iist smirlarin bulmaya galisalim.
Cizgede tepelerin dereceleri deg(v,)=deg(v,)=deg(v,.,)=deg(v,,)=2 ,
deg(v;)=2 ,i€{2,3,n-1,n-2,n+2,n+3, 2n-1, 2n-2} ve
deg(v;)=4 ,je{4,..,n-3,n+4,2n-3} dir. S kimesi D,(G,{3})

¢izgesinin bir DD —seti olsun.

Dolayistyla v, tepesini ¢ift bastirabilmek i¢in, mutlaka komsular1 S de olmalidur.
Benzer sekilde kopyas: olan v,,, tepesini de cift bastirabilmek i¢in, mutlaka
komsulart S de olmalidir. Bdylece {V,,V,,V,,,V,,4} €S dir. S deki tepelerin de

cift baskinlig1 saglanabilmesi i¢in v, ve kopyasi olan v, tepesinin S ye

n+5

eklenmesi gerekir.

Bu durumda v, , Vv, tepeleri ve benzer sekilde bu tepelerin kopyalar: olan
V..V, tepeleri S kiimesi ile ¢ift bastirilir. v, ve v, tepelerine g¢iftlik
verebilmek i¢in, S DD-set oldugundan v, , V,,,, tepeleri Sye eklenir. v,

ve v,,, icinde v, , v, tepeleri eklenir.
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Bu sekilde isleme devam edildiginde, y,, (DSd (G,{B})) lizerinde ist smirlar

olusur.

5= ) {V5i+4 ! V5i+5 ! Vn+5i+4 ) Vn+5i+5}u{v2 ! Vn+2}

olsun. Eger n=0 (mod 5) ise, 0 zaman D=S dir. Eger n=12,3 (mod 5) ise
D=Su{v,,v,,} olur. Aksi halde, yani n=4(mod5) icin,

D=SU{V,,V, ;Y Vpn,} dir. Tim durumlarda D kiimesi D, (G,{B})

cizgesinin bir DD —seti dir. Ayrica eger n=1 (mod 5) ise |D|:[4n5+8—|+1 :

4n+8

aksi halde |D| :[ —l elde edilir.

Boylece,

S
0 0]

[ n5+ —I+1 , n=1 (mod 5)

74 (D (G.{3})) <

SN
(00]

[ n5+ —‘ , diger durumlarda

elde edilir.

Simdi Y ( D (G, { 3})) lizerinde alt siirlarin ispatlayalim.

T:{Vl,vz,...,vi,...,Vm,vmﬂ,...,vj,...,Vt} kiimesinin y,, (S(G,{S}))—Set oldugunu
kabul edelim. Burada; v, <V, <...<V; <...<V, <..<V,; <..<V, olacak sekilde v,
ve Vv, herhangi iki pozitif tamsay1 ve 1<v, <n , i€{12,...,m} ve n+1<v, <2n,

je{n+l..t} dir. xe{l2,..,t-2} ve x=m-1, m i¢in f =v,,-v, dir.

Esitsizligin tersini gostermek i¢in f, <5 oldugunu gostermeliyiz.



35

Kabul edelim ki, en azindan bir X degeri igin f, >6 olsun. Genelligi bozmamak

i¢in f, =6 oldugunu iddia edelim. Bu iddiaya uygun olarak;

S$'={2,4,5,(n+2),(n+4),(n+6),(n+9)}u

s
U {(51+10),(5i+11),(n+5i+10),(n+5i+11)} ¢ kiimesi olusturulur.

i=0

T=S dir |T|:8+4PT_9—1 elde  edilir, n=0(mod 5) icin,

|T| = 8+4( n ;5) _4n ; 20 olur. Ancak bu deger daha énce n=0 (mod 5) igin

4n+1
+ seklinde buldugumuz st sinir ile gelisir. Benzer durum, T

D|=

kiimesine gore n=i (mod 5) ie{1,234} icin elde edilen degerlerin, daha
once elde ettigimiz list sinirlar ile ayn1 ya da daha biiyiik oldugu kolayca goriiliir.
Bu da iddiamiz ile geligir. Boylece f, <5 olmalidir. Bu ise,

t-2

2
f, + z f,, <5(t—4) olur. mod 5’ e gore N’ nin tiim durumlan igin,
1

X = Xo=m+1

m—

v,=2,V,=4,v . =n+2,v. ,=n+4olup v,+Vv, +v_ +v_ ., =2n+12 dir.

m-2 t-2
Eger n=0 (mod 5) ise, > f, + > f =(v,+V,,+V, +V,_)—(2n+12) dir.

X =1 Xo=m+1

Burada v,=n,Vv, ,=n-1,v,=2n ve V., =2n-1 oldugundan

m

6n—2-2n—12 < 5(t—4) ve buradan t >

[4“6} elde edilir. Bu durumda

T =t => [4n5+6_‘:[4n5+8—‘ dir. Bu ise y/dd(Dsd (G,{3}))2(4n5+8—l olmasimi

gerektirir.
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Eger n=1,2,3,4 (mod 5)ise, 0 zaman

m-3 t-3
Z f, + Z fo, + oot fi,< 5(t—6)+ f,_, + f._, olur. Ayrica,

%=1 Xp=m-+1

m-3 t-3
> f, + > fo + foot fio = (Voo Vs +Vip +Viy ) —(2n+12)+ £, + f_, dir.

%=1 Xp=Mm+1

Eger n=1(mod 5) ise, v, ,=n-2,Vv,,=n-1,v,_,=2n-2,v_,=2n-1 ve

foo=f_,=2 oldugundan, 4n-18<5(t—6) ve buradan tz(‘”‘ ;12} olde

edilir. Bu durumda |T| =t > {4n+12—l:[4n+8

—l+1 dir. Bu ise,
5 5

Yad ( D,, (G.{3} )) > {4n5+ 8—‘ +1 olmasim gerektirir.

Eger n=2 (mod 5) ise, v, ,=n-3,V,,=n-2,V,,=2n-3,V,_,=2n-2 Ve

f.,=f_, =3 oldugundan, 6n—10-2n-12<5(t—6) ve buradan t> rm;ﬂ

elde  edilir. Bu  durumda T|=t > [4n5+8] dir. Bu ise,

Y (Dsd (G, {3})) > [4n5+ 8—‘ olmasini gerektirir.

Eger n=3 (mod 5) ise, v, ,=n—4,v, ,=n-3,V,_,=2n—-4,v,_,=2n-3 ve

f.,=f_,=4 oldugundan, 6n—14—-2n-12<5(t—6) ve buradan t> (4n+41

elde edilir. Bu durumda |T|=t2(4n5+5—‘:[4n5+8

—l dir. Bu ise,

Y (DSd (G, {3})) > [4n5+ 8—‘ olmasin1 gerektirir.
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Eger n=4 (mod 5) ise, 0 zaman

m-4 t—4
Dt o+ > L, <5(t=8)+f L+ f ,+f+f, olur

%=1 Xp=m-+1

m-4 t—4
Ayrica D f, + D0 f, =(Vy, +Vys +Vi, +V ) —(2n+12) dir,

%=1 Xp=m-+1

n=4 (mod 5) icin, v,

m-2

=n-4,v, ,=n-5,v ,=2n-4,V,,=2n-5 ve

f..=f ,="f ,=1f_,=4 oldugundan, 6n-18-2n—-12<5t—40 ve buradan

4n +101 B {4n +8
5 5

} dir. Bu ise,

tz[“”*m} elde edilir. Bu durumda, |T|:t2[
4n+8 iy
(DSd (G,{3})) 2[ = —‘ olmasimi gerektirir.

Sonug olarak, ispat ;/dd(DSd (G,{3})) icin elde edilen alt ve ist smurlar ile

tamamlanir.

Teorem 3.2.6: Eger G=C, ise, 0 zaman

4n;10 -1, n=1(modb5)
[4n+10 ]

Vdd(Dsd (G’{3}))= s +1 , n=3 (modb5)
4n;10 , diger durumlarda

ispat: D, (G,{3}) cizgesinin tepeleri V(D (G,{3}))=V,wV,, burada
\ ={1,2,...,n} ve V, :{n +1,n+2,...,2n} seklinde iki kiimeye ayrilsin. Ilk énce

Y (Dsd (G, {3})) lizerinde {ist sinirlar olusturulsun.
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o
Slz{n,(n—l),(n—z)}u U {(5i+4),(5i+5)} ve

i=0

S,={2n, 2n-1, 2n-2}u {(n+5i+4),(n+5i+5)} - olmak iizere,
S=S,US, dir.

Eger n=0,1,3,4 (mod 5) ise, 0 zaman D=S olur. Eger n=2 (mod 5) ise, 0
zaman D=Su{n-3, 2n-3} elde edilir Tim durumlarda D kiimesi
D, (G,{S}) ¢izgesinin bir DD-seti dir. Ayrica, eger n=1(mod 5) ise,

4n+10

|D|=[4”+1°}1 ve eger n=3 (mod 5) ise |D|:[

c —l+l dir. Diger

4n+10

durumlarda |D| =( —l elde edilir. Boylece

4n+10 -1, n=1(modb)
5
[4n+10 ]
7dd(Dsd (G,{3}))S 5 +1 , n=3 (mod5)
4n;10 , diger durumlarda

elde edilir.

$imdi 7, (D, (G,{3})) iizerinde alt sinirlar: ispatlayalim. T kiimesi D, (G, {3})
iizerinde bir 7, (S(G,{3}))—set olsun. T ={V;\V,,eccViooss Vi Vigygoooms Vi ooV}
kiimesi v, <V, <...<V, <...<V, <...<V; <...<V, olacak sekilde v; ve v; herhangi
iki pozitif tamsay1 ve 1<V, <n ief{l,2,.m} ve n+l<v,<2n je{n+l..t}

oldugunu kabul edelim. xe{L2..,t-5} ve Xx#m,m-1,m-2 icin
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f,=V.,,—V, dir. Esitsizligin tersini gostermek i¢in f <5 oldugunu

gostermeliyiz.

Kabul edelim ki, en azindan bir X degeri i¢in f >6 ve S, DD-set olsun.

Genelligi bozmamak i¢in f, =6 oldugunu iddia edelim. Bu iddiaya uygun olarak;

S':{n, (n-1), (n-2), 2n, 2n-1, 2n—2}u

e
{ (6i+4),(6i+5),(n+6i+4),(n+6i +5)} kiimesi  olusturulur.

i=0

Ancak (6i +6) , (n+6i +6) tepeleri bu kiimeyle ¢ift bastirilamaz. Bu durumda,

S kiimesine tepeler eklenmesi gerekir. Bu ise, daha once buldugumuz iist sinirla

celisir. Dolayisiyla, f, <5 olmalidir. Boylece

Zf + Z f + Foat +f L+ f

=m+1

ft_3 + ft_2 <5(t—10)+ f,_, + f, o+ f.,+ T, + f_s+ f_, elde edilir.

Zf + Z f + Foat +f L+ f

Xo=m-+1

ft_3 +f, =(vm_4 +V_ LV, +vt_3)+ f ,+f +f +f , +f  +f_, dir.

m-3 m-2

mod 5° e gore N’ nin tiim durumlarinda v, =4, v, =5, v ,=n+4,v_ ,=n+5

olup v, +Vv, +V, ., +V,., =2n+18 dir.

na=N-6,Vv .=n-5,v_,=2n-6,V,,=2n-5 ve
= f,_, =2 oldugundan,

4n+10

6n—-22-2n-18 < 5t-50 ve buradan t > [ 1 elde edilir. Bu durumda
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—‘ olmasini

T =t 2 rm;lo—l dir. Bu ise 7dd(Dsd(G,{3}))2[4n+lo

gerektirir.

Eger n=1(mod 5) ise, 0 zaman
vV.,=n-7,V, .=n-6,V,_,=2n-7,V,_,=2n-6 ve
na=Ff,=1,=3,f ,=f_,=2 oldugundan,

6n—26-2n-18 < 5(t—10) ve buradan t > [4236

T =t > (42;6—1:(%“0}—1 dir. Bu ise 7dd(S(G,{3}))2[4n;10—‘+1

w elde edilir. Bu durumda

6

olmasini gerektirir.

Eger n=2 (mod 5) ise, 0 zaman

m-4 t-4
Db+ D Fimat foo+ g+ f, <B(t=8)+f +f ,+f  +f, dir

%=1 Xp=Mm+1

n=2 (mod 5) i¢in f, _,=f ,=f_,="f_,=2 dir. Burada

m—4 t-4
Z f + Z f, +28= (Vs + Vs +Vis +Vi, ) —(2n+18) +8 olur. Ayrica

X =1 Xo=m-+1
V,z;=n-3,Vv, ,=n-2,V,,=2n-3,V,, =2n-2 oldugundan

4n+12

6n—10—2n-18<5t—40 ve buradan t > [ —l elde edilir. Bu durumda

T =t > [4”;12}(4”;1ﬂ dir. Buise 7,, (D, (G,{3}))2[4n;1ﬂ

olmasini gerektirir.

Eger n=3 (mod 5) ise, 0 zaman n=0,1 (mod 5) durumundaki formiil
gegerlidir. n=3 (mod 5) igin

v

m-4

=n-4,v,,=n-3,v,_,=2n-4,V, ,=2n-3 ve
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foa=Ff =1 ,="1f,="f ;=1 ,=2 oldugundan,
4n+18 ..
6n—14-2n-18 < 5(t—10) ve buradan t > ( 1 elde edilir. Bu durumda
4n+18 4n+10 . . 4n+10
T =t 2> [ c —‘:{ . —‘+1 dir. Bu ise ;/dd(Dsd (G{3}))2{ c —l+1

olmasini gerektirir.

Eger n=4 (mod 5) ise, 0 zaman n=0,1,3 (mod 5) durumundaki formiil

gecerlidir. n=4 (mod 5) i¢in

=n-5,v ,=n-4,v,,=2n-5,v, ,=2n-4ve f_ ,=f ,=f ,=f ,=3

Vin-a
ve f,,=f_, =2 oldugundan, 6n—18—2n-18 < 5(t—10) ve buradan
t> [4”;14}{4”;101 elde edilir. Bu durumda [T| = t > [4”;101 dir. Bu

4n+10

—‘ olmasin1 gerektirir.

ise 7, (DSd (G{3})) 2[

Sonug olarak, ispat ydd(DSd (G,{B})) i¢in elde edilen alt ve ist siirlar ile

tamamlanir.
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4. SONUC

Cizgelerde baskinlik, iletisim aglarinda, tesis planlamalarinda, elektrik
sebekelerinde vb. birgok alanda uygulamaya sahiptir. Uzerinde calisilan 6nemli
baskinlik parametrelerinden bir tanesi de ¢ift baskinlik sayisidir. Bu parametrenin

bazi1 6zel ¢izge sonuglarindan ilham alarak arastirmalarimiz baglamistir.

Bu tezde, cift baskinlik sayisinin golge c¢izgeler {izerindeki sonuglari

aragtinlmg, P, C,, S, , W, , K gibi yaygin olarak kullanilan bazi ¢izgeler

icin, genel sonuclar elde edilmistir.

Sooryanarayana tarafindan, 1998 yilinda ilk olarak tanimlanan ve daha
sonrasinda Kumar ve Murali’ nin 2016 yilinda iizerinde ¢alistiklar1 ¢izge yapisi
golge uzaklikli (mesafeli) ¢izgelerdir. Biz de bu ¢alismalardan esinlenerek, bu tez
calismasinda iki ve ii¢ uzunluklu golge ¢izgeler iizerinde ¢ift baskinlik sayisi

degerleri hesaplay1p ispatlar1 gerceklestirdik.
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